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Aufgabe 1 (von oben nach unten)
1) korrekt, falsch. korrekt, korrekt. korrekt. falsch, korrekt
2) dkf, dkf, nicht dkf, nicht dkf
3) regulir, nicht regulir, regulir
4) korrekt, korrekt, korrekt, falsch, korrekt, falsch
5} korrekt, korrekt, falsch, korrekt, falsch

6} korrekt, korrekt, korrekt, nicht korrekt. korrekt

Aufgabe 2
(a) Siche Def. 4.1.3
(b) Siehe Def. 3.5.1
(c) Siehe Det. 4.3.5
(d) Siehe Def. 4.3.5
{e) Siehe Def. 7.1.1
(f} Siehe Def. 8.3.2




Aufgabe 3
(1) Da f(n) > n firallen € IN gilt, folgt:
(f o g)(n) = flg(n)) > g(n) fir alle n € IN.

zu a) Mit (1) folgt fiir allen € IN: (g+ (fog)(n)=gn)+(fo g)(n)

<2-(fog)n),
somit folgt g + fog € O(fo9)

zub) Da f und g seitkonstruierbar sind, gibt es TM™ M, M, mit
far, (O™) = Qi) far, (O) = gein) £ag € O(f) sowie tag, € O(g)
Betrachte folgende TM M:
Eingabe: @"
(1) Berechne A9t mit M.
(2) Berechne /600 mit M, und dem Ergebnis aus (1).
(3) Gebe 07 aus.
Offensichtlich gilt fa(07) = @/t
Zeitanalyse:
(1) O(g)
(2) O(fog)
(3) O(f o g)

Insgesamt O(g + f o g). Mit (a) folgt Olg+ fog) = O(f o g}.
Somit ist f o g zeitkonstruierbar.

Aufgabe 4

(a) Esist zu zeigen, dass aus [P und M <y v L folgt, dass M € P gilt.
Sei also L € P via TM K und gelte M <pin L via f. Betrachte folgende
™™ N:

Eingabe .
(1) Berechne f(z)

(2) Entscheide f(z) € L mittels K und akzeptiere genau dann, wenn
K akzeptiert.

Esgilt Ly =M,daz € Ly & flxye Lexze M gilt.

Zeitanalyse:

(1) O(l=l)
(2) O f(x)|*) fiir ein k € IN.




Da f € FZEIT(n) gilt | f(z)| € O{|x}). Somit insgesamt O(|z|*) Schrit-
te, also M € P.

(b} Angenommen, es gébe eine vollstandige Sprache L fiir P bzgl. <prn.
Da L P-vollstindig ist, gilt:
(a) L' <p;y L fir alle L' € P und
(b) Le P
Wegen (b) existiert ein &, so dass L €ZEIT{n*). Mit (a) folgt dar-

aus, dass P C ZEIT(n**!). Dies ist ein Widerspruch zu den Zeithierar-
chiesitzen, da aus ihnen ZEIT(n*+1) ;Ct P folgt.

Aufgabe 5

(1) Die Reduktion sieht wie folgt aus:

flao) = { dla)f. . fd{a,)id(M)ed(N). falls & = d(N)ad(a))f . . . fd{a..)
) d{(10)4d(0)3d(0), sonst

[ € FPTIME ist offensichtlich.
Es bleibt & € RUCKSACK & f(x) € DOPPELT zu zeigen.

o =% Set x € RUCKSACK, v = d(V)zd(a)):. .. id(a,,). Dann gibt es
I C{l,...,m} mit ¥ a, = N. Offensichtlich gilt #NJ = # und
i€l
0 < N fir alle ¥ € IN. Somit ist f(z) € DOPPELT.
s <= “ Seialso f(x) €« DOPPELT und f(z} = d{a)f . . . {d{am )id(0}d{N).
Dann folgt dass es I, J gibt mit > a; = 0 und > a; = N und

el ied
I'nJ =0. Somit ist, da > a; = N, also r € RUCKSACK.
teJ

(ii) DOPPELT € NP wie man durch die Angabe einer nichtdeterminierten
Turingmaschine, die DOPPELT in Polynomialzeit erkennt, leicht zeigt.
Da RUCKSACK NP-vollstindig ist, gilt mit (i) fiir alle Z € NP, dass
L <, RUCKSACK <,4 DOPPELT. Also ist DOPPELT NP-hart und
somit auch NP-vollstindig.

Aufgabe 6
(a) (i) ay =aU(aUb)*b
(i1) as = alaU b)*h
(iii) a3 = (aVb)*ala U b)Y ala U b)*



b a b a a,b

(d) BEs gilt {w € {a,b} | w euthilt das Teilwort ab} = 0. Somit ist
G = ({5}, {a, b},0,5) cine rechtslineare Grammatik, die die Aufga-

benstellung erfiillt.

Eigentlich sollte {w € {a.b}" | w enthilt das Teilwort ab} erzeugt
werden. Fiir diese Sprache ist das folgende G eine mogliche Losung.

R={ S — aS[bS|aA,
A — bB,
B — aB|bBle}
G ={{S A, B} {a b} R S5)

Aufgabe 7

Angenommen, L sei kontextfrei. Sei p die Zahl aus dem Pumpinglemma. Wir
wihlen z := aPb¢?d?. Dann ist z € L und Ig(z) > p. Seien u,v,w,z,2 €
{a,b,c,d}", so dass z = uvwzy, vz # < und lg{vwz) < p. Dann sind folgende
Fille moglich:

(1) vwz € {a,b}" : Sei 2’ := wwax®y. Dann gilt §,(2') + t,(2") < 2p und
B.(2") + f4(2") = 4p. Somit ' ¢ L.

(i) vwe € {b,c}* : Sei 2’ := wwwx®y. Dann gilt 23(z") + 2.(2') < 3p und
fa(2') +84(2') = 3p. Somit 2’ ¢ L.

(iii) vwz € {c,d}* : 2" 1= wPwzly = 2.(2) + fa(2") < 4p und f.(2') +
4(2") = 2p. Somit 2’ ¢ L.

Widerspruch.

Scemit ist L nicht kontextfrei.



Aufgabe 8

(a)n = 0 In 0 Schritten kann nur § aus S abgeleitet werden. Somit gilt die
Behauptung fiir n = 0.
n>08" yw = 335535 w

Da 8 5 w, gibt es 31, 3 € (TUT)* mit 8 = 358, Nach IV gilt

3 € L. Es sind drei Fille méglich:

1) w = 818 Esist f(w) = 1(3) = §-(8) = 1> (w)
Da in 3 fir jedes Priifix u die Aussage f(u) > f§- (u) gilt, gilt
dies auch fiir w, da sich 3 und w nur um cin S unterscheiden.

2.) w = 31aShiy. to(w) = 1<(3) + 1 =1:(3) + 1 = - (w).
Die Prifixeigenschaft gilt offensichtlich,

3) w = 31858 1(w) = 2<(3) = §-(3) = t>(w). Die Préfixei-
genschaft gilt, da sich 3 und @ nur um §5 unterscheiden.

(b) Sei x € L(G) = 3n € N. § 5 z. Somit folgt mit (a) direkt z € L, da
r e {<, >}

(¢) Wir zeigen mit Induktion.
Fiir alle w € L mit lg{w) = n gilt w € L(G). (*%)

n=0: Esist e € L und ¢ € L{G), also gilt (*x) fiir n = 0.

n>0: Seiwe€ L und lg{w) = n + 1. Mit () gilt, dass fiir w einer der
zwei folgenden Fille gilt:

(1) w=<u>mitu¢€lL
oder
() w=uwvmitvZwund u =wund u.v € L

zu (1) lg(u) < lg(w}. Somit ist die Induktionsvoraussetzung auf u an-
wendbar. Also In. § 5 u.
Somit S =< § >D< u>=w. Also w € L(G).

zu (2) lg(u) < lg{w) und lg(v) < lg{w) Somit 3n;. S 24w und
In,. § % . Daraus folgt § = S§ 25 w8 % uwv = w. Al
so w € L(G).

(d) Fiir w = ¢ ist nichts zu zeigen. Sei also w € L und Ig(w) > 0.
Es sei u das kiirzeste Prifix # ¢ von w mit f.{u) = #5 (u).
Ist w = w, dann gilt w =< o’ > mit v’ € {<,>}". Fiir o/ gilt 3. (v') =
b ().
Angenommen es existiert ein echtes Priifix v von u' mit . (v) < f>(v).
Dann folgt *.(v) < 2-(v) und somit s (v} = & (v). Widerspruch.

Ist ©« # w , dann folgt v € L und w = wu' mit f(u) = #(u).
Gibe es ein Prifix u” von u' mit j.(u") < z.(u"), dann gilt auch
1o (un”) < o (w). Somit w" € L.



