Losungshinweise zur Klausur 1654/1658 vom 31. Juli 2010

Aufgabe 1

(i) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt? (f bezeichne hierbei stets eine totale
Funktion f: IN — IN.)
korrekt falsch

[ ] [ ] Wenn f bandkonstruierbar ist, dann ist f berechenbar.
korrekt: Dies folgt sofort aus der Definition wenn man die
Standardnummerierung von {0} heranzieht.

[ 1] [ 1 Wenn O(f)=0O(n), dann ist f bandkonstruierbar.
falsch: f(n) := n + cfk,(n) ist noch nicht einmal berechenbar.

[ 1 [ ] Esistbekannt, dass BAND(f) # BAND(n) aus O(f) # O(n) folgt.
falsch: Wir haben die Bandkonstruierbarkeit von f gefordert — Man
kann sogar Funktionen konstruieren, die diese Behauptung widerlegen.

[ ] [ ] Esist bekannt, dass ein k£ € IN existiert, so dass
NBAND(logn) & ZEIT(n*s").
korrekt: NBAND(logn) C [ J ZEIT (2¢10¢n) CZEIT(208lcemlen)

CZEIT(20eglogn)>logn) C7EIT(2U0e™*) =ZEIT(nl8").

[ ] [ ] DieFunktion f(n)= [ '°%/2"] ist zeitkonstruierbar.
korrekt

[ ] [ ] Esistbekannt, dass ZEIT(n?)#£ZEIT(n?lognloglogn) gilt.
korrekt: Zeitseparationssatz.

(ii) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?
korrekt falsch
[ ] [ ] FiraleAePgilt An{0,1}* € {{0,1}*\ A| A eNP}.
korrekt: Zunéchst ist mit A auch AN {0,1}* in P enthalten, so dass die
Behauptung aus der Abgeschlossenheit von P unter Komplementbildung folgt.
[ 1 [ ] Esistbekannt, dass LOGSPACE G NP gilt.
falsch: Es ist nicht bekannt, ob nicht LOGSPACE ganz NP umfasst.
[ 1 [ 1 GAPZL,.3SAT
korrekt: 3SAT ist NP-vollstdndig und es gilt GAP € NLOGSPACE C P C NP.
[ ] [ ] Essind vollstdndigen Mengen fiir NBAND(2") bekannt.
korrekt: Die Konstruktion solcher Mengen kann analog zum Fall NP mit
angepassten Mengen U,,; durchgefiihrt werden.
[ 1 [ ] AusA<,uBfolgt {0,1}*\ A <, {0,1}*\ B.
falsch: Dies gilt i.A. nur, wenn B C {0, 1}*.
[ ] [ ] Esistbekannt, dass PSPACE=NPSPACE gilt.
korrekt: Dies ist eine direkte Folgerung aus dem Satz von Savitch.



(iii) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?
korrekt falsch

[ ] [ ] DieSprache {a"b™c?|n,m,pe IN,m #n oder p # m} ist kontextfrei.
korrekt: Man kann z.B. leicht einen Kellerautomaten fiir diese Sprache angeben.

[ 1] [ ] DieSprache {ulu?|u € {0,1}*} ist deterministisch kontextfrei.
falsch

[ 1 [ ] SeiG=({ST} {a,b},{S— aSH|T, T — aT|a|Tb|b},S5).
L(G) ist regulér.
korrekt: L(G) = {a™™ | m + n > 0}.

[ 1 [ ] SeiG=({S5T} {a,b},{S— aSH|T,T — aT|a},S).
Es ist L(G)={a™b" | m,n € N,m > n}.
korrekt

[ ] [ ] Fir zwel beliebige regulére Mengen L; und L, ist entscheidbar,
ob L # L, gilt.
korrekt: Satz 8.4.2

[ ] [ ] Firzwel beliebige kontextfreie Mengen L; und Lo ist L; N Ly kontextfrei.
falsch: Satz 9.7.2

Aufgabe 2
Geben Sie Definitionen an fiir:
(i) f:IN — IN ist bandkonstruierbar — Definition 3.3.1
(i) L <po M fiir L, M C 3*, 3 endliches Alphabet — Definition 4.3.2
(iii) NP-vollstdndige Sprachen — Definition 4.3.5
(iv) L(A) fiir einen endlichen Automaten A = (X,Q, qo, F;, §) — Definition 8.3.2 (3).

Aufgabe 3

Formulieren Sie

(i) den Zeithierarchiesatz — Satz 3.4.2

(ii) das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen — Satz 9.4.3.



Aufgabe 4

(i) Zunichst gilt L} ¢ ZEIT(n%), da L; ¢ ZEIT(n*) vorausgesetzt wird. Mit L wére
aber auch L) = LN {0w | w € ¥*} in ZEIT(n*) enthalten.

(i) Mit L; ist auch Lj und somit ¥* \ L} in P enthalten. Weiter ist mit Lz auch
¥* \ L) in NP enthalten. Somit gilt X*\ L = (3* \ L)) n (Z*\ Lj) € NP. Um
zu zeigen, dass L auch NP-hart ist, geniigt es Ly <pu X* \ L zu zeigen. Sei hierzu
f: 3* — ¥* definiert durch f(w) = lw fiir alle w € ¥* Dann gilt f € FP und
weiter lw € ¥*\ L & 1w ¢ L, & w € Ly nach Definition von L.

Aufgabe 5

(i) Sei f : IN — IN berechenbar. Dann ist auf Grund des Zusammenhangs zwischen
Wort- und Zahlenberechenbarkeit auch die Funktion f : {0}* — {0}*, 07 — 0™
berechenbar. Sei M eine Turingmaschine, die f berechnet. Es gilt nun fiir g = 3
f € O(g), da sonst M die Ausgabe nicht auf das Ausgabeband schreiben konnte.
Ferner ist g als Zeitkomplexitét einer Turingmaschine zeitkonstruierbar und somit
auch bandkonstruierbar.

(ii) Bezeichne cfk,, die charakteristische Funktion des Selbstanwendbarkeitsproblem
K,. Dann gilt fir g : IN = N, g(n) = n + cfg,(n): Yn.n < g(n) < n+ 1, also
O(n) = O(g). Wire g zeitkonstruierbar so wére g berechenbar und man kénnte aus
n den Wert 1g(09™) — n = ¢fg,(n) berechnen. Dies wire aber ein Widerspruch zu
der Nichtentscheidbarkeit von K.

Aufgabe 6

Jede NP-vollstdndige Sprache muss in NP liegen. Es geniigt also zu zeigen, dass NP
echte Teilmenge von ZEIT(n™") ist. Nun gilt zunéchst, dass NPC [J, ZEIT(2°™) C
ZEIT(Q"IOgn). Da, die Funktion n — n™" zeitkonstruierbar ist und wegen lim,_,o n'™ -
27" In™" = 0 auch n™" ¢ O(nlog™ . 27*") gilt, sind die Voraussetzungen fiir den Zeit-
hierarchiesatz erfiillt. Es gilt somit NP C ZEIT(n™).



Aufgabe 7

a)

b)

c)

d)

a = ((a(a U b)*)((bb)a)) leistet das Gewtlinschte.
Sei A= ({a,b}*,Q = {90,91,92,93, 94,95}, 90, {gs},0) definiert durch

b = { (qoa a, q2)’ (qoa b> q1)7 (q17 a, ql)a (qh ba ql), (q2’ a, q2)1 (QQ, b’ q3)7 (q3’a’ q2)’
(q3a ba q4)a (q47 a, q5)7 (q4> b7 q4)a (q5> a, q2)a (q5a b> q3) }

Dann gilt L(A) = L.

Da der Automat A in Teil b) determiniert und vollstindig ist, leistet
A= ({a,0}",Q = {90, 91, %, 93,94, 35}, 90, {90, 1, 92, 43, 4}, 9)

das Gewlinschte.

Sei G = ({S, A, B,C,D},{a,b}, R, S) definiert durch
R={(S,aA),(4,aA), (4,bA),(A,bB),(B,bC),(C,aD),(D,¢e)}.

Dann ist G in Normalform und es gilt L(G) = L.

Aufgabe 8

(i)

(i)

Die Grammatik G = ({S, Z, A, B, Vy, V1},{a, b}, R, S) mit der Regelmenge

R ={ (S’%B)’(&%A%(S’ZA)a(VOaZS)a(VLZT)’(TaVlZ)’
(T,2%),(A,a),(B,b),(Z,a),(Z,b) }

leistet das Gewlinschte.

Der folgende Kellerautomat A erkennt die Sprache L mit leerem Keller wie folgt: A
legt zunéchst fiir jedes gelesene Eingabezeichen der ersten Hélfte ein Zeichen auf den
Keller und entscheidet nichtdeterminiert, ob die Halfte der Eingabe gelesen wurde.
Fir die zweite Hélfte der Eingabe wird nun jeweils fiir jedes Zeichen ein Zeichen
gelesen und gleichzeitig im Zustand gespeichert, ob bereits ein a gelesen wurde.
Wird das Kellerstartsymbol gelesen, so wird es gel6scht, falls bereits ein a gelesen
wurde.

Der Automat A kommt hierbei mit 3 Zusténden qo, 1, g2 aus, wobei go den Start-
zustand bezeichne. Das Kelleralphabet besteht aus den Zeichen $ und a. Die Uber-



gangsrelation § sei durch die folgende Tabelle gegeben:

glz|CHVI|Y |{
Ggla|lS | R|a%|q
Jo b3 || R|a$ qo
glala | R|aalq
Gg|blal| R{aal|q
GlalS | R|aS|q
4o b $ R a$ 451
glalall Rlaa| ¢
Gl|blal|l R|laa|q
quja|laf|R|¢c|q
q|bla|R|ic|q
@lalallR| € |q
@lbla|R|e|q
2|38 |N|c|ag

(iii) Dies kann z.B. mit Hilfe des Pumping Lemmas gezeigt werden. Wir zeigen diese Aus-
sage tiber die Abschlusseigenschaften der reguléren Sprachen: Angenommen, L ist re-
gulér. Dann ist auch Lo := LNL((a*b*)) = {a™™ | n > m+1,n+m = 0(mod 2)} re-
gulér. Dann ist aber auch L; := {a"b™|n > m} = {a}U(Lo-{b,e}) und L := {a™b™ |
n > m} = {e}U(Ly-{b,e}), sowie Ly = {a™™ | m > n} = L((a*b*)) N ({a,b}*\ L;)
reguldr. Dann aber wére auch {a”b" | n € IN} = Ly N L3 reguldr im Widerspruch zu
Korollar 8.4.4.

Aufgabe 9

‘Wir zeigen zunéichst L(G) C L: Zunichst zeigt man per Induktion nach n, der Linge der
Ableitungen, die folgende Behauptung:

Vn € NVw € {S,a,b,c}*.5 > w=Ju € {a,b}*w= uSAIW v @ = I+

Hieraus folgt dann die Inklusion wie folgt: Sei w € L(G) dann gilt S % w fiir ein n und
somit w = uSd9™ oder w = ud9™*1, Da w € {a,b,c}*, gilt w = ud9™*! und somit
w € L.

Wir zeigen weiter L C L(G): Hierzu kann man zunéchst die folgende Aussage tiber die
Linge von u zeigen:

Vu € {a,b}*.S 5 uScs®

Hieraus folgt dann die Inklusion, indem noch ein einzelner Ableitungsschritt S — ¢ hin-
zugefiigt wird.



