Einfithrung in die Theoretische Informatik B
Loésungsvorschlédge zur
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Aufgabe 1

(i) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?
korrekt falsch
[X] [ ] Sei M eine beliebige determinierte TM iiber dem Ein-/Ausgabealphabet 3.
Dann gilt Ly = {z € * | fu(z) = €}.

[X] [ 1 SeiM eine beliebige determinierte TM. Dann gilt Def(5ys)=Def(f).

[ 1 [X] AusfeO(n)folgt f € o(n).

[ 1 [X] DieFunktion f(n) = [\/n] ist zeitkonstruierbar.

[X] [ ] Sei M eine Kontrollturingmaschine mit Eingabealphabet £. Wenn es fiir

z € ¥* ein y € {0, 1}* gibt, so dass 7as(z,y) =1 gilt, dann gilt £ € Ly,.

(ii) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?

korrekt falsch v ,
Fiir alle A € NBAND(n) gilt A € BAND(n?).
Es ist unbekannt, ob P C NP gilt.
3SAT<,SAT
PSPACE ist nicht abgeschlossen bzgl. <po.
Aus A <,y B und B eNP folgt A eNPSPACE.
Es ist bekannt, dass NLOGSPACECP gilt.
P#NP<¢> 3SAT ¢ P
Es ist bekannt, dass P=LOGSPACE gilt.
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(iii) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?
korrekt falsch

[X] [ ] DieSprache {a"s" |n € IN} ist kontextfrei.
G ist eine rechtslineare Grammatik.

[X] [ ] SeiG=({S T}, {a,b},{S—aT|T, T — aT|5}, S)
G ist eine kontextfreie Grammatik.

[ 1 [X] SeiG=({ST},{a,b},{S — aSHT, T — aTle}, S).
Es ist L(G)={a™b" | m,n € IN,m > n}.

[ 1 [X] SeiG=({S T} {a,b},{S — aaSHiT, T — aTblab}, S).
Es ist L(G)={a™b" | m,n € IN\{0},m > n}.

Aufgabe 2

Die Sitze kénnen in den Kursunterlagen nachgelesen werden.

Aufgabe 3

Die Definitionen kénnen in den Kursunterlagen nachgelesen werden.

Aufgabe 4

(i) Wir beschreiben die Arbeitsweise einer TM M mit f,(0*) = 0/(™ und
3m € O(f). M arbeitet auf der Eingabe w := (0" wie folgt:

1.) Teste, ob die Lénge von w gerade ist. Falls ja, dann gebe w aus
und halte. Falls nein, gehe zu 2.)

2.) Ermittle die Lange der Eingabe und stelle sie in dualer Form da
(siche Beispiel 2.1.2 aus KE 1). Berechne also w' := d(lg(w)).
Gebe 04(*) aus.

Es ist falls lg(w) ad
_ w , glw) geraqge
fu(w) = { 0's(dletw)))  gonst

Da lg(d(1g(0))) = log n gilt, folgt fur = f.
Bandbedarf bei Eingabe 0™:

1.) Es ist kein zusétzliches Band nétig. Also O(1).
2.) O(log n)

somit 5y € O(log n) C O(f).



(i) g: N> N
nis { n , falls p,(n) def.
n+1 , sonst.

Offensichtlich gilt n € O(g). Wire g zeitkonstruierbar, dann wére g
berechenbar und K, entscheidbar. Widerspruch!

Aufgabe 5

(i) f ist bandkonstruierbar (siche Aufgabe 4 (i)). Es gilt f ¢ O(log n).
Mit dem Bandseparationssatz folgt BAND (f) € BAND (log n).
(Bem.: (i) folgt auch direkt aus (ii)).

(if) f ist bandkonstruierbar, log € O(f), f ¢ O(log n). Mit dem Bandhier-
archiesatz folgt die zu beweisende Aussage.

Aufgabe 6

(1) Wir definieren

M = ({20, 21, 22, 23}, {@, b}, 6, 20, {z2}) mit der Uberfithrungsfunktion
definiert durch den folgenden Ubergangsgraphen

Die Ideen, die mit den Zustéinden verbunden sind, kénnen, wie folgt
zusammengefasst werden

29 Die Anzahl der bisher eingelesenen a’s und b’s ist gerade.

z1 Die Anzahl der bisher eingelesenen a’s ist ungerade, die der b’s dagegen gerade.
2z Die Anzahl der bisher eingelesenen a’s ist gerade, die der b’s dagegen ungerade.
z3 Die Anzahl der bisher eingelesenen a’s und b’s ist ungerade.
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S —aA|bB,A— a8 |bC | e, B — bS | aC,
C — aB | bA.
G hat 9 Regeln.

(iii) o = (b*ab*ab*)*

Aufgabe 7

(i) L(G) = L(c) mit a = aa(a Ub)*.

(ii) Wir geben einen Automaten A an mit L(A4) = L(G) und benutzen
dabei das im Kurs vorgestellte Verfahren:

Wir gehen in drei Schritten vor.

Schritt 1 Wir konstruieren einen determinierten endlichen Automa-
ten A, so dass T'(A) = L(G) fiir die Grammatik G ist. Der Uber-
gangsgraph ¢ sieht wie folgt aus

Schritt 2 Entsprechend von Satz 8.4.1 wissen wir, dass reguléire Spra-
chen unter Komplementbildung abgeschlossen sind.

A ist nicht vollstandig, wir vervollstindigen ihn. Sei A’ der ent-
standene Automat:

Fiir A’ gilt L(A) = L(4)).




Nun vertauschen wir Endsténde und Nicht-Endstiande

Sei A” der resultierende Automat. Dann gilt L(A”) = {a,b}*\L(4) =
{a,b}"\L(G).

Schritt 3 Die dazugehérige Regelmenge kann nun aus dem Ubergangs-
graphen abgelesen werden
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und damit ist G’ = ({4, B,C}, {a,
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Aufgabe 8

(i) Die Idee fiir die Konstruktion des Kellerautomaten ist, zunichst die
Mitte des Wortes zu (zuféllig) zu raten und dabei die Anzahl der Zei-
chen bis zu dieser geratenen Mitte mit Hilfe des Kellers zu zihlen.

AnschlieBend wird gepriift, ob das Restwort die gleiche Linge besitzt
und mindestens zwei Symbole b enthilt.

Damit ergibt sich der folgende Automat:

M= ({aa b}’ {11 #}a #7 {qu q1, G2, q3}) do, {93}, 6) mit der fOlgenden U'ber-
gangsfunktion 4. Dazu setze z € {a, b} :




(go, T, #,q0,1) Beginn, um zu zéhlen

(g0,7,1,90,1) Zeichen z&hlen

(g0,€ 1,q1,1)  Wortmitte raten

(q1,a,1,q1,€) Lénge des Restwortes (noch kein b)
(g1,b,1,q2,¢)  Erstes b im Restwort

(g2,0,1,92,¢) Lénge des Restwortes (bisher nur ein b)
(g2,b,1,93,€)  Zweites b im Restwort

(g3,2,1,q3,¢) Lénge des Restwortes

(g3, €, #,q3,€) Keller leeren

(i) Es gibt mehr als eine nicht-akzeptierende Konfigurationsfolge fiir das

(iii)

Wort ababab (€ T'(M)) und zwar wenn die Wortmitte falsch geraten
wird. Ein solche mégliche nicht-akzeptierende Konfigurationsfolge ist

(QO) ababab7 #) F (qO) ba'ba'b: 1#) - (QO7a’bab1 11#) - (‘Il: aba'b1 11#) -
(Qh baba 1#) - (QZa b, #)

Die Sprache L = {zy € {a,b}* | lg(z) = lg(y) A #s(y) >,2} ist nicht
reguldr (aber kontextfrei).

Das beweisen wir durch die Anwendung des Pumping Lemmas.
Angenommen L sei regulér.

Dann gibt es eine Zahl n € IN, so dass alle t,%, z € £* mit t2f € L und
lg(z) =n gilt In,v,w € T*z =uvw A v # e AVi> 0.tuv'wt € L}

Wir betrachten die Worte mit mindestens zwei Zeichen b

(1) bb mit der Lénge 2

(2) bzby mit der Linge 2n + 2
(3) zybdb

(4) zybb

(5) zbyd

In der folgenden Betrachtung kdnnen wir die Fille (2)-(5) zusammen-
fassend untersuchen.

zu (1) Die entsprechende Zerlegung tZf mit z = uvw,v # ¢ ergibt,
dass v = bc mit ¢ € £*. Dann wire auch das Wort uv = b'¢"*p! in
der Sprache, was mit {g(bc) ungerade im Widerspruch zur Definition
von L steht.

zu (2)-(5) Auch hier brauchen wir tatsichlich nur die Langen der Teil-
worte zu betrachten. Die entsprechende Zerlegung unter Anwendung
des Pumping Lemmas, wie oben, zeigt, dass lg(v) = n + 1. Dann gilte
auch fir die Lénge des (Teil-) Wortes uv (2n+2) - (n~1) = n+ 1.
Das ist ebenfalls ein Widerspruch zur Definition von L, wenn n gerade
ist. Daher ist L nicht regulér.




BEOBACHTUNG:

Die Anzahl §, > 2 ist nicht wesentlich fiir diesen Beweis. Wichtig ist
die Lingenbedingung lg(z) = lg(y), d.h. lg(z) + lg(y) ist 2n fiir alle
n € IN.

Aufgabe 9

Sei G = (U, E) nicht k-vernetzt. Dann gibt es K C V mit §K = k, die keine
Kante in E enthilt; K ist also eine unabhéngige Menge mit k Knoten. Damit
gilt fiir alle z € {0,1}*:

of* € IND-SET & zf* ¢ M.

a) M ¢ P (weil M NP-vollstindig und vermutlich P#NP)
M ¢ NP (weil NP vermutlich nicht unter Komplement abgeschlossen)
M € PSPACE (weil NP CPSPACE und PSPACE abgeschlossen ist
unter Komplementbildung).

b) Sei K,L C X*, f:X* — X* Dann gilt:
(Vzze K& f(z) e L) & (Vz. z € Z\K & f(z) € T*\L).

Daraus folgt:
K <poi L & Z'\K <p Z*\L.

Annahme: M NP-vollstindig.
Sei K € NP, K C £*,¥ D {0,1,§}. Dann gilt
K <ot M (nach Annahme)
= Z\K <pu Z*\M (s.0.)

<ptIND-SET = (Z*\M) n {0, 1}*{§}*
= X*\K € NP (da IND-SET NP-vollstindig).




