01654 Einfiihrung in die Theoretische Informatik B
Klausur vom 17. September 2011

Es miissen lhnen acht Seiten Klausurtext vorliegen:
e das Deckblatt fiir Ihre Losungen,
e cine Teilnahmebescheinigung zur Vorlage beim Finanzamt,
e diese Vorbemerkungen,
e vier Bldtter mit 7 Aufgaben,
e eine Seite Anhang.

Priifen Sie zunéchst die Vollstédndigkeit Ihrer Klausurunterlagen.

Fiir die Bearbeitung der Klausuraufgaben haben Sie drei Stunden Zeit. Die
Klausur gilt als bestanden, wenn Sie mindestens 40 der méglichen 100 Punk-
te erreichen.

Die Benutzung von Hilfsmitteln (z. B. Kurstext) ist nicht erlaubt!

Fiillen Sie zunéchst das Deckblatt fiir Ihre Losungen aus und, falls gewiinscht,
die Bescheinigung fiir das Finanzamt. Schreiben Sie spater auf jedes Ihrer
Losungsblétter oben rechts Ihren Namen und Ihre Matrikelnummer. Falls
es sich um ein Fortsetzungsblatt zu einer Aufgabe handelt, geben Sie bitte
zusétzlich die Nummer der Aufgabe an. Bei Abgabe Ihrer Losungsblatter
heften Sie diese bitte — beginnend mit dem Deckblatt und mdoglichst nach
Aufgaben sortiert — zusammen.

Schreiben Sie Thre Losungen bitte nicht mit Bleistift auf!
Bei der Bearbeitung der Klausuraufgaben wiinschen wir Ihnen viel Erfolg.
Wir senden Thnen die korrigierten Klausuren so rasch wie moglich zuriick.

Mit freundlichen Griiflen

IHRE KURSBETREUER



Aufgabe 1 (11 Punkte)

(a) (5 Punkte)

Es seien f,g : N — N Funktionen. Ferner sei f + g : N — N definiert
durch

(f +9)(n):= f(n)+g(n) fir alle n € N,
und h : N — N sei definiert durch

h(n) := max{f(n),g(n)} fir alle n € N.
Beweisen Sie, dass dann O(f + g) = O(h) gilt.

(b) (6 Punkte)
Zeigen Sie: n - logn - loglogn ¢ O (n - logn).

Aufgabe 2 (18 Punkte)

(a) (7 Punkte)
Beweisen Sie, dass die durch

f(n) :=n-logn-loglogn fiir allen € N
definierte Funktion f : N — N zeitkonstruierbar ist.

(b) (5 Punkte)

Zeigen Sie, dass ZEIT (n) eine echte Teilmenge von ZEIT (n - logn - loglogn)
ist.

(c) (6 Punkte)

Gibt es eine Sprache L € BAND (n - logn - loglogn), die nicht in der
Komplexititsklasse BAND (n - logn) liegt? — Beweisen Sie IThre Ant-
wort!

Aufgabe 3 (12 Punkte)

Es sei im Folgenden ¥ ein Alphabet, und L, M C ¥* seien Sprachen. Welche
der folgenden Behauptungen sind richtig und welche falsch?

(Bei dieser Aufgabe erhalten Sie fiir jede korrekte Antwort (entweder ,rich-
tig* oder ,falsch“) einen Punkt. Fiir eine falsche Antwort wird Ihnen dagegen
ein Punkt abgezogen. Nicht beantwortete Fragen werden mit 0 Punkten be-
wertet. Insgesamt kann pro Aufgabenteil keine negative Punktzahl erzielt
werden. Thre Antworten brauchen Sie nicht zu begriinden.)



(a) (1) Die Komplexitatsklasse NZEIT(f) ist nur fiir berechenbare Funk-
tionen f : N — N definiert.

(2) Jede Kontrollturingmaschine kann durch eine nichtdeterministi-
sche Turingmaschine ohne wesentlichen Mehrbedarf an Zeit und
Band simuliert werden.

(3) Fiir jedes f : N — N besteht NZEIT(f) nur aus entscheidbaren
Sprachen.
(b) (1) Die Komplexitéitsklasse NP ist die Vereinigung aller NZEIT(f),
wobei f: N — N total ist.
(2) Die Menge ¥* ist ein Element von NP.

(3) L ist polynomiell reduzierbar auf M (L <,,; M), wenn es eine
Funktion f € FP gibt, die genau die Elemente aus L nach M
abbildet.

4) Wenn L <,,; M und L € NP gilt, dann ist M € NP.
5) Ist L NP-hart und gilt L € P, dann ist L NP-vollsténdig.
6) RUCKSACK ist polynomiell reduzierbar auf SAT.

2) Es gilt PSPACE = NPSPACE.

(4)
(5)
(6)
(¢) (1) NBAND(n) besteht nur aus rekursiv-aufzihlbaren Sprachen.
(2)
(3)

Jede Sprache aus NLOGSPACE ist polynomiell reduzierbar auf
GAP.

Aufgabe 4 (17 Punkte)

Im Folgenden bezeichne d(k) die Dualzahldarstellung der natiirlichen Zahl
k € N. - Es sei REISE-RUCKSACK (abgekiirzt RR) die folgende Menge:

{d(N)#d(k)# - #d(ks) | Nk, kn €N, n > 1,
AMC{l,...,n}. S ki =2- N}

(a) (8 Punkte)

Zeigen Sie RR € NP, indem Sie die Arbeitsweise einer geeigneten Kon-
trollturingmaschine beschreiben und eine Zeitbedarfsabschétzung vor-
nehmen.

(b) (9 Punkte)

Man kann zeigen, dass RR sogar NP-vollstandig ist. Beweisen Sie unter
Benutzung dieser Tatsache die NP-Vollstandigkeit von RUCKSACK (s.
Anhang).



Aufgabe 5 (18 Punkte)

Es seien ¥ := {a,b} und II := {S} Alphabete, und es sei A := L UIL Die
Regelmenge einer Grammatik G = (I, &, R, S) sei gegeben durch

S — bSaS | aSbs | .

SchlieBlich sei L := {w € &* | #a(w) = #p(w)} (wobei #a(w) die Anzahl
der a’s in w bezeichnet; entsprechend fiir b). Dann gilt folgende Eigenschaft,
die Sie bei der Bearbeitung dieser Aufgabe ohne Beweis benutzen diirfen: Ist
w € L\ {e}, dann gibt es u,v € L, so dass w = aubv oder w = buav gilt.

(a) (6 Punkte)

Zeigen Sie durch vollstdndige Induktion nach k, dass fiir alle w € A~
Folgendes gilt: Wenn S %) w, dann ist #a(w) = #p(w).

(b) (2 Punkte)
Folgern Sie aus (a), dass L(G) C L gilt.

(c) (7 Punkte)

Zeigen Sie ebenfalls durch vollstdndige Induktion nach &, dass fiir alle
w € L die Eigenschaft

lg(w) < k= we L(G)
zutrifft.

(d) (2 Punkte) '
Folgern Sie aus (c), dass auch die Inklusion L C L(G) gilt.

(e) (1 Punkte)
Begriinden Sie, dass die Sprache L kontextfrei ist.

Aufgabe 6 (10 Punkte)
Beweisen Sie, dass die Sprache L aus Aufgabe 5 nicht reguldr ist.



Aufgabe 7 (14 Punkte)
Welche der folgenden Behauptungen sind richtig und welche falsch?

(Bei dieser Aufgabe erhalten Sie wiederum fiir jede richtige Antwort (ent-
weder ,richtig® oder ,falsch“) einen Punkt. Fiir eine falsche Antwort wird
Ihnen dagegen ein Punkt abgezogen. Nicht beantwortete Fragen werden mit
0 Punkten bewertet. Insgesamt kann pro Aufgabenteil keine negative Punkt-
zahl erzielt werden. Thre Antworten brauchen Sie nicht zu begriinden.)

Im Folgenden sei ¥ stets ein Alphabet.

(a)

()

(1) Jede reguldre Menge tiber X ist eine Typ-0-Sprache.

(2) Die Sprache L = {a'b™a" | I,m,n € N} iiber dem Alphabet
I' := {a, b} ist eine Typ-3-Sprache.

(3) Die endlichen Sprachen iiber ¥ sind unter Komplementbildung
abgeschlossen.

(4) Die Typ-3-Sprachen iiber ¥ sind unter Vereinigungsbildung abge-
schlossen.

(5) Das Aquivalenzproblem fiir regulire Mengen iiber ¥ ist unent-
scheidbar.

(1) Zu jeder kontextfreien Grammatik G gibt es eine Grammatik G’
in Chomsky-Normalform mit L(G) = L(G’).

(2) Gibt es zu einer Sprache L C ¥* ein p € N, so dass man jedes
Wort z € L mit lg(z) > p so in Teilworte u,v,w,z,y zerlegen
kann, dass (i) z = wowezy, (i) ve # ¢, (iii) lg(vwz) < p und (iv)
Vi > 0. uwvlwz'y € L gilt, dann ist L kontextfrei.

(3) Jede Sprache, die von einem determinierten Kellerautomaten er-
kannt wird, ist kontextfrei.

(4) Die deterministisch kontextfreien Sprachen sind unter Komple-
mentbildung abgeschlossen.

(5) Das Aquivalenzproblem fiir kontextfreie Sprachen ist unentscheid-
bar.
(1) GAP ist eine Typ-1-Sprache.

(2) Es sei L C X* eine kontextsensitive Sprache. Dann ist ihr Kom-
plement ¥* \ L eine entscheidbare Menge.

(3) Jede rekursiv-aufzéhlbare Menge L C ¥* ist eine Typ-0-Sprache.
(4) Das Wortproblem fiir Typ-0-Sprachen ist entscheidbar.



Anhang

Definition 3.3.1 (zeitkonstruierbar)
f N — N heifit zeitkonstruierbar, falls es eine TM M gibt, so dass

1. Vn. far(0™) = 0F™ und

Satz 3.4.5 (Bandhierarchiesatz)
Sei log € O(g), g bandkonstruierbar, f € O(g), g € O(f). Dann ist

BAND(f) G BAND(g).

Definition. Es ist RUCKSACK die folgende Menge:

{d(N)#d(k) 4 #d(kn) | n>1, N ky, ... kn €N,
IMC{1,...,n}. i ki = N}

Satz 8.4.3 (Pumping-Lemma fiir regulire Mengen)

Sei L C £* regulir. Dann gibt es ein n € N, so dass fiir alle ¢,¢,z € ©* mit
tzt € L und lg(z) = n gilt:

Ju,v,w €X*. (z=wvw und v#e und Vi>O0.tuw'wt € L).




