Grundlagen der Theoretischen Informatik
Losungshinweise zur Klausur am 05.02.2000

Aufgabe 1

a Induktionsanfang: Fir i = 0 gilt die Behauptung trivialerweise.
Induktionsschritt: Sei b, ¢, d > i 4+ 1. Dann gilt
ES™E1(2,(a,b, ¢, d,0,. )
=ES"(2,(a+1,b~=1c~1d-10,..))
2,(a+1+i,b-1—i,c~=1-i,d=1-i,0,..)).

Die erse Gleichung ist direkt nachprifbar, die zweite gilt nach Induktionshy-
pothese, denn b~ 1,c —-1,d =1 > .

b) fu(z, y, 2) = min(z, y, 2):
Szt mana=0, b=x,c=y,d=zundi= min(z,Vy, 2), 0 gt lat a):
ES™(2,(0,%,Y,20,..)=(2, (@i, x=i,y—=i,zi,0 ,. ..)), wobei mindestens eine
der Zahlen x — i, y — 4, z — i gleich O ist. Damit geht einer der Tests positiv
aus, und die Maschine hdlt mit Ausgabe i (gemd? Ein- und Ausgabecodierurig
der Registermaschinen).

Aufgabe 2

a) p ist surjektiv, denn: Fir x > 0 ist p(2z) = x, fur x < 0 ist p(—2z -~ 1) = x.
b) Man muR berechenbare Funktionen f, g : N — N finden mit 4 = vzf und

Vz = 1g.
Fur f mul3 aso, ausfihrlich geschrieben, geten:

p(n) = vz(f(n)) = m(f(n)) = m(f(n)).

Setzt man




N MR LR A

so ist diese Bedingung erfillt. f ist berechenbar, da der Test auf Teilbar-
keit, die Divison, die Cantorsche Paarungsfunktion und ihre Umkehrungen

berechenbar sind.

For g mud gelten:

gn) - g(n) gerade

m(n) = ma(n) - vz(n) - p(g(n)) - { ﬂ%,g(n) ungerade

Wir setzen
(n) 2(my(n) = ma(n)), m1(n) > mo(n)
g =1 —=2(mn) = m(n)) -1, m(n) < ma(n)
g ist berechenbar, Begrindung wie oben.

Aus dem Kurs ist bereits bekannt, dass die Subtraktion (vz, vz, vz)-berechenbar
ist. Wegen vz = p ist nichts weiter zu zeigen.

Aufgabe 3

a)

b)

Man kann eine Registermaschine konstruieren, die bei Eingabe n folgendes
tut:

i, , t mit (i, z, t) = n berechnen,

h(i, x, t) berechnen - dabei ist h die berechenbare (!) Funktion aus dem
Rechenzeit-Lemma,

wenn h(i, x, t) > 0, J = h(i, z,t) = 1 setzen. In diesem Fall ist
j = wi(z).

(i, ) ausgeben, andernfdls ein festes (ie, je) € A ausgeben.

Zu jedem (3,7) mit j € Bild (¢;) gibt es ein x mit j = ¢;(z), dso auch en
n, fir das die Maschine {¢, j) ausgibt. Bezeichnet f die von der Maschine
berechnete Funktion, so ist adso Bild (f) = A. Nach ener Charakteriserung
der rekursiv aufzdhlbaren Mengen folgt die Behauptung.

Ao = {i | 0 € Bild (¢;)}ist nach dem Satz von Rice nicht rekursiv. Wir
zeigen Ag < A. Sd dazu r(i) = (¢, 0) . 7 ist trividerweise berechenbar, und es

gilt:

i€Ay e (i,0) e AL r(i) € A




Aufgabe 4

a) Fir eine Eingabe x der Lénge n genugt es, dle y < x daraufhin zu testen, ob
y? = x ist. Bei nalvem Durchprobieren wéren das bis zu 2" Versuche. Da y?
aber monoton in y igt, kann man jeweils testen, ob y? < x oder y2 > x gilt und
bindre Suche anwenden. Dadurch kommt man mit log 2" = n Versuchen aus.
Die Vergleiche brauchen nur O(n) Zeit. Mit einem Multiplikationsverfahren
mit O(n?) Zeitbedarf fir jedes Quadrieren kommt man auf die O(n®)-Schranke.

b) Im Kurs wurde ein O(n'°823)-Zeit-Multiplikationsverfahren vorgestellt. Alles
andere ist wie in a).

¢) Ja, nach dem Zethierarchiesaz.

. . loga 3.] loga3
Es gilt lzmn_,ooL—Z%i"——ZJ 0,

und n3 ist zeitkonstruierbar, somit ist der Satz anwendbar.

Aufgabe 5

Die im Hinwes vorgegebene Reduktionsfunktion ist offensichtlich in Polynomial-
zeit berechenbar. Sei F eine Forme und G die aus F Kkonstruierte Eingabe von
ALMOST-SAT.

Wir missen zeigen:

F eflllbar gdw. G eflllbar bis auf hochstens eine Klausel (,fast erflllbar).

Sa F eflllbar. Dann benutzen wir in G diesdbe Beegung wie in F und setzen
v = 1 Dann ig enzig die Klaused —v uneflllt.

Sei umgekehrt G fast erfillbar. Wir betrachten eine entsprechende Belegung. Ist
darin v = 0, s0 mul3 jede Klausdl der Form F; V v en Literal mit dem Wert 1
enthaten, sonst wéaren F; und F; V v beide uneflilt.

Das heil¥ aber, die Bdegung eflllt F. Ist v = 1, 0 ig die Klausd —v uneflllt.
Da es nur ene uneflllte Klausd gibt, muld wiederum jedes F; eflllt sain.




Aufgabe 6

Man kann solch ein w aus v erhdten, indem man zunéchst v spiegelt und ,(,, durch
“Y¢ ersetzt und umgekehrt. Jetzt stehen nur noch eventuell vorkommende Symbole
* links von dem Klammerpaar, auf das sie sich beziehen, satt rechts. Daraus ergibt
sch fag unmittedbar der Entwurf einer Turingmaschine.

(1) Eingabe von Band 1 in umgekehrter Reihenfolge auf Band 2 kopieren.
(2 Auf Band 2 dle , (, durch “)“ ersetzen und umgekehrt.

(3) Auf Band 2 jedes Symbol * durch # ersetzen. (Soll einen noch nicht bewegten
*  symbolisieren.)

(4 Auf Band 2 ein # suchen und solange mit dem jewells rechts davon stehenden
Symbol vertauschen, bis genausoviele , (,, wie “)“Uberstrichen wurden. Dann
steht # an der richtigen Stelle und wird wieder durch * ersetzt. Die Differenz
Anzehl der , (, minus Anzahl der “)“ wird dabel mittels einer Strichliste auf
Band 3 vewaltet.

(4) wiederholen, bis kein # mehr vorhanden ig.

(5) Schliefdich Band 2 auf Band O kopieren.

Aufgabe 7

a) Dies ist berets klar durch die Form der Regeln. Auf der linken Seite steht nur
ein Nichtterminalsymbol.

b) Wenn u = ¢ bzw. v = ¢, 0 gilt offensichtlich L(G) = cv* bzw. u*, aso ist
L(G) regulér.

Es bleigt zu zeigen, dass L(G) nicht regulér ist, wenn u, v # ¢. In diesem Fal
ist L(G) = {u"w™ | n € N}.

Mit dem Pumping-Lemma fir reguld&e Mengen wurde im Kurs gezeigt, dass
{ a™™ | n € IN} nicht regulé& ist, wobel a, b einzelne Symbole sind.

Die Beweisdee lésst sich auch auf unsere Sprache anwenden:

Sa n die Zahl aus dem Pumping-Lemma

Es gilt u™" € L(G). Wir wéhlent = ¢, 2 = u™, t = cv™. Dannkan zinp, g, r
zerlegt werden mit z = pgr, q # e,und Vi > O. tpgirt € L(G), insbesondere
tpgrt € L(G), im Widerspruch zur Gestdt der Worte in L(G).




...Ug(v; € C). Dann wird cv* akzeptiert von

“@c@“ 2 “’2 3 YV .V

Sd u = uy...up(u; € C). Dann wird u*c akzeptiert von

Wenn u, v # g, s0 exidiert kein endlicher Automat, der L(G) akzeptiert, da
L(G) nicht regular ist.




