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Aufgabe 1

Seien P und @ zwei Konfigurationen einer Registermaschine. Dann definieren wir:

(PH* Q) = (3t € N.ES'(P) = Q) und (P F Q) :e= (ES(P) = QV P = Q).
(a) f:IN— INmit f{n) =30 ,¢fir alle n € IN.

(b} Es gilt: V,y € N.(1, (z,4,0,..)) F* (1, (z + 3. ,4,0,...)). Beweis mit Induktion nach
y. Fiir y = 0 ist nicht zu zeigen, y — v + 1. Sei :E e IN, dann gilt (1, (z,y + 1,0,...

(2 (z,y+1,0,.. ) F B3 (x+y+1,y+1,0,.. ) F (1
tlonsvorraussetzung folgt {l,{zx +y+ 1,y.0,.. )) F*

(Lz+y+1+37 460
(1, (x + 05 0,0,

(x+y+1,40,...)) Mit Induk-

Sei & € IN. Es ist jM(u:) = AC o fro EC(;r) AC o fp(0,2,...). Mit dem oben ge-

zeigten folgt (1, (0,2,...)) F* (4,(3__,4.0,...)) und somit fu(z ) AC(Zz 06, 0,.
imnt = flz).
Aufgabe 2
Zu zeigen ist, dass es ein berechenbares ¢ : N? 5 IN gibt, so dass fiir alle i, j € IN :
volg(s, ) = flrz(i), vg(f))

Wir setzen ¢ =< u,v >, j =< 1,¥, 2 > und rechnen:

flvz <wv>vg<zyz>)=(u—v)- ) :3
- lu—v)y(z—y) _ (watvy)—(wy+vs)
3D Gzr2)+1
= v g{< u,v >, <,y z>), falls wir g wie folgt wiahlen:

gl<u,v> <,y z>) =< ux+ vy, uy +ve,3z+2 > .

g ist berechenbar, da es durch Komposition aus berechenbaren Funktionen (Cantorsche Tupel-

funktion, der Umkehrungen, -+ und - ) definiert wird.




Aufgabe 3

{a) Wir betrachten die folgende verallgemeinerte Registermaschine R.
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Die in der Marke 5 vorkommende Funktion r ist die Restfunktion aus Satz 2.7.4.5 (siehe
Anhang). In A kommen nur berechenbare Tests und Funktionen vor. Somit ist fr nach
Satz 2.7.3 berechenbar. Es gilt Def(f;) = M. Somit ist M nach Definition 6.2.1. rekursiv-
aufzihlbar.

Angenommen M wire rekursiv, dann ist die Funktion f: IN — IN mit f(i) = 2, falls
i & M und f(i) = 1 sonst, berechenbar {(f(¢) = 2¢fa(¢) + (1 = ¢far(?)}). Somit gibt es
ein j € N mit ¢; = f. Aus j € M folgt 1 = f(j) = p;(j) ist gerade. Aus j & M folgt
2 = f(j) = ;(j) ist ungerade oder undefiniert. Widerspruch. A kann nicht rekursiv sein.

Wire IN\M rekursiv aufzihlbar, dann folgt mit (a) und Satz 6.2.4, dass M rekursiv ist.
Dies ist ein Widerspruch-zu (b).




Aufgabe 4
(21 Punkte, je 1 pro Teilaufgabe)

Fs wird jede richtig beantwortete Frage mit 1 Punkt, jede falsch beantwortete
Frage mit -1 Punkt und jede nicht beantwortete Frage mit 0 Punkten bewertet. Insgesamt
kénnen fiir jede Teilaufgabe nur nicht negative Punktzahlen erzielt werden.

Um eine Frage zu beantworten kreuzen Sie das entsprechenden Késtchen in der Zeile an. Falls
Sie eine Frage nicht beantworten wollen, dann machen Sie bitte kein Kreuz in der Zeile.

(i) Welche der folgenden Sprachen ist/sind rekursiv/rekursiv-aufzihlbar aber nicht rekursiv/nicht
rekursiv-aufzihlbar?

rekursiv rek. auflz. nicht rek.
und nicht rek. aufz,
X [ [ {iEﬂ\f“o.i(O)Eﬂ\I/\cpo(i)EIN/\32'<12}
[X [ {i € IN| (i) =2}

]

]

] {ieIN|i ¢ Def(pi)}

} {i € IN | {i} = Def(gp;)}
]
]

teliaRe

{i €« IN | {1} = Bild{y:) }
{1 € IN| ®;(i) <42 A i e Def(pi)}
{t ¢ N |t € Def(p;)}

[
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[
[
[
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]
]
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]
]
]
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(il) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt.
korrekt falsch
[ ] [X] Jede reguldre Menge ist endlich.

[X] [ ] {a*Pcd’x|xe{e f}*} ist regulidr.

[X] [ ] {&™Fc*™ | m,k € IN} ist deterministisch kontextirei.

[ ] [X] {u#u|wue {ab}*} ist kontextfrei.

[X] [ ] Jede endliche Menge ist eindeutig.

[(X] [ ] L(G) fur G=({S}, {a},{S — aSa |}, S) ist reguldr.

[ ] [X] Es existieren reguldre Ausdriicke ¢, so dass es keinen determinierten

Kellerautomaten M mit L{M) = L{«a) gibt.

(iii) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt.
korrekt falsch
[X] [ ] Sei M eine TM iiber dem Ein/Ausgabealphabet ¥. Dann ist
Ly ={zc | fulz) =€}
Es gilt FZEIT(n) & BAND(n?).
Es gilt ZEIT(n) & ZEIT(n - logn).

X]
]
] Wenn 3SAT ¢ P, dann gilt P C NP und P # NP,
]
]
]

X
X
X Es gilt 0 € NP.

Fiar alle f: IN — IN mit f € o(n) gilt: f ist nicht zeitkonstruierbar.
Fiir alle A, B C X* gilt: Aus AnB € Pfolgt A€ Pund Be€ P.
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Aufgabe 5

(i) (a) Definition 3.2.2.
{b) Definition 6.1.1.

{¢) Definition 7.5.1.
(d) Definition 9.4.1.
) Definition 9.4.4.

) Definition 10.3.1.

)

€

(
(f
(i) (a} Satz 5.4.1.

(b} Satz 8.5.1.
{c) Satz 9.2.8.

(d} Satz 11.4.3.

Aufgabe 6

Wir nelimen an, L wire kontextfrei. Sei p die Konstante aus dem Pumping-Lemma. Wir wihlen
z = aPbPccaPbPaPbPec € L. Dann muss es eine Zerlegung z = uwvway geben mit lg(vwe) < p und
v # £ , 80 dass fiir jedes i € IN gilt: wviwziy € L.

Wir fithren die Annahme zum Widerspruch, indem wir fiir jede mogliche Zerlegung z = vvway
zeigen, dass uv"wz'y & L.

0]

1. Fall vz enthdlt mindestens ein ¢. Dann kommen in uww%wz"y weniger als 4 Zeichen aus {c,d}

vor, also uwwlwzly ¢ L.

2. Fall vz enthalt k& o's und [ Vs, k +{ > 0. Da lg(vwz) < p kommen nur die folgenden IMille in
Betracht:

a) u € {a}*. Da lg{vwz) < p folgt
wrhwaly = aP P tecaPPuPtPec ¢ L.

b) u € {a”}{b}*. Dann ist

uvtwzly = aPP ccaP*PaPbPec ¢ L
¢} u € {aPbPcct{a}* (wje a))
d} u € {@’VPcca? }H{b}* (wie b))
e} u € {aPbPccaPb?}H{a}* (wie a))
£) u € {aPVPccaPbPa?} {b}* (wie b)).




Aufgabe 7

a b

{0} {0,1} {0}
01 | {012} | {0,3)
@ 012} | {012} |{0.23)
{0,3} {0,1,3} {0}
10,2,3} | {0,1,3} |{0,2,3)
{0,1,3} {{0,1,2.3)} | {0,3}
{0,1,2,3} | {0,1,2,3} | {0.2,3}

Startzustand: {0}
Endzustandsmenge: {{0}, {0,1},{0,1,2},{0,3},{0,2,3},{0,1,3},{0,1,2,3}}

(b) Esist L{A) = {a,b}*. Sowmit reicht ein Automat mit einem Zustaud aus.

Q a,b




Aufgabe 8

a)
K
1:R- rechts bis zum Ende der Eingabe
1: $':—
~L+
2:0 schreibe d(0) auf
3:0 Band 2 und 3
1
1: L
1:4#? & Verwerfe
1:¢? - Verwerfe
- 0072 1
addiere die nichste Dualzahl addiere die nichste Dualzahl
auf Band 1 zur Zah! auf Band 2 auf Band 1 zur Zahl auf Band 3
1A 1
- 2R zum Ende 3: R
2:B von Band 3: B~ "
*l 2 bzw. 3 Tl
2. L 3 ‘ L
1<
1:¢? 5= 2:0 — 2:1 - 3:¢ & akzteptiere
¢+ Jer -
3:0we—3:1
41 l-t

—» Verwerfe

Vergleiche Teilsummen auf
Band 2 und 3. Falls gleich, akzeptiere

| Ak ) (k) A by = N+ V(N + 1)
b) Sei f(2) = falls 2 = d(N)#d(ks ). . d(kn)
z falls z nicht diese Form hat
f € FP ist leicht zu sehen.

Wir miissen zeigen:

vz € {0,1,#}*. z € RUCKSACK < f(z) € PARTITION

, = ¢ Sei x = d{N)#d(ky)# ... #d(k ) € RUCKSACK. Dann gibt es A C {1,...,n}, so
dass N = >k, Mit M := 1+Z kiist f(z) = d{ky)# ... #d(kp) #d(M - N)#d(N +
icA

Jund S ki + M — N = S ki + N +1, also f(z) € PARTITION.
€A igA

<= * Sei f(z) € PARTITION, f(z) = d(ki)# ... #td(k)#d(3 ki +1— N)#d(N +1) mit
i=1
7= d(N) (k) ... #d (k).




Da die Summe der beiden letzten Dualzahlen grifer ist als die Summe der iibrigen

n n
(3 k+1- N+ N+1>> k) missen diese in verschiedenen Teilsummen liegen.
i=1 i=1
i3

Alsogibtesein AC{l,...,n}mit > k+1-N+>Y k=N+1+3 k-3 k)
=1

i€A i=1 i€A
also > ki—N=N->k
€A €A
woraus N = Y k; folgt.

icA
Damit ist + ¢ RUCKSACK.
c) Wir missen zeigen

(1) PARTITION € NP

(2) VM € NP. M <,, PARTITION

(1) wurde in a) gezeigt.

(2) Sei M € NP. Da RUCKSACK NP-vollstandig, gilt M <, RUCKSACK

Mit b) gilt also M <,; RUCKSACK <, PARTITION.
Aus der Transitivitat von <p, folgt damit M <, PARTITION.

Aufgabe 9

Angenommen es existiert ein L mit der Eigenschaft, dann folgt daraus, dass P C ZEIT(n?).
Aus dem Zeithierachiesatz folgt ZEIT(n?) C ZEIT(n®). Da ZEIT(r%} C P gilt, folgt P C P.
Widerspruch.




