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Grundlagen der Theoretischen Informatik
Lésungshinweise zur Klausur vom 02.03.2002

Aufgabe 1

a) Sei die Bandmaschine M durch das folgende FluBdiagramm gegeben (0 sel

bh)

die Anfangsmarke, I' = {B, U} und die folgende Notation ,q : A, (g1)" bzw.
L O () (go)® ist zu lesen als |, in Marke q tithre den Befelil A aus und gehe
su Marke ;¢ bzw. ... und gehe 2u Marke ¢y, falls der Test A positiv endet,

sonst egehe zu Marke g2%):

0« R, (1)

1 tF, (T (2) laufe nach rechts, bis zur ersten 1 oder B
2 -t (3) (Q)

3 ;0 (4 L iiberschreibe die 1 mit einer O

4 : R, (5)

oo tD, (10) (6} zuche dic zweite 1 oder das Ende der Eingabe
6 : t, (1) (4)

oY (8)

& R, (9) leere Ausgabe

9 HALT
10 L, (9) } nimm die letzte (0 weg

Wir henutzen im Folgenden die abkiirzende Schreibweise (w, i) (mit w € 1™,
1T & :[Nj fiir 'TLII)E‘] ('T.Uij., Wy v vy W], Wy W1, - - ,,”?.Uﬂ) mit @ = wwowi ... Uy,
w; € 1" fiir 0 < j < n (insbesondere fordern wir hier w # ).

Zunichst beweisen wir foleende Behauptungen per Induktion nach n € IN:

() Vn e IN.vw € T*. 3t € IN. ESY(0, (B0"w,0)) = (0, (B0™w, n))

(ii) Vn € IN\\{0}. Vw,v e [*. Jte IV, £S5 4, (w0, lg(w)) = (4, (w0, 1g(w)+
n— 1)) zu (i):
IA (n=20):t=0leistet offensichtlich das GGewiinschte.
IS (n~» n—+ 1): Nach Induktionsannahme existiert ein ¢’ € IN mit

ESY(0,(B0™0w, 0)) = (0, (B0"0w, n)).
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Mit ¢ = t' + 3 gilt dann

ESY0, (B0™ ', 0)) = ES°(0, (BO™0w, n)) = (G, (BO"tw,n+ 1))

zu (ii):
IA (n = 0): Hier ist nichts zu zeigen.

IS (n -~ n+1): Falls n == 0 so leistet ¢ = 3 das Qewiinschte fiir n+1 = 1.
Cei also nun 2 = 1. Nach Induktionsannahme existiert ein t’ & IN mit

BSY (4, (w, ("0v, 1g(w) = 1)) = (4, (w0™0v, lg{w) + n— 1))

Mit ¢t = t' + 3 folgt
ESt(4, (w0™0v, lg(w) — 1)) = ES*(4, (w0"0v,lg(w) + 7 —1))
(4, (w0™0v, lg(w) +n))

H

Nun sind wir in der Lage, die Korrektheit von M zu zelgen. Hierzu unter-
scheiden wir zwel Félle:

Fall 1: Die Eingabe o € 3> ist von der Form z = 0™10". Dann gilt nach (i)
fir ein geeignetes ¢; € IN:
ESH (0, EC(z)) = ES" (0, (ED”‘lO“B,O))
= (0,(B0™10"B,m))

Weiter gilt nach (ii) fiir ein geeignetes 12 & IN;

Eg3+2+3(p, (BO™10"B,m)) = ES*3(4,(B0™00"B,m+ 1))
= ES%4, BO"00"B,m+ 1 +n))
— (9, (BO™O0"B,m +n+ 1)).

Mit AC(BO™00"B, m +n+ 1) = 0™ folgt die Behauptung,

Fall 2: z ist nicht von der Form (0™10%.

Fall 2.1: z € {0}*. Dann gibt es nach (i) ein ¢ € IN mit

ES'(0, EC(z)) = ESY0,(B0™B,0))
= (0, (BO™B,m)),

also

ES*(0, (BO™B,m + 1))
(9, (BO"U B, m + 2)),

EST4(0, EC(z))

Mit AC(BO™U B, m + 2) = £ folgt die Behauptung.
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Fall 2.2: 7 ist von der Form z = 0™10%1v mit v € X*. Wie im Fall 1 kann
man nun zunichst die Existenz von t1,1s € IN zeigen, so dafl

ESS+Hhtt (g BEC(z)) = (4, (BO™00"wB, m 4+ n + 1)),
also
Eg3tutttsg BC(z)) = (9, (BO™00"UvB, m+n + 3)).

Die Behauptung folgt nun aus AC(BO™00"UvEB,m+n 4+ 3) = &.

Aufgahe 2

a) Diese Aussage ist nicht korrekt: Angenommen C'(K,IN) ist rekursiv aufzahl-
bar. Dann gilt f(C{K,IN)) = (IN\ K) L {0} fiir die berechenbare Funktion
f:IN — IN,

fly, 2,92, 22) = (1=(1=21))wn

1y, falls 21 % 0
0, sonst

(fiir alle y1, 2, 21,22 € IN). Mit C'(K,IN) wire also auch (IN \ K) U {0} und
somit auch IN \ K rekursiv aufzdhlbar, imn Widerspruch zu Satz 6.2.5.

b) Diese Aussage trifft zu: Seien A, B rekursive Teilmengen von IN. Dann sind
nach Definition die Funktionen ¢fa,cfg : IN — IN,

1, fallsx e A
cfalT) = { 0, sonst ’

1, tallsx e B
efp(z) = { 0, songt

berechenbar. Somit ist also auch die Funktion g : IN —» IN, definiert durch

g{y, 21, Y2, 22) 1= (1= z1)-cfaly) - cfp(yz) - (1 = 22

| T (1431)-cfﬂ(y1)= “*ﬂfﬁ(’yz)) (1= (1= zp))

+ (1= =z) (1 =cfalpn)) (L—cfrlyz)) (1 =(1+2))
+ (1= =z)) (1 =ecfalyn)) - cfalyz) (1= 22)

" 13 falls @15 21, b2, HE) = G(Am B)
0, sonst

|

berechenbar und somit ¢'(A, B) rekursiv.



- Aufgabe 3

a) Ls ist rekursiv, L, L¢ ind Ls rekursiv aufzihlbar, aber nicht rekursiv und L.
ist nicht rekursiv aufaiﬁhlbar.

b) (i)

(iii)

L1 1st rekursiv qéﬁ;fziihlbar: L, ist Dﬂﬁnitimﬂsbereiﬁh der berechenbaren

Funktion !

(1,9 1= (i) = )+ (5 = uglin ) = { falls 9i(2) = ;

T

L1 ist nicht rekLﬂF;éiv: Sei f, :& IN? — IN definiert dﬁrch

Sl 3) zﬁ‘lﬁiﬂ(zﬂ ?’) = “’tﬁ'(f’: i)
fiir alle 2,7 € llﬁ}-;'igNach dem utm-Theorem ist fi 'berechenbar, also exi-
stiert nach dem;@!ﬂ:iihnuThec}ren"t ein berechenbares r: IN — IN mit

A7) = ¢w() (5 eN)

Mit L; wére aﬂch g7 (L1) rekursiv, wobei die berechenbare Funktion
g IN — IN deﬁlplert sei durch g1(i) = {r(1),0). Weiter gilt

(1 uF‘-‘-‘v“{’Zr <(): ELl}

H {2 w-r-(i;}(’i) = 0}

# {1 | U (i, 1) = (i, 8) = 0}
|I|: K.

Lo ist rekursiv: Naﬂh Satz 6.1.4 ist die Menge Ly = {(4, n,t) | ®;(n) < t}

rekursiv. Die chiwakteristische Funktion ¢fy, ist-also berechenbar. Dann
15t aber auch E]_IET Fun]{tmn fa . IN — IN, definiert durch

f2(2,7) = Wm(? i, 7) = J-cfr,(i,4,5 = 1)
berechenbar. D&E Ja = efr, folgt hieraus die Behauptung,
L ist rekursiv gufzihlbar: Sei Ly wie unter (ii) definiert. Mit cfy_ ist

dann auch f3 : IN — IN,
fs (i,5,8) = efr,(1,4,1) = t- efg, (3, 4,6 = 1)

berechenbar. Wﬁiter ist auch die Funktion f3 :C IN -——» IN, definiert durch
ga (i, 5, k) = pa((1 = fa (i, 5,8)) + (1 = fa (k, 7, 1)),

berechenbar. Man weist nun leicht Lz = De f(g3) nach.

L3 ist nicht rekursiv: Sei ks : IN — IN definiert durch hs{i) = (4,4, 1) fiir

alle i € IN. Dann ist ks offensichtlich berechenbar und mit Ls wire auch
K = {i | ®:(4) € N} = {1 | @,(2) = ®:(s) € N} = h7(Ls)

rekursiv. Widerspruch.



(iv) L, ist nicht rekursiv aufzéhlbar: Sei kp € IN so gewdhlt, dass ¢y, die

nirgends definierte Funktion ist. Sel weiter r : IN — IN wie in Teil (i)
definiert, d.h. fiir beliebige 7, 7 € IN gelte

. 0, fallsz e K
or(o (1) = T, sonst.

Mit r ist auch die Funktion fy : IN — IN, f4(¢) = (r(7), 0, ko) berechenbar.
Nehmen wir nun an, L4 sel rekursiv anfzdhlbar. Dann ist auch

fri (L) = {i| @) (0) = @p, = 0}
= {i| @ri)(0) =T} = {1 ] @i(d) =T}
=N\ K

rekursiv aufzdhlbar. Widerspruch.

L= ist rekursiv aufzdhlbar: Sel f; wie in (ili) definiert, d.h. fiir alle 1, 5,1
gelte )

oo 1, falls () = ¢
fa (i, 7, t) = { 0, sonst,

Sei weiter f5 : IN — IN definiert durch
fs (0, 7,8) = (up(d, 5) = t) + (t ~ u, (4, 7))

Mit fz und f5 ist dann auch g5 : & IN — IN,

gs (‘i:j: k) — /—LI(fE <E:jﬁt> T (1 — f.?- <J1 k:t>))
berechenbar. Man weist leicht Ly = Def(gy} nach.

Lg ist nicht rekursiv: Sei &y so gewihlt, dass (o, liberall definiert ist. Mit
cfr, ist dann auch die Funktion hs : IN — IN, definiert durch

hﬂ(j) — ‘I’ﬁn(j) — #t(l - ﬂfﬂg (’\’«”1;.7} t)):-

berechenbar. Sei nun ps (= IN — IN definiert durch

pa(i, j) = (ﬁ;w(’i:j) = un(, 7)) + hs(7).

Dann ist nach dem utm-Theorem ps ebenfalls berechenbar. Weiter exi-
stiert nach dem smn-Theorem ein berechenbares s : IN — IN mit @, (7) =
ps(i, 7) fiir alle 4,7 € IN. Sei weiter gz : IN — IN definiert durch gz{i) =
(8(i),1, k). Offensichtlich ist ¢z berechenbar. Mit Lg wére nun auch

g5 (Ls) = {i | ws(e)(1) = Py, (i) € IN}
= {1 | hs(i) = D, (i) N1 € K}

rekursiv. Widerspruch.



"Aunfgabe 4

Zunichst weist man leicht nach, dass CLIQU E_ _1 “pal CLIQU E{% oot CLIQUE,
also sowohl CJ‘LIQUE=% als auch C‘LIQUEc_:é in NP enthalten sind.

a) Wir zeigen CLIQUE <pa CLIQU B2y mittels des folgenden Algorithmus:

(1) Auf Eingabe y wird zunichst tiberpriift, ob ¥ von der Form y = zt® ist
und ein Graph (V, E) existiert mit va(z) = (V| E).

(2) Falls £ = [Eﬂ so0 wird ¥ = zf* ausgegeben und angehalten, sonst wird

nach (3) verzweigt.

(3) Der Graph (V, E) wird zu (V' UV, E) mit §(V/ U V) = 2k vergréflert
(indem die Adjazemmatnx entaprechend mit Nullen aufgefiillt wird).

(4) Es wird ein z’ 1111t ve(z') = (V! UV, E) konstruiert und y' = z'f* ausge-

ceber.

Zunichst verifiziert man leicht, dass der obige Algorithmus tatsiichlich in po-
lynomieller Zeit ausgéfhhrt werden kann. Ferner gilt, dass eine Clique In
(V' UV, E) auch eine Cllque in (V, E) ist und umgekehrt. Hieraus folgt sofort

die Behauptung.

b} Wir zeigen nun G L1 QUﬂﬂl Zpat CLIQUE_1: Sei hierzu eine Reduktion
durch den folgenden Algﬁrlthl'HUE definiert:

(1) Auf Eingabe y mrd zunichst iberpriift, ob v von der Form y = ziF is
und ein Graph (V, E) existiert mit vg(z) = (V, E) und k& < LLJ

(2) Falls k = {%FJ so wird ¥ = zf* ausgegeben und angehalten, sonst wird
nach (3) verzwelgt.

(3) Der Graph (V, E) wird zu (V' UV, EU E') mit (V" U V) =24V — 2k und
E' = (V'x (VUVNOU((VUV") x V') vergroflert (indem die Adjazenzmatrix
enteprechend mit Einsen aufgefiillt wird).

(4) Es wird ein 2’ mit vg(z’) = (V' UV, EU E’) konstruiert und ¢’ = RV
ausgegeber.

Auch dieser Algorithmus kann in polynomieller Zei ausgefithrt werden. Die
Korrektheit sieht man wie folgt. Bei Erreichen von (3) gilt & < L%J Es
sxistiert nun eine Clique der Grafie k in (V, E) gdw. eine Clique der Grofe
k4 4V’ in (V' UV, EU F') existiert. Wegen 2k + 24V = iV + 1V’ folgt somit
anuch in diesem Fall die Behauptung.
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- Aufgabe 5

a) Sei G festgelegt durch

R={ §—= 5, §—=5, S —AB, A-wsg, A — aAb,
B —e, B —cBd, Sp-abd, S, — ¢, C — bC,
C -+ D, D— D¢, D—c¢ 1

(Diese Grammatik kdnnte man noch weiter vereinfachen, um aber ausfiihrliche
[ ssungsansitze (inshesondere fiir Teil ¢)) anzugeben, zeigen wir b) und c) far
diese Grammatik.)

) Zunichst zerlegen wir & in Gy = (I, {a, b, ¢, d}, By, 51) mit 1) = {51, A4, B}
und Ge = (Ils, {a, b, e,d}, Rz, S2) mit 1l = {83, C, D}, wobei H; = RN
I, x (I1; U {a, b,c,d})*. Aus der Konstruktion von E folgt sofort L(G) =
™ L{G) U L{Ga).

Wir zeigen zunichst L(G) € L in zwel Schritten (i) und (ii):

(i) Wir zeigen L{Gh) € Ly = fampmre™dd™ | np = na Ang = ng b mittels fol-

gender Behauptung: | o " "
(1) Vne NVwe (I U{a,bcd}) .5 s w
— Jr s IN.9ca, cn € {0, 1}w = 5) Vw == a" A" B ",

Beweils;
IA {(n=20) hiergilt w = 5.
IS (n~ n+1) Es gelte S ntl ., Dann existiert ein w' mit S1 — w'
and w' — w. Nach Induktionsannahme gilt einer der folgenden Falle:
Fall 1; »w = 5. Dann gilt w = AB, dh. mit 7 = 5§ = (0 hat w die
angegebene Form,
Fall 2: w = oAb c® BB d* fiir geeignete 7, 8,Ca, 6B Dann gilt w =
T ACAL s BeB S w o= at ACTH e BT, w = a ACAbT 3T BoB gt
oder w = a'Atabef Bes=lds. In all diesen Féllen hat w die korrekte
Form.
Aus (1) folgt nun direkt L(G1) & L;. Weiter zeigen wir jetzt

(ii) _{J(Gg) C Ly := {{1,”15”2{3“3::3”’“%] np = na} rittels

(2)  vne NVvwe (U {e,b ¢ d})"o S
— JreIN, w=a"8d VIr,s €N w= a b CdT
var s, t€IN. ep € {0,1} w = a"b*Deectd’

Bewels:
JA (n=0): wahler=0. w= 5o hat die korrekte Form.

1S (-~ 1+ 1)): Da 5, ntl ., evietiert ein w' mit

S S qn” =,
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(iii)

(iv)

Fall 1: Jr. w = a’'Sed”. Dann pgilt entweder w = a1 Sydyt" oder
w = a"C'd". In beiden Fallen hat w die korrekte Form.

Fall 2: 3r,s. w' = a b*Cd". Dann gilt entweder w = a”b*1Cd" oder
w = a"b* Dd". Wiederum hat w die korrekte Form.

Fall 3: 3r,s,t € IN. J¢p € {0,1}. w' = a"d°D°Pc'd". Dann gilt entweder
w = a"BDP T oder w = a"b D etd”. Wiederum hat w die ange-
gebene Form.

Aus (2) folgt unmittelbar L{Gy) C Lg, insgesamt also

L(G) = (GO ULG) CLiyuLy =L

Wir zeigen nun weiter
I, € L{G}) mittels

(3) Vr, s € IN.On € IN.5; = a” Ab"c* Bd®.
Beweis (per Induktion nach r + 5):
IA (r + s = 0). Dann gilt 7 = 0,s = 0 und die Behauptung folgt mit
551 — AB € Rl.
IS (r+s~+r+s8+1). Seienr, s> 0 gegeben. Sei zunéchst r > 0. Dann
existiert nach Induktionsannahme ein n € IN mit

5 = a LAV ~1e* Bd®.

Somit gilt auch
S, "5 am AV ¢* Bd®.

Analog zeigt man die Behauptung auch fiir r = 0 und s > 0.
Aus (3) folgt aber direkt L; € L(G1), wenn man abschlieffend mit den
Regeln A — £ und B — £ ableitet,

Ly € L{Gh). Wir zeigen zunéchst

(4) Vr € IN.In € IN.Sy — a” Sad”.
Beweis:
TA (r = 0). Wihlen =0.
IS (r ~ r +1). Nach Induktionsannahme existiert ein n € IN mit
Sg s ﬂrSgEir. Nun gilt also 52 - ﬂrTSgdr —* ET+1Sng+l.
Weiter zeigen wir nun

(5) VreIN.CSyCADS D

Beweis:

IA (r = 0), Es gilt C % C und D = D.

IS (r ~+ r +1). Nach Induktionsannahme und wegen D — D¢, € —
h(C € Rg gilt

OB s BN und D S D — D




[ LA, F e
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(5 ik H

Sei nun ein Wert w € Lg gegeben. Dann existioren mni, ng, g € IN mit
w — a™mbnzensd™ und die Behauptung (iv) folgt aus (4) und (53):
Sy 2 @™ Gpd™ — a™Cd" S g™ od™
L amEeDE™ 5 e DA — w.

Insgesarnt erhalten wir also L = Iy ULy ©L(G1) U L{G3) == L(G).

¢) (i) Eliminieren der e-Regeln:
Qei G, = (II, {a, b, ¢, d}, Rs, S) defintert durch

R, = {8 =51, 8— 5y, S, — AB, 51— B, 51— A,
A —» aAb, A — ab, B — ¢Bd, B — cd,
Sy — aSad, S» — ad, S, — C, C —=bC, C—b,
O — D, D — De, D— c}

ii) ET":
o Sei Gy = (s, {a, b, c,d}, Ry, S} definiert durch I, = Tu {4, B, C, D}
und
R, = {5 - 51, S — 8y, 5 — AB, 51— B, 51— A,
A— AAB, A— AB, B—-CBD, B—CD,
So — ASs D, S, — A, 53— C, O BC, C— B,
0 —D D—~DC,D—-C, A—a, B —=b C—c
D — d}
(iii) VR:

Sei G, = (1L, {a, b, ¢, d}, Ae, S) definiert durch I, =1, U{F, F,G} und
R. = {8— 51, 5— 5, S, — AB, 8 — B, 51 — A,
A AFE, E — AB, A— AB, B — CF, F — BD,
B — CD, 5 — AG, €= SoD, Sy — AD, Sz — C,
¢ — BC, ¢ - B, C— D, D—DC, D—C, A—a,

B—b C-—c, D—d}

(iv) Eliminieren langentreuer Regeln:
Sei Gy = (I, {a, b, ¢, d}, Ha, 5) definiert durch

R, = {8 — AB, 5+ OF, ¢ D, 8 — AF, S — AB,
g _AG. S —AD, 5—BC, 5—b, s DO, 8¢,
g, — AB, S — CF, g, - CD, 51— AE, s, — AB,
A AE, E— AB, A— AB, B +CF, F-— BD,
BCD, S — AG, G— 5D, S, — AD, S; — BC,
Sy — b, Sy — DC, 53 — C, ¢ —BC, ¢ —b, C— DC,
¢ —ec D—DC, D—C, ﬁqa,_ﬁuﬂ—rh,'ﬁ—}c,ﬁ—ﬂrcﬂ}.




Nach Satz 12.3.4 und zugehorigem Beweis giit nun L(G3) = L(G) \ {&}-
Ferner ist L(Gg) in Chomski-Normaltorm.

Aufgabe 6

a) L und L4 sind nicht kontextirei, L ist kontextirei, aber nicht regular und Lo

b)

ist regulér.

L, ist nicht kontextirei: Angenommen, L; gel kontextfrei. Dann existiert nach
Ooto 12.4.3 ein ny, S0 dass zu jedem Wort z € L; mit lg(z) = ny Teilworte
w. v, w, T,y existieren mit z = vvwWIy, vi +£ g, lg(vwz) £ ny und wvrwz'y € Ly
fir alle i € IN.

Sei p die kleinste Primzahl p > m;. Dann existiert also emn my .~ 0 mit
prim1 e o fir alle 1 € IN. Setzt man hierin ¢ = p so erhilt man

sber (m -+ 1)p ist offensichtlich keine Primzahl. Widerspruch.

Ls igt reguldr: Wir geben eine rechtslineare Normalformgrammatik G = (IL
{ﬂ}, R, S[]) mit L(G) —_— Lg all. Sej Il = {53,51,82,53,54,55} und A =
{8 — aSip1 |1 =10,1, 9,3,4} U {85 — a8, 54 — €, 55 — £}. Wir zeigen nun
-unichst die folpende Behauptung

(1) S, B we (Fie{0,1,2,3,4,5}w = a5 A1 =n (mod 6))

eenalle o€ IN und alle w € ({a} UTI)™\ fal* gilt.

IA: Fiir n = 0 gilt Sgirw{ﬂ?wsﬂg.

IS: Sei zundchst w € ({a} UII)*\ {a}" mif Sy ™5 w gegeben. Dann existiert
ein ' € ({a} UID)*\ {a}* mit So o Ly . Nach TA gilt w' = a™5; fir ein
i & 10,..., 5} mit 7z = n (mod 6). Man verifiziert nun leicht, dass dann auch w
die angegebene Form hat.

Qel nun umgekehrt ein 2 € £0,...,5t mit n + 1 = ¢ (mod 6) gegeben. Dann
existiert niach IA ein j € {0,.... 5} mit n = j (mod 6) und Sp — a™5;. Dann
gilt aber auch So 5 a™9; ENy R

Aus (1) folgt nun direkt die Behauptung wenn man beachtet, dass n gensau
dann weder durch 2 noch durch 3 teilbar ist, wenn n = 1 (mod 6) oder n =

5 (mod 6).

Ly ist kontextirel: gei @ = (IL, {a, b,c}, R, 5} gegeben durch Il = £S5, A} und
R={8 —alc,5— A A— bAc, A— e} WIr zeigen nun L(G) = Ls mittels
der folgenden Aussage

(2) S—T}*’lﬂ*ﬁ’(’w:"'EnSCﬂV(HT‘,SEm.f—hS:ﬂ—l/\w:mrbSAcn-—l))
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firr alle n € IN und alle w € ({a, b, c} U II)*\ {a, b, c}".

JA: Fiirntﬂgiltﬂiw#w=3.

IS: Sei zunéichst w € ({a,b, ¢} U\ {a,b,c}* mit § 5 w gegeben. Dann
existiert ein w' € ({a,b,c} UIN*\ {a,b,c}* mit § L& o/ =+ w. Nach IA gilt
w = a™Sct oder w = a"h*Ac™! fiir geeigneter 7, g mit r 4+ 8 = n — 1. Man
verifiziert nun leicht, dass dann auch w die angegebene Form hat (Je nachdem
welche Regel man anwendet erhilt man einen der beiden Félle).

Sei umgekehrt r, 3 mit 7 + 5 = n gegeben. Falls 3 = () s0 gilt
S B arSc L arAc, '
anderntalls gilt
S 2 amb 1Al 2 @bt Ach
Ferner gilt
S 2 anSer 5 g St
Aus (2) folgt nun direkt die Behauptung.

L3 ist nicht regulér: Angenommen Ls sei reguldr und ng sei die konstante aus
dem Pumping-Lemma. Betrachten wir nun das Wort y = a™bc™+! € L3 und
die Zerlegung vy = twt mit ¢t = &, w = a™ und ¥ = bt} go ergibt sich
aus dem Pumping-Lemma die Existenz eines ¥ € IN mit 0 < £ £ n3 und
a™kpena+l c . Widerspruch.

Ly ist nicht kontextfrei: Angenommen, Ly ist kontextirel. Sei dann ny die

Konstante aus dem Pumping-Lemma und wvwizy == a™ b eine entsprechende
Zerlegung mit vr #£ &, lg{vwz) < ng und wv'ws'y € Ly fiir alle € IN. Falls
vz € {a}* U {b}* so erhalten wir einen Widerspruch mit ¢ = 0. Falls v oder =
sowohl a’s und b’s enithilt, so erhalten wir einen Widerspruch mit ¢« = 2 da dann
ein a nach einem b in wviwz?y folgt. Somit muss also v € {a}* und = € {b}"
gelten. Mithin existieren k, &' mit 0 < &, k' < ns 80 dass gratikpnitvk o I fiir
alle 7 € IN. Mit ¢ = ns folgt hieraus (n3+k-n3)? = ni + k' -na im Widerspruch
zu (ng + k- nz)? = 4nl > 2n = ni + k' - na.
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