Aufgabe 1 (14 Punkte)

Eine einstellige verallgemeinerte Registermaschine M sei gegeben durch fol-
gendes Flussdiagramm:

Ry =Ry +1 Ro:=Ro-(2-Ra+1)

HALT

(a) (10 Punkte)
Sei n € N. Zeigen Sie, dass fiir alle i < n gilt:

) ) !
ES31(27 (Lnaoaoa )) = (27 (-(-%}—)',n,i,(), o ))

Dabei ist wie iiblich definiert: 0! := 1 und (k + 1)! := k!- (k + 1) fir
keN.

(b) (4 Punkte)
!
Zeigen Sie, dass fyr(n) = (213—_*—2711)— fiir alle n € N gilt.

Aufgabe 2 (8 Punkte)

Sei vz : N — Z die durch vz(i,j) := i — j fur 7,7 € N definierte Num-
merierung der Menge Z der ganzen Zahlen. Zeigen Sie, dass die Funktion
f:Z xZ — Z, die durch

fla,y) =12 +y

fiir alle z,y € Z definiert ist, eine (vz, vz, vz )-berechenbare Funktion ist.

Aufgabe 3 (6 Punkte)

Zeigen Sie, dass es eine berechenbare Funktion r : N — N gibt mit

(n) 0 falls n € Def(p;),
r)\M) =
P T sonst

fiir alle i,n € N.




Aufgabe 4 (15 Punkte)

(a) (5 Punkte)
Sei A C N eine rekursive Menge und B C N eine nicht rekursive Menge
mit A C B. Zeigen Sie, dass die Menge B \ A unendlich ist.

(b) (5 Punkte)
Sei jetzt umgekehrt A C N eine nicht rekursive Menge und B C N eine
rekursive Menge mit A C B. Zeigen Sie, dass auch in diesem Fall die
Menge B \ A unendlich sein muss.

(c) (5 Punkte)
Geben Sie zwei rekursiv-aufzéhlbare, aber nicht rekursive Mengen A C

N und B € Nmit A C B an, so dass B\ A unendlich ist.
Eine Begriindung ist nicht erforderlich.

Aufgabe 5 (15 Punkte}

Seien f,g: N — N zwei Funktionen mit 2- g(n) < f(n) fur alle n € N. Eine
Funktion A : N — N sei definiert durch

h(n) := f(n) - g(n)

fir alle n € N. (Bitte beachten Sie, dass f(n)—g(n) > 2g(n)—g(n) = g(n) >
0 ist.) Zeigen Sie:

(a) (5 Punkte)
O(f) = O(h).

(b) (10 Punkte)
Wenn f und g zeitkonstruierbar sind, ist auch h zeitkonstruierbar.

Aufgabe 6 (9 Punkte)

Sei L := {e}, d. h. L sei die Sprache, die als einziges Element das leere Wort
enthélt. Zeigen Sie:

Wenn P = NP gilt, ist L eine NP-vollstandige Sprache.




Aufgabe 7 (8 Punkte)
Die Regelmenge R einer rechtslinearen Grammatik G = (II,X, R, S) mit
¥ :={a,b} und II := {S,T, U} sei gegeben durch:

S — aT|ab

T — Ulb

U — Dbal

Konstruieren Sie nach dem Verfahren aus dem Kurs aus der Grammatik G
eine rechtslineare Normalformgrammatik G’ mit L(G’) = L(G).

Aufgabe 8 (5 Punkte)
Die Regelmenge R einer rechtslinearen Normalformgrammatik G = (II, £, R, S)
mit ¥ := {0,1,2} und IT := {S,T, U} sei gegeben durch:

S — 1T |2U | ¢

T — 11U

U — 0§

Geben Sie graphisch einen endlichen Automaten mit genau drei Zusténden
an, der die Sprache L(G) erkennt.

Aufgabe 9 (10 Punkte)
Sei ¥ := {a,b}. Eine Sprache L C X* sei definiert durch:

L:={we X*|3IneNliglw)=2"}.

Dabei sei fiir w € ¥* mit lg(w) die Lange des Wortes w bezeichnet.
Zeigen Sie mit Hilfe des Pumping-Lemmas fiir kontextfreie Sprachen, dass
L nicht kontextfrei ist.




Anhang

Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Sei L kontextfrei. Dann gibt es ein p € N, so dass man jedes Wort z € L mit
lg(z) > p so in Teilworte u, v, w, z,y zerlegen kann, dass gilt:

2 = wwwry,
VI # €,

lg(vwz) < p,

Vi > 0. wv'wz'y € L.




