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Kurs 1655 — Grundlagen der Theoretischen Informatik
Lésungshinweise zur Klausur vom 1. Mérz 2003

Aufgabe 1
(a) Sei n € N. Wir beweisen die Behauptung durch vollstindige Induktion
fiber i € N.

Induktionsanfang i = 0 Offenbar gilt
ES"“[‘E,{I.:':.U,U.. wa }j - {21 u-i nlﬂ!“ }}

-~ Induktionsse hritt i =44+ 1: Sei i + 1 < n. Dann gilt auch i < n, und
damit folgt nach Indukticnsannahme
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also die Behauptung fir i +1.
(b) Sein € N. Nach (a) erhalten wir fir i = n

ES*™*(1,(0,n,0,0,...))
= ES™(2,(Ln,0,...))
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Da die letztgenannte Konfiguration eine Endkonfiguration ist, erght
sich nach Definition der Eingabecodierung und der A

einer einstelligen Registermaschine fys(n) = IE—;‘;# k

LR o]

Aufgabe 2
Die Funktion g : N? — N, die definiert ist durch

gli, 3% (k. D) = (i + 5 + k.25 + )

fur alle 1, §, k,I € N, ist berechenbar. Da die Cantorsche Tupelfunktion und
ihre Umkehrungen berechenbar sind, zeigt man dies leicht z.B. mit Hilfe einer -
verallgemeinerten Registermaschine. Nun gilt

Fleli, 5}, vk, 1))

= fli—jk-1)

- (i—j+k—1 ¢

= P4+ 4+k-2j-1 ~
= i+ 1+ k20
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fiir alle 4, 7, k, [ € N. Also ist f eine (rg, 1, vg)-berechenbare Funktion.

_l - a
Btamf il i v N

Aufgabe 3
Wir definieren eine Punktion h :C N° — N durch
h(i,n) 1= 0- u,(i,n).

Da die zweistellige konstante Nullfunkiion berechenbar ist, da u, nach dem
utm-Theorem berechenbar ist und da die Multiplikation berechenbar ist, ist
auch A eine berechenbare Funktion. Nach dem smn-Theorem existiert also
eine berechenbare Fanktion r : N — N, 80 dass

@rg(n) = Ali,n)
fiir alle i, n € N gilt. Wegen

0 falls n € Def{i),

h(f,n) = 0-uy(i,n) = {T R

filr alle i,n € N ist damit die Behsuptung gezeigt.



Aufgabe 4

(a) Wiire die Menge B\ A endlich, so wiire sie auch rekursiv, da nach Satz
6.1.3(2) jede endliche Menge rekursiv ist. Da nach Satz 6.3.1(1) die
Vereinigung rekursiver Mengen wieder rekursiv ist, wiire dann auch die
Menge AU(B\ A) = B rekursiv. Das ist nach Voraussetzung sber nicht
der Fall. Also kann B\ A nicht endlich sein.

(b) Nach Satz 6.3.1(1) ist das Komplement rekursiver Mengen wieder re-
kursiv. Mit B ist also auch N\ B rekursiv. Wire die Menge B A endlich,
0 wiire sie auch rekursiv. Wieder nach Satz 6.3.1(1) wiire auch die Ver-
einigung (N B)U (B 4) = N\ A rekursiv, und mit dieser Menge
auch ihr Komplement N\ (N A) = A. Des ist nach Voraussetzung
aber nicht der Fall. Also ist B A such in diesem Fall unendlich.

(¢) Die Menge K := {i € N | i € Def()} ist bekanntlich rekursiv-

aufzhhlbar, aber nicht rekursiv. Wir definieren A = {In | n € K}
und B ;= {2n |n € K}U{2n + 1| n € K}. Diese Mengen sind beide
rekursiv-aufziblbar, aber nicht rekursiv. A ist eine Teilmenge von B
und B\ A ist unendlich.
Der Vollstindigkeit halber beweisen wir all diese Aussagen. Die Funk-
tionen f,g : N — N mit f(n) = 2n und g(n) := 2n + 1 fir alle
n € N sind total und berechenbar. Nach Aufgabe 6.3.2(1) im Kurstext
ist die Menge f(K) = A rekursiv-aufeihlbar, ebenso die Menge g(K).
Mit den beiden letztgenannten Mengen ist nach Satz 6.3.1(2) auch ihre
Vereinigung f{K)Ug(K) = B rekursiv-aufzihlbar. Wegen K = f~'[4]
und da die Menge K nicht rekursiv ist, ist auch A nicht rekursiv (vgl.
Satz 6.4.2(1)). Wegen K = f~'[B] ist aus dem gleichen Grund auch
die Menge B nicht rekursiv. Da K nicht rekursiv und damit unendlich
ist und g injektiv ist, ist die Menge g(K) = B A unendlich.

Aufgabe 5
(a) Wegen
h{n) < f(n)
fiir alle n € N ist O(h) S O(f). Wegen
2. h(n) = 2f(n) — 29(n) = f(n) + (f(n) =2 g(n)) 2 f(n)

fiir alle n € Nist f € O(h), also auch O(f) € O(h). Zusammen erhalten
wir O(k) = O(f).

(b) Wir wissen nach Voraussetzung, dass es eine Turingmaschine M gibt,
die bei Eingabe 0" die Ausgabe 0/ liefert und in Zeit O(f) arbei-
tet, und dass es eine Turingmaschine M, gibt, die bei Eingabe 0" die



Ausgebe 09" liefert und in Zeit O(g) arbeitet. Wir definieren eine Tu-
ringmaschine My mit dem Ein-/Ausgabealphabet {0} wie folgt. Bei der
Eingabe 0" verfahre sie folgendermafen:

(1) Sie simuliert die Turingmaschine M, mit Eingabe 0", wobei ein
Arbeitsband a als Ausgabeband fiir My benutzt werde.

(2) Aufdem Arbeitsband a gehe der Lese- /Schreibkopf zurlick auf das
Feld links von dem geschriebenen Wort.

(3) Sie simuliert die Turingmaschine M; mit Eingabe 0", wobei wie-
der das Arbeitsband a als Ausgabeband fiir M, benutzt werde
und zusitzlich anstelle von 0'en immer 1'en geschrieben werden
sollen. Auferdem soll die Maschine an der gleichen Stelle mit dem
Schreiben beginnen wie in Schritt (1).

(4) Sie kopiert alle 0'en von Arbeitshand o auf das Ausgabeband.

Diese Maschine M) berechnet bei Eingabe 0™ die Ausgabe 0M". Bei
Eingabe 0" schreibt sie nimlich in Schritt (1) 0/™ auf das Arbeits-
band a. In Schritt (2) wandert der Lese-/Schreibkopf van Arbeitsband
a zuriick auf die Position links von dem geschriebenen Wort ¢/'™. In
Schritt (3) werden g(n) dieser 0’en durch 1'en iiberschriehen. Dann
stehen bei Beginn von Schritt (4) noch f(n) — g(n) = h(n) Nullen auf
dem Arbeitshand a. Diese werden auf die Ausgabe kopiert.

Eine Zeitabschiitzung fiir die einzelnen Schritte liefert:

(1) ().

(2) o).

(3) Ofg).

(4) O(n). ~

Wegen O(g) © O(f) = O(h) arbeitet die Maschine insgesamt in Zeit
O(h). Die Maschine M, zeigt also, dass h zeitkonstruierbar ist.

Aufgabe 6 %
Wir nehmen an, es gelte P = NP. Eine Sprache ist gensu dann NP- !
vollstindig, wenn sie in NP ist und NP-hart ist. Wir miissen also zeigen,

dass L in NP liegt und NP-hart ist.

“L € NP": Ganz chne die Annahme P = NP kann die Sprache L sogar

deterministisch in konstanter Zeit erkannt werden. Dazu muss man nur eine

Turingmaschine konstruieren, deren Lese- /Schreibkopf auf dem Eingabeband

einen Schritt nach rechts geht, und die priift, ob dort ein Zeichen aus E* steht,

Das heifit, es ist L € ZEIT(1) C P C NP.

EL ist NP-hart™: Sei K eine beliehige Sprache in NP. Wir miissen zeigen,



dass K <pq L gilt. Aus der Annahme P = NP folgt, dass es eine (determini-
stische) Turingmaschine M mit K = L{M) gibt, die in Polynomzeit arbeitet.
Wegen L(M) = {w € E*| fu(w) = ¢} gilt

we K = fulw)el

filr alle w € E£°. Da M in Polynomzeit arbeitet, ist fiy € FP. Also gilt
K <pa L. Wir haben gezeigt, dass aus der Annahme P = NP folgt, dass L
MNP-hart ist.

Aufgabe 7
Wir verwenden die im Beweis von Lemma 11.2.6 eingefithrten Transforma-
tionen und geben jeweils nur die Regelmenge an. Wir starten mit der Regel-

menge R:
5 — l.T'lﬂ.h
T — Uk
U — baT

Normieren der Terminalregeln liefert:
§ — al |abE
T — U|bE
f — baT
E — ¢

Verkiirzung der Regellingen, zweimal angewendet, liefert:

—+ aT |aF
— U|bE
— b

[ 3

— bE
— aT

Elimination lingentreuer Regeln liefert:

S5 — aT |aF
T — bF|bE
U = bl
E — ¢
F
(4

I I = I
I

—_— bE
— aT



Diese Regelmenge sei R genannt. Die Grammatik ¢’ = (II',E, K, 5) mit
I := {8,T,U E,F,G} ist eine rechtslineare Normalformgrammatik und

erfillt L(G') = L(G).

Aufgabe 8
Einen endlichen Automaten A mit L{A4) = L(G) und mit genau drei Zusténden
kann man nach Lemma 11.3.5 direkt aus der Grammatik G ablesen:

Aufgabe 9

Angenommen, die Sprache L sei kontextfrel. Dann gibt es eine natiirliche
Zahl p € N mit den im Pumping-Lemma 12.4.3 genannten Eigenschaften.
Wir wihlen eine Zahl n mit 2* > p und wilhlen irgendein Wort z € £°
der Linge 2*. Dann gilt z € L und lg(z) > p. Nach dem Pumping-Lemma
gibt es Worte u, v, w,z,y € E* mit z = wewsy, vr o ¢, lglvwz) < p und
¥i € N. uv'wz'y € L. Wir erhalten einerseits

2" = lg(z) < lg(urtwzly)
Wegen ur # £, andererseits

lg{uvPualy) = lg(z) + lglvz) S P +p< 2+ 2" =2
wegen lg{vz) < lg(vwsz) < p. Also ist

2 < lgluiwey) < 2%

Damit kann lg(uviwz?y) keine Zweierpotenz sein. Dies steht im Widerspruch
zu uvwz?y € L. Also war die Annahme, dass L kontextfrei ist, falsch.

.



