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Aufgaben zu den Studientagen
Sommersemester 2012

Kurseinheit 1 - 4: Komplexititstheorie

Aufgabe I.1!
Sei ¥ = {0,1} und sei f : £* — ©* definiert durch:
fv) = Q) —#()
(Hierbei bezeichnet #,(v) die Haufigkeit des Vorkommens von a in v.)
(a) Konstruieren Sie eine Turingmaschine M mit f = fu,.

(b) Geben Sie die Rechenzeit und den Bandbedarf von M an. Benutzen Sie da.zu die
O-Notation.

(*) Ist es moglich eine Turingmaschine M mit f = fu, 3a € O(logn) und £y € O(n)
anzugeben? Begriinden Sie Ihre Antwort!

Aufgabe 1.2 _
(a) Zeigen Sie, dass fiir zwei Funktionen f,g: N — N gilt:

f€0(9) <= (Bcri- 3. Vn 21 f(n) < cz-g(n) +ca).

— (b) Sei (f-g)(n) := f(n)- g(n). Zeigen Sie, dass fiir drei Funktionen f,g,t : N — N gilt:

wenn f € O(t) und g € O(t), dann ist f - g € O(?).

(c) Welche der folgenden Aussagen ist falsch und welche ist richtig? Geben Sie eine
kurze Begriindung.

(1) VkeN.(logn)* € o(|v/n)) (2) VkeN.2*me (2"
(3) 22" € O(2M) (4) VkeNk"eO(2")

(5) 2" € O(n'8™) (6) [log,n] € o(|logyom))
(7) Vk € N.n* € o(2") (8) loglogn € of|v/logn,)

(Hierbei ist logn wie im Kurs die Lénge der Dualdarstellung der Zahl n.)

!* kennzeichnet optionale Aufgaben bzw. Aufgabenteile

1



Aufgabe 1.3

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion g; : N — N, die durch g1(n) := n - loglogn definiert
ist, zeitkonstruierbar ist.

(b) Seik > 1. Zeigen Sie, dass die Funktion fi : N — N mit f(n) = n* zeitkonstruierbar
ist.

(c) Ist die Funktion g, : N — N mit gy(n) :=| VIogn, zeitkonstruierbar? Begriinden
Sie Thre Antwort!

(d) Sei k > 1. Zeigen Sie
ZEIT(n*) G ZEIT(n**).

Aufgabe 1.4

(a) Ist die Funktion g; aus Aufgabe 1.3 auch bandkonstruierbar? Bitte begriinden Sie
Ihre Antwort. | |

(b) Geben Sie die Inklusionsrelationen zwischen den folgenden Komplexititsklassen
vollsténdig an. Begriinden Sie Ihre Antwort.

e BAND(n?-logn),
e BAND(n),
e BAND(n - loglogn).

Aufgabe 1.5

Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt und welche ist/sind falsch? Geben Sie
eine kurze Begriindung.

(a) Fiir eine 0-Band TM M gilt 3p/(n) = 0 fiir alle n € Def(5y).

(b) Sei f(n) = n? fiir alle geraden Zahlen und f(n) = 42 % 102 fiir alle ungeraden
Zahlen. Es gilt f ¢ O(n?).

(c) Jede konstruierbare Funktion ist total.



Aufgabe 1.6
Es sei ¥ = {0,1} und TWP C %* sei definiert durch
TWP = {weX*|Ivwerw=2% 2.lg(v) > lg(w) und v ist Teilwort von w}

Zeigen Sie: TWP € NZEIT(n). Erldutern Sie dazu die Arbeitsweise einer geeigneten
nichtdeterminierten Turingmaschine bzw. Kontrollturingmaschine und machen Sie eine
Zeitabschitzung.

(*) Aufgabe 1.7

Sei ¥ = {0,1} ein Alphabet und f : £* — %* eine Funktion mit der Eigenschaft
Vw € ¥*. lg(f(w)) > lg(w), die in Polynomzeit berechenbar sei, d.h. f € FZEIT(n*) fiir
eine Zahl k > 1. Zeigen Sie:

Bild(f) € NZEIT(n*).

Erldutern Sie dazu die Arbeitsweise einer geeigneten Turingmaschine bzw. Kontrolltu-
ringmaschine und machen Sie eine Zeitabschitzung.

Aufgabe 1.8
(a) Beschreiben Sie (kurz), wie man die NP-Vollstindigkeit einer Sprache zeigen kann.
(b) Zeigen Sie: Wenn es eine NP-harte Sprache L gibt, die in P liegt, ist P = NP.

Aufgabe 1.9

Unter einem einfachen Kreis der Linge [ in einem gerichteten Graphen (V, E) verstehen
wir ein Tupel (vo, v, ..., v;) mit

1. vo =,
2. Vie {0,...,l —1}. (v;,viy1) € E,
3. Vi€ {0,...,01 —1}. v; & {wo,v1, .1y Vi1, Vig1, ooy Vi1 ).
Zeigen Sie:
A= {z#" | es gibt einen einfachen Kreis der Linge k in vg(z)}

ist NP-vollsténdig.
(Hinweis: Verwenden Sie HC)



(*) Aufgabe 1.10

Gegeben ist ein faltbarer Zollstock und eine Schachtel der Lénge I. Der Zollstock soll
so gefaltet werden, dass er in die Schachtel paBt. Ungliicklicherweise sind die einzelnen
Glieder des Zollstocks unterschiedlich lang. Die Frage ist nun: Kann man den Zollstock
so falten, dass er in die Schachtel paft?

Wir formulieren dieses Problem als die Sprache ZOLLSTOCK. Sie ist wie folgt definiert:

ZOLLSTOCK:={d(a,)# ... #d(an g‘z) |n,l€N,ay,... a, €N und
dzy,...,z, € {—1,1} so dass max 1 Zig; — min y - 1$,at <l}.
0<k<n 0<k<n

Zeigen Sie, dass ZOLLSTOCK NP-vollsténdig ist. Benutzen Sie dazu eine Reduktion von
PARTITION auf ZOLLSTOCK.

Hinweis: Der Zollstock zu d(a;)f...f#d(a,) € PARTITION beginnt mit einem Stiick der Linge

l:=2- 3 a; und einem Stiick der Linge 11.
i=1

Aufgabe 1.11

Geben Sie die bekannten Inklusionsrelationen zwischen der Komplexitétsklasse
NBAND(n - log logn)

und den Komplexitétsklassen aus Aufgabe 1.4 (b) an. Von welchen dieser Inklusionen ist
bekannt, dass sie echt sind? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 1.12
Die Klasse co—INP sei definiert durch

co-NP := {¥*\L|X endl. Alphabet und L € NP}
Beweisen Sie:
(a) Wenn NP # co—INP, dann ist P # NP.

(b) Zeigen Sie: L NP —vollsténdig < £* \ L co-NP vollstindig.
(Sei A eine Klasse von Sprachen. Eine Sprache heifit genau dann A-vollstindig wenn
L€ Aund L' <, L fiir alle L' € A.)



Aufgabe 1.13

(a) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?
korrekt nicht korrekt
[ ] [ ] log n®+ (log n)* € O(log n)
' log n ist zeitkonstruierbar
log n ist bandkonstuierbar
n"™ € O(2")
BAND(log n) G BAND((log log n)-log n)
ZEIT(n log n) G i ZEIT(n?)

——— —— ——
——— —— ———

(b) Welche der folgenden Aussagen ist/sind fiir alle Sprachen L, M mit 0 G L G &*
und § G M G =* korrekt?

korrekt nicht korrekt

[ 1 [ ] Wenn L <,y {0,1} gilt, dann gilt L € P?

[ Wenn {0,1} <, L gilt, dann gilt L € P? o
[ Wenn L € NP und M <, L gilt, so gilt auch Me NP
[ LUMeP=>LePundMeP :
[ LEPAMeP= LUMEP

— —— ———

]
]
]
]

(c) Welche der folgenden Aussagen ist/sind fiir alle Sprachen L und M korrekt?
korrekt nicht korrekt

[ ] [ ] Wenn L € NP und L <, M gilt, so gilt auch M € NP.
[ ] [ ] Wenn L <, M und M <, L gilt, dann gilt auch L = M.
[ ] [ ] Wenn L € NP gilt, dann gilt auch L <p,-3SAT.

(d) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?
korrekt nicht korrekt
[ ] [ ] (logn)? + 3logn € O(nlogn)
[ ] [ ] 3nlogn ist zeit- und bandkonstruierbar.
[ ] [ ] Fiir alle ¢ > 0 gilt 2°* € O(2").



Kurseinheit 5 - 7: Formale Sprachen

Aufgabe II1.1
(i) Geben Sie fiir die Sprache
Ly ;= {w € {a,b}* | w enthilt abba als Teilwort}

a) einen endlichen Automaten A an mit L(A) = L,
b) eine rechtslineare Grammatik G an mit L(G) = L.

c) einen reguldren Ausdruck o an mit L(a) = L;.

(ii) Geben Sie fiir die Sprache

Ly :={w € {a,b}* | der vorletzte Buchstabe in w ist ein b}

einen determinierten endlichen Automaten A an mit L(A) = L.

Hinweis: Beweise, dass Ihr Automat/Ihre Grammatik/Ihr regulérer Ausdruck die jeweilige
Sprache akzeptiert/erzeugt/erzeugt, brauchen nicht gefiihrt werden!

Aufgabe I1.2

Sei ¥ = {a,b},I1 = {S,T,U} und G die durch die folgende Regelmenge gegebene rechts-
lineare Grammatik:

S — bbT
T — bT|aT |U
U — aa

(a) Welche Sprache wird von G erzeugt? (Ohne Beweis!)

(b) Transformieren Sie G in eine rechtslineare Normalformgrammatik.



Aufgabe I1.3
Ein endlicher Automat A sei durch folgenden Graphen gegeben:

(a) Konstruieren Sie den vereinfachten Potenzautomaten zu A. Geben Sie seinen An-
fangszustand und seine Endzustandsmenge an und stellen Sie seine Ubergangsrela-
tion in Tabellenform dar.

(b) Stellen Sie den im ersten Teil konstruierten vereinfachten Potenzautomaten gra-
phisch dar.

(c) Geben Sie einen vollstindigen determinierten Automaten A an mit

L(A) = {a,b}* \ L(A).

Aufgabe I1.4
Es sei ¥ = {a,b} und L = {w € T* | #3(w) ist ungerade}.

(a) Geben Sie einen determinierten endlichen Automaten A mit L(A) = L an, der nur
zwei Zustande enthélt.

(b) Beweisen Sie L = L(A) fiir den von IThnen angegebenen Automaten. Charakteri-
sieren Sie dazu zunéchst fiir jeden Zustand g des Automaten die Menge der Worte
w, die den Anfangszustand go in den Zustand g iiberfithren und beweisen Sie die
resultierende Behauptung durch Induktion iiber die Wortldnge. Leiten Sie damit
anschliefend L = L(A) her.



Aufgabe I1.5

Sei ¥ = {0,1} und
L={weX*|3r e T w=zl#@}

Zeigen Sie, dass L nicht regular ist.

Aufgabe I1.6
Wie in Aufgabe I1.5 sei £ = {0, 1} und
L={weX* |3z el w=zr1#@}

(a) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G mit L = L(G) an, deren Nichtterminal-
alphabet nur das Symbol S enthélt und deren Regelmenge nur drei Regeln enthlt.

(b) Beweisen Sie L(G) = L ausfiihrlich mit Hilfe geeigneter Induktionen.
Tipp: Beweisen Sie zum Nachweis von L(G) C L die Induktionsbehauptung

Vn € N.Yw € {0,1, S}*\ {0, 1}". (s Bw= (Frel. w= xgl#o(x)))

Aufgabe I1.7

Sei L := {a"b™ | n > m}.
Geben Sie einen determinierten Kellerautomaten A mit L(A) = L an.



Aufgabe II1.8
(a) Welche der folgenden Aussagen iiber kontextfreie Mengen L, M ist/sind korrekt?

korrekt falsch

Fiir alle L und M gilt: LU M und L N M sind kontextfrei.

Fiir alle L ist das Wortproblem entscheidbar.

{a"b™ab®™a® | n,m > 0} ist kontextfrei.

{a"b™a?"b®™ | n,m > 0} ist kontextfrei.

L wird von einem Kellerautomaten mittels Endzustand erkannt.
Fiir alle L gilt: Es existiert eine eindeutige

kontextfreie Grammatik G mit L(G) = L.

— e e e e
[ S S S S S S—

(b) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?
korrekt falsch
[ ] [ ] Allereguldren Mengen sind endlich.
[ 1] [ ] Jederechtslineare Grammatik ist eine eindeutige kontextfreie Grammatik.
[ ] [ ] Jederegulire Menge ist eine eindeutige kontextfreie Sprache.
[ ] [ ] Jede Typ-1-Grammatik ist auch eine Typ-2-Grammatik.

(c) Welche der folgenden Aussagen iiber reguldre Mengen ist/sind korrekt? Dabei sind L
und M reguldre Mengen.

korrekt falsch

] LUM und LN M sind reguléire Mengen.

] L* und £*\L sind regulidre Mengen.

| Fiir alle L ist entscheidbar, ob #L < oo gilt.

] {a"bbc™ | m > n > 3} ist eine reguldre Menge.

] {a"bbc™ | m > 7,n > 3} ist eine regulidre Menge.

(d) Welche der folgenden Sprachen ist/sind kontextfrei (kf.)?
kf.  nicht kf.
(] [ ] A{a*wwb®|n>1, we {aa,ab,bb}}
(] [ ] {a"b™c*b™a™ | m,n,k > 0}
[ ] [ 1 {ammamm [n,m > 0}



