1827 Logik fiir Lehramt
Klausur vom 29. Mirz 2003

Es miissen Ihnen 9 Seiten Klausurtext vorliegen:

e das Deckblatt fiir Ihre Losungen,

eine Teilnahmebescheinigung zur Vorlage beim Finanzamt,

diese Vorbemerkungen,

o 3 Bldtter mit 7 Aufgaben,
e 3 Seiten Anhang.

Priifen Sie zunéchst die Vollstandigkeit IThrer Klausurunterlagen.

Fir die Bearbeitung der Klausuraufgaben haben Sie drei Stunden Zeit. Die
Klausur gilt als bestanden, wenn Sie mindestens 21 der moglichen 53 Punkte
erreichen (das sind ca. 40%).

Die Benutzung von Hilfsmitteln (z. B. Kurstext) ist nicht erlaubt!

Fiillen Sie zunachst das Deckblatt fiir Ihre Lésungen aus und, falls gewiinscht,
die Bescheinigung fiir das Finanzamt. Schreiben Sie spiter auf jedes Ihrer
Losungsblatter oben rechts Thren Namen und Ihre Matrikelnummer. Falls
es sich um ein Fortsetzungsblatt zu einer Aufgabe handelt, geben Sie bitte
zusétzlich die Nummer der Aufgabe an. Bei Abgabe Ihrer Losungsblitter
heften Sie diese bitte — beginnend mit dem Deckblatt und méglichst nach
Aufgaben sortiert — zusammen.

Schreiben Sie Ihre Losungen bitte nicht mit Bleistift auf!
Bei der Bearbeitung der Klausuraufgaben wiinschen wir Thnen viel Erfolg.
Wir senden Ihnen die korrigierten Klausuren so rasch wie moglich zurtick.

Mit freundlichen Griiflen

IHRE KURSBETREUER




Aufgabe 1 (8 Punkte)

Beweisen Sie durch strukturelle Induktion, dass in allen aussagenlogischen
Formeln a € AF die Anzahl der éffnenden gleich der Anzahl der schlieflenden

Klammern ist, also

Va € AF :§((a) = §y(a).

Aufgabe 2 (8 Punkte)
Es sei X C AF eine Menge aussagenlogischer Formeln, und

-X :={-a|ae X}
Beweisen Sie:

BEL \ Erf(-=X) = | J Erf(a).

a€X

Aufgabe 3 (6 Punkte)
Es sei P ein 2-stelliger Relationsbezeichner,

A:={(r,s) eR?*||r+s-i| =1},
und S sei die 7-Struktur
(R, {(P,A)},0),

wobei 7 = ({ P}, 0) sei. Ferner seien z, y verschiedene Variablenund b : V —
R eine Belegung mit

b(z) =

[N R

1. Bestimmen Sie unter strikter Benutzung der Semantikdefinition fiir die
Pradikatenlogik

WWg (3yP(y,2)) [b].

2. Ergibt sich derselbe Wahrheitswert, wenn iiberall R durch Q ersetzt
wird?




Aufgabe 4 (9 Punkte)
Es sei 7 der Typ

7 := ({RROO}, {£f, ££0}).

Wir schreiben abkiirzend
R:=RR00, c:=ff, f:=ff0.

Ferner sei S : U, — U, definiert durch ¢ — f(¢) fiir alle ¢ € U,, und
A:={(t,S@)|teU}.

Zeigen Sie:

L H:=U,{(R,A)}{(c,cO),(f,S)}) ist ein Herbrand-Modell der Sko-
lemformel

a:=Vr(R(z, f(x)) AN=R(z,cO)).

2. Fir jedes Herbrand-Medell H := (U,,Q, H) von « gilt A C Qp.

Aufgabe 5 (7 Punkte)

Der in dieser Aufgabe zu Grunde gelegte (rekursive) Typ 7 enthalte einen
zweistelligen Relationsbezeichner R. Zeigen Sie mit Hilfe des im Beweis des
Hoauptsatzes 3.7.3 angegebenen Verfahrens, dass

o :=Yy3z((R(y,z) ANR(z,z)) V (-R(y,z) A=R(z,z)))

eine allgemein giiltige 7—-Formel ist.

Aufgabe 6 (9 Punkte)
Es sei £ := {a, b} ein Alphabet. Ferner sei

7 := ({Rev}, { fe, head, tail, append})
ein Typ, bei dem

e Rev ein zweistelliger Pradikatsbezeichner,

e f. ein nullstelliger Funktionsbezeichner,




e head und tail einstellige Funktionsbezeichner und
e append ein zweistelliger Funktionsbezeichner

seien. Die intendierten Bedeutungen sind klar: f. reprasentiert das leere Wort
e, head sondert das erste Symbol eines Wortes aus (falls Letzteres # ¢ ist),
tail das Restwort, und append flugt die beiden Argumente zu einem Wort
zusammen. Formulieren Sie iiber diesem Typ ein Logik-Programm fiir die
Spiegelungsfunktion auf ¥*, die definiert ist durch

v vl fiir alle v € &%,

(Beispiel: Ist v = aaaba, so ist v® = abaaa.)

Aufgabe 7 (6 Punkte)

Es sei 7 = ({P,=},0) ein Typ fir die Logik mit Gleichheit, wobei P zwei-
stellig sei. Geben Sie eine Formel aus PF; an, die genau dann in einer (7, =)-
Struktur & = (S, R, 0) giiltig ist, wenn Rp der Graph einer Funktion ist.




Anhang

Definition [Erfiillungsmenge]
Es sei X C AF eine Formelmenge und o € AF eine Formel.

1. Die Menge
Erf(X) := {0 € BEL | AW,(3) =1 fiir alle 8 € X}

heisst Erfillungsmenge von X. Im Falle X = {a} C AF schreiben wir
Erf(a) := Erf({a}).

Definition [Alphabet und Bezeichner der Pradikatenlogik]

1. Die Menge £p := {v,R,£,0,(,),,,—,A,V, 3} ist das Alphabet der Pradi-
katenlogik.

2. (a) Die Menge
V.= {v0"™ | n € N}
heifit Menge der Individuenvariablen, kurz Variablen.
(b) Es sei
R := {RO"RO™ | n,m € N}.
R heifit Menge der Relations— oder Prddikatsbezeichner.
(c) Es sei
§ = {£0"f0™ | n,m € N}.
Wir nennen § die Menge der Funktionsbezeichner.
3. Es sei die Funktion
w:RUF — N
definiert durch p(RO™RO™) := m und p(£0"f0™) := m fur alle m,n €

N. p heifit Stellenzahlfunktion, m = u(w) Stelligkeit des (Pradikats-,
Funktions—) Bezeichners w € RUF.




Definition [Semantik der Pridikatenlogik]
Essei 7= (R, F) ein Typ und S = (S, R, F') eine 7-Struktur.
1. Die Abbildung
Wg: Tm — (Belg — 5)
sei rekursiv definiert durch
Ws(z)(b) = b(z)
Ws (FCt o tu) (6) = By (We(t)(0), .., W {tun)(®))

fir alle Variablen z € V, Terme t,,...,t.5) € Tm, Funktionsbezeich-
ner f € F und Belegungen b der Variablen {iber S. Man nennt dann
Wg(t)(b) den Wert des Terms ¢ in der Struktur S unter der Belegung
b.

2. Sei die Abbildung
WWg : PF — (Belg — {0,1})

bestimmt durch

WWs (PG, - tup)) (0) = 1
—

Rp (WS(tl)(b>’ s aWS(tu(P)xb)) ;

fiir alle P € R, t1,...,tup) € Tm und b € Belg, sowie durch die
Rekursionsbedingungen

WWg(-a)(b)=1 <<= WWgla)(b)=0

WWg(anB)(b)=1 <= WWg(a)(b)=1und WWg(5)(b) =1
WWg(Vra)(b) =1 <= firallea€ S: WWg(a)(b[z/a]) =1
WWg(3ra)(b)=1 <= esgibtacS: WWg(a)(b[z/a]) =1,

die fiir alle o, € PF, z € V und b € Belg gelten mogen. Man nennt
dann WW g(7)(b) den Wahrheitswert der Formel v in der Struktur S
unter der Belegung b.

3. Es sei v € PF eine Formel und b € Belg eine Belegung. Man schreibt
auch

S = 7[b] statt WW g(v)(b) =1

und sagt: v gilt in S unter b. Entsprechend schreibt man
statt WW g(v)(b) = 0 auch S # ~[b]

und sagt: v gult nicht in S unter b.




Definition [Herbrand—Strukturen|
Es sei 7 = (R, F) ein Typ mit u(f) = 0 fiir mindestens ein f € F.

1. Es sei U,, die Menge der Grundterme von 7, definiert durch

0},

U, heifit auch das Herbrand-Universum von .

U, == {t € Tm, | Vk(t)

2. Eine Herbrand-Struktur iiber 7 ist eine Struktur
H = (U, Q H),
so dass
Hy(ty, .. tup) = FQ, o tus)

fir alle f € F und t1,...,t,5) € Us gilt.




