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Zusammenfassung

Bekanntlich hat das verallgemeinerte Eigenwertproblem A x = AB x, wobei A und B reelle symmetrische nxn-Ma-
trizen sind, zumindest dann n Eigenvektoren, wenn es positiv definit ist, d.h. fir geeignete reelle Koeffizienten o, B
die Linearkombination A + BB positiv definit wird. Aquivalent dazuist die Existenz einer (nichtsinguliren) Eigen-
vektormatrix Q, die sowoh! A als auch B auf Diagonalgestalt Da bzw. Dg transformiert:

QTAQ=Dy. QTBQ=Dg

In dieser Arbeit wird angenommen, daB B die Gestalt einer Diagonalmatrix J hat, deren Diagonalelemente +1 oder -1
sind. (Dies ist fur nichtsingulares B durch eine Transformation immer erreichbar. die symmetrische Matrix A geht
dabei gleichzeitig in eine symmetrische Matrix Aq,o4 Uber.) Fur eine Eigenvektormatrix Q gilt dann statt der Gibli-
chen Orthogonalitit die BeziehungQT JQ = J.

Auf der Basis des fiir das Standardeigenwertproblem bekannten Divide-et-Impera-Algorithmus von Bunch, Nielsen,
Sorensen u.a. fur eine Tridiagonalmatrix und dem Verfahren von Wilkinson fiir eine berandete Diagonalmatrix wer~
den zwei neue Algorithmen fir die entsprechenden verallgemeinerten Eigenwertprobleme entwickelt. Die Nullstel-
lensuche, die einen wesentlichen Teil in beiden Algorithmen darstellt, besteht aus einem speziell hierfiir konstruier-

ten neuen Eingrenzungsverfahren und dem bekannten Pegasus-Verfahren.

Mit einer Modifikation des Ublichen Householderverfahrens zur Reduktion einer Matrix auf Tridiagonalgestalt wird
das Paar (Aqoqg. J) auf die Form (T, J) transformiert: dabei ist T eine Tridiagonalmatrix, wenn wihrend des
Transformationsalgorithmus keine Division durch null oder durch eine betragsmiBig sehr kleine Zahl verlangt wird,
sonst eine Ineinanderschachtelung von berandeten Tridiagonalmatrizen.

Durch eine Kombination unserer beiden Algorithmen ist es moglich, Paare ( T, J) mit T Ineinanderschachtelung be-
randeter Tridiagonalmatrizen auf positive Definitheit zu untersuchen und gegebenentalis alle Eigenwerte und Eigen—

vektoren zuberechnen.

WeiB man von vornherein noch nicht, ob ein Matrizenpaar ( A, J) bzw. ( T, J ) positiv definit ist, so kann man die hier
vorgestellten Algorithmen als Testverfahren verwenden; sie entdecken nicht positiv definite Paare im allgemeinen
recht frhzeitig.




1 Einleitung

Unter einem verallgemeinerten Figenwertproblem versteht man die Aufgabenstellung,
zu quadratischen Matrizen A, B einen Vektor x # O und eine Zah! A zu finden,
die der Beziehung

(1.1) Ax = ABx

geniigen. Der Vektor x heiBt Figenvektor zum Eigenwert X\.

Ist die Matrix B in der Eigenwertgleichung nichtsingulir, so laBt sich das verall-
gemeinerte Eigenwertproblem durch Invertieren von B theoretisch immer auf ein
gewohnliches zuriickfiihren:

(1.2) B1Ax =2xx

Abgesehen von dem Rechenaufwand, der fiir die Invertierung von B nétig ist, und
den bei schlecht konditioniertem B zu erwartenden Rechenungenauigkeiten, spre-
chen auch andere Griinde gegen diesen Weg: Hiufig sind A und B diinn besetzte
Matrizen oder haben eine spezielle Struktur, z.B. Tridiagonalform; die invertierte
Matrix B! - und damit auch B-1 A - wird im aligemeinen aber vollbesetzt sein.
Auch die Symmetrie von A und B wird nicht zu einer Symmetrie von B! A fiihren.
Ein Verfahren, das ohne Invertierung auskommt, ist daher fiir das verallgemeiner-
te Eigenwertproblem sehr wiinschenswert.

Auf verallgemeinerte Eigenwertprobleme st5Bt man z.B. bei linearen, zeitinvarian-
ten Systemen in der Physik und in der Regelungstechnik, wenn man die zugrun-
deliegenden linearen Differentialgleichungssysteme

(1.3) Ly = Ry

(L, R lineare Matrix-Differentialoperatoren bzgl. der Zeit t mit konstanten Koef-
fizienten) mit Hilfe des Exponentialansatzes y = y(t) = x e *
("iibergeddmpfte lineare Systeme").

Falls L und R nicht bereits Differentialoperatoren erster Ordnung sind, kann dies
in der iiblichen Art durch FEinfiihrung neuer Variablen fiir die Ableitungen ¥, ¥,
¥, ... erreicht werden. Wir diirfen somit immer ein Differentialgleichungssystem der Ge-
stalt

2u lésen versucht

(e) [ A« £ x0 =[ A+ B2 & Ty

voraussetzen. Dieses geht bei dem angefiihrten Exponentialansatz in die Matrixbe-
ziehung

LA -4 ]x=2[-B+B,]x,

also in Ax = ABx mit A = A;-Ap B:= -B;+By iiber.



Bei gekoppelten Systemen in der Mechanik kann B haufig als eine Verallgemeine-
rung des positiv definiten "Massenoperators”

—ml O_
(1.5) M = t.
0 m

interpretiert werden, wobei my, .., m, die (natiirlich positiven) Massen der n
wechselwirkenden Teilchen bedeuten.

In der Regelungstechnik ist das zeitliche Verhalten linearer, zeitinvarianter Syste-
me in der Form

L yZv.«lst.and =R yEingang

beschreibbar. Hangt die EingangsgréBe durch eine Riickkopplung

yEingang
yEimga.ng =8 yZusta.nd

wieder von der ZustandsgroBe Y Zustand ab, so erhalten wir ein Differentialglei-

chungssystem

(16) L YZustana = RS yZu.st.ancl

und damit ein verallgemeinertes Eigenwertproblem, wenn man mit dem Exponenti-
alansatz in diese Differentialgleichung geht.

Ein weiteres Gebiet, in dem verallgemeinerte Eigenwertprobleme auftreten konnen,
ist mit der Regelungstechnik verwandt, nimlich die Analyse elektrischer Netzwer-
ke. Auch hier entstehen durch ohmsche, kapazitative und induktive Komponenten
(ndberungsweise) lineare Systeme, deren zeitliches Verhalten durch Differentialglei-
chungen der angegebenen Art beschrieben werden kann.

Es ist ziemlich einfach zu beweisen, daB das verallgemeinerte Eigenwertproblem
Ax = ABx im Fall eines positiv definiten, symmetrischen B und eines symmetri-
schen A n linear unabhingige Eigenvektoren hat. Eine etwas schwichere hinreich-
ende Bedingung ist die positive Definitheit des Paares (A, B). (Das Paar (A, B)
heiBt positiv definit, wenn fiir geeignete reelle «, B die Linearkombination aA +
BB eine positiv definite Matrix ist, vgl. Abschnitt 2.3 und Parlett [46], Golub,
van Loan [29]).

Auch wenn die Bedingung der positiven Definitheit eines Matrizenpaares in der
Praxis hdufig erfiillt ist, so muB doch betont werden, daB sie keineswegs fiir die
Losbarkeit des zugehorigen Eigenwertproblems notwendig ist. Der QZ-Algorithmus
z.B. kann auch auf den Fall eines nicht positiv definiten B angewendet werden,
selbst die Symmetrie von A und B ist nicht notwendig. Nachteilig beim QZ-Algo-

rithmus ist aber, daB von vornherein im Komplexen gearbeitet werden muB und
anch im Fall eines positiv definiten Paares die Eigenvektoren nicht automatisch
reell sind.

Fiir symmetrisches B kann ein verallgemeinertes Eigenwertproblem Ax = ABx
relativ schnell auf ein Problem der Gestalt Apogx = AJx, J Diagonalmatrix mit
Einsen, Nullen und Minuseinsen auf der Diagonalen, transformiert werden. Ist B
zusdtzlich nichtsinguldr, so liBt sich J = diag(+1) erreichen. (Ein Algorithmus,
der ohnme Losung des Eigenwertproblems fiir B auskommt, wurde von Brebner und
Gard [12] angegeben.) Fiir das Eigenwertproblem Ax = \Jx stelit das verallge-
meinerte Jacobi-Verfahren (Veselit [63]) bei kleineren Dimensionen eine gute Mog-
lichkeit dar, das Paar (Amoa., J) auf positive Definitheit zu testen und gegebe-
nenfalls die Eigenwerte und Eigenvektoren zu berechnen. Der wesentliche Vorteil
des Jacobi-Verfahrens ist seine Genauigkeit, ein Nachteil aber die geringe Ge-
schwindigkeit (zumindest beim nicht-parallelen Jacobi-Algorithmus) und die Zer-
stérung einer speziellen Gestalt der Matrix A, q (etwa Binderstruktur oder diinn
besetzt) im Verlauf der Rechnung.

In dieser Arbeit wird als erstes das von Bunch, Nielsen und Sorensen [13] fiir
das normale Eigenwertproblem Tx = Ax entwickelte Divide-et-Impera-Verfahren auf
den Fall Tx = XAJx veraligemeinert. Wesentliche Voraussetzung in [131 wie zu-
ndchst auch bei uns ist die Tridiagonalitit der Matrix C. Unser Verfahren bricht
irgendwann ab - und zwar meist ziemlich friih - wenn das Paar (T, J) nicht po-
sitiv definit ist, andernfalls liefert es alle Figenwerte und Eigenvektoren.

Beim Divide-et-Impera-Verfahren wird das Ausgangsproblem in niedrigerdimensio-
nale Teilprobleme zerlegt, die man direkt lésen kann ( Divide-Schritt). Aus diesen
Lasungen wird dann schrittweise die GesamtlSsung zusammengesetzt (Impera-
Schritt). Bei unserem Verfahren teilen wir das gegebene Eigenwertproblem so-
lange auf, bis wir direkt losbare Eigenwertprobleme der Dimension 2 oder 1 er-
halten.

Wihrend des Impera-Schrittes miissen wir Eigenwertprobleme lbsen, bei denen die
Matrix A eine Diagonalmatrix mit Rang-Eins-Stérung ist. Ein solches Eigenwert-
problem kann zu einem Nullstellenproblem fiir eine spezielle rationale Funktion w
umgeschrieben werden: die Nullstellen von w sind gerade die gesuchten Eigen-
werte.

Bunch, Nielsen und Sorensen haben in ihrer Arbeit [13] ein Nullstellenverfahren
vorgestellt, das auf einer rationalen Approximation der Funktion w beruht. Die
dabei verwendeten Funktionen sind wegen der speziellen Gestalt der Nullstellen-
funktion im Fall J = I (streng) monoton, zwischen je zwei Polstellen von w
liegt genau eine Nullstelle. Im Fall unseres verallgemeinerten Divide-et-Impera-
Verfahrens kann diese Monotonieeigenschaft nicht mehr garantiert werden. Auch
die Verteilung der Nullsstellen ist fiir J £1I anders: alle Nullstellen liegen zwi-
schen dem kleinsten und gréBten Pol von w, und es gibt ein ausgezeichnetes In-




tervall, das sogenannte Definitheitsintervall, in dem im Fall eines positiv definiten
Problems zwei Nullstellen enthalten sind. Das obige Nullstellenverfahren ist daher
nicht iibertragbar. Aus diesem Grund habe ich ein Eingrenzungsverfahren entwik-
kelt, das das Intervall, in dem die jeweilige Nullstelle oder die zwei Nullstellen
liegen miissen, immer weiter verkleinert. Nicht selten ist nach den vier durchge-
fiihrten Eingrenzungsschritten (oder schon frither) die Nullstelle bereits gefunden,
sonst hat man zumindest ein sehr gutes Startintervall fiir das Pegasus-Verfahren
(eine verbesserte Variante der Regula Falsi), mit dem dann die Nullstelle ab-
schlieBend berechnet wird. (Falls Nulistelle und Polstelle fast zusammenfallen,
wird zusdtzlich noch das Bisektionsverfahren als ein #uBerst sicheres Verfahren
herangezogen.) Dieses Eingrenzungsverfahren nutzt die Tatsache aus, daB w eine
sehr spezielle rationale Funktion ist, bei der man genau weiB, wieviele Nullstellen
in jedem Intervall liegen - leicht modifiziert, eignet sich das Verfahren aber auch
zur Bestimmung von Nullstellen einer beliebigen rationalen Funktion.

Der Fall einer Tridiagonalmatrix A ist nicht nur deshalb interessant, weil solche
Matrizen z.B. bei der Diskretisierung von Differentialoperatoren erster oder zwei-
ter Ordnung entstehen, sondern auch, weil jede symmetrische Matrix durch sog.
Householdertransformationen auf diese Gestalt gebracht werden kann. Diese Trans-
formationen werden nun auf den Fall eines verallgemeinerten Eigenwertproblems
so erweitert, daB die Matrix J (bis auf eventuelle Vertauschungen) unverindert bleibt
(vgl. Bunse-Gerstner [15], Steinhoff [541). Anders als beim normalen Eigenwert-
problem kann es jedoch passieren, daB bei diesem Algorithmus durch null oder
eine sehr kleine Zahl dividiert werden miiBte. Ideen von Dax und Kaniel [20] auf-
greifend, lassen wir dann solche Kkritischen Zeilen und Spalten stehen und machen
mit der Transformation der restlichen Matrix weiter, Auf diese Weise bekommen
wir statt einer Tridiagonalmatrix eine "Ineinanderschachtelung von berandeten Tri-
diagonalmatrizen".

Um ein Gefiihl dafiir zu bekommen, wie hdufig Zeilen und Spalten bei der modi-
fizierten Householdermethode nicht transformiert werden sollten, wurden hierzu
statistische Untersuchungen durchgefiihrt. Im Einklang mit den angestellten the-
oretischen liberlegungen trat dieser Fall besonders dann hiufig auf, wenn die
Matrix ] ungefdhr gleich viele +1 und -1 hat, die auf der Diagonale einigermafien
gleichmiBig verteilt sind.

“Berandete Diagonalmatrizen” hat Wilkinson in seinem Buch "The Algebraic Eigen-
value Problem” [68] behandelt. Die Losung des Eigenwertproblems Cx = Ax fiir
eine symmetrische, berandete Diagonalmatrix C erfolgt formal &hnlich wie beim
Divide-et-Impera-Verfahren: Nach vorausgegangener Deflation sind die Eigenwerte
die Nullstellen einer speziellen rationalen Funktion. Die Eigenvektoren zu einfach-
en Eigenwerten konnen wie beim Divide-et-Impera-Verfahren direkt durch eine
Formel angegeben werden.

Dieses Verfahren habe ich auf ein Problem der Form Cx = AJx mit J gleich
diag(*_'l) verallgemeinert. Im Vergleich zum Standardverfahren von Wilkinson ist

die Berechnung der Eigenvektoren bei mehrfachen Eigenwerten etwas aufwendiger,
da die berechneten Vektoren noch J-orthogonalisiert werden miissen. Die Probleme
bei der Nullstellensuche sind vergleichbar mit denen beim verallgemeinerten Divi-
de-et-Impera-Verfahren: auch hier kann ein Eingrenzungsverfahren entwickelt wer-
den, das analoge Eigenschaften wie das bereits vorgestellte hat. Dieses verallge-
meinerte Wilkinson-Verfahren 148t sich leicht auf den Fall erweitern, daB C eine
Ineinanderschachtelung von berandeten Diagonalmatrizen ist; theoretisch kénnte
man es auch auf eine vollbesetzte Matrix C anwenden, aber gut geeignet ist es
sicherlich nur fiir Matrizen mit wenigen Rindern.

Eine Kombination des verallgemeinerten Divide-et-Impera-Verfahrens und des ver-
allgemeinerten Wilkinson-Verfahrens erlaubt jetzt die Losung des Eigenwertpro-
blems AmodX = AJx, wobei Ap,oq eine Ineinanderschachtelung von berandeten
Tridiagonalmatrizen ist. Zunichst werden Rang-Eins-Abspaltungen wie im Divide-
Schritt des Divide-et-Impera-Verfahrens durchgefiihrt:

(1.7) Amod = A'r - 21 Ibilu;u{r

Die Matrix Ar besteht aus entlang der Diagonalen ineinandergeschachtelten Blok~
ken, die Tridiagonalmatrizen oder berandete Tridiagonalmatrizen sind, die Matrix J
wird ebenfalls passend dazu in Blécke aufgeteilt. Die Teileigenwertprobleme von
(Ar, J) konnen fiir einen Tridiagonalblock direkt mit dem verallgemeinerten Divi-
de-et-Impera-Verfahren gelost werden; im Fall eines berandeten Tridiagonalblocks
bestimmt man zunichst die vollstindige Losung des inneren verallgemeinerten Tri-
diagonaleigenwertproblems, dann gelangt man mittels geeigneter Transformationen
auf ein verallgemeinertes Eigenwertproblem mit berandeter Diagonalmatrix. Dieses
Problem 16st man mit unserem modifizierten Wilkinson-Verfahren. Die Lésungen
der Teileigenwertprobleme werden anschlieBend durch die Impera-Schritte miteinan-
der verbunden, wodurch sich am Ende die Losung des Gesamteigenwertproblems
ergibt. Eine solche Losung existiert sicherlich dann, wenn das Paar (Apoa.J) po-
sitiv definit ist; unser Verfahren stoppt, sobald ein Teilproblem diese Bedingung
verletzt.

Das verallgemeinerte Divide-et-Impera-Verfahren liefert meist sehr gute Ergebnis-
se. Bei einigen sehr speziellen Matrizen (wie z.B. den sogenannten Wilkinson—
Matrizen) kann es allerdings zu einem teilweisen Verlust der (J)-Orthogonalitit
der Eigenvektoren kommen. Dies ist ein schon fiir das Standard-Divide-Verfahren
bekanntes Phinomen. (Es tritt auf, wenn zwei Nullstellen der rationalen Funktion
w fast vollstindig mit dem zwischen ihnen liegenden Pol iibereinstimmen.) Mit
dieser Schwierigkeit kénnte man wahrscheinlich fertigwerden, indem man die fol-
genden, beim Standard-Divide-Verfahren bereits erprobten Modifikationen benutzt:




1. Kritische Terme in der Nullstellensuche und der Eigenvektorformel werden mit
hoherer Genauigkeit ausgewertet (vgl. Sorensen, Tang [ 53]).

2. Berechnung der Eigenvektoren mit inverser Iteration (vgl. Gates {27])

3. Bestimmung der Eigenvektoren mittels einer alternativen Formel (vgl. Gu und
Eisenstat [32])

In dieser Arbeit wird nur kurz auf diese Verfahren eingegangen, in der aktuellen
Implementierung des Algorithmus wird die Mbglichkeit 1 durch Verwendung von
Single/Double-Variablen getestet. Ein Vergleich der drei Losungsansitze fiir unser
verallgemeinertes Divide-et-Impera-Verfahren wire sicher interessant.

Theoretische Fehlerabschitzungen und Genauigkeitsaussagen sind fiir das verallge-
meinerte Divide-et-Impera-Verfahren noch nicht durchgefiihrt worden. Die bekann-
ten Ergebnisse aus den Arbeiten von Bunch, Nielsen, Sorensen [13], Cuppen [19]
und Sorensen, Tang [ 53] lassen sich nicht direkt iibertragen: Die Eigenvektoren
sind im Spezialfall J = I orthogonal, wihrend wir mit J~orthogonalen Vektoren
arbeiten, deren euklidische Norm keineswegs 1 sein muB; desweiteren kann fiir ]
= I die Ableitung der Nullstellenfunktion an den Nulistellen nach unten abge-
schitzt werden, was fiir J # I nicht mehr moglich ist, da die Ableitung der
Nullstellenfunktion dort theoretisch beliebige Werte aus R annehmen kann. Gerade
diese Abschitzung der Ableitung ist aber fiir die Beweise besonders wichtig.

Da wir in unserem Divide-et-Impera-Verfahren das Eigenwertproblerm so lange
aufteilen, bis wir Teilprobleme der Dimension 1 oder 2 erhalten, ist das Nichter-
fiilltsein der positiven Definitheit oft schon bei niedrigdimensionalen Teilproblemen
erkennbar. Eine etwas andere - fiir eine rekursive Programmierung giinstigere -
Méglichkeit bestiinde darin, nur so lange aufzuteilen, bis man Eigenwertprobleme
hat, auf die sich z.B. das verallgemeinerte Jacobi-Verfahren (vgl. Veseli¢ [ 63])
oder das QZ-Verfahren {vgl. Golub/van Loan [29]) anwenden lassen.

Unklar ist, ob und wie das verallgemeinerte Divide-et-Impera-Verfahren auf den
Fall eines nicht positiv definiten Paares (T,]J) verallgemeinerbar ist. -

Diese Arbeit baut sich folgendermaBen auf:

Im Kapitel 2 beschiftigen wir uns mit der theoretischen Lésbarkeit des verallge-
meinerten Eigenwertproblems A x = A B x und leiten hierzu einige prinzipielle
Ergebnisse ab. Die meisten dieser Aussagen diirften in etwa bekannt sein, sind
aber so noch nicht zusammengefaBt worden.

Im Kapitel 3 stellen wir zunichst bekannte Verfahren zur Losung des symmetri-
schen verallgemeinerten Eigenwertproblems A x = A B x vor; die meisten die-
ser Methoden verlangen die positive Definitheit von B. Das verallgemeinerte Jaco-
bi-Verfahren dagegen kommt mit der positiven Definitheit des Paares (A, J) aus.
Sehr universell ist das QZ-Verfahren, wenn es im Komplexen formuliert wird; es
versucht, fiir beliebige Matrizenpaare (A, B) die Eigenwertbestimmung durchzu-
fiithren.

Unabhéngig von dem Divide-et-Impera-Verfahren, das den Hauptteil dieser Arbeit
bildet, wurden zwei einfachere Algorithmen entwickelt, die jedoch das Paar (A, B)
nur auf positive Definitheit testen und fallweise ein p aus R liefern, fiir das
A-uB positiv definit wird. Diese Algorithmen werden kurz in Abschnitt 3.6 skiz-
ziert. Der erste stellt eine Art Monte-Carlo-Optimierung dar, der zweite beruht
auf einem Theorem von Kova&-Veseli¢ [38] iiber Spurminimierung. Kennt man ein
solches y, so kann man zu einem Paar (A, B) mit einem positiv definiten B' der
Gestalt B' := A - uB iibergehen und das Eigenwertproblem Ax = AB'x mit einem
der dafiir geeigneten Verfahren l&sen.

Im Kapitel 4 - das den Kern dieser Arbeit bildet - stellen wir ausfiihrlich unser
verallgemeinertes Divide-et-Impera-Verfahren fiir das Paar (T, J) - mit T Tridiago-
nalmatrix und J = diag( * 1) - vor.

Im Kapitel 5 beschreiben wir die (evtl. nur teilweise) Reduktion einer Matrix auf
Tridiagonalgestalt mittels modifizierter Householder-Transformationen. Um ein Ge-
fiihl zu bekommen, wie haufig der Fall einer unvollstindigen Reduktion auftritt,
filhren wir neben theoretischen statistischen Untersuchungen auch Simulationen
unter Verwendung von Pseudozufallszahlen durch.

In Kapitel 6 wird zundchst ein Algorithmus zur Lésung des speziellen Eigenwert-
problems C x = X J x - mit C berandete Diagonalmatrix - beschrieben. FEine
Kombination dieses Algorithmus mit dem verallgemeinerten Divide-et-Impera-Ver-
fahren aus Kapitel 4 erlaubt uns dann, Eigenwertprobleme T x = A J x auch
dann zu lSsen, wenn T eine Ineinanderschachtelung berandeter Tridiagonalmatrizen
ist.

Ein Anhang bringt eine systematische' Zusammenstellung und Diskussion aller ge-
wonnenenn Computer-Ergebnisse. Diese wurden auf PCs mit den INTEL-Prozessoren
80386/387 und 80486, auf SUN-RISC-Workstations und auf dem Siemens-Vektor-
rechner SNI $-600/20 erhalten. Die Programme sind in ihrer urspriinglichen Form
in Turbo-Pascal (fiir groBe Matrizen ist der "Protected Mode” in Version 7.0 not-
wendig) geschrieben und wurden spiter in C iibertragen. Die wesentlichen Teile
des Turbo-Pascal-Programms werden in einem weiteren Anhang prisentiert.
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2, Zur Theorie des verallgemeinerten Eigenwertproblems

21 Grundlegende Begriffe und Aussagen

Es wird gepriift, wie weit sich die bekannten Begriffe und Aussagen zum normalen Ei-
genwertproblem auf verallgemeinerte Eigenwertprobleme erweitern lassen. Das neue - beim
normalen Eigenweriproblem nichi aufiretende - Phénomen ‘singuldrer Biischel” wird aus-
fiihrlicher untersucht.

Im Hinblick auf die spéter nur im Reellen funktionierenden Algorithmen wer-
den wir fiir das verallgemeinerte Eigenwertproblem

(2.1) Ax = ABx

in dieser Arbeit stets den Vektorraum R™ (iiber dem Korper R der reellen
Zahlen) annehmen; der Eigenwert soll aus dem zugrundegelegten Korper, also
bei uns reell sein. Die Ubertragung auf den C” iiber dem Kérper C der kom-
plexen Zahlen macht aber groBtenteils keine Schwierigkeiten.

Anders als beim "normalen” Eigenwertproblem

2.1) AX = AX,

das dem Fall B = I, I n-dimensionale Einheitsmatrix, entspricht, ist sogar eine
Verallgemeinerung auf den Fall nichtquadratischer Matrizen méglich, denn die
Gleichung (2.1) macht auch noch Sinn, wenn A und B (m, n)-Matrizen sind.
Dies soll jedoch in dieser Arbeit nicht weiterverfolgt werden.

Natiirlich kann im Fall einer nichtsinguldren Matrix B das verallgemeinerte
Eigenwertproblem theoretisch immer durch Multiplikation beider Seiten mit
B! auf ein gewohnliches zuriickgefiihrt werden. Es wurde aber bereits betont,
daB dies in der Regel nicht empfehlenwert ist: vor allem in der Mechanik sind
die Matrizen A und B symmetrisch, die Matrix B! A wird jedoch normaler-
weise keinesfalls symmetrisch sein. Wie das folgende Lemma zeigt, sind
(nichtsymmetrische) gewishnliche Eigenwertprobleme sogar dquivalent zu ver-
allgemeinerten Eigenwertproblemen mit nichtsinguldrem B:

Lemma 2.1: Jede (reelle) Matrix M kann als Produkt M = AB1 mit A, B
symmetrisch und B invertierbar geschrieben werden.

Beweis: (Eine Beweisskizze mit etwas anderen Uberlegungen findet sich im Buch

von Parlett [461)
Mit Hilfe einer reellen, nichtsinguliren Transformationsmatrix F kann M auf
Jordan-Normalform M_]o rdan Bebracht werden:

-1

M =F MF mit

Jordan

- 9 -
J1 0 .
I, A1, 0
22) My gan = .. und J_ = T 1
. 0 A,
0 I

Ein "Jordankdstchen” J_ der Dimension k 148t sich aber durch Vertauschen der
Spalten in eine symmetrische Matrix verwandeln:

00 1 X

Al I A O

e - i i %

Al 1 A E

0 PN A2 0 00
1

|| ! 1|

Diese Umkehrung der Spaltenreihenfolge kann aber auch durch eine Matrix-
Operation erzeugt werden, denn es gilt fiir beliebige Vektoren a,, ... 8y € R

00 .. 01
(o o - ad | 10
fo i s [memeg i w ],
01 00
1 0 .. 0O

Zusammensetzen der Kdstchen zur urspriinglichen Matrix fiihrt zu

4 A Py
M_Iordan = Jz. = Az . PZ .
0 1A, o 1
mit A = .. und P, = Lo
1- J 1
A 0 1 0
P, 0
Die Matrix P = . ist symmetrisch und hat als Determinante den
0 PrJ
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Wert +1 oder -1, also existiert die Inverse.

0

Die Matrix A = ist ebenfalls symmetrisch.
0

Somit gilt insgesamt

~1 —
M =F M F1= FAPF!= FAF(F) pPF!

Jordan

T -
= AB, mt A = FAF' und B, = (F') pF'.

Die Matrizen A', B] sind offensichtlich symmetrisch. Das gleiche gilt auch fiir
die Inverse B’ := Bl'_l. Damit haben wir die angegebene Darstellung M = A" B™*
gewonnen.

Q.E.D.

Gehen wir bei der hier definierten Faktorisierung nicht von M, sondern von
MT aus, so erhalten wir eine entsprechende Darstellung in umgekehrter Rei-
henfolge :

- T -1 -
M =MD" = B = @Y AT = BT AT = A

Ein (beliebiges nichtsymmetrisches) Eigenwertproblem A x = A x kann daher
stets als ein symmetrisches verallgemeinertes Eigenwertproblem aufgefafit
werden:

2.3) Ax=Ax == AJA x=ix < A x=X)Ax
mit A;, A, symmetrisch.

Aus dem Lemma (2.1) folgt auch sofort, daB wir bei einem verallgemeinerten
Eigenwertproblem die Matrix auf der rechten Seite (oder auf der linken Seite)
immer als symmetrisch annehmen diirfen:

2.4) Ax=2Bx = Ax=1B'B,x < B Ax=2XB,x,
wobei hier B, symmetrisch ist.

Ein iiber das nichtsymmetrische, gewthnliche Eigenwertproblem hinausgehen-
der Gesichtspunkt tritt in Erscheinung, falls die Matrix B auf der rechten
Seite singuldr ist: Dann ist auch die symmetrische Matrix B, singulédr, und ei-
ne Diagonalisierung von B, durch eine orthogonale Matrix U fiihrt (evtl. nach
geeigneter Permutation) auf die Darstellung
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D o

B,:= u[o o]u" mit D = diag(Xy, ... , A ), Ay e, A # O.

m

Durch Multiplikation dieser Diagonalmatrix mit
1 T sgn( )
0 0
] JL’:IM
. ., 1 ".sgn()\m)
= y S, = ,
$1 7] 2 o)

Y In—m 0 Im—m

von links bzw. von rechts - "sgn" bedeutet die iibliche Vorzeichenfunktion -
bekommen wir schlieBlich

Ax=ABx = B Ax=iByx < U B AMUU)x=xu"ByuuHx

= u'BAuuTx - x[g g]uTx
T -1 41T Imo -1 T
= 5, U'B AUS,s;'uT™x = x| g% |s7 uTx.
1 i

~

=: A
-1 . T
Da S, U'x fiir x ¢ R® den ganzen R™ durchliuft, ist ein verallgemeinertes
Eigenwertproblem immer einem der Form

o I, 0
(2.5) Ax = 1[0’" 0]x
dquivalent, wobei das m gleich dem Rang von B ist.

Wir werden im ndchsten Abschnitt sehen, daB fiir m < n im allgemeinen nicht
mehr n Eigenvektoren gefunden werden kénnen.

Vom Standpunkt der Numerik ist bemerkenswert, daB der Fall eines singuli-
ren B hiufig beseitigt werden kann. Fiir ein beliebiges o gilt nidmlich offen-
sichtlich:

(2.6) Ax=ABx <= (A+XcA)x = A(B+cA)x

<= Ax = A (B +cA) x

. -
1+ %o
Sofern nicht B + ¢ A fiir jedes ¢ singuldr ist, kann fiir ein geeignetes ¢, die
Matrix (B + o, A) verhéltnismiBig risikolos hinsichtlich der Genauigkeit in-
vertiert und das neue (#quivalente) Eigenwertproblem A x = A B’ x betrachtet
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werden. (Ist A invertierbar, so mag auch das Eigenwertproblem A 'x=A1Bx
fiir A # O untersucht werden. Der Eigenwert A = 0 darf bei nichtsinguldrem
A natiirlich nicht vorkommen!)

FaBt man die angestellten Uberlegungen zusammen, so erkennt man, daB -
anders als beim iiblichen Eigenwertproblem - ein verallgemeinertes Eigenwert-
problem meist in ein symmetrisches transformiert werden kann:

Falls A + o,B fiir irgendein o, invertierbar ist, betrachtet man das nichtsin-
gulédre Problem

Ax=XBx mit B =A-+o,B.

Dieses ist aber &quivalent zu Blax=2xx.

Die Matrix M:= B! A kann nun nach Lemma 2.1 in der Form M = B_ll A, mit
symmetrischen Matrizen A;, B; geschrieben werden. Mit diesen geht das
Eigenwertproblem in die Form A, x = A B, X eines symmetrischen verall-
gemeinerten Eigenwertproblems iiber.

Die entscheidende Bedingung, daB die Schar A + oB nicht fiir alle ¢ ¢« R sin-
guldr ist, kann man symmetrischer formulieren:

Ein Matrizenpaar ( A, B) heiB8t singulir, wenn das "Biischel” {x A+ BB|a,B ¢ R}
ausschlieBlich aus singuliren Matrizen besteht, sozusagen ein singulidres
Biischel ist, sonst heiBt es nichtsinguldr.

(Ist « A + BB invertierbar, so auch A + ¢B mit ¢ = f/a, sofern a # 0. Im
Sonderfall « = 0 muB B selbst invertierbar sein. Dann kann aber

P(o) := det(A+oB) = o“[det(%’-A+B)],

das ein Polynom n-ten Grades darstellt, nicht identisch null sein, sonst wiirde
dies auch fiir P(¢)/ o™ = det(‘gA + B) und damit fiir den Limes 6 — o , also
fiir det(B) gelten.)

Falls Ker A [] Ker B # 0, so ist B + o A stets singuldr. Da aber dieser ge-
meinsame Unterraum -~ zumindest bei symmetrischen Matrizen A, B - ab-
spaltbar ist (s. spdter), erweist sich dieser Fall als nicht so kritisch. Leider
kann es aber auch passieren, daB A und B nur den Nullvektor als gemeinsa-
men Kern haben, und trotzdem enthilt die Matrizenschar

{B+0cA|ocecR} (bzw. allgemeiner das "Biischel” {a A+ B Blzx, BeR})
keine nichtsinguldre Matrix, wie die folgenden Beispiele zeigen.

Im nichtsymmetrischen Fall ist dies bereits fiir n = 2 méglich:

S T4l Tt oo
A= 1o of B= o o]

Dann istKerA={l(})| A ¢ R} und KerB={l(?)‘ls[R},
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also Ker A [) Ker B = 0. Andererseits gilt

1+06 -1

det(A + o B) = 0 0

= 0,

d.h. A + oB ist fiir alle o singulir.

Im symmetrischen Fall liefern die folgenden (3x3)-Matrizen ein Beispiel fiir
den gleichen Sachverhalt:

1 21 1 0O
A= 2 3 1], B:= 0 -1 0
i 10 0 0O

Wie man schnell nachpriift, gilt ndmlich

KerA={X[‘i]'lelR}, KerB={)\!:§J|)\elR}

und damit Ker A [} Ker B = 0.

Wegen
t+0 2 1

det(A + ¢ B) = 2 30 1 = 1+ (2-3+0)-1*(1+06-2) = O
1 1 0

ist aber A + ¢ B immer singulir. -

Das Phinomen einer stets singuliren Matrizenschar A+ ¢ B ist auch aus einem
anderen Grund interessant:

Wie im Fall des gewdhnlichen Eigenwertproblems kann das charakteristische
Polynom

2.7 P()) = det(A -~ X B)
(mit B statt der Einheitsmatrix I) zur Losung des Eigenwertproblems verwen-

det werden. Eine Zahl X ist genau dann Eigenwert, wenn sie Nullstelle des
charakteristischen Polynoms ist.

Der Grad des charakteristischen Polynoms muB jedoch nicht mehr gleich n sein:
Satz 2.2: Fiir beliebige quadratische Matrizen A, B gilt: grad P < Rang(B)

Beweis: Wir haben in Lemma 2.1 gesehen, daB8 wir B = B, 1 B, schreiben und
B, durch nichtsingulére Matrizen F,, F, auf die Blockdiagonalgestalt

diag(I_, 0) mit m = Rang(B,) = Rang(B)

bringen konnen.
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Also gilt:
det(A - AB) = (det(B))™" det(B,A - AB,)
- - ; I, 0
= (dettBp)! det(Fl‘ (F, B, AF;' - 2 [g‘ o ]) Fz)
T— - =1
=A’
-1 -1 . I, O
= (det(B))™" (det(F))™ det(F,) det{ A" - 2 | & o | ]-
Aus
ay - x Ay an
. EVIE . = (N)Map g * e ¥ oA+ 0™
) A et met
3 2 %in

liest man sofort die Richtigkeit der Aussage ab.
Q.E.D.

Nach den vorhergehenden Gegenbeispielen kann es also passieren, daB das
charakteristische Polynom identisch verschwindet und damit jedes X Eigenwert
ist. Es ist aber auch der Fall nicht ausgeschlossen, daB P gleich einer nicht-
verschwindenden Konstante ist: in diesem Fall existiert iiberhaupt kein Eigen-
wert!

Nach diesen doch etwas iiberraschenden Fakten kommen wir jetzt zu einigen
Eigenschaften, die bereits vom iiblichen Eigenwertproblem bekannt sind.

Satz 2.3: Es seien X, ey X, Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten

Ay e 5 A,. Falls Ker B = 0 gilt, sind x,, ... , X_ linear unabhingig.

Beweis:

Es seien (0. E.) Xyo oo s Xp (k < r) linear unabhéngig, aber x, ... , % linear

abhédngig. Dann gilt
Xag = G X+ oA X .

Wenden wir auf beide Seiten den Operator (A - X, . B) an, so erhalten wir

0

@ (A= Oy + 2 = 2)B) X + v (A= Oy + My - 2D B) X

oy (A = M) Bxp o+ v ey O - A ,) B

B oy g = M) X+t o O = M) % ]
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Da nach Voraussetzung der Kern von B nur aus dem Nullvektor besteht, gilt
oy (g = Apyg) X+ v (N - A ) % = O

Die Faktoren (X; - X, ), i =1, .., k sind ungleich null, mindestens ein a-
Koeffizient ist ebenfalls ungleich null, also sind Xy, .. , X linear abhingig
im Gegensatz zur Annahme.

Q.E.D.

Falls B einen nichttrivialen Kern hat, ist es dagegen mbglich, daB ein und
derselbe Vektor Eigenvektor zu unendlich vielen Eigenwerten ist:

Wenn namlich Ker A [ Ker B # O ist, so gilt fiir jedes nichtverschwindende x
aus Ker A () Ker B

Ax=0 und Bx=0 dh Ax=>XBx fiir alle A\ ¢ R (oder C).

Vom iiblichen symmetrischen Eigenwertproblem weiff man, daB Eigenvektoren
zu verschiedenen Eigenwerten nicht nur linear unabhingig, sondern dariiber
hinaus auch orthogonal sind. Die Ubertragung auf verallgemeinerte symmetri-
sche Eigenwertprobleme lautet:

Satz 2.4: Zwei Eigenvektoren x,, X, zu zwei verschiedenen Eigenwerten des
symmetrischen Eigenwertproblems A x = 1 B x sind "B-orthogonal”, d.h. es
gilt

(X, x%,)g =0,
wobei (x , y )p das (im allgemeinen) nicht positiv definite "Skalarprodukt "
xT B y = (x, By) bedeutet.

Aus

(xy, Ax,) (x;, A;Bx;) = A (x, Bx,)
und
(x;, Axp) = (ATx, x,) = (A%, %) = (4 Bx,, X,) = X (x,, Bx,)

folgt durch Subtraktion
Xy - A)x;, Bx,) = 0, also (x,, Bx,) = 0. Q.E.D.
Da - wie bereits erwdhnt - ein nichtsymmetrisches verallgemeinertes Figen-

wertproblem meist auf ein symmetrisches zuriickgefiihrt werden kann, ist die
Aussage von Satz 2.4 recht niitzlich.
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2.2 Vollstindige Losung von Eigenwertproblemen und simuitane Diagonalisierung
von Matrixpaaren

Es wird gezeigt, dap die fur das gewchnliche Eigenweriproblem gultige Aquivalenz zwi-
schen vollsténdiger Ldsung des Eigenwertproblems und Diagonalisierbarkeit der Matrix
beim verallgemeinerten Eigenwertproblem nur unter Zusalzvorausselzungen - wie Nichisin-
gularitdt von B oder Symmetrie von A und B - richtig ist.

Fir die theoretische Formulierung erweist sich der Begriff der Diagonalisierbarkeit als

gunstig.

Beim gewdhnlichen Eigenwertproblem A x = A x im R™ ist derjenige Fall be-
sonders interessant, in dem n linear unabhingige Eigenvektoren x,, ... , X,
existieren. FaBt man diese n (Spalten-) Vektoren zu einer Matrix X zusam-
men und bildet mit den Eigenwerten )‘1’ vy kn eine Diagonalmatrix A:=
diag(},, ..., X)), so gilt

AX = XA

Da die Matrix X nach Voraussetzung maximalen Rang hat, ist sie invertierbar,
und es gilt

X1TAX = 4,
d.h. A kann durch die Matrizen F:= X_i, G:= X diagonalisiert werden.

Wir werden jetzt eine Uibertragung auf das verallgemeinerte Eigenwertproblem
versuchen.

Definition 2.5: Das verallgemeinerte FEigenwertproblem A x = ABx, A, B
nxn-Matrizen, heiBe vollstindig Iosbar, wenn es n linear unabhingige Eigen-
vektoren Xy e, X, gibt.

Da der Grad des charakteristischen Polynoms P(})= det(A-AB) kleiner als n
sein kann, ist es fiir die vollstdndige Losbarkeit des verallgemeinerten Eigen-
wertproblems nicht mehr ausreichend, wenn bei allen Eigenwerten geometri-
sche und algebraische Vielfachheit tibereinstimmen, d.h. kein Eigenwert defek-
tiv ist. Deswegen wollen wir hier die Begriffe "defektiver Eigenwert” und "de-
fektive Matrix" vermeiden.

Fassen wir die Spaltenvektoren X, ... , X, zur "Eigenvektormatrix” X zusam-
men, so bedeutet vollstdndige Losbarkeit das Bestehen der Matrix-Gleichung

(2.8) AX = BXA,
wobei A = diag()\i, s Ay) die "Eigenwertmatrix” darstellt.

Ist A symmetrisch, so sind die Eigenvektoren Xy, e s X beim Standardeigen-
wertproblem orthogonal bzw. kdnnen im Entartungsfall orthogonal gewihlt
werden; nach Normierung der Eigenvektoren wird X zu einer orthogonalen
Matrix, weshalb wir auch

XTAX = A
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schreiben diirfen: A ist der Diagonalmatrix A “unitdr” (orthogonal)-iquivalent.

Die Orthogonalitdtseigenschaft der Eigenvektormatrix beim (gewdhnlichen)
symmetrischen Eigenwertproblem kann in folgender Weise auf das verallge-
meinerte Eigenwertproblem iibertragen werden:

Wir nehmen dabei zur Vereinfachung an, daB B nichtsinguldr ist und damit
auf eine Diagonalmatrix J transformiert werden kann, deren Diagonalelemente
+1 oder -1 sind, so daB J2 = I erfiillt ist. Fiir Eigenvektoren X, X, zu ver-
schiedenen Eigenwerten 1, )‘j gilt

= T _

(x,, ij) = xljxj- 0.
Fiir Eigenvektoren zu gleichen Eigenwerten konnen wir - #hnlich wie beim
Gram-Schmidt-Verfahren - eine Linearkombination verwenden, um J-Orthogo-
nalitdt zu erreichen. Da nach dem Sylvesterschen Trégheitssatz die Anzahl der
Plus - und Minuseinsen gleich bleibt, gilt

(x;, Jx) = x-ir_]xi >0 oder <0
und nach eventueller Permutation und Normierung fiir die Eigenvektormatrix X:

(29) XTJX =], woraus durch Multiplikation JXTJ X =J2 =1

folgt. Die nichtsinguldre Matrix X*:= J XTJ ist also invers zu X oder anders
ausgedriickt, X ist “J-orthogonal” :

Cu,Xvd>=su JXv=uJXJIv=0XTJw Jv=<UXPu,v> = < X u, v>

Wie beim nichtsymmetrischen Standardeigenwertproblem kann eine praktikable
hinreichende Bedingung fiir die vollstéindige Losbarkeit des verallgemeinerten
Eigenwertproblems nicht gegeben werden, wobei aus den bekannten Griinden
die Symmetrie nicht mehr entscheidend ist. (Natiirlich gilt, daB im Fall einer
nichtsinguldren Matrix B n unterschiedliche Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms zwangsldufig zu n linear unabhingigen Eigenvektoren fiihren
miissen, dies ldBt sich jedoch nicht direkt aus den Matrizen A und B ablesen!)

Offensichtlich gilt aber der folgende einfache und wichtige Sachverhalt:

Lemma 2.6: Notwendig fiir die vollstindige Ldsung des verallgemeinerten Ei-
genwertproblems ist das Erfiilltsein der folgenden Bedingung:
Bild(A) £ Bild(B)

Beweis:

Aus A = BXA X' folgt

Bild(A) = BildBXA XY= {BXxAX'x|x<R’} < {By|y:rR"}
Bild (B).

1

Q.E.D.
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Der Diagonalisierungsbegriff bei einer Matrix wird nun folgendermaBen verall-
gemeinert:

Definition 2.7: Zwei (n,n)-Matrizen A, B heiBen simultan diagonalisierbar,
wenn es nichtsinguldre (n,n) -Matrizen F, G gibt, so daf3

FAG und FBG
Diagonalmatrizen werden.

Fiir numerische Zwecke ist dieser Begriff im allgemeinen weniger niitzlich als
der der vollsténdigen Losung des Eigenwertproblems. Er ist aber - wie wir
gleich sehen werden - wegen der symmetrischen Rolle von A und B eleganter
und auBerdem auch auf beliebig viele Matrizen erweiterbar.

Ist es moglich, A und B gemeinsam auf Diagonalgestalt zu transformieren, so
kann man - wie in Abschnitt 2.1 erldutert wurde - durch eine weitere Trans-
formation erreichen, daB B (oder A) die folgende einfache Form annimmt:

Haufig schrinkt man die Klasse der zugelassenen Transformationen ein:
Eine mogliche Einschrinkung stellt die Bedingung F = G™! dar. Eine andere ist
bei symmetrischen Matrizen naheliegend: F = G'. In diesem Fall liefern die
Transformationen

A — G'AG, B — G'BG
wieder symmetrische Matrizen. (Beim iiblichen symmetrischen Eigenwertpro-
blem sind beide Bedingungen erfiillt, da F orthogonal ist; dies wird beim ver-
allgemeinerten symmetrischen Eigenwertproblem aber wegen der "B-Orthogo-
nalitdt” von X nicht mehr richtig sein)

In den wichtigsten Fillen liefert eine vollstindige Lésung des Eigenwertpro-
blems Transformationsmatrizen F, G zur simultanen Diagonalisierbarkeit.

Satz 2.8: Es sei B nichtsingulir und x, , ... , X, eine vollstindige Losung des
Eigenwertproblems A x = A B x . Dann bewirkt

F= X'B', 6= X
eine simultane Diagonalisierung von A und B.
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Beweis: Unter Verwendung von A X = B X A erhilt man direkt:
FAG = X'B1'AX = X'B!BXA = A
FBG = X!'B!'BX I

A ist also in die Eigenwertmatrix A und B in die Einheitsmatrix transformiert

worden. QED.

Wir betrachten als nidchstes den wichtigen Fall symmetrischer Matrizen A, B,
wobei B auch singuldr sein darf:

Satz 2.9: Es seien x;, .. , X, eine vollstindige Losung des Eigenwertpro-
blems Ax = ABx und A, B symmetrisch. Dann gibt es eine Matrix W, so dafB
WTAW und W B W diagonal sind.

Beweis:

Da wir auch singuldre B zulassen, miissen wir anders als beim letzten Satz
vorgehen:

Aus AX = B X A folgt einerseits durch Multiplikation
XTAx = xTBXA,
andererseits durch Transposition XT A=A XTB und damit
xTAX = AX'BX
Dies bedeutet, daB B' := X' B X mit A vertauscht:
BA = AP
AuBerdem ist B’ symmetrisch. Nach einem bekannten Satz der Matrizentheorie

existiert somit eine orthogonale Matrix U, die A und B' gleichzeitig auf Dia-
gonalgestalt bringt:

UTB U = By, UTAU = Ay,
(A bleibt natiirlich bis auf Permutation der Eigenwerte erhalten!)
Fiir A’ == X A X gilt A’ = B' A und damit

T av 11 = 11T R T =
U Au=u puu AU = Byiap Adiag:
A’ ist durch U also ebenfalls in Diagonalgestalt iiberfiihrt worden.
Insgesamt haben wir fiir A und B die Transformationen
A— u'xTaxu = (xwhaxuw,
B— u'x"BXxu= (XxwW'B(xw

durchgefiihrt, die Matrix W := X U leistet demgem&B das Gewiinschte. QED
Da X nur B-orthogonal, aber nicht orthogonal im iiblichen Sinn ist, wird WT
- anders als beim Standardeigenwertproblem - im allgemeinen ungleich w!
sein.
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Satz 2.9 ist insofern allgemeiner als Satz 2.8, als wir fiir nichtsingulires B
gemaB den Uberlegungen nach Lemma 2.1 auf ein symmetrisches verallgemei-
nertes Eigenwertproblem transformieren konnen.

Wenn weder die Voraussetzungen von Satz 2.8 (Nichtsingularitit von B bzw.
schwicher: Nichtsingularitit des Biischels (A, B)) noch die von Satz 2.9
(Symmetrie von A und B) gegeben sind, dann kann es sehr wohl passieren,
daB ein Paar (A, B) nicht simultan diagonalisierbar ist, obwoh! das zugehori-
ge Eigenwertproblem vollstindig losbar ist:

Es sei 11 1 o
A = OO'B:= 0 o\l

also das Paar (A, B) ein singuldres Biischel.
Dann ist das Eigenwertproblem A x = A B x vollsténdig losbar, denn fiir

11 1 o]
X = [o 14> A= Lo o
gilt

1t 1t o1 1 0]
Ax:[o offo 1] = Lo o
und

t oqrt 17t o |:1 1][1 o] |:1 0]

BXA=00][0-][00]=0000=00’
also AX = BXA.

Trotzdem ist (A, B) nicht simultan diagonalisierbar:
Um dies zu beweisen, nehmen wir an, es gébe zwei nichtsinguldre Matrizen

f f [ €n 812 ]
a 1 Iz -
F o= I: f21 f22] und G : 821 822

mit der Eigenschaft, daB F A G und F B G diagonal sind.
Aus
fy f 1 °:| &1 giz] I:fu ftz:”:gu giz]
11 2
[fm fzz:”:o 0L 821 822 f21 f22 o o

[fu 811 fugiz] ! [51 0]
f2181 f21842 0 B

liest man die folgenden Bedingungen ab:

FBG

) fyg, = 0 (2) f 84 = O

Aus
FAG = [fu fiz :”:1 1][811 812] _ [fu f14 :”:311 312]
T oLfy f O O]l gy 85| T f21 £ 821 822

[fn(gn *82) iy lgpp + gzz):l ! [“1 0 :l
21(811 * 821) f(Bp+83) | ° [0 o

ergeben sich die weiteren Bedingungen:

(3) f, (gyp + 8pp) = O (4) fy (g +gy) = O
Es sei zundchst f, # 0. Dann gilt nach (1), daB 842 = 0 und damit nach (3)
fi1 852 = 0, also 822 = 0. Dann hat G aber die Gestalt

* 0 ot <inon]s
G = |4 o und ist singuldr.

Es bleibt also der Fall f, = 0 iibrig. f,, = O wiirde zur Singularitit von F
fiihren, also muB f21 # 0 sein, was nach (2) g4 = O impliziert und nach (4)
g1 = 0. Dann wére G wiederum singulér. Q.E.D.

Die Frage, wann aus der simultanen Diagonalisierbarkeit die vollstindige
Lésung des Eigenwertproblems folgt, 14Bt sich restlos beantworten:

Satz 2.10;: Es seien A, B simultan diagonalisierbar.
Das verallgemeinerte Eigenwertproblem A x = A B x ist genau dann vollstindig
Iosbar, wenn Bild(A) <€ Bild (B) gilt.

Beweis:

Die Notwendigkeit der Bedingung Bild(A) C Bild (B) ist bereits in Lemma
(2.6) festgestellt worden. Wir zeigen jetzt, daB sie hinreichend ist:

Es seien F, G die behaupteten Transformationsmatrizen. Dann gilt

FAG = diag(a, ... , a,), F B G = diag(b,, ..., b,).
Aus der Voraussetzung Bild(A) C Bild(B) folgt Bild(F A G ) C Bild(F B G);
dies bedeutet aber, daB das Diagonalelement a i verschwinden muB, wenn das

entsprechende b, null ist.
Wir setzen jetzt

(2100 1 - { i falls b, # O
. i” beliebig sonst

Damit gilt in jedem Fall a =\ b
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Die Vektoren
€13
x, = Ge = g_21 i=1, , n
Eni

sind dann linear unabhdngige Eigenvektoren des verallgemeinerten Eigenwert-
problems:

~1 _ -1 - -1
Ax, = AGe, = F'FAGe, = Fldiagla, ..., a,)e, = Flae,
- —~1 — -1 5.
= F'x b e = ) F'diag(b, .., b,)e
- -1 3. -1
= %, F* diag(b,, .. . b,) G Ge,

"

MBGe, = X Bx, QED.
Aus dem letzten Satz ersieht man den Vorzug einer Formulierung mit der si-
multanen Diagonalisierbarkeit:

1. Dem Fall a, # 0, b, = 0 ("1/0") entspricht liberhaupt kein echter Eigenwert,
sondern nur formal ein “"unendlich” groBSler. (Vom numerischen Gesichts-
punkt wird daher der Fall {b;| sehr Kklein, |a, | nicht klein, kritisch sein.)

2. Dem Fall a; = 0, b, = 0 ("0/0") kann jede beliebige Zahl A als i-ter Eigen-
wert zugeordnet werden.

Da ein nichtsingulires B als Bild stets den gesamten Vektorraum hat, ist die
Bedingung Bild(A) C Bild(B) in Satz 2.10 trivialerweise erfiillt. Kombination
mit Satz 2.8 liefert:

Falls B nichtsingulir ist (schwécher: das Paar (A, B) kein singulires
Biischel bildet), so kann das Eigenwertproblem AXx = XBX genau
dann vollstindig gelost werden, wenn die Matrizen A und B simultan
diagonalisierbar sind.

Dagegen reicht die Symmetrie von A und B allein nicht aus, um die Aquiva-
lenz von vollsténdiger Losbarbarkeit des Eigenwertproblems und simultaner
Diagonalisierbarkeit zu gewdhrleisten: Zwar folgt aus Satz 2.8 aus der voll-
stindigen Losung des Eigenwertproblems die simultane Diagonalisierbarkeit,
die Umkehrung ist aber nicht richtig. Man nehme

I-R-N
o © o

10
A = 01
oo

[~ =2~}
-]
"

1
0
4]
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dann sind diese Matrizen - da bereits diagonal - simultan diagonalisierbar.
Wegen Bild(A) = {(x, y, 0} x, y ¢ R} und Bild(B) = {(x, 0, 0)|x ¢ R} ist
jedoch die fiir die vollstindige Losung des Eigenwertproblems notwendige Be-
dingung aus Lemma 2.6 nicht erfiillt.

Wir wollen jetzt noch kurz untersuchen, inwieweit im Fall einer singuliren
Matrix B eine Reduktion auf ein "kleineres” Eigenwertproblem mdglich ist.
Man konnte vermuten, daB in dieser Situation die Abspaltung eines geeigneten
Unterraums so moglich ist, dafl anschlieBend ein reduziertes Eigenwertpro~
blem A’ x = A B’ x mit nichtsingulirem B’ entsteht. Entgegen den Andeutun-
gen in Bunse-Gerstner[17] ist aber (im nichtsymmetrischen Fall) eine voll-
stidndige Diagonalisierung des urspriinglichen Problems nicht mehr gewihrlei-
stet:

Nach unseren frilheren Uiberlegungen diirfen wir (durch Faktorisierungvon B)
davon ausgehen, daB B symmetrisch ist. Durch eine entsprechende Transfor-
mation W (Drehung und anschlieBende Skalierung) der linken und rechten Sei-
te geht das Paar (A, B) schlieBlich in die Form

r A e J, ©
A= W AW= T o |’ B = WBW = of o

iiber mit a, ¥ « IR"'I, o ¢« R, Ay und J, (n-1, n-1)-Matrizen. (Der Ubersicht-
lichkeit halber wollen wir nur einen eindimensionalen Unterraum abspalten.)
Das weitere Vorgehen hingt davon ab, ob der Koeffizient « null ist oder
nicht:

Fall i: «# 0

Hier konnen wir durch GauB-artige Transformationen, die zuniichst auf die
n-te Spalte und anschlieBend auf die n-te Zeile angewendet werden, erreichen,
daB die Koeffizienten Y s Bugn s Bpge s By o ZU null werden; die
Matrix B’ bleibt dabei unverindert:

AL O 1, o©

A" = of +1 |’ B"= B := OTO

Da die Bedingung Bild(A) C Bild(B) offensichtlich nicht erfiillt ist (der Vek-

tor (0......,0,1) wire Eigenvektor zum Eigenwert "o" 1), 148t sich das "groBe"

Eigenwertproblem nicht vollstindig 16sen, auch wenn dies fiir das "kleinere”
Aju=2Ju

der Fall sein konnte. Dagegen reduziert sich die simultane Diagonalisierbarkeit

wegen der erfolgreichen Zerlegung in invariante Unterriume auf die des redu-

zierten Problems (A’ J,).
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Fall 2: «=0
Hier haben wir das Paar

A a J, O
(2.11) A= B :=

aT o |’ oT o

zu behandeln. Fiir die vollstindige Losbarkeit des Gesamteigenwertproblems
ist wieder Bild(A) ¢ Bild(B) notwendig, was & = 0 erfordert. In diesem Fall

haben wir den Eigenvektor x;lr = (0, ..., 0, 1) zum Eigenwert "0/0", also zu
beliebigem A ¢ R. Die restlichen Eigenvektoren
u, - -
(31\),...,(\,2_;) (u; «R" 1,vie[R)

miissen A u, + av, = )\iJIui erfiillen, was man mit dem Ansatz A 0 zu
l6sen versuchen wird.

Von sehr speziellen Fillen abgesehen, wird also fiir « = O die vollstindige
Losung des "groBen” Eigenwertproblems nicht moglich sein, auch wenn sie
fiir (Av Jp erreicht werden kann.

Etwas besser sieht die Situation bei symmetrischen Matrizen A, B aus. Hier
wird man die Transformation so durchfiihren, daB die Symmetrie gewahrt
bleibt. Die neuen Matrizen A’', B’ haben folglich die Gestalt

MR

Falls o ungleich null ist, konnen wir a und @ zum Verschwinden bringen.
Anders als im unsymmetrischen Fall miissen wir aber jetzt darauf achten, daB
die Symmetrie von A und B nicht zerstort wird: Es sei

A

m

a a__ 1
T ,=(__¥1____,_Lal&) und F := [OT ‘::I Dann gilt:

el
»
m
]
I

o 11035 - P I
I R R R e

Das neue Problem ldBt sich also fiir « # O reduzieren, fiir « = O jedoch nur
unter den oben angegebenen Einschrinkungen.

-

Wichtig ist der Sonderfall eines gemeinsamen Unterraumes U von Ker A und
Ker B. Nach einer eventuellen Umnumerierung kommt man auf die Gestalt
(2.11) mit a = 0. Eine vollstindige Zerlegung ist zumindest im Fall eines
symmetrischen A méglich.-

- 25 -

2.3 Das positiv definite verallgemeinerte Eigenwertproblem

Anders als beim normalen Eigenwertproblem reicht beim verallgemeinerten Eigenwert-
problem die Symmelrie der Matrizen nicht fir die vollstindige Losung aus. Hinreichende
(aber keineswegs notwendige ) Bedingung ist die Positiv-Definitheit von B bzw. allgemeiner
des Paares (A. B).

Wie bereits bemerkt, 148t sich ein beliebiges Eigenwertproblem A x = A B x
mit Ausnahme des Falls, daB das charakteristische Polynom P()) = det(A - AB)
identisch null ist (“singuldre Biischel "), immer auf ein #quivalentes mit sym-
metrischen Matrizen A, B transformieren.

Sehr hédufig wird B sogar positiv definit sein, etwa wenn diese Matrix den
"Massen-Operator” bei einem gekoppelten mechanischen System darstellt. In
diesem Fall ist das verallgemeinerte Eigenwertproblem stets l6sbar:

Satz 2.11: Es seien A, B symmetrische Matrizen und B positiv definit. Dann ist
das Eigenwertproblem Ax = A B x vollstindig losbar bzw. die beiden Matrizen
A und B sind mit zwei Matrizen W, WY simultan diagonalisierbar.

Beweis: (Einen entsprechenden Satz mit Beweis findet man auch in Parlett
[46], wir geben den einfachen Beweis der Vollstindigkeit halber hier wieder. )
Es existiert eine orthogonale Transformation U, die B in Diagonalgestalt

transformiert:
u’Bu = B = diag(b;, ... , b)) mit by, .., b_ > 0.

diag n

Gleichzeitig geht A in eine (wiederum) symmetrische Matrix
A:= uTAau

iiber. Multiplizieren wir jetzt B

singuldaren Diagonalmatrix

diag YOP links und von rechts mit der nicht-

. 1 1
S:= dlag( T )
oo Te)
so wird B

diag in die Einheitsmatrix iiberfiihrt, A" = S A’ S bleibt wegen ST= N
symmetrisch und kann mit Hilfe einer weiteren orthogonalen Matrix V diago-
nalisiert werden:

VI A"V = diaghy, ..., &)
Wegen VI 1V = VIV = I #ndert sich das transformierte B nicht mehr. Die
zusammengesetzten Transformationsmatrizen
T
Fi= Visu', ¢= usv = (vTsu™) = §T
bewirken damit
FAG = diag(2,..,%,), FBG = L

Wegen det B # O gilt Bild(B) = R™ Damit ist nach Satz 2.10 auch das verall-

gemeinerte Eigenwertproblem A x = A B x vollstéindig ldsbar.
Q.E.D.
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Beziiglich der simultanen Diagonalisierbarkeit kdnnen die Rollen von A, B im
letzten Satz natiirlich vertauscht werden, d.h. A positiv definit ist ebenfalls
hinreichend. Fiir das verallgemeinerte Eigenwertproblem stimmt dies jedoch
nicht mehr ganz, weil dort das Problem unendlicher Eigenwerte (Fall "1/0")
auftreten kann.

Wenn B (positiv) semidefinit ist, so kann man - wie am SchluB von Ab-
schnitt 2.2 kurz skizziert - versuchen, den Nullraum von B "abzuspaiten” und
das durch Deflation verkiirzte Eigenwertproblem A'X = X B'Xx mit positiv defi-
nitem B’ zu losen. Die Fortsetzung auf das Ausgangsproblem ist zumindest im
Fall Ker A C Ker B immer moglich, allgemein haben wir jedoch die gleiche Si-
tuation wie in Abschnitt 2.2. )

Die Voraussetzung eines positiv definiten B (oder A) kann nicht unwesentlich
abgeschwiacht werden:

Definition 2.12: Ein Paar (A, B) von symmetrischen Matrizen A, B heifit positiv
definit, wenn es Koeffizienten a, B ¢ R gibt, so daB die Linearkombination
a@ A + B B positiv definit ist. (Man spricht dann auch von einem positiv defini-
ten Biischel.)

Es gibt verschiedene #quivalente Definitionen fiir die Positiv-Definitheit von
Paaren, eine interessante wurde von A. Berman und A. Ben-Israel [9] fiir
Matrizen der Dimension n 2 3 gegeben:

(A, B) ist positiv definit, wenn (x, Ax) = (x, Bx) = O nur fiir x = 0 mog-
lich ist.

Das Beispiel

s [3n] =[]

zeigt, daB die Bedingung n = 3 nicht abschwichbar ist: (x, Ax)=(x, Bx)=0
kann nur fiir x = 0 moglich sein. Andererseits ist das Paar (A, B) nicht
positiv definit, denn

aA + BB = |:; ?“:I

ist fiir keine Wahl von o, B positiv definit, wie man z.B. aus dem Hurwitz-
Kriterium erkennt. (Ubrigens ist im Komplexen das Paar (A, B) sehr wohl
diagonalisierbar, seine Eigenwerte sind +i, -i.)

FEine weitere - fiir beliebiges n giiltige - Definition der positiven Definitheit
von A, B lautet:

Wenn X eine positiv semidefinite Matrix ist, so ist tr(AX) = tr(BX) = 0O
nur fir X = 0 moglich.
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(Interpretiert man die Spurbildung als inneres Produkt zwischen Matrizen, d.h.
<X, Y> = tr(XY), dann bedeutet dies, daB es keine positiv semidefinite
Matrix gibt, die "senkrecht” auf A, B steht.)

Die letzte Definition ist in Hinblick auf Spurminimierungsaussagen niitzlich;
wir werden im folgenden aber immer mit der urspriinglichen Definition fii;
positive Definitheit von Paaren auskommen.

Mit Hilfe von Satz 2.11 ist jetzt die folgende wichtige Aussage auf elemen-
tare Weise beweisbar :

Satz 2.13: Es seien A, B symmetrische Matrizen, die ein positiv definites
Biischel bilden. Dann sind A, B simultan diagonalisierbar.

Beweis:
Wir konnen uns auf den Fall o A + BB positiv definit mit « # 0, 8 # O be-
schrénken, denn sonst diirfen wir direkt Satz (2.11) heranziehen.

Fiir das Paar (A, a A + BB) gibt es nach dem erwidhnten Satz eine nichtsin-
guldre Matrix W, so da8 W' A W und WY (aA + §B) W diagonal werden.
Die entsprechenden Diagonalmatrizen bezeichnen wir mit A

Es gilt dieg’ Cdiag'
WTBW 1 T
= B—W (aA+BB—o<A)W
1
= gWi(cAa+BB)W - EwTaw
= 1 a
- B Cdiag - EAdiag ’

d.h. B wird ebenfalls auf Diagonalgestalt transformiert.

Q.E.D.
Obwohl in vielen praktischen Anwendungen das Paar (A, B) ein positiv defi-
nites Biischel bildet, so kann doch nicht iibersehen werden, daB diese Bedin-
gung eine wesentliche und keineswegs notwendige Einschrinkung darstellt:
Stellt man sich vor, daB ein Paar (A, B) simultan auf Diagonalgestalt ge-
bracht ist, so bedeutet dies fiir die Diagonalelemente a, .. ,a,b, .. ,b
das gleichzeitige FErfiilltsein der folgenden Bedingungen fiir (-;;n ;eeign;te:
Paar («, B) von Koeffizienten:

ua1+5b1>0

o a +ﬁbn>0

n

Da einer der beiden Koeffizienten ungleich null sein muB und (0.B.d.A.) als

positiv angenommen werden kann, sind die folgenden Bedingungen Hquivalent
fiir ein geeignetes p:

ai+pb1>0,




g
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Fiir b, # O bedeutet dies, daB eine Ungleichung der Art

a, a,
1
p>——b'i-(bi>0) oder p<_Ti(bi<0)
besteht. Fiir i = 1 haben wir noch keine Einschrdnkung; fiir die weiteren zu-
fillig erhaltenen, unabhingigen a,, ... , a_, b,, ... , b wird die Wahrschein-
lichkeit, daB ein solches ¢ existiert, von der GroB8enordnung (1/2)*! sein. -

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird nur der Fall eines symmetrischen po-
sitiv definiten Paares (A, B) behandelt. Dabei wird zusdtzlich vorausgesetzt,
daB B von vornherein nicht singulidr ist, was nach unseren friiheren liberle-
gungen (genauso wie die Symmetrie) keine allzu wesentliche Einschrinkung
ist. Die Matrix B konnen wir uns durch eine unitire Transformation V auf

Diagonalgestalt B':= diag(b,, ... , b_) gebracht denken. Um die Symmetrie von
A= VT A V nicht zu zerstoren, wenden wir jetzt auf A’ und B’ die Matrix
. 1 1
S = dia (— . —)
B\ T, | 7T,
von links und rechts an. Das urspriingliche B wird damit insgesamt zu
S diag(by, ... , b,) S = J:= diag(jy, « , j,) mit j, = + 1,

STV A V S bleibt wegen sT= S eine symmetrische Matrix.

Dies bedeutet, daB wir uns immer auf den Fall A symmetrisch, B = J be-
schrénken diirfen. Dabei muB die Diagonalisierung von B nicht wirklich ausge-
filhrt werden -~ es konnen die fiir den GauB-Algorithmus iiblichen Zeilen- und
Spaltenoperationen gleichzeitig auf A und B angewendet werden, bis B die
angestrebte J-Form erreicht hat. Durch Permutationen ist fiir J auch die spe-

ziellere Form
I (4]
J = [ 3 - ]
[¢] Iq

erreichbar. Diese wird aber in dieser Arbeit ~ anders als in Kovac-Striko und
Veseli& [38] nicht vorausgesetzt.

Fiir die hier zu behandelnden Divide-et-Impera-Verfahren ist entscheidend,
daB A - unter Beibehaltung der Form von B (bzw. J) - in Tridiagonalgestalt
oder Tridiagonalgestalt mit Rindern transformiert werden kann. Auf eventuel-
le numerische Probleme wird in Kapitel 5 ausfiihrlich eingegangen werden.

Weitere Aussagen iiber Matrizenbiischel findet man etwa in Berman und Ben
Israel [9]; Stewart stellt in [56]1 Gershgorin-Theoreme fiir das verallgemeiner-
te Figenwertproblem vor. Mit der Storungstheorie fiir das verallgemeinerte
Eigenwertproblem beschiftigen sich u.a. Barlow und Demmel {61, Chu [18],
Stewart [55 1, [581.
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3. Finige numerische Verfahren zum verallgemeinerten Eigenwertproblem

In diesem Kapitel stellen wir zundchst die tblichsten Verfahren zur Lésung des verallge-
meinerten Eigenwertproblems Ax = A Bx dar und diskutieren ihre Vor- und Nachteile.
Unter ihnen besticht das QZ-Verfahren durch seine Universalitdt und Schnelligkeit, das
verallgemeinerte Jacobi-Verfahren durch seine Genauigkeit und die implizit vorhandene
Méglichkeit. die Positivdefinitheit eines Paares zu tiberprifen. Zum SchluB stellen wir zwei
neue Verfahren vor, die auf einfache Weise testen, ob das Paar ( A, B) positiv definit ist.

Viele der in den letzten Jahrzehnten entwickelten Verfahren zur Losung des
Standardeigenwertproblems Ax = Ax lassen sich auch auf das verallgemeinerte
Eigenwertproblem Ax = A Bx, A, B symmetrisch, iibertragen, wenn die Matrix
B bestimmte Bedingungen erfiillt: die meisten dieser Verfahren verlangen die
positive Definitheit der Matrix B, die wir deshalb in diesem Kapitel meist
voraussetzen werden.

31 Potenzmethode, inverse Iteration und Rayleighquotientenverfahren

Im Fall des Standardeigenwertproblems Ax = X x bietet sich die Potenz-

methode zur Berechnung des betragsgroBten Eigenwertes und des zugehorigen

Eigenvektors an, die inverse Iteration zur Bestimmung des betragskleinsten
Eigenwertes und seines Eigenvektors. Mochte man den nidchsten Eigenwert zu
einer Eigenwertndherung ¢ ¢ R erhalten, so kann man die inverse Iteration mit
der um o verschobene Matrix A - ¢ durchfiihren.

Wenn wir diese beiden Methoden auf ein Eigenwertproblem der Gestalt
BlAx = X x anwenden und die entstehenden Gleichungen geeignet umformen,
so daB B! nicht direkt gebildet werden muB, erhalten wir die folgenden Al-
gorithmen fiir das verallgemeinerte Eigenwertproblem Ax = ABx:

Sei x,, ein geeignet gewidhlter Startvektor.
Potenzmethode:
Bestimme y, ., aus By, = Ax,.

(3.1)
i = Tkt
Normiere: X, = .

T
Y By

Inverse Iteration mit Verschiebung:

o sei eine Eigenwertndherung, die mit keinem Eigenwert des Eigenwertpro-
blems Ax = A Bx exakt iibereinstimmt.
Bestimme y, ,, aus (A -ocBly,,, = Bx.
(3.2)
. - Yic+1
Normiere: x, ., = T .
Y1 BYia
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Die Vektoren (xk)de bilden dann in beiden Fillen eine Folge von Naherun-
gen fiir den gesuchten Eigenvektor x.
Die Konvergenzaussagen zu diesen beiden Verfahren entsprechen denen im

Fall B = I, vgl. dazu (Parlett [46 1, S. 60 - 62); falls die Folge konvergiert,
ist die Konvergenz linear.

Bei beiden Methoden muB ein Gleichungssystem geldst werden. Fiir groBe
Matrizen A und B hingt die Anwendbarkeit der beiden Verfahren davon ab, ob
diese Gleichungssysteme z.B. wegen einer speziellen Gestalt der beteiligten
Matrizen gut losbar sind.

Eine gute Wahl fiir die Verschiebung ¢ in der Methode der inversen Iteration
ist der verallgemeinerte Rayleighquotient

T
(33)  o(x) = XAX 4 g\(0).
x' Bx
Auf diese Weise erhilt man das sogenannte Rayleighquotientenverfahren:
Sei x, ein geeignet gewihlter Startvektor.

T A
Man bestimme o, := B 2%
xL B
(3.4) K ° %
Man berechne y,,, mit (A - o, Bly,, , = Bx.
Y1
Yot Bt
Dieses Verfahren konvergiert entweder (kubisch) direkt gegen den durch den

Startvektor festgelegten Eigenvektor oder oszilliert zwischen zwei Eigenvek-
toren (vgl. Parlett [46], S. 76, S. 320).

Man normiere: X, .4 =

3.2 Rayleigh-artige Verfahren
Die folgenden Verfahren verwenden den Rayleighquotienten oder das Ray-
leighquotientenverfahren als Hilfsmittel:

3.2.1 Die Rayleigh-Ritz-Approximation und die Unterraum-Iteration

Zu einem gegebenen Unterraum S™ des R™ miochte man die "beste” Menge
von Eigenvektorniherungen aus S™ fiir Eigenvektoren des verallgemeinerten
Eigenwertproblems A x = A B x bestimmen.

Wie im Fall des Standardeigenwertproblems gelingt dies durch die Bildung
sogenannter Rayleigh-Ritz-Approximationen:

Sei dabei S eine nxm-Matrix, deren Spalten eine Basis des S™ bilden.
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Dann sind die Paare (9;, Sg;), i = 1, .. , m, die den Eigenwertgleichungen
(35) (sTASs)g = 8 (sTBS)g .,i=1..,m

geniigen, die gesuchten Rayleigh-Ritz~Approximationen.

Im Buch von Parlett [46] (s. S. 322) wird angegeben, in welchem Sinne diese
Paare optimal sind.

Auch die Unterraum-lIteration 1aBt sich auf das verallgemeinerte Eigenwert-
problem iibertragen, was nicht verwunderlich ist, denn ihre grundlegende Idee
besteht darin, die Blockversion der inversen Iteration (inklusive Verschiebun-
gen) mit Rayleigh-Ritz-Approximationen in jedem Schritt zu kombinieren, und
beide Verfahren sind auf das verallgemeinerte Eigenwertproblem anwendbar.
Eine schone Zusammenfassung dieses Verfahrens findet man in Parlett [46],
S. 326. Dort werden auch die Probleme des Verfahrens angesprochen: die
Effizienz dieser Methode hingt nicht unwesentlich von der Wahl der Block-
groBe ab - sie sollte groBer gewidhlt werden als die Anzahl der gewiinschten
Eigenwerte und Eigenvektoren - nur wie groB, ist vor Beginn des Programms
leider schwierig zu bestimmen.

3.2.2 Koordinatenrelaxation

Die Koordinatenrelaxation berechnet den kleinsten Eigenwert des Matrizenpaa-
res (A, B). Im Fall sehr groBer Matrizen A, B ist sie eine sehr wichtige
Alternative zur Rayleigh-Quotienten-Iteration, da sie ohne das Lésen linearer
Gleichungssysteme auskommt - es werden nur Matrix-Vektor-Multiplika-
tionen ausgefiihrt. Sie ist empfehlenswert fiir diinn besetzte Matrizen sowie
allgemein fiir alle Matrizen mit einer besonders gut fiir Matrix-Vektor-Multi-
plikationen geeigneten Gestalt. Dafiir muB man sich mit einer im allgemeinen
nicht sehr groBen Konvergenzgeschwindigkeit abfinden.

Der Koordinatenrelaxation liegt eine Minimierung des Rayleigh-Quotienten
zugrunde. Fiir einen von null verschiedenen Vektor x ist der verallgemeinerte
Rayleigh - Quotient o (x) := (x"Ax)/(xTBx) groBer oder gleich dem kleinsten
Eigenwert von (A, B). Dieser Vektor x wird in der Komponente j (j durch-
lauft zyklisch {1, ... , n}) so veréndert, daB der neue Vektor y den Rayleigh-
Quotienten iiber der Menge {ax + Bejl (a, B) ¢« R2\{0}}, e j~ter Einheitsvek-
tor, minimiert. Zu ldsen sind dann verallgemeinerte Eigenwertprobleme der
Dimension 2x2, deren Losungen man direkt bestimmen kann. (Die vollstandige
Beschreibung des Algorithmus mit Erliuterungen und Bemerkungen findet sich
z.B. im Buch von Bunse-Gerstner [17], S. 285-287.)

Will man Aussagen fiir mehrere kleinste Eigenwerte und Figenvektoren erhal-
ten, so verwendet man die sogenannte simultane Gruppenkoordinatenrela-
xation, bei der gleichzeitig mit mehreren Vektoren gearbeitet wird und Verin-
derungen jeweils in mehreren Komponenten zugelassen sind.




i
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3.3 Der QZ-Algorithmus

Mit Hilfe des QZ-Algorithmus (der Erweiterung des QR-Algorithmus auf das
verallgemeinerte Eigenwertproblem) kann man alle Eigenwerte (und - falls
gewiinscht - auch die Eigenvektoren) des reellen nxn-Matrizenpaares (A, B)
bestimmen. Dabei sind auch nichtsymmetrische Matrizen erlaubt, und B darf
singulir sein. Diese sehr geringen Voraussetzungen an das Matrizenpaar (A, B)
unterscheiden das QZ-Verfahren deutlich von den anderen hier beschriebe-
nen Methoden. Da es nicht nur vielseitig anwendbar ist, sondern auch schnell,
kann man es als das Standard-Verfahren zur Eigenwertbestimmung (auf
nicht-parallelen Rechnern) ansehen. (Welche Bedeutung ihm zukommt, erkennt
man auch an seiner Behandlung in der Literatur: im Buch von Golub/van Loan
[29] z.B. nimmt die Beschreibung des QR- und des QZ- Algorithmus den
weitaus groften Teil der Kapitel iiber Eigenwerte ein, ja die gesamte Theorie
scheint um ihn herum aufgebaut zu sein...)

Die theoretische Grundlage des QZ-Verfahrens ist die verallgemeinerte
Schur-Zerlegung nach Moler und Stewart (vgl. Golub/van Loan [29], Theorem
7.71 ): komplexe Matrizen A, B kdnnen mittels unitdirer Transformationen
gleichzeitig auf obere Dreiecksgestalt transformiert werden. Bei reellen Matri-
zen A, B ist eine (reelle) Transformation auf obere Dreiecksmatrizen im all-
gemeinen nicht mehr moglich: A kann mittels orthogonaler Matrizen nur noch
auf "Quasidreiecksgestalt” transformiert werden, B wird wieder zu einer Drei-
ecksmatrix ( "verallgemeinerte reelle Schur-Zerlegung”, vgl. hierzu Golub/van
Loan [29] , Theorem 7.7.2).

Das QZ-Verfahren besteht jetzt aus den folgenden wesentlichen Schritten:

1. Man reduziere A auf obere Hessenbergform und B auf obere Dreiecksform
mittels orthogonaler Transformationen.
2. Es wird ein Deflationsschritt in den folgenden Situationen durchgefiihrt:
(1) Ist ay,qy =0 fiir ein k, so teilt man das Eigenwertproblem in zwei un-
abhingige kleinere Teilprobleme auf.
(ii) Gilt dagegen by, = O, so kann man eine Null in Position (n, n-1) von
A erzeugen und das zugehorige Ixi-Problem a_ X' = X 0 X' abspalten.
3. Wihrend des eigentlichen QZ-Prozesses wird A so durch eine Folge von
Iterationen in eine obere Quasi-Dreiecksmatrix transformiert, daB B seine
(obere Dreiecks-) Gestalt behilt. (Wichtig ist hierbei auch die Verwendung
geeigneter Verschiebungsstrategien.)

Fine gute und iibersichtliche Darstellung der wesentlichen Ideen fiir den Fall
komplexer Matrizen A, B findet sich im Artikel von Kaufman [35].

Fiir symmetrische Paare (A, B) wird die Symmetrie im Verlauf des oben be-
schriebenen Algorithmus zerstort, weswegen auch Parlett [46] andere Verfah-
ren fiir diesen Fail vorzieht. Golub schligt hier eine Kombination aus Chole-
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sky-Zerlegung und symmetrischem QR-Algorithmus vor, wenn B noch zusitz-
lich positiv definit ist. (Als weitere Literatur s. etwa Bunse-Gerstner [16],
Kaufman [36], Moler und Stewart [42], Brebner und Grad [12] sowie Ward
[671.)

3.4 Das verallgemeinerte Jacobi-Verfahren

Parlett beschreibt in seinem Buch [ 46 ], wie man das Jacobi-Verfahren fiir das
Standardeigenwertproblem direkt fiir das Paar (A, B) verallgemeinern kann,
wenn B positiv definit ist. Ein Vorteil dieses verallgemeinerten Jacobi-Verfah-
rens liegt darin, daB - im Gegensatz zum QZ-Verfahren etwa - die Symmetrie
der beteiligten Matrizen nicht zerstort wird. Als Anwendungsgebiet fiir dieses
Jacobi-Verfahren schligt Parlett kleinere Matrizen A und B vor, die diagonal-
dominant sind.

Wegen seiner Genauigkeitseigenschaften und der Mdglichkeit einer Paralleli-
sierung ist das Interesse an diesem Verfahren mittlerweile wieder sehr grofB,
man vgl. Demmel, Veselic [21] (Genauigkeitsaussagen), Sameh [48] (ein
paralleles Jacobi-Verfahren).

Das verallgemeinerte Jacobi-Verfahren ist nicht nur anwendbar, wenn B posi-
tiv definit ist, sondern auch fiir positiv definite Paare (A, B), vgl. Veselic
[631, Hari und Slapnitar [52 ]. Nun weiB man aber fiir ein Paar (A, B) nicht
im voraus, ob es positiv definit ist. Veseli¢ reduziert das Paar (A, B) auf die
Gestalt (A’, J) mit J = diag(Im, -1,_,.). Nach Veseli¢ konvergiert fiir solche
Paare (A, J) der verallgemeinerte Jacobi-Algorithmus oder entdeckt die Inde-
finitheit des Paares.

Die Jacobi-Methode besteht aus einer iterativen Anwendung von Kongruenz-
transformationen der speziellen Form

c_ C
C = [c:_ C:::I (die nicht dargestellten Elemente sind die der Einheitsmatrix)

auf die Matrix A: A' = CT A C, wobei die Transformationsmatrix C die Be-
dingung CT J C = J erfiillt.

Dabei werden fiir 1 s r, s < m oder m+1 s r, s s n die iiblichen trigonometri-
schen Transformationen ausgefiihrt, in den iibrigen Fillen sogenannte hyper-
bolische Transformationen:

Cr C cosx -sinx c,.. C _ [coshy  sinhy
(3.6) [Csr c::] = l:sinx cosx] bzw. c. crs] = [slnhy coshy]

Sr ss

Die Parameter x bzw. y werden dabei so gewihlt, daB das Element an der
Position ( r,s ) der transformierten Matrix A’ zu null gemacht wird, d.h.
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2a 221m
tan2x = ———— bzw. tanh 2y .
rr ss a.. + ags

Dabei muB die Bedingung [a__ + a_ SI > 2 |ars| erfiillt sein. Wenn sie verletzt
ist, bricht der Algorithmus zusammen, aber das geschieht fiir positiv definite
Paare (A, J) niemals (vgl. Veseli¢ [ 63], Theorem 2.1). Im Fall positiv defini-
ter Paare konvergiert das verallgemeinerte Jacobi-Verfahren bei Verwendung
der zeilenzyklischen Strategie ( Veseli¢ [63 ], Theorem 2.3). Ist das Paar (A, J)
nicht positiv definit, so deckt die Jacobi-Methode die Indefinitheit in end-
lich vielen Schritten auf. (Veselic [63], Theorem 2.4; zu weiteren Aussagen
iiber Jacobi-Algorithmen vgl. auch Veselic [61], [62] und [651).

3.5 Weitere Verfahren

Neben dem QZ-Algorithmus, Jacobi-und Rayleigh-artigen Verfahren sind noch
eine Reihe anderer Verfahren entwickelt worden, die aber insgesamt nicht so-
viel Bedeutung erlangt haben. ( Schone Ubersichten iiber Losungsverfahren fir
das verallgemeinerte Eigenwertproblem stellen etwa die Artikel von Bathe,
Wilson [7] und Stewart [57] dar.) Zwei dieser Methoden, das Bisektions-
verfahren und der Lanczos-Algorithmus, werden hier kurz beschrieben, da das
Interesse an ihnen in letzter Zeit wieder gestiegen ist.

3.5.1 Bisektionsverfahren

Mit dem Aufkommen der Parallelrechner hat das Bisektionsverfahren wieder
an Bedeutung gewonnen, da es gut parallelisierbar ist. Dem Verfahren liegen
die folgenden Ideen zugrunde (vgl. Bunse-Gerstner [17], S. 270-273, Veseli¢
[601):

Fiir symmetrische Matrizen A, B (mit B positiv definit) kann man mit Hilfe
des Trigheitssatzes von Sylvester beliebig kleine Intervalle konstruieren, die
Eigenwerte des Paares (A, B) enthalten: Fiir festes p ¢ R gibt der Trdgheits-
index von A - gB an, wieviele Eigenwerte von (A, B) kleiner als, gleich oder
groBer als p sind. Vergleicht man diese Zahlen fiir zwei verschiedene Werte u,
und g, mit g, < y,, so kann man feststellen, wieviele Eigenwerte im Intervall
[iy, wp] liegen. Beim Bisektionsverfahren riicken dann diese Intervallgrenzen
- etwa durch fortgesetztes Halbieren des Intervalls - zusammen.

Zur Bestimmung des Trigheitsindex ldBt sich die Cholesky-Zerlegung A - pB
= L D LY verwenden, wobei L eine untere Dreiecksmatrix mit Einheitsdiagona-
le ist und D eine Diagonalmatrix; D ist kongruent zu A - p B, die Vorzeichen
der Diagonalelemente von D bestimmen also den Trigheitsindex.
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Dieses Verfahren ist gut geeignet fiir schwach besetzten Bandmatrizen A, B,
wenn keine hohe Genauigkeit verlangt wird oder wenn nur sehr wenige Eigen-
werte in einem gegebenen Intervall gesucht werden.

(Im Spezialfall B = 1 und A Tridiagonalmatrix bendtigt man iibrigens keine
Cholesky-Zerlegung, sondern nutzt die "Sturmfolgeneigenschaft” aus, vgl.
Golub/van Loan [291).

3.5.2 Lanczos-Algorithmus

Beim Standardeigenwertproblem Ax = X\ x stellen Lanczos-Algorithmen eine
interessante Alternative zu den Standardverfahren dar, wenn es um die Be-
stimmung der Eigenwerte einer groBen, spirlich besetzten, symmetrischen Ma-
trix A geht. Das Lanczos-Verfahren fiihrt eine partielle Tridiagonalisierung der
Matrix A durch; dabei erhidlt man Informationen iiber die "duBersten” Eigen-
werte von A meist schon lange bevor die Tridiagonalisierung vollsténdig ist.
Daher ist diese Methode besonders geeignet zur Berechnung einiger weniger
groBter oder kleinster Eigenwerte von A.

Bei der Grundversion des Lanczos-Algorithmus kann es zum Verlust der Or-
thogonalitidt zwischen den von der Iteration produzierten Lanczos-Vektoren
kommen. Die Version des Lanczos-Algorithmus mit selektiver Orthogonalisie-
rung wird mit dieser Hauptschwierigkeit des Lanczos-Verfahrens fertig.

Eine Verallgemeinerung des Lanczos-Algorithmus auf das verallgemeinerte Ei-
genwertproblem mit positiv definitem B ist moglich (vgl. Parlett [46], S. 323
- 325), wihrend der Fall eines nichtsymmetrischen einfachen Eigenwertpro-
blems groBe Schwierigkeiten bereitet (vgl. Golub/van Loan [29], S. 501 -
503).

Als weitere Literatur sei auf Borri, Mantegazza [11] und Scott [50] verwie-
sen; Scott kombiniert Rayleigh-Ritz-Approximationen mit dem Lanczos-Ver-
fahren.

3.6 Verfahren zur Bestimmung des Definitheitsintervalls

Wenn ein Paar (A, B) positiv definit ist, so gibt es (nach Definition) «, B ¢ R
mit « A + BB positiv definit. Kennt man diese a, B ¢ R, so kann man vom
Paar (A, B) zum Paar (A, B') iibergehen mit B' := « A + BB und dann das Ei-
genwertproblem fiir (A, B') losen. Wie wir in den Abschnitten 3.1 bis 3.5 ge-
sehen haben, gibt es fiir solche Paare mit B’ positiv definit eine Reihe attrak-
tiver Verfahren zur Bestimmung einiger oder aller Eigenwerte von (A, B').
Nur leider kennt man solche Koeffizienten o, § im allgemeinen nicht.

Mit den im folgenden beschriebenen einfachen Verfahren wird festgestellt, ob
das Paar (A, B) iiberhaupt positiv definit sein kann. Dabei suchen wir o.B.d.A.
nach einem ¢ ¢ R, so daB A - pB positiv definit ist; solche p liegen im sog.
Definitheitsintervall (vgl. Kapitel 4).
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3.6.1 Ein stochastisches Verfahren

Aus der Definition fiir positive Definitheit 18t sich direkt eine Vorschrift zur
Bestimmung von p ableiten:

x"(A-uB)x >0 <> x'Ax >y X' Bx fir alle x # O

Fiir x'Bx > O muf daher

xTA X

< i)
¢ x Bx

fiir xI Bx < 0 entsprechend

TS x"Ax
x‘Bx

gelten. Wir setzen jetzt

T T
(37) u, = inf X Ax = sup XAX_

xBx >0 xTBx ’ - xIBx <O XTBX

(Gibt es keine derartigen x fiir g, bzw. ¢_, so nehmen wir p,:= ® bzw.
= ~o )

Gilt y_ < ,, so ist fiir p_ < ¢ < y, die Matrix A - uB positiv definit. Damit
ist die Suche nach einem geeigneten p auf zwei Extremwertprobleme zuriick-
gefiihrt. Da hier globale Extrema verlangt werden, scheiden aber die iiblichen
numerischen Optimierungsalgorithmen aus, weil diese - von einem Startpunkt
ausgehend - in einem kleinen Bereich ein lokales Minimum suchen. Geeignet
sind dagegen stochastische Algorithmen.

Sehr einfach zu programmieren - aber wenig effizient - ist die "blinde Mon-
te-Carlo-Methode”, bei der

xTA x : . .

(3.8) plx) = —Fz%— (der verallgemeinerte Rayleighquotient)
X Bx

auf einer Folge von Zufallsvektoren X,, X,, ... getestet und jede eingetretene

"Verbesserung" registriert wird.
Wesentlich giinstiger sind Kombinationen von stochastischen mit analytischen
Elementen. Man wihit zunichst als Anfangspunkte die Einheitsvektoren, spa-
ter zufillig erzeugte Punkte. Von einem solchen Startpunkt x geht man jetzt
in einer Richtung u weiter: X = x + tu, t ¢ R . Dieses u kann man (z.B.)
wahlweise nach einer der folgenden Vorschriften bestimmen:
(i) Gradientenmethode:
(39)  u:= (xX"Bx)AXx - (x'Ax)Bx
(ii) Man nehme den Index i, fiir den I(Ax)il maximal wird. Als weiteren In-
dex j widhle man per Zufall einen, fiir den die Komponente I(Bx)jl
nicht zu klein wird. Der durch

(Bx),
(310)  u;:=1, u;:= --(-—ﬁyj‘- und u =0 firk#1ij
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definierte Vektor ist orthogonal zu Bx, es gilt deshalb

x"Ax +2tuAx +tZulAu
x'Bx + tz u'Bu

o(lx + tu) =

Zumindest fiir geniigend kleine |t| wird jetzt die angestrebte Erhdhung
oder Erniedrigung von p(x + tu) erreicht.

(iii) Man erzeuge per Zufall einen normierten Richtungsvektor u. Stellt der
Wert p(x + tu) fiir eine kleine Schrittweite t > O eine Verbesserung
dar, so akzeptiere man diese Richtung, andernfalls probiere man es mit
der entgegengesetzten Richtung -u. Bringt auch diese keine Verbesse-
rung, erzeuge man eine neue Zufallsrichtung. Hat man eine geeignete
Richtung gefunden, so laufe man in diese Richtung, aber jetzt mit dop-
pelter Schrittweite. Erst wenn eine Verschlechterung eintritt, gehe man
mit halbierter Schrittweite wieder etwas zuriick.

Das Akzeptieren eines neuen Punktes kann mit der Methode des "adiabati-
schen Abkiihlens” (adiabatic annealing) ebenfalls vom Zufall abhingig ge-
macht werden: hier werden - mit abnehmender Wahrscheinlichkeit - auch un-
giinstigere Richtungen verfolgt, um nicht in einem lokalen Minimum héngen
zu bleiben (vgl. K. Keller [ 37 ]).

Stochastische Optimierungsverfahren ganz anderer Art sind die sogenannten
genetischen Algorithmen. In ihrer iiblichen Formulierung (vgl. [37 1) scheinen
sie bei dem hier gestellten Problem jedoch nur auf Parallelrechnern konkur-
renzfihig zu sein.

3.6.2 Ein Koordinatenrelaxationsverfahren zum Test auf positive Definitheit
Grundlage dieses Verfahrens ist einerseits das Koordinatenrelaxationsverfahren
von Schwarz [ 49 ] ( "The Method of Coordinate Overrelaxation for (A- A B)x
= 0" ), dessen einzelne Schritte hier modifiziert werden, und andererseits die
theoretischen Erkenntnisse aus der Arbeit von Kovag- Striko/Veseli¢ [ 38 ]
( " Trace Minimization and Definiteness of Symmetric Pencils” ). Sie zeigen
dort, daB die positive Definitheit eines Paares (A, B) symmetrischer (n,n)-Ma-
trizen mit B indefinit in engem Zusammenhang steht mit der Existenz des
Minimums von

Spur ( X TA X) unter der Nebenbedingung XTBX=]
1

bei Variation von X, wobei ], eine gegebene Diagonalmatrix der Ordnung < n
mit JZ = I ist.

Anders als in Abschnitt 3.6.1 ist jetzt die (dquivalente) Formulierung als Op-
timierungsaufgabe mit Nebenbedingung giinstiger. Zu bestimmen sind also die
folgenden Extrema:

(3.41) min xT A x unter der Nebenbedingung xTB x = 1
max x¥ A X unter der Nebenbedingung xT B x = -1
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Statt iiber beliebige x ¢ R* mit X1 B x = 1 zu minimieren bzw. mit x'B x = -1
zu maximieren, betrachten wir wie bei der Koordinatenrelaxation Vektoren
X = @X+ Yy, X Yy Startvektoren,
und suchen (¢, v) mit
1
xT A x 2 min unter der Nebenbedingung xTBx = 1
(3.12) bzw.
!
xTA X = max unter der Nebenbedingung xTB x* = -1.

Ausmultiplizieren und Ordnen fiihrt uns auf ein verallgemeinertes 2x2-Eigen-
wertproblem, wenn wir die Extrema mit Hilfe Lagrange'scher Multiplikatoren
bestimmen:

]
fle, v) = xTAx = q:szAx+2-rcpyTAx+yzyTAy = Extremum

unter der Nebenbedingung

glo, v) = xTBx = 2x'Bx + 2Yey Bx + v2y'By = 1
(oder -1)
fithrt dann zu
|:xTAx xTAy:H:cp:l _ )\[xTBx xTBy] I:q:]
(3.13) yTAx y'By v = yI'Bx y'Byll~y
mit XTBx = 1 (oder -1).

Der Grundalgorithmus zum Testen des Paares (A, B) auf positive Definitheit
und zur Bestimmung des Definitheitsintervalls erhdlt jetzt die folgende Ge-
stalt:

1. Man wihle einen Startvektor X, mit x;r Bx = 1 und einen Startvektor
x, mit x—zr Bx, = -1
Man nehme als Startintervall Istaﬂ== (-, + ).

2. Man bestimme Iterationsvektoren y, und y,.

Die typische Wahl ist y = e mit e j-ter Einheitsvektor, j = 1, ..., n. (Eine

andere Moglichkeit wéren Zufallsvektoren oder Gradientenvektoren).

3. Man lose das 2x2-Eigenwertproblem

[xTAx xTAy]I:cp:l _ )\[xTBx xTBy][¢]
yfax yTaydly B y'Bx y'BydLyJd’
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d.h.

P _ P
Aklein [Y] = A Bklein[Y]

fir x = x;, und fiir x = x, .

Fir x = x; (bzw. x = xz) wihle man den kleinsten (bzw. groBten) Eigenwert
mit Eigenvektor z ¢ R? aus, fir den

T T
Z B in2 = 1 (bzw. 2 By, 2 = -1)

gilt; wir bezeichnen ihn mit X, _ (bzw. X )

Minus’*

Das Verfahren bricht ab, wenn das 2x2-Problem nicht im Reellen ldsbar ist.
Existieren Ap;, o und Aygo o und ist Aygo. o kleiner als >‘P1us’ so setzen
wir

IDefint, = )‘Minus' )‘Plus)

und bilden den Durchschnitt von I und I_
Start Defint

I

IStart = lstart N IDefint

Wenn das neue Ig, . leer ist oder X
auf.

plus S A minus’ SO hore man ebenfalls

4. Man definiere je einen neuen Startvektor x7°" , x3°" nach der Vorschrift

neu

x0T g y)7 = %t Y

wobei z,i-= 1, 2 die zuvor ausgerechneten Eigenvektoren sind.

Fiir die so erzeugten Vektoren x7°%, i = 1, 2 gilt:

(xPe)T B xme = 24

1 1

5. Solange der Algorithmus nicht abbricht und das Definitheitsintervall nicht
genau genug bestimmt ist, fithre man die Schritte 2, 3 und 4 durch.

Fiir eine praktische Implementierung bendtigt man neben einer geeigneten Ab-
bruchbedingung noch eine Uberpriifung, ob tatsichlich globale Minima (bzw.
Maxima) gefunden wurden oder nur stationidre Punkte. (Hierzu und allgemein
zu verallgemeinerten Koordinatenrelaxationsverfahren vgl. man Gose [30] und
Quick, Matlala und Miller [47].)
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Fiir den Fall hermitescher Matrizen sei auf den Artikel "Finding a Positive
Definite Linear Combination of Two Hermitian Matrices” von Moon, Craw-
ford [44] verwiesen. Interessant hierzu ist auch die Arbeit "An Algorithm for
Rotating a Symmetrical Generalized Eigenvalue Problem” von Moon [43].

Da man aber meist nicht nur das Definitheitsintervall bestimmen will, sondern
das Eigenwertproblem A x = X B x vollstindig l6sen mochte, wére ein Ver-
fahren giinstiger, das in seinen einzelnen Schritten Tests auf positive Definit-
heit durchfiihrt, abbricht, wenn das Paar (A, B) nicht positiv definit ist, und
andernfalls alle Eigenwerte und Eigenvektoren berechnet.

Fiir kleine bis mittlere Matrizenpaare ist das verallgemeinerte Jacobi-Verfah-
ren solch ein Verfahren (vgl. Abschnitt 3.4 ), fiir kleine bis sehr groSe Matri-
zen - vor allem, wenn A tridiagonal ist - wird es das in dieser Arbeit be-
schriebene, sehr schnelle Divide-et-Impera-Verfahren sein.
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4. Der Divide-et-Impera- Algorithmus fiir ein Matrizenpaar (A, J) mit
Tridiagonalmatrix A

Wir verallgemeinern das Standard-Divide-et-Impera-Verfahren (zum Eigenweriproblem Tx = AX
T symmetrische Tridiagonalmatrix) auf den Fall Tx = AJx mit | Diagonalmatrix mit 1
und -1 auf der Diagonalen. Wie das verallgemeinerte Jacobi-Verfahren findet unser ver-
allgemeinertes Divide-et-Impera-Verfahren fir den Fall eines positiv definiten Paares (T, |)
immer eine Ldsung, andernfalls entdeckt es das Verletzisein der positiven Definitheit. Da
das Verfahren auf Tridiagonalmatrizen zugeschnitien ist, kénnen - anders als beim Jaco-
bi-Verfahren - Matrizen sehr groBer Dimension behandelt werden.

In diesem Kapitel wollen wir uns mit einem “Divide-et -Impera"-Verfahren zur
Losung des verallgemeinerten Eigenwertproblems befassen. Dieses Prinzip des
"Teile-und-herrsche” war schon den alten Rémer sehr geliufig, und als "Divi-
de-and-Conquer” wurde es das Herrschaftsmittel der Briten in Indien. In der
Informatik versteht man darunter ein algorithmisches Lusungsverfahren, das
sich in die beiden folgenden Schritte gliedert:

Divide-Schritt: Das Problem wird in zwei (oder mehr) moglichst gleichgroBe
Teilprobleme derselben Art wie das Originalproblem aufgespalten.
Diese kleineren Teilprobleme werden unabhingig voneinander geldst.

Impera-Schritt : Die Losungen der Teilprobleme werden zu einer Losung des
Gesamtproblems zusammengefiigt.

Ein typisches Divide-et-Impera-Verfahren ist der bekannte Sortieralgorithmus
Quicksort.

4.1 Das eigentliche Verfahren

Durch Rang-Eins-Abspaltungen wird das Gesamleigenwertproblem TXx = A Jx in zwei- und
eindimensionale Eigenwertprobleme zerlegt ( Divide-Schritt). Nachdem sie gelést sind.
werden je zwei dieser kleinen Eigenweriprobleme zusammen mit der entsprechenden
Rang-Eins-Stérung im Impera-Schritt behandell. Die Eigenwerte dieses so entstandenen
Eigenwertproblems ergeben sich als Nullstellen einer speziellen rationalen Funktion. Die
Eigenvektoren erhdlt man anschliefend durch eine endliche Zahl arithmetischer Operatio-
nen. Durch Zusammenselzen zu immer gréferen Matrizen gelangt man schlieBlich zur
Lésung des urspriinglichen Eigenwertproblems.

In der Matrizentheorie wurde ein Divide-et-Impera-Algorithmus zur Bestim-
mung aller Eigenwerte und Eigenvektoren einer symmetrischen Tridiagonalma-
trix A ¢« M™™(R) von Bunch, Nielsen, Sorensenund Cuppen angegeben, vgl.
Bunch, Nielsen, Sorensen {13], Cuppen [19] und Golub [28]. Dabei wird die
Matrix A zerlegt in
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A= [Tt 0} L ppT
0 T

mit quadratischen Matrizen T1 , T2 der Dimensionen m , m, (m, + m, = n),
peRund b e R"™

Jetzt 16st man zundchst die kleineren Eigenwertprobleme
Tyx =ix und Tyx=2AX.
(Wir werden dies rekursiv durch Zuriickfiihrung auf zwei- oder eindimensio-

nale Eigenwertprobleme tun; man kdnnte auch fiir geniigend kleine Matrizen
eines der Standard-Verfahren wie z.B Jacobi-oder QZ-Verfahren benutzen.)

Danach enthidlt die Diagonalmatrix D; « M™+™:1(R) die Eigenwerte von T,.
die Diagonalmatrix D, « M™=™2(R) die von T, . Die zugehorigen Eigenvek-
toren faft man in zwei orthogonalen Matrizen Q1 bzw. Q2 aus MU H(R)
bzw. M™*™:2(R) zusammen.

Nach diesem Divide-Schritt kann man A in der Form
A=Q(D +0zzT)QT

darstellen mit

_ D, 0 , _ Q O Lz -0T
pe (85,) e (§ %) e

Da die Eigenwerte von A und von D + 02z T dieselben sind, berechnet man
jetzt im Impera-Schritt die Eigenwerte und Eigenvektoren von D + ozzT. Ist x
ein Eigenvektor von D + pzz!, so ist Qx ein Eigenvektor von A.

Im folgenden beschiftigen wir uns mit dem verallgemeinerten Eigenwertpro-
blem

(4.1) Ax = AJx .

Dabei soll A eine symmetrische Tridiagonalmatrix aus M™™(R) sein, die kei-
neswegs positiv definit zu sein hat, und J eine Diagonalmatrix mit Plus- oder
Minuseinsen auf der Diagonalen.

Wir wissen zunidchst nicht, ob das Paar (A, J) positiv definit ist. Wir wollen
jetzt einen verallgemeinerten Divide-et-Impera~Algorithmus (kurz mit VDI-Al-
gorithmus bezeichnet) entwickeln, der dies entscheidet und im Fall der Posi-
tiv-Definitheit alle Eigenwerte und Eigenvektoren dieses Eigenwertproblems
berechnet.

0.B.d.A. bezeichnen wir im folgenden ein Matrizenpaar (A, J) als positiv de-
finit, wenn es ein ¢ ¢ R gibt, so daB die Linearkombination A-y]J positiv de-
finit ist.
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4.1.1 Der Divide-Schritt:

Wie bei dem zuvor skizzierten Divide-et-Impera—Verfahren fiir das einfache
Eigenwertproblem zerlegen wir die Matrix A in

Ty, O . T, O
. = - obbT = - T = 1
(4.2) A ( o 2) eb T - obb'! mit T ( 2)

Ty ¢ MPU™(R), Ty e M?2™2(R), my+m, = n, 1smy<n-1, b ¢ R® und
p e R
(Die genauere Aufteilung von n in m; + m, wird in Abschnitt 4.1.4 diskutiert.)

Dabei gehen wir folgendermaBen vor:

Zundchst schreiben wir A in der Form

a; by

b a b

am | bm

n-1

n-1 @n

Ist eines der b;, i = 1, ... , n-1, gleich null, so zerfillt das Eigenwertproblem
direkt in zwei Teilprobleme, die wir dann getrennt 16sen ktnnen. Wir gehen
also im folgenden davon aus, daB alle b, i =1, .., n-1 von null verschieden
sind.

Wenn wir A an der Stelle m = my aufteilen, dndern wir nur die Elemente a,,
m+1s by, um zur Matrix

T, O
T= [o szl

zu gelangen.
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Es geniigt offensichtlich, sich die Aufteilung an der folgenden 4 x 4- Matrix
zu verdeutlichen:

am-1 bpmeg | O Y
bn1  am bm 0
0 bm Am+1 bm*l
0 0 b Am+2
2m-1 bm-q Y o
= bm—l am * Ibml 0 o
0 0 Amaet * lbml bm"l
0 (V] bmat aAm+2
] 0 ] ]
- ol 0 1 - sgnb,, O
" 0 - sgnb,, 1 0
0 0 0 0
am-1 bm-1 0 0
= bn-1 am * lbmI 0 0
o 0 amet * bml  bmag
0 0 bm+1 Am+2
0 [O, 1, —sgnbm,O]
-lbgl | 1
- sgnb,,
0

Allgemein ist also eine Darstellung T—pbbT mit

0

1 — m-te Position
o =|lbypl und b = - sgnb,, “— m+1-te Position

0

(1]

moglich.

T; stimmt bis auf das m-te Diagonalelement mit A;, T, bis auf das erste
Diagonalelement mit A, iiberein.
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Beim Standardeigenwertproblem ist die Zerlegung in die zwei Terme

(Tl Y ) und Rang-Eins-Storung pbbT
0 T,

verhiltnismaBig frei wahlbar, Cuppen [19] wihlt z.B. fiir b* den Vektor
0,..,0,1,1,0, ..,0) und p = bm.

Um die Positivdefinitheit der Teilprobleme zu gewihrleisten, ist beim verall-
gemeinerten Eigenwertproblem die Zerlegung etwas eingeschridnkt. Die hier
vorgestelite Wahl fiir das verallgemeinerte Eigenwertproblem ergab sich aus
dem folgenden Grund: Unsere Zerlegung A = T - pbbT darf auf keinen Fall
dazu fiihren, daB das Paar (T, J) nicht positiv definit ist, wihrend (A, J) es
doch ist. Denn in diesem Fall wire nicht mehr sichergestellt, daB die “klei-
nen” Eigenwertprobleme

. J1 0
Tlx = XJlx, sz = )\sz mit J= (0 Jz)
losbar sind. Unsere Wahl von p und b sichert die Vererbung der positiven
Definitheit von (A,J) auf(T, J), da die Diagonalelemente von T im Vergleich
zu A nur vergroBert werden und die VergroBerung eines Diagonalelements ei-
ner positiv definiten Matrix die positive Definitheit nicht zerstort.

Wenn also eines der Matrixpaare (T, J; ) oder (Ts, J» ) nicht positiv definit
ist, dann wissen wir, daB auch das Ausgangspaar (A, J) nicht positiv definit
gewesen ist.

Nach dieser Aufteilung von A in T -~ pbbT behandeln wir jetzt die “"kleinen”
Eigenwertprobleme

(43) Ty x=X2J; x und (44) Ty x= X Jp x .

Diese Eigenwertprobleme sind lésbar, wenn die jeweiligen Matrizenpaare po-
sitiv definit sind. Mit Q; und Q, bezeichnen wir die Matrizen der Ji- bzw. J,
-normierten Eigenvektoren der Eigenwertprobleme (4.3) und (4.4). Die Figen-
werte stehen auf der Diagonalen der Diagonalmatrizen Dy J; bzw. D,J, . Dann
gilt:

(45) QfT,Q =Dy, QTJ;Q =}

(46)  QFT,Q2=Dy, QFfJ:Q; =1,

Dies kdnnen wir zusammenfassen zu

. erlo ﬁ)llo
(47) QTTQ=D und QTJQ=Jmit Q= ot D=L0'D2.

Damit ist unser Divide-Schritt (inklusive der Diagonalisierung der Teilproble-
me) beendet.
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4.1.2 Der Impera-Schritt

Wie wir jetzt gleich sehen werden, kann man das Eigenwertproblem

Ax = (T - obb) x = AJx
schreiben als
(4.8) W(D - pzzD)Wix = A wjwTx

mit geeignet gewdhltem W ¢ M™™(R) und z ¢ R™ und der Diagonalmatrix D
aus dem Divide-Schritt. Die Eigenwerte von (A, J) und die Eigenwerte des
Paares ( D ~ pzzT, J) sind die gleichen, die Eigenvektoren des Paares (A, J)
lassen sich leicht aus denen von (D -~ pzzT, J) berechnen.

Aus der Formel (4.7) folgt némlich die folgende Darstellung fiir T und J:

(49) T=(QD'pQ™?, j= (@D 1jQ!

Nun ist wegen QTJ Q =] gerade

(410) Q'=JQTJ und QT =]QJ

und damit

(411)  JO ' =)QT und gy T= @I

Einsetzen in (4.9) ergibt fiir T und J die Darstellungen
(412) T= QTpQt= JQJDJQ') = JQ)IDUJQT
(412) J = (JQIJIQOF

Das Eigenwertproblem

(T - pbbDx = A Jx
konnen wir jetzt schreiben als

JQOILD - o(JO'BBTUQ ™I O Tx = A (JQ)JJQ) Tx
bzw. mit Formel (4.11) als

JOID - o JQNBLT(QNIJATx = AJQJUIQTx,
was
(443)  (JQID - p2zT]JQ)Tx = A(JQJUIQTx
und damit (4.8) mit z := JQTb und W := JQ liefert.
Da das Eigenwertproblem

Ax = (T - pbbT)x = A Jx
und das Problem

(D - pzzD)y = AJy mity:= (JQ)Tx
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dieselben Eigenwerte haben, 16sen wir im folgenden das Eigenwertproblem
(414) (D - pzz D)y = aJy.

Hat man die Eigenvektoren y des Eigenwertproblems (4.14) berechnet, so
erhdlt man die Eigenvektoren x des urspriinglichen Problems AX = A Jx aus
(415) x=(JQ Ty = QJy gemiB Identitdt (4.11).

Wenn wir das vereinfachte Eigenwertproblem (4.14) gelést und mit Hilfe von

(4.15) alle Eigenvektoren x des urspriinglichen Eigenwertproblems berechnet
haben, ist der Impera-Schritt beendet.

413 Die Lisung des verallgemeinerten Eigenwertproblems (D - pzzT)y = AJy

Die Hauptaufgabe besteht nun in der Losung des verallgemeinerten Eigen-
wertproblems

(4.16) (D - pzzT)y = 2]y .

(Man beachte, da8 bei unserer Konstruktion ¢ immer gréBer oder gleich null
ist.)

Im folgenden gehen wir jetzt von ¢ > O aus, denn fiir p = O haben wir das
Eigenwertproblem Dy = A ]y, dessen Losung wir direkt ablesen kdnnen. Des-
weiteren setzen wir zundchst die zwei Eigenschaften

(a) alle Komponenten z; von z ¢ R™ sind ungleich null
(b) alle Eigenwerte des Paares (D, J) sind verschieden

voraus.

Diese Bedingungen miissen keineswegs immer erfiillt sein. Uber z wissen wir
nur, daB z = JQTb ist, Nullkomponenten sind also durchaus méglich, das
Paar (D, J) kann natiirlich auch Eigenwerte mit Vielfachheit groBer eins ha-
ben. Wie wir gleich sehen werden, kann man in diesen Fillen das urspriingli-
che Problem durch eine jeweils geeignete Deflation auf eines mit niedrigerer
Dimension zuriickfijhren, das (a) und (b) sicherstellt. (Die Deflation verrin-
gert auBerdem den Rechenaufwand!)

Das Eigenwertproblem (D - pzzT)y = AJy 148t sich auch schreiben als
(417) (D - 2J)y = p z(zTy) .

Fir die weitere Rechnung ist es entscheidend, daB die Matrix D - 1) inver-
tierbar ist fiir alle Eigenwerte X von (D- pzzT)y = A Jy :

Lemma 4.1: Fiir jeden Eigenwert A des Eigenwertproblems (D - pzzT)y = 1]y
gilt unter den Voraussetzungen (a) und (b):

(i) zTy 0.

(ii) die Matrix D — M\J ist invertierbar.
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Beweis:

Diese Aussage ergibt sich analog zu der Rechnung im Artikel von Cuppen
[19] (Beweis von Theorem 2.1). Wir wiederholen den Beweis hier der Voll-
sténdigkeit halber und um zu zeigen, daB die Matrix J sich noch kaum aus-
wirkt.

Wir nehmen an, daB die Matrix D - AJ nicht invertierbar ist. Aus der Singu-
laritdt von D - AJ und der Voraussetzung (b) folgt, daB es ein i ¢ {1,...,n}
gibt mit A = d,j; . Hieraus ergibt sich fiir (4.17)

=(d; - 1j)y; = (D - 2ADy),; = o(2Ty)z;
Nun sind nach Voraussetzung alle z;'s ungleich null und ¢ > 0. Also muB
zTy = 0 sein. Hieraus folgt aber
(D - }.J)y)j = O fir allej=1,..,n
Da alle Eigenwerte nach Voraussetzung (b) verschleden sind, gilt ¥; = 0 fiir
alle j = 1,...,n mit j # i . Deshalb ist 0 = 2Ty = 2, :Y; - Die Komponente Y;

muB ungleich null sein, denn sonst konnte y kem Eigenvektor sein. Wir
erhalten damit z; = 0 . Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung (a). 7

Die Matrix D - AJ muB also invertierbar sein. In diesem Fall kann 2Ty nicht
null sein, wie man aus der Gleichung (4.17) sieht: Wire z'y = 0 , so folgte
(D-ADy =0 und damit y = 0. 2
Q.E.D.
Unter den Voraussetzungen (a) und (b) kénnen wir das Eigenwertproblem
(D - pzzD)y = A Jy

auf ein Nullstellenproblem zuriickfiihren:
Aus

(D-2A]Dy = o(zTy)z
folgt
= p(2zTy)(D - A7z

da die Matrix D -\]J invertierbar ist und zTy eine Zahl. Multiplikation der
Gleichung mit dem Vektor zT, der keine Nullkomponenten hat, liefert

Ty = 0(zTy)zT(D - 2]) 712
Da zTy # 0 ist, erhalten wir

1=02T(D- )1z

Die Eigenwerte von (D - 0zzT)y = A Jy sind also gerade die Nullstellen der
durch
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(418) w(\) :=1-02zT(D-2AD"z = 1-92

definierten Funktion w.

4.1.3.1 Minuseigenwerte, Pluseigenwerte und das Definitheitsintervall

Die Eigenwerte «; , i = 1,...,n, des Paares (T, J) sind dieselben wie die von
(D, J) und daher gegeben durch
o = diji ,i=1,..,n.

Sei jetzt p die Anzahl der Plus-Einsen und q die der Minus-Einsen auf der
Diagonalen von J = diag(j,,...,j,) mit p+q = n. Da das Paar (T, J) bzw. (D, J}
positiv definit ist und alle Eigenwerte verschieden sind, kdnnen wir die o, i =
1,..,n, - wie im Artikel von Kova&- Striko und Veseli¢ [38 ] beschrieben -
folgendermaflen anordnen:

(419) o < o <...< a;_1< a; <a;<a;<...<a;

Dabei bezeichnet man af , ... , a_ als Minuseigenwerte, denn fiir ihre zuge-
horigen Eigenvektoren u gilt uTJu < 0, und “1’ ..., &' als Pluseigenwerte
wegen u'Ju > 0. Das Intervall, wo Minus- und Pluseigenwerte aufeinander-
treffen, in unserer Schreibweise das Intervall [a~ , 1], nennt man das Defi-

nitheitsintervall des Paares (T, J) baw. von (D, J). Fiir jedes y ¢ (a; ,a;) ist
die Matrix T - pJ bzw. D - p]J positiv definit.

4.1.3.2 Figenschaften der Funktion w

ilber den Verlauf einer Funktion der Gestalt

F(x) = l—pZF“x—
=1 J

a8t sich fiir beliebige Bj» a; ¢« R zundchst wenig aussagen. Man weiB nur, wo
die Polstellen liegen und daff

lim F(x) = lim F(x) =
X —+—~00 X — O
gilt. Uber die Lage der reellen Nullstellen und ihre Anzahl sind allgemein
aber keine genaueren theoretischen Aussagen moglich (vgl. hierzu auch die
entsprechenden Bemerkungen in Abschnitt 4.4).
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Fiir unsere Funktion w haben wir unter der Voraussetzung der positiven Defi~
nitheit von (A, J) zum Gliick weitere Informationen, etwa iiber die Anordnung
der o und i, 1= 1, ...,n. Unter Beriicksichtigung von a = dijl kdnnen wir
daher w folgendermaBen darstellen :

& z2(41) e z2 (-1) )
= - T AL I S
(420) w(x) = 1 p(z e Z ——
i=1 i i=1 i
(Jj=+1) (j;=-1)
a 22 n z2
=1 roe Z «-x ° Z o - X
=1 1 j=q+1 J
In der ersten Summe stehen die Minuseigenwerte a = aj' ,j=1 ..., q, in der
zweiten die Pluseigenwerte Ogey = cx;, ey @ ® a;.

Wir unterscheiden nun drei Fille:
1. Fall: p = n:
In diesem Fall ist g = 0 und damit J = I. Es liegt also das Standardeigen-
wertproblem

(D - pzzT)y = 2y
vor.
Die Funktion w mit

22

n
wix) = 1 - QZ?‘;‘——

ist auf jedem einzelnen der Intervalle, auf denen sie definiert ist, streng mo-
noton fallend, alle Nullstellen von w liegen im Intervall [ o,- ozTz, ozn], vegl.
etwa Bunch, Nielsen, Sorensen [13].

2. Fall: q = n

Jetzt ist J = -I, es liegt wieder ein Standardeigenwertproblem vor:
(D - pzzDy=-2xy bzw. (-D + pzzl)y = Ay
Die Funktion w mit

n z.2
w(x)=1+pz otAJ—x
=t !
ist streng monoton wachsend auf jedem einzelnen Intervall, auf dem sie defi-

niert ist, alle Nullstellen liegen im Intervall [, a, + pzTz ].

Weitere Ergebnisse iiber die Funktion w im Fall J = I findet man in den Ar-
beiten von Bunch, Nielsen, Sorensen [13] und Cuppen [19].
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Neu ist der Fall, bei dem es sowohl Pluseinsen als auch Minuseinsen gibt:
3 Fall: 0<q<n

Die Funktion w hat jetzt die Gestalt

a 22 o z2
wix) =1+ pz —_ - —
o - X o, - X
=t j=q+v1 !
Wenn o;,i =1, ...,q , Minuseigenwert ist, gilt:
lim w(x)=+® und lim w(x)=-%
x>t~ X—> oty +
Fiir die Pluseigenwerte «, , i = q+1,...,n ergibt sich umgekehrt:
lim w(x)=-® und lim w(x) =+
x—> 00— X0+
Da
k| 22 n 2
(x) = _
wix pz (a,-x)? pz (o -~ x)?
j=1 j j=q+1 J

aus Termen unterschiedlichen Vorzeichens besteht, konnen wir keine Aussage

iiber die Monotonie von w in den Intervallen (ozi, a,..), i =1,..., n-1 machen.

i+1 "’

Im wesentlichen muB die Funktion w fiir ein positiv definites Paar folgenden

Verlauf haben :

(n = 6)

oy 28 az oy s o

In dieser Skizze sind oy, a3, a3, a, Minuseigenwerte und as, o¢ Pluseigen-
werte.

Wegen des Vorzeichenwechsels von w zwischen je zwei Minuseigenwerten und
zwischen je zwei Pluseigenwerten haben wir in [ay, o, ] auf jeden Fall (q-1)
+ (p-1) = n-2 Nullstellen. Im Definitheitsintervall kdnnen jetzt zwei, eine
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oder keine Nullstelle liegen. Wenn das Paar ( D- oz zT, J) positiv definit ist,
gibt es ein Definitheitsintervall, welches Teilmenge des alten Definitheits-
intervalls [aq ) % ] ist. Wir untersuchen jetzt die Funktion w im Definit-
heitsintervall [uq s aqﬂ] genauer :

Zunidchst stellt man sofort fest, daB die Funktion w konkav ist, denn

(x) a 222 L 222

w" - h :

x pz (o, - x )3 pz (o, - x)%
j=1 J j=q+1 J

ist kleiner null, da die erste Summe negativ ist und die zweite positiv.

AuBerdem nimmt w auf I:= [aq , «_.,] sein Maximum an :

q+1
Da w" auf I kleiner null ist, ist die Funktion w' dort streng monoton fallend.
Wegen

sgn (lim  w'(x)) = +1 und sgn (lim w'(x)) = -1

x—> g+ x> ety g

hat w' einen Vorzeichenwechsel in I und damit genau eine Nullstelle wegen
der Monotonie. Einsetzen dieser Nullstelle x, in w" liefert w"(xy) Kleiner
null und damit, daB X die Maximumstelle von w in I ist.

Ist w(xg) positiv, so hat w zwei Nullstellen in I, fiir w(xg,) = O liegt eine
doppelte Nullstelle vor und fiir w(xg,) < O keine. Das Definitheitsintervall fiir
das Paar ( D - pzzT, J) existiert also nur fiir w( xo) > 0. Ist w( xo) = 0, so
ist das Paar positiv semidefinit, fiir w( xo) < 0O indefinit.

Wenn wir also im Definitheitsintervall nicht genau zwei reelle Nullstellen fin-
den, so ist das Paar (D - pzzT, J) nicht positiv definit und damit das Paar
(A, J) auch nicht.

[=4 XO [+4

q+1 q q+1 %q Xo %+1
(positiv definites ( semidefinites (indefinites
Paar) Paar) Paar)

( Vergleiche hierzu auch den allgemeinen Satz 4.2.)
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4.1.3.3 Deflation

Die gerade vorausgegangenen Rechnungen wurden unter den Voraussetzungen
gemacht, daB

(a) alle Komponenten von z<R"™ ungleich null

und

(b) alle Eigenwerte des Paares (D, J) verschieden sind.

Wir wollen jetzt untersuchen, was die Verletzung von (a) oder (b) bedeutet.

Zu a):

Wie wirkt sich z,_ = O fiir ein k ¢ {1,...,n} auf das Eigenwertproblem
(D - pzzD)y = AJy

aus? '

Wir kénnen das Eigenwertproblem mit 2, = O schreiben als

dl-pz‘z,zjz2 . voen 0, zy2 i1
2,25 v dy —ez3 L ... 0, ... 2z >
(4] R 0 , dy, 0 y =2 ik y
z,z z,2 e 0,...d - 022 j

L 1%n * “2%n ’ ’ n n_ L n _J

Hieraus ersieht man sofort, daff A := d, j, Eigenwert zum Eigenvektor e  ist:
T - - .
(D -pzz')e = de = XA j.e

Den k-ten Eigenwert und seinen Eigenvektor haben wir somit direkt erhalten.
Nun gehen wir zu dem kleineren Eigenwertproblem iiber, das durch Streichen
der k-ten Zeile und Spalte in D - pzzT und J entsteht.

Dies fiihrt man fiir alle weiteren Indizes k mit z, = 0 , k ¢ {1,...,n} durch.
Fir das am Ende entstandene Eigenwertproblem ist jetzt Voraussetzung (a)
erfiillt.

Die Deflation fiir z, = O kann also genauso wie im Fall eines einfachen Ei-
genwertproblems durchgefiihrt werden, vgl. Bunch, Nielsen und Sorensen [13],
Cuppen [19].

Auch die Deflation fiir mehrfache Eigenwerte des Problems Dy = Ay liBt sich
leicht auf unser verallgemeinertes Eigenwertproblem iibertragen, da Plus- und
Minuseigenwerte getrennt voneinander sind.

Ein mehrfacher Eigenwert a ist also immer Pluseigenwert oder immer Minus-
eigenwert. Daher konnen wir auch hier wieder eine Deflation durchfiihren:
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Der Eigenwert a von (T,]J) bzw. (D,J) habe die Vielfachheit r = 2 und sei
entweder nur Pluseigenwert oder nur Minuseigenwert. V¢ M™T(R) sei die

Matrix der Eigenvektoren v, ... ,v, zu «. Dann gilt fiir j =1, .., r:
T { +1 , wenn a Pluseigenwert

v.' Jv. = . .

F R -1, wenn a Minuseigenwert

Man teile die Matrix Q aller Eigenvektoren des Paares (T, J) so auf und per-
mutiere D und J derart, daB die Situation

Jy 0 10
Q=(V,Qy), J= .
R 0 I

mit V¢« M (R), Qq ¢ M™™ (R), Jy « M""(R), Jp ¢« M" ™" "(R) vorliegt.

Da fiir ein positiv definites verallgemeinertes Eigenwertproblem die Eigenvek-
toren J-orthonormal sind, gilt

v J[V Q] VIV, ViIQg 10
i R =

QTIqQ = T T T =
Qr QRJV.QRIQ, L

Der Vektor z war gegeben durch z = JQTb. Teilen wir z auf in

z
v - . . .

mit z_<R" und z_<R" ", so kdnnen wir schreiben:
z, v R

z J 0 vT + VT
z =3JQ™ = | V| =1 r|b = T
zR Y JR QR ‘]RQRb

Unser Ziel ist nun, in z, ¢ R" moglichst viele Nullen zu erzeugen, um eine
Deflation - wie in (a) beschrieben - durchfiihren zu konnen. Aus diesem

Grund wihlen wir uns eine geeignete Householdermatrix He M™"(R) mit

- - r T _ T -
sz——oel,o —Ilzvll2 , eeR" , HH  =H H=1

Die Matrix H hat die Gestalt H = I - YuuT mit geeignet gewdhltem Vektor u
und yve<R. (Fiir genauere Informationen iiber Householdermatrizen sei auf die
Biicher von Parlett [46] und Bunse~Gerstner [17}) verwiesen.)

Danach definieren wir V| := VHT. Fiir dieses V, gilt:

() Vb = HV'b = H(#z,) = #(ce) = Foe
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Gi)  ViIV,=HVIJVHT= H(:DHT=  HHT = 2 |
Gii)  ViJQp = HVTJQ, = o
Man kann jetzt ohne weiteres die Matrix Q durch Q' := (v, ,QR) ersetzen,
denn auch fir Q gilt
QTJQ =J ud QTTQ = D

Wenn wir den Vektor z mit Hilfe von Q' berechnen, so stellen wir fest, daB
er r-1 Nullkomponenten hat:

T
+V,'b - Foe,

z = JQ7b . _
JpQpb JxQq b

Die Deflation aus Teil (a) verkleinert dann das Eigenwertproblem um r-1 Zei-
len und Spalten.

Wie man sich leicht iiberlegt, zerstort die Deflation die positive Definitheit
nicht.

4.1.3.4 Bestimmung der Eigenvektoren von (D-pzz¥)y = A Jy

In Abschnitt 4.1.3 haben wir gesehen, daB die Eigenvektoren proportional zu
(D - A7z sind (vgl. Formel 4.17). Ein (J-normierter) Eigenvektor y des Ei-
genwertproblems (D-pzzT)y = A Jy zum Eigenwert X berechnet sich also wie
folgt:

(D-antz
| zT (p-ap7* J (D-ap~t

(4.21) y . l 3

R ( z. ) 1
d;= Mi h=t,n | 2T (D-AD7 J (D-AD P2

172

Dabei gilt yTJy = #1.

Wegen x = QJy (vgl. Formel 4.15 ) kann man jetzt schnell die Eigenvektoren
des Eigenwertproblems Ax = X ]Jx berechnen.
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4.1.4 Die Zerlegung des Eigenwertproblems Ax = AJx

In unserem Algorithmus bleiben wir nicht bei der Zerlegung des Eigenwert-
problems Ax = AJx in nur zwei Teilprobleme stehen, die durch eine Rang-
Eins-Storung verbunden werden, sondern teilen diese kleineren Probleme wei-
ter auf, bis wir zu 2x2- und ixi-Problemen gelangen, die durch explizite For-
meln geldst werden.

Insgesamt entsteht der folgende Algorithmus:

Divide-et-Impera-Verfahren zur Losung
des Eigenwertproblems Ax = AJx
mit tridiagonaler Matrix A

1. Man zerlege das Eigenwe'rtproblem Ax = A]Jx in geniigend kleine Teilpro-
bleme:
Dabei stehe im folgenden Baum
(N) fiir das Eigenwertproblem Ax = A Jx,
(M) fiir ein Teilproblem der Dimension M,
/\  fiir die Rang-Eins- Storung, die je zwei Teilprobleme verbindet,
[0 fir die "direkt" losbaren "kleinen" Eigenwertprobleme der untersten
Stufe.

(N)

/ N\

(M) (M)

/NN

(M) (M) (Mp,) (M,)
/NN /NN
OO0 oboobooog

2. Man lose die Teilprobleme der untersten Baumstufe direkt: dies konnte bei
den 2x2 - Problemen mithilfe der charakteristischen Gleichung geschehen.
Tests mit kritischen Beispielen haben jedoch gezeigt, daB es numerisch
glinstiger ist, eine geeignet umgeschriebene verallgemeinerte Jacobi-Rotation
zu verwenden.

3. Solange man noch nicht bei der Wurzel (N), dem urspriinglichen Eigen-
wertproblem, angekommen ist, verbinde man je zwei Teilprobleme iiber die
zugehorige Rang-Eins-Storung und l8se das entstandene groBere Problem
der Gestalt (D-pzzT)x = X\]Jx mit Hilfe eines Nullstellenverfahrens. Aus
den so erhaltenen Eigenwerten und Eigenvektoren bestimme man die Lo-
sung des aktuellen Teilproblems (M,).
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Wie man solch einen Problembaum geeignet aufstellt, hingt auch von der zur
Verfiigung stehenden Hardware und der verwendeten Programmiersprache ab.
So wiirde man zunidchst eine rekursive Programmierung als natiirlich ansehen,
mit deren Hilfe ein moglichst ausgeglichener Baum erzeugt wird. Da aber der
rekursive Aufruf von Unterprogrammen sehr speicherplatzaufwendig ist und
auch die Rechenzeit vergroBert, wurde eine nichtrekursive Formulierung ver-
wendet. Diese hat den Vorteil, daB sie leichter parallelisierbar ist; auBerdem
stellt sie sehr friih fest, ob ein Teilproblem nicht positiv definit ist (vgl.
ndchsten Abschnitt). (Zu einem parallelen Divide-et-Impera-Verfahren vgl. Lo,
Philippe und Sameh [41].)

4.1.5 Testen auf positive Definitheit

Fiir ein positiv definites Paar (T, J) berechnet das verallgemeinerte Divide-
et-Impera-Verfahren alle Eigenwerte und Eigenvektoren. Man kann das Ver-
fahren allerdings auch verwenden, wenn man nicht weiB, ob das Paar (T, J)
positiv definit ist.

Die Aufspaltung in kleinere Teilprobleme - wir gehen hinunter bis zu Teilpro-
blemen der Dimension 2 und 1 - zerstdrt in der von uns beschriebenen Weise
die positive Definitheit nicht. Ist also eines der kleinen Teilprobleme nicht
positiv definit, so kann auch das Gesamtproblem (T, J) nicht positiv definit
sein. Der Algorithmus meldet, daB8 (T, J) nicht positiv definit ist.

Sind alle 2x2-Eigenwertprobleme geldst und alle 2x2-Paare (T,_,, J,,,) posi-
tiv definit, so berechnet man den Durchschnitt aller ihrer Definitheitsinterval-
le. Das tatsdchliche Definitheitsintervall ist Teilmenge dieses Durchschnittes;
ist der Durchschnitt leer, so kann das Problem (T, J) nicht mehr positiv de-
finit sein.

Durch Zusammenfassen zweier Teileigenwertprobleme gelangen wir im folgen-
den Schritt zu einem hoherdimensionalen Teilproblem, also etwa von zwei
2x2-Teilproblemen zu einem 4x4-Problem. Die Eigenwerte dieses neuen Teil-
problems berechnen wir mit Hilfe des im n&ichsten Abschnitt beschriebenen
Nullstellenverfahrens. Wenn im Definitheitsintervall nicht genau zwei reelle
Nullstellen liegen, so ist das aktuelle Teilproblem (Tpan. Jpan) nicht mehr
positiv definit, und wir beenden das Verfahren (s. der folgender Satz 4.2).
Auf diese Art und Weise arbeitet man sich durch unseren Problembaum, bis
der Algorithmus mit der Meldung “"Paar nicht positiv definit” abbricht oder
das Gesamteigenwertproblem gelost ist.

Bei den meisten Testbeispielen erkennt das Verfahren das Verletztsein der
positiven Definitheit sehr friih, oft schon bei der Losung der 2x2-Teilproble-
me. Diese werden mit verallgemeinerten Jacobi-Transformationen geldst (vgl.
Veselic [63]), was einerseits sehr genau ist und andererseits direkt auf posi-
tive Definitheit testet.

Jetzt liberlegen wir uns noch, daB aus der Existenz zweier Nullstellen im De-
finitheitsintervall (o 1) die positive Definitheit des Paares (D - pzzT, n
folgt:

a’ %q+
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Wir betrachten das positiv definite Paar (D, J), J = diag(-I, 1 ), p+q=n,
D = diag(d;), das nach eventueller Deflation die Eigenwerte a; < a, < ... < «
< @gqep < - < @, und das Definitheitsintervall (aq, aqﬂ) hat. Die Eigenwerte
des Paares (D - pzzT, J), o > 0, z ¢ R™ mit lauter von null verschiedenen
Komponenten, sind gerade die Nullstellen der Funktion w (vgl. Formel
(4.20)), fir die gilt (vgl. S 52):

a‘<)\l<a2<12<...<)\q_1<a < o <A < o € A, < o, Im Definit-

q q+1 q+1
heitsintervall (aq, ) konnen eine, zwei oder keine Nullstelle liegen.

%ga1
Satz 4.2: Es gelten die oben beschriebenen Voraussetzungen. Auflerdem habe
die Funktion w in (rxq, 1 ) zwei verschiedene Nullstellen Ag < lqd' Dann
ist das Paar (D - pzzT, J) positiv definit und (lq, Ag.y) das zugehérige
Definitheitsintervall.

Beweis:
Zu den n verschiedenen Eigenwerte X,, ... X bestimmen wir die zugehidrigen
Eigenvektoren gem#B Formel (4.21) und fassen sie zur Matrix Q = [ql, vy qn]

zusammen. Fiir die in dieser Reihenfolge definierte Matrix Q gilt QTJQ = ],
denn:

Nach Formel (4.21) ist q; = 1 (—ZLJL mit Normierungsfaktor C,,

Cilay - )‘i)k= 1,....,n

derart, daf qiT_] q; = * 1. Wenn wir uns diesen Ausdruck genauer ansehen,

stellen wir fest, daB q;F J q; = -1 fiir i = 1, .. q und q;FJ q, = +1 fir
i = g+l, ... ,n der Fall ist:
qTjq = i__fuk_ L (L (o _Zi_jL.__))

i i T o2 2 T 2% P

! ! C1 k=1 (dk - )\l) Cl e k=1 (dk - )\l)

i . 1
= C,- wiX) t C,=—3— >0.
2( w i ) mi 2 C1 0

Nun gilt w'(};) > 0 fir i =1, .., q-1 , da A, einzige (und einfache) Null-
stelle in (o« «,,, ) ist und somit w in einer kleinen Umgebung um X, streng
monoton wachsend sein muB. Analog ergibt sich w'(};) < O fiir i = q+2, ... n.

Aus Konkavitdt und Polverhalten der Funktion w im Definitheitsintervall sowie
der Existenz zweier Nullstellen kénnen wir w'(Xx_) > O und w'( )‘q*l) < 0 fol-
gern. Damit ergeben sich fiir die Eigenvektoren q; die oben behaupteten Vor-
zeichen, und A, ... , A, sind gerade die Minuseigenwerte und X, ... X, die
Pluseigenwerte des Paares (D - pzzT, J).

Wenn wir dieses Paar jetzt mit Hilfe von Q diagonalisieren, erhalten wir
QT(D - p2z™) Q = diag(},j;) =: D', QTJQ = J.
Damit ist (D - pzzY, J) genau dann positiv definit, wenn (D", J) es ist.
(D', J) ist genau dann positiv definit, wenn es ein p ¢ R gibt mit M -uj; >0
firi=1, .., n
Dies bedeutet aber -Xi +pu>0firi=1, .., qund )‘i -u >0 firi=q+, ..., n
Hieraus erhalten wir )\q < p o< Xqﬂ wegen der Anordnung der Eigenwerte.
Damit ist (X, X_,,) Definitheitsintervall von (D - pzz', J).

Q.E.D.
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4.2 Die Nullstellensuche

Die fir unser Divide-el-Impera-Verfahren notwendige Nullstellensuche geschieht mithilfe
eines neuen EinschlieBungsverfahrens, das uns fur jede Nullstelle genau ein Intervall
liefert. Die eigentliche Nullstellenberechnung erfolgt mit der bekannten Pegasus-Methode,
einer Variante der Regula Falsi. Damit unlerscheidet sich unser Vorgehen von dem fur
den Fall ] = I aus der Literatur bekannten Verfahrensweisen. ( Wegen gewisser fehlender
Monotonieeigenschaften sind diese nicht geeignet.) Auferdem kann man unser Eingren-
zungsverfahren noch so erweitern, daB es auf allgemeinere rationale Funktionen anwend-
bar ist.

4.2.1 Die Bestimmung der Nullstellen der Funktion w

Die Nullstellen der Funktion w mit

2 m 2
w(x)=1+pi—l—‘oz—'ﬁ—‘-

miissen moglichst genau berechnet werden, um die Teilprobleme der Gestalt

(D - ozzl)x = lex mit Dy = diag(d,,....d, ), J = diag(j;,....j5),

im
o =d;j; ,i=1...,m, q= Anzahl der Minuseinsen in J, p > 0,

mit ausreichender Genauigkeit l6sen zu konnen. Wegen der insgesamt sehr
groBen Anzahl zu bestimmender Nullstellen ist auBerdem ein moglichst
schnelles Verfahren entscheidend. Durch eine vorausgegangene Deflation wur-
de dafiir gesorgt, daB alle a i =1, ...,m verschieden sind und alle z,, i =
1,...,m ungleich null.

Fiir den Fall J = -1 (bzw. J = 1) gibt es ein schones Nullstellenverfahren, das
die spezielle Gestalt von w beriicksichtigt. Man schreibt die Funktion w als
w(x) =1 + ¢(x) + $(x) mit zwei monotonen und konvexen Funktionen ¢ und
¢ und fiihrt eine rationale Approximation durch, s. Bunch, Nielsen und Soren-
sen [13] fiir eine ausfiihrliche Beschreibung.

Dieses Verfahren ist fiir J # I nicht anwendbar, denn die Monotonie~- und
Konvexititseigenschaften sind jetzt nicht mehr gegeben, auBerdem weil man
fiir das sogenannte Definitheitsintervall zunichst noch nicht, ob iiberhaupt ei-
ne Nullstelle existiert.

Wir werden daher bei der Berechnung der Nullstellen einen anderen Weg ein-
schlagen. Zundchst werden wir mit Hilfe eines EinschlieBungsverfahrens das
Intervall verkleinern, in dem die Nullstellen liegen miissen, wenn sie existie-
ren. Dann folgt die eigentliche Nullstellensuche mit Hilfe des Pegasus-Ver-
fahrens, vgl. (Engeln-Miillges [26] und Dowell, Jarratt [25]).

i
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4.2.2 Das quadratische EinschlieBungsverfahren

Das im folgenden beschriebene EinschlieBungsverfahren konnte theoretisch auf
eine beliebige Funktion h mit

m

hx) = = - > B o a,qcR
=1 ui X

angewendet werden. Dabei sollen die o, i = 1,...,m, in aufsteigender Reihen-
folge angeordnet sein mit o < @, < ... <o . Die a; ¢ R konnen positiv oder
negativ sein, nur die Null ist nicht zugelassen. Wo die ( hochstens m) reellen
Nullstellen von h liegen und wie viele es genau sind, ist zundchst nicht Kklar.
Das soll jetzt das EinschlieBungsverfahren feststellen. Wir schauen uns dieses
EinschlieBungsverfahren hier fiir unsere spezielle Funktion w an mit

1 & 22j 1 22 < 22
(422) wix) = - - > Ak = = e

e in %X e =t %X jga % T X
Fiir w wissen wir bereits, wo die Nullstellen x;, i = 1, ...,m, liegen miissen:

Im Fall q = O gibt es genau m Nullstellen mit

a - ezl < x <y <Xy < Uy S S Xy <%y,
fiir g = m gilt

Oy <Xy <y <Xy €SS X < o + o2z .

m m

Fiir den besonders interessanten Fall 1 < q < m-1 erhalten wir

< < <
o X, Ay Xp € o S Xg g <Ay
und
Ugag S Xgap S Fgep € en S X< O

Wie bereits erwidhnt, konnen im Definitsheitsintervall (a a’ * get ) zwei, eine
oder keine Nullstelle liegen.

Um schnell festzustellen, ob das zugrundeliegende Eigenwertproblem positiv
definit ist, sollte man in diesem Fall zundchst mit der Nullstellensuche im
Definitheitsintervall beginnen. Wenn es keinen positiven Wert im Definitheits-
intervall gibt und damit auch keine zwei Nullstellen, kann man den Algorith-
mus mit der Meldung "Paar nicht positiv definit” abbrechen.
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Nullstellensuche in einem inneren Intervall:

Wir betrachten zunichst den Fall 1 < k s m-1, d.h. x liegt im Intervall [0(1, o1
Die Funktion w schreiben wir in der Form

22 j 22 i 1 m 2
(423) wix) = -| —Bk —k:L—-lL*L) . = - L
b Fpeq ~ X e o 4 ox
I I I ik, k+1
== h,(x) + hy(x)

Wir haben eine Nullstelle x,; von w genau dann gefunden, wenn gilt:
(4.23)  h(xy) = hy(xy)

Wir suchen als erstes ein Intervall (x, , x,) C (o , otkﬂ), in dem die ge-
suchte Nullstelle liegt ( falls sie existiert).

Beim Start ist x ;= o und x_:= o, . Im EinschlieBungsschritt werden neue
Rinder x, , x, berechnet. Mit ijhnen kann man den EinschlieBungsschritt
wiederholen und bekommt auf diese Weise ein Iterationsverfahren. (Im Com-
puterprogramm wird der EinschlieBungsschritt pro Intervall maximal dreimal
durchgefiihrt.)

Mit M, bezeichnen wir eine (moglichst kleine) obere Schranke fiir h, im In-
tervall (x, , x,), mit M_ eine (mbglichst groBe) untere Schranke fiir h, im
selben Intervall. Fiir x ¢ R und o < x, < x < X, < a,,, bekommen wir sol-
che Schranken M, und M_ folgendermaBen:

1 < z2j
hy(x) = = - > i
[ o - X
i=t i
ik, k+1
z z
= 1 + Z 1 - Z i - Z A + S T
X - o, X - - .-
e i<k 1 i<k % i>k+1 % i>k+1 ® X
=41 =1 =+ 3=t
2 2 2 2
z < N h
B D s D S e
e Xy ~ X, - o K o - X o - X
i<k 1 i<k © 1 i>k+1 1 u i>k+1 1 o
Ji=+1 ]l——i Ji=+1 Ji=_1
1 22j.
= - - Z ) SEE W =: M,
e o4 - &
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Xy fiir j;= +1

mit E; :={ x, fir j;=-1

Analog bestimmen wir jetzt M_ und erhalten

2. Xo fiir ji=*1
z%j. ] . .
M = 1. Z —’—"‘"‘a_g mit Ei"{xu fur j; = -1
- % i i

ik, k+t

. . . . . er—
Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zum eigentlichen Einschliefungsve
fahren:
Wir suchen ein Intervall (x,, x;) C (o, Aeg)s
sicher liegt. Beim Start ist X, = &, X5 = &4y -
unterscheiden:

in dem die Nullstelle von w
Dabei miissen wir drei Fille

1Fall: j, = jp., =

In diesem Fall ist die Funktion h, mit
22 22
- "k k+1
h, (x) = A + Gy - X

Die Funktion h, hat keine Pole in
x_). Da h, streng monoton wach-
" n +o und

streng monoton wachsend auf (x, , X,).
i i in (x

(a a, .,) und damit auch nicht in (x, , !

Kk %kt '

send ist und als stetige Funktion auf (o , ) alle Werte zwische o

- annimmt, gibt es mindestens eine Stelle £,, wo sich h, um.i h, s<f ne.1.b

und w somit eine Nullstelle hat. Aus den Informationen, die wir beren':s uIer

w haben, wissen wir, daB es in diesem Fall genau eine Nullstelle im In

tervall (o, o ;) gibt.

h
M+
/*
S~ . +
ak Xu Eo xo ak*1
M_
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Jetzt bestimmen wir ein x', > x, wie folgt: Es gibt keine Nullstelle der
Funktion w in (o, , ay,,) fiir diejenigen x, die

h (x) < M_
erfiillen.
X', soll jetzt Losung der Gleichung
h(x',) = M_
sein.

Diese (quadratische) Gleichung hat zwei Nullstellen £, und £_, von denen ei-
ne innerhalb und eine auBerhalb des Intervalls (e, o) liegt. Von den bei-
den berechneten Nullstellen wihlen wir nun diejenige aus, die in (x,, x,)
liegt:

.. £ fir E_ e (x,,x,)
Xu = E, sonst
Dann setzen wir x, = X, und bestimmen ein M, auf dem neuen Intervall
(xu, x,): Es existiert keine Nullstelle fiir diejenigen x mit
hy(x) > M,
Die Grenze x;, bekommen wir durch Lésen der Gleichung
hi(x)) = M,.

Wieder gibt es zwei Losungen £, und E_ , von demen wir diejenige als X',
nehmen, die im Intervall (x,, x,) liegt. Wir setzen x » = X, und haben damit
ein neues Intervall (xu, xo) bekommen, mit dem wir den EinschlieBungs-
schritt wiederholen konnen.

2. Fall: j = j_,, = -1

In diesem Fall ist die Funktion h, mit

2 2
-z =2
h(x) = k + Jeed
e Ogeg X

streng monoton fallend. Sie hat keine Nullstelle fiir diejenigen x aus dem
Intervall (o, , ay,,), die

hi(x) > M,
erfiillen.
Wie im Fall 1 hat die Gleichung
hy (x',) = M,

zwei Losungen, von denen wir diejenige als neue Grenze X,, auswdhlen, die in
(x,, x,) liegt. Auf dem neuen Intervall (x, . X, ) wird jetzt M_ bestimmt.
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Die Funktion w hat keine Nullstelle fiir die x mit
h(x) < M_ .

Die neue Intervallgrenze x ist nun die Losung der Gleichung
hi(x;) = M_ ,

die in (x,, x_) liegt.

3. Fall: j.=-1undj,, =+ (dh k=gq)

Die Funktion h, hat in diesem Fall die folgende Gestalt:

2 2
S v 2 S

hy(x) - -
o X A aq X

Fiir x ¢ (ay, o) ist h; immer groBer oder gleich null und wegen hj(x) > 0
konvex.

Die durch

1 k= z2 & 22
ho(x) = — + Z Ay
2 o - X a - X
=t i j=k+2 7]
definierte Funktion h, stellt auf (o, a,,,) wegen h (x) < O eine konkave
Funktion dar.

Wir wissen in diesem Fall, dem Fall des "Definitheitsintervalls”, noch nicht,
ob es eine, zwei oder keine Nullstelle gibt. In diesem Intervall ist w eine
konkave Funktion, die dort ihr Maximum xg annimmt. Wir unterscheiden drei
Fille:
(a) wixg) > O
Dann gibt es zwei Nullstellen A, und A, in ( , o) und damit ein
neues Definitheitsintervall (X, , X ,) € (o , o o).
(b) wixg) = 0:
In diesem Fall ist das Zwischeneigenwertproblem positiv semidefinit, und
wir beenden die Rechnung.
(c) wixg) < 0
Es gibt keine Nullstelle von w in (o , @,,), und das Zwischeneigen-
wertproblem ist nicht positiv definit. Auch in diesem Fall beenden wir
das Programm.

Man konnte die Extremwertstelle Xg direkt ausrechen, aber das wiirde eine
Nullstellensuche fiir die Ableitung von w bedeuten, was Rechenzeit kostet. Im
Computerprogramm suchen wir daher nur nach einem Wert xg, fiir den
w(xg) positiv ist. Gibt es solch ein xg nicht, so existiert auch kein Extre-
mum von w mit positivem Funktionswert.
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Nach der Berechnung von xp mit w(xg) > O wissen wir, daB es im Intervall
(o, Xg) und im Intervall (xg , o, ) jeweils eine Nullstelle gibt.

AN
M, M,
M_ M_
% "i Me x=E )~k11 ;"o AN

Die Gesamtstrategie fiir den EinschlieBungsschritt fiir das Definitheitsintervall
sieht jetzt folgendermaBen aus:

1. Man bestimme ein moglichst kleines M,. Ist M, gleich null, so kann w(x)

nicht mehr positiv sein und die Positivdefinitheitsvoraussetzung ist nicht
gegeben.

Falls moglich, 16se man die Gleichung
hy (x) = M,
Hat sie keine oder nur eine Nullstelle, so besitzt auch w keine Nullstelle

im Definitheitsintervall, und wir beenden das Programm. Andernfalls wih-
len wir die beiden Nullstellen als x, und x .

2. Im Intervall (A , B) mit A:= Xy und B:= Xg suchen wir einen Wert X mit
wixg) > 0. (Im Computerprogramm wird dies mit einem “Goldenen-
Schnitt " -Verfahren durchgefiihrt.) Existiert ein solches Xg nicht, so wird
das Programm beendet.

3. Auf dem Intervall (x,, xg) bestimmen wir M, und lésen
die Gleichung
h (x ) = M, .
Die Losung x', aus diesem Intervall iibernimmt jetzt die Rolle von x. :
X = X, :
Auf (x,, xg) berechnen wir M_ und suchen die Losung der Gleichung
hy(x ) = M_ .

Sie iibernimmt die Rolle von Xg-

Nach diesem Schritt haben wir ein Intervall (xul , X_, ) erhalten, in dem

1
die Nullstelle liegen muB. °
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Diesen Schritt wiederholen wir ein- bis zweimal.
Mit dem erhaltenen Intervall gehen wir dann in das eigentliche Nullstel-
lenverfahren. (Im Computerprogramm ist es das Pegasus-Verfahren.)

4. Den Schritt 3 fiihren wir jetzt fiir das Intervall (xg, x_ ) aus.

Behandlung der Randintervalle:

Bis jetzt haben wir nach Nullstellen im Intervall (o, a_ ) gesucht. Unter der
Voraussetzung der positiven Definitheit des aktuellen Paares gibt es nur im
Fall q = 0 oder g = m Nullstellen von w, die auBerhalb von (o , a, ) liegen.
Wie wir schon bei der Untersuchung der Funktion w gesehen haben, befinden
sich m-1 Nullstellen in (e, , ) . Fir die verbliebene Nullstelle gilt:

Sie liegt im Fall q = O im Intervall [oz1 -ozlz, o) und im Fall ¢ = m im
Intervall (o, o + 0zTz] (vgl. Abschnitt 4.1.3.2).

Auch fiir diese beiden Fille lohnt sich das EinschlieBungsverfahren, um Inter-
vallgrenzen fiir die Nullstellensuche zu bekommen, die ein Stiick entfernt vom
Pol liegen.

Der Fall q = O:

In diesem Fall sind alle j, = 1 fiir i = 1,...,m. h, hat daher die Gestalt

2 2
z z
hy(x) = 1 + 2
(Xl X az X

und ist im Intervall Q := [cz1 - ozTz , o,) positiv, streng monoton wachsend
und konvex.

Die Funktion h, mit

m
- 1
b0 = Lo D

ist auf Q) streng monoton fallend und konkav.
Da die Funktion w in Q genau eine Nullstelle hat, miissen sich h;, und h, in
genau einem Punkt schneiden.
X, ist beim Start gerade gleich oy - ozTz, x, gleich a,, und fiir M, wéhlen
wir

M, = hy(x,).
Da h,(x,) s M, gilt und h; streng monoton gegen + wichst, hat die Glei-
chung
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hy(x) = M,
in (xu s cxi) genau eine Losung. Sie wird unser neues Xq-
hy
M,
M_
h
2
( ) "\\\\\\\\ /
neu ( )
Xu Xu xoneu \ %y

Als M_ nehmen wir

M_ = hy(x,).
Die Gleichung
hy(x) = M_

muf} auf [xu, xo] keine Losung haben. Dies ist der Fall, wenn

h,(x_) < hy(x,)
ist. Dann bleibt die untere Intervaligrenze X, unverdndert, andernfalls wird
sie durch die Losung der Gleichung ersetzt.

Auf dem so entstandene neuen Intervall [xu X ] kann man den Einschlies-
sungsschritt jetzt wiederholen.

Der Fall q = m:
Dieser Fall ist analog zum Fall g = O:

Alle j; sind gleich -1 fiir i = 1,...,m. Daher haben h; und h, das folgende
Aussehen:

- 2
z% -z
h(x) = L . L
R X T X
und
m-2 2
z
h2(x) = L + L
4 o - X
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Auf dem Intervall (e« , xo] mit x_ = o, + ozTz ist h, positiv, streng mo-
noton fallend und konvex, h, streng monoton wachsend und konkav. Wie im
Fall q = O sieht man, daB die Gleichung

h(x) = M,
mit

M. 1= hy(x)
genau eine Losung hat. Diese Losung wihlen wir als neues x,,.
Dann losen wir die Gleichung

hy(x) = M_
fir

M_ = hy(x,) .
Hat die Gleichung keine Losung, so bleibt Xq unveridndert, sonst wird es
durch die Losung ersetzt.

4.2.3 Praktisches Vorgehen

Nachdem man mit dem gerade beschriebenen Eingrenzungsverfahren ein sehr
gutes Startintervall gefunden hat, wird die endgiiltige Nullstellenbestimmung
mit dem Pegasus-Verfahren durchgefiihrt. Der Vorteil des Pegasus-Verfahrens
(einer Variante der Regula Falsi) liegt darin, daB es - im Gegensatz etwa
zum Newton-Verfahren - ein EinschlieBungsverfahren ist (man kann die Null-
stelle also nicht verlieren) und deutlich schneller als die iiblichen Regula-
Falsi-Verfahren arbeitet. (Liegt etwa die Nullstelle nahe an einem Intervall-
ende, so hilt im Gegensatz zum Pegasus-Verfahren die Regula Falsi den einen
EinschlieBungspunkt immer fest.)

Theoretisch sollte man auf diese Art und Weise alle Nullstellen finden. In
der Praxis muB man aber noch einige Vorkehrungen treffen, damit der Algo-
rithmus auch diejenigen Nullstellen entdeckt, die duBerst nahe an den Polen
der Funktion w liegen. Wichtig ist dabei eine geeignete Verschiebungsstrate-
gie; daher erweitern wir die im Artikel von Bunch, Nielsen und Sorensen [13]
beschriebene Vorgehensweise auf unser Nullstellenproblem und betrachten
nicht den tatsichlichen Wert von x, sondern den Abstand zum ndchsten Pol.
Desweiteren ist zu bemerken, daB die Nullstellen bereits im EinschlieBungs-
schritt ofter so genmau bestimmt werden, daB sich das anschlieBende Pega-
sus-Verfahren eriibrigt. Bei besonders kritischen Beispielen (Nullstellen und
Polstellen fallen fast zusammen) wird das Pegasus-Verfahren mit dem lang-
sameren, aber sehr sichere Bisektionsverfahren ergénzt.
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4.2.31 Ein lineares EinschlieBungsverfahren

In Fillen, wo eine Nullstelle fast vollstindig mit einem Pol iibereinstimmt,
kann das quadratische Eingrenzungsverfahren zu ungenaue Werte liefern, weil
dort quadratische Gleichungen durch Wurzelziehen gelost werden miissen. Um
auch in diesen Ausnahmefillen ein geeignetes Startintervall zu erhalten, wird
dem quadratischen Eingrenzungsverfahren noch ein lineares vorgeschaltet, das
ausschlieBlich mit linearen Gleichungen arbeitet.

Das lineare EinschlieBungsverfahren benutzt Zhnliche Ideen wie das quadrati-
sche Verfahren. Es setzt jedoch voraus, daB die beiden Intervallgrenzen des
Intervalls, in dem die Nullstellensuche stattfinden soll, Pole unserer Funktion
w sind; im Gegensatz zum quadratischen EinschlieBungsverfahren darf es
daher nur auf den Intervallen [‘"k’ °‘k+1]’ k =1, ..., m-1 (und auch nur ein-
mal) angewendet werden. In einigen extremen Fillen hat man trotzdem nach
diesem ersten Eingrenzungsschritt die Nullstelle oder die Nullstellen bereits
gefunden.

Das Verfahren 1iBt sich folgendermaBen zusammenfassen:

Zur Nullstellensuche im Intervall [o, o, ,] setzen wir & = (a + 0 q)/2
und bestimmen ein x, ¢ (o, @) und ein x_ ¢« [ ¥, o, ) so, daf die eine oder
im Fall des Definitheitsintervalles fiir ein positives Matrizenpaar beide Null-
stellen im Intervall [ x, xo] liegen:

Bestimmung der unteren Intervallgrenze x,:

Wir schreiben die Funktion w als

. 2 2,2
wia) oo kB, L S A o (%) ¢ hy(x)
3 % ¢ izk 1
j 22 1 j.Z.z
mit h(x) := —LL—ak_x und h,(x):= o Zk—‘—“—‘ai_x .
1

1. Fall: j = &:

Wie beim quadratischen Eingrenzungsverfahren schitzt man h, geeignet ab;
wir bestimmen hier eine untere Schranke S, mit h,(x) 2§, im Intervall [ oy, 2]
Fiir die Nullstelle x muB gelten:

- h(x) + h,(x) = 0, also h(x) = h,(x), woraus S, * ht(") folgt,
sofern x ¢ [y, &)

Wir suchen jetzt ein x, aus (o, &), das S, = hy(x,) erfiillt.
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Gibt es ein solches x,,, muB

zzj zzj
—kk = §, also x =ak——k—k—furs # 0
A T Xy h u Su ¢

gelten, sonst ist x, = & zu setzen.
Da h; monoton wichst, ist klar, daB keine Nullstelle im Intervall (e, X, ) sein

kann.

Situation im Fall j, = +1:

| %g+1

Analog verfahren wir fiir den zweiten F:-ill, also fiir j = -1

Mit fast gleichen Uberlegungen wie in 4.2.2 erhalten wir die folgenden For-

meln fiir S, und x:

2 I3 wenn sgn(j) = sgn(j )
1 Z ) _ i Kk
S,= o Zﬁ mit o = { o,  sonst
izk ’ 1
x, falls S,= O
xu:= { ZE jk
oy - ——'S sonst
u

Erhdlt man im Fall S # 0 einen Wert auBerhalb von (ak, & ), so ist x, auf

X = ¥ abzudndern.
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Bestimmung der oberen Intervallgrenze x:

1. Fall: j 4 = 1:
Auch hier spalten wir w/p in der Form w(x)/p = -h;(x) + h,(x) auf, aller-
dings jetzt mit

Jicet Zitet 1 jz2
hy(x) = % und hy(x) = o - - - x -
ket e ke T

Nun schitzen wir h, im Intervall [ %, o, ] durch eine geeignete Schranke S
nach oben ab. Fiir die Nullstelle x muB

- h{(x) + hy(x) = O gelten und damit S, = h(x) fiir x ¢ [&, o, ]

Wir berechnen, falls es existiert, ein x_ ¢ (&, ak+1) mit S, = hi(xo).

/

SO
2 a
N

Situation im Fall j_,, = 1:

%y Fpeet
Analog verfahren wir im 2. Fall j,  , = -1
Die Formeln fiir S_ und x_ sind jetzt gegeben durch:
2 & (j.) = (S
= L. Zi 3 . . > wenn sgnij sgnljy oy
So= 5 D o mit g s { o, sonst !
izkel 1 i
{ %, falls S,= 0
2 .
X = z hee
° g - ——l—“é—k-l— sonst

o

Liegt das im Fall S_ # O berechnete x_ auBerhalb des Intervalls [ &, o« ], so
ist x, = @& zu setzen.
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4.2.3.2 Verschiebungsstrategien

Durch die Verwendung von Verschiebungenbeim Eingrenzungsverfahren, bei
der Nullstellensuche als auch bei der Berechnung eines Eigenvektors y des
Eigenwertproblems (D - 02zT)y = A J y mittels der Formel (4.21) kann man
die Genauigkeit der Ergebnisse deutlich erhthen, da man dadurch die Auslé-
schung wesentlicher Stellen groBtenteils verhindert.

Dabei arbeitet man mit Nennern der Gestalt o, ~ A; zu Genauigkeitsverlusten
beim Bilden dieser Differenzen kommt es, wenn sich A und die Polstelle a;
kaum unterscheiden. Um dies zu vermeiden, verwenden wir anstelle von o,
und X\ von vornherein die verschobenen GriBen der Gestalt o, - shift = oY,
A - shift := x. Liegt etwa der im Nullstellenverfahren zu berechnende Ei-
genwert A nahe bei «, so wihlt man shift := a,. Dies hat den Vorteil, daB
man statt mit der dann kritischen Differenz oy = A mit

-X = (atj - shift ) - (X - shift),

d.h. mit dem Abstand zum kritischen Pol, arbeiten kann.
Die Verschiebungen werden dabei so gewihlt, da immer derjenige Pol als
Bezugspunkt genommen wird, der der Nullstelle am néchsten ist.

4.3 J- Orthogonalitit von Eigenvektoren und Aussagen zur Genauigkeit des
Divide-et-Impera-Verfahrens

Die fur | = I bekannten Fehlerabschétzungen lassen sich nicht auf den Fall | # I Uber-
tragen.

Normalerweise ist das Divide-el-Impera-Verfahren sowohl fur J = I als auch fur | # I ein
recht genaues Verfahren. Bei einigen sehr speziellen Beispielen wie den sogenannlen
Wilkinsonmatrizen kann es allerdings zum Verlust der (J-) Orthogonalitét der Eigenvek-
toren kommen. Dies ist ein fir den Fall | = I bekanntes Phdnomen. Wir stellen drei
Methoden aus der Literatur vor, die aufzeigen, wie man mit diesem Problem fertigwerden
kann. Die zugehorigen Algorithmen (nicht aber die Theorie) lassen sich alle auf den
Fall ] # I verallgemeinern.

Wie die Testbeispiele zeigen (vgl. den Abschnitt iiber Computerergebnisse),
ist das Divide-et-Impera-Verfahren sowohl fiir J = I als auch fiir J # I ein
schnelles und genaues Verfahren. Allerdings kann es bei einigen ziemlich
speziellen Beispielen (etwa Wilkinson-Matrizen mit J = I, Wilkinson-Matrizen
mit J # I, ein Diagonalelement von J ist gleich -1) zum Verlust der Orthogo-
nalitit bzw. der J-Orthogonalitit von Eigenvektoren kommen. Dieses Verhal-
ten ist fiir die bekannten Implementierungen des Divide-et~Impera-Verfahrens
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zu J = 1 bereits in der Literatur behandelt. Solche kritischen Fille konnen
auftreten, wenn sich die Eigenwerte in einem Teilschritt des Verfahrens fast
iiberhaupt nicht mehr von den Polstellen der zugrundeliegenden Nullstellen-
funktion w unterscheiden; dies ist etwa bei sehr kleinen z-Komponenten der
Fall. Setzt man bei der Deflation nach kleinen z-Komponenten die Deflations-
schranke etwa von einem Wert in GréBenordnung der Maschinengenauigkeit
auf Wurzel aus der Maschinengenauigkeit hinauf, so erhilt man wieder ortho-
gonale Vektoren - durch die gréBere Anzahl von Deflationen wird das Verfah-
ren sogar schneller, aber der Preis dafiir ist eine insgesamt geringere Genau-
igkeit der Eigenvektoren.

Nun sind aber sehr kleine z-Komponenten nicht generell gefihrlich - was
auch ein groBes Problem wire, da dies sehr hdufig auftritt. Zum Verlust der
Orthogonalitét kommt es im Fall J = I erst, wenn fiir zwei Eigenwerte L9
Xy gilt: A; ~ Pol Nr. i » }, . (Diese wesentliche Erkenntnis findet man in
der Arbeit von Kevin Gates [27]). Im Fall J # I kann ein Eigenwert, der fast
vollstindig mit einer Polstelle iibereinstimmt, die gleichzeitig ein Randpunkt
des Definitheitsintervalls ist, ebenfalls zu nicht ausreichend J-orthogonalen
Eigenvektoren fiihren. (Dazu miissen die zugehdrigen z-Komponenten gar nicht
so winzig sein, vgl. Computerergebnisse fiir Wilkinson-Matrizen mit J # I).
Mit dem Verlust der Orthogonalitit und mit Genauigkeitsabschitzungen haben
sich im Fall J = I zahlreiche Autoren beschiftigt. Im folgenden wird versucht,
die wesentlichen Ergebnisse und Ideen kurz vorzustellen und zu erldutern, wie
die Situation fiir J # I aussieht.

In der Arbeit von Bunch, Nielsen, Sorensen [13] wird u.a. die Empfindlich-
keit der Eigenvektoren des Eigenwertproblems

(4.24) (D+pzzl)x = Ax
untersucht; je besser die Nullstellen der Funktion f mit

n 2
(4.25) fO) = 140> —is
i=1 i

berechnet werden, umso weniger unterscheidet sich der berechnete Eigenvek-
tor x zum Eigenwert X von dem tatsichlichen (vgl. Theorem 6 in [13]).

Es stellt sich heraus, daB Aussagen iiber die Ableitung der Nullstellenfunktion
wesentlich fiir die Genauigkeitsanalyse sind. Nach Cuppen bestimmt eine un-
tere Schranke fiir die GroBe der Ableitung f()) die Genauigkeit, mit der
Eigenwerte A als Nullstellen von f berechnet werden konnen (vgl. Theorem
3.1 und Korollar 3.1 in Cuppen [19]). Als Abschitzung fiir f' findet Cuppen

(4.26) ef(3) =1
Beziiglich der Orthogonalitit und der Genauigkeit braucht man eine moglichst

kleine obere Schranke fiir f', wie aus den Lemmata 3.2 und 3.3 in [19] fiir die
Eigenvektoren y, hervorgeht:
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L 9
Ly, Tyl S F‘-:Z:)‘—Skl-(z + /p max (f'(X,), f'(kk)))

(4.27) (Lemma 3.2 aus Cuppen [19])

(D +pozzT - 3Dy, § L ;/_Z_W
(Lemma 3.3 aus Cuppen [19])
Dabei ist L = 2/| Tl (Il Il , Zeilensummennorm und T die urspriingliche Tri-
diagonalmatrix in Tx = A x) und kann durch L = ¢ und L2 nﬁx ldj - M

abgeschéatzt werden; ¢ ist die Maschinengenauigkeit.

Cuppen hat fiir f' folgende obere Abschitzung erhalten:

pf(x;) = 8—2—2—2 (Approximation erster Ordnung fiir kleine § und {)
Hier wird 5§ vom Abstand zweier benachbarter Polstellen und der Grofle
2|l Tllo bestimmt:

ld,, - 4,1 > 250 Tllo
und T durch die GréBenordnung der z-Komponenten z;: |z, > T
Korollar 3.1 aus [19] besagt dann, daB "die Eigenwerte }; aus f(2) = 0 mit
fast vollstindiger Genauigkeit bzgl. des groften Eigenwertes der Matrix T
berechnet werden konnen” (d.h. der Fehler bei der Nullstellenbestimmung ist
von der gleichen GréBenordnung wie der Fehler bei der Bestimmung des be-
tragsgroften Eigenwertes.)

Wihrend im Fall J = I insbesondere die Abschitzung (4.26) sehr einfach zu
erhalten ist (sie folgt fast direkt mit Hilfe der Cauchy-Schwarz'schen Unglei-
chung), sind geeignete Abschitzungen im Fall J # I nicht bekannt und wéren
auch sehr unwahrscheinlich. Die Nullstellenfunktion w hat ndmlich wegen der
wechselnden Vorzeichen einen komplizierteren Verlauf, insbesondere sind die
iiblichen Monotoneigenschaften fiir eine Funktion der Art

wx) = 1 — oz

i=1

cz—)\

nicht gegeben (vgl. Abschnitt 4.1.3.2)

Aus den hier dargestellten Ideen und Ergebnissen ersieht man, daB es im Fall
J # I nicht leicht sein wird, allgemeine Genauigkeitsaussagen fiir das Divide-
et-Impera-Verfahren zu machen und eine vollstindige Fehleranalyse durchzu-
fithren ( fiir eine vollstindige Fehleranalyse im Fall J = I s. auch Barlow [5]).
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Um mit den Schwierigkeiten “"nichtorthogonaler” Eigenvektoren fertigzuwer-
den, schlégt Cuppen eine Reorthogonalisierung der Eigenvektoren vor und
macht Abschitzungen, welche Fehler dabei auftreten konnen. Bei diesem
Vorgehen sind die Eigenvektoren danach zwar orthogonal, aber es kommen
zusétzliche Fehler hinzu, die sich auf die Genauigkeit insgesamt auswirken.
Eine solche Reorthogonalisierung ist auch im Fall J # I moglich, wenn man
ein verallgemeinertes Gram-Schmidt-]J-Orthogonalisierungsverfahren verwendet;
da die wahrend des Algorlthmus auftretenden Teilprobleme positiv definit
sind, tritt der Fall y J ¥y = O fiir einen Eigenvektor y nie auf, und das Ver-
fahren erzeugt J-orthogonale Vektoren.

Eine andere Idee im Fall J = I war, teilweise mit hoherer Genauigkeit zu ar-
beiten, insbesondere bei der Funktionsauswertung der Funktion f (s. Formel
4.25) und bei der Bestimmung der Eigenwerte, vgl. etwa (Kahan [34]). Kahan
wies in seiner Arbeit auch darauf hin, da die Deflation zu mehrfachen Eigen—
werten unkritisch ist. Den Durchbruch schafften Sorensen und Tang mit ihrer
Arbeit "On the Orthogonality of Eigenvectors Computed by Divide-and-Con-
quer Techniques” (Sorensen, Tang [53]). Sie zeigten, daB im Fall J = I die
Orthogonalitdt der Eigenvektoren garantiert werden kann, wenn man bei der
Nullstellenbestimmung doppelt so genau wie sonst arbeitet (da man in den
Standardprogrammiersprachen numerische Operationen bereits mit “doppelter
Genauigkeit” ausfiihrt, d.h. einen Datentyp wie "extended”, "double" hat, miiB-
te man die Nullstellen mit “vierfacher Genauigkeit" berechen.) Bei diesem
Vorgehen kann man fiir J = I sicher sein, orthogonale Eigenvektoren zu erhal-
ten, der Nachteil dieser Methode ist die Maschinenabhingigkeit der Imple-
mentierung des Algorithmus und natiirlich auch die héhere Rechenzeit.

Die theoretische Grundlage liefert dabei das Lemma 4.7 aus Dongarra und
Sorensen [24], wo Abschitzungen fiir Eigenvektoren u, v zu vom Algorithmus
berechneten Néherungen ', y' der exakten Eigenwerten X\, y angegeben werden:

Es gelte:

d-x = (d-NNU+8) d-u¢ = (di-w+9),i=1..n und
190, Iml < e << 1.

Dann folgt fiir die Eigenvektoren u, v:

Tyl = |uT dise [ 3t it %0 (f'(k)f‘(u) )1’2)
I vl = |uT diag ( Qv 8+ mp VFO) P/ Aoy "

2
< z(2+s)(1+z)

Das Lemma zeigt, daB man numerische Orthogonalitit sicherstellen kann,
wenn man die GréBen d, - X, i =1, ... , n mit hoher relativer Genauigkeit zu
berechnen in der Lage ist.
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Wichtig fiir dieses Lemma und die weiterfiihrenden Uiberlegungen in Sorensen
und Tang [53] ist, daB f(A) gut nach unten abschitzbar ist und nie null
wird.

Tests haben gezeigt, daB doppelte Genauigkeit bei der Nullstellenberechnung
auch sehr sinnvoll im Fall J # I ist. Der Beweis, daB sie auch immer geniigt,
diirfte schwierig sein - eine direkte libertragung der iUberlegungen von So-
rensen/Tang auf J # I ist nicht méglich, da aus den zuvor erwdhnten Griinden
keine einfachen Abschédtzungen fiir w und w' existieren.

Eine vollig andere Moglichkeit, orthogonale Vektoren im Fall J = I zu erhal-
ten, zeigt Gates in seiner Dissertation auf (Gates [27]). Er stellt fest, daB
die inverse Iteration (geeignet implementiert) relativ schnell bei Tridiago-
nalmatrizen ist, solange keine Eigenvektoren fiir numerisch mehrfache Eigen-
werte berechnet werden. Beim Divide-et-Impera-Verfahren werden numerisch
mehrfache Eigenwerte mittels Deflation behandelt, und daher gibt es keine
Orthogonalitédts- oder Genauigkeitsprobleme fiir die Eigenvektoren zu mehrfa-
chen Eigenwerten. Kritisch sind dagegen nahe beieinanderliegende Eigenwerte
XA; & Pol Nr. i ~ X, ,, die numerisch nicht mehrfach sind.

Fiir ein Eigenwertproblem der Gestalt

T 0
(4.28) Tx = (I:O1 -1-2:] + pzzT)x = AX

bestimmt Gates ebenfalls die Eigenwerte mittels der Nullstellengleichung f(X)
= 0, nachdem Deflation fiir die mehrfachen Eigenwerte durchgefiihrt wurde.
Die noch zu bestimmenden Eigenvektoren berechnet er mittels inverser Itera-
tion, wobei er direkt mit der Matrix T arbeitet und dadurch eine Matrix-Ma~
trix-Multiplikation im Vergleich zum Standard-Divide-Verfahren spart. Den
Aufwand seines Verfahrens bezeichnet er als in etwa vergleichbar mit dem

von Sorensen/Tang beschriebenen mit verdoppelter Stellenlinge.

Inverse Iteration ist auch im Fall J # I mdoglich. Wichtig dabei ist, daB die
vorkommenden Gleichungssysteme gut lésbar sind.

Dieses Vorgehen stellt aber eine deutliche Modifikation des urspriinglichen
Divide-et-Impera-Verfahrens dar und wird daher hier nicht verfolgt.

Gu und Eisenstat [32] fanden im Fall J = I eine weitere Moglichkeit, orthogo~
nale Eigenvektoren zu erhalten. Sie schauten sich dazu die bekannten Rech-
nungen fiir die Rang-1 - Teilprobleme ndher an:

Zu einer gegebenen Diagonalmatrix D = diag(d,, d,, ... , d,) mit d; < d, < ...
< d, und einem reellen Vektor z = (zi, Zy, e s zm)'r mit z; > 0 finde man die
Spektralzerlegung
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D+zz' = QAQT mit A =diag(hy, %y, ., A)

Bei den iiblichen Divide-et-Impera-Verfahren (analog auch in dieser Arbeit)
werden die Eigenvektoren q; mithilfe von z und X; nach der Formel

y —_—
_ zy z }/ Z. 2
(4290 aq; = ( d-x dn—xl) / jZ(dj~xi)

bestimmt. Es ist leicht erkennbar, daB kleine Verinderungen in X, groBe Ver-
inderungen in diesen Eigenvektoren bewirken. Der Algorithmus liefert aber
keine exakten Losungen )‘i' sondern nur Ndherungen Ay dies kann sich sehr
ungiinstig auf die Qualitéit der Eigenvektoren auswirken. Wenn man allerdings
ein z' finden kinnte, so daB X, i = 1, .. , n die exakten Eigenwerte einer
neuen Rang-1-Modifikation der Gestalt D + 2z 7 sind, so erhdlt man mit
(4.29) und 2z’ statt z einen genau berechneten Eigenvektor zu X;.

Wegen

D+2zz¥= (D+2zT) +(z-2)2" + z(z-2z)T - (z-z)z-2)T

T

weicht D + zz' von D + 2z T in erster Niherung linear ab.

Gu und Eisenstat rechnen dann aus, daB solch ein z' unter den angegebenen
Voraussetzungen immer existiert und geben die Formel fiir z' an.

Eine Verallgemeinerung dieser Idee auf den Fall J # I ist direkt moglich, vgl.
Veselic [ 64]. Zu einem gegebenen positiv definiten Paar ( A, B) bestimmt er
einen Vektor z, so daB das Paar (A + zz!, B) vorgegebene Figenwerte hat,
die gewissen Durchwebungseigenschaften geniigen. Er beschreibt sowohl den
Fall, wo (A + zzT, B) ebenfalls positiv definit ist (vgl. Theorem 1 in [64 ])
als auch den, wo die positive Definitheit verlorengeht (vgl. Theorem 2 in [ 641 ).
In beiden Fillen ist die Berechnung des Vektors z mdglich.

Wir erhalten also die fiir unser Eigenwertproblem notigen Ergebnisse:

Der Vektor z' kann immer berechnet werden, das mit diesem z' gebildete Ma-
trizenpaar (D - pz'2’ T, J) ist ebenfalls noch positiv definit.

Die Komponenten von z' erhilt man in unserem Fall mithilfe der Formel

n
Il(lj— o)
2 . =1
(430) 22 = -j —AF—m——.

IT ( )

j#i

Anders als bei Gu und Eisenstat muB hier noch das Vorzeichen fixiert wer-
den.
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44 Ausblick: Divide-et-Impera-Verfahren fiir nichtsymmetrische gewdhnliche
Eigenwertprobleme

Es werden kurz einige theoretische Ergebnisse und Verfahren zur L&sung des nichisymme-
trischen, liridiagonalen Eigenwertproblems vorgestellt und die typischen Schwierigkeiten
aufgezeigt, die einem lauffdhigen Algorithmus im Wege stehen.

Neben dem Divide-et-Impera-Verfahren fiir ein tridiagonales Standard- Eigen-
wertproblem wurden Divide-et-Impera-Techniken auch fiir verwandte Pro-
blemstellungen verwendet. So behandelt Arbenz in [2] das Eigenwertproblem
fiir eine Bandmatrix; Gragg und Reichel studieren in [31] unitére und ortho-
gonale Eigenwertprobleme, Thompson sucht in [59] nicht nur Eigenwerte,
sondern auch Singulirwerte.

Arbenz, Gander und Golub stellen fest, wie man die Eigenwerte und Eigen-
vektoren einer Matrix A + VVT erhilt, wenn A eine symmetrische Matrix mit
bekannter Spektralzerlegung ist und V VT eine positiv semidefinite Matrix von
niedrigem Rang (vgl. [3]1). In einer weiteren Arbeit [ 4] untersuchen Arbenz
und Golub auch den hermiteschen Fall.

In anderen Arbeiten werden die Divide-et-Impera-Techniken zum Teil deutlich
modifiziert und andersartige Divide-et-Impera-Algorithmen entwickelt. So ar-
beiten etwa Bini und Pan (Bini, Pan und Pan [10]) nicht mit der iiblichen
Nullstellenfunktion, sondern direkt mit charakteristischen Polynomen, K. Li
und T. Li kombinieren in [ 39 ] sogar Homotopiemethoden mit Divide-et-Impe-
ra-Methoden. Beattie und Ribbens [ 8] verwenden die Weinstein-Aronszajn-
Theorie, um ein Verfahren fiir das verallgemeinerte Eigenwertproblem Tx =
A S x mit zwei Tridiagonalmatrizen T und S zu entwickeln.

Ein weiterer Forschungsschwerpunkt sind im Moment Divide-et-Impera-Ver-
fahren fiir das nichtsymmetrische Eigenwertproblem (vgl. auch Dongarra und
Sidani [23]).

Wie wir in Kapitel 2 diskutiert haben, konnen symmetrische verallgemeinerte
Eigenwertprobleme mit nichtsingulirem J in ein nichtsymmetrisches Eigen-
wertproblem

(4.31) ApaX = Ax

umgeschrieben werden. Zumindest im positiv definiten Fall ist das nicht sinn-
voll. Aber auch im allgemeinen Fall scheint ein Ubergang von einem verallge-
meinerten symmetrischen Eigenwertproblem auf ein gewiéhnliches, aber nicht
symmetrisches Problem nicht empfehlenswert: E. Jessup zeigt in ihrer Arbeit
"A Case Against a Divide and Conquer Approach to the Nonsymmetric Eigen-
value Problem” ([33]) die auftretenden Probleme auf.
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Um die Schwierigkeiten eines nichtsymmetrischen Divide-et-Impera-Verfahrens
im direkten Vergleich mit dem symmetrischen Verfahren zu verdeutlichen,
wendet sie das symmetrische Verfahren auf das nichtsymmetrische Tridiago-
naleigenwertproblem an; dabei setzt sie voraus, daB die Untermatrizen, die
durch das Aufteilen entstehen, diagonalisierbar sind.

Ein wesentlicher Unterschied zum symmetrischen Fall ergibt sich schon beim
Aufspalten der Startmatrix: Im Gegensatz zum symmetrischen Fall spaltet
Jessup eine Rang-2-Matrix ab:

T, ]

(4.32) Arpa = %m J +  Rang-2-Stbrung,

T,

wobei die Diagonalelemente von Ay, die o, sind. Die Eigenwerte erhdlt man
wieder als Nullstellen einer speziellen rationalen Funktion g. Da diese Funkti-
on aus der Spektralzerlegung von T, und T, entsteht, kann sie komplexe
Koeffizienten haben. Die komplexen Nullstellen von g treten als konjugierte
Paare auf; im Gegensatz zum symmetrischen Fall, wo die Nullstellen die Pole
“durchweben”, gibt es keine offensichtliche Beziehung zwischen der Lage der
Pole und der Nullstellen von g.

Jessup macht einige Vorschldge zur Nullstellensuche (insbesondere ein Ver-
fahren, das auf der Cauchy'schen Integralformel beruht) und weist auf die
Probleme mit diesen Methoden hin; es fehlt ein speziell an die Funktion g
angepaBtes Verfahren (vgl. Abschnitt 5.1 in [ 33]).

Als duBerst kritisch sieht Jessup die mogliche Instabilitit der Divide-et-Impe-
ra~-Methode an: Auch fiir eine bzgl. des Eigenwertproblems gut konditionierte
Originalmatrix kann eine schlechtkonditionierte Untermatrix auf jeder Stufe
des "Updating™ erzeugt werden. So ist zu befiirchten, daB selbst kleine Fehler
beim Zerlegen, der Deflation oder dem Impera-Schritt zu groBen Fehlern in
der berechneten Spektralzerlegung fiihren. Da die Originalmatrix beim Impe-
ra-Schritt nie verwendet wird, gibt es keine Moglichkeit, solche Fehler zu
korrigieren.

Wihrend Jessup hauptsidchlich die Schwierigkeiten mit einem nichtsymmetri-
schen Divide-et-Impera-Verfahren aufzeigt, haben Loice Adams und Peter Ar-
benz in ihrer Arbeit "Towards a Divide and Conquer Algorithm for the Real
Nonsymmetric Eigenvalue Problem™ ( Adams und Arbenz [1]) versucht, die
theoretischen Grundlagen fiir einen solchen Algorithmus zu entwickeln.

Sie haben einen denkbaren Algorithmus skizziert, aber noch nicht implemen-
tiert, und auch kein brauchbares Nullstellenverfahren angegeben. Die durch die
endliche Rechengenauigkeit auftretenden Probleme wie numerische Vielfachheit
von Eigenwerten oder numerisch linear unabhingige FEigenvektoren zu nahe
beieinanderliegende Eigenwerte sind ebenfalls noch nicht behandelt worden.
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Sie betrachten in ihrer Arbeit zundchst das Eigenwertproblem

(433) A'x = (A+UVD)x = X x U VeR™, rang(U) = rang(V) = r
und bestimmen die Eigenwerte und Eigenvektoren von A’ unter der Voraus-
setzung, daB man alle Eigenwerte und eine orthonormale Basis von zugehori~
gen Eigenrdumen von A kennt.

Die Autoren demonstrieren ihre theoretischen Uberlegungen am Fall eines
nichtsymmetrischen Tridiagonaleigenwertproblems

[0}
(4.34) T = [Tl ] + uvl, u, veR",
0o T,

wobei nicht vorausgesetzt wird, daB T' diagonalisierbar ist.

Wenn B, ... , B _, die obere Nebendiagonale von T' ist und Yo e s Y die
untere Nebendiagonale und wir die Matrix T' an der Stelle B,, ¥,,, aufspal-
ten, dann ist die Nullstellenfunktion Z()) fiir die Eigenwerte von T', die
keine Eigenwerte von T sind, durch

(435) Z(x) = 1 + %{(Tl-x)—lek W Y et (TZ—)\)_1 e =0

gegeben. (Das w wird bei der Abspaltunig geeignet gewihlt.)

Die Ausdriicke (T;l— X) e, und (T; - X) e, miissen dabei - etwa durch
Gaufl’'sche Elimination mit partieller Pivotisierung - ausgewertet werden. (Man
beachte, daB man im symmetrischen Fall statt (T, - A) nur (D, - }) mit Dia-

gonalmatrizen D,i=12 hat !)

Auf der Grundlage dieser Uberlegungen wird dann ein rekursives Divide-et-
Impera-Verfahren fiir das Eigenwertproblem T' x = A X beschrieben.

Insgesamt scheint der Weg zu einem brauchbaren nichtsymmetrischen Divide-
et-Impera-Verfahren noch weit zu sein. Wenn das Eigenwertproblem in der
Form AX = ABxX mit symmetrischen Matrizen A, B gegeben ist, sollte man
meiner Meinung nach nicht wie oben beschrieben zu einem nichtsymmetrischen
Problem iibergehen, sondern stattdessen das Divide-et-Impera-Verfahren fiir
den positiv definiten Fall auf den Fall allgemeiner symmetrischer Paare (A, B)
ausdehnen. Die auftretenden Probleme beim symmetrischen verallgemeiner-
ten Eigenwertproblem diirften insgesamt wohl leichter zu bewiltigen sein als
beim nichtsymmetrischen gewdhnlichen Eigenwertproblem. Fine geeignete
Implementierung eines solchen verallgemeinerten Divide-et-Impera-Verfahrens
ist eine reizvolle Aufgabe fiir die Zukunft.
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5. Zur Reduktion der Matrix A auf Tridiaponalgestalt

Wir transformieren ein Matrizenpaar (A. ]J), A symmetrische. vollbesetzte Matrix und ]
Diagonalmatrix mit +«1 und -1 auf der Diagonalen, mittels verallgemeinerter Householder-
transformationen auf ein Paar (T__, . J'). wobei J' (bis auf Vertauschungen) dieselbe
Gestalt wie | hat und T__ , entweder eine symmetrische Tridiagonalmatrix ist oder eine
symmetrische Matrix, die bis auf wenige vollbeselzte Zeilen und Spalten tridiagonal ist
( "Ineinanderschachtelung berandeter Tridiagonalmatrizen”). Auf die Transformation dieser
Zeilen und Spalten wurde wéhrend des Tridiagonalisierungsprozesses verzichtet, da ihre
Reduktion die Division durch eine spezielle kleine Gréfe (oder gar durch null) verlangt
hétte. Um festzustellen, wie hé&ufig solche kritischen Fé&lle auftreten, fithren wir mit Zu-
fallsmatrizen eine statistische Untersuchung durch.

Das im vorherigen Kapitel beschriebene Divide-et-Impera-Verfahren iiberpriift
Matrizenpaare (T, J) mit T Tridiagonalmatrix, J = diag(j;) mit j, = +1 oder -1,
auf ihre positive Definitheit und 16st fiir positiv definite Paare das zugehorige
Eigenwertproblem. Wir wollen in diesem und im ndchsten Kapitel untersu-
chen, wie man im Fall eines Eigenwertproblems AX = A Jx, wobei A jetzt ei-
ne vollbesetzte Matrix ist und J wie oben angegeben, vorgehen kann. (Im
Kapitel 2 hatten wir ja bereits gesehen, daB man von einem Eigenwertproblem
A’'x = A Bx, B nichtsingulédr, zu einem Eigenwertproblem der Gestalt Ax = A Jx
iibergehen kann. Daher beschridnken wir uns im folgenden auf den Fall B = J.)

In diesem Kapitel werden wir eine Reduktion des Paares (A, J) auf (T_ 4, J')
durchfiihren, wobei die Matrix T4 entweder eine Tridiagonalmatrix oder
eine Tridiagonalmatrix mit einigen wenigen zusétzlich besetzten Zeilen und
Spalten ist (also eine "Ineinanderschachtelung berandeter Tridiagonalmatri~
zen"). Im darauffolgenden Kapitel wird gezeigt, in welcher Weise unser Divi-
de-et-Impera-Algorithmus auf (verallgemeinerte) Eigenwertprobleme mit
Matrizen dieses Typs anwendbar ist.

5.1 Teilweise Reduktion auf Tridiagonalgestalt

Wir beschreiben hier die zur teilweisen Tridiagonalisierung des Paares (A. ]) notwendi-
gen verallgemeinerten Householdertransformationen und zeigen auf, wann eine solche
Transformation nicht moéglich oder nicht sinnvoll ist. Desweiteren geben wir den vollstdn-
digen Transformationsalgorithmus in Struktogrammform an.

Das Eigenwertproblem Ax = A Jx bzw. das dquivalente Cx = A x mit C:= JA
kann theoretisch immer in ein Eigenwertproblem der Gestalt

Tz = )z
umgewandelt werden mit T Tridiagonalmatrix. (Man vergleiche hierzu Theo-
rem 1 aus Bunse-Gerstner, "On the Similarity Transformation to Tridiagonal
Form™ [15]).
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Um die zu C dhnliche Tridiagonalmatrix T zu berechnen, bieten sich die fol-
genden Moglichkeiten an :

1. der Lanczos-ProzeB (Golub, van Loan [29], Steinhoff [54])

2. die Transformation von C auf untere Hessenbergform und anschlieBende
weitere Elimination zur Reduktion auf Tridiagonalgestalt (Wilkinson [68])

3. Reduktion von C auf Tridiagonalgestalt mittels sukzessiver elementarer
Ahnlichkeitstransformationen (Wilkinson [68])

Diese Verfahren sind jedoch nicht immer stabil. Bunse-Gerstner untersucht in
[14], [15] und [16] den Zusammenhang zwischen den drei Verfahren und zeigt
auf, wann sie scheitern konnen: Bei allen drei Verfahren wahlt man zwei
beliebige Startvektoren und konstruiert davon ausgehend eine Transformati-
onsmatrix, die dann die gegebene Matrix C auf Tridiagonalgestalt bringt. Die
beiden Startvektoren bilden dabei die erste Spalte bzw. erste Zeile in der
Transformationsmatrix bzw. in ihrer Inversen. Aus Satz 6.1.2 in [14] (dem
"Eindeutigkeitssatz”) folgt, daB die so gebildeten Transformationsmatrizen
der drei Verfahren bei gleichen Startvektoren bis auf Skalierung gleich sind.
Alle Verfahren zur Tridiagonalisierung miissen abbrechen, wenn das Verfahren
die Division durch einen verschwindenden Ausdruck verlangt. Wird ein solcher
Ausdruck fast null, so kénnen groBe Rundungsfehler auftreten, wenn er im
Verhidltnis zu den zu dividierenden GréBen sehr klein ist. Aus dem Korollar
6.1.10 in [14] folgt, daB man dann nur die Moglichkeit hat, die Gesamttrans-
formationsmatrix in der ersten Spalte oder in ihrer Inversen in der ersten
Zeile zu dndern und den ProzeB neu zu starten. Allerdings hat man auch dann
keine Garantie, daB die Tridiagonalisierung jetzt vollstindig bzw. mit nicht zu
groBen Rundungsfehlern durchfiihrbar ist. Die Auswahl des Verfahrens spielt
keine Rolle: Bei gleichen Startvektoren brechen alle drei Prozesse nach Korol-
lar 6.1.10 im entsprechenden Teilschritt ab, bzw. es treten groBe Rundungs-
fehler auf.

Wir werden daher im folgenden das Eigenwertproblem Ax = AJx mit Hilfe
von modifizierten Householdermatrizen transformieren. Dabei muB die entste-
hende Matrix T _ . aus dem &quivalenten Eigenwertproblem

(5.1) T,

moa 2 = 2]z

nicht unbedingt mehr eine Tridiagonalmatrix sein: Fiir die Zeilen bzw. Spalten,
wo die Transformation mittels einer modifizierten Householdermatrix nicht
oder nur zu ungenau moglich ist, verzichten wir auf die Durchfiihrung der
Transformation und gehen zur nédchsten Zeile und Spaite iiber. Nach Durch-
filhrung des Algorithmus ist T entweder eine Tridiagonalmatrix oder eine
Ineinanderschachtelung von "berandeten” Tridiagonalmatrizen.

(Die Idee, Zeilen und Spaiten bei einer solchen Transformation stehenzulas-
sen, stammt von Dax und Kaniel, vgl. [20])
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Fiir Dimension von A gleich 8 und Scheitern der Transformation in Zeile und
Spalte 3 und 5 erhdlt man z.B. die folgende ( symmetrische) Matrix:

ty t, O O O 0 0 0O

ty tpy thy O O O O O

0ty tzz tyy t3g t3e t3; tag
T=| 0 0 t,5 t, t,c © 0 0O

0 0 tgg t5, tss tse ts7 tss

0 0 tgg 0 tgg tgg tg; O

0 0 tyz 0 tyg tz5 b7 trg

L 0 0 tgg 0 tgg tg7 tas |

5.1.1 Die modifizierte Householder-Transformationsmethode

Wie z.B. im Buch von Parlett (" The symmetric eigenvalue problem”, Abschnitt 7. 4 :
“Explicit Reduction of a full matrix”, [46] ) beschrieben, kann man jede
symmetrische Matrix A durch eine Folge von einfachen orthogonalen Ahnlich-
keitstransformationen, die Nullelemente Zeile fiir Zeile und damit auch Spalte
fiir Spalte erzeugen, in eine Tridiagonalmatrix T transformieren. Geeignete
Transformationsmatrizen sind z.B. die sogenannten Householdermatrizen, die
wir im folgenden auch verwenden werden. Zur Reduktion der ersten Zeile und
Spalte von A schreibt man sich A als

T
1) n ® T
A=: A = 8, M, mit a; = (a;, ,..., a;).

Man bestimmt eine orthogonale (n-1, n-1)- Matrix H,, die H;l-a1 = a e er-
fiillt mit o, ¢ R.
Eine Ahnlichkeitstransformation der Form

1 o 25 "3 1 o0 ay '}- H,
T T
Hy 8 M, H, Hia, H M H

liefert eine Matrix A‘)

moaq: die tridiagonal in ihrer ersten Zeile und Spalte ist:

a4 oy 0...0
1
(1) = oy

T
0 Hl M, H,

0
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. (2) _ T
Wenn man H, ausgesucht hat, wird A'“" = Hy" M; H, direkt berechnet.
Im zweiten Schritt wird dieselbe Technik auf

(2) T

a a,
@2 22 ’ A2)  y(o-lo-1)(py
A = a, M,

angewendet. Man wahlt eine orthogonale (n-2) x (n-2)-Matrix H, aus mit
H'Ig - a.e, und berechnet A, = H; M, H,. Die Ahnlichkeitstransformatio—-
neznaifn zwzitten Schritt zerstoren dabei nicht die im ersten Schritt erzeugten

llen. . .
];)I;les:r ProzeB wird fortgesetzt, die Dimension der noch nicht tridiagonalen

Untermatrix wird immer kleiner, und nach (n-2) Schritten ist die Endmatrix

T erreicht.

Im Fall eines Paares (A, J) miissen wir versuchen, A auf Tridiagonalgestalt zu
bringen, ohne die Gestalt von J zu zerstoren.
Wie gerade fiir den Fall einer symmetrischen Matrix A beschrieben, teilen wir

jetzt A und J auf in

. T

T

a, @ h 0 T

A = a M T B T mit @ = (245,243,584, ).
. . -1,n-1 .

Dann wihlen wir eine Transformationsmatrix H « M2 LR (RY) mit

T =
(52) HTe =oaye und HJ H =],

wenn dies moglich ist. Die Matrix HiT ist dabei eine Matrix vom Househol-
dertyp der folgenden Gestalt ( Bunse-Gerstner [16 ] und Steinhoff [54]) :

2w wTJM i o T
= =1- 2 — "M firw w#0
(5.3) Hpouse * Hpguse! w) =1 'TJM' ur Im

mit passend zu bestimmendem w.

Diese Matrizen haben bekannterweise die folgenden Eigenschaften:

- T
1. Sie sind Jy4 - hermitesch, d.h. JM HhouseJM - Hhouse

2. Thr Quadrat ist die Einheitsmatrix, woraus folgt:
H;,Luse = Hhouse
3. Es gilt H:ouse JM Hhouse = JM .

.. T _
Ist al = (a5 O, ... ,0), so wihit man Hg =1
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Im anderen Fall bestimmt man ein w aus

H

house 8 = % €, ,

was allerdings nur moglich ist, wenn die beiden folgenden Bedingungen er-
fiillt sind:

(5.4) a’'ja % 0
(5.5) sgn(aTJMa) = sgn(Jy)y, = sgn(j,)
Die Berechnung der Matrix H,  __ wird im gleich folgenden Struktogramm

beschrieben. Wie man nachrechnen kann, ist die Bedingung wT_IMw # 0 dann
automatisch erfiillt.

Wir unterscheiden jetzt die folgenden Fille:

1. nTJMa =0:

In diesem Fall ist die Bestimmung einer Matrix Hpou

nicht méglich.
Wir verzichten auf eine Transformation.

se

2. ITJMn#O und sgn(aTJMn) = sgn(j,) :

Die Transformation ist durchfiihrbar, und wir berechnen die Matrix
T
H =H

house*

3. aTJMa #0 und sgn(aTJMn) # sgn(j,) :

Fir Jy, = I oder J,, = -1 kann dieser Fall nie auftreten.
Jum enthalte also jetzt p Pluseinsen (p < n-1) und q Minuseinsen (q < n-1)
mit p+q = dim(]J,,).
Dann ist
n

sgn(lTJMl) = Sg“(Zéalzi J,) = Sgn( Z a?i - Z afi )

i= =41 i=-1

Ist sgn(aTJMn) =1 und j, = -1, so muB es mindestens ein s ¢ {2,...,n} ge-
ben mit j, = +1, gilt sgn(nTjMa) = -1 und j, = +1, so existiert ein s «
{2,...,n} mit jg = -1

Wir bestimmen ein solches s (im Algorithmus nehmen wir das erste geeig-

nete aus {2, ... ,n}) und eine Matrix Hy  use mit

= T _
Hp ice® = o e, und setzen H := H}muse .
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Block 1: Bildung der Householdertransformationsmatrix Hy ..

2,
Ar i

r A r a
ay8yp e Ay gy ayy|0 ... x5 O
ay, 0
1] 0T 1] 0T .
- | T
ol uT a M ol H = | . H " MH )
s S|
a, 0 i
und
1] o | [ilor |[1]o" i | of
T = )
0|HJ0IJM 0’H o|JM

da HTJMH = JM nach Konstruktion ist, fithren wir noch eine Vertauschung

der 2-ten und der s-ten Zeile und Spalte durch und erhalten

as
1 I o a, | al 1 IOT 0
M
= = d ’
AmOdPOIHT a‘M oln P mo
0
Jy = diag(ji, | JNUR PO I 8

wobei P die Permutationsmatrix zur Vertauschung der 2-ten und der s-ten
Zeile und Spalte ist.

Struktogramm zur Berechnung der Householdermatrix

Wir befinden uns dabei im r-ten Schritt des Householdertransformationsalgo-
rithmus, und die Bedingung (5.4) nTJMa # O ist als erfiillt vorausgesetzt. In
diesem Fall wird eine verallgemeinerte Householdertransformation durchgefiihrt
und die zugehorige Householdermatrix H berechnet sich entsprechend
der folgenden Vorschrift:

house

=r+

oj >0

r+1

Ja Nein

(* keine Permutation *) (* Permutation notwendig *)
Permutation:= false Permutation:= true

o= - ‘/"‘jru s:= r+l

ar? (o] Suche Index s 2 r+1 mit otjs >0
Ja Nein o= _W/ujs
o:= sgnla,, Ja I a_ #0
o= - _LLLa‘*
wei=1 o Ja Nein
i=2.. . nr o= sgn(a_ )a
1 - _ a
Wit - g By Wsr'= 1 o

YT j"l/,wll i#sr
a Nein
CY
e
vi=gg /lwg |

‘= T 5. .
Hhouse'_ I-yww dlag( ipagreodn )

Die Matrizen A_ _, und J iibernehmen jetzt die Rollen von A und J.

Wie im Fall J gleich I werden einmal erzeugte Nullen nicht mehr zerstort,
wenn sie durch Householderartige Transformationen entstanden sind.

Wird z.B. die k-te Zeile und Spalte wegen aTjMa = 0 nicht transformiert, so
wirken sich alle folgenden Householderartigen Transformationen auf die Ko-
effizienten dieser Zeile und Spalte aus : Hat das nichtmodifizierte a die Ge-
stalt

= (ak,k+l”" 18n )
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so #ndern sich im k+j-ten Schritt die Komponenten
(ak,qu ""’akn) .

Wichtig fiir einen brauchbaren Householder-Transformations-Algorithmus ist,
daB man die jeweiligen Untermatrizen HTMH gut berechnen kann, d.h. mog-
lichst ohne alle Matrizenmultiplikationen H™, (H*M)H vollstindig durch-
zufiihren. Die Ideen aus dem Buch von Parlett [46] fiir eine symmetrische
Matrix A und Householdermatrizen H lassen sich direkt auf unsere House-
holderartigen Matrizen iibertragen:

Mit
2

= - —_— T =: - T it 1S ———
Hyouse(W) = 1 wTJMw ww Iy, I-yww' ]y, mity WTJM'

erhalten wir

H M HL = (1- yww I )M(1 - vJpwwT)

house house

T T
M- yww I M - M ww' + yY2ww ] M], ww'.

Wir setzen

(5.6) pi= YMJ W .

Dann ist

T

MHT = M-pr-pr+~(wa_]Mpw

house house

H,

Da B:= "{WTJMP ¢ R ist, kann man den Ausdruck -ywaJMpr auf die
restlichen Summanden wie folgt verteilen:

Mit

(5.7) q:=p- W %

erhalten wir

(5.8) HY M H = M- qu - qu.

house house

Im Algorithmus wird dann zunichst p, dann B, dann q und daraus

H M HT gebildet.

house house

Der Algorithmus fiir die teilweise Tridiagonalisierung des Paares (A,]) mit A
vollbesetzte Matrix und J = diag(j;) mit j; ¢ {-1,+1} lautet jetzt:
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Algorithmus S5.1: Teilweise Tridiagonalisierung eines Paares ( AJ)

Bezeichnungen:

n

e steht fiir eine kleine positive reelle Zahl
(vgl. Bemerkung am Ende diese Abschnittes)

A: vollbesetzte nxn- Matrix mit den Elementen ay

J: J ist Diagonalmatrix mit +1 und -1 auf der Diagonalen
n: n ist die Dimension der Matrizen

HT: Das ist die Transformationsmatrix

Stoppzeile: Stoppzeile = true bedeutet, daB keine Transformation fiir die
aktuelle Zeile und Spalte notig ist

Null: Null = true zeigt an, daB die GréBe |a < ¢ ist und damit « als
null betrachtet wird.

MSpeicher: Man merke sich die Zeilen und Spalten, wo wegen o = 0 keine
Transformation stattgefunden hat. Diese Zeilen und Spalten
miissen bei allen folgenden Householdertransformationen mit-
transformiert werden.

Permutation: Permutation = true bedeutet, daB Zeilen- und Spaltenvertau-
schungen durchzufiihren sind.

Vorbelegungen:

HT:= 1
kalpha:= 1
Null:= false
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r=1, .., n2
n
Z lajrl <t
i=r~o-2
Ja Nein
Stoppzeile := true n
* keine Transforma- o= Z aiz;_ i
tion fir die r-te i=r+t
Zeile und Spalte
notig *) el < ¢
Ja Nein

Null := true

MSpeicher[ kalpha]:= r
kalpha:=kalpha + 1

(* Man merke sich die
r-te Zeile *)

(* keine Transformation

Bilde Householder-

transformationsmatrix
H

house

Block 1:

der r-ten Zeile mog-
lich *)

Transformation der
aktuellen Matrix A

Block 2:

Ende

-9 -

Block 2 : Durchfilhrung der Transformationen

Null = true

ein

MSpeicherf k]

<> 0

Index:= Mspeicher[ k]

i= 1,

ey DT

hilfsv(i] :=

n

= Hhouse[l’]] ar*j,h—u:!ex

i=1,.

n-r

ar-&i,lndex

Andex,r+i :

hilfsv[i]:= 0

:= hilfsv[i]

ar*i,lndex

k:= k+1

(* Jede nichttransformierbare Zeile &ndert sich bei allen
spiateren Householdertransformationen *)

0 H

HT := HT [1 o'

} fiur H e M(n—r,n-—r)([R)
house
house

Permutation = false

Ja Nein
ar+l,r =a, r,r+1:= a asr =a o, ars
j=r+2, ..., n j#s
a,:= 0, a,;:=0 Ja ein
O 0

Fortsetzung nidchste Seite —




- 92 -

p:= (a.ij)i=l~+1 ’’’’’ o - diag(j

j=r+l,...,n

rapr - odn)t W

Bi= v W'+ diag(j,,q.iiy) - P72

q:=p - wp
- T - T
(8 Yimpst,...om (8;)ieret,...om wq -qw
j=r+i,....n j=r+i,....n

Permutation = true
Ja ein

Vertausche in den Matrizen A, HT und in der Matrix J die
r+i-te und die s-te Zeile und Spalte

Wenn wir den Algorithmus zur teilweisen Tridiagonalisierung auf das Paar
(A,J) angewendet haben, ist J in ein J' = diag( * 1) iibergegangen, wobei sich
die Anzahl der Plus-und Minuseinsen nicht gedndert hat, und A in T,

mod’ WO~
bei fiir T die folgenden Fille auftreten kdnnen:

mod

1. T oa ist Tridiagonalmatrix
2. Eine Zeile und Spalte von T_ . weicht von der Tridiagonalgestalt ab

3. Mehrere Zeilen und Spalten von Tmo 4 sind vollbesetzt

In den meisten Beispielen wird Fall 1 auftreten. Wie oft Fall 2 oder gar Fall 3
moglich sind, héngt auch davon ab, ab wann der Computer den Ausdruck « :=
aTJMa als null ansieht. Wie schon erwihnt, kbnnen bei kleinem IaTJMa!
starke Rundungsfehler auftreten. Um diese Fehler zu vermeiden, kénnte man
auf eine householderartige Transformation der Zeilen und Spalten mit kleinem
IaTJMal verzichten.

Im folgenden Abschnitt werden wir dazu statistische Untersuchungen durch-
filhren, die uns verraten, wie wahrscheinlich ein Kkleines IaTjMnl ist. Dabei
werden wir feststellen, daB betragsmiBig kleine a insbesondere fiir Matrizen-
paare auftreten, bei denen die Matrix J gleich viele +1 und -1 auf der Diago-
nalen enthdlt. Bei unseren Testbeispielen werden wir o als null ansehen, wenn
es kleiner als ein vorgegebens ¢ ist. Dabei werden wir £ von recht verschiede-
ner GroBe wiahlen, etwa ¢ = Maschinengenauigkeit oder sogar ¢ = 0.6 (vgl. die
Ergebnisse im Anhang).

Hat man das Eigenwertproblem T _ _,¥ = X ]J'y losen konnen, so ergeben sich

die Eigenvektoren von Ax = A Jx aus
(5.9) x=JH Ty

mit J Startmatrix, J' wihrend des Algorithmus modifiziertes J.
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5.2 Statistische Untersuchungen zur Reduktion von Matrizen auf Tridiagonal-
form mittels verallgemeinerter Householder-Transformationen

Wir untersuchen hier, wie haufig eine verallgemeinerte Householdertransformation wéhrend
des Tridiagonalisierungsprozesses unmdoglich ist oder zu ungenaue Ergebnisse liefert. Mii-
hilfe von wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden stellen wir zun&chst fest, daf diese
kritischen Falle auftreten kénnen, wenn + und -1 sich auf der Diagonalen von | ungefdhr
abwechseln; andernfalls sind sie rechi unwahrscheinlich. Um diese aus einem ( verein-
fachten ) Modell erhaltenen theoretischen Ergebnisse zu untermauern, fithren wir zuséizlich
Monte-Carlo-Simulationen durch.

Bei der Uberfiihrung einer symmetrischen Matrix A in Tridiagonalgestalt
durch Anwendung von (verallgemeinerten) Householder-Transformationen - bei
gleichzeitiger Erhaltung der Matrix J - spielen die GroBen

< 2
(5.10) 2= O (&0 5 0= tn2

j=ivl i

((a:Jk ))ij Matrix nach Ausfiithrung der k-ten Householder-Reduktion )

eine entscheidende Rolle. Je kleiner die GréBen |z, |, lzz|,..., sind, umso gros-
ser werden im allgemeinen die Fehler sein, die durch die Verwendung der
transformierten Matrix entstehen.

Viele Beispiele zeigten, daB der Wert

z = mgnlzil

ofter sehr viel kleiner als die GrdBenordnung der Matrix-Koeffizienten ist, so
daB eine vollstindige Reduktion mit Householder-Transformationen nicht zu
empfehlen ist. In diesem Abschnitt soll mit Hilfsmitteln der Statistik abge-
schitzt werden, wie "wahrscheinlich” derartig kleine Werte von z sind. Dazu
machen wir das folgende Modell:

Die Koeffizienten a;, i, j = 1,...,n der Matrix A sollen zuféllige unabhingige
GroBen sein, die alle einer bestimmten Verteilung mit Erwartungswert y,
Streuung ¢ geniigen. (Dabei mu$ natiirlich a,, = ay; gelten !)

Der Wert z, ergibt sich nun als Realisierung der Zufallsvariablen

n
(5.41) z,= D ALT,
=2

wobei die Zufallsvariablen A, ,...,A, alle den gleichen Erwartungswert y und
die gleiche Streuung ¢ haben. (A1j liefert den zufilligen Wert von ay; Y
In #hnlicher Weise sind auch
n
2
a2y

=n

[

n

—— 2 o—

(5.42) Zy= D ATy s 2y m
o
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Zufallsvariablen. Allerdings ist wegen der bereits durchgefiihrten Househol-
dertransformationen nicht mehr explizit bekannt, welcher Verteilung die Zu-
fallsvariablen Aiij—, j = 3,..,n fiir i > 2 geniigen. (Die entsprechenden Koeffi-
zienten é;j_ngehen ja in ziemlich komplizierter Weise aus den Koeffizienten

(0) . ,
a; = gy hervor!)

Als vereinfachtes Modell nehmen wir jetzt die Verteilung der Zufallsvariablen

p+q
- 2 _ 2
(5.13) z:= i X; > X
j=t i=p+1
wobei X,, ... , X___ unabhingige Realisierungen einer kontinuierlichen Zu-

fallsvariablen X (mit Dichtefunktion fy ) sein sollen. (Dementsprechend haben
die X, die gleiche Verteilung wie X und natiirlich auch gleiche Erwartungs-
werte und Streuungen.)

Setzen wir Y, = X2 fiir j s pund Yj = - sz fiir j > p, so ist Z als Summe

j
der unabhingigen Zufallsvariablen Y,, ... , Y .o gegeben:

Z := pz*-:a Yj
j=1

Dabei haben Y, , .., YP die gleiche Dichtefunktion f, die Dichtefunktion

von Y i ¢ geht durch Spiegelung aus der von fy hervor:

p+1 P+q

fy =fy (d h fy(y) = fy (-y)) fir j > p
] )

Im Prinzip 148t sich die Dichtefunktion f, von Z aus f, wegen
[ee]

f (z) = (fy *f, Nz) = fy (z - y) fy (¥)d

Yy+Xp® L P _fm LA PR

durch mehrfache Faltung berechnen:

£, = f, xf, * .. %xf = (Fy % Fy % .o % £u) % (F3 % . x £)))
z Y. Y. Y Y Y Y Y
! 2 p+a | B 1

p-mal q-mal

1]

(Fy * £y * % £y) * (Fy *x.x £y)

Tatsichlich durchfiihren lassen sich diese Faltungen jedoch nur in wenigen
Fillen. (Etwa, wenn X, , .., Xp normalverteilt mit Erwartungswert O und
Streuung 1 sind, so geniigt

2 2
Xy * oo+ X,
der xi -Verteilung. )

Wenn p+q nicht zu klein ist (also p*q X 10), so kann die Verteilung von Z
jedoch angenihert durch den zentralen Grenzwertsatz bestimmt werden:
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Z ist ndmlich asymptotisch N(g, 62) - verteilt mit

)

=
[

E(Y, + o+ Yo, ) = E(Y)) + ..+ E(Y,,) = pE(Y,) +qEY

P+
= p E(X?) + q B(-XD)
= (p-q EXD
und
o= Var(Y, + ..+ Y, ) = Var(Y) + ..+ Var(Y, )

p Var(X?) + q Var(-X?) = p Var(X?) + q Var(X?)

(p + q) Var(X®)

(e + @ [EXH - (BxH)].

n

Die Verteilung von Z ist also asymptotisch allein durch das zweite Moment
i, und das vierte Moment p, von X gegeben:

g = (p-q)y,

o= (p+q) [u,; - (uz)z] ,

wobei

b = E(X) = Txk fye(x) dx.
-

Die Wahrscheinlichkeit, daB Z betragsmiBig kleiner als eine Schranke o ist,
14Bt sich jetzt ndherungsweise leicht berechnen:

Plca <Z <a) = P(—2 ¥ Z-u_  _a-u
o (o] [
[
(5.14) = Z¥, N(O, 1)-verteilt

a-p ) - il 13
EETR Y (E N
Hierbei bedeutet ® die GauB'sche Fehlerfunktion entsprechend der Definition

1 F -2
(5.15) Ox) := = J‘e—t 2

21 _y

Die Wahrscheinlichkeit wird am groiten, wenn p = O ist, d.h. gleich viele "+"
und "~" -Vorzeichen in der Summe auftreten.
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In diesem Fall ist Z symmetrisch um O verteilt, und es gilt:

(516) Pl-x<Z<a) = O(-Z)-0(-2) - 20(2)-1
Zum Beispiel erhalten wir aus der Normalverteilungstabelle im Fall, daB X die
Streuung 1 hat, fiir a := 0.1 und p = q = 10 den folgenden Wert:

- - 01 4 &~ 2 -1=
20(%) -1 = 2(I>(_.._p°‘+q)—1 = 2@(@)1 2:0.509 - 1 = 0.018

Da uns hier nur sehr kleine Argumente % interessieren, konnen wir auf die
Normalverteilungstabelle verzichten und stattdessen den Mittelwertsatz an-
wenden:

o o ’ a o 1 o 2a
@(T)-(D(—c—) R 0(0)(7-(-?)) = T e o
= L 2 o —*
%V(p'rq)R Yy (p+q R
mit
R = ExhH - (E(x®)?

(Fiir unser vorhergehendes Beispiel erhalten wir mit dieser Naherung:
0.1
0.8 750~ 0.018)

Wesentlich unwahrscheinlicher ist ein Z-Wert in der Ndhe von null, wenn p
ungleich q ist, da die Dichtefunktion von Z ihr Maximum dann an der Stelle

(p - @ E(X%)

hat. Nach dem Mittelwertsatz erhdlt man

Pl-ca < Z < o) NQ(—%«» %)-@(-%— g)

(5.17) 2
MoQ(-d). = o L o 267, 20
c < ,/2_15 o]

N

Nur in dem Fall, daB y? << ¢2, also

(p-a)? . EXH
P*q (E(X?%))?

gilt, liefert der Ausdruck exp(-uz/ (262)) einen wesentlich von null verschie-
denen Vorfaktor. Bei den wichtigsten Verteilungen - z.B. bei Normalverteilung
und Gleichverteilung - ist E(X*) von der gleichen GroBenordnung wie
(E(X?)2 Wir erhalten dann wieder p ~q als Bedingung, das heiBt, daB in der
Summe die Anzahl der '+ prozentual gleich (oder fast gleich) der Anzahl der
'~" sein muB.
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In Anndherung an die (analytisch zu komplizierten) Verhiltnisse bei der
Durchfiihrung mehrerer Householder-Transformationen diskutieren wir jetzt
die Verteilung der Zufallsvariablen Z'(A), die durch

(5.18) Z(A) = min |Z,|
i=1,...,n-2
mit
& 2
zZ, = Z AGJ, si=1 ., 02
j=i+1
definiert ist. Da Z,, ... , Z_, - und damit auch 1z,l, ..., 1Z,_,| - unabhdn-

gig sind, gilt
PZ za) = PIZJ2a)PZ,) 20) .. PUZ | > )

und damit durch Ubergang zu den Gegenwahrscheinlichkeiten:

P(Z <a) = 1-P(Z 2 0a)
= 1-PUZ,] 2 ) PUIZ,y] 2 &) .. PUZ ol 2 )
= 1-0-P(Z <) ... 1-PUZ | <))
(5.19) =

PUZ,| < a) + ... ¢ PIZ, | <o
- P(|21| <)PUZ,l < a) - ... - P(IZn_3| < a)P(lZn_zl < a)
t e COPPPUZ, < 0. PUZ Ll < @)

In dem letzten Ausdruck auf der rechten Seite diirfen wir quadratische oder
hohere Terme vernachldssigen, weil die Wahrscheinlichkeiten P(|21| < a)y 44 o
P(Z,_,| < &) fiir « nahe bei null alle recht klein sind. Unter Verwendung von
(5.17) erhalten wir dann néherungsweise:

(5.20) HZ <a) ~ PUZ) <) + ...+ PZ_ | <
-2
20 N7 w7207 4
Yor 5 !
mit

g, = E(Z), 0,=y Var(Z)) .

(Es soll nicht verschwiegen werden, daB die Normalverteilungsannahme nur
fiir diejenigen Z, ganz gerechtfertigt ist, die Summe vieler unabhingiger Zu-
fallsvariablen sind - dies ist fiir die letzten Z;s natiirlich nicht der Fall. Da
es hier aber nur um eine grobe Abschitzung geht, ist der zusitzliche Fehler
nicht besonders bedeutsam.)
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Wegen
(5.21) g = (n(+) - n-) « EOF),

wobei n,(+), n,(-) die Anzahl der "+" bzw. "-"-Vorzeichen in der Summe von Z;
ist, werden betragsmiBig kleine Werte von Z' besonders dann haufig auftre-
ten, wenn die Vorzeichenfolge in J zumindest gegen das Ende hin alternierend
ist:

(Wechselnde Vorzeichen iiber die gesamte Diagonale sind aber nicht unbedingt
notwendig, entscheidend ist nur, daB ab einem gewissen Index insgesamt
gleich viel "+" und "-" Vorzeichen auftreten.)

Besteht dagegen J aus zwei unterschiedlich groBen Blécken von "+" und "-",
so sind kleine Z'- Werte duBerst unwahrscheinlich.

Schreibt man den ersten Teil der Formel (5.19) mit Hilfe der jeweiligen Ver-
teilungsfunktion um, wobei man

(5.22) P(1Z;]l <z) = P(Z <z)-PZ <-2z) = in(z)—in(—z)

fiir z > O benutzt, so erhilt man

Fz(z) = 1-(1-Fpl2) + Fp-2)) .. (1-F5 (2)+ By (-2)

fiir z > 0 und null sonst. Durch Differenzieren nach z ldBt sich nun die Dich-
tefunktion von Z' gewinnen:
))+

fz2) = (fz(2)+ £ 2))(1-Fp(z)+ Fzé-z))...(l “E(z)+ Bz
w+ (1- B (2) ¢ Byl (1= Fglz) + Bz (-2) )(fz'f_zz) +fA-2))

(5.23)
-2 a2 fz (2) + 5 (-2)
= ( | I(I—Fz_(z)+Fz_(—z))) 1 .
i=1 i i =1 1 - Fz (2z) + FZI(—Z)
1

In Wirklichkeit miissen wir natiirlich die Householder-Transformationen durch-
fithren und die GréBen ayj s Agj s o durch die mittels deriTransformation aus
den urspriinglichen GroBen hervorgehenden Koeffizienten dgps gy - ersetzen,
d.h. statt Z'( A) die Zufallsvariable

n 2
Z(A) = min | Z (A(’))_]

i=1,...,n-2  j=i+1

i

betrachten.
Da die Zufallsvariablen A(i';)(i, j =2, .., n-2) aber aus den Zufallsvariablen
AkD (i, j = 1, ... , n) entstehen, sind sie im allgemeinen nicht mehr ganz

ij
unabhingig, und diese Voraussetzung des zentralen Grenzwertsatzes ist nicht

langer erfiillt.
Zur Untersuchung von Z wurde deshalb eine Monte-Carlo-Simulation durch-
gefiihrt: Die Koeffizienten der Ausgangsmatrix wurden durch Transformation

- 99 _
aus in [0, 1] gleichverteilten Zufallszahlen so bestimmt, daB sie einer der drei
folgenden Verteilungen geniigen:

1
(5.242) Gleichverteilung in [~ ¥3 , /31 : fy(x) = { >/3 fur Ixl < /3

o sonst
2
(5.24b) Standardnormalverteilung: fu(x) = -1 & X 72
g: x{x o e
(5.24c) (transformierte) Studentverteilung mit Freiheitsgrad 3:
2 1
fy(x) = £
X
e x?)?

In (5.24a) und (5.24c) wurde entsprechend der Formel
x* .- X-EX
%
so transformiert, daB wie in (5.24b) neben E(X) = O auch o = 1 gilt ("Stan-

dardisierung”). Aus der allgemeinen Transformationsformel

(5.25)  foony(x) = £y (g (%)) —1
&(X) x'8 gilg (x))
folgt fiir g(x) = xZ im Fall einer symmetrischen Verteilung :
1 —
6260 £ 00 - {ET—,T [Ed%) + £y (-4x0] = = £ (%) fur x > 0

° sonst

Dies liefert bei unseren drei Verteilungen:
11

(5.27a) £ 2(x) = { 7% 273 fiir O < x < 3
X o sonst
1 _ 172 _-x/2 "
(5.27b) fo(x) = { R fir x » ©
x o
sonst
2 1 _ 1 fig
(8.27¢) foo(x) = {n/; 1+ 02 iir x > 0
X o
sonst

Als Erwartungswert fiir Y:= X2 erhalten wir in allen drei Féllen wegen

E(X) = 0 und E(Y) = EOX®) = EO®) - (E00)% Var(X) = 62 = { den Wert 1.

S R .
Fiir X“ existiert die Streuung nur bei den ersten beiden Verteilungen. Mit der
allgemeinen Formel
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|
—

(o]
var() = E(YD) - (BD) = Ex - (E0)? = [ x* 00 ax
-0

bekommt man im ersten Testfall

/3 s
_ 4 _1 _ | <3y _ -9 _ _ 4
Var(Y)-%x 575 dx 1= 552 1 2 1 5
also o_p, = = ~ 0.8944
x /5
und im zweiten Testfall
® 2
- 4 1 —-x2/2 _
Var(Y) -_i = e dx - 1
[ee]
=2f (Zy)Z#ey?'%—,dy -1 mit xZ = 2y
o
o 1
4 2-3 Y
= y e’ dy - 1
7

also o, = Y2 o~ 14

Bei der Normalverteilung haben wir deshalb mit einer etwa um die Hilfte
groBeren Streuung zu rechnen.

Der Grund, weshalb wir als dritte Verteilung die Student-Verteilung mit Frei-
heitsgrad 3 genommen haben, liegt darin, daB zwar fiir X die Streuung exi-
stiert, nicht aber fiir X2 Deshalb ist der zentrale Grenzwertsatz iiberhaupt
nicht anwendbar. Die Computer-Ergebnisse zeigen jedoch, daB auBer einer
Verbreiterung der Verteilung kein Unterschied zu den Féllen (1) und (2) zu
erkennen ist.

Da Z' und Z fiir Dimension n < 70 iiberwiegend in einem Bereich von 1074 bis
10! variieren, wurde die Verteilung der dekadisch logarithmierten Gréfen un-
tersucht, d.h. die GroBen 1gZ' und lgZ. Bei dieser Transformation verdndert
sich eine Dichtefunktion gem#dB der Formel

(528) £,y (x) = fy (exIn10)exIni0 590 = £ (10%)10X Into.

lg X
Fir das Histogramm von Z' wurden in den Testbeispielen punktierte Flédchen,
fiir das von Z ausgezogene Rechtecke verwendet. Damit die Gesamtfldche un-
ter der Histogrammkurve die Fliche 1 entsprechend der Normierungsbedingung
hat, geben nicht die Hohen, sondern die Flichen die relativen Haufigkeiten an.
(Um die relative Haufigkeit zu einem Intervall zu erhalten, ist also die Hohe
noch mit der Linge des Intervalls zu multiplizieren!)

Mmrte Vinka ausen t

| Harte links mumon
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Wie von unseren theoretischen Uberlegungen her zu erwarten war, kommen
bei nicht gleichmiBig verteilten "+" und "-"~ Vorzeichen problematisch kleine
Z bzw. Z'- Werte ziemlich selten vor. Anders ist es im Fall alternierender
Vorzeichen, wo auch Werte kleiner als 107% auftreten. Es zeigt sich bei allen
untersuchten Dimensionen, daB die Verteilung von Z nur ein wenig gegeniiber
der Verteilung von Z' verschoben ist. Unser grobes Modell beschreibt also
das tatsdchliche Verhalten schon recht gut. Statistisch gesehen kann man sa-
gen, daB die Householdertransformationen oft zu etwas kleineren z-Werten
fithren. Insgesamt ist direkt abzulesen, daB ein betrachtlicher Prozentsatz der
z-Werte (mehr als 20 %) kleiner als 0.1 ist. Etwa 5% der Werte ist sogar
kleiner als 0.01.

Eine auf 486-PCs vorgenommene Monte-Carlo-Simulation mit ca. 10000 bis
30000 Versuchen je Beispiel fiihrte zu folgenden Ergebnissen:

ur ionen rue Sonan

Koutf1ximntan dur 10,103 -Hateix ulelcrumrtullt Koeffixianten dor (30.30)-Mutvix sleiciwertellt

0.%00 6.900
o.800 0.u00
o0.700 0.700

0.¢o0 A

o

0.300 o .50

0 400 .40

0.300 1]
0.200 EENHRE
0.100 41

"

Kondit rur ionan

0.300

0.200

Hartn tinks suman

0. 100

NHarte vechis supen:

Morta rochts susen

Koaffizlenton der (30,50)-Natrix olelcnverteilt

Historannuerte: 20000
altarnierense vorzascnen

1.000
0.500

©.000

Merte rachis aus

° harte recnta susan:
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Weder 1gZ, lgZ' noch Z, Z' geniigen einer ungefihren Normalverteilung. Im
Gegenteil, fiir groBe n tritt die "Schiefheit” (Asymmetrie) der Verteilung im-
mer deutlicher hervor.

Im Hinblick auf die drei verwendeten Verteilungen fiir die Koeffizienten der
Matrix A ergibt sich, daB die entsprechenden Verteilungen von 1gZ nur in der
Breite variieren. Dabei liefert die Normalverteilung eine geringfiigig breitere
Verteilung als die Gleichverteilung, die Studentverteilung eine deutlich breite-
re. Diese Ergebnisse sind qualitativ im Einklang mit unseren theoretischen
Uberlegungen.

E Kanai fur
Kondit fur (onan

iztenten 50>-ietrix slatcmarteiit
Koaffix (anten dar €30,30>-Matrix siaichartei it Koartiz tanten dar (30,50
et 20000 Wistosrammarte: 20000
o ol zuerat sositiv, dann alterniecsnd
or ovitive Vorzatonen
4,000 il 3.000
0,500
.90
o.000
lo.700
B
o
o oo o
. fo.s00 . . ;
H -
§ lo.sao § g H
H : :
o fowe : s :
£ v = H
£ lozao £ H !
: . s .
2 lo.soo H $ H
H H H
e o
alo P P oo e 2.
e tonan omat - senen
Voutfuzsenten der €20,200-Matrix aimichverteilt et ve st o o0 2 e moetonn eatre
Histonranmerta:
i erarerene Vorsaronen
1.000 1.0
a.500 0.500
0800 N 0.000

©.700 0.700

o
.

©.600

0.500

.40 i

a.300

0.200

o.100 {1
RS- 3 I

Uarte tinks momen
Warte recnts eusen
Merte cocnts aunen

Harte Links supen |

10 PX

5

.

B
s
s
i
5
s
s
&
B
B
o
B
5

°

e aupen ¢

Merte rachts suren:
¥ uacte reents supen

°
~
°
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6. Divide-et-Impera-Techniken fiir das verallgemeinerte Figenwertproblem
Ax=12]x

Wir entwickeln hier einen Algorithmus, der auf Divide-et-Impera-Techniken aufbaut, um
ein Eigenwertproblem T'x = ) ]x zu losen, bei dem die Mairix T  bis auf einige vollbe-
setzte Zeilen und Spallen eine Tridiagonalmatrix ist und ]| = diag(* 1) Er besteht aus
einer Kombination des verallgemeinerten Divide-et-Impera-Verfahrens aus Kapitel 4 mit
einem Algorithmus zur Behandlung verallgemeinerter Eigenwertprobleme fir berandete
Diagonalmatrizen. Wenn das Paar (T, ]} positiv definit ist, berechnet diese neue Methode
alle Eigenwerte und Eigenvektoren, andernfalls entdecki sie das Verletztsein dieser Be-
dingung.

Wir stellen uns jetzt vor, daB wir mit Hilfe des Tridiagonalisierungsalgorith-
mus aus Kapitel 5 das urspriingliche Eigenwertproblem auf die Gestalt Ax =
AJ x transformiert haben, wobei A Tridiagonalmatrix oder Ineinanderschachte-
lung von berandeten Tridiagonalmatrizen ist und die Gestalt von J bis auf
Vertauschungen der Reihenfolge der Diagonalelemente erhalten geblieben ist.
In Kapitel 4 hatten wir das Divide-et-Impera-Verfahren fiir ein verallgemei-
nertes Eigenwertproblem mit A Tridiagonalmatrix entwickelt. Wir miissen
jetzt noch einen Algorithmus fiir den Fall finden, daB A nur teilweise Tridia-
gonalgestalt hat.

Ist etwa T _ . aus einer Tridiagonalmatrix und einer vollbesetzten ersten
Zeile und Spalte aufgebaut, so schreiben wir T,,,0q in der folgenden Form:

aq4 a2 843 ... Ay

T - a1 | azpy ayy

ag | a5, agy Tridiag(A)

an—t,n

ant %-1,n 3 n

Wenn wir das Eigenwertproblem
Tridiag(A) y = ) diag(j,,...,j, )y

mit Hilfe des Divide-et-Impera-Algorithmus l5sen konnen und dabei G die zu-

gehorige Eigenvektormatrix zu den Eigenwerten Yo - 5 Y, ist, dann erhalten
wir mit

1| o’ ay, | al 1] o’ raul alG

0 GT a

G Tridiag(A) G

Tridiag(A) ol G | [GTa
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T
244 | a' G _I
GTa diag(vy, .5 v,) J

eine berandete Diagonalmatrix. Daher l6sen wir in Abschnitt 6.1 zunichst
dieses Problem, um dann im Abschnitt 6.2 den gesamten Algorithmus vorzu-
stellen.

6. Der Fall einer berandeten Diagonalmatrix

Wir verallgemeinern den Algorithmus von Wilkinson zur Ldsung des Eigenwertproblems
Cx - A x fiir eine "berandete” Diagonalmairix auf den Fall Cx = AJx. J = diag(2 1)
Auch in diesem Fall sind die gesuchten Eigenwerte Nulistellen einer speziellen rationalen
Funktion. Um diese zu bestimmen, modifizieren wir das in Kapitel 4 vorgestellte Ein-
schlieBungsverfahren.

Es sei C eine symmetrische berandete Diagonalmatrix der folgenden Gestalt:

To I €4 Cp - Cpg
A Yy 0 .. O
C= c, 0 v, .. O und J = diag(3g,...,5, ;) mit §,,5 < {-1,1},
. i=1, .., n1
Chn-1 0 0 .. Tn-1

Wir wollen das Paar (C,]) auf positive Definitheit untersuchen und gegebe-
nenfalls alle Eigenwerte und Eigenvektoren des Eigenwertproblems

(6.1) Cx=2AJx
berechnen.

Fiir J = I ist das Paar (C,J) immer positiv definit, und ein Algorithmus zur
Losung des Eigenwertproblems Cx = A X findet sich im Buch von Wilkinson
[68]. Die Eigenwerte werden nach vorausgegangener Deflation als Nullstellen
einer speziellen rationalen Funktion berechnet, das Vorgehen dhnelt also dem
Losen des Eigenwertproblems (D - pzzT)x = AX bzw. (D - pzzT)x = AJx
Wir schauen uns diesen Algorithmus gleich fiir beliebiges J mit J = diag(* 1)
an. Dabei werden wir im folgenden voraussetzen, daB das Paar (I',A) mit T =
diag(v,,....Y,_4) und A = (8,,...,8 _, ) mit §, ¢ {+1,-1} positiv definit ist. Ist
nimlich das Paar (I',A) nicht positiv definit, so kann nach dem Hurwitz-Kri-
terium auch das Paar (C,]J) nicht positiv definit sein.
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6.1.1 Der Deflationaschritt

Wir fiihren eine Deflation durch, wenn eine der beiden folgenden Bedingungen
erfiillt ist :

a) Mindestens ein c;, i = 1,...,n-1 ist gleich null

b) Das Paar ([LA) mit T = diag(y,,...,v,_4) und A = (84,...,8,_4) hat mehr-
fache Eigenwerte.

Zundchst untersuchen wir den Fall a):

Ist etwa ¢, = O fiir ein k ¢ {1,...,n-1}, dann ist Ao Y 3y ein Eigenwert von

Cx = A ]Jx und der k+i-te Einheitsvektor e,  , der zugehérige Eigenvektor:

YOIC

Ceou=| ¢ diag(yy,rr¥y ) | Tkt T Tk ®ket T (3 )Ty,

Durch Streichen der k-ten Zeile und Spalte kann man jetzt zu dem kleineren
Eigenwertproblem

Yo €1 €3 - €y Cpaq - Cpny
¢ T4

S Y2

k-1 Tk-1
Cr+1 Tkt

n-1 Tn-1
mit
T = diag(8g 8y 1o s 8y 8pugss8, )

iibergehen, denn:

Ist xT = (Xg,.s X, Xy 35+ X,, ) ein Eigenvektor des kleineren Problems, so

definiert x': = (Xg,02%,0,% 5., X ) einen Eigenvektor des groBen Pro-
blems Cx = A Jx.

Die Deflation zerstort auch hier die positive Definitheit nicht.

Diesen Deflationsschritt fiihren wir fiir alle Nullkomponenten von ¢’ durch.
Danach haben wir pro Nullkomponente einen Eigenwert und Eigenvektor des
Eigenwertproblems Cx = A Jx berechnet und ein Eigenwertproblem C'x = A J'x
erhalten, dessen Dimension kleiner oder gleich der des urspriinglichen Pro-
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blems ist und das im Vektor b keine Nullen mehr hat, wobei b =
(bi""’bm) die von null verschiedenen Komponenten von ¢ enthilt (m < n-1)
und die B; gerade die zu den Nichtnullkomponenten gehorenden Diagonalele-

mente sind sowie die ji....ig, die zugehorigen Elemente aus J.

Ab jetzt habe C die Gestalt

Yo b, .. b jo
b B h
C-= : . mit b, ,...,b, # 0 und J =
b Bm i m

Im Moment konnen Biji il 2 ... ,m} noch mehrfache Eigenwerte des Paa-

res ( diag( B1,--sBpy) » diag(i,,---vim)) sein.

Das charakteristische Polynom des Eigenwertproblems Cx = A]Jx bekommen

wir analog zu den Uberlegungen bei Wilkinson [68] durch direkte Berechnung

von
Yo~ Mo b, b,
by By Mg
det(C - 3 J) = det
b BenMem

Das charakteristische Polynom ist dann gegeben durch

m Im
p(M) = (1o-Xio) [1(Bi-2ip) - > b Tl -2 -
i=1 j=1 i#j

Nun iiberlegen wir uns, was im Fall b) passiert:
Wenn B, j; ein Eigenwert der Vielfachheit r; des Eigenwertproblems
diag (B, Bm)Y = * (igs v )Y
ist, so kommt der Ausdruck
.n-t
(B;-2iy) *
in jedem Summanden von p vor. Da die Eigenwerte von (C,]) die Nullstellen

von p sind, muB also B;j; ein Eigenwert der Vielfachheit r~1 von (C,J ) sein.

Der Deflationsschritt im Fall b) besteht jetzt darin, daB wir die mehrfachen

Nullstellen von p herauskiirzen:
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Ur{ter den B,j; gebe es t verschiedene Werte, die wir o.B.d.A. mit B,j
B, j, bezeichnen und die die Vielfachheit ry, r,, ..., r, mit ry+ r,+ :rl’ =n;
haben. Falls t=m ist, so sind alle B,j, einfach. - ! 2o

In p(}) kommt der Faktor F mit
t
-1
Fi= [[(B-2ip"
i=1

vor, der die Eigenwerte von Cx = AJx der Vielfachheit r,-1 enthilt.

Wenn wir die Gleichung p(}) = O durch F teilen, sehen wir, daB die noch zu
berechnenden Eigenwerte die Nullstellen der Funktion

t
(6.2) w(X) := (yg-Xjg) - Zziz(ﬁi—h'i)_’
i=1

sind, wobei jedes z2 die Summe der r, W 2 i i
N . Werte b ist, die zu B, j. o
Daher ist 212 >0 fir allei =1, ..., t. ' ! 21 Pyl geboren.

Die Nullstellensuche fiir die t+1 Nullstellen
vo I
D e n w besprechen wir imiiber-

6.1.2 Berechnung der Eigenvektoren

Jetzt berechnen wir die Eigenvektoren zu den Eigenwerten von Cx = A ]Jx:

Y0 bl bm jo
b, B x = AJ N x
L B j

Wir setzen dabei voraus, daB alle bj#O sind fiir j=1,...,m.

1. Fall: Eigenvektoren zu mehrfachen Eigenwerten:

Wie wir gerade gesehen haben, ist ein r-facher Eigenwert A= B,;j; von
(diag(By,-..Bp) )y = A(diagliy,...ip))¥

ein r-1- facher Eigenwert von Cx = AJx.
Wegen

By=2ip = 0, By Ay = 0 Bl g "Xy = 0
hat das Gleichungssystem

(C-A))x=0

zur Bexechnung des ElgenVEktOIS x = (x X . X Zu enwert A =
’ s O ’ m)
0 m E]g




- 108 -

m
(63)  (Yo=rig)Xe * D . byx, =0
i=1

(6.4) b Xo * (B -Aj )%, =0 fir ke{t,...,m\ {1,141, ..., 1+r-1}
(6.5) b, x, =0 fiir ke{l,1+1,...,1+r-1}.

Aus (6.5) folgt Xo= O und aus (6.4) dann wegen (Bk —ljk) # O gerade x =0
fiir ke{1,...,m}\{1,I+1,...,1+r-1}. Dann hat (6.3) die Gestalt

1+r-1 1+r-1 1
Z b,x, = 0 oder x = —Z b; x, 5. -
i=1 i=1+1 1

Damit sind die Komponenten x,,,,...,X, ., frei wéhlbar.

Zum Eigenwert )\ = B,j, gehoren jetzt r-1 Eigenvektoren X;,...,X__;.
Wihlen wir nacheinander fiir k=1+1,...,1+r-1

X =1

X = 0 fiir je {1+, ..., 1+r-1}\{k}

und berechnen
X = - bk/ l:\l ,
so erhalten wir r-1 linear unabhingige Eigenvektoren X,,...,X ., mit der J-
Norm

xTIx= j+ (b /b)?%j .
Aus der positiven Definitheit des Paares (diag( Bi),diag(ji)) folgt, daB fiir ei-
nen mehrfachen Eigenwert X = 8,j alle zugehérigen j,....j;,,.; gleich sein
miissen. xTJx ist fiir diese Eigenvektoren X also immer ungleich O.
Es ist daher moglich, die Eigenvektoren zu X mit Hilfe eines verallgemeiner-

ten Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren folgendermaBen zu J-ortho-
normieren:

Verallgemeinertes Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren:

Gegeben seien r-1 linear unabhéngige Vektoren x,, ... , x__,.
Die zu berechnenden J-orthonormalen Vektoren bezeichen wir mit q,,...,q__4.
Wir J - normieren den Vektor X, und setzen q, := X,.

Den j+i-ten Vektor q‘j+1 bestimmen wir dann mit der Formel

. .= . T
D51 ' X4 "k il(qi‘] qu)qi-
i=

q'jq ist jetzt J-orthogonal zu q,-->9;
Den gesuchten Vektor q i1 erhalten wir durch J-Normierung von q

1
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2. Fall: Eigenvektoren zu “"einfachen" Eigenwerten:

Ist A = B,j; ein einfacher Eigenwert von Cx = A ]Jx, so hat das Gleichungssystem
zur Bestimmung des Eigenvektors x zum Eigenwert A\ die Gestalt

m
(6.6) (Yo-Xig)xg + z:bixi = 0
i=1
(6.7)  byxg * (B - Ajp)x =0, k=l,..,m .

Wegen (B, -2 j, }# O folgt aus (6.7):
by

X, T -7 X fir k=1,..,m.
k Bk"xlk o

Einsetzen in (6.6) liefert
2

m
((to-2ig) - O —b‘——-)x =0, dh x.w()) =0 (vgl. Formel 6.2).
[ o & B - 0 ’ (¢]
Fiir den Eigenwert A ist w()) natiirlich gleich null, x, ist somit frei wéhlbar.
Mit x,:= 1 hat der Eigenvektor x zum Eigenwert X die Gestalt
1
(6.8) X = (_ _L)
B ~Ajx ‘k=1,...,m

Unter der Voraussetzung der positiven Definitheit des Paares (C,J) gilt xTIx#0
und x kann J-normiert werden.

6.1.3 Die Eigenwerte als Nullstellen der Funktion w

Die Dimension des Eigenwertproblems Cx = X Jx nach den beiden Deflations-
schritten bezeichnen wir mit m+i. Die jetzt noch zu berechnenden m+1 Eigen-
werte sind Nullstellen der Funktion

i Z.2 & zzj
(6.9) w(x) = (v -Xjs) - —— = (Y5 - X)in - i
o " Xlo & B - xj; olo o 1; B, - x
= 2
= (ao- X)jo - Z al_;(
i=1
2 m 2
z z,
= (oty-x)j + L - s S
) o Sowmx ingn o - X

mit oy = Yoio o o 1= Bij; fiir i =1,...,m und q := Anzahl der Minuseinsen in

diag(iy, i )-
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Die oy, i = 1,...,m , sind dabei die Eigenwerte des als positiv definit voraus-
gesetzten Paares (diag([&1 ,...,Bm),diag(ji,...,jm)) und konnen daher in der
Form

- - - + +
<
ap <oy << g < gy - < oa

angeordnet werden, wobei dj_ fiir die "Minuseigenwerte” steht und af fiir die
"Pluseigenwerte”.

Die Lage der Nullstellen héngt von q und j, ab:

1.g=0j,=1:

Die Funktion w ist auf jedem der Teilintervalle (-, o, ), ( ay, ap), .. ,

(o _4» @), (., +®) streng monoton fallend und hat dort genau eine Null-
stelle.
lim wi(x) = +o© lim wix) = -
X = —CO X = 4O
+ + +

%y %2 %3 %4
konkav konvex
2.q=0,j,=-1:

Die Funktion w ist nicht mehr streng monoton auf den Teilintervallen des
Definitionsbereichs. In den Intervallen (ay, ap), ... , (o 4, a ) liegt jeweils
genau eine Nullstelle, im Intervall Defint := (-, «,) kdnnen eine, zwei oder
keine Nullstelle liegen. Das Paar (C,J) ist nicht positiv definit, wenn es in
Defint weniger als zwei Nullstellen gibt.

lim wi(x) = - lim w(x) = +oo
X —s —CO X 40
+ + +
al az (13 l!4
konkav \ konvex

-1 -
3.q=m,jQ=+1:
Auch hier ist die Funktion w nicht monoton auf den Teilintervallen ihres De-
finitionsbereichs. In den Intervallen ( oy, ay), o, (e o, a ) liegt jeweils
genau eine Nullstelle, im Intervall Defint := (um, + ) kdnnen eine, zwei

oder keine Nullstellen liegen. Das Paar (C,J) ist wiederum nicht positiv
definit, wenn es in Defint weniger als zwei Nulistellen gibt.

%y Ay ay o,
konvex konkav
4.q = m, ig = -1:

Die Funktion w ist hier streng monoton wachsend auf den Teilintervallen
(-, o), ..y Ca 4o ), (am, +®) jhres Definitionsbereichs. In jedem die-
ser Intervalle liegt genau eine Nullstelle.

_ e

o, a, oy o,

konvex konkav

S.1sq<mj,=+

In diesem Fall ist die Funktion w im allgemeinen nicht mehr monoton auf ih-
ren Definitionsintervallen. In jedem dieser Intervalle ( oy, ay) .., (o

a_)
-1 ’
(o q

et Ogaz)s s Cag gy o), Ca ) +®) liegt eine Nullstelle. Im Intervall
Defint := ( ®gs @q.y) kinnen eine, zwei oder keine Nullstelle liegen:
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(LY

al (12 (13 d4

konkav

Das Paar (C,J) ist nicht positiv definit, wenn es in Defint weniger als zwei
Nulistellen gibt.

6.1Sq<m,j0=-1:

In jedem der Intervalle ( - ,a.), (a;, o), .. , (aq_i, otq), ( %oy aq+2),
wos ooy ) liegt eine Nullstelle. Wie im Fall § kdnnen im Definitheitsinter-

vall Defint := (otq, «_,.) eine, zwei oder keine Nullstelle liegen.

q+1
Die Anzahl der Nullstellen im Definitheitsintervall entscheidet tiber die positi-
ve Definitheit des Paares (C,J). Wegen

Zzi2 3 2 zi2
wi(x) = —L - - > = <0 (vl Fall235,6)
o (o - x) iSqe (o, - x)

ist die Funktion w im Definitheitsintervall konkav, man kann daher durch die
Berechnung ihres Extremums feststellen, ob es in diesem Intervall 2, 1 oder
keine Nullstelle gibt: Liegt fiir das Extremum x der Fall w( xg) > O vor, so
hat w zwei Nullstellen in Defint; andernfalls kénnen wir die Rechnung mit
der Meldung "Das Paar (C,]J) ist nicht positiv definit" beenden.

6.1.4 Das EinschlieBungsverfahren

Das EinschlieBungsverfahren aus dem Divide-et-Impera-Programm (vgl. Ab-
schnitt 4.2) kann mit den folgenden Anderungen zur Nullstelleneingrenzung
fiir die hier zugrundeliegende Funktion w angewendet werden:

a) Fir x ¢ ( «y, o ) wahlen wir die Hilfsfunktionen h, und h, &hnlich wie in
Abschnitt 4.2.1 beschrieben aus, nur wird jetzt der lineare Term (ag - X)jg
zu h, hinzugeschlagen. Die Eingrenzungsschritte erfolgen dann analog zum
in 4.2 beschriebenen Verfahren.
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b) In den Fallen, wo Nulistellen in den Randintervallen (-o,0,) oder
(o ,+ ) liegen, miissen h, und h, dieser Situation entsprechend gewihlt
werden. Wir beschreiben die Wahl von h; und h, sowie die Durchfiihrung
des Eingrenzungsschrittes beispielhaft fiir das Intervall (-, «,) im gleich
folgenden Abschnitt. Die Ergebnisse fiir (o, +%) ergeben sich dann
analog.

~

c) Die Schranken M, und M_ aus Abschnitt 4.2 &ndern sich wegen des linea-

ren Terms in unserer aktuellen Funktion w ebenfalls; die zugehdrigen For-
meln werden am Ende dieses Abschnitts angegeben.

6.1.4.1 EinschlieBung der Nullstellen von w, die im Intervall (-, «,) llegen
Wie wir gerade gesehen haben, besitzt die Funktion w unter der Vorausset-
zung der positiven Definitheit des Paares (diag(Bj,._,Bm), diag(jy,....j,) )
auBerhalb des Intervalls (a;, « ) mindestens eine Nullstelle.

Auf dem Intervall { -® , a,) schreiben wir w als

2. m 2
- (- ax)i e —dy _Zih
wix) = ( (oo x)J°+ @y =X ) Zz o6 - X
= ~ hy(x) + h,(x)
mit
Zj
h(x) 1= = (ag-x)jg + “11-’1‘
und
m 2.
z°].
hy(x) i= = > —Li
2 -
=2 4 X

Wir haben eine Nullstelle gefunden, wenn
hy(xy) = hy(xy)
gilt.

Auf dem Intervall D:= (-, o) unterscheiden wir die folgenden Fille:
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1. Fall: g = 0, jo = +1, d.h. sgn(j,) = sgn(j) =1:

2
z

h, mit h,(x) = - ((cx -x) - ! ) ist streng monoton wachsend
1 1 (o] o -
auf dem Intervall D und konvex,

m ZZ
h, mit h,(x) = - Z — i ist kleiner null auf D, streng monoton fal-
2 2 o - X

i=2 i
lend und konkav.
(Eine obere Schranke fiir h, wire also z.B. M, = 0, eine untere M, =
h, (o)) )

hl y-Achse

Mo =0 t x—-Achse

Xu Xo %y

hZ
Mu
Das Losen der Gleichung Das Ldsen der Gleichung
hi(x) = Mu hj(x) = Mo

liefert ein x  « R . liefert ein x < R.

AuBerhalb des Intervalls [x,,x_,] kann keine Nullstelle von w liegen.

2. Fall: q = m, jg = -1, d.h. sgn(jg) = sgn(j,) = -1:

2
Zy

Die Funktion h; mit h,(x)} = ((ao— x) - I ) ist auf D streng

monoton fallend und konkav,
2
Z;
o~ X

m
die Funktion h, mit hy(x) = + Z
i=2

ist grofer null auf D, streng

monoton wachsend und konvex.

( FEine untere Schranke fiir hz wiare also zB. M, = 0, eine obere M 2
b, (ay).)
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\hk‘ y-Achse
M
o
1'12
Mu =0 t > x-Achse
Xu Xo oy
Das Ldsen der Gleichung Das L&sen der Gleichung
hy(x) = M hy(x) = M,
liefert ein x , « R liefert ein x ¢ R

AuBerhalb des Intervalls [x,,x_,] kann keine Nullstelle von w liegen.

3. Fall: 0 < q < m, j, = -1, d. h. sgn(j,) = sgn(j,) = -1:

Die Funktion h, hat dieselbe Gestalt wie im Fall 2 und ist daher streng mo-
noton fallend. Die Funktion h, dagegen ist jetzt (fiir q = 2 ) weder positiv
noch negativ:
m 2
1

2
Z1 z
hy(x) = +§2 Pl >

i=q+1 i

Die Skizze unterscheidet sich von der aus Fall 2 nun dadurch, daB M, nicht
null ist und h, im allgemeinen nicht monoton ist und auch negative Werte
annehmen kann. Die Bestimmung des Intervalls [x,,x,] erfolgt analog.

4. Fall: q = O, jo = -1, d.h. sgn(j,) # sgn(j,):
o fe) 1

Jetzt befinden wir uns im Fall des Definitheitsintervalls, in dem eine, zwei
oder keine reelle Nullstelle liegen konnen. Wie bei unserem friiheren Ein-
schlieBungsverfahren beschrieben, fiihren wir nun zunichst einen Einschlies-
sungsschritt durch, um ein Intervall [xu,xo] zu finden, in dem sicher die
beiden Nullstellen von w liegen, wenn sie existieren. AnschlieBend suchen wir
in diesem Intervall das Extremum bzw. ein xg mit positivem Funktionswert
w(xg). Die weitere Behandlung des Definitheitsintervalls erfolgt dann genauso
wie in unserem friiheren EinschlieBungsverfahren in Abschnitt 4.2.
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2
z
Die Funktion h; mit h,(x) = (ag- x) + 5 1 ist auf D konvex,
3 22
h, mit h,(x) = - Z ﬁ ist auf D kleiner null, streng monoton fallend
i=2 i

und konkav.

(Eine obere Schranke fiir h, wére z.B. M_ = 0.)

1 y-Achse

x-Achse

Wenn die Gleichung h,(x) = M_ zwei Losungen x, und x_ hat, so bestimmen
diese das Intervall [xu,xo], in dem die Nullstellen von w liegen miissen,
falls diese existieren. Gibt es nur eine oder keine Nullstelle, so beenden wir
das Programm mit der Meldung "Das Paar ist nicht positiv definit".

In den restlichen Fillen liegt fiir positiv definite Matrizenpaare keine Nullstelle
in (-, a ).
» %

Die Ergebnisse fiir das Intervall D = Ja,,,+®[ ergeben sich analog.

6.1.4.2 Berechnung der Schranken M, und M

Wenn wir uns in einem der Intervalle (uk. “k+1) mit k = 1, ... m-1, befinden,
so konnen wir fiir x « [xu,xo] C (o, o,,) die Schrankem M, und M, wie
folgt bestimmen:

& z° .
Mo = ((XO - EO)jO - Z il_lg_
irk,k+1 b
mit
) {xufiir =+ {xuﬁir jo =+
g = x, fir j;, = -1 und &g = x, fur jo = -1"
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m 2,
Zi b
M, i= (0o - Eodip = 2, o
v ° -0 ke % G
mit
x, fiir j, =+ ) { x, fiir jo = +1
g := x, fir j, = -1 und g := x, fir jo=-1"

Im Fall des Intervalls (-, a,) gehen wir folgendermaBen vor:

Wegen
112 &S Zi2
max h,(x) = max ( o - x o - X )
x<ay X<ay j=2 i i=q+1 1
2
< max ( - = x)

X<a;  j=2 i

z
< i —1
o - o

i=2 1

wihlen wir

2

z

M, :=i Tf—;i fiir g > 2, sonst M := 0.
i=2 i

Eine Abschitzung nach unten bekommen wir aus

2
m z m 2

: z’
. 1 i
min h,(x) 2 min (—Z ——) 2 —Z —_t
.- X o - o
X<a, 2 x<a, isan isqet 1
iz2 i22
m Zz
Fiir max(2,q+1) < m setzen wir M = - Z = — , sonst M :=0
i=q+1 i 1

6.1.4.3 Ein lineares Eingrenzungsverfahren i

Wegen moglicher Ungenauigkeiten beim Losen quadratischer Gleichungen wird
auch diesem quadratischen Eingrenzungsverfahren ein lineares vorgeschaitet.
Das neue Intervall [x, X,], in dem die zu berechnende Nullstelle oder die
zwei Nullstellen liegen, ergibt sich folgendermaBen:
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linkes Randintervall:

2
Zi

m
xg= min (@ -1, o ‘ZTEI_-&TTI)

j=1

2
X = max(u -1, a, - 4 )
o’ 1 et 22
loy = gl + 1+ > ploT
j>1 1

rechtes Randintervall:

m 2
- S =)
Xoi= max(am+ 1, ag + % - o -1
j=1 ] m

2

z
X, = min(a*l,ct+ — > )
u m m z
am—ao|+1+z-’—‘——-|-u__a
j<m m
Intervall Ja, o« [, 1=1, .., m-1:
2
o 4 Q. z;
X, = mi“<i+z”1’°‘i+a_ — i
_.Lth_L + |a0 all
mit
M » 22 22
= —I—L—T +
i,u o. = oL o + o
jsi-t i jzitl loc,. - i 5
und
2
a4 o z;
X 1= max(_.x__t__uL’ o« . - jed
o 2 i+1 o - o
= * g = oyl
mit

a b
b, .
by
by by
A= by A+t Ck+1,k+2  Sk+1,k+3 ° Ck+t,n
Ck+2,k+1
Ck+3,k+1
. Tridiagonalmatrix
T
2
Cn,k+1
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6.2 Ein zusammengesetztes Divide-et-Impera-Verfahren fiir ineinander-
geschachtelte iemndete Tridiagonalmatrizen

Das Eigenwertproblem T'x = AJx . mit | = diag(*1) und T Ineinanderschachtelung be-
randeter Tridiagonalmatrizen, kann so in Teilprobleme zerlegt werden, daf das verallge-
meinerte Divide-et-Impera-Verfahren aus Kapitel 4 oder der Algorithmus fir berandete Dia-
gonalmatrizen aus Abschnitt 6.1 auf diese Teilprobleme anwendbar ist. Dazu zerlegen wir
T’ in Tridiagonalmatrizen und in Matrizen, die bis auf die erste Zeile und Spalte tridia-
gonal sind. Sobald zwei solche Teilprobleme geldst sind, werden sie mit einem Impera-
Schritt &hnlich wie beim verallgemeinerten Divide-et-Impera-Verfahren zusammengefaft.

Wir schauen uns jetzt genauer an, wie wir eine Matrix A, die aus ineinander-
geschachtelten berandeten Tridiagonalmatrizen besteht, aufteilen miissen, um
Algorithmen vom Divide-et-Impera-Typ auf das Eigenwertproblem Ax = AJx
anwenden zu konnen. Mit Divimp bezeichnen wir den verallgemeinerten Divi-
de-et-Impera-Algorithmus fiir das Paar (A,J) mit A Tridiagonalmatrix (vgl.
Kapitel 4), mit Randdiag den entsprechenden fiir eine berandete Diagonalma-
trix C und eine Matrix J (s. Abschnitt 6.1).

Zundchst betrachten wir den Fall, daB A in einen tridiagonalen Teil und eine
berandete Tridiagonalmatrix zerlegbar ist:
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a; by
by
bk~1|b |
by . *iby
N L e i
Ck+2,k+t
Cx+3,k+1
. T,
L Cn,kd
T
- Ib luu
k! T mit uT (b, ), 0...0)
= - |b luu mit u := (0.1, -sgnlb), 0.. ,

R,

wobei die Nichtnullelemente in u an den Positionen k und k+1 stehen.
Dazu passend wird die Matrix J zerlegt:
Ir,

Ir,

Aus der positiven Definitheit des Paares (A, J ) folgt die positive Definitheit
des Paares

denn es gilt:

- u_])x) + (x, b luuTx)

1
X
—
»

(x, (Amod - uJ)X)

(x, (A - uJ)x) + Ib 1 (x uw) uTx

(x,(A—uJ)x) + lbkl(x,u)2 > (x,(A-pJ)x)

Aus der positiven Definitheit des Paares (A_ ;. J) folgt die der Teilpaare
(T,, _]T1) und (R, Jkl).
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Im folgenden l6sen wir jetzt die Teileigenwertprobleme

(6.10) T,y = X JT1Y
und
(6.11) Ry = 1 JRl y.

Ist eines der Paare (Ti’JTl) und (R1"]R1) nicht positiv definit, so kann auch
(A,J) nicht positiv sein. Im anderen Fall gibt es Eigenvektormatrizen Q. Q,
und Diagonalmatrizen D,,D, mit

Q;r T,Q = Dy, Q;r Jri Q = Jg

6.12) !

QzT R Q; = Dy, QzT Jni Q = Jr

.
Analog zum Impera-Schritt beim Divide-et—Impera-Algorithmus geht man vom
Eigenwertproblem

Ax =(|:,I;‘) Zjl~|bkluu'r)x=)\_lx

iiber zum Eigenwertproblem

D o

1 T o
(o Dz:' - Iy lzzT)x

mit

AJx

Q o

z=JQTu und x =Q'x = (JQ)Tx mit Q :=
o] qQ,

und 18st es, wenn das Paar positiv definit ist, auf die im Kapitel 4 beschrie-
bene Art und Weise.

Wir schauen uns jetzt die Behandlung der Teilprobleme an:
(6.10") Ty = XJle

mit der Tridiagonalmatrix T, kann direkt mit dem Divide-et-Impera-Algorith-
mus aus Kapitel 4 gelost werden.

Fiir das (verallgemeinerte) Eigenwertproblem

(6.11") Ry = )\_Ikty
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benstigen wir den Divide-et-Impera-Algorithmus Divimp und den Algorithmus
Randdiag fiir ein Paar (C,J) mit berandeter Diagonalmatrix C:

Wir schreiben R, als

T
a g * 1Byl | c
c | T,
mit T, Tridiagonalmatrix und el := (Cut sz 1Cket,n )

teilen wir auf in
Tr,

it

Ist das Paar (Rl’ JRt) positiv definit, so auch (T,, JTZ ).

1.Schritt: Wir losen das Eigenwertproblem
T,y = Mgy
mit Hilfe des Algorithmus Divimp und erhalten entweder die Meldung "Das

Paar ist nicht positiv definit” oder eine Eigenvektormatrix V, und eine Diago-
nalmatrix D mit
2

T T =
vV, T, V, = DT2 und v, JTZ V, = JTZ .

Damit 1dBt sich R schreiben als

ey * 1Byl | c
R1 : -T v—l
L ¢ vV, D'r2 2
SRR | DT IR
N -T T -
Lo v, J'_ v, ¢ DTZJ olv‘J
1 o’ '”akﬂwbkl T '|[1 | o'
) v;TJI_ c D JLO| v;!
mit
¢T:i= o V, und D:= Dy
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(Man beachte, da man V, wegen Vz_1 = JVZTJ nicht wirklich invertieren
muB.)

Dann hat das Eigenwertproblem

[ak+1 + [by| | cT
Yy = AgVy
L« T "
dieselben Eigenwerte wie
Ry-= UR1)' ,

die Figenvektoren lassen sich aus

berechnen.

2.Schritt: Wir losen das Eigenwertproblem
Cy = lJR1Y'

fiir die berandete Diagonalmatrix C mit

[ak+1 + byl | c'T‘|

L ¢ [*]
mit Hilfe des Randdiag-Algorithmus. Meldet er, daB das Paar (C,Jg ) nicht
positiv definit ist, so ist auch (Rl,Jkl) und damit (A,J) nicht positiv definit.

Sonst erhalten wir Matrizen V, und D mit
T _ T
Vi CV, =D und \A JR‘ A JRi .
Damit 148t sich C darstellen als
— -T -1
C=V, DoV, .

Insgesamt gilt:

v’ = vT -
‘I_OIVZT tholvz Vv, vicv, = D
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Mit
.- 1 OT .
Q, = o v Vy und D,:= Dg
2

haben wir also
T T
Q, R-IQz:Dzy Q, JR1Q2=JR1
erhalten.

Im Fall einer ineinandergeschachtelten berandeten Tridiagonalmatrix A geht man
folgendermaBen vor:

Sei A gegeben durch:

N
ANANE

Wir beginnen in der rechten unteren Ecke mit der groBten Matrix, die aus ei-
ner Tridiagonalmatrix T, und einer berandeten Tridiagonalmatrix R, besteht.
(Dabei darf T, auch leer sein.) Wie man solch eine Matrix in

O T

aufspaltet und das Eigenwertproblem A,y = A\],y behandelt, haben wir gerade
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gesehen. Wir kénnen also das Eigenwertproblem
Ay=2]y

vollstindig 16sen, wenn das Paar (A,, J;) positiv definit ist, oder brechen an-
dernfalls mit der Meldung "Das Paar ist nicht positiv definit” ab.

Die Matrix A, iibernimmt die Rolle von T,, wir bilden durch Hinzunahme des
nichsten Randes eine neue Matrix R, und nehmen die nichste Tridiagonalma-
trix als T,. Das so entstandene Eigenwertproblem

A,y = M),y
wird nun behandelt. Entweder sind wir danach fertig (‘Abbruch’ oder die ge-

samte Matrix wurde behandelt) oder nehmen A, als T,, bilden mit dem Rand
die Matrix R, und wihlen ein neues T, u.s.w.

Wie wir in Kapitel 5 gesehen hatten, ist die vollstdndige Tridiagonalisierung
einer (vollbesetzten) Matrix A unter Beibehaltung der Gestalt von J oft nicht
numerisch stabil, wenn J gleich viele +1 und -1 enthilt. In diesen Fillen ist
unsere teilweise Reduzierung auf Tridiagonalgestalt mit "Randern" vorzuziehen.
Das dabei entstehende verallgemeinerte Eigenwertproblem mit einer Ineinan-
derschachtelung berandeter Tridiagonalmatrizen kann jetzt mit dem gerade
beschriebenen Verfahren gut gelést werden. Ergebnisse fiir diese Methode
finden sich im Anhang.—
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Numerische Ergebnisse
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1. Ergebnisse fiir das Divide-et-Impera-Verfahren

Der verallgemeinerte Divide-et-Impera-Algorithmus liefert fiir positiv definite Matrizenpaare meist
sehr gute Ergebnisse. Wie beim Standard-Verfahren fiir den Fall J gleich I kann allerding.s d{e
(J-)Orthogonalitdt der Eigenvektoren verlorengehen, wenn die Funktion w, mit deren Hilfe wir die
Eigenwerte berechnen, zwei Nullstellen hat, die fast volistdndig mit dem zwischen ihnen liegenden
Pol iibereinstimmen.

1. Vorbemerkungen und Bezeichnungen

Die in dieser Arbeit vorgestellten Programme wurden an IBM-kompatiblen PCs in der Program.-
miersprache Turbo-Pascal entwickelt. Bei #lteren Versionen von Turbo-Pascal kann man mft
unserem verallgemeinerten Divide-et-Impera-Algorithmus problemlos Matrizenpaare bis zur Di-
mension N=72 behandeln, wenn man Variablen fiir reelle Zahlen als extended vereinbart; dann
rechnet der PC mit ca. 19 Stellen hinter dem Komma. Stellt man vollbesetzte Matrizen innerhalb
des Programms mithilfe von Zeigern dar oder arbeitet mit geringerer Genauigkeit, so si'nd auch
hohere Dimensionen moglich. Ab der Version Turbo-Pascal 7.0 wird die Gr8e der Matrizen nur
noch durch den vorhandenen Hauptspeicher eingeschrinkt, bei einem Hauptspeicher von 4 MB
sind Matrizen bis zur Dimension 256 noch rechenbar, bei 16 MB komint man bis zur Dimension
500. Da die Rechenzeit aber stark zunimmt und eigentlich bei Dimensionen iiber hundert keine
Phinome auftreten, die nicht schon vorher beobachtet werden konnten, wurden viele Beispiele
mit Dimension kleiner als hundert gewihit.

Um festzustellen, wie sich der Algorithmus bei hohen Dimensionen verhilt, wurde das Turbo-
Pascal-Programm in ein C-Programm konvertiert, das auf Sun-Sparc-Workstations und Siemens-
GroBrechnern lauffahig ist — allerdings mit geringerer Genauigkeit (ca. 15 Stellen hinter dem
Komma). Die Beispiele hoher Dimension wurden mit einer SUN-Sparc10 gerechnet.

Bezeichnungen:
Bei der Beschreibung der Ergebnisse verwenden wir die folgenden Bezeichnungen und
Abkiirzungen:

1. maxF steht fiir den maximalen Fehler bei der Eigenwert-Eigenvektor-Berechnung:
z EV zum EW A

maz?

mazF := max ||Az — AJz||
(\z)

2. JOrth gibt an, wie (J-)orthogonal die Eigenvektoren sind:
JOrth = mz}.x1(QT JjQ - J),,j‘

Dabei bezeichnet Q die Eigenvektormatrix.

3. Die Konstante C steht fiir eine reelle Zahl zwischen 0 und 10.

N bezeichnet die Dimension des Eigenwertproblems.

5. DefSumme und DefGSumme beschreiben das Deflationsverhalten:
DefSumme ist die Summe aller vorkommenden Deflationen,
DefGSumme die gewichtete Summe aller Deflationen:

>

DefGSumme = Z De flationsanzahl x M
M

mit M Dimension des aktuellen Teilproblems.
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Die im folgenden gemachten Laufzeitangaben sollen aufzeigen, welche Anderungen im Lauf-
zeitverhalten bei verschiedenen Dimensionen und bei unterschiedlichen Beispielarten auftreten.
Natiirlich sind diese Angaben abhingig vom verwendeten Rechnertyp und den Ausgaben, die
man auf Bildschirm und Festplatte macht. Das hier zugrundegelegte Programm schreibt etwa In-
formationen iiber das Deflationsverhalten und haliches filr statistische Zwecke auf die Festplatte,
bereits der Verzicht hierauf fithrt zu einem schnelleren Programm.

2. Eigenwertprobleme mit J = |

Der in dieser Arbeit vorgestellte Divide-et-Impera-Algorithmus unterscheidet sich von dem
Algorithmus von Bunch, Nielsen, Sorensen und Cuppen auch im Fall J =  — wir verwenden das
von uns entwickelte Eingrenzungsverfahren zur Bestimmung eines EinschlieBungsintervalls fiir
die Nullstellen, wir teilen das Eigenwertproblem so lange auf, bis wir auf der untersten Stufe nur
noch 2x2- und 1x1-Eigenwertprobleme zu 1osen haben. Daher wurden zunichst die bekannten
Testbeispiele fiir das Divide-et-Impera- Verfahren mit unserem Algorithmus gerechnet.

1.2.1 Zufallsmatrizen

Es wurden Matrizen A mit Pseudozufallszahlen in [0, 1] auf Diagonale und Nebendiagonale er-
zeugt sowie mit Pseudozufallszahlen in [-1, 1] auf der Diagonalen, [-£, f] auf der Nebendiagonalen.
Dabei wurde die Startzufallszahl fir den Zufallszahlengenerator festgesetzt, damit die Beispiele
reproduzierbar sind. Die hierzu gerechneten Beispiele lieferten sehr gute Ergebnisse. Als
interessantes Beispiel schauen wir uns das Beispiel mit f = 0.1 und Dimension N = 72 an:

Im letzten Schritt des Divide-et-Impera-Verfahrens, der Losung des 72x72-Problems, kommt es
zu 40 Deflationen nach z-Komponenten, d.h. 40 der z; aus

N2
— k3
*”“)-1‘/’2];;_7
=

sind kleiner als C + 10~2° (mit C=3.29)! Trotzdem haben diese Deflationen keine nachteiligen
Folgen fiir die Genauigkeit:

JOrth < C %107, mazF < C+1071°
1.2.2 Matrizen mit spezieller Bauart
Matrizen mit konstanter Diagonale und Nebendiagonale
L. Matrix A mit: diag[i] = 2, ndiagli] =1, = 1, .,N
2. Matrix A mit: diag[i] = 4, ndiag[i] =1, i= 1, ..,N

Typisch fiir diese Beispiele ist das Fehlen von Deflation nach kleinen z-Komponenten und
die groBe Anzahl von Deflationen nach mehrfachen Eigenwerten in den niedrigdimensionalen
Teilproblemen.

Die Ergebnisse sind auch bei diesen Beispielen sehr gut:

N=200: JOrth<C+107Y, meaF < C+107"°, Laufzeit (PC 386/87) < 1512 sec
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Matrizen mit teilweise kleinen Eintragen in Diagonale und Nebendiagonale

1. Matrix A mit:
o (2 ,i=1,..,4 und i=9,..,N,
diagli] = {2*10-15 ,i=5,..,8
.oa 1 ,i=1..,4 und i=N-I,N
ndiag(i] = {10-15 ,i=5, ..,N -2
2. Matrix A mit:

diagli] = 2, i = 1, ..,N

1 ,i=1,..,4 und =9, ..,N,

107 [ i=5,..,8

Bei diesen Beispiclen finden Deflationen nach Eigenwerten und nach z-Komponenten statt.
Wihrend das erste Beispiel noch recht gutartig ist,

ndiagfi] =

N=200: Orth<C#+10"% mazF < C+10""", Laufzeit (PC386/87) < 1212 sec

gehort das zweite Beispiel zu den kritischen Fillen, die nicht mehr mit der strengen Deflati-
onsschranke C*10~% gerechnet werden konnen. Schon fiir das Beispiel der Dimension N = 6
sind die Eigenvektoren nicht mehr ausreichend orthogonal. Dies liegt daran, daB wihrend der
Nullstellensuche Eigenwerte berechnet werden, die fast gleich sind und fast vollstindig mit dem
Pol iibereinstimmen:

A1 = 1.999999999999 99942
A2 = 2.00000000000000058
Pol = 2.00000000000000000

Zwar sind die Eigenwerte noch gut berechnet worden, die mit Hilfe der direkten Formel erhaltenen
Eigenvektoren des Teilproblems sind aber fast gleich und damit natiirlich nicht orthogonal.
Wihlt man mun stattdessen die Deflationsschranke 3.29*10~!!, so erhdlt man noch gerade
akzeptable Ergebnisse: JOrth < C + 1078, mazF < C 107 (N = 4,...,72). Hierbei
treten Deflationen nach mehrfachen Eigenwerten insbesondere in den Zwischenschritten auf, bei
den Deflationen nach z-Komponenten kommt es zu bis zu 8 Deflationen pro Teilproblem.

3. Matrix A mit: diag[s] = i+ 1078, adiag[i) =1, i=1,..,N.
Bei diesen Matrizen tritt iiberhaupt keine Deflation auf. Bemerkenswert ist, daB die Nullstellen

in diesem Beispiel oft schon durch das Eingrenzungsverfahren (sogar schon durch die Prozedur
Ersteingrenzen) gefunden werden. Die Ergebnisse sind ebenfalls wieder sehr gut:

N=200: Orth<C+10"", mazF < C+107°, Laufzeit (PC386/87) < 1670 sec

4. Matrix A mit:

o 2 ,i=1,..,4

diagl] = {2* 10°5 | i=5..,N

ndiagli] = 1 ,t=1,..,4 und ¢=N-I,N
= 114107 L 5=5,.. N -2

5. Matrix A mit:
diag[i] =

2
2x107° i =5,..,8
ndiag[i]:{l ,z:=1,...,4 und i=N-1,N
10°1° i=5,..,N-2
Dies sind Beispicle mit Deflationen nach Eigenwerten vor allem in den niedrigerdimensionalen
Teilproblemen und einigen Deflationen nach z-Komponenten.
Fiir die erste Matrix erhalten wir

N=200: Orth<C*10"", mazF < C*107%, Laufzeit (PC386/87) < 1840 sec,
fur die zweite dagegen

N=200: Orth<Cx*107Y, mazF < C*10"", Laufzeit (PC386/87) < 1745 sec

1.2.3 Matrizen mit bekannten Eigenwerten

Bei den folgenden Beispielen sind die Eigenwerte bekannt. Unser Algorithmus berechnet die
Eigenwerte so genau, da8 die vom Programm ausgegebenen Eigenwerte fast vollstandig mit den
tatschlichen Eigenwerten iibereinstimmen.

1. Matrix A mit:

diag[i] =0, ndiag[é]= /i(N —i),i=1,..,N

und den Eigenwerten: —-N+1,-N+4+3,-N+5,..,N -3,N -1
Fiir diese Matrix erhalten wir z.B. als Ergebnis:
N=72: Orth<C#+10"®,  mazF < Cx10"77

2. Matrix A mit:

diag[l]=a—b, diag[N]=a+b,
diagli) = e, i =2,..,N -1
ndiagli]=b, i=1,..,N

und den Eigenwerten: Ax = a + 2b cos (%’—;’—"
Hierergibt sich: N =72 : Orth < C#*1078, jazF < C x 1071

Bei beiden Beispielen kommt keine Deflation nach z-Komponenten vor, die Matrizen in (1.)
haben ab N=7 Deflationen nach Eigenwerten fiir die Teilprobleme niedrigerer Dimension, die
Matrizen aus (2.) besitzen pur fiir die Dimensionen N=16, 32, 64 eine wesentliche Anzahl dieser
Deflationen im letzten Impera-Schritt (Reduktion des Nullstellenproblems von Dimension N auf
N/2). Interessant an diesen drei Beispielen ist auBerdem, daB der groBte Teil der Nullstellen
bei der abschlieBenden Nullstellensuche sofort im Eingrenzungsschritt gefunden wird (7, 15, 31
Stiick sogar schon mithilfe der Prozedur Ersteingrenzen).
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1.2.4 Wilkinson-Matrizen

Die Wilkinson-Matrizen WPlus und WMinus
Die sog. Wilkinson-Matrizen hat Wilkinson [68] in seinem Buch “The Algebraic Eigenvalue
Problem” vorgestellt. Es sind Beispiele, bei denen im allg. die Eigenwerte noch gut berechnet
werden, die Eigenvektoren aber die Orthogonalitit verlieren konnen.
Die Wilkinson-Matrizen WPlus und WMinus der Dimension N:= 2M+1 sind folgendermaBen
definiert:.
WPlus:

diagll= ;M1 L i=M+2,..,N

_{M+1—i ,i=1, .., M+1
=1, i=1 . ,N

ndiag(i]

WMinus: diagli]= M +1—i,i=1,..,.N
ndiagli] = 1, i=1,..,N

Die Wilkinson-Matrizen WMinus lassen sich vom Divide-et-Impera-Algorithmus sehr gut lssen.
Deflation nach z-Komponenten findet ab der Dimension N = 33 statt. Ein typisches Beispiel
ist N = 71:
22 Defiationen im 64 x 64 - Teilproblem,
43 Deflationen im 71 x 71 - Teilproblem.
Im letzten Schritt mu8 man also statt 71 Nulistellen nur 28 suchen!
Ganz anders ist die Sitnation bei den Wilkinson-Matrizen WPlus. Sie sind typische Beispiele
dafiir, daB der Divide-et-Impera-Algorithmus zwar noch die Eigenwerte recht gut berechnen kann,
aber nicht mehr alle Eigenvektoren ausreichend orthogonal sind, da Nullstelien unserer Funktion
w mit dem zwischen ihnen liegendem Pol zusammenfallen.
Mit der Deflationskonstanten C*70~2 erhalten wir noch einige akzeptable Ergebnisse, etwa fiir
N =29: Jorth = C %1077, mazF = C * 1076, bei anderen ist dagegen die Orthogonalitit
fast vollstindig verlorengegangen ( N = 33 : Jorth = C %1073, N = 35: Jorth =
C%1072, N = 37: Jorth = C » 10! ), obwohl die Eigenwerte gut berechnet werden:
mazF = C + 10718,
Andert man jetzt die Abbruchkonstante fiir die Deflation nach kleinen z-Komponenten auf
3.29%10~!!, so erhilt man als schlechteste Ergebnisse Resultate in der GréBenordnung der
Deflationskonstanten: Jorth < C * 107 oder Jorth < C * 10~*!. Die Abweichung von der
Orthogonalitit ist also deutlich geringer, der maximale Fehler bei der Eigenwert-Eigenvektor-
Berechnung maxF liegt meist bei C * 10712,

Zusammengesetzte Wilkinson-Matrizen

Recht beliebte Testmatrizen sind auch die folgenden zusammengesetzten Wilkinson-Matrizen.
Die Dimension ist dabei eine durch 21 teilbare Zahl. Dann setzt man Anzahl = N/21. Die
Nebendiagonalelemente im Vektor ndiag sind alle gleich 1, die Diagonalelemente berechnen sich
wie folgt:

zusammengesetzte WMinus-Matrizen:

Fir j = 1, ... , Anzahl bestimme man:

diagli+ (j-1)*21|=M+1—-4,i=1,..,N
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Am Beispiel der Dimension N=63 kann man die Schwierigkeiten mit dieser Sorte von Matrizen
gut erkennen:

Fir N = 63 erhdlt man mit der Abbruchschranke 3.29%¥10~2 nur 4 Deflationen nach z-

Komponenten beim 63 x 63 - Teilproblem. Das Nullstellenverfahren muB also jetzt 59 Nullstellen
der Funktion

2

59
2

w(z) =1 p&ag—x
finden. Dies ist nicht einfach, denn 38 Koeffizienten der Nullstellenfunktion sind 4uBerst klein:
0 < 2} < C *10~%. Die Nullstellen werden trotzdem noch recht gut berechnet. Vergleicht
man sie mit den Polstellen der Funktion w, so stelit man fest, daB der weitaus groBte Teil dieser
Eigenwerte sehr nahe an den Polen liegt (dies gilt fiir 50 von 63 Eigenwerten, aber nur 4 sind
durch Deflation entstanden!). Von diesen Eigenwerten liegen wiederum 30 Stiick paarweise sehr
nahe beieinander. Dies erklirt das schlechte Orthogonalititsverhalten der Eigenvektormatrix:
Jorth = C + 107, wihrend mazF = C % 10~1# gilt.
Durch Herabsetzen der Abbruchschranke auf 3.29*10~!! kann man die Orthogonalitit der
Eigenvektormatrix deutlich verbessen; man erhillt Jorth = C + 10~'°, wahrend mazF —
C + 1071 gilt. Dabei steigt die Anzahl der Deflationen deutlich an: 42 Stiick beim 63 x 63 ~
Teilproblem im Gegensatz zu 4 vorher,
Diese Beispiele wurden fiir N=21, 42, 63, ... gerechnet. Ab N=42 beginnt der Verlust der
Orthogonalitit (mit JO7th > 2 + 10~7), wihrend der maximale Fehler maz F < C*1071 jst.
Fir N >168 kommt es zum vollstandigen Verlust der Orthogonalitit.

zusammengesetzte WPlus-Matrizen:
Fur j =1, .. , Anzah! bestinme man:

M+1-i |i=1,.. M+1

diag[z'+(j—1)*21]:{i~M_1 im M2 N

Diese Matrizen sind etwas gutartiger, aber auch bei ihnen kann es zum Verlust der Orthogonalitit
kommen. Man erhilt fiir N=21, 42 ,... , 252 mit der Deflationsschranke C * 10~2° die folgenden
Ergebnisse:

C+1071 < jOrth < ¢+ 1074
C*107 < mazF < C 10~ 13

3. Eigenwertprobleme mit J ungleich |

1.3.1 Zufallsmatrizen

Da ein mit Zufallszahlen erzeugtes Paar meist nicht positiv definit sein wird, muB man spezielle
Konstruktionen entwickeln, die die Positiv-Definitheit gewdhrleisten Wir verwenden hier ein
positiv definites Paar (A, J), wobei A eine spezielle Tridiagonalmatrix ist und J Diagonalmatrix
mit +1 und —1 auf der Diagonalen. Dabei ist
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as 0 .

bz as 0

0 b3 .
. 0
0 bpo1 Gn

6 = lgl (26 - D i=1,mn
b= g2 (265 - 1),i=1un-1

untere Dreiecksmatrix

mit £, & Folge (gleichverteilter) Zufaliszahlen in [0, 1], €,%,91,92 vorgegebene Zahlen.
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1.3.2 Matrizenpaare aus der Physik

Es wird das Paar (A, J) erzeugt, wobei A spezielle Tridiagonalmatrix und J Diagonalmatrix mit
diag(J) = (+1, —I, +1, —1, ... ) ist. A hat dabei die folgende Gestalt:

o L 0 . . . . 0
11 d] T1 0
0 T 0 lg .
A= 0 I do r
T2
Tm~1 0
Tm—-1 0 in
0 0 lm  dp

m-—j+2 . m-—3j
b= (mt DT K ey

und m = N/2 mit N Dimension von A. (Sinnvollerweise sollte N gerade sein.)

Dieses Matrizenpaar ergibt sich aus der Linearisierung eines quadratischen Eigenwertproblems,
welches die geddmpften Schwingungen eines Systems von m Massen beschreibt.

Fir d = d;, j = 1,..., m ist die Dampfung proportional, und die Eigenwerte sind exakt bekannt:

1 s
i 19i= =l — 2 _ 1 2-21—) it 4=1...
A2j-1,2 2( di\/d 6(m + 1)“sin Am+ D) mit j=1,..,m

Fir das Beispiel in der folgenden Tabelle wird eine GroBe a := 4(M + 1) 4+ 6 bestimmt und
die von null verschiedenen Diagonalelemente von A, die d;, gleich a gesetzt. Das entstehende
Eigenwertproblem hat dann nur reelle Eigenwerte. Durch eine andere Wahl von a kénnen auch
Eigenwertprobleme mit einem oder mehreren komplexen Eigenwerten erzeugt werden.

Die Ergebnisse zu diesen Beispielmatrizenpaaren sind sebr gut, wie man der folgenden Tabelle
entnehmen kann:

Zufall izen { Di JOrth maxF DefSumme | DefGSumme | Laufzeit
) (PC 386/87)

gl=1, g2=1 N=128, <C=*10718 <C*10718 50 5824 400 sec

kappa =2 N=256 <Cx107Y <C#*107Y 283 57792 2404 sec

J=diag(+1.-

1+1-1,.)

eps=1E-2

wie oben, N=128, <Cx 10~ <Cx 10-17 48 5568 4038sec

aber: N=256 <Csx107% <Cx107Y7 270 54976 2428 sec

eps=1E-8§

wie oben, N=128, <Cx107% <C#10718 48 5568 401 sec

aber: N=256 <Cx107% | <Cx10717 270 54976 2427 sec

eps=1E-16

g1=2, g2=4 N=128, <c+107® | <Cce107 |81 9408 359 sec

kappa=6 N=256 <Cx107Y <C+1071° 367 3392 2276 sec

J=diag(+1,-

141-1,..)

eps=1E-2

wie oben, N=128, <C*10718 <C 107V 81 9408 359 sec

aber: N=256 <c+10717 l<cxromre |367 3392 2276 sec

J=diag(-1,+1,-

1+1,..)

Eingabe- Dimension JOrth maxF 2-Deflations- Laufzeit auf
unit konstante einen PC486
a:= 4(K+1)+6 300 < C %1077 <Cx107%% 3.29E-20 1291 sec.
mit K:= N2 500 3702 sec.

1.3.3 Wilkinson-Matrizen mit J ungleich I

Die Wilkinson-Matrizen WPlus gehoren, wie wir bereits gesehen haben, zu den fiir das Divide-
Verfahren besonders kritischen Matrizen, da es bei vielen Beispielen schon in den Dimensionen
von 5 bis 73 zum Verlust der Orthogonalit4t zwischen Eigenvektoren kommt. Um zu testen,
wie sich das Verfahren bei solch kritischen Matrizen fiir J ungleich I verhilt, wurde die Matrix
I an einer Stelle durch eine -1 abgedndert und erhiit den Namen J. (Da schon die urspriingliche
Wilkinson-Matrix nicht positiv definit ist — sie hat einen negativen Eigenwert und sonst nur
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positive Eigenwerte — gibt es auch Beispiele mit J ungleich I, die nicht mehr positiv definit
sind.)

a) Beispiele mit Jy; = -1 und Beispiele mit Jyy = -1:

Das Verhalten dieser Matrizenpaare gleicht dem der Beispiele im Fall J=I, die Ergebnisse sind
fiir die verschiedenen Dimensionen unterschiedlich gut, aber es kann zum vollstindigen Verlust
der J-Orthogonalitit kommen:

N =127: mazF < C 1078, JOrth< C 107V
N =201: mazF < C#107°, JOrth < C 107

N=101 J=1 JiLil =-1 JINN] = -1
JOrth C*1072 C*1072 C*1072
maxF Cx107%° C 10716 Cx107%
Deflationen M= 64: 12 Defl. M = 32: 1Defl. M = 64: 12 Defl.
M= 37: 11 Defl. M =64: 12 Defl. M= 37: 11 Defl.
M = 101: 26 EW-Defl, | M =37: 11 Defl. M = 101: 14 EW-Defl,,
27 Defl. M = 101: 14 EW-Defl., 39 Defl.
39 Defl.
Laufzeit: PC386 180.32 sec 181.31 sec. 180.76 sec.

b) Alle Diagonalelemente von J sind 1, bis auf eines mit Wert -1:

Wir legen eine Dimension N fest und lassen die eine Minuseins alle Positionen auf der Diagonale
von J durchlaufen. Wenn wir dabei eine Dimension N wihlen, fiir die schon im Fall J=I die
Orthogonalitit fast verlorengeht, so erhalten wir fitr einige i kritische Eigenwerte im Definitheits-
intervall, wenn eine oder beide Nullstellen mit den Polstellen, die die Grenzen des Intervalls bei
der Nullstellensuche bilden, tibereinstimmen. Die Ubereinstimmung ist teilweise so groB, dag
in der Prozedur zur Eigenvektorberechnung die Meldung “Division durch null” erscheint und
Turbo Pascal die Rechnung abbricht. Wie im Fall J = I kann durch Wahl einer weniger strengen
Deflationsschranke ein brauchbares Ergebnis erzielt werden.

4. Beispiele mit Datentyp Single

Wir hatten gesehen, daB es bei einigen ausgesuchten Beispielen zum Verlust der Orthogonalitiit
bzw. der J-Orthogonalitit kommen kann. Eine Moglichkeit, mit diesem Problem fertigzuwerden,
ist die Verwendung von doppelter Rechengenauigkeit in den kritischen Rechenschritten der
Nullstellensuche und Eigenvektorberechnung.

Dazu haben wir diese Beispiele mit Datentyp single berechnet und anschlieBend mit single und
double bei den kritischen Rechenschritten.

Bei der Single-Double-Version unseres Algorithmus kam es in keinem dieser Beispiele mehr zu
einem Verlust der J-Orthogonalitit.

Zur Veranschaulichung sei hier das Beispiel von Wilkinson-Matrizen mit J ungleich I angegeben:
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Beispiel single single-double
N=51: J hat bis auf eine C#1077 < JOrth < C+10™2 JOrth < C* 1077
-1 nur +1 auf der Diagonalen C+107° < mazF < C#*10~* C+107° < mazF < C %105
N=7 bis 119, C*1077 < JOrth < C %1072 JOrth < C #1077
N ungerade, 1J;,; = -1 Cx107" < mazF < C+1072 C*107° < mazF < Cx10™*

5. Annéhern an die Indefinitheit und der nicht positiv definite Fall

Gegeben sei ein Paar (T, J) mit T Tridiagonalmatrix, deren Elemente “zufillig” erzeugt wurden.
Man bestimmt zunéchst Zahlen aynen und aoben, fiir die das Paar (T — aunen*1, J) positiv definit
ist und das Paar (T — agpen*1, J) nicht.

Ausgehend vom Intervall [ayneq, 2oben] Wird der Mittelpunkt a des aktuellen Intervalls berechnet
und T — a*I gebildet. Dann wird das Paar (T —a*], J) auf positive Definitheit untersucht und
dem Ergebnis entsprechend das Intervall [augen, aoben] modifiziert: Ist das Paar positiv definit,
SO setzt man aypen = &, SOOSt Aopen = a.

Dies wiederholt man solange, bis die Intervallbreite eine gegebene Konstante unterschreitet. In
der folgenden Tabelle bedeutet Start-Def das Definitheitsintervall zu Beginn der Iteration und
End-Def das Intervall am Ende der Iteration.

Definitheitsintervall N JOrth MaxF
Start-Def [-1.9168 x 107%,0.43] 8 C+1071° C %1071
End-Def [0.219417484...,0.219417494..] Cx107¢ Cx1071°
Start-Def [0.01133989,0.001696683] 16 C 1071 C+1071°
End-Def [~0.007030721...,—0.0070307208...] Ccx1077 Ccx10717
Start-Def [-3.393+107°,1.0112x 1074 32 C 10717 Cx107®
End-Def [2.005074 % 107°,2.005089 + 107%] C%107° Cx107
Start-Def [~4.13%107°,5.67+107¢] 64 C #1078 C 1018
End-Def [—2.945538... 10°, —2.945533...+ 10~9] C*107° Cx1071¢
Start-Def [~2.85+1077,6.46 x 1079 72 Cx10717 Cx10717
End-Def [2.679924...x 107%,2.679928.. 10~°] C+107° Cx1071°
Start-Def [-8.83+107%,2.490 + 10729 100 | Ccx1078 C*10718
End-Def [-5.7062352+ 10~%,5.706235 1+ 10~¢] Cx1077 C*10718
Start-Def [-1.26%107°,~7.12+ 1072 200 |cx107 Cx107Y7
End-Def [-5.3418..x 107!, —5.3403 4 1071 cx1071 C 10~

Die Matrizenpaare aus der Physik aus 1.3.2 konnen gut als Beispicle fiir Tests auf positive
Definitheit eines Matrizenpaares verwendet werden; je nach Wahl des Parameters a haben diese
Paare nur reelle oder auch reelle und komplexe Eigenwerte, die man direkt angeben kann:
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Fir ¢ = 44sinf; sind sehr viele Eigenwerte des Problems komplex; der Divide-et-Impera-
Algorithmus entdeckt fiir die Dimension N = 4 bis 72, N gerade, bereits bei den 2x2-Problemen,
daB das gegebene Matrizenpaar nicht positiv definit ist.

Fir a = 4+ (5 + 1) — 6 sind mur einige Eigenwerte komplex:

2x2-Paar nicht pos.def. kein Definitheitsintervall fir kein positiver Wert im
2x2-Paare Definitheitsintervall beim
Teilproblem der Dim. M

N=4 kein Beispiel M=4:

fiir N = 6 bis 10, 16
M=38:

fir N = 12, 14, 18 bis 42
M= 16:

fir N = 44 bis 72

Fir verschiedene Dimensionen N wurden Beispiele gerechnet, bei denen @ aus einem Intervall
[@komples; Greeit] gewhhlt wird mit @ := (Gkomplex Greelt )/2; fUI Gkompler bat das zugehorige
Eigenwertproblem auch komplexe Eigenwerte, flir a,..; nur reelle. Je nachdem, ob fur das
so berechnete a auch komplexe Eigenwerte oder nur reelle vorliegen, ersetzt a dann einen
der Randpunkte des Intervalls. Fir das so bestimmte neue Intervall legt man wieder a fest,
usw. Durch dieses “Intervallhalbierungsverfahren” entsteht ein immer kleineres Intervall fiir
a, Eigenwertprobleme mit nur reellen Eigenwerten und die mit auch komplexen Eigenwerten
nghern sich immer stirker an.

Das Divide-et-Impera-Verfahren entdeckt die Fille mit komplexen Eigenwerten, je kleiner das
Intervall fiir a wird, desto spater, schlieBlich erst beim abschlieSenden NxN-Teilproblem. Das
Definitheitsintervall fiir die Beispiele mit reellen Eigenwerten wird immer kleiner, man arbeitet
sich immer mehr auf einen doppelten Eigenwert im Definitheitsintervall vor, dabei geht die J-
Orthogonalit4t allmihlich verloren (was auch nicht anders zu erwarten ist, da sich die Eigenwerte
im Definitheitsintervall nicht mehr geniigend unterscheiden, um J-orthogonale Eigenvektoren
liefern zu konnen: C * 10-* < mazF < C * 107'3, JOrth steigt an bis zum Verlust der
J-Orthogonalitit).

Dieses Intervallhalbierungsverfahren endet, wenn sich Anfangs- und Endpunkt des Intervalls fidr
a im Rahmen der moglichen Genanigkeit nicht mehr unterscheiden.

Bei Zufallsmatrizen A und J=diag(+!,-1,+1,-1,...) wird meist schon sehr frith entdeckt, ob das
Paar (A, J) nicht positiv definit ist:

N Versuchsanzahl 2x2-Paar nicht pos.def. | Definitheitsintervail ex. | Keint P itiver Wert im
nicht fiir 2x2-Paare Definitheitsintervall
beim Teilproblem der
Dim. M

40 50 43 Beispicle 4 Beispicle M=4: 3 Beispiele
72 50 46 Beispicle 4 Beispiele

Bei den Beispielen mit fester Startzahl fiir den Zufallszahlengenerator und wachsender Dimension
ergibt sich folgendes Verhalten:
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2x2-Paar nicht pos.def. kein Definitheitsintervall fiir kein positiver Wert im
2x2-Paare Definitheitsintervall beim
Teilproblem der Dim. M
N = 16 bis 72 kein Beispiel M=4:
fir die Dimensionen N = 4 bis 15

6. Ergebnisse fir “groBe” Matrizen

Fiir die Dimensionen N = 16, 64, 256 wurden je 400 Beispiele mit Pseudozufallszahlen auf einer
Sun-SPARCI10 gerechnet , 160 Beispiele fiir N = 512 sowie 20 Beispiele fiir N = 1000 (man
beachte, da8 die Rechengenauigkeit geringer als beim PC ist, namlich nur etwa 16 Stellen):

Dimension JOrth maxF Defsumme D DefGSumme Zeit in sec.
DG

N=16 C»10716 < C*10-1% < 0 0 0< Zeit< 1
JOrth < mazF <
C*1078 C+10712

N=64 C*x1071 < C+107¥ < 1<D<L2 64 < DG < 2< Zeit < 4
JOrth < mazF < 1600
C %1071 C+10712

N =256 Cx107% < C*1071 < 316 < D <424 | 61728 < DG K | 93 < Zeit <
JOrth < marF < 76416 100
C»1072 Cc+10~H

N=512 C+107M < Cx1071 < 1103< D < 349568 < 806 < Zeit <
JOrth < mazF < 1263 DG < 384544 | 840
C*1071 Cx10~1

N = 1000 Cx107H < C 107 < 3153< D < 1617552 < 6290 < Zeit <
JOrth < mazF < 3358 DG < 1654408 | 6323
Cx1071 Cx10712

7. Konditionszahlen

Fiir eine diagonalisierbare Matrix A hingt die Empfindlichkeit der Eigenwerte gegenitber
Storungen von der Matrix der Eigenvektoren ab, mit der A auf Diagonalgestalt gebracht wird
(vgl. Satz von Bauer und Fike, etwa im Buch von Bunse-Gerstner [17]). Aus der Abschitzungen
im Satz von Bauer und Fike leitet man die folgende Definition der Eigenwert-Konditionszahl
einer diagonalisierbaren Matrix A ab:

Ky(A): ”T”2HT—1”2

= min

TeMnn(C), TAT-? diagonal
Fir normale Matrizen gilt K»(A) = 1, da sie mit unitiren Matrizen auf Diagonalgestalt
transformiert werden kénnen. (Statt der hier verwendeten euklidischen Norm kénnen auch andere
Normen verwendet werden.)
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Bei dem in dieser Arbeit behandelten Eigenwertproblem Az = AJz ( mit positiv definitem Paar
(A, J) ) sind die Eigenvektormatrizen nicht mehr orthogonal, sondem nur noch J-orthogonal, d.h.
fiir eine Eigenvektormatrix gilt: Q7 JQ = J. Nach dem Korollar A.2 aus [63] haben die das Paar
(A, J) diagonalisierenden, J-orthogonalen Matrizen Q alle dieselbe euklidische Konditionszah!

Ka2(4,7) = IRII:|1Q7]], = IRl |17Q7 I, < liQll;
und fiir alle anderen diagonalisierenden Matrizen ist die Kondition schlechter, vgl. [65].

Die Berechnung von K3(A,J) ist recht aufwendig, aber wir knnen stattdessen die folgende
Abschitzung fiir die euklidische Kondition von Q verwenden (vgl. Veseli€ [63 ], Theorem A.3):

TrA - (f; a —"ijm,\;)

=1 i=1

-1 '
1QU[1Q 7], < Keona@) 1= n+ 2Laenge des De finitheitsintervalls
Unser Divide-et-Impera-Verfahren teilt das Ausgangsproblem bekanntlich in Teilprobleme auf und
setzt diese schrittweise wieder zusammen. Dabei mtssen Eigenwertprobleme der Dimensionen
M < N gelost werden. Fiir die zugehorigen Eigenvektormatrizen Q berechnen wir ||Q||Z =
max ||g:||* und K .onq(Q) und bestimmen jeweils den maximalen Wert (maximal ..) davon.
AuBerdem merken wir uns das Ergebnis fiir den abschlieBenden Fall M = N (final ...). Die

Quotienten
mazimal Knd(Q) mazimal ||Q||§

5= final Keond(Q) Q= final ||QI1?

stellen dann ein MaB fiir die Stabilitdt der Eigenvektoren da (vgl. Veseli€ [63]). (Sie zeigen
an, wenn im Verlauf des Verfahrens in einem Zwischenschritt die Kondition gréBer wird als
die Kondition der abschlieBend berechneten Eigenvektormatrix; ein solches Verhalten deutet auf
mangelnde Stabilitat des Algorithmus zur Eigenwert-Eigenvektor-Berechnung hin. Bei einem
guten Verfahren sollten die obigen Werte in der GroBenordnung von 1 sein, da der groSte Wert
eigentlich im NxN-Schritt angenommen werden miiBte.)

Weiter bestimmen wir das Maximum fiber alle Eigenvektoren der Teilprobleme des Quotienten
aus J-Norm und euklidischer Norm

e e €8
' Eigenvektor q qTq :

Beispiel Ce G 7
Zufallsmatrizen
N = 100: 1.1864 1 1
N =200: 1.3236 1.042 1
Wilkinsonmatrizen
mit] <1 8 1.00000004 1
N = 100:

(kritisches Beispiel)

Matrizenpaare aus der
Physik

N = 100: 1 1.284 1
N =200: 1 1.396 1
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2. Ergebnisse fiir den verallgemeinerten
Wilkinson-Algorithmus

Das verallgemeinerte Wilkinson-Verfahren haben wir fiir Matrizenpaare (A, J) getestet, bei denen
die Matrix A eine Diagonalmatrix mit einem oder mit drei Rindern ist. Positiv definite Beispiele
erhalten wir zum Beispiel, wenn wir

A=HH  +el+xd, £>0, kef\{0}, J= diag(+1,~1,41,-1,...)

bilden, wobei die Matrix H eine Diagonalmatrix mit einem oder drei Rindern ist, deren von null
verschiedene Elemente Zufallszahlen sind.

N JOrth maxF
ein Rand an Positionl, S bis 69 JOrth < Cx10~18 mazF < C*16718
k=2, ¢=001 h )
¢in Rand an Position 2 5 bis 69 JOrth < C % 10-18 mazF < C+10718
k=2,¢=001 -
drei Rinder, 5 bis 69 ohne JOrth < Cx 10718 mazF < C+1071
an den Positionen 1,2, 3 | 50, 59, 64-67, 69 -
K=2,¢=001 mazF £ C %1077
50, 59, 64-67, 69

3. Ergebnisse fiir den zusammengesetzten
Divide-et-Impera-Algorithmus

Bei den Beispielen fiir das zusammengesetzte Divide-et-Impera-Verfahren haben wir uns auf die
Behandlung von berandeten Tridiagonaimatrizen mit einem Rand beschrénkt; die wesentlichen
Ideen des Programms werden bereits fiir diesen einfachen Fall deutlich, und eine Realisierung
auf dem PC ist trotz einiger Speicherplatzproblemen gerade noch mbglich.

Das zusammengesetzte Divide-et-Impera-Verfahren liefert schr gute Ergebnisse, wenn man es
al{f positiv definite Paare (A1g, Jyg) mit A7g berandete Tridiagonalmatrix mit einem Rand, Jrg
Diagonalmatrix mit +1 und —1 auf der Diagonalen anwendet. Als typische Testpaare wurden
die folgendermaBen konstruierten Matrizenpaare (A1g, Jir) ausgewihit:

A=H+HT fexI+r+J, keR\{0}, £ > 0,
mit H Bidiagonalmatrix mit Rand, z.B. fiir N = 5 und Rand an Position 1:

dl bz b3 b4 65
0 d» es 0 0O
H= 0 0 d3 Cq 0
0 0 0 d4 Cs
0 0 0 0 dgs
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Die Elemente von H sind Pseudozufallszahlen aus (-1,41), J = diag(+1,-1,+1,...).
Man erhilt folgende Ergebnisse:
a) Aqg Tridiagonalmatrix mit Rand an Position 1, J = diag(+1,-1,41,...):

JOrth < C 107, mazF < C 1077
b) Arr Tridiagonalmatrix mit Rand an Position N div 2, J = diag(+1,-1,41,...):

JOrth < C * 107", mazF < C %107

Besonders interessant sind Eigenwertprobleme (A1, J1r), die durch feilweise Tridiagonalisierung
eines Paares (A, J) mit A symmetrische, vollbesetzte Matrix und J = diag(+1) entstehen. Fir
unsere Tests wurden solche positiv definiten Paare (A, J) folgendermaBen konstruiert:
Zunichst erzeugt man eine beliebige symmetrische Matrix M = (mi;); ;o n» berechnet
Mmaz = n}:;x jmi;| und definiert A”:= M + A*Imit A := n¥ Mmaz+¢, € > 0 beliebig kiein.
Die so erzeugie Matrix A’ ist positiv definit. Um ein positiv definites Matrizenpaar zu erhalten, bei
dem A im allg. nicht positiv definit ist, setzt man A := A'+ 8% J, BeR\{0}, J = diag({,~1)
mit Dimension von I gleich

. N1 41, Nungerade
dim = { %2, Ngerade
(Bei den unten beschriebenen Beispielen wird € = 0.01 und § = 2 gewihit.)
Durch Anderung des ersten Konstruktionsschrittes des Matrizenpaares (A, J) bekommt man
Beispiele, die wahrend des Tridiagonalisierungsvorganges fir die erste Zeile und Spalte einen
kritischen Wert annehmen :

N

2 -
Z“n‘ *Ji

i=2
Man erzeugt einfach eine beliebige symmetrische Matrix M mit

laf := ~ 0, abera1; #0,i=2,..,N

N
ap = Zm%i*j; = 0.

=2
Dann gilt auch fiir die Endmatrix A , da « ungefihr gleich 0 ist.
Bei solchen Matrizen ist es sinnvoll, die erste Zeile und Spaite nicht zu transformieren; der
Tridiagonalisierungsproze8 erzeugt dann eine Tridiagonaimatrix mit Rand an Position 1.
Die Frage ist nun, wann man o als fast null ansieht. Beispicle zeigen, daB bereits a-Werte der
GroBenordnung 10~ 1° #uBerst kritisch sind, selbst ein o der GréBenordnung 0.01 produziert noch
bemerkbare Rechenungenanigkeiten. Um ganz sicher zu gehen, solite man Zeilen und Spalten
nicht mehr wihrend des Tridiagonalisierungsprozesses transformieren, wenn « < 0.5 ist. (In den
folgenden Beispielen wurde 0.6 als Schranke gewihit.)

1. Zufallsmatrizen mit ay = C*10~19:
Bringt man das Paar (A, J) auf Tridiagonalgestalt, so sind bereits die Ergebnisse des Tridiagona-
lisierungsprozesses so schlecht, daB eine vollstindige Tridiagonalisierung nicht sinnvoll erscheint
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(z.B. gilt fiir N = 20, wenn wir mit H die Transformationsmatrix fiir die Tridiagonalisierung
bezeichnen:
Jmaz fehler : = max |(HTJTRH - J)ij' =C 1077
HJ
Amaz fehler: = ma_x’(HTATRH - A)‘jl =C«10%
kv
Fiihrt man nur eine teilweise Tridiagonalisierung durch, so daB die erste Zeile und Spalte von
A nicht transformiert wird (eine Zeile und die zugehorige Spalte bleibe erhalten, wenn das

zugehtrige a < 105 ist), so erhilt man berandete Tridiagonalmatrizen mit einem Rand an
Position 1.

(velativ) gute Ergebnisse | "ertragliche” Ergebni: hlechte Ergebni:
Dimension N 5-10, 12, 13, 19-23, 29, 14, 28, 40, 50 11, 24, 25, 27, 30, 38, 39,
31-37, 41 4249
Tridiagonalisierung Amaz fehler < C+107! | Amaz fehler < Cx107 ¥ <
JJmaz fehler < Cx107%8 Amaz fehler < C * 1077
C*107Y JJmaz fehler < C*x10718 <
C %1077 JJImaz fehler <
C+1071
zusammengesetztes mazf < C» 10711 mazf < C %1071 C*107° < mazf <
Divide-et-Impera JOrth £ C x 1071 JOrth < C+1071 Cx107°
C 1071 < JOrth <
Ccx107H
Gesamtprobe <Cx10-11 =Cx1071° Cx10° < G<Cx*10~°

Das schlechteste Ergebnis ergibt sich fiir N = 42:

Tridiagonalisierung zusammengesetztes Gesamtprobe
Divide-et-Impera-V.

Amaz fehler = C %1078 mazF = C%10™° C%1078

JJmaz fehler = C * 1074 JOrth = C %10~}

Eine Erkldrung dafiir findet man, wenn man sich die Gré8en « in den einzelnen Rechenschritten
ansieht: dabei befinden wir uns im Schritt Nr. i, wenn die Transformation der i-ten Zeile und
Spalte ansteht; aufgelistet werden hier nur die “interessanten” Schritte:

Schritt 1: a = C % 107% : Diese Zeile und Spalte werden nicht transformiert

Schritt 6: o = C * 10~ : Durchfithrung der Transformation

Schritt 26: a = C * 103 : Durchfithrung der Transformation

Schritt 28: a = C # 103 : Durchftihrung der Transformation

Schritt 30: a = C * 10~ : Durchfiihrung der Transformation
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Treten GroBen a der GroBenordnung C + 10~* oder auch C * 10~3 wibhrend des Tridiagonalisie-
rungsprozesses auf, so muB bereits mit relativ ungenauen Endergebnissen gerechnet werden.

2. Zufallsmatrizen mit apm= C*0.001:

Die so erzeugten Beispiele sind ebenfalls kritische Beispiele, wenn man (A, J) vollstandig
tridiagonalisiert; zwar liegt die kritische GroBe fiir o fiir die erste Zeile und Spalte nur bei
C*0.001, aber im dritten Schritt zur Transformation der dritten Zeile und Spalte treten je nach
Dimension o—Werte der Groenordnung C * 1075 oder gar C + 107 auf.

Schon ab der Dimension N = 14 sind die Tridiagonalmatrizen Arg stark verfalscht; das verallge-
meinerte Divide-et-Impera-Verfahren kann von diesen ungenauen Daten ausgehend keine guten
Eigenwert- und Eigenvektornzherungen mehr berechnen.

Um gute Ergebnisse bei der teilweisen Tridiagonalisierung zu erhalten, verzichten wir jetzt auf
die Transformation einer Zeile und Spalte, wenn a < 0.01 ist. Dies hat nicht nur Auswirkungen
auf die erste Zeile und Spalte von Atg, sondem auch auf die weiteren Schritte:

Dazu schaue man sich z.B. das Beispiel mit N = 19 an:

e e e

vollstindige Tridiagonalisierung Tridiagonalisierung:
keine Transformation fiir o < 0.01:

Schritt 1: | o ~ —4.001 %103 a =~ —4.001%10"°

Schritt 3: a = 1.027%107° —

Schritt 13: | o ~ —5.558%107° —

Schritt 15: | o ~ —8.72 % 102 —

Schritt 17: | o = 5.27+107° —

Amaez fehler = C #1077 Amazfehler = C % 1071°

JJImaz fehler < C 107 JJmaz fehler < C %1078

Durch Verzicht auf die Transformation der ersten Zeile und Spalte werden auch die folgenden
Transformationen fiir die restliche Matrix weniger kritisch.

Welche Ergebnisse ergeben sich, wenn man Zeile und Spalte wihrend des Tridiagonalisierungs-
prozesses stehen 148t, wenn a < 0.01 ist?

Jetzt kann es passieren, daB mehrere Zeilen und Spalten nicht transformiert werden; dies ist der
Fall fiir N = 11, 14, 24, 25, 27, 28, 29, 30, 32, 34, 38, 39, 40, 42, 43, 45-48.
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Zusammengesetztes mazf < C*1071 mazf=C »1071° mazf=C %10™°
Divide-et-Impera-V. JOrth < C + 1071 JOrth = C 107 JOrth < Cx 1071
Gesamtprobe Cx1077 <G < =C 10710 =C%107°
C10™1

3. Zufallsmatrizen:

Die Matrix A wurde aus einer Matrix M mit Pseudozufallszahlen als Elementen so konstruiert,
daB das Paar (A, J) positiv definit ist. Bei diesen Beispielen wiirde man zunichst erwarten, daB
der Fall eines kleinen o wahrend des Tridiagonalisierungsprozesses so gut wie nie auftritt.
Sehr kleine a—Werte (a kleiner C*10—1%) sind in der Tat unwahrscheinlich, aber a— Werte
der GréBenordnung C*0.01 und C*0.001 sind relativ haufig, fiir die Dimension N = 33 erhalten
wir a = 10~° im 5. und 17. Transformationsschritt. Dies hat natiirlich Auswirkungen auf die
Genauigkeit der Losungen des Eigenwertproblems.

Fiir N g!eich ?1 und 41 sieht man die unterschiedlichen Ergebnisse, je nachdem, ob eine
vollstindige Tridiagonalisierung durchgefithrt wurde oder bei a < 0.01 oder schon bei o < 0.6
auf Transformationen verzichtet wurde. (Mit RandNR bezeichnen wir die Position des Randes.)

(relativ) gute Ergebnisse | ertragliche Ergebni hlechte Ergebni
Dimension N 5-10, 12,13, 15-23, 26, 31, | 50 44, 49
33, 35-37,41
Tridiagonalisierung Amazfehler < C+1071% | Amazfehler < Amaz fehler = Cx10™12
JJmaz fehler Cx1071 JJmazfehler =
cx107Y JJImag fehler = C %1017
C %1078

N=31 vollstindige Abbruch bei 0.01 Abbruch bei 0.6
Tridiagonalisierung RandNr. =27 RandNR. =5
AmaxF, C*1071 Cx1073 C 10716
J¥maxF. C 10717 C %1047 C 10718
maxF C+10713 Cx10"4 C*107%
JOrth C %1071 C*1071 C 10716
GesamtF. C*107%2 Cc+107H Cx10718
N=41 vollstindige Abbruch bei 0.01 Abbruch bei 0.6
Tridiagonalisierung RandNR. = 5 RandNR. = 3
AmaxF. C 10710 Cx1071° Cx107%¢
JImaxF. C #1071 C*107% C+10718
maxF C %1071 Cx1071° C*1071
JOrth C+101* C*10-13 C %1018
GesamtF. C «10°1°0 Cx1071° Cx1071°
N=70 vollstindige Tridiagonalisierung Abbruch bei 0.1
RandNr. = §
AmaxF. C*10712 C 1071
JJmaxF. C*10717 C*107Y7
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maxF C #1071 Cx107M
JOrth Cx10~¥ Cx10"1
GesamtF. C %10~ Cx1071
N=80 vollstindige Tridiagonalisierung Abbruch bei 0.1
RandNr. = 5
AmaxF. C 1071 Cx1071
JImaxF. Cc*107¢ C+107%
maxF Cx1071° C x10-13
JOrth Cx1071* Cx1071¢
GesamtF C x10~10 C*10713

Vergleicht man das Laufzeitverhalten bei vollstindiger Tridiagonalisierung und anschlieSendem
verallgemeinerten Divide-et-Impera-Verfahren mit dem bei teilweiser Tridiagonalisierung und

zusammengesetztem Divide-et-Impera-Verfahren, so erhdlt man etwa:

Laufzeitverhalten

18
16
14
12

10 Zeit
8 in Minuten

X

{3 Siemens-Vekt,

Siemens-Sk.
|
| M pc/a86 DX 50
| O pcuase pxso
|

N vollstindige teilweise Divide-et-Impera zusammen-
Tridiagonalisierang Tridiagonalisierung gesetates

(1 Zeile und Spalte bleibt Divide-et-Impera
stehen)

40 58 56 24 42

60 289 280 55 115

80 {911 893 151 239

100 | 2215 2171 242 556

L 2 O sun Ipx
Lo
n Dimension des {verallg.) Eigen-
wertproblems 8 o
® 3
£t 38
e 2
n
<
Laufzeitverhalten
PC/486 DXS0 PC/486 DX 50 SUN IPX Siemens-Sk. Siemens-Vekt.
(Turbo Pascal) (Laufzeit optimiert) (user = real) {realiuser) (realfuser)
(extended) {GNU C double) (GNU C double) (C real) (C VP real)
n=100 0:28,17 min 0:10 min 0:13,2 min 0:02,5 min/0:50 min 0:02 min/ 0:21,65 min
n=150 1:54,68 min 0:37 min 0:44 min 0:07,7 min/2:22 min 0:04,44 min/ 0:50,9 min
n=200 3:30,47 min 1:11 min 1:18 min 0:15 min/5:44 min 0.08 min/ 1:20,66 min
n=250 6:26 min 2:06 min 2:17 min 0:27 min/8:22 min 0:14,2 min/2:26 min
n=300 14:59,24 min 4:58 min 5:21 min 0:56 min/13:00 min 0:38,74 min/5;42 min
n=350 6:37 min 7:13 min 0:57,3 min/6:33 min
n=400 10:01 min
n=500 17:31 min
7=600 - - [
|
n=700 |
n=800 j
n=900

n=1000




Zusannenhang zwischen Anzahl der Deflationen und Rechenzeit

zs

106G .00
Zait
929.00
98.00
#7.00
96 .00
95.00
94.00

93.00

fAegressionskurve erster Art, Divide—et—Inpera-Rlgarithnus, N=256

92.00 ——
?1.00
4 Defl
#9.00 —————+— 4+ L I B A s I
300.0 320.0 340.0 360.0 380.0 420.0 440.0
Regressionskurve: ——— Hitteluerte: Ausgl.—Polunt __

o
Koeff,: cO=146.873735 c1=-0.234409 c2= 0.000252

Zusannenhang rwischen geuvichteter Anzahl der Deflationen und Rechenzelit

zs

Divida—et~Inpera—Algorithrnus, Raundineasion N=256

98.00
97.00 2
a
£
96 .00 o
£
3
L]
95.00 c
]
2
§
4.
4,00 3
8
93.00 -
c
Q
92.00 | 2
o
91.00
4 gewDefl
%6.00 4—i———p—Ap————+——+——— —t+—+— za
60000 62000 64000 66000 68000 72000 24000

1.Regressionsgerade:

4= —0.0004x «120.7684 x= —2220.2979y +279944.20S53

Korrelationskoeff.
rto= -0.911Q60

Uberblick iiber die

Computerprogramme
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Aufbau der Computerprogramme

Wir geben cinen kurzen Uberblick iber den Aufbau des verallgemeinerte Divide-et-
Impera-Programms, des Programms zum verallgemeinerten Wilkinson-Algorithmus und
zum zusammengesetzten Divide-et-Impera-Verfahren.

1. Das verallgemeinerte Divide-et-impera-Verfahren

Das verallgemeinerte Divide-et-Impera-Verfahren
Berechnet werden im Fall eines positiv definiten Paares (A,J) alle Eigenwerte und
Eigenvektoren, andernfalls erhdlt man die Meldung: "Paar nicht positiv definit".

Eingabe des Matrizenpaares (A, J):

A ist Tridiagonalmatrix, J Diagonalmatrix mit Eins und Minuseins auf der
Diagonalen.

Eingelesen werden die Dimension N, die Diagonale von A, die Nebendiagonale von
A, die Diagonale von J

Divide-Schritt:
Abspaiten der Rang-Eins-Stérungen
Losen der 2- und 1-dimensionalen Teilprobleme

Impera-Schritt:
Zusammenfassen der Teilprobleme zu gréfieren Einheiten:
1. Durchfiihrung der Deflation
—Eigenwertdeflation:
verallgemeinerte Householdertransformationen
— Deflation nach kleinen z-Komponenten
2. Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren
— Shift-Strategien
—Suche nach einem positiven Funktionswert im Definitheitsintervall
—Ersteingrenzen
—quadratisches Eingrenzungsverfahren
—Nullstellensuche mit Pegasus
—bei kritischen Beispielen Nullstellensuche mit Bisektion
3. Berechnung des Eigenvektors zu jeder gefundenen Nullstelle
4. Probe auf J-Orthogonalitit:
JOrth = nilg.x|(QTJQ - J)[z,j]l

Probe:
Man berechne den maximalen Fehler I&:u)(llAz - Mz||
¥

maer
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2. Das verallgemeinerte Wilkinson-Verfahren

Der verallgemeinerte Wilkinson-Algorithmus
Berechnet werden im Fall eines positiv definiten Paares (A,J) alle Eigenwerte und
Eigenvektioren, andernfalls erhilt man die Meldung: "Paar nicht positiv definit."

Eingabe des Matrizenpaares (4, J):

A ist Diagonalmatrix mit maximal drei Rindern, J Diagonalmatrix mit +1, -1 auf der
Diagonalen.

Eingelesen werden die Dimension N, die Positionen der Rinder, die Diagonale von
A, die Rinder, die Diagonale von J

Hauptprogramm:

Beginnend mit der kleinsten berandeten Diagonalmatrix in der rechten unteren Ecke
der Matrix A und der zugehdrigen J-Matrix 16sen wir nacheinander
Eigenwertprobleme fiir berandete Diagonalmatrizen, bis alle Eigenwerte und
Eigenvektoren fiir das Gesamtproblem bestimmt sind oder ein Teilproblem nicht mehr
positiv definit ist.

Das Hauptprogramm ruft dazu die Prozeduren Stoerung und Update auf.

Probe:
Man berechne 1(11:1))( [lAz ~ AJz||,0p
I T

In der Prozedur Stoerung werden — bis auf Punkt 1.1 — dieselben Schritte wie
beim Impera-Schritt des verallgemeinerten Divide-et-Impera-Verfahrens durchgefiihrt,
allerdings mit einer anderen rationalen Funktion zur Nullstellensuche, was sich z.B.
deutlich auf die Eingrenzungsverfahren answirkt.

Die Prozedur Stoerung: Losen eines verallgemeinerten Eigenwertproblems fiir
eine berandete Diagonalmatrix A und J Diagonalmatrix mit +1 und -1 auf der
Diagonalen

1. Durchfithrung der Deflation

—Eigenwertdeflation
verallgemeinertes Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren zur J-Orthogona-
lisierung von Eigenvektoren

—Deflation nach kleinen z-Komponenten

2. Berechnung der Eigenwerte als Nullstellen einer rationalen Funktion, Berechnung
der Eigenvektoren

3. Probe auf J-Orthogonalitit

Die Prozedur Update

Die Matrix A wird im Verlauf des Programms modifiziert. Am Anfang enthilt sie die
Diagonalmatrix mit drei Rdndern. Nach der Losung des ersten Teilproblems wird A
zu einer Diagonalmatrix mit nur noch zwei Rindern, dann zu einer Matrix mit einem

Rand. Bei diesen Transformationen werden auch die Rénder verédndert.
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3. Das zusammengesetzte Divide-et-Impera-Verfahren

Dieses Verfahren besteht aus der Kombination des verallgemeinerten Divide-et- Impera-
Algorithmus und der verallgemeinerten Wilkinson-Methode.Der Impera-Schritt im fol-
genden Fall 3 entspricht dem Impera-Schritt des verallgemeinerten Divide- et- Impera-
Verfahrens. Die Probe berechnet wie vorher den maximalen Fehler bei der Bigenwert-
Eigenvektorbestimmung.

Das zusammengesetzte Divide-et-Impera-Verfahren
Berechnet werden im Fall eines positiv definiten Paares (A,J) alle Eigenwerte und
Eigenvektoren, andernfalls erhilt man die Meldung: "Paar nicht positiv definit".

Eingabe des Matrizenpaares (A, J):
A ist Tridiagonalmatrix, berandete Tridiagonalmatrix oder Ineinanderschachtelung von
berandeten Tridiagonalmatrizen (realisiert wurde hier nur der Fall mit einem Rand)

1. Fall: A Tridiagonalmatrix:
Aufruf des verallgemeinerten Divide-et-Impera-Verfahrens

2. Fall: A berandete Tridiagonalmatrix:

2.1 Aufruf des verallgemeinerten Divide-et-Impera-Verfahrens fiir die innere
Tridiagonalmatrix und die zugehérige J-Matrix

2.2 Modifikation des Randes

2.3 Aufruf des verallgemeinerten Wilkinson-Verfahrens fiir die entstandene berandete
Diagonalmatrix und die zugehorige J-Matrix

2.4 Berechnung der Eigenvektormatrix fiir das Gesamtproblem.

3. Fall: A Ineinanderschachtelung von berandeten Tridiagonalmatrizen
(ein Rand):

3.1 Abspalten einer Rang-Eins-Storung und Zerlegen des Problems in zwei

Teilprobleme: Das erste Teilproblem ist ein veraligemeinertes Eigenwertproblem fiir

eine Tridiagonalmatrix und J, das zweite Teilproblem ist eines fiir eine berandete

Tridiagonalmatrix und J.

3.2 Losen des ersten Teilproblems:

Aufruf des verallgemeinerten Divide-et-Impera-Verfahrens

3.3 Losen des zweiten Teilproblems:

Man fiihre die Schritte aus Fall 2 aus.

3.4 Impera-Schritt: Zusammenfassen der Ergebnisse der beiden Teilprobleme

Probe

wird fiir alle drei Falle durchgefiihrt
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