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Zusammenfassung

Bekanntlich hat das verallgemeinerte Eigenwertproblem A x = AB x, wobei A und B reelle symmetrische nxn-Ma-
trizen sind, zumindest dann n Eigenvektoren, wenn es positiv definit ist, d.h. fir geeignete reelle Koeffizienten o, B
die Linearkombination A + BB positiv definit wird. Aquivalent dazuist die Existenz einer (nichtsinguliren) Eigen-
vektormatrix Q, die sowoh! A als auch B auf Diagonalgestalt Da bzw. Dg transformiert:

QTAQ=Dy. QTBQ=Dg

In dieser Arbeit wird angenommen, daB B die Gestalt einer Diagonalmatrix J hat, deren Diagonalelemente +1 oder -1
sind. (Dies ist fur nichtsingulares B durch eine Transformation immer erreichbar. die symmetrische Matrix A geht
dabei gleichzeitig in eine symmetrische Matrix Aq,o4 Uber.) Fur eine Eigenvektormatrix Q gilt dann statt der Gibli-
chen Orthogonalitit die BeziehungQT JQ = J.

Auf der Basis des fiir das Standardeigenwertproblem bekannten Divide-et-Impera-Algorithmus von Bunch, Nielsen,
Sorensen u.a. fur eine Tridiagonalmatrix und dem Verfahren von Wilkinson fiir eine berandete Diagonalmatrix wer~
den zwei neue Algorithmen fir die entsprechenden verallgemeinerten Eigenwertprobleme entwickelt. Die Nullstel-
lensuche, die einen wesentlichen Teil in beiden Algorithmen darstellt, besteht aus einem speziell hierfiir konstruier-

ten neuen Eingrenzungsverfahren und dem bekannten Pegasus-Verfahren.

Mit einer Modifikation des Ublichen Householderverfahrens zur Reduktion einer Matrix auf Tridiagonalgestalt wird
das Paar (Aqoqg. J) auf die Form (T, J) transformiert: dabei ist T eine Tridiagonalmatrix, wenn wihrend des
Transformationsalgorithmus keine Division durch null oder durch eine betragsmiBig sehr kleine Zahl verlangt wird,
sonst eine Ineinanderschachtelung von berandeten Tridiagonalmatrizen.

Durch eine Kombination unserer beiden Algorithmen ist es moglich, Paare ( T, J) mit T Ineinanderschachtelung be-
randeter Tridiagonalmatrizen auf positive Definitheit zu untersuchen und gegebenentalis alle Eigenwerte und Eigen—

vektoren zuberechnen.

WeiB man von vornherein noch nicht, ob ein Matrizenpaar ( A, J) bzw. ( T, J ) positiv definit ist, so kann man die hier
vorgestellten Algorithmen als Testverfahren verwenden; sie entdecken nicht positiv definite Paare im allgemeinen
recht frhzeitig.




1 Einleitung

Unter einem verallgemeinerten Figenwertproblem versteht man die Aufgabenstellung,
zu quadratischen Matrizen A, B einen Vektor x # O und eine Zah! A zu finden,
die der Beziehung

(1.1) Ax = ABx

geniigen. Der Vektor x heiBt Figenvektor zum Eigenwert X\.

Ist die Matrix B in der Eigenwertgleichung nichtsingulir, so laBt sich das verall-
gemeinerte Eigenwertproblem durch Invertieren von B theoretisch immer auf ein
gewohnliches zuriickfiihren:

(1.2) B1Ax =2xx

Abgesehen von dem Rechenaufwand, der fiir die Invertierung von B nétig ist, und
den bei schlecht konditioniertem B zu erwartenden Rechenungenauigkeiten, spre-
chen auch andere Griinde gegen diesen Weg: Hiufig sind A und B diinn besetzte
Matrizen oder haben eine spezielle Struktur, z.B. Tridiagonalform; die invertierte
Matrix B! - und damit auch B-1 A - wird im aligemeinen aber vollbesetzt sein.
Auch die Symmetrie von A und B wird nicht zu einer Symmetrie von B! A fiihren.
Ein Verfahren, das ohne Invertierung auskommt, ist daher fiir das verallgemeiner-
te Eigenwertproblem sehr wiinschenswert.

Auf verallgemeinerte Eigenwertprobleme st5Bt man z.B. bei linearen, zeitinvarian-
ten Systemen in der Physik und in der Regelungstechnik, wenn man die zugrun-
deliegenden linearen Differentialgleichungssysteme

(1.3) Ly = Ry

(L, R lineare Matrix-Differentialoperatoren bzgl. der Zeit t mit konstanten Koef-
fizienten) mit Hilfe des Exponentialansatzes y = y(t) = x e *
("iibergeddmpfte lineare Systeme").

Falls L und R nicht bereits Differentialoperatoren erster Ordnung sind, kann dies
in der iiblichen Art durch FEinfiihrung neuer Variablen fiir die Ableitungen ¥, ¥,
¥, ... erreicht werden. Wir diirfen somit immer ein Differentialgleichungssystem der Ge-
stalt

2u lésen versucht

(e) [ A« £ x0 =[ A+ B2 & Ty

voraussetzen. Dieses geht bei dem angefiihrten Exponentialansatz in die Matrixbe-
ziehung

LA -4 ]x=2[-B+B,]x,

also in Ax = ABx mit A = A;-Ap B:= -B;+By iiber.



Bei gekoppelten Systemen in der Mechanik kann B haufig als eine Verallgemeine-
rung des positiv definiten "Massenoperators”

—ml O_
(1.5) M = t.
0 m

interpretiert werden, wobei my, .., m, die (natiirlich positiven) Massen der n
wechselwirkenden Teilchen bedeuten.

In der Regelungstechnik ist das zeitliche Verhalten linearer, zeitinvarianter Syste-
me in der Form

L yZv.«lst.and =R yEingang

beschreibbar. Hangt die EingangsgréBe durch eine Riickkopplung

yEingang
yEimga.ng =8 yZusta.nd

wieder von der ZustandsgroBe Y Zustand ab, so erhalten wir ein Differentialglei-

chungssystem

(16) L YZustana = RS yZu.st.ancl

und damit ein verallgemeinertes Eigenwertproblem, wenn man mit dem Exponenti-
alansatz in diese Differentialgleichung geht.

Ein weiteres Gebiet, in dem verallgemeinerte Eigenwertprobleme auftreten konnen,
ist mit der Regelungstechnik verwandt, nimlich die Analyse elektrischer Netzwer-
ke. Auch hier entstehen durch ohmsche, kapazitative und induktive Komponenten
(ndberungsweise) lineare Systeme, deren zeitliches Verhalten durch Differentialglei-
chungen der angegebenen Art beschrieben werden kann.

Es ist ziemlich einfach zu beweisen, daB das verallgemeinerte Eigenwertproblem
Ax = ABx im Fall eines positiv definiten, symmetrischen B und eines symmetri-
schen A n linear unabhingige Eigenvektoren hat. Eine etwas schwichere hinreich-
ende Bedingung ist die positive Definitheit des Paares (A, B). (Das Paar (A, B)
heiBt positiv definit, wenn fiir geeignete reelle «, B die Linearkombination aA +
BB eine positiv definite Matrix ist, vgl. Abschnitt 2.3 und Parlett [46], Golub,
van Loan [29]).

Auch wenn die Bedingung der positiven Definitheit eines Matrizenpaares in der
Praxis hdufig erfiillt ist, so muB doch betont werden, daB sie keineswegs fiir die
Losbarkeit des zugehorigen Eigenwertproblems notwendig ist. Der QZ-Algorithmus
z.B. kann auch auf den Fall eines nicht positiv definiten B angewendet werden,
selbst die Symmetrie von A und B ist nicht notwendig. Nachteilig beim QZ-Algo-

rithmus ist aber, daB von vornherein im Komplexen gearbeitet werden muB und
anch im Fall eines positiv definiten Paares die Eigenvektoren nicht automatisch
reell sind.

Fiir symmetrisches B kann ein verallgemeinertes Eigenwertproblem Ax = ABx
relativ schnell auf ein Problem der Gestalt Apogx = AJx, J Diagonalmatrix mit
Einsen, Nullen und Minuseinsen auf der Diagonalen, transformiert werden. Ist B
zusdtzlich nichtsinguldr, so liBt sich J = diag(+1) erreichen. (Ein Algorithmus,
der ohnme Losung des Eigenwertproblems fiir B auskommt, wurde von Brebner und
Gard [12] angegeben.) Fiir das Eigenwertproblem Ax = \Jx stelit das verallge-
meinerte Jacobi-Verfahren (Veselit [63]) bei kleineren Dimensionen eine gute Mog-
lichkeit dar, das Paar (Amoa., J) auf positive Definitheit zu testen und gegebe-
nenfalls die Eigenwerte und Eigenvektoren zu berechnen. Der wesentliche Vorteil
des Jacobi-Verfahrens ist seine Genauigkeit, ein Nachteil aber die geringe Ge-
schwindigkeit (zumindest beim nicht-parallelen Jacobi-Algorithmus) und die Zer-
stérung einer speziellen Gestalt der Matrix A, q (etwa Binderstruktur oder diinn
besetzt) im Verlauf der Rechnung.

In dieser Arbeit wird als erstes das von Bunch, Nielsen und Sorensen [13] fiir
das normale Eigenwertproblem Tx = Ax entwickelte Divide-et-Impera-Verfahren auf
den Fall Tx = XAJx veraligemeinert. Wesentliche Voraussetzung in [131 wie zu-
ndchst auch bei uns ist die Tridiagonalitit der Matrix C. Unser Verfahren bricht
irgendwann ab - und zwar meist ziemlich friih - wenn das Paar (T, J) nicht po-
sitiv definit ist, andernfalls liefert es alle Figenwerte und Eigenvektoren.

Beim Divide-et-Impera-Verfahren wird das Ausgangsproblem in niedrigerdimensio-
nale Teilprobleme zerlegt, die man direkt lésen kann ( Divide-Schritt). Aus diesen
Lasungen wird dann schrittweise die GesamtlSsung zusammengesetzt (Impera-
Schritt). Bei unserem Verfahren teilen wir das gegebene Eigenwertproblem so-
lange auf, bis wir direkt losbare Eigenwertprobleme der Dimension 2 oder 1 er-
halten.

Wihrend des Impera-Schrittes miissen wir Eigenwertprobleme lbsen, bei denen die
Matrix A eine Diagonalmatrix mit Rang-Eins-Stérung ist. Ein solches Eigenwert-
problem kann zu einem Nullstellenproblem fiir eine spezielle rationale Funktion w
umgeschrieben werden: die Nullstellen von w sind gerade die gesuchten Eigen-
werte.

Bunch, Nielsen und Sorensen haben in ihrer Arbeit [13] ein Nullstellenverfahren
vorgestellt, das auf einer rationalen Approximation der Funktion w beruht. Die
dabei verwendeten Funktionen sind wegen der speziellen Gestalt der Nullstellen-
funktion im Fall J = I (streng) monoton, zwischen je zwei Polstellen von w
liegt genau eine Nullstelle. Im Fall unseres verallgemeinerten Divide-et-Impera-
Verfahrens kann diese Monotonieeigenschaft nicht mehr garantiert werden. Auch
die Verteilung der Nullsstellen ist fiir J £1I anders: alle Nullstellen liegen zwi-
schen dem kleinsten und gréBten Pol von w, und es gibt ein ausgezeichnetes In-




tervall, das sogenannte Definitheitsintervall, in dem im Fall eines positiv definiten
Problems zwei Nullstellen enthalten sind. Das obige Nullstellenverfahren ist daher
nicht iibertragbar. Aus diesem Grund habe ich ein Eingrenzungsverfahren entwik-
kelt, das das Intervall, in dem die jeweilige Nullstelle oder die zwei Nullstellen
liegen miissen, immer weiter verkleinert. Nicht selten ist nach den vier durchge-
fiihrten Eingrenzungsschritten (oder schon frither) die Nullstelle bereits gefunden,
sonst hat man zumindest ein sehr gutes Startintervall fiir das Pegasus-Verfahren
(eine verbesserte Variante der Regula Falsi), mit dem dann die Nullstelle ab-
schlieBend berechnet wird. (Falls Nulistelle und Polstelle fast zusammenfallen,
wird zusdtzlich noch das Bisektionsverfahren als ein #uBerst sicheres Verfahren
herangezogen.) Dieses Eingrenzungsverfahren nutzt die Tatsache aus, daB w eine
sehr spezielle rationale Funktion ist, bei der man genau weiB, wieviele Nullstellen
in jedem Intervall liegen - leicht modifiziert, eignet sich das Verfahren aber auch
zur Bestimmung von Nullstellen einer beliebigen rationalen Funktion.

Der Fall einer Tridiagonalmatrix A ist nicht nur deshalb interessant, weil solche
Matrizen z.B. bei der Diskretisierung von Differentialoperatoren erster oder zwei-
ter Ordnung entstehen, sondern auch, weil jede symmetrische Matrix durch sog.
Householdertransformationen auf diese Gestalt gebracht werden kann. Diese Trans-
formationen werden nun auf den Fall eines verallgemeinerten Eigenwertproblems
so erweitert, daB die Matrix J (bis auf eventuelle Vertauschungen) unverindert bleibt
(vgl. Bunse-Gerstner [15], Steinhoff [541). Anders als beim normalen Eigenwert-
problem kann es jedoch passieren, daB bei diesem Algorithmus durch null oder
eine sehr kleine Zahl dividiert werden miiBte. Ideen von Dax und Kaniel [20] auf-
greifend, lassen wir dann solche Kkritischen Zeilen und Spalten stehen und machen
mit der Transformation der restlichen Matrix weiter, Auf diese Weise bekommen
wir statt einer Tridiagonalmatrix eine "Ineinanderschachtelung von berandeten Tri-
diagonalmatrizen".

Um ein Gefiihl dafiir zu bekommen, wie hdufig Zeilen und Spalten bei der modi-
fizierten Householdermethode nicht transformiert werden sollten, wurden hierzu
statistische Untersuchungen durchgefiihrt. Im Einklang mit den angestellten the-
oretischen liberlegungen trat dieser Fall besonders dann hiufig auf, wenn die
Matrix ] ungefdhr gleich viele +1 und -1 hat, die auf der Diagonale einigermafien
gleichmiBig verteilt sind.

“Berandete Diagonalmatrizen” hat Wilkinson in seinem Buch "The Algebraic Eigen-
value Problem” [68] behandelt. Die Losung des Eigenwertproblems Cx = Ax fiir
eine symmetrische, berandete Diagonalmatrix C erfolgt formal &hnlich wie beim
Divide-et-Impera-Verfahren: Nach vorausgegangener Deflation sind die Eigenwerte
die Nullstellen einer speziellen rationalen Funktion. Die Eigenvektoren zu einfach-
en Eigenwerten konnen wie beim Divide-et-Impera-Verfahren direkt durch eine
Formel angegeben werden.

Dieses Verfahren habe ich auf ein Problem der Form Cx = AJx mit J gleich
diag(*_'l) verallgemeinert. Im Vergleich zum Standardverfahren von Wilkinson ist

die Berechnung der Eigenvektoren bei mehrfachen Eigenwerten etwas aufwendiger,
da die berechneten Vektoren noch J-orthogonalisiert werden miissen. Die Probleme
bei der Nullstellensuche sind vergleichbar mit denen beim verallgemeinerten Divi-
de-et-Impera-Verfahren: auch hier kann ein Eingrenzungsverfahren entwickelt wer-
den, das analoge Eigenschaften wie das bereits vorgestellte hat. Dieses verallge-
meinerte Wilkinson-Verfahren 148t sich leicht auf den Fall erweitern, daB C eine
Ineinanderschachtelung von berandeten Diagonalmatrizen ist; theoretisch kénnte
man es auch auf eine vollbesetzte Matrix C anwenden, aber gut geeignet ist es
sicherlich nur fiir Matrizen mit wenigen Rindern.

Eine Kombination des verallgemeinerten Divide-et-Impera-Verfahrens und des ver-
allgemeinerten Wilkinson-Verfahrens erlaubt jetzt die Losung des Eigenwertpro-
blems AmodX = AJx, wobei Ap,oq eine Ineinanderschachtelung von berandeten
Tridiagonalmatrizen ist. Zunichst werden Rang-Eins-Abspaltungen wie im Divide-
Schritt des Divide-et-Impera-Verfahrens durchgefiihrt:

(1.7) Amod = A'r - 21 Ibilu;u{r

Die Matrix Ar besteht aus entlang der Diagonalen ineinandergeschachtelten Blok~
ken, die Tridiagonalmatrizen oder berandete Tridiagonalmatrizen sind, die Matrix J
wird ebenfalls passend dazu in Blécke aufgeteilt. Die Teileigenwertprobleme von
(Ar, J) konnen fiir einen Tridiagonalblock direkt mit dem verallgemeinerten Divi-
de-et-Impera-Verfahren gelost werden; im Fall eines berandeten Tridiagonalblocks
bestimmt man zunichst die vollstindige Losung des inneren verallgemeinerten Tri-
diagonaleigenwertproblems, dann gelangt man mittels geeigneter Transformationen
auf ein verallgemeinertes Eigenwertproblem mit berandeter Diagonalmatrix. Dieses
Problem 16st man mit unserem modifizierten Wilkinson-Verfahren. Die Lésungen
der Teileigenwertprobleme werden anschlieBend durch die Impera-Schritte miteinan-
der verbunden, wodurch sich am Ende die Losung des Gesamteigenwertproblems
ergibt. Eine solche Losung existiert sicherlich dann, wenn das Paar (Apoa.J) po-
sitiv definit ist; unser Verfahren stoppt, sobald ein Teilproblem diese Bedingung
verletzt.

Das verallgemeinerte Divide-et-Impera-Verfahren liefert meist sehr gute Ergebnis-
se. Bei einigen sehr speziellen Matrizen (wie z.B. den sogenannten Wilkinson—
Matrizen) kann es allerdings zu einem teilweisen Verlust der (J)-Orthogonalitit
der Eigenvektoren kommen. Dies ist ein schon fiir das Standard-Divide-Verfahren
bekanntes Phinomen. (Es tritt auf, wenn zwei Nullstellen der rationalen Funktion
w fast vollstindig mit dem zwischen ihnen liegenden Pol iibereinstimmen.) Mit
dieser Schwierigkeit kénnte man wahrscheinlich fertigwerden, indem man die fol-
genden, beim Standard-Divide-Verfahren bereits erprobten Modifikationen benutzt:




1. Kritische Terme in der Nullstellensuche und der Eigenvektorformel werden mit
hoherer Genauigkeit ausgewertet (vgl. Sorensen, Tang [ 53]).

2. Berechnung der Eigenvektoren mit inverser Iteration (vgl. Gates {27])

3. Bestimmung der Eigenvektoren mittels einer alternativen Formel (vgl. Gu und
Eisenstat [32])

In dieser Arbeit wird nur kurz auf diese Verfahren eingegangen, in der aktuellen
Implementierung des Algorithmus wird die Mbglichkeit 1 durch Verwendung von
Single/Double-Variablen getestet. Ein Vergleich der drei Losungsansitze fiir unser
verallgemeinertes Divide-et-Impera-Verfahren wire sicher interessant.

Theoretische Fehlerabschitzungen und Genauigkeitsaussagen sind fiir das verallge-
meinerte Divide-et-Impera-Verfahren noch nicht durchgefiihrt worden. Die bekann-
ten Ergebnisse aus den Arbeiten von Bunch, Nielsen, Sorensen [13], Cuppen [19]
und Sorensen, Tang [ 53] lassen sich nicht direkt iibertragen: Die Eigenvektoren
sind im Spezialfall J = I orthogonal, wihrend wir mit J~orthogonalen Vektoren
arbeiten, deren euklidische Norm keineswegs 1 sein muB; desweiteren kann fiir ]
= I die Ableitung der Nullstellenfunktion an den Nulistellen nach unten abge-
schitzt werden, was fiir J # I nicht mehr moglich ist, da die Ableitung der
Nullstellenfunktion dort theoretisch beliebige Werte aus R annehmen kann. Gerade
diese Abschitzung der Ableitung ist aber fiir die Beweise besonders wichtig.

Da wir in unserem Divide-et-Impera-Verfahren das Eigenwertproblerm so lange
aufteilen, bis wir Teilprobleme der Dimension 1 oder 2 erhalten, ist das Nichter-
fiilltsein der positiven Definitheit oft schon bei niedrigdimensionalen Teilproblemen
erkennbar. Eine etwas andere - fiir eine rekursive Programmierung giinstigere -
Méglichkeit bestiinde darin, nur so lange aufzuteilen, bis man Eigenwertprobleme
hat, auf die sich z.B. das verallgemeinerte Jacobi-Verfahren (vgl. Veseli¢ [ 63])
oder das QZ-Verfahren {vgl. Golub/van Loan [29]) anwenden lassen.

Unklar ist, ob und wie das verallgemeinerte Divide-et-Impera-Verfahren auf den
Fall eines nicht positiv definiten Paares (T,]J) verallgemeinerbar ist. -

Diese Arbeit baut sich folgendermaBen auf:

Im Kapitel 2 beschiftigen wir uns mit der theoretischen Lésbarkeit des verallge-
meinerten Eigenwertproblems A x = A B x und leiten hierzu einige prinzipielle
Ergebnisse ab. Die meisten dieser Aussagen diirften in etwa bekannt sein, sind
aber so noch nicht zusammengefaBt worden.

Im Kapitel 3 stellen wir zunichst bekannte Verfahren zur Losung des symmetri-
schen verallgemeinerten Eigenwertproblems A x = A B x vor; die meisten die-
ser Methoden verlangen die positive Definitheit von B. Das verallgemeinerte Jaco-
bi-Verfahren dagegen kommt mit der positiven Definitheit des Paares (A, J) aus.
Sehr universell ist das QZ-Verfahren, wenn es im Komplexen formuliert wird; es
versucht, fiir beliebige Matrizenpaare (A, B) die Eigenwertbestimmung durchzu-
fiithren.

Unabhéngig von dem Divide-et-Impera-Verfahren, das den Hauptteil dieser Arbeit
bildet, wurden zwei einfachere Algorithmen entwickelt, die jedoch das Paar (A, B)
nur auf positive Definitheit testen und fallweise ein p aus R liefern, fiir das
A-uB positiv definit wird. Diese Algorithmen werden kurz in Abschnitt 3.6 skiz-
ziert. Der erste stellt eine Art Monte-Carlo-Optimierung dar, der zweite beruht
auf einem Theorem von Kova&-Veseli¢ [38] iiber Spurminimierung. Kennt man ein
solches y, so kann man zu einem Paar (A, B) mit einem positiv definiten B' der
Gestalt B' := A - uB iibergehen und das Eigenwertproblem Ax = AB'x mit einem
der dafiir geeigneten Verfahren l&sen.

Im Kapitel 4 - das den Kern dieser Arbeit bildet - stellen wir ausfiihrlich unser
verallgemeinertes Divide-et-Impera-Verfahren fiir das Paar (T, J) - mit T Tridiago-
nalmatrix und J = diag( * 1) - vor.

Im Kapitel 5 beschreiben wir die (evtl. nur teilweise) Reduktion einer Matrix auf
Tridiagonalgestalt mittels modifizierter Householder-Transformationen. Um ein Ge-
fiihl zu bekommen, wie haufig der Fall einer unvollstindigen Reduktion auftritt,
filhren wir neben theoretischen statistischen Untersuchungen auch Simulationen
unter Verwendung von Pseudozufallszahlen durch.

In Kapitel 6 wird zundchst ein Algorithmus zur Lésung des speziellen Eigenwert-
problems C x = X J x - mit C berandete Diagonalmatrix - beschrieben. FEine
Kombination dieses Algorithmus mit dem verallgemeinerten Divide-et-Impera-Ver-
fahren aus Kapitel 4 erlaubt uns dann, Eigenwertprobleme T x = A J x auch
dann zu lSsen, wenn T eine Ineinanderschachtelung berandeter Tridiagonalmatrizen
ist.

Ein Anhang bringt eine systematische' Zusammenstellung und Diskussion aller ge-
wonnenenn Computer-Ergebnisse. Diese wurden auf PCs mit den INTEL-Prozessoren
80386/387 und 80486, auf SUN-RISC-Workstations und auf dem Siemens-Vektor-
rechner SNI $-600/20 erhalten. Die Programme sind in ihrer urspriinglichen Form
in Turbo-Pascal (fiir groBe Matrizen ist der "Protected Mode” in Version 7.0 not-
wendig) geschrieben und wurden spiter in C iibertragen. Die wesentlichen Teile
des Turbo-Pascal-Programms werden in einem weiteren Anhang prisentiert.
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2, Zur Theorie des verallgemeinerten Eigenwertproblems

21 Grundlegende Begriffe und Aussagen

Es wird gepriift, wie weit sich die bekannten Begriffe und Aussagen zum normalen Ei-
genwertproblem auf verallgemeinerte Eigenwertprobleme erweitern lassen. Das neue - beim
normalen Eigenweriproblem nichi aufiretende - Phénomen ‘singuldrer Biischel” wird aus-
fiihrlicher untersucht.

Im Hinblick auf die spéter nur im Reellen funktionierenden Algorithmen wer-
den wir fiir das verallgemeinerte Eigenwertproblem

(2.1) Ax = ABx

in dieser Arbeit stets den Vektorraum R™ (iiber dem Korper R der reellen
Zahlen) annehmen; der Eigenwert soll aus dem zugrundegelegten Korper, also
bei uns reell sein. Die Ubertragung auf den C” iiber dem Kérper C der kom-
plexen Zahlen macht aber groBtenteils keine Schwierigkeiten.

Anders als beim "normalen” Eigenwertproblem

2.1) AX = AX,

das dem Fall B = I, I n-dimensionale Einheitsmatrix, entspricht, ist sogar eine
Verallgemeinerung auf den Fall nichtquadratischer Matrizen méglich, denn die
Gleichung (2.1) macht auch noch Sinn, wenn A und B (m, n)-Matrizen sind.
Dies soll jedoch in dieser Arbeit nicht weiterverfolgt werden.

Natiirlich kann im Fall einer nichtsinguldren Matrix B das verallgemeinerte
Eigenwertproblem theoretisch immer durch Multiplikation beider Seiten mit
B! auf ein gewohnliches zuriickgefiihrt werden. Es wurde aber bereits betont,
daB dies in der Regel nicht empfehlenwert ist: vor allem in der Mechanik sind
die Matrizen A und B symmetrisch, die Matrix B! A wird jedoch normaler-
weise keinesfalls symmetrisch sein. Wie das folgende Lemma zeigt, sind
(nichtsymmetrische) gewishnliche Eigenwertprobleme sogar dquivalent zu ver-
allgemeinerten Eigenwertproblemen mit nichtsinguldrem B:

Lemma 2.1: Jede (reelle) Matrix M kann als Produkt M = AB1 mit A, B
symmetrisch und B invertierbar geschrieben werden.

Beweis: (Eine Beweisskizze mit etwas anderen Uberlegungen findet sich im Buch

von Parlett [461)
Mit Hilfe einer reellen, nichtsinguliren Transformationsmatrix F kann M auf
Jordan-Normalform M_]o rdan Bebracht werden:

-1

M =F MF mit

Jordan

- 9 -
J1 0 .
I, A1, 0
22) My gan = .. und J_ = T 1
. 0 A,
0 I

Ein "Jordankdstchen” J_ der Dimension k 148t sich aber durch Vertauschen der
Spalten in eine symmetrische Matrix verwandeln:

00 1 X

Al I A O

e - i i %

Al 1 A E

0 PN A2 0 00
1

|| ! 1|

Diese Umkehrung der Spaltenreihenfolge kann aber auch durch eine Matrix-
Operation erzeugt werden, denn es gilt fiir beliebige Vektoren a,, ... 8y € R

00 .. 01
(o o - ad | 10
fo i s [memeg i w ],
01 00
1 0 .. 0O

Zusammensetzen der Kdstchen zur urspriinglichen Matrix fiihrt zu

4 A Py
M_Iordan = Jz. = Az . PZ .
0 1A, o 1
mit A = .. und P, = Lo
1- J 1
A 0 1 0
P, 0
Die Matrix P = . ist symmetrisch und hat als Determinante den
0 PrJ
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Wert +1 oder -1, also existiert die Inverse.

0

Die Matrix A = ist ebenfalls symmetrisch.
0

Somit gilt insgesamt

~1 —
M =F M F1= FAPF!= FAF(F) pPF!

Jordan

T -
= AB, mt A = FAF' und B, = (F') pF'.

Die Matrizen A', B] sind offensichtlich symmetrisch. Das gleiche gilt auch fiir
die Inverse B’ := Bl'_l. Damit haben wir die angegebene Darstellung M = A" B™*
gewonnen.

Q.E.D.

Gehen wir bei der hier definierten Faktorisierung nicht von M, sondern von
MT aus, so erhalten wir eine entsprechende Darstellung in umgekehrter Rei-
henfolge :

- T -1 -
M =MD" = B = @Y AT = BT AT = A

Ein (beliebiges nichtsymmetrisches) Eigenwertproblem A x = A x kann daher
stets als ein symmetrisches verallgemeinertes Eigenwertproblem aufgefafit
werden:

2.3) Ax=Ax == AJA x=ix < A x=X)Ax
mit A;, A, symmetrisch.

Aus dem Lemma (2.1) folgt auch sofort, daB wir bei einem verallgemeinerten
Eigenwertproblem die Matrix auf der rechten Seite (oder auf der linken Seite)
immer als symmetrisch annehmen diirfen:

2.4) Ax=2Bx = Ax=1B'B,x < B Ax=2XB,x,
wobei hier B, symmetrisch ist.

Ein iiber das nichtsymmetrische, gewthnliche Eigenwertproblem hinausgehen-
der Gesichtspunkt tritt in Erscheinung, falls die Matrix B auf der rechten
Seite singuldr ist: Dann ist auch die symmetrische Matrix B, singulédr, und ei-
ne Diagonalisierung von B, durch eine orthogonale Matrix U fiihrt (evtl. nach
geeigneter Permutation) auf die Darstellung
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D o

B,:= u[o o]u" mit D = diag(Xy, ... , A ), Ay e, A # O.

m

Durch Multiplikation dieser Diagonalmatrix mit
1 T sgn( )
0 0
] JL’:IM
. ., 1 ".sgn()\m)
= y S, = ,
$1 7] 2 o)

Y In—m 0 Im—m

von links bzw. von rechts - "sgn" bedeutet die iibliche Vorzeichenfunktion -
bekommen wir schlieBlich

Ax=ABx = B Ax=iByx < U B AMUU)x=xu"ByuuHx

= u'BAuuTx - x[g g]uTx
T -1 41T Imo -1 T
= 5, U'B AUS,s;'uT™x = x| g% |s7 uTx.
1 i

~

=: A
-1 . T
Da S, U'x fiir x ¢ R® den ganzen R™ durchliuft, ist ein verallgemeinertes
Eigenwertproblem immer einem der Form

o I, 0
(2.5) Ax = 1[0’" 0]x
dquivalent, wobei das m gleich dem Rang von B ist.

Wir werden im ndchsten Abschnitt sehen, daB fiir m < n im allgemeinen nicht
mehr n Eigenvektoren gefunden werden kénnen.

Vom Standpunkt der Numerik ist bemerkenswert, daB der Fall eines singuli-
ren B hiufig beseitigt werden kann. Fiir ein beliebiges o gilt nidmlich offen-
sichtlich:

(2.6) Ax=ABx <= (A+XcA)x = A(B+cA)x

<= Ax = A (B +cA) x

. -
1+ %o
Sofern nicht B + ¢ A fiir jedes ¢ singuldr ist, kann fiir ein geeignetes ¢, die
Matrix (B + o, A) verhéltnismiBig risikolos hinsichtlich der Genauigkeit in-
vertiert und das neue (#quivalente) Eigenwertproblem A x = A B’ x betrachtet
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werden. (Ist A invertierbar, so mag auch das Eigenwertproblem A 'x=A1Bx
fiir A # O untersucht werden. Der Eigenwert A = 0 darf bei nichtsinguldrem
A natiirlich nicht vorkommen!)

FaBt man die angestellten Uberlegungen zusammen, so erkennt man, daB -
anders als beim iiblichen Eigenwertproblem - ein verallgemeinertes Eigenwert-
problem meist in ein symmetrisches transformiert werden kann:

Falls A + o,B fiir irgendein o, invertierbar ist, betrachtet man das nichtsin-
gulédre Problem

Ax=XBx mit B =A-+o,B.

Dieses ist aber &quivalent zu Blax=2xx.

Die Matrix M:= B! A kann nun nach Lemma 2.1 in der Form M = B_ll A, mit
symmetrischen Matrizen A;, B; geschrieben werden. Mit diesen geht das
Eigenwertproblem in die Form A, x = A B, X eines symmetrischen verall-
gemeinerten Eigenwertproblems iiber.

Die entscheidende Bedingung, daB die Schar A + oB nicht fiir alle ¢ ¢« R sin-
guldr ist, kann man symmetrischer formulieren:

Ein Matrizenpaar ( A, B) heiB8t singulir, wenn das "Biischel” {x A+ BB|a,B ¢ R}
ausschlieBlich aus singuliren Matrizen besteht, sozusagen ein singulidres
Biischel ist, sonst heiBt es nichtsinguldr.

(Ist « A + BB invertierbar, so auch A + ¢B mit ¢ = f/a, sofern a # 0. Im
Sonderfall « = 0 muB B selbst invertierbar sein. Dann kann aber

P(o) := det(A+oB) = o“[det(%’-A+B)],

das ein Polynom n-ten Grades darstellt, nicht identisch null sein, sonst wiirde
dies auch fiir P(¢)/ o™ = det(‘gA + B) und damit fiir den Limes 6 — o , also
fiir det(B) gelten.)

Falls Ker A [] Ker B # 0, so ist B + o A stets singuldr. Da aber dieser ge-
meinsame Unterraum -~ zumindest bei symmetrischen Matrizen A, B - ab-
spaltbar ist (s. spdter), erweist sich dieser Fall als nicht so kritisch. Leider
kann es aber auch passieren, daB A und B nur den Nullvektor als gemeinsa-
men Kern haben, und trotzdem enthilt die Matrizenschar

{B+0cA|ocecR} (bzw. allgemeiner das "Biischel” {a A+ B Blzx, BeR})
keine nichtsinguldre Matrix, wie die folgenden Beispiele zeigen.

Im nichtsymmetrischen Fall ist dies bereits fiir n = 2 méglich:

S T4l Tt oo
A= 1o of B= o o]

Dann istKerA={l(})| A ¢ R} und KerB={l(?)‘ls[R},
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also Ker A [) Ker B = 0. Andererseits gilt

1+06 -1

det(A + o B) = 0 0

= 0,

d.h. A + oB ist fiir alle o singulir.

Im symmetrischen Fall liefern die folgenden (3x3)-Matrizen ein Beispiel fiir
den gleichen Sachverhalt:

1 21 1 0O
A= 2 3 1], B:= 0 -1 0
i 10 0 0O

Wie man schnell nachpriift, gilt ndmlich

KerA={X[‘i]'lelR}, KerB={)\!:§J|)\elR}

und damit Ker A [} Ker B = 0.

Wegen
t+0 2 1

det(A + ¢ B) = 2 30 1 = 1+ (2-3+0)-1*(1+06-2) = O
1 1 0

ist aber A + ¢ B immer singulir. -

Das Phinomen einer stets singuliren Matrizenschar A+ ¢ B ist auch aus einem
anderen Grund interessant:

Wie im Fall des gewdhnlichen Eigenwertproblems kann das charakteristische
Polynom

2.7 P()) = det(A -~ X B)
(mit B statt der Einheitsmatrix I) zur Losung des Eigenwertproblems verwen-

det werden. Eine Zahl X ist genau dann Eigenwert, wenn sie Nullstelle des
charakteristischen Polynoms ist.

Der Grad des charakteristischen Polynoms muB jedoch nicht mehr gleich n sein:
Satz 2.2: Fiir beliebige quadratische Matrizen A, B gilt: grad P < Rang(B)

Beweis: Wir haben in Lemma 2.1 gesehen, daB8 wir B = B, 1 B, schreiben und
B, durch nichtsingulére Matrizen F,, F, auf die Blockdiagonalgestalt

diag(I_, 0) mit m = Rang(B,) = Rang(B)

bringen konnen.




_14_

Also gilt:
det(A - AB) = (det(B))™" det(B,A - AB,)
- - ; I, 0
= (dettBp)! det(Fl‘ (F, B, AF;' - 2 [g‘ o ]) Fz)
T— - =1
=A’
-1 -1 . I, O
= (det(B))™" (det(F))™ det(F,) det{ A" - 2 | & o | ]-
Aus
ay - x Ay an
. EVIE . = (N)Map g * e ¥ oA+ 0™
) A et met
3 2 %in

liest man sofort die Richtigkeit der Aussage ab.
Q.E.D.

Nach den vorhergehenden Gegenbeispielen kann es also passieren, daB das
charakteristische Polynom identisch verschwindet und damit jedes X Eigenwert
ist. Es ist aber auch der Fall nicht ausgeschlossen, daB P gleich einer nicht-
verschwindenden Konstante ist: in diesem Fall existiert iiberhaupt kein Eigen-
wert!

Nach diesen doch etwas iiberraschenden Fakten kommen wir jetzt zu einigen
Eigenschaften, die bereits vom iiblichen Eigenwertproblem bekannt sind.

Satz 2.3: Es seien X, ey X, Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten

Ay e 5 A,. Falls Ker B = 0 gilt, sind x,, ... , X_ linear unabhingig.

Beweis:

Es seien (0. E.) Xyo oo s Xp (k < r) linear unabhéngig, aber x, ... , % linear

abhédngig. Dann gilt
Xag = G X+ oA X .

Wenden wir auf beide Seiten den Operator (A - X, . B) an, so erhalten wir

0

@ (A= Oy + 2 = 2)B) X + v (A= Oy + My - 2D B) X

oy (A = M) Bxp o+ v ey O - A ,) B

B oy g = M) X+t o O = M) % ]
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Da nach Voraussetzung der Kern von B nur aus dem Nullvektor besteht, gilt
oy (g = Apyg) X+ v (N - A ) % = O

Die Faktoren (X; - X, ), i =1, .., k sind ungleich null, mindestens ein a-
Koeffizient ist ebenfalls ungleich null, also sind Xy, .. , X linear abhingig
im Gegensatz zur Annahme.

Q.E.D.

Falls B einen nichttrivialen Kern hat, ist es dagegen mbglich, daB ein und
derselbe Vektor Eigenvektor zu unendlich vielen Eigenwerten ist:

Wenn namlich Ker A [ Ker B # O ist, so gilt fiir jedes nichtverschwindende x
aus Ker A () Ker B

Ax=0 und Bx=0 dh Ax=>XBx fiir alle A\ ¢ R (oder C).

Vom iiblichen symmetrischen Eigenwertproblem weiff man, daB Eigenvektoren
zu verschiedenen Eigenwerten nicht nur linear unabhingig, sondern dariiber
hinaus auch orthogonal sind. Die Ubertragung auf verallgemeinerte symmetri-
sche Eigenwertprobleme lautet:

Satz 2.4: Zwei Eigenvektoren x,, X, zu zwei verschiedenen Eigenwerten des
symmetrischen Eigenwertproblems A x = 1 B x sind "B-orthogonal”, d.h. es
gilt

(X, x%,)g =0,
wobei (x , y )p das (im allgemeinen) nicht positiv definite "Skalarprodukt "
xT B y = (x, By) bedeutet.

Aus

(xy, Ax,) (x;, A;Bx;) = A (x, Bx,)
und
(x;, Axp) = (ATx, x,) = (A%, %) = (4 Bx,, X,) = X (x,, Bx,)

folgt durch Subtraktion
Xy - A)x;, Bx,) = 0, also (x,, Bx,) = 0. Q.E.D.
Da - wie bereits erwdhnt - ein nichtsymmetrisches verallgemeinertes Figen-

wertproblem meist auf ein symmetrisches zuriickgefiihrt werden kann, ist die
Aussage von Satz 2.4 recht niitzlich.
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2.2 Vollstindige Losung von Eigenwertproblemen und simuitane Diagonalisierung
von Matrixpaaren

Es wird gezeigt, dap die fur das gewchnliche Eigenweriproblem gultige Aquivalenz zwi-
schen vollsténdiger Ldsung des Eigenwertproblems und Diagonalisierbarkeit der Matrix
beim verallgemeinerten Eigenwertproblem nur unter Zusalzvorausselzungen - wie Nichisin-
gularitdt von B oder Symmetrie von A und B - richtig ist.

Fir die theoretische Formulierung erweist sich der Begriff der Diagonalisierbarkeit als

gunstig.

Beim gewdhnlichen Eigenwertproblem A x = A x im R™ ist derjenige Fall be-
sonders interessant, in dem n linear unabhingige Eigenvektoren x,, ... , X,
existieren. FaBt man diese n (Spalten-) Vektoren zu einer Matrix X zusam-
men und bildet mit den Eigenwerten )‘1’ vy kn eine Diagonalmatrix A:=
diag(},, ..., X)), so gilt

AX = XA

Da die Matrix X nach Voraussetzung maximalen Rang hat, ist sie invertierbar,
und es gilt

X1TAX = 4,
d.h. A kann durch die Matrizen F:= X_i, G:= X diagonalisiert werden.

Wir werden jetzt eine Uibertragung auf das verallgemeinerte Eigenwertproblem
versuchen.

Definition 2.5: Das verallgemeinerte FEigenwertproblem A x = ABx, A, B
nxn-Matrizen, heiBe vollstindig Iosbar, wenn es n linear unabhingige Eigen-
vektoren Xy e, X, gibt.

Da der Grad des charakteristischen Polynoms P(})= det(A-AB) kleiner als n
sein kann, ist es fiir die vollstdndige Losbarkeit des verallgemeinerten Eigen-
wertproblems nicht mehr ausreichend, wenn bei allen Eigenwerten geometri-
sche und algebraische Vielfachheit tibereinstimmen, d.h. kein Eigenwert defek-
tiv ist. Deswegen wollen wir hier die Begriffe "defektiver Eigenwert” und "de-
fektive Matrix" vermeiden.

Fassen wir die Spaltenvektoren X, ... , X, zur "Eigenvektormatrix” X zusam-
men, so bedeutet vollstdndige Losbarkeit das Bestehen der Matrix-Gleichung

(2.8) AX = BXA,
wobei A = diag()\i, s Ay) die "Eigenwertmatrix” darstellt.

Ist A symmetrisch, so sind die Eigenvektoren Xy, e s X beim Standardeigen-
wertproblem orthogonal bzw. kdnnen im Entartungsfall orthogonal gewihlt
werden; nach Normierung der Eigenvektoren wird X zu einer orthogonalen
Matrix, weshalb wir auch

XTAX = A
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schreiben diirfen: A ist der Diagonalmatrix A “unitdr” (orthogonal)-iquivalent.

Die Orthogonalitdtseigenschaft der Eigenvektormatrix beim (gewdhnlichen)
symmetrischen Eigenwertproblem kann in folgender Weise auf das verallge-
meinerte Eigenwertproblem iibertragen werden:

Wir nehmen dabei zur Vereinfachung an, daB B nichtsinguldr ist und damit
auf eine Diagonalmatrix J transformiert werden kann, deren Diagonalelemente
+1 oder -1 sind, so daB J2 = I erfiillt ist. Fiir Eigenvektoren X, X, zu ver-
schiedenen Eigenwerten 1, )‘j gilt

= T _

(x,, ij) = xljxj- 0.
Fiir Eigenvektoren zu gleichen Eigenwerten konnen wir - #hnlich wie beim
Gram-Schmidt-Verfahren - eine Linearkombination verwenden, um J-Orthogo-
nalitdt zu erreichen. Da nach dem Sylvesterschen Trégheitssatz die Anzahl der
Plus - und Minuseinsen gleich bleibt, gilt

(x;, Jx) = x-ir_]xi >0 oder <0
und nach eventueller Permutation und Normierung fiir die Eigenvektormatrix X:

(29) XTJX =], woraus durch Multiplikation JXTJ X =J2 =1

folgt. Die nichtsinguldre Matrix X*:= J XTJ ist also invers zu X oder anders
ausgedriickt, X ist “J-orthogonal” :

Cu,Xvd>=su JXv=uJXJIv=0XTJw Jv=<UXPu,v> = < X u, v>

Wie beim nichtsymmetrischen Standardeigenwertproblem kann eine praktikable
hinreichende Bedingung fiir die vollstéindige Losbarkeit des verallgemeinerten
Eigenwertproblems nicht gegeben werden, wobei aus den bekannten Griinden
die Symmetrie nicht mehr entscheidend ist. (Natiirlich gilt, daB im Fall einer
nichtsinguldren Matrix B n unterschiedliche Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms zwangsldufig zu n linear unabhingigen Eigenvektoren fiihren
miissen, dies ldBt sich jedoch nicht direkt aus den Matrizen A und B ablesen!)

Offensichtlich gilt aber der folgende einfache und wichtige Sachverhalt:

Lemma 2.6: Notwendig fiir die vollstindige Ldsung des verallgemeinerten Ei-
genwertproblems ist das Erfiilltsein der folgenden Bedingung:
Bild(A) £ Bild(B)

Beweis:

Aus A = BXA X' folgt

Bild(A) = BildBXA XY= {BXxAX'x|x<R’} < {By|y:rR"}
Bild (B).

1

Q.E.D.
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Der Diagonalisierungsbegriff bei einer Matrix wird nun folgendermaBen verall-
gemeinert:

Definition 2.7: Zwei (n,n)-Matrizen A, B heiBen simultan diagonalisierbar,
wenn es nichtsinguldre (n,n) -Matrizen F, G gibt, so daf3

FAG und FBG
Diagonalmatrizen werden.

Fiir numerische Zwecke ist dieser Begriff im allgemeinen weniger niitzlich als
der der vollsténdigen Losung des Eigenwertproblems. Er ist aber - wie wir
gleich sehen werden - wegen der symmetrischen Rolle von A und B eleganter
und auBerdem auch auf beliebig viele Matrizen erweiterbar.

Ist es moglich, A und B gemeinsam auf Diagonalgestalt zu transformieren, so
kann man - wie in Abschnitt 2.1 erldutert wurde - durch eine weitere Trans-
formation erreichen, daB B (oder A) die folgende einfache Form annimmt:

Haufig schrinkt man die Klasse der zugelassenen Transformationen ein:
Eine mogliche Einschrinkung stellt die Bedingung F = G™! dar. Eine andere ist
bei symmetrischen Matrizen naheliegend: F = G'. In diesem Fall liefern die
Transformationen

A — G'AG, B — G'BG
wieder symmetrische Matrizen. (Beim iiblichen symmetrischen Eigenwertpro-
blem sind beide Bedingungen erfiillt, da F orthogonal ist; dies wird beim ver-
allgemeinerten symmetrischen Eigenwertproblem aber wegen der "B-Orthogo-
nalitdt” von X nicht mehr richtig sein)

In den wichtigsten Fillen liefert eine vollstindige Lésung des Eigenwertpro-
blems Transformationsmatrizen F, G zur simultanen Diagonalisierbarkeit.

Satz 2.8: Es sei B nichtsingulir und x, , ... , X, eine vollstindige Losung des
Eigenwertproblems A x = A B x . Dann bewirkt

F= X'B', 6= X
eine simultane Diagonalisierung von A und B.
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Beweis: Unter Verwendung von A X = B X A erhilt man direkt:
FAG = X'B1'AX = X'B!BXA = A
FBG = X!'B!'BX I

A ist also in die Eigenwertmatrix A und B in die Einheitsmatrix transformiert

worden. QED.

Wir betrachten als nidchstes den wichtigen Fall symmetrischer Matrizen A, B,
wobei B auch singuldr sein darf:

Satz 2.9: Es seien x;, .. , X, eine vollstindige Losung des Eigenwertpro-
blems Ax = ABx und A, B symmetrisch. Dann gibt es eine Matrix W, so dafB
WTAW und W B W diagonal sind.

Beweis:

Da wir auch singuldre B zulassen, miissen wir anders als beim letzten Satz
vorgehen:

Aus AX = B X A folgt einerseits durch Multiplikation
XTAx = xTBXA,
andererseits durch Transposition XT A=A XTB und damit
xTAX = AX'BX
Dies bedeutet, daB B' := X' B X mit A vertauscht:
BA = AP
AuBerdem ist B’ symmetrisch. Nach einem bekannten Satz der Matrizentheorie

existiert somit eine orthogonale Matrix U, die A und B' gleichzeitig auf Dia-
gonalgestalt bringt:

UTB U = By, UTAU = Ay,
(A bleibt natiirlich bis auf Permutation der Eigenwerte erhalten!)
Fiir A’ == X A X gilt A’ = B' A und damit

T av 11 = 11T R T =
U Au=u puu AU = Byiap Adiag:
A’ ist durch U also ebenfalls in Diagonalgestalt iiberfiihrt worden.
Insgesamt haben wir fiir A und B die Transformationen
A— u'xTaxu = (xwhaxuw,
B— u'x"BXxu= (XxwW'B(xw

durchgefiihrt, die Matrix W := X U leistet demgem&B das Gewiinschte. QED
Da X nur B-orthogonal, aber nicht orthogonal im iiblichen Sinn ist, wird WT
- anders als beim Standardeigenwertproblem - im allgemeinen ungleich w!
sein.
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Satz 2.9 ist insofern allgemeiner als Satz 2.8, als wir fiir nichtsingulires B
gemaB den Uberlegungen nach Lemma 2.1 auf ein symmetrisches verallgemei-
nertes Eigenwertproblem transformieren konnen.

Wenn weder die Voraussetzungen von Satz 2.8 (Nichtsingularitit von B bzw.
schwicher: Nichtsingularitit des Biischels (A, B)) noch die von Satz 2.9
(Symmetrie von A und B) gegeben sind, dann kann es sehr wohl passieren,
daB ein Paar (A, B) nicht simultan diagonalisierbar ist, obwoh! das zugehori-
ge Eigenwertproblem vollstindig losbar ist:

Es sei 11 1 o
A = OO'B:= 0 o\l

also das Paar (A, B) ein singuldres Biischel.
Dann ist das Eigenwertproblem A x = A B x vollsténdig losbar, denn fiir

11 1 o]
X = [o 14> A= Lo o
gilt

1t 1t o1 1 0]
Ax:[o offo 1] = Lo o
und

t oqrt 17t o |:1 1][1 o] |:1 0]

BXA=00][0-][00]=0000=00’
also AX = BXA.

Trotzdem ist (A, B) nicht simultan diagonalisierbar:
Um dies zu beweisen, nehmen wir an, es gébe zwei nichtsinguldre Matrizen

f f [ €n 812 ]
a 1 Iz -
F o= I: f21 f22] und G : 821 822

mit der Eigenschaft, daB F A G und F B G diagonal sind.
Aus
fy f 1 °:| &1 giz] I:fu ftz:”:gu giz]
11 2
[fm fzz:”:o 0L 821 822 f21 f22 o o

[fu 811 fugiz] ! [51 0]
f2181 f21842 0 B

liest man die folgenden Bedingungen ab:

FBG

) fyg, = 0 (2) f 84 = O

Aus
FAG = [fu fiz :”:1 1][811 812] _ [fu f14 :”:311 312]
T oLfy f O O]l gy 85| T f21 £ 821 822

[fn(gn *82) iy lgpp + gzz):l ! [“1 0 :l
21(811 * 821) f(Bp+83) | ° [0 o

ergeben sich die weiteren Bedingungen:

(3) f, (gyp + 8pp) = O (4) fy (g +gy) = O
Es sei zundchst f, # 0. Dann gilt nach (1), daB 842 = 0 und damit nach (3)
fi1 852 = 0, also 822 = 0. Dann hat G aber die Gestalt

* 0 ot <inon]s
G = |4 o und ist singuldr.

Es bleibt also der Fall f, = 0 iibrig. f,, = O wiirde zur Singularitit von F
fiihren, also muB f21 # 0 sein, was nach (2) g4 = O impliziert und nach (4)
g1 = 0. Dann wére G wiederum singulér. Q.E.D.

Die Frage, wann aus der simultanen Diagonalisierbarkeit die vollstindige
Lésung des Eigenwertproblems folgt, 14Bt sich restlos beantworten:

Satz 2.10;: Es seien A, B simultan diagonalisierbar.
Das verallgemeinerte Eigenwertproblem A x = A B x ist genau dann vollstindig
Iosbar, wenn Bild(A) <€ Bild (B) gilt.

Beweis:

Die Notwendigkeit der Bedingung Bild(A) C Bild (B) ist bereits in Lemma
(2.6) festgestellt worden. Wir zeigen jetzt, daB sie hinreichend ist:

Es seien F, G die behaupteten Transformationsmatrizen. Dann gilt

FAG = diag(a, ... , a,), F B G = diag(b,, ..., b,).
Aus der Voraussetzung Bild(A) C Bild(B) folgt Bild(F A G ) C Bild(F B G);
dies bedeutet aber, daB das Diagonalelement a i verschwinden muB, wenn das

entsprechende b, null ist.
Wir setzen jetzt

(2100 1 - { i falls b, # O
. i” beliebig sonst

Damit gilt in jedem Fall a =\ b




