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§ 0 EINLEITUNG

Die einfachste Form der Klein-Gordon-Gleichung beschreibt in
der relativistischen Quantenmechanik das Verhalten eines spinlosen
Teilchens (z.B. eines nm—Mesons) der Masse m>0 in einem &dufBeren

elektrostatischen Potential *). Sie ist formal gegeben durch

. 9 2 Loy 2 2
(0.1) (izzg =~ V)70 = ((1V) " +m))o ’
d.h.
(0.2) - - 2ive, = hzw
tt t
mit h2 1= ez--v2 ;, wobei 62 := —A-+m2 ; dabei ist V das elek-
trostatische Potential und A = V2 der Laplaceoperator
3 2
_ 3
Ce
h 4
k=1 k

(0.2) kann linearisiert werden durch

~e

® 0 1
(0.3) i(bt = L& ’ D ::= ' L = 2
ig, he 2v

entsprechend ist die ,freie" Gleichung
(0.4) ¢, =€
: O = €@

dguivalent mit

*) In § 5 behandeln wir auch &duBere elektromagnetische Felder.
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o 1
(0.5) l@t = Lo¢ ’ L = 2 .

Es gibt eine Reihe von Arbeiten, die sich mit verschiedenen An-
sdtzen der Streutheorie fiir die Gleichungen (0.3) und (0.5) be-
fassen (wobei erkldrlicherweise sowohl die Techniken als auch die
Ergebnisse stets hinter dem jeweiligen Erkenntnisstand bei der

Schrédingergleichung zurilickblieben).

Lundberg [L] betrachtete die Lippmann-Schwinger-Gleichung und
erreichte eine Entwicklung nach Eigenfunktionen sowie Vollstdndig-
keit der Wellenoperatoren flir n = 3 , V'EIZ lokal HOlderstetigqg
bis auf endlich viele Singularitdten sowie V==O(|x|_3_6) y | x|,
65>0 . Mit dhnlichen Techniken und Ergebnissen arbeitete Eckardt
[E2]; seine Voraussetzungen waren (unter anderem) Existenz der

Wellenoperatoren, n =23 , Stummelbedingungen flir V und V2 (also

insbesondere V(EL4,loc) sowie
- 2
M(x) = f |p(y)l|x-y|(1 n)/ dy <M<» , M(x)>0 , |[x]|»= ,
H{l

Die folgenden Arbeiten schlossen magnetische Potentiale in die
Untersuchungen ein: Kako [Kk] betrachtete n=3 , alle Potentiale
sowie die Ableitungen des magnetischen Potentials sind beschrénkt
und verhalten sich wie O(|x[_2—6) , 8>0 , x| e .

Schechter [Sch] verwandte eine eigene, allgemeine Technik; er

setzte im wesentlichen

2 2n
(1+|x[)OL j (|V(y) |+]V (y)|)dy'ELp , 1<p<= , a0 , a>1-—TEITT§

| %=y [ <1
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voraus (sowie die analoge Aussage flir das Magnetfeld). Weder [Wr]
benutzte Techniken fiir Pseudo-Differentialoperatoren sowie die wvon
Schechter; als Voraussetzungen hatte er dhnliche wie die aus [Sch]

sowie sehr viele verschiedene Bedingungen vom Stummel-Typ.

Najman [N2] schlieBlich verwandte unter stidrkeren Voraussetzun-
gen die Belopol®skii-Birmansche Theorie der Lokal-Spurklassenpo-
tentiale und betrachtete dabei eine ganze (erstmals wohl von J.M.
Chadam untersuchte) Skala von Ridumen (im Gegensatz zu den anderen
Arbeiten, die sich auf die Energienorm - einen der Endpunkte der
Skala - beschrankten). Weitere, frithere Arbeiten sind in den auf-

gefiihrten zitiert.

Nach 1980 aber scheint sich auf diesem Gebiet nicnt mehr viel
getan zu haben, obwohl etwa ab diesem Zeitpunkt mit der Enssschen
Streutheorie eine neue, starke Technik zur Verfiigung stand, die
allerdings (wieder) zundchst nur bemerkenswerte Fortschritte bei
der Streutheorie filir die Schrddingergleichung nach sich zog, ob-
wohl relativ schnell auch abstrakte Formulierungen entstanden.

Die Ensssche Streutheorie ist ein zeitabhdngiger Ansatz der Streu-
theorie, der mehr als andere Techniken auf physikalischen und geo-
metrischen Grundgedanken beruht. Ausgangspunkt ist die Charakteri-
sierung von Streuzustdnden (d.h. von Zustdnden, die orthogonal auf
allen gebundenen Zustidnden stehen) durch Aussagen vom RAGE-Typ
(Ruelle, Amrein, Georgescu, Enss): Ein Streuzustand befindet sich
nfast immer" ,fast ganz" auBerhalb jedes festen, beschrdnkten
Raumgebietes - genauer siehe z.B. [P, Th.2.1] - und damit spielt
bei geeignet abfallenden Potentialen die St&rung zu geniligend grofien
(positiven oder negativen) Zeiten keine wesentliche Rolle mehr, so

daB sich das gestdrte Teilchen asymptotisch wie ein freies verhdlt.

Einen Uberblick iiber die schon friih entstandenen zahlreichen

Varianten und Verallgemeinerungen der Enssschen Streutheorie gibt

z.B. [P]
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Inhalt dieser Arbeit ist nun die meines Wissens erstmalige An-
wendung der Enssschen Streutheorie flir kurzreichweitige Potentiale

auf die Klein-Gordon-Gleichungen (0.3), (0.5).

Nachdem in § 1 die Notation und ein Hilfssatz aus der Inter-
polationstheorie bereitgestellt sowie an die Grundfragen der Streu-
theorie erinnert wurde, beweisen wir in § 2 den Existenz- und
Vollstdndigkeitssatz flir Wellenoperatoren, den wir im folgenden
anwenden werden. Der Satz entstand als Verallgemeinerung eines
Satzes aus [BSch], der eine abstrakte Existenz- und Vollst#dndig-
keitsaussage fiir Wellenoperatoren nach der Jafajewschen Variante
der Enssschen Streutheorie lieferte. Dort wurde der Fall eines
einzelnen Hilbertraumes betrachtet; vorausgesetzt wurde eine rela-
tiv kompakte St6érung V =B - A wvon A unter der ,klassischen"

Enssschen Bedingung

f lv(a+i)" (1 -g)ldt < =
0

(vgl. Bedingung (iii) in Satz 2.1).

In § 3 definieren wir - aus dem formalen Operator (0.3) -
unseren Klein-Gordon-Operator in einer Skala von Rdumen, deren End-
punkte den Rdumen der positiven bzw. negativen Energie entsprechen.
Wir folgen hier Najman, der in [N1] zeigte, daB diese Operatoren
bei geeigneten Potentialen in den jeweiligen R&umen &hnlich zu ei-
nem selbstadjungierten Operator sind, und untersuchen anschlieBend
die Beziehungen der spektralen Teilrdume unserer Operatoren unter-

einander.

In § 4 wenden wir den Existenz- und Vollsté&ndigkeitssatz fir
Wellenoperatoren aus § 2 auf die Klein-Gordon-Operatdren aus § 3
an; dabei brauchen wir nur die Endpunkte der Skala zu betrachten,
flir die entsprechenden Aussagen fiir das Skaleninnere sind dann

einfachere Uberlegungen hinreichend. Wir erhalten an beiden Skalen-



enden gleiche Bedingungen an die Potentiale, die sich kanonisch
aus den Bedingungen von Satz 2.1 ergeben; das Gesamtergebnis ist

in Satz 4.7 festgehalten.

In § 5 wird untersucht, filir welche Potentiale die Bedingun-
gen von § 4 erfiillt sind. Unter Beriicksichtigung der in § 3
a priori vorausgesetzten e-Beschrédnktheit der Potentiale erhal-
ten wir gleiche Bedingungen wie beim Schrddingeroperator; vgl.
Beispiel 5.2 und [S, (2.2)]. Der zundchst fiir elektrostatische
Potentiale formulierte Satz 4.7 wird in Satz 5.4 abstrahiert
- der also das umfassendste Ergebnis der Arbeit darstellt - ,
und damit konnen wir in Beispiel 5.5 das Analogon zu Satz 4.7

fiir elektrostatische und -magnetische Felder festhalten.

Die meisten der oben aufgefiihrten &dlteren Arbeiten betrachten
neben dem elektrostatischen und dem elektromagnetischen noch ein
nSkalares" Potential, dem physikalisch die Bedeutung einer vari-
ablen Masse zugeordnet werden kann und das hier beiseite gelassen
wurde; mit der Technik, mit der in § 5 das Magnetfeld einge-
fihrt wird, kann ohne weitere Schwierigkeiten auch dieses skalare
Potential in die Gleichung einbezogen werden. In Beispiel 5.5 er-
h&lt man daflir dann Bedingungen vom gleichen Typ wie fiir die
anderen Potentiale. Davon abgesehen enthalten unsere Ergebnisse
alle in [L], [Kk] und [N2] zugelassenen Potentiale; bei [E2],
[Sch] und [Wr] ist das leider noch nicht eindeutig geklidrt, wie
diese Arbeiten auch schon untereinander schwer vergleichbar waren
(s. dort). Jedenfalls aber k&nnen wir auch Potentiale zulassen,
die in [E2], [Sch] und [Wr] nicht enthalten waren; siehe dazu die

Bemerkung 4 vor Beispiel 5.3

In § 6 wird - ausgehend vom Mittelpunkt unserer Skala von
Riumen, der der ,Teilchenzahlnorm" entspricht und bei der zwei-
ten Quantisierung von Bedeutung ist - ein Klein-Gordon-Operator
konstruiert, der mit einem geeigneten J gemeinsam mit dem ent-

sprechenden ungestdrten Operator J-positiv ist.
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Im Anhang halten wir schlieBlich eine beweistechnisch etwas
schwierigere Variante eines technischen Lemmas aus § 5 fest,
die dort nicht benttigt wurde, aber vielleicht aus sich heraus

von Interesse ist.

An dieser Stelle mdbchte ich mich bei allen bedanken, die mich
bei der Erstellung dieser Arbeit durch hilfreiche Diskussionen
oder auf andere Weise unterstiitzt haben. Mein besonderer Dank
aber gilt Herrn Prof. Dr. K. Veselil filir die Anregung zu dieser
Arbeit, seine wertvollen Hinweise und seine stdndige Bereitschaft

zu kritischen Diskussionen.



§ 1 BEZEICHNUNGEN UND GRUNDLAGEN

In diesem Abschnitt wollen wir die im folgenden verwendete
- Notation festhalten, einen Satz zur Interpolation von linearen
Operatoren in der von uns bendtigten speziellen Formulierung
angeben und kurz auf die Fragestellungen der Streutheorie ein-

gehen, ohne dabei technische Fragen 2zu beriihren.

Wenn H ein Hilbertraum und M eine Teilmenge von H ist,
bezeichnen M bzw. M" den AbschluB bzw. das orthogonale Kom-
plement von M in H . Fiir zwei abgeschlossene lineare Teilr&ume
X,YCH mit YCX ist die direkte Differenz durch

Xey := Xny*

definiert (,:=" kennzeichnet die Definition des linken Terms

durch den rechten).

Cm(HfU bezeichnet den Raum der {iiber HJI unendlich oft (partiell)
differenzierbaren C-wertigen Funktionen, CZ(BfB diejenigen

Funktionen aus Cm(ﬂfn , deren Trager

supp @ := {x e R"® : @(x) +0}

kompakt ist. L (HJU (1 £p<=) ist der Raum der (Aquivalenzklassen

von) mefBbaren Funktionen ¢ :3519 C mit

[ et |Pax< = ;

]Rn

F¢o oder 5 bezeichnet die Fouriertransformierte von weELZ(HJU .

Flir einen linearen Operator A von einem Hilbertraum in einen
(mdglicherweise) anderen bezeichnen D(A) , R(A) , p(d) , o(4)
das Definitionsgebiet, den Bildraum, die Resolventenmenge bzw. das

Spektrum von A ; A* ist der adjungierte, A—1 der inverse



Operator, A der AbschluB von A und A X die Einschrédnkung von
A auf D(A)NX .

Wenn A selbstadjungiert ist, ist EA die Spektralschar von A

mit
A = fAdEA(A) i
R
wir schreiben
E,(I) = deA(A)
I

und flir ¢ : IR-> T , beschrdnkt auf o(a),

®(A) = .[ ¢(k)dEA(A) .
IR

Azy steht fir o(A) C [y,=) , d.h. (Af,f) 2vy(£f,f) fiir alle
fen(a). HS(a) (bzw. H2C, H®C, H®, HP) bezeichnen den stetigen
(bzw. absolut stetigen, singuldr stetigen, singuldren, unstetigen)
Teilraum flir A , analog heiBt das Spektrum der Einschrd@nkung von

A auf den entsprechenden Teilraum: cc(A) (bzw. Ogc 7 e * cs)
das stetige (bzw. absolut stetige, singuldr stetige, singulédre)
Spektrum; dagegen ist Gp die Menge der Eigenwerte von A (also
i.a, kleiner als das Spektrum von A auf Hp(A)), siehe dazu

[W, S.206ff.]. Fiir Operatoren, die lediglich Zhnlich einem selbst-
adjungierten Operator sind, konnen diese Begriffe wie Spektralschar
oder spektrale Teilrdume durch die betreffende Zhnlichkeit aus den
entsprechenden Begriffen beim selbstadjungierten Operator definiert

werden.

B(H1 ,H2) bzw. Bm(H1 ,H2) bezeichnet die beschridnkten bzw.
kompakten Operatoren von H1 in H2 ; falls H1 = H2 =H ,
schreiben wir auch einfach B(H) bzw. Bw(H) . Wenn nach Defini-

tion AEB(H1 ’HZ) , wird bei der Operatornorm von A



I al

= sup Iaxl H

xEH1
I xl,, =1
H,

2

nicht noch einmal auf die Normen in H1 bzw. H2 verwiesen. Kon-

vergenz von An gegen A in der Operatornorm wird mit

A > A= 1lim A ’
n n
n—>ce
starke Konvergenz mit
S
A - p=s-1lim A
n n
n—ro«

(= Anf - Af fiir alle £ )

gekennzeichnet. Weitere Schreibweisen werden im laufenden Text

erldutert.

Die prinzipiellen Fragen der Interpolationstheorie filir lineare
Operatoren sind die folgenden: Gegeben seien zwei Vektorrdume und
in jedem eine Skala von Teilrdumen; ein linearer Operator bilde
die beiden ,Endrdume" der einen Skala in die der anderen ab. Unter
welchen Bedingungen an den Operator und vor allem die Skalen bildet
der Operator geeignet gebildete ,Zwischenwerte" auf der Skala in-
einander ab, und welche Eigenschaften des Operators bleiben dabei
erhalten? Wir bendtigen hier nur ein sehr spezielles Ergebnis, das

wir ohne Beweis aus [RS II, App.IX.4] zusammenstellen:

Lemma 1.1

Sei A ein selbstadjungierter Operator in H , A2y>0 . Sei

X = n D(a") und HA die Vervollstdndigung von X in der Norm
ncIN o

"f“a A T 1A% , aeRrR ; Hg seien analog definiert. Seien
!

oo und B lineare Funktionen von [0, 1] in R , a(0) < a(1),



und sei
; A B
Cc = CE B(Ha(O)'HB(O))
sowie
— A B
€ 3= C'HA € BHy (1) Hg (1))
a(l)
(jeweils mit Norm <1). Dann ist auch filir alle t €[0,1]
e A B
Cy C,HA € By ey Ha (e))
a(t)

(mit Norm <1).

Spdter werden wir noch auf ein Ergebnis von Hayakawa (nach

CO und C kompakt sind,

[Kk, Lemma 4.2]) verweisen: wenn 1

ist auch C t€[0,1] , kompakt.

+ ’

SchlieBlich wollen wir die grundsdtzlichen Begriffe der Streu-
theorie kurz und eher heuristisch zusammenstellen: In der Quanten-

mechanik werden Zustdnde von Systemen durch die Schrddingergleichung

beschrieben, wobei der Hamiltonoperator H selbstadjungiert und
von t unabhdngig sei. In diesem Fall sind Ldsungen von (1.1) ge-

geben durch

o(x,t) = e tHox)

¢ die ,Anfangsbedingung".



Seien Ho bzw. H Hamiltonoperatoren, die eine ,freie" und
eine ,gestdrte" Dynamik erzeugen. Dann behandelt die Streutheorie

vor allem folgende Fragen:

a) (Existenz der Streuzustidnde) Zu welchen freien Zustidnden Qo

(die durch Anfangsbedingungen @, bestimmt sind) existieren

gestdrte Zustdnde ¢+ (bzw. ¢_ ) , die in der fernen Zukunft
(bzw. Vergangenheit) ,so aussehen" wie @o ? D.h., existieren
mi mit

lim He_ltH¢ - e_ltHow I =0

£t o : °

(1.2) - lim 1 ¢, - ™™ op 1 = 0
t—)-]-oo - o
Nd w+ = 1lim eltHe_ltHow ?
- t—)+oo ©

Wenn @, oder ¢_ in (1.2) existieren, gehdren sie jedenfalls
eJ_tHe-ltHo

nur zu einem einzigen @, da unitdr ist.

b) (Vollstandigkeit der Wellenoperatoren) Zu welchen gestdrten Zu-
 stinden ¢ {d.h. Anfangsbedingungen ¢ ) existieren ungestdrte

Zustdnde & mit
o+

(1.3) ® = 1lim eltHe_ltHow +
t—)ioo O—

(die dann, s.o., eindeutig durch & bestimmt sind) ?

c) (Existenz der Streumatrix) Wenn die © , aus (1.3) zu einem
gegebenen ¢ Jjeweils gleichzeitig existieren oder nicht exis-
tieren, kann man die Streumatrix definieren, die wo_ in wo+
abbildet (und nach a) und b) wohldefiniert ist). Diese Streu-
matrix ordnet also der ,Vergangenheitsasymptotik" eines gestdr-
ten Zustandes @ die ,Zukunftsasymptotik" zu (s. Skizze auf

der ndchsten Seite).
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Bei der Untersuchung dieser Fragen kann man bestimmte Teilrdume
von vornherein ausschlieBen: Wenn @, ein Eigenvektor von Ho zum
Eigenwert A 1ist, ist (1.2) genau dann erfiillt, wenn ®, = @
gleichzeitig Eigenvektor von H =zum Eigenwert A ist ((1.3) ent-
sprechend) . Also sprechen wir von (starker) asymptotischer Voll-

stdndigkeit, wenn fiir jedes w(EHc(H) existieren, so daR

®
(1.3) gilt; und von schwacher asymptotisg%er Vollstdndigkeit, wenn
die Bedingung fiir die Existenz der Streumatrix (siehe c¢)) erfiillt
ist. Dje Existenz von (1.2) untersucht man nun nicht auch fiir

@, EHC(HO) , sondern lediglich fiir @, EHac(HO) ; Zum einen hat
dies technische Griinde, zum anderen ist es kein groBer Nachteil,
da die meisten ,freien” Dynamiken absolut stetiges Spektrum haben.
Also projizieren wir zundchst mit Pac(Ho) auf Hac(Ho) und

untersuchen die Existenz der verallgemeinerten Wellenoperatoren

itH_-itH
e o

~e

(1.4) Q, := Qt(H’Ho) := s-lim e

P (H )
i_ t—)i.oo o

ac

die Wellenoperatoren heiBen schwach vollstidndig, wenn R(Q+)==R(Q_);
vollstdndig, wenn R(Q+) = R(Q_) = Hac(H) ; und stark voZZstdndig*),
wenn R(2,) = R(2)) = H°(H) gilt (also H®C (1) = {0}, denn

R(Q+)<IHaC(H) gilt immer!). Starke Vollstdndigkeit der Wellenopera-

*) Dieser Begriff wird in dieser Arbeit allerdings nicht verwendet,

sondern weiterhin umschrieben werden.



toren ist also dquivalent mit (starker) asymptotischer Vollstin-
digkeit; die entsprechende Aussage fiir schwache (asymptotische)
Vollstidndigkeit gilt, falls HSC(HO) = {0} .

All diese Definitionen lassen sich leicht erweitern auf Opera-
toren H Dbzw. HO , die in verschiedenen Hilbertrdumen H bzw. Ho
definiert sind und dort obendrein lediglich &hnlich zu selbstad-
jungierten Operatoren A bzw. Ao (durch Ahnlichkeitstransfor-

mationen T bzw. TO ) sind; sei J'EB(HO,H) , so definieren wir

Q := Qi(H,HO;J)

(1.5) :=  s-lim TeltPr 1 o71tR "1 (g )
A o o “ac'o

1tAn=T3p o"1tB0p  (ayr” 1 .
ac O O

= g-lim Te o

t—)i-oo

Im folgenden wird stets J beidseitig stetige Bijektion, TO =1

+
seitig stetig, im Gegensatz zu denen aus (1.4) aber im allgemeinen

und Pac(Ho) = 1 sein; damit sind auch die @ aus (1.5) beid-

keine partiellen Isometrien mehr. Trotzdem kann auch dann die

Streumatrix (siehe c))

(1.6) S == Q Q ,

die wir bei schwacher Vollstdndigkeit definieren k&nnen, unitér
sein, wie wir noch sehen werden. Die Schreibweise (1.6) flir die

Streumatrix wurde im Hinblick auf (1.5) (und c¢)) gewd@hlt; fiir (1.4)

stimmt sie mit der iiblichen Schreibweise

ilberein.



§ 2 EIN EXISTENZ- UND VOLLSTANDIGKEITSSATZ FUR WELLENOPERATOREN

In diesem Kapitel stellen wir einen Existenz- und Vollstdndig-
keitssatz fiir Wellenoperatoren in einer ,Laplacefreien" Formulie-
rung bereit. Der Beweis beruht auf der Jafajewschen Version der
Enssschen Streutheorie, wie sie - in vereinfachter Form mit st&dr-
keren Voraussetzungen und fiir nur einen Hilbertraum - in [BSch]
dargestellt wurde. Die Jafajewsche Variante der Enssschen Theorie
wird durch den zweiten Teil der Bedingung (iv) des folgenden Satzes
gekennzeichnet, deren Bedeutung erst bei der Verifikation an kon-
kreten Differentialoperatoren deutlich wird; wvgl. die Bemerkung

1.

nach dem Beweis von Lemma 4.1 sowie [J] und [P

Satz 2.1

A bzw. B seien selbstadjungierte Operatoren in den Hilbert-

" . ac .
raumen HA bzw. HB ; es sei HA = H @ . T HA - HB sei
beidseitig stetige Bijektion mit

-1

(i) J '(Bti) 'g - (Ati) € Bm(HA)

Weiter seien 1P, € B(HA) , ZCIR abgeschlossen und abz&hlbar,
so daB fiir jedes ¢ € cz(na\z) eine Schar Q_ in B(H,) ,t 20,
und ein Y eCT(IR) mit w(A)_1E B(HA) existieren, so daB gilt

(ii)  s-1im Q. = s-lim Q" = 1

t t

t2> tro

1

(iii) (BT -JA)Y(A) '€ B(Hy + Hy) und

j-"(BJ-JA)w(A)—1(1-Qt)H dt < e
O

(iv) ®B + ®_ =1 , R(®) =H,

*) Aus [P] stammen auch, von der Erweiterung auf zwei Hilbert-

rdume abgesehen, die iiber [BSch] hinausgehenden Techniken im Beweis.



(v) Flir wo = ¢ bzw. wo = 1 gilt

+ita 1-6
e

lo,

b, (Ao (A) ]Pi_ll Sc(1+t)
fiir alle t=20 , wobei &>0 und ¢ nur von ¢

abhdngen,.

Dann existieren

Q+(B,A;J) := s—-lim eltB.Ie_ltA

to>+4o

und sind vollstdndig; das singuldr stetige Spektrum von B ist
leer, und die Eigenwerte von B kdnnen sich nur in Z h3ufen;

Eigenwerte, die nicht in Z liegen, haben endliche Vielfachheit.

Beweis:
Zundchst zur Existenz: Es ist z.B.

{o(a) P_£ : f ef (pECo(IR\Z)}

A 14
dicht in HA ; sonst gidbe es ein g'EHA = Hac(A) mit
IP_T:EB(A)g =0 fir alle ¢ € C_(R\2) .

Wegen gEHac(A) existieren (anCS(IR\Z) mit EBn(A)g - g,

also
und g = 0 wegen (iv).
Damit folgt nach Cook ( s. z.B. [RS III, Th.XI.4]; die einfache

Verallgemeinerung fiir zweli Hilbertrdume scheint zuerst von Eckardt

[E1] benutzt worden zu sein) die Existenz von Q+(B,A;J) aus
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-4

j 1B (pg - JA)e—ltAcp(A)IP+|l dt

0
< j‘H(BJ-JA)w(A)_1HHQte_itA¢(A)¢(A)EuJ at
(0]
(2.1) )
+ j-H(BJ-—JA)w(A)—1(1-Qt)"He_itAw(A)m(A)Euﬂ at
0
< oo

wegen (v) und (iii) ; Q_(B,A;J) analog.

Nun zur Vollstdndigkeit: Zun&dchst ist fiir jedes ¢<EC2(HU

(2.2) K, = Jo(A)I~ | - o(B)

kompakt in HB , da jedes weECZ(HU sich nach dem komplexen

Stone-WeierstraB-Theorem gleichmdBig durch Funktionen aus
{(f : f(x) = P((x+i)_1,(x—i)—1), P Polynom}
approximieren 1&B8t; wegen

P(s,t) - P(so,to) = (s—so)P1(s,t) + (t—to)Pz(s,t)

und

1

JE(A)T ' = f(JAJ_1

geniigt also, daB

(B_-l_-i)-1 - (gag”! +1)

kompakt ist, was wegen (i) gilt.
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Weiter zeigen wir, daB flir jedes ¢<ECZ(E&1)

(2.3) K, = (2,(B,A:3) - Do) P,I"!

kompakt in HB ist. Dazu sei @ESCS(HU mit ® =1 auf supp ¢ .
Es genlgt zu zeigen, daB CD(B)K+ kompakt ist, denn mit Q¢ = @
und der Verknlipfungsrelation @(B)Q+(B,A;J) = Q+(B,A;J)¢(A)
(vgl. [W, Th.11.1], das unmittelbar auf den Fall zweier Hilbert-

rdume lbertragen werden kann) erhalten wir

K, - ¢(B)Ki

1 1

- [1-2(B)1Je(A) P, J"

= [1-o(B)]a, (B,A;J)e(A) P, T

- J[@(A)--J’1¢(B)J]<p(A):1P+J'1 ,

_ ) _ =1
= Q+(B,A,J)[1 @(A)]w(A)IPiJ

wobel der erste Term verschwindet und der zweite wegen (2.2)

kompakt ist. Also betrachten wir

@(B)Ki

T1itB 5y - ga) e+ltAcp(A):IP+J'1

dt

+i®(B) } e
0

= +i [ e Po(m) (B+1) (B+1) T (BI-32) (a+1) T (a+i) o(A)e
0

Fita 1

ﬂ%J_ dt;

nach (2.1) konvergiert das Integral in der Norm, und der Integrand

ist wegen

(B-+i)_1(BJ-JA)(A-ki)_1

1 1 1

J(J BJ-Fi)_1(J— BJ -A) (A+1i)

1

1 - (a+1) ]

-J[ (3 'BT+1i)

und (i) kompakt. Also ist <I>(B)K+ und damit K+ kompakt.



12

Weiter gilt

* +itA- _ * +itA— * * +itA— _AF
Lpie e(a) = ]Pie cp(A)Qt + IPi_e o(A) (1 Qt)
(2.4)
S
- 0

(der erste Summand wegen (v), der zweite wegen (ii)); schlieBlich

ist R(Q+(B,A;J)) abgeschlossen, da J beildseitig stetig ist,

also
I, (B,2;5)£1 > —1—Izl
t N
fir alle f£ EHA gilt.
Nun nehmen wir an, es sei z.B.
R(Q, (B,A;0) + HP%(B) .

Andererseits gilt immer
R(Q, (B,A;3) ¢ H*%(B)

und beide Teilr&dume sind unter B invariant [RS III, S.34].

Damit ist

X := H3(B) & R(q, (B,A;J))

ein unter B invarianter Teilraum. Also existiert ein f €X und
ein (pECZ(IR\Z) mit f = @(B)f , £+0 . (Zu f_€X , f_ %0,
existiert ein kompaktes Intervall I , INnNZ =@ , mit E(I)fo=#0 ;
wdhle f = E(I)fo r 0(x) =1 flir xe€I )

Nun konvergiert e B qug H2¢(B) schwach gegen Null und
damit Ke_itB auf HaC(B) stark gegen Null fiir jeden kompakten

Operator K (s. [RS III, S.24]). Sei

£ = e—lth - @(B)e—ltB

t f L
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Damit ist

2
ﬂfHB (ft,(p(B)ft)B

1

(der Buchstabe im Index kennzeichnet den Raum, in dem das Skalar-

produkt gebildet wird), weiter

1 1 1

Je(R)I " = JO(A)RI ' + Jo(A)RJ
— - —1 -
= Q (B,A;7)0(A)BJ K,
+ 0 (B,A; 0 @A) RJI | - K_
wegen (2.3), also
1£12 = (£, Q. (B,A;0)0(A)RJI£,)
B R R + t’B
(2.5) + (£, 0_(B,A D) oA BRI £ )
- (ft, (KO-+K+-kK_)ft)B .
Der erste Term verschwindet identisch, da X invariant unter e—itB
ist, also ft 1 R(Q+(B,A;J)); der letzte konvergiert gegen Null,

da (ft) beschrédnkt ist und K+/—/o ft gegen Null konvergiert.
Mit

Q_(B,a;J) el = &1%Bg (B,a;d)

erhalten wir fiir den mittleren Term
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-1
(ft IQ_(BIA7J)<D(A)]P_J ft)B

= (f ,eltBQ_(B,A;J)Q(A)naJ'1ft)B

-1
(MBI £ )4

itA

(£ ,Q (B,A;J)e

= (Bo@e P a0, 07 g,

- 0 ’

da wieder (J_1ft) beschrédnkt bleibt und wegen (2.4). Also ist
£=0 und R(R (B,A;J)) = H®(B) ; @_ analog.

Nun fehlen noch die Aussagen iiber osc(B) und cp(B). Flir beide

genligt es, zu zeigen, daB fiir jedes kompakte Intervall I mit

InNZ=¢g
ac _ . L
E; (1) (Hy ©H™7(B)) = EB(I)R(nt(B,A,J))

endlichdimensional ist. (Daraus folgt die Aussage fiir die Eigen-

werte und OSC(B)<IZ , was unmbglich ist, also osc(B) =@ .)

Angenommen, das sei nicht der Fall; dann gibt es ein kompaktes
Intervall I , INZ =@ , und ein abzdhlbares Orthonormalsystem
(£,) in EL(I)R(Q (B,A;J))" ; weiter gibt es ¢€C_(R\Z) mit
w{x) =1, x€I , und aus EB(I)fn = fn folgt (p(B)fn = fn‘
Damit gilt wieder (vgl. (2.5))

2 _
el = (£, 0(BE),
_ : -1
= (£, 9, (B0 BRI £ ),
-1
+ (£, v Q_(B,A;0)@(A)RT £ )p

- (£, (K +K, +K)E)p .
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(fn) ist als Orthonormalsystem in einem Hilbertraum eine schwache
Nullfolge, also konvergiert der letzte Term gegen Null, und die
beiden ersten verschwinden, da EB(I) Hac(B)l invariant l&aRt,

also fn.LR(Q+(B,A;J)) . Also an“B-*O im Widerspruch zu
anHB= 1
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§ 3 Die KLEIN-GORDON-GLEICHUNG IN EINER SKALA VON RAUMEN

In diesem Abschnitt wollen wir den formalen Klein-Gordon-Opera-
tor L aus (0.3) durch einen bzw. eine ganze Skala von exakt defi-
nierten Operatoren ersetzen, die im folgenden untersucht werden
sollen. Wir folgen dabei im wesentlichen Najman [N1], finden aber
auch neue Ergebnisse (Satz 3.7, Korollar 3.9, (3.21)). Wir formu-
lieren diesen Abschnitt zun&dchst nur flir elektrostatische Potenti-
ale; die Erweiterung fiir magnetische (oder auch skalare, s. die
Einleitung) Potentiale bereitet spdter keine Probleme und wird in

§ 5 nachgeholt.

Es seil €2 der selbstadjungierte Abschluf wvon —A-+m2 auf
Cz(ﬂfw in Lz(ﬂfﬁ (also € := 52 Z2m ) und V ein symmetri-
scher Operator mit D(V) OD(g) und
(3.1) fvul < bleul , ue€b(e) , 0Lb<1 .
Damit ist die Form
(3.2) [u,w] := (eu,ew) = (Vu,Vw) ’ D([]) =D(g) ’

abgeschlossen ([K, Th.VI.1.33]) und positiv definit. Nach dem
ersten Darstellungssatz ([X, Th.VI.2.1]) existiert dann ein ein-
deutiger selbstadjungierter, positiv definiter Operator H mit

D(H) €D(e) wund
(3.3) [u,w] = (Hu,w) fir wue€eD(H) , weD(g) .

Wir definieren h := H1/2 ; der zweite Darstellungssatz

([K, Th. VI.2.23]) sichert dann D(h) = D(g) wund mit (3.2), (3.3)
(3.4) /1 -b% leul < lhul < leul , ue€eD(e) .

Daraus folgt wiederum
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(3.5) A-b? e <1, the™M =1

und somit auch
/i _ 1.2 -1 -1
1=-b° Ih "eul < lul , le "hul < lul , Uu€D(g)

und deshalb

2

(3.6) 1 -b% Ih” 1

Twlh < ie”twl < 1n”Twt weL, (R .

Nun sei fir a€eIR Gg die Vervollstdndigung von CZ(HJU

unter dem Skalarprodukt
(3.7) (f,g)ale = (e7f,e79) ;
man sieht leicht

Lemma 3.1
a) Fir o 20 ist GZ=D(€G)

b) Fir a,B EIR 148t sich ea—B zu einem isometrischen Isomorphis-

€ € , . v . .
mus von Ga auf G erweitern bzw. einschrdnken (diese Erwei-

B

terung wird im folgenden nicht gesondert gekennzeichnet!).

c) Fir az2B ist G§<IG§ , und die Einbettung
-— - 8 8
IBa := Id : Ga - GB

ist stetig mit dichtem Bildbereich.

Analog zu (3.7) definiert man Gz , und die Aussagen von

Lemma 3.1 gelten entsprechend. Aus (3.4) und (3.6) folgt

(3.8) G, =G ' G, =G

mit jeweils &dquivalenten Normen. Nach Konstruktion sind die Gi

bzw. Gg , a€l-1,1] , aber Interpolationsrdume (vgl. Lemma 1.1),
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also folgt (durch ,beidseitige" Interpolation) aus (3.8) mit

Lemma 1.1

(3.9) GE =G , 12a2-1

mit dquivalenten Normen. Nun definieren wir weiterhin flir a €IR

die Hilbertrdume

€ ._ o€, € h ._ .h,h .
Ha = Gq ¥ Cq-1 v Ha = Gg " G-t ’
aus (3.9) folgt
(3.10) HE = H2 . 12420

mit d&quivalenten Normen, also ist
(3.11) g, :=1Ia : H » H
beidseitig stetige Bijektion. Aus Lemma 3.1c ergibt sich das

Korollar 3.2

Fir a 2B ist Hs dicht in H; ; entsprechend fiir h statt € .

Die jeweiligen Einbettungen sind stetig.

Nun sei Vo ein weiterer symmetrischer, e-beschridnkter Operator

mit beliebiger e-Schranke. Wir zeigen

Lemma 3.3

Fir 12a 20 148t sich VO erweitern zu einem Operator aus

B(Gg,Gg_1) , der eindeutig bestimmt ist.
Beweis:
Die Eindeutigkeit ist nach Lemma 3.1c klar. Filir die Existenz langt

€
€ £ ~E a—1)
hat. Zundchst ist G, = D(g) C D(VO) und VO € B(GT’GO) , denn

1
fir £ €D(¢g) ist

es nach (3.9) zu zeigen, daB VO eine Erweiterung in B(GZ,G
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1

i f = | =1 - i < cl £l .
Vof o,€ Vof Voe ef ch £ 1,e
. . -1 n € -1%_. -1
= o)
Weiter gilt Voe EB(L2(E{)) B(GO) und (Voe ) D€ Vo’ also
V' i=e(V.e ) ov
o ° o o '

wobeli € als Isometrie von Gg auf GE aufgefaBt wird, also

1

' € €
V! € B(GS,GE,) .

Durch Interpolation folgt

[ € €
Vo EB(GQ,G 1) .

) a=

G
a

Q.E.D.

Natlirlich gilt die entsprechende Aussage auch fiir V . Wie schon
bei € und h , werden wir auch bei V und VO keine Unterschei-

dung mehr zwischen z.B. VO und Vé machen.

Jetzt kdnnen wir unseren (gestdrten und ungestdrten) Klein-

Gordon-Operator definieren. Flir 1 2a 20 definieren wir in Hz

h h o] 1
(3.12) D(B.) := G x G , B :=
o o+ a a h2 2V
. €
und in Ha
0 1
_ E € .
(3.13) D(Aa) = Ga+1>(Ga ' Aa : ( 82 . ) .

Aus Lemma 3.1b und Lemma 3.3 folgt, da8 Aa und BOL auf ihren

,hatiirlichen" Definitionsbereichen definiert sind.



20

Aus Lemma 3.3 ergibt sich sofort das

Korollar 3.4

1 0
(3.14) S == ( )
-2V 1
e}

ist beidseitig stetig in Hg , 12020 (wobei mit v, die Er-

weiterung aus Lemma 3.2 gemeint ist), mit

- und damit definieren wir zusdtzlich zu den Ba noch in Hg

2

N 1 2V 1
(3.15) B := SBS = o
h 0

. S0 _ oyh _ yh _
mit D(B) = SD(BO) = sH1 = H1 = D(BO) .

Ohne Beweis iubernehmen wir direkt aus [N1],[N2]

Satz 3.5

a) B, ist selbstadjungiert in H? , B in Hg ;

Fir 12a20 gilt:

b) A, ist selbstadjungiert und absolut stetig in Hz ;

c) Ba ist dhnlich einem selbstadjungierten Operator in Hg .

(Bei a) geniligt, daB B1 bzw. B symmetrisch mit beschrénktem,

iberall definierten Inversen sind; bei b) ist Aa die unitédre

0] €

Transformation von ( ) in L%(n{” , und bei c¢) wird zwischen
€ o

den beschrdnkten, stark stetigen Gruppen eltBo und eltB1 inter-

poliert.)
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Wenn die Aussage von Satz 3.5c¢ erst einmal bekannt ist,

wir dariiber hinaus sogar zeigen, daB die Ba

sind; dazu bendtigen wir zundchst das

Lemma 3.6

Es seien Hi selbstadjungierte Operatoren in

X €B(H;/H,) sei injektiv mit R(X):H2 und
C
XH1 H2X
Dann sind H1 und H2 unitdr dhnlich.
Beweis:
Zu X existiert die polare Zerlegung (vgl. [K,
X = Ulx| ,
|Xx| = /XX selbstadjungiert und nichtnegativ,
U =: sgn X partielle Isometrie von H1 in H2

N(X)J'==H1 und Endbereich R(X)==H2 ; also ist
X(H, +1) C (H, +1)X
folgt nun
.y .y~
(Hy +1)7'X C X(H, i),
also
(H, +1) 'X = X(H, +i)"
2% 13
sowie
X, ¥1)7 = (1 ¥ 1) X"

Damit gilt

k6bnnen

untereinander &dhnlich

S.3341])

D(|X]) =D(X) ,
mit Anfangsbereich

U unitdr. Aus
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d.h. (H1:ti)-1 vertauscht mit XX , also auch mit |X| , d.h

-1 Ly =1

X[+ 0T = @0 x|
und aus
-1 1
U|x[(H1J_rl) = (H, £1) Ul x|
folgt
1 _ 1
U(H1-}_-1) x| = (Hzi'l) U|X| ,

also wegen R([X] =N(|X|)l=N(X)l=H1

1

! v, i),

(H, +1i)"

Q.E.D.

Nun kOdnnen wir zeigen:

Satz 3.7

Die Ba y 12020 , sind einander &hnlich.

Beweis:

DaB die Ba dhnlich einem selbstadjungierten Operator in Hg sind
(mit unbekanntem selbstadjungierten Operator und unbekannter Ahn-
lichkeitstransformation), wissen wir aus Satz 3.5c ; es langt zu

zeigen, daB jedes Ba dhnlich dem selbstadjungierten B1 ist. Wir

kbnnen also zundchst schreiben

(3.16) B =TB T !
a a a,s a

. , , h . L . h
Ba,s selbstadjungiert in Ha ’ Tq beidseitig stetig in Ha ’
T1 = 1 . Es ist (als Mengen betrachtet)
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h h
Hy ¢ H » D(B;) € D(B) ,

und nach Korollar 3.2 ist die Einbettung

aus B(H?,Hg) mit dichtem Bildbereich. Nun ist nach (3.12)

I B, CBI

a1 o o
oder
-1
I B cT '
a 1,s o a,s a a
d.h.
X B C
o 1,s a,s a
mit
X =T 01
o. a "o
und Xa € B(H?ng) mit dichtem Bildbereich; also ist Ua := sgn)&x

Isometrie von H? auf Hs mit

nach Lemma 3.6 , und schlieBlich

_ =1
(3.17) Ba = YaB1Ya ’

. _ . h h, .
wobei ¥ := T U  beidseitig stetig aus B(H1'Ha) ist.

Weiterhin beweisen wir das natilirlich wirkende
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Lemma 3.8

Fir 12a2RB =20 gilt jeweils

Hac/C/S/p/Sc(Bq) c Hac/C/S/P/Sc(BB)

Beweis:

Die spektralen Teilrdume von Ba gehen durch die Ahnlichkeits-
transformation Ta in (3.16) aus denen des selbstadjungierten
Operators B s mit der Spektralschar Ea S(A) hervor, also ent-

14 r
hdlt die ,Spektralschar”

i

=1
Ea(k) T EG'S(}\.)TOL

a
von Ba (die ja abgesehen von der Orthogonalitd&t alle Anforderungen
an eine Spektralschar erfiillt) alle Informationen, die zur Beschrei-

bung der spektralen Teilrdume der Ba ndtig sind. Wir betrachten

Eq s Nach z.B. [K, S.358f.] gilt (fiir festes a)
r
E (M) = 1 - ok +0i0n]
a,s 2 !
U(Aa = g-1lim U A
(A) 5—>ém 6'p( ) ’
(3.18) e
_ 1 5 s -1
Ué' (A) == = [ j + [ ] (Ba,s A-1in) 'dn .
-p 5

Diese Darstellung ,erhdlt Zhnlichkeiten", d.h. aus

1 _ _ _ -1
u = BBu Bau TqBa,sTa

o

TaBg, sTp » UED(B)

folgt mit (3.18)

_ -1 -1 _ h
(3.19) EB(A)W = TBEB,S(A)TB w TaEa,s(MTa w=E (Mw, WEHa ,
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wenn man noch bericksichtigt, daB nach Korollar 3.2 ein s-Limes in
Hg automatisch einer in HE ist. Aus dem gleichen Grund folgt aus
(3.19), daB fiir u EH& E
gilt.

B(S)u = Ea(S)u fiir jede Borelmenge S CIR

Nun gilt u.EHac(Ba) genau dann, wenn Ea(S)u==O flir jede
Borelmenge SCIR mit |S| =0 4ist; dann ist aber nach (3.19) auch

E,(S)u=0 , also u.EHac(B ) .

B B

c . o :

u €H (Bq) ist dquivalent mit H(Ea(k) Ea(ko))u"a,h
A—*AO ; dann gilt aber nach (3.19) und Korollar 3.2 auch
I (Eg (A) =Eg(A))ul >0, also uel(,).

- 0 fiir

B B B.h B

u(EHS(Ba) gilt genau dann, wenn eine Borelmenge SO<Z]R mit
|S | =0 existiert mit E (S )u=u ; damit ist auch E,(S Ju=u
o s a' "o B'7o
und u € H (BB).
Eigenwerte schlieBlich bleiben beim Ubergang von a zu 8
trivialerweise erhalten, also ist Hp(Ba)<:Hp(BB) (Abschliisse in Hg

h
B

sind kleiner als in H_ !); und endlich ist

sc _ yc S C S _ pysc
H™ (B, = H (B,) NH™(B,) © H™(Bg) NH™(Bg) = H™" (By).
Q.E.D.

Aus Korollar 3.2 und Lemma 3.8 folgt

Korollar 3.9

ac/c

Fir 12a2B20 ist H (B,) dicht in H3S/¢ (g

g)
Beweis:

sei xe H°(By) CHE ; nach Korollar 3.2 ist H2=H3°(B ) @ H%(B )

dicht in HE » also existieren x = xic-+xi ’ xic/s EHac/s(Ba) C
ac/s . ac s ac . h ]
cH / (BB) mit x T 4x> > x eH (BB) in HB ; also x>0 und
ac . s c . h _ yc p
x, > x . Die Aussage filir H (Ba) folgt mit Ha = H (Ba)eaH (B,)

analog. Q.E.D.
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Bemerkung.

Andererseits ist wegen Satz 3.7 , d.h.

-1 -1
B =Y Y Y
a a,BBB a,B ! a,B a p

I
g
)

(Ya’ YB aus (3.17)) natlirlich z.B.

ac _ pac ac .
Ya'BH (Bg) = H* () < H (Bg) ;

also 1l&Bt Ya 8 die spektralen Teilr&dume von BB invariant. Nun
4

gilt einerseits natiirlich

(3.20) 3By < H3® () nHa .

Sei andererseits x€EHac(BB)r1H2 .Y ist beidseitig stetig,

a,B
also existiert y=y3%+y° eHac(BB)«aHS(BB) = Hg mit

C

a s _ ac
Yo,pY  * Yy Y =X eH (BB) '
also y° = 0 und xezya’BHac(BB) = Hac(Ba) . Somit gilt fir a=p
ac _ pac h
(3.21) H™ (By) = H™"(Bg) nHy

(was i.a. nicht aus Korollar 3.9 folgt!). Die entsprechenden Aus-

sagen fiir Hc/p/s(Bq) folgen analog.
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§ 4 STREUTHEORIE FUR DIE KLEIN-GORDON-GLEICHUNG

In diesem Abschnitt soll nun der Satz 2.1 auf die Klein-Gordon-
Operatoren aus §3 angewendet werden. Um uns das Leben einfacher zu

machen, halten wir zundchst fest, daB nach Lemma 3.1b

(4.1) S . L2 (RY) —»Hh S .= W% o
: a,h ° 72 a '/ a,h ° 1-a.

0] h

und
-a
€ o]

- n € e
(4.2) S, ¢ @ Ly(®Y ~HS , s, ( ) €1_a>

unitdar sind; wir kOnnen also im folgenden, statt z.B. Operatoren

in Hg , deren unitdre Transformationen in Lg(ﬂgﬁ betrachten.

Wir beweisen zunidchst einen Existenz- und Vollst&ndigkeitssatz
fir Q+(B1,A1;J1) ; zum einen, weil fast alle Untersuchungen (bis
auf [N1],[N2]) sich ausschlieBlich mit diesem Fall beschdftigt ha-
ben; zum anderen, weil das Ergebnis fiir a=0 eine einfache Varia-
tion davon ist und das fiir 1 >a >0 ilberhaupt unabhdngig von

Satz 2.1 folgt.

Im Beweis nachzupriifen sind die Voraussetzungen von Satz 2.1 ;
die meisten Schwierigkeiten bereitet dabei erwartungsgemdfB die
Konstruktion der Ei . Flir die Schrddingergleichung wurden diese
z.B. in [BSch] konstruiert; wir reduzieren unser Problem auf eine
Form, die analog behandelt werden kann. Zwei technische Lemmata
- eines unter dem Stichwort ,stationdre Phase", eines zur Lokali-
sation von Fouriertransformierten - werden ausgegliedert und an-

schlieBend bewiesen.

Einen kleinen Umweg miissen wir gehen, um die Bedingung (iii) er-

fillen zu kOnnen: Wir k&nnen nicht sofort J = J1 (= Id ) wéihlen,

da (vgl. (3.12),(3.13)) mit D(hz) und D(ez) ja durchaus auch
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D(B1) und D(A1) eine triviale Schnittmenge haben k&nnen. Also

zeigen wir zundchst das

Lemma 4.1

v , Vo seien symmetrische, e€-beschridnkte Operatoren; es gelte

(3.1) fir V , und es existiere ein k€N mit
(4.3) | rve® ldr < e [ v e ldr <o
|%|2r ! o |x|2r :
0 0

Definiere

~ c h ~ (hfzez 0 )
J H —)H ' J =
1 1 1 1 0 1

Dann existieren Q+(B1,A J1) in B(H?,H?) und sind partielle

+ 1
Isometrien mit Anfangsbereich H? und Endbereich HaC(B1) . Das

singuldr stetige Spektrum von B1 ist leer, Eigenwerte kdnnen sich

nur in +m h&ufen, und Eigenwerte in IR\{-m,m} haben endliche

Vielfachheit. Der Streuoperator S, = 9;1(B1,A1;J1)9_(B1,A J1) ist

1 17

unitdr auf H? .

Die uns eigentlich interessierende Aussage ist dabei das

Korollar 4.2

Unter den Bedingungen von Lemma 4.1 existieren Q+(1) := Q+(B1,A1;J1)
in B(H?,H?) und sind partielle Isometrien mit Anfangsbereich
H? und Endbereich HaC(B1) . Der Streuoperator S(1) : 911(1)9_(1)

ist unitdr auf H? .

Beweis von Korollar 4.2:

Wir brauchen lediglich zu zeigen, daB fir ein z ep(A1)
(3, - I -2 e B_(H',H) gilt; damn ist fir ue€D(a;) und
damit fir alle u EH?
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(4.4) = @ (B,,A,;d.)u - 1lim e tBi(g -3.)(a, -z) Te~itA
+{ByrByidy vl 17997 By
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und alles folgt aus Lemma 4.1 . Es ist

(4.5) A

- also OGEp(A1) -, denn

n
i
€]

il

(4.6)

(vgl. die Anmerkung nach
in L?_(IRn)

-1 ’\_ -
51,0 79903,

h 0
(4.7) = (
o)

kompakt ist. Aus (3.2),(3.3) folgt mit u=¢ "x , w=h vy

x,yELZ(mn)

-1
© € 2 n
( 1 ) € B(L(R"))
€ (0]

Satz 3.5). Also muB gezeigt werden,

1
1,€

daB

1(A1—z)u
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(he_zx,y) = [e—zx,h—1y]
= (e—1x,€h_1y) - (Ve—zx,Vh_1y) ’
also
(4.8) h™! - he™? = (vhyFveT? .

Nun ist aber fir beliebiges r €IR mit k aus (4.3)

~k-1 ye

- - -k
(4.9) Ve = Ve k(x|x|Sr€ 1) + (Ve X|x|2r

Weil der Integrand in (4.3)
-k
lve X[x|2r“ = "X|x|2r(ve )

monoton fallend ist, folgt aus (4.3), daB der zweite Term in (4.9)
fir r >« 1in der Norm gegen Null konvergiert, wdhrend der erste
fir alle r € IR kompakt ist (vgl. [RS III, Th.XI.20]). Also ist

e_k—1 kompakt; da V€—1 beschrédnkt ist, folgt mit

\Y
[W, Th.9.11b,c], daB Ve ¥ kompakt ist fiir jedes p>1 . Also ist
Ve kompakt, und mit (4.8) folgt in (4.7) die geforderte Kompakt-
heit,

Q.E.D.

Beweis von Lemma 4.1:

Wir prifen die Voraussetzungen von Satz 2.1 nach. Die ersten folgen

aus Satz 3.5a,b . Nun betrachten wir J, . €2 ist unitar von G?

- 1
auf GE1 , und h 2 ist unitdr von G?1 auf G? nach Lemma 3.1b;
zusammen mit (3.9) folgt, daB J1 beidseitig stetige Bijektion

von H? auf H? ist, die obendrein D(A1) = Gg xG? in D(B,)
iberfithrt: G2 = h™26" = n™%6° = h %% .
2 o) o) 2
Als ndchstes zeigen wir, daB (i) erfillt ist. Dazu langt es zu
zeigen, daR Oeip(B1) ( O(Ep(A1) hatten wir schon bei (4.5) nach-

geprift) und
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(4.10) ;'] '3, - a7 € B_(HD '

denn dann ist

~=1 =121
J1 (B1;t1) J1 (A

-1
111

_ 2= T L R
= J, (B, +i) B I [J, B, I, -A

=1
]A1 (A, +1)

und (B, +1) 'B, sowie A (A +1) ' sind beschrankt. Wie bei

(4.5),(4.6) rechnet man nach, daB

1 -2h'2vo n"2 n
B, = € B(H1)
1 0
gilt, weil
h o\v/-2h%v  hn%\y/ n!' o
-1 -1 _ o
S1,n81 59,0 =
' ' o 1 1 0 0 1
—2h'1voh’1 nhol y .
- °, ) e BLI(®Y)
h 0
nun ist
ST TS
3 '8 la, - A
( e %h? o )(—2h'2vo h—z)( h™2e2 0) ((3 e’z)
0 1 1 0 0 1 1 0
( -2 2V h_ze2 0 )
_ o
n"%e? -1 o)
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-1 A=1-17 -1
S1,elJq1 By Iy~ A0S, o
(4.11) ( el 12 o
_ o -
h%e -¢7] 0 )

Fir den Term oben links ergibt sich

-1 -2 _ -1 -1 -1 -1 .

€ Voh € = € Voe (eh "Y(h '€) :
wie im Beweis wvon Korollar 4.2 1ist Voe-2 und damit auch
(Voe—z)* = €_2VO kompakt. Die Interpolationstheorie liefert, daB
dann auch (s. [Kk Lemma 4.2])
(4.12) e v el e B (L, (®Y) ,

also ist der Term oben links kompakt. Fiir den Term unten links gilt

=1 =1 -2

2 =1, % -2 -1 (h - he %) ,

(h ‘e -¢ ) = €h -€ = gh

was nach (4.8) und (4.9) ebenfalls kompakt ist. Damit ist (i)
gezeigt.

Nun definieren wir

(4.13) Z := {-m, m}

und

(4.14) Q. := 8., x s 1
* t - 1,e™|x]<at ®1,¢

mit noch zu bestimmendem A = A(g) >0 ; damit ist (ii) erfiillt.

Weiter setzen wir
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(mit dem k aus (4.3)); also ist nach (4.5) (&) = A" eB(S)
und, in Lg(]Rn) '
Si,n(Bqdg ~IAPA TS, o = Sy L (ByJ - T A8, A
mit
. » 0 €
A = s’ as =
1,e171,¢ € o ) !
(4.15)
Ao - _ 2 2. _n
D(a) = S1'€D(A1) = [D(g) ] in Lz(Hl) .
Alsc erhalten wir weiter
-1 SO ~k _
S1,n(Bydq ~ I BAPBTS, o =
(h o>(o 1 )(quz o) (HQ 2 o><o 1)
- : X
o 1/|\n? 2v_ 0 1 0 1/\e? o
el o 0 ek
0] 1 € k 0]
(4.16)
(h 0)(() 1 -h"%e? ( g ())( 0 e“k>
o 1/\o 2v ) o 1 eX o
(o h-hlg? 0 e'k)
e} 2V )(e—k 0
(@)
~wvh h*ve® o s n
= x € B(L,(R)) ,
2V € (0]

wobei zuletzt (4.8) ausgenutzt wurde. Fir (iii) ist jetzt noch zu

zeigen
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f I (B3, = J,8,)A]
0

k
(1 —Qt)“dt < o

oder, &dquivalent, in B(L%(IRn»

f 187, (B3, -3 A)A]"S
0]

-1

f )
1,ex|x12AtS1,€S1,e dc < '

also nach (4.16)

-1, %,."k

f "(—(Vh ) "Ve o>
_ X " dt < = ,
2v_e k o) Ix[2At

was nach (4.3) erfiillt ist.

Damit haben wir bereits alles erledigt, was mit dem gestdrten

Klein-Gordon-Operator B1 zu tun hat, und miissen nun noch ﬂ;

finden, die (iv) und (v) (zundchst fiir wo = 1 ) erfiillen.
Wir setzen an
-1

_ o
(4.17) B = S1r€Pi S1’€

und haben fir (v) in Lg(ﬂfﬁ) zu betrachten

Hs1'the;itA1¢(A1)n%s1'€u
(4.18) = "X|x[SAtS;2ee;itA1w(A1)81,epzn
= "X|x|SAte;it£w(£)P§“
mit % aus (4.15) Nun ist fiir ¢<§CS(HU , E(A) die Spektralschar
von A



35

o

o = [ oaEm)

[¢+]

j L feis"a(s)dsdE(x)

= /2n
(4.19)
= o= | 5(s)[ et5Mar (1) ds
= 7= | ¢ e(sras
und
itz’;s ( cos te i sin te )
e = ,
i sin te cos te
also
TN p cos (s+t)e i sin (s+t)e\ _
(4.20) o) = = ( ) _ \)cp(s)ds .
- i sin (s+t)e cos (s+t)e

o0

Die Matrix im Integranden multiplizieren wir von links und rechts

mit

und erhalten

( cos (s+t)e i sin (s+t)e )

i sin (s¥t)e cos (s*t)e
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1 (1 -1) cos (s¥t)e+i sin (s*t)e 0 )(1 1 )
=1 2
4 1 1 ( 0 cos (s¥t)e-1 sin (s*t)e /\-1 1
2\ 1 g 0 et (=sttie \ 4 '

also wird aus (4.20) mit (4.19)

e+itA¢(£)
S sy, FetTEE o . 11
(4.21) = 5(1 . |7 !( o lil-stt)e ‘p(s)ds( P

[e]

1(1 1 )( etiteo(e) 0 ) 1 )
2 1 1 o) etitew(—e) ( -1 1

Wenn wir nun ansetzen

(4.22) P

und zu (4.18) zurilickgehen, erhalten wir mit (4.21) und (4.22)

+itA 2. .0
X|x|SAt e ¢(A)Pi
(4.23) - -
1 -1 +ite ()P e+ite ()P
=1( )X (e oEIFy "’t)
2 1 1 Ix|<at _eilt€¢(_€)P_ eilt€¢(_€)P_
+ +

Zu finden sind also nun
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P, € B(L,(R")

b
mit

= R(P ) = n
und
(4.25) I

t>20 , A =A(p) >0 , c =c(g) , §>0 , a =+1 .

Wenn dann ﬂi durch (4.17) und (4.22) definiert ist, folgt aus
(4.25) (v) "nach der soeben durchgefiihrten Konstruktion, und aus
(4.24) folgt automatisch (iv) : B +I =1 ist klar, und R(B,) = H3

folgt aus (4.17) und (4.22) in der Form

Nun konstruieren wir P+ analog zu der entsprechenden Zerlegung
der Eins bei der Schrddingergleichung, die z.B. in [BSch] dargestellt
wurde - mit einer leichten Modifikation, auf die spdter eingegangen

wird.

Wegen

[lG(p)lzdp fdA f |3(p) | %as
RD 0 |p|=2

= (o [ B0 %
0 || =1

ist
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n , n ¥
U: L,(R) - L,(R,)® L,(s]) )
(4.26)
Uu=u , ulr,o = (0125
ein unitdrer Isomorphismus.
Nun sei
(4.27) o, := X x>0 in LZ(HU ’
(4.28) o :== 1 - o, '
(4.29) Fo die Fouriertransformation in L2(HU ’
(4.30) J+ die kanonische Einbettung von L2(Eg) in LZ(HU ’
also
(4.31) J: die kanonische Einschrédnkung von LZ(HU in LZ(ng;
- * =1
(4.32) PJ_r 1= J,F H:FOJ+ ,
2 _ . n
(4.33) Pi_ 1= P+®1 in L,(IR,) ® L,(S)

und schlieBlich

(4.34) p u”!

PiU .

1+

Nun miissen (4.24) und (4.25) nachgepriift werden; zundchst (4.25).

Es ist

(4.35) o(e) = F-1m(/p2-+m2)F '

) s? ist die Oberfliche der Einheitskugel in IR".
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also
[ e+it€<p(ae) gl (x)
. - 7 3 N
(4.36) = (2m) 1/2 i etxprit/p T o A2 025 () dp
Rn

y o=, 22 N
(2TL)_n/2 _[ du>j~dr rn-lelrx"o'l-lt ro4m ¢(a/r2+m2)g(rn» .

s] ©

Sei nun hELZ(IRn) ’

(4.37) £, = (n_FOJ+®1)ﬁ ,
- ¥

(4.38) ;ir i= (Jj:F;1 81 £,

also

(4.39) g, = P,

d.h.

(4.40) g, = P.h .

Nach (4.38) , (4.37) 1ist

also nach (4.26)
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g, (rw) 7]71; p (1-0)/2 f elrpft(p,m)dp
R
n

= 75 r( n)/ fdpe lrpf:{:('l'p,m) ’
0

und (4.36) wird zu

e e plae) g, 1 (x)

(4.41)
-(n+1)/2

= (2n)

[ dmjdpf+(+_-p,w)1+(prm,trxla,¢) ’
n ¢} - -
51

o=}

(4.42) I+(p,w,t,x,a,¢) := fdr1:'(n"”/zelrxoﬁlt'r +m +lrp¢(a/r +m2).
N 0

(4.42) wird im spdter folgenden Lemma 4.3 abgesch&tzt; mit dessen
Hilfe und der Schwarzschen Ungleichung folgt aus (4.41) fir |x| <At ,
kelN

|[e+it€¢(a8)g+](x)|

<o o [dw ( flft(ip,w) 12ap) V2 _[(1+p+t)_2kdp)1/2
st 0 0
1

und weiter

(4.43)  |[" o), 1607 < o (14017 [ao [1£, (o, 00 1200 .

n 6]

59
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Wegen (4.37) ist fiir alle .n>es?

= 2 ~ 2
[ 15, Ge,@ %0 < [ |n(o, o |%ap ,
o o}

also auch

dol£, (%0, | < 1h1? = Inl?

O “~— 3

f dow
sy

Damit und mit (4.40) wird (4.43) fir |x| <At , k€N, heL,(R")

beliebig zu

et gae)p . h](x) [% < o (1 +t) "2Kim?
+ k,1
also
tite (n+1-2k) /2

"x|x|SAt e m(ae)PiH < ck'2(1-+t) , keIN .
Daraus folgt (4.25) und damit (v) fir wo = 1 . Fir wo =
setzen wir @ := Yo ; es ist @ ECS(IR\Z) mit supp ¢1C supp ¢ .
Deswegen kdnnen wir A(¢1) = A(¢@) wihlen (vgl. Lemma 4.3) und er-
halten lediglich neue Konstanten Cr 3 bzw. ¢ in (v) . (v) kann
also simultan fiir wo = 1 Dbzw. wo = ¢ erfiillt werden.

Zu zeigen ist nun noch (4.24). P+-+P_ = 1 1ist klar wegen

P,+P_ =1 in Ly(R,); fir R(P,) = L2(IRn) langt es, Ker Pi=={o}

zu zeigen ( P+ ist selbstadjungiert !). Sei z.B.

*_—1 _
J+FO H_FOJ+g = 0 R
I FOJ+g =: h :
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damit verschwinden h und F;]h auf ng identisch, und nach (dem

spdter bewiesenen) Lemma 4.4 muB h = O sein, also

nfFJg = 0

~eo

J, 9 =i ]

damit verschwinden Jj und Foj auf 1IR_ identisch, also wie oben
j = 0 und damit g = O . P_ wird entsprechend behandelt. Damit ist
(4.24), also fir B (v) gezeigt und alle Voraussetzungen von
Satz 2.1 liegen vor.

Damit sind alle Aussagen von Lemma 4.1 bewiesen bis auf die par-
tielle Isometrie der Wellenoperatoren; die folgt aus [RS III, XI.3,
Proposition 5d], wenn

—1tA1 = 0

~e

s-1lim (J;GJ1 - 1e
t*jw

dazu (vgl. den Beweis von Korollar 4,2) weisen wir nach, daB

(JTJ1 - 1)A;1 EBm(Hf) gilt. Es ist
(4.44) 3 =5, (s7' 3,5, )¥*sT!
* 1 1,8 1,h11,€ 1’h
und (vgl. (4.15))
-1
(4.45) sl als. 1o ° F
. 1,71 "1,e ~ T\ '
€ 0

also

1 ~ A

(4.46) s (J*g
1, "1

* » Neq

1]1a

~e

_‘] - A
-DAys; = is]?

1 1,091%1, ¢} S1,071%1,¢e "

dabei ist
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also

2 -2
1 AgAT 1 {0 eth "= )\
S11 (373, = 1A 'Sy ¢ =\
7 7 O O
o eh T(n™ ! -ne"?)
= I
0 0

und das ist kompakt, wie wir schon bei (4.8) untersucht hatten.

Damit ist der Beweis von Lemma 4.1 abgeschlossen.
Q.E.D.

Bemerkung.

Das in (4.26) gewdhlte U (und damit P, ) entspricht nicht ganz

dem von Jafajew in [BSch]. Dort war
Uu = G
mit
ar @ = o AT SR
und damit
(4.47 (U 'W (A, @ = rar,0 , H = F pF :
Mit diesem U wére

UeU lu=/A +m? u ,

was unschdn aussieht, aber - was hier nicht vorgeflihrt werden soll -

genausco funktionieren wiirde. Mit unserem U aus (4.26) ist
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und

(4.48) UHU "u = A" u .

Die Erkldrung filir diesen Umstand liegt darin begriindet, daB bei der
Jafajewschen Streutheorie fiir die Schrddingergleichung ein- und aus-
laufende Zustédnde *) erst durch eine kiinstliche Verdoppelung des
Raumes konstruiert werden muBten; (4.47) schuf diese Verdoppelung,
indem der positive Operator p2 als Einschrédnkung des Multiplika-
tionsoperators A aufgefaBt wurde ((4.48) wiirde das nicht leisten!).
Bei der Klein-Gordon-Gleichung ist das nicht ndtig, da der entspre-
chende Operator nicht definit ist; die Trennung nach ein- und aus-
laufenden Zustidnden steckt - in welcher Form auch immer - z.B. in

dem o = +1 1in (4.21).

Es wdre also interessant zu wissen, ob wir bei der Konstruktion
der Hi méglicherweise zuviel Arbeit in Kauf genommen haben, um
uns an der Analogie zum Schrddingerfall entlanghangeln zu k&nnen.
Da aber diese Untersuchung nur dieses eine Mal geleistet werden
muBte - die Fdlle 0=<a<1 stellen, wie wir noch sehen werden,
keine neuen Probleme - und eine einfachere Zerlegung sich nicht

unmittelbar aufdrdngt, wollen wir es dabei bewenden lassen.

Jedenfalls ist diese Frage unabhdngig von der nach der Menge der
mdglichen Zerlegungen im Schrddingerfall; vgl. dazu [P] und vor

allem [G].

Bevor wir die zu Lemma 4.1 analogen Aussagen fiir den Fall a=0

machen, wollen wir die beiden fehlenden Lemmata beweisen.

*) Hier im mathematischen Sinne nach Lax-Phillips; s. [P, S.79f.].
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Lemma 4.3

Sei I+ durch (4.42) gegeben; zu méECZ(IR\{—m,m}) existiert ein

-—

A =A(supp @) >0 , so daB fir a =+1 , t>0, || =1, |x| <At ,
p>0 , kel gilt

-k
|1, (prw,t,x,0,0) | < c (1 +t+p) ,
wobei ck nur von k und ¢ abhéangt.
Beweis;
Es ist
i(p+t) £
I+(p,m,t,x,a,@) = f dr CD(r)el(p ) £(r) ’
- 0
wobei
r(n_1)/2w(a r +m2) s, =0
O(r) :=
0 , r<o
und
_ _ 1 - [2 2
f(r) = fx,t,p,w(r) = EIB(rxm+(t r +m- + rp)) .

Zu cpECz(IR\{—m,m}) existiert ein &6>0 mit

2

{x : |x —m2| <82} Nsuppo =@ .

Damit ist supp ® 26 und d)ECZ(IR). Wihle 0<6 <52<6 ,

1

5,

A := A(supp @) := —ﬁ
6. +m

1

und betrachte £ als Funktion aus Ck(é 1 + max supp @) ,

X,t,p,0 1!
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k € N beliebig, aber fest. Flir t>0 , |x| <At , p>0 , |w| =1
gilt dann

f eM := {f ECk(a 1+max supp @)

x,t,p,0 a,b 17

£ (1) =ar-T-(b/r2+m§ + (1-b)r) , 0sb<1 , |a|<ab}
4

und M 1ist eine kompakte Teilmenge von Ck(51,1-+max:supp¢0 mit

df
a,b = br _
3T (r) = a + ( + 1 b) + O

r +m

s 1
fiir alle fa,bEM , re[éz,-2—+maxsuppcl>] wegen

br

r +m

+1-b > bA 2|a]

fir 0<b <1 , r262>6 bzw.

1 14

+1-b = 1> |a]
;r§+m

fir b = 0 , also auch a O . Nach z.B. [RS III, Th.XI.14] exi~-

stieren dann ck mit

|I+(o,a),t,x,a,cp)| < c (1 +t+p)—k fiir t>0 , p>0 , |x| £At,

wobel Cp pur noch von k und ¢ sowie - zundchst - o und dem
Vorzeichen + abhdngt. Da die letzen beiden Parameter nur vier ver-
schiedene Fille liefern und A nur von supp ¢ abhidngt und weil

k €IN beliebig war, folgt die Behauptung des Lemmas.

Q.E.D.
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Lemma 4.4

Sei f ELZ(HU . Wenn f auf einer Halbachse und f auf einem

offenen Intervall verschwindet, ist £ Z 0O .
Beweis:

Sei z.B. f(x) = 0 , x<O . Definiere flir A€R , ne€IR_

F(A+in) := 7§=-“[e_ixxenxf(x)dx = == f e—ixxenxf(x)dx .

Nach Paley-Wiener (s. [RS II, Notes IX.3]) gilt dann

(1) F ist holomorph in der unteren Halbebene;
(ii) Fir F_(A) := F(A+in) gilt sup IF I =M < « ;
n
n<o

(iii) ||Fn-%n -0, n=o0 .

Nun sei f = O in einem offenen Intervall (a,b) . Definiere
€, = (b-a)/3 , I := (a+eo,b—eo) und fiir 0O0<e <€O , x+iy aus der
unteren Halbebene

€
, _ 1 .
ge(x+1y) = 53 ~[ F(x+iy+t)dt

-€
€

-

= 5 [Fy(x+t)dt
-€

Wegen (i) ist auch Ie holomorph in der unteren Halbebene, und wir
zeigen, daB sich Ie auf TI stetig durch O ergdnzen 1dB8t: Mit

X, €I, |x—xO]'<6 gilt
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ga(x+iy)
€ €
R - 1 _F
= = [ [F, (x+£) = F(x_+t) JAt + 5 [Fy(xo+t) F(x_+t)]at
bl 4 -€
E+X—X € €
1 © 1 =
= o j - f JF, (x +E)dt + 5 f[Fy(xO+t) - F(x_+t) lat
—€+X_X+ - -
—€ E+X—X €
= "2'15 [ f + j JF, (x +t)at +2—1€— f [F,, (x ) - F(x_+t) lat
“€+X"XO € -

und mit der Schwarzschen Ungleichung

: 2 1 ~
|9 (x+iy) | < 52 /8 IIFle + -2—5/—26 IIFy £l
M 1
< = e -£l
S 2 &+ 7= Fy fll - O

fir 6-0 , y~>0 wegen (ii) und (iii) . Also 1l&Bt sich auf Ie v
0<e <€o  der Standardspiegelungssatz der Funktionentheorie an-
wenden; die holomorphe Erweiterung von Ie auf C\(IR\I) ver-
schwindet auf I , also iiberall; mit € >0 erhdlt man F = O und

wegen (iii) f =zo , also £ =0 .
Q.E.D.

Nun soll das Lemma 4.1 und Korollar 4.2 entsprechende Ergebnis
flir das andere Ende der Skala der Najmanschen Operatoren (a = 0)
bewiesen werden; wir kommen dabei mit den gleichen Voraussetzungen

aus und wenden die gleichen Techniken an.
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Lemma 4.5
Unter den Bedingungen von Lemma 4.1 existieren Q+(§,AO;JO) in

B(Hg,Hg) und sind partielle Isometrien mit Anfangsbereich Hg
und Endbereich Hac(ﬁ) . Das singuldr stetige Spektrum von B ist
leer, Eigenwerte k&nnen sich nur in +m h&ufen, und Eigenwerte in
R\{-m,m} haben endliche Vielfachheit. Der Streuoperator

~ _ =1, . ~ . . - €
S =Q (B,AO,JO)Q_(B,AO,JO) ist unitdr auf Ho .

Wie bei a = 1 interessiert uns dabei wiederum hauptsé&chlich

das

Korollar 4.6

Unter den Bedingungen von Lemma 4.1 existieren Q+(O) := Q+(BO,AO;JO)
in B(Hi,Hg) und sind vollstdndig; der Streuoperator S(0) =

911(0)9_(0) ist unitdr auf Hg .

Beweis von Korollar 4.6:

Zundchst halten wir wieder fest, daB O<Ep(AO) mit

=2

1 o} €
(4.49) AO = ) ,
1 0
denn
-1
o} €
s a7 1g = ( ) e B(LZ(RY)
o, 0 "0,t -1 2
€ 0
Nun ist
_ o1 5 .
(4.50) Q+(O) = S Qt(B,AO,SJO) ’

wenn die rechte Seite existiert; wegen
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1 1 1 © O O 0O €
So h(SJo-Jo)Ao So € -1 )
' ! O h —2Vo 0 1 0

( 0 0 ) ( 0 0
o -2n"lv ¢! o -2t Teye v e")
(@] O

it

. =1 € ;h . .
und (4.12) ist aber (83, -Jd A, € Bw(Ho'Ho) , also folgt wie im

Beweis von Korollar 4.2

(4.51) Qt(B'AO;SJO) = Qt(B’AO;Jo) .

Mit (4.51) und (4.50) folgen alle Behauptungen des Korollars aus
Lemma 4.5 .

Q.E.D.

Bemerkung: Man beachte, daB wegen (4.50) und (4.51) Q+(O)

im allgemeinen keine partiellen Isometrien sind.

Beweis von Lemma 4.5:

Wir priifen wieder die Voraussetzungen von Satz 2.1 nach. Der lang-
wierigste Teil 1dBt sich diesmal schnell erledigen, indem wir uns
an den Bewelis von Lemma 4.1 halten: 2 bleibt unverdndert, und

statt (4.14) und (4.17) definieren wir

=1

(4.52) Q := So,EXIXISAt Sove
_ o.-1
(4.53) B% := SO,EPtSO,E .

Der Nachweis von (iv) und (v) kann dann unverdndert aus dem Beweis
von Lemma 4.1 iibernommen werden, wenn wir noch beachten, daB bei
(4.15)
-1 1
A S = A =S§ A,S
O,S (o] O,€ 1’€ 1 1’€

gilt; (ii) gilt mit (4.52) ebenfalls.
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Nachzupriifen sind also noch (i) und (iii). (Die vorher in

Satz 2.1 genannten Voraussetzungen folgen wieder aus Satz 3.5

und (3.11).)

Zundchst zu (i) : Es ist O(Ep(g) mit
- o n? .
B =< > | € B(H))
1 =-2v_h
o)
wegen

I 1 0 o h? 1 o0
S B 'S h = 2 (
o/h™  “o, o n'/ \1 -2vh 0O h

also brauchen wir ( Oezp(AO) war im Beweis von Korollar 4.6 ge-

zeigt worden) fiir (i) wie beim Beweis von Lemma 4.1 nur zu zeigen,

daRB

-15-1 -1 €
J, B J - A € Bw(HO)

oder, &dgquivalent, daB in L%(]Rn»
I 1 1 o\fo n%e?\/1 o
S (I B J_-A )S =
0,E O o) o 0,€ o 8—1 0 -2V h—2 0 €
o
( 0 h "e-¢ )
o -2¢"'v n %

Terme hatten wir aber schon

i

kompakt ist. Die Kompaktheit dieser
fir (4.11) gezeigt.
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Nun zu (iii). Anders als im Fall o = 1 haben wir mit den

Definitionsgebieten kein Problem; aus (3.9) folgt JOD(AO) = D(AO)

= D(BO) = D(ﬁ) . Wir definieren wieder
k
U(z) := 2z
(also wieder up(Ao)-1 = A;k EB(Hg) , wie oben gesehen) und berech-

nen in Li(ﬂfﬁ

-1 = _ -k S RPN ~—k
So,h(BJo JOAO)AO So,e - So,h(BJo Jvo)so,sA
-k
(1 0)(2vo 0)(1 O)(Oe )
(4.54) = _ _
O h 1 h2—e2 0 0 € € k o

( 2v_ 0 )( o ek ) ( 0 ?_voe'k ) . o
_ _ = _ _ €B(L,(IR))
h-n"'e? o ek o o -(vhh*ve™K 2

wie bei (4.16). Weiter ist flir (iii) jetzt noch zu zeigen, daB
- in  B(LZ(R")

hdt
€

14

-1 = -k, . _
fllso’h(BJO JOAO)AO (1 Qt)SO
0

-1 o~ -k
= Il - I
f S0,n (B TIR)A, So,sx|x[2At dt
0]

* 0 2v e ¥

O
_ _ X "dt < o '
o —(vh- H*vek ) |x|2At

I
~—
—

was nach (4.3) erfiillt ist.

Alles, was noch zu zeigen bleibt, ist jetzt - flir die partielle
Isometrie - , daB (J:JO--1)A;1 € Bw(Hg) (vgl. den Beweis von

Lemma 4.1). Analog zu (4.44) - (4.46) erhalten wir
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“1 %1 _aya-] = (s~ *g~1 ~17a7"
(4.55) 5, (T I = MA S, o = L5, nI.S,,e) S5, n7050,e 112
mit
_ 1 © 1T 0 1 0
S, 1JoSs e = -1 - -1 !
o,nh o o, O h 0 > 0 h '€
also

( o O)
en " (h T-ne?) o '

und das ist wiederum, wie bei (4.8) gesehen, kompakt. Damit ist
der Beweis von Lemma 4.5 abgeschlossen.
Q.E.D.

Nun haben wir die beiden Endpunkte a =1 und a = O unserer
Skala von Klein-Gordon-Operatoren untersucht und kénnen uns ins
Innere vortasten, wobei wir gleichzeitig unsere Ergebnisse zu-

sammenfassen:

Satz 4.7

v, Vo seien symmetrische, e€-beschrdnkte Operatoren mit

Ty

Ive 'l < b < 1 ,

und es existiere k €N mit

-k -k
[ 1ve Xjx|2eldE <= 0 [ Ve Xpx |l <o
0 0
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- Danngilt ftir - O <6 <1 : Die Wellenoperatoren ‘ﬁ;fa) :='Q4(BG,AG¢Jd)

existieren in B(HZ,HZ) und sind vollstdndig ( Q (1) sind dartiber
hinaus partiell isometrisch). Die Streuoperatoren S(a) := 9;1(a)9_(a)

sind unitdr auf Hg . Das singuldr stetige Spektrum von Bq ist

leer, Eigenwerte k&nnen sich nur in +m h&ufen, und Eigenwerte in

IR\{-m,m} haben endliche Vielfachheit.

Beweis:

Die Aussage iiber das singuldr stetige und das Punktspektrum folgt

aus Lemma 4.5 fiir B , also auch fir BO = S_1§S und dann nach

Lemma 3.8 fir alle Ba

Nun betrachten wir die Wellenoperatoren. Aus (3.19) bzw. der

analogen Aussage fiir die Aa folgt

(4.56) e1tB1 _ eltBa , I =g , eltA1 - eltAa ,
Hh 1 o He H€
1 1 1

also gilt fiir u er

(4.57) lim eltBaiaxe—ltAall = lim eltB1.J1e—ltA111 ,
t>+e 4o

und wegen Korollar 4.2 existiert der rechte Limes in H? , also auch

in Hg ; wegen (3.16) gilt

Ial

itB -itA
"M 11y *

1Ty

TO. Ta JCX.

-1
< < il (W Il
Il e Jae a ul = HTa Ta |Ja u

Ty~

unabhidngig von t fir alle u EH; , und damit existiert

Q (a) := s-lim e tBa g e By
* Al a

.
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—a., € —a,€

auf H? = Hi ( bezeichnet den AbschluB bzgl. "'"q,e y

mit .beschrdnktem Inversen; es ist

(4.58) Qt(1) = Qi(a)*HE
1
und allgemeiner
(4.59) Qi(a) = Qi(O) He ’
a.
wie man sieht, wenn man in (4.56) und (4.57) statt P =1 ein all-
gemeines R 2a setzt.
Nun ist H? dicht in D(Q, (a)) = H; » Q. (a) ist stetig mit

beschrianktem Inversen, also ist mit (4.58)

(4.60) R(Q, (@) = (@, (10 &" = 4@

_ jac
= H™7(By)

wegen Korollar 4.2 und Korollar 3.9.

Nun fehlt noch die Betrachtung der Streuoperatoren. Nach (4.60)

ist
R(Q+(an = R(Q_(a)) ’

also ist S(a) auf Hg definiert, und aus (4.59) folgt

Sta) = s8] _ .

a
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Wegen Korollar 4.6 und Korollar 4.2 sind sowohl S(0) als auch

S(T1) wunitdr auf Hg bzw. Hf , und durch ,beidseitige"™ 1Inter-

polation (fiir S(a) und S(a)_1) folgt die Behauptung fiir alle
S(a) , wenn man sich klargemacht hat, daB nicht nur die GZ , son-
dern auch die HZ Interpolationsrdume sind. Das sieht man, indem man

den Operator

in Hg = Gg XGE1 betrachtet. € ist selbstadjungiert und positiv,

denn der Operator

-1 ~ € 0
So,eeso,e = '

o) €

-1 Z _ oo "\ _ AE
D(So,eeso,e) = SO,SD(E) = G1 ><G,I

in L%(FJU ist selbstadjungiert und positiv; genauso berechnet man,
das D(e%) = G§XG§_1 ist ( 12020 ) und daB tatsichlich Hg

identisch ist mit D(ea) , versehen mit dem Skalarprodukt

(f,g)m’E = (e°f,e g)o,8

Damit sind die Hg Interpolationsriume (die Hg kdnnen natiirlich
genauso behandelt werden) und der Beweis von Satz 4.7 ist abge-

schlossen.
Q.E.D.

Bemerkung:

h
Schon bei Satz 3.5¢c wurde zwischen ’Hg bzw. HZ und H? bzw. H1
interpoliert. Dort ging es allerdings nicht um eine Abschdtzung der

Norm des Operators, so daB es bei
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langte, beispielsweise fiir F2 zwischen B(GE1,G2) und B(Gg,G?)

zu interpolieren (fiir die anderen Fi ,,,,, analog). o
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§ 5 BEISPIELE

Hier wollen wir die Bedingungen, die in § 4 an V und VO ge-
stellt werden, ndher untersuchen. (3.1) ist - e€-Beschrdnktheit vor-
ausgesetzt - eine Frage der Kopplungskonstante und soll nicht ndher
untersucht werden. Wir konzentrieren uns auf die ,Ensssche Bedin-
gung” (4.3). Im Fall des Schr&dingeroperators gibt es eine einfache
Technik, diese Bedingung handlicher zu machen, die es auch fiir den
Klein-Gordon-Operator tut und die hier noch einmal vorgefiihrt wer-

den soll:

Lemma 5.1 (vgl. [P, Prop. 8.11])

Sei V ein ez—beschrénkter Multiplikationsoperator und k = 21,
l1eIN beliebig; dann ist

_ -k _ -k, *

integrierbar (d.h. (4.3) gilt) genau dann, wenn

k

h2(R) e= "XIX|ZRV€ i

integrierbar ist.

Bemerkung:

DaB nur gerade Potenzen von € 2zugelassen sind, ist fiir unsere An-
wendung kein Mangel; wenn h2 mit irgendeinem Exponenten kO in-
tegrierbar ist, ist es auch mit k = 21 2 ko integrierbar, und
damit ist (4.3) fir k = 21 erfiillt. Die Aussage des Lemmas 1l&8t
sich allerdings bei e-beschrdnktem V auch fiir k = 1 beweisen,
was im Anhang durchgefiihrt werden soll. Fir ungerades k > 1 sehe

ich dagegen keinen Beweis, obwohl die Vermutung sich aufdrangt.

Beweis von Lemma 5.1:

Sei d)ECS(]Rn) mit 0<®(x) <1 so, daB
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1, x| =2
(5.1) o(x) =
o , Ix] =1
sei weiter
: = X
(5.2) jpx) = o)
und
_ -k. oy -k, *
9, (R) := lve lel = IIJR(VE y O
(5.3)
g.(R) := I§_ve ¥l
2 : R *
Damit ist flir i =1, 2

(5.4) g;(3) 2 h (R) 2 g, (R)

und es langt zu zeigen, daB 94

9, integrierbar ist. Die 95

genau dann integrierbar ist,

sind beschridnkt, also brauchen wir

~e

wenn

uns nur um das Verhalten fiir R >« 2zu kiimmern. V ein Multi-
plikationsoperator ist, also mit jR vertauscht, haben wir
(5.5) g, (R) =g, (R)| < Ivie™ sl .
' 1 2 - "R
Nun zeigen wir mit vollstdndiger Induktion, daB fir 1 E]NO
-21 . _ -21. 2 . -2 -2
(5.6) (e ,jR] =-1le¢ (e ,]R]E + € CR,l ’
-2
< .
"CR,l“ < clR :
Fir 1 = 0O ist die Aussage klar, und aus der Induktionsannahme,

daB (5.6) fliir 1 EI%) gilt, erhalten wir
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[8—2(l+1),jR] + (l+1)€_2(l+1)[€2ij]€_2
8—2(1+1)jR_ R€—2(1+1) . (l+1)€—21jR€—2 _ (l+1)€—2(1+1)jR
- l€_2(l+1)jR'*l€_21jR€_2'FG_leRE_z"jR€—2(1+1)
_ le_Zl[jR,e_z] . [e_ZI,jR]s"z
= 16-2(l+1)[€2,jR]8-2 - l€_21[82,jR]8_4 + E—ZCR,l ((5.6)1!)
= - le—z(l+1)[ez,[e2,jR]]s_4 + E_ZCR,l .
Nun ist
(5.7) (%351 = [-8,35) = = (A3 +2(Vig) V)
und weiter
(e?, 16?3117 = [-a,0-8,5,11e"
= (035 +avai)ev+aained
R R R

wegen (5.2), (5.1) ist |anRl < cnR—n , also

und (5.6) ist bewiesen.
Nun folgt aus (5.7) zum einen (s.(5.2),(5.1))
2 ., . 2 .
[e%,3g] = 3g/pl€ /3R]

und weiter
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2 . -1 C -
I[e ,JR]e I < B ;
mit all dem erhdlt man aus (5.5)
-21. 2 . -2 -2
|9y (R) =g, (R) | = 1Ive™ 5 (e, 5 ]e 0 +Ive™ “licy |
5.8
o < g4 (%) e -—%
R R
und daraus weiter
R R C R, C C
|9, (R) ~g, (R | < (9,(3) ~9,5)) § +9,(3) F + =
(5.9)
R C C R, C C
< 9.3 s5s+F+9,3) 5+t .
14 R2 R3 22" R R2

Wenn nun 9, EL1(HH) ;, ist nach (5.8) auch 9, EL1(HH) ; die umge-
kehrte Richtung folgt aus (5.9).
Q.E.D.

Damit erhalten wir unser erstes Beispiel:

Beispiel 5.2

Sei V ein e€-beschrédnkter Multiplikationsoperator mit der reell-
wertigen Funktion v = v(x) (Vv = VO liefert die Klein-Gordon-

Gleichung mit elektrostatischem Potential). Dann sind &dquivalent:

(a) (4.3) gilt filir ein k = 21 , 1 €N.
(b) Es gilt:

(5.10) F(r) := [ sup ]- |v(x+z)|2dz]1/2 , r=0

ist beschrdnkt und integrierbar.
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(c) v 1Bt sich schreiben als
(5.11) v(x) = £(|x])g(x)
mit
(5.12) f : IRi-*[O,1] ist monoton fallend und integrierbar;
k
(5.13) g 1st meBbar und € ©_beschrédnkt fiir ein ko ceIN.
Beweis:

7Wir zeigen (a)=>(b)=5(c)==(a) .

(a) ® (b): Es gelte (a); nach der Bemerkung zu Lemma 5.1 kdnnen wir
o.B.d.A. k >n annehmen. Nach einem Ergebnis von Strichartz (nach

[P, Prop. 8.3]) ist dann auch

F1(r) := sup [ j. |X|x+z|2rv(x+z)|2dz]1/2
xeRY |z |<1

beschrdnkt und integrierbar. F ist monoton fallend, und wegen

F(O) = F1(O) und F1(r) <F(r) SF1(r—2) fir groBe r gilt (b).
(b) > (c): Fir v =0 1ist alles klar; sei also v 0 und damit

F(O) >0 . Definiere

F(r
F(O) )

~—

f(r) :=

Damit ist (5.12) erfiillt. Aus f(r) =0 folgt F(r) =0 und damit

v(x) =0 flir |x| 2r-2 . Wenn wir also definieren

-f-‘(l-l(——}’:)ﬁ , f(|x])>o0

g(x) := ’
0 , E(|x]) =0
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ist (5.11) erfillt. Nun betrachten wir

Gx) = [ lgx+z)|%az .
|z |<1

Wenn £(|x|+1) =0, so ist (s.o.) v(y) =0 f£fir |y]| =|x|-1 , also
auch G(x) =0 . Sei also f(|x|+1) >0 ; dann ist

2
cx) = [ I?Xfﬁii%— dz

(1x+z1)
|z |<1
< max ! 5 jﬁ lv(x+z)|2dz
F(ix|+1) 2 _ 2
—<— ( f( X+1) ) - (F(O)) .

Also ist G beschridnkt, und nach [P, Prop. 8.3] ist damit g
ek—beschrénkt fiir jedes k>n ; damit ist (5.13) und somit (c) be-

wiesen.

(c) ® (a): Wenn (c) gilt, ist g auch ek—beschrénkt fir k==21:>ko,
l1eWN . Damit ist

ve ¥ < £l _1ge™ 1 = £(r)lge™1

"X|x|2r "X|x|2r

und der letzte Term ist integrierbar. Nach Lemma 5.1 gilt damit
(4.3), also (a).
Q.E.D.

Noch einige Anmerkungen zu den obigen Kriterien: Nach dem im Beweis erwdhnten

Ergebnis von Strichartz ist (5.13) &dquivalent mit

n

~e

(5.13a) f ]g(x+z)|2dst<oo , X €I

|z | <1
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(5.12) gilt z.B. fur

1 , O<r<a
{5.12a) f(r) := £ (r) :=
- a -1-8
(1+r-a) , r>a
oderx
1 ’ O <r <ae
(5.12b) f(r) := £ (r) :=
———r a
ae
r,1+6 ! r>ae
r(lnad

, >0 ,a >0.

Zusdtzlich muB nattlirlich immer die geforderte €-Beschrédnktheit im Auge behalten

werden; hinreichende Kriterien dafiir sind z.B.

_ a<2,
(5.14a) jﬂ ]v(x+z)]2|zla 4z < M < = , {
|z | <1 a=1.
oder
D p>n .,
(5.14b) f |v(x+2) |[fdz < M < = ,
|z | <1 P=2
bzw. - mit Bezug auf Beispiel 5.2c -
2 2 o-n
(5.14c) £% (max{0, |x|-1}) j‘ lg(x+z) |7 | z]| dz < M
|z | <1

(a6 wie bei (5.14a)) oder

(5.144) P (max{0, [x|-1}) [ |g(x+z)|Paz s m < =

|z|S1
(p wie bei (5.14b)). Zuséatzlich zugelassen sind z.B.

(5.14e) vELn(IRn) , n=3
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und dariiberhinaus Coulombsingularitdten fur n 23:

c n
= >
(5.14f) v (%) % x| _ olﬁa , a>0 , XOE]R , N3 .

Beweis von (5.14a-f):

(5.14a) ist [W, Th. 10.18]. (5.14b) wird auf (5.14a) zurickgefithrt: n = 1 ist
klar; sei also n=22 , und es gelte (5.14b) mit einem p>n . Dann existiert ein

a<2 mit Op>2n. Damit rechnet man nach, daB

n—1+(0.—n)§-1§-/t2—1—- > -1 ,
und damit gilt mit q := p/2
j|v<x+z>|2|z|°“ndzs[ [ | vix+z) |Faz]*/2 [ [ |z|(a—n)&%dz]1—%
|z|<1 |z|<1 |z|<1
< wPep) < =

also (5.14a). (5.14c) bzw. (5.144) werden unmittelbar auf (5.14a) bzw. (5.14b)

zuriickgefihrt. (5.14e) folgt aus [K, VI. 4.8b,4.9a], und (5.14f) schlieBlich aus

] |u(x)12|x|'2dxs j|u(x)|2|x|_2dxs——4—§- j | Va () | %ax
l (n-2)
x|$a n IRn

R
(vgl. [W, Th.10.35]; natiirlich ist deshalb das ganze Coulombpotential €-be-
schrénkt, aber ohne die Abschneidefunktion in (5.14f) gilt (5.10) nicht, und tat-
sdchlich ist ja zumindest beim Schrddingeroperator mit Coulombpotential die Nicht-

*
existenz der Wellenoperatoren bekannt )).
Q.E.D.

*
) Beim Diracoperator inzwischen ebenfalls; s. [ThE].
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Bemerkungen:

1. Am interessantesten ist wohl, was Beispiel 5.2c¢c zeigt: Fiir ein
beliebiges g mit "ge_1" <1 und ein beliebiges beschridnktes Ge-

biet G existiert ein Potential v mit
v(ix) = g(x) , xe€eG ,

so daB die Aussagen von Satz 4.7 gelten; auch auBerhalb von G
miissen Singularitdten von g durch v nicht abgeschnitten, sondern

nur im Betrag - nicht im Charakter - geeignet abgeddmpft werden.

2. Fir n=1 ist mit (5.10) automatisch auch (5.14a) erfiillt;
sonst aber sind die Bedingungen flir (4.3) und (5.14) voneinander
unabhidngig. Nach (5.14b) z.B. soll v Lp—lokal (fiir ein geeignetes
p ) gleichmdBig beschrédnkt sein und nach (5.10) L2—lokal geeignet
abfallen; entsprechend soll g nach (5.13) L2—lokal gleichmidgig
beschrédnkt sei (vgl. den Beweis von Beispiel 5.2) und darf nach

(5.14d) L -lokal in einer bestimmten Weise anwachsen.

3. Wenn eines der Kriterien (5.14a -d) - also letztlich (5.14a) -
sowie (5.10) gilt, ist nach [W, Th. 10.21] V automatisch e-kom-

pakt; aber (5.14a) ist ja auch nur ein hinreichendes Kriterium.,

4. Im Gegensatz zu (5.12a) hat (5.12b) die Eigenschaft, daB
r £f(r) ¢LP(IR+) r P>0,

was einen deutlichen Unterschied ausmacht; z.B. gilt fiir (5.12a),
(5.13) die Bedingung [Sch, (1.16),(1.15)], nicht aber flir (5.12b),
(5.13). Das gleiche gilt fiir [Wr, (A6)]; schlieBflich ist [E2, (V5)]
mit p==qo(==v) i.a. nur filir

v = £-g-o(|x| 1™ /2

(f,9 aus (5.12),(5.13)) erfiillt, wobei [E2] n >3 voraussetzt.
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Durch eine einfache Variation kann der Beweis von Lemma 5.1 auch

auf Differentialoperatoren angewendet werden:

Beispiel 5.3

Sei V ein Differentialoperator der Form

n
(5.15) v = :E: v, (x)=2— , D(V) = D(&?)
1 axl
1=1
mit vy = flgl wie in Beispiel 5.2c¢c (mit einem o.B.d.A. gemein-
samen ko) ' vl e-beschrédnkt. Sei k € N gerade mit k.2k0-+1 .

Dann gilt (4.3) fiir Vv und k .,

Bemerkung:

V ist e-beschrinkt, wenn ko==0 , also |vl(x)| Sclfl(]x|) . Mit
der im Anhang bewiesenen Variante von Lemma 5.1 fiir k=1 folgt

dann die Aussage von Beispiel 5.3 auch fiir k=1.

Beweis von Beispiel 5.3:

Wir bleiben bei der Notation des Beweises von Lemma 5.1 . Da die

v g-beschrdnkt sind, ist V offensichtlich ez—beschrankt, und

1

wegen
“k
Oy 3 koK

3 -k
f —
x|x[2Rflglaxl€ = “XIXIZRfl""gle 9%,

und ko—k.s—1 ist h2 integrierbar. (5.4) gilt auch hier, nur

vertauscht jR .nicht vollstdndig" mit V ; wir erhalten
n
. 9 -~k 3 _—k.
|92(R) g1(R)[ < ":E:(V13R5§—€ - Vi35 € JR)"
1=1 L 1

k 3

n
s o4 - . -k
(5.16) 'gg;‘vi[JR'sx le =+ Vlaxl[JR'e ]

)i
1
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n .
< Zuv -B_ZBS‘kn + IV, e X1
- laxl IR’
1=1
= 33 -
< Zule|leRaxe I+ 1V5g,e ]
1=1
(5.16)
n
_ 1 90 x, —k . -k
- ZHXIXIZRVlR—-—Xl(R)g I+ 1V, e Tl
1=1
n
1 30 -k . -k
< Z RHX,MZRfﬂlu,é-x:u||gle L E I T

Die Summanden links sind nach (5.12) integrierbar, und der letzte
Term wird wie im Beweis von Lemma 5.1 abgeschdtzt; daraus folgt die

Behauptung.
Q.E.D.

An dieser Stelle wollen wir noch einmal zu § 3 und § 4 zu-
rickkehren. In § 3 hatten wir den Operator h2 als Formsumme
von 62-V2 definiert. Alles, was wir dabei in Wirklichkeit be-

ndtigten, war:
(5.17) h ist selbstadjungiert mit D(h) =D(eg) , h286>0 .

Denn aus (5.17) folgt automatisch (3.4) (mit anderen Konstanten),
und somit erhalten wir zundchst (3.8) und (3.9) sowie im weiteren

Verlauf, wenn noch

(5.18) VO ist symmetrisch mit D(VO)ZDD(E)

1

- also Voe— EB(LZ(HJ5) - vorausgesetzt wird, alle Ergebnisse

von § 3.
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Auf dieser Basis betrachten wir § 4 noch einmal und sehen, das
wir alle Schritte, in denen V vorkam, zuriickfiihren kdnnen auf die

Betrachtung von

-1 1

(5.19) h :=h '& - he ;

o

mit (3.5) und der darauffolgenden Zeile ergibt sich hO EB(LZ(BfU)

und insgesamt, an Stelle von Satz 4.7, der allgemeinere

Satz 5.4

Fir h bzw. Vo gelte (5.17) Dbzw. (5.18) sowie fiir ein k eIN

-k / 1-k
(5.20) ] IV e X 21 9E < = Thoe' " X|x ' 9T <
ol 0

(ho aus (5.19)). Dann gelten alle Behauptungen von Satz 4.7 .

Als Beispiel, das von § 3 abweicht, wollen wir die Klein-
Gordon-Gleichung mit elektrostatischem und elektromagnetischem

Potential betrachten, die formal gegeben ist durch

(5.21) (i -v ) %0 = [(17-8)% +n’Jo
oder
(5.22) -, ., — 2iV_o@_ = h2¢> ’
tt o't
(5.23) n? = e? -vi+|al?-ivea-iaev

wobei VO==VO(x) das elektrostatische und A==A(x)==(a1(x),..,an(x))T
das elektromagnetische Potential darstellt; VO ' al seien reell-

wertige Funktionen.



70

(5.22) wird wieder durch (0.3) linearisiert, (5.23) wird wieder als

Formsumme aufgefaBt: Wir setzen voraus, daB VO und die aj
1<1<n , e€-beschridnkt sind mit

n
(5.24) v e 12 4+ 2 z la,e” 1l <y < 1 .
o) 1
1=1

Damit ist die von (5.23) induzierte Form

n
[u,w] := (eu,ew)-—(VOu,Vow)-+ :z: (alu,alw)
1=1
n n
_ 2 - Y gl
(5.25) Z (alu’laxlw) laxlu'alw) '
1=1 1=1

D([]) = D(e)

abgeschlossen, symmetrisch und positiv definit ([K, Th.VI.1.33 und
VI.1.31] und liefert deshalb (wie in § 3) einen eindeutigen selbst-

adjungierten Operator h , der
(5.26) (hu,hw) = [u,w]

und gleichzeitig (5.17) erfiillt. VO erflillt nach (5.24) gleichzeitig
(5.18), also konnen wir die Klein-Gordon-Operatoren aus § 3 defi-

nieren. Dafiir gilt:

Beispiel 5.5 (Klein-Gordon-Gleichung mit elektrostatischem und

elektromagnetischem Potential)

Seien Vo(x) = fo(|x|)go(x) , al(x) = fl(lxl)gl(x) , 1<1<n ; dabei

seien f 0<£1<n , wie in Beispiel 5.2c (mit einem o0.B.d.A

r 9 ’
1 1
gemeinsamen kO fir die gl). Es gelte (5.24). Sei h durch (5.26),

(5.25) gegeben. Dann gelten alle Behauptungen von Satz 4.7
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Beweis:

Wir wenden Satz 5.4 an; nach der soeben durchgefilhrten Konstruktion
gelten (5.17) und (5.18), und fir ein fest gewdhltes k=21 €N ,
k2k0+1 gilt

~k
fnvoe X|y|zrldE < =
0

nach Beispiel 5.2. Zu betrachten ist also nur noch ho . Nach (5.26)
und (5.25) ist

-1 - -
(he 'x,y) = [€ 1x,h 1y]

-1 -1 -1
(h "ex,y) (Voe X’Voh y)

(5.27) n n
-1 -1 -1, 93 ,.-1_.
+ Z (ale x,alh y) - Z (ale x,18Tlh y)
1=1 1=1
n
. 0 =1 -1
- Z (la_x—l"e x,alh Y) r
1=1
also
n
_ -1, % -1 _ 1, % -1
hO = (Voh ) V_ ¢ :E: (alh ) ale
1=1
(5.28)
n n
. 9 =1, % -1 -1,%, 93 -1
+ Z (l-a—-)-(z-h ) ale + Z (alh ) 1—§§I€ .
Nun sind Voh_1 , alh_1 und Eg_h-] beschrinkte Operatoren; um
1

1-k
j~"ho€ X|x|2r"dr <=



72

nachzurechnen, geniigt also in den ersten drei Termen von (5.28),

daB
-k
0

nach Beigpiel 5.2 , und im letzten

-1y* 9 -~k _
(a;h ") oy € =

h_1 ist beschridnkt, und

f la, 2 e %y
13x, |x |2
0

nach Beispiel 5.3 wegen der Voraus

<w , 0<l<n

Term haben wir

jo g
o))
m
-

ldr < «
r

setzung an a; -
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§ 6 ZuR J-SELBSTADJUNGIERTHEIT DER KLEIN-GORDON-OPERATOREN

In diesem Abschnitt untersuchen wir noch einmal ein Ergebnis,
das schon in [Nl] mit Bezug auf [V1], [V2] erwdhnt wurde: B1/2 ist
dhnlich einem B , flir das folgendes gilt: Es existiert ein unitirer
Operator J , fﬁrAden sowohl g als auch der entsprechende unge-
storte Operator A J-selbstadjungiert und J-positiv sind (zur No-
tation siehe z.B. [V2]). Nach unserem Satz 3.7 gilt diese Ahnlich-
keit dann flir alle Ba ;, O0La<1 ; der Fall a==% ist lediglich

dadurch ausgezeichnet, daB wir hier konstruktiv vorgehen k&nnen.

Im folgenden seien die Voraussetzungen von Satz 5.4 erfiillt;
also gelten auch die Folgerungen von Satz 5.4 bzw. 4.7 . Wir wollen

B konstruieren und definieren zundchst

1 0 h
(6.1) R := ( ) € B(H1/2) ;

\Y 1
o

wie bei Korollar 3.4 gilt, daB R beidseitig stetig ist mit

Damit ist auch

o 2, ..n, 4h
(6.2) R := RI, 58, 5 o € BIL(IR)HY ))

beidseitig stetig, und wir definieren in Lg(HJU

1

(6.3) B := R B1/2R » D(B) =R D(B1/2) .

~

Man beachte, daB in die Ahnlichkeit R nur das elektrostatische
Potential Vo eingegangen ist; eine Eigenschaft, die fiir o.#%

wahrscheinlich nicht erhalten bleibt.
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Analog zu (6.1) - (6.3) ergibt sich als ungestdrter Operator
(vgl. (4.15)

N _1 O €
(6.4) A i=51,2,eP/25%1/2,6 T '
€ (0]
p(a) = s7'. D(a. ,.) = [p(e)]? .
1/2,¢ 1/2
Nun existiert nach Satz 5.4 Q+(%) , also auch

~ A 1

- 2=
(6.5) Qi(B,A,R J1/281/2’€) = R

Q(By orBy 0idq /)85 ¢ -

Weiter ist

A1 e'/2 ¢ 1 0 e 172 o
R J9/2%1/2/¢ 7 =-< o 2\ o o 1727

0 0
B (—9_1/2v e 1/2 o)
O

- 3/2

A-kompakt, weil (nach dem Beweis von Korollar 4.2) Voe— kom-

pakt ist, also existiert mit (6.5) auch

(6.6) R, := 0,(B,A) = R 'a ()5, ,
mit
(6.7) R, = R 'R(8,(3) = R H¥(B, ) = @) :

Aus (6.3) - (6.7) folgt insgesamt
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Satz 6.1

Unter den Voraussetzungen von Satz 5.4 existieren die Wellenopera-

toren

und sind vollstd@ndig. Der Streuoperator S := 9;19_ ist unitér.

A

Das singuldr stetige Spektrum von B 1ist leer, Eigenwerte k&nnen
sich nur in +m h&ufen, und Eigenwerte in IR\{-m,m} haben end-
liche Vielfachheit.

Nun sei
0 1
(6.8) J := ( ) € B(Lg(mn)) ;

wir zeigen

Satz 6.2

A und B sind J-selbstadjungiert und J-positiv.

Beweis:

Es ist

~ € 0]
sh - )
0] £

selbstadjungiert mit JA 2 m , da €2m . Fir B langt es, zu
zeigen, daB O €p(JB) und (JB)_1
ist. Nach dem Beweis von Lemma 4.1 ist O(Ep(B1) , also ist wegen

symmetrisch und nichtnegativ

Satz 3.7 auch O Ep(B1/2) (was man auch wie bei Lemma 4.1 aus-

rechnen k&nnte); es ist
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-2

1 —2h—2VO h
(6.9) Bi/y = . ) )

Also ist mit

_ L-1-1 7 -1 =1 =1,

1

"N

(6.3) auch JB beschridnkt invertierbar mit

(JB) =B J =R B1/2RJ = S1/2'€J1/2R B1/2RJ1/281/2'€J
eV/2 o 1 o0\/-2n"% n?
o e /2 -V 1 1 0
O
1 o e 12 o o 1
\ 1 0 e1/2 1 0
(0]
(6.10) ( el/2 0 ) ( —2h'2vO h_z)
= - - X
-€ 1/2V € 1/2 1 0]
(0]
N ( g~ 1/2 0 )( o 1 )
v e"1/2  1/2 1 o
(@]
_261/2h—2VO e1/2h-2 o 5'1/2
25'1/2v h—zv +€—1/2 —5'1/2v n2 e1/2 v 5"1/2
(0] (@] @]
e1/2h—2€1/2 —81/2h_2VOe—1/2
_e 12y ym2.1/2 e Vee™ /2y pm2y 7172
(@] (@] o]
Die Symmetrie ist klar, und die Nichtnegativit&dt folgt aus
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(51/2h_2e1/2u,u) (61/2h—2VO€-1/2w,u)

(6_1/2V0h_221/2u,w) + (e—1w,w) + (5_1/2V0h_2vos—1/2w,w)

-1.1/2 ;2

6.11) = 1n" "¢ !

- 2Re (h Voe_1/2w,h_1e1/2u) + "h_1voe_1/2w"2

+ 1e1/22

> (n~te1/24 -nh‘1voe'1/2wu)2 c1e” V202 s o

Im Rest des Abschnittes betrachten wir wieder wie in § 4 den
Fall des rein elektrostatischen Potentials:

T

(6.12) Vo=V , Ive” 'l < b < 1

~e

~

wir wollen zeigen, daB dann B den in [V1] induzierten - formalen

Operator

( 21/2Ve—1/2 € )

e 6—1/2V€1/2

darstellt in dem Sinne, der auch [V2] zugrunde liegt (vergleiche
[v2, (13)]): Es ist

W >

-1 -1
_ _ Ve 1 _
(6.13) L € 1/2 ( ) € 1/2
A"

Aus (6.10) folgt zundchst



(6.14) g1 =
r::“1/2(1+Vh_2V)e_1/2 —eV/2ynm21/2
fir (6.13) ist also zu zeigen
—eh—zv eh—zs Ve_1 1 -

(6.15) =

1+vh™ %y  -vh % 1 ey
Wegen (6.12) weiB man aber, daB

( Ve_1 1 )
1 ey
beschridnkt invertierbar ist: fiir Cl <1 ist C*(1--CC%)—1
(1 —C*C)_1C* und damit
_~F . %, -1 _ ¥ -1
c 1 1 C (1 CC) (1 cC)
*) = 1 i
T c (1 -cc*) ™! —c(1 -c*c)
also geniligt fir (6.15), daB
ve ] 1 —eh™%v eh ™%

1 e v 1 +vh™ %y -vh ™%

(6.16)
-Vvh™%v +1+vh %y vh™%e - vh~
—eh 2v +e W+ e lvvn %y eh%ec - e Tvvn~

78

_1/2 72, =172

e1/2h—2€1/2

~e

€

€
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1 0
(~eh T +e Th+e lvwwvh v (1 - vve Ny en"2e
(6.16)
1 0
0 1

gilt : der Term links unten verschwindet wegen (4.8), und rechts

unten erhdlt man - ebenfalls aus (4.8) -

1, % -1 1,%., =1

~1 1 ~1 + (vhe )Y've ' - (vh® )Tve ' ]

€ 'hhe = ¢ 'h[he

e - vh H*ve

= 1 - s-.1h(Vh_1)*Ve:_1

-1

= 1 - ¢ VV&-:—1

und damit (6.16) .
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ANHANG

Lemma A.1

Sei V ein e-beschrdnkter Multiplikationsoperator und k = 1 ;

dann gilt die Folgerung von Lemma 5.1 .

Beweis:

Wir beginnen wie im Beweis von Lemma 5.1 bis zur Abschdtzung (5.5),

die jetzt die Gestalt hat

-1 .
(A.1) ]g,I(R) —gz(R)[ < Ivle ,]R]|| .
Nun ist
d _-et, -1 . —et _ _-et _. A B . -et
gz ¢ [e ,igle = e " (-jgtejge -€ JgpEtigle
_ e_€t€_1[€2,jR]e_1e_€t ,

also
-1 . -1 -et,. 2 -1 —-et
[e ,igl = -€ fe (e”,dgle ‘e dt
0
und damit
-1 -et -et
(a.2) g, (R) g, (R)| = Ive ! [ e %% e % atl
0
mit
_ 2 . -1 _ i, -1
Qg = (€ ,JR]S = [ A,JR]e

. . -1
(AJR+2VJR V)e '
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wegen (5.2), (5.1) ist |Ajp| < cR?, [Vi ] s cR', also

-1
HQRH < CR .

Das langt leider noch nicht; also weiter aus (A.2) unter Berlick-

sichtigung von QR = jR/ZQR :

|94 (R) =g, (R) |

-1. j' -et -et -1 j -et | -et
<
< lve ]R/2 e QRe dt + Ve (e ,jR/z]QRe atl
0 0
(A.3)
-1. f -t -t -1 j -et | -et
< | I Il
Ve jR/2“ e QRe Tat + lve 'l = ,jR/z}QRe lat
0 0
R, C j’ -2mt -1, C }' -t -mt
< =) = =
< g1( ) B e dat + lve 'l B I [e ,JR/Z}He dt
0 0
mit JR = 1-jR , also
(A.4) J_(x) = @(2) = 1-0 € C(RY)
. R = @ R ’ P = o .
Nun miissen wir {e_Et,J untersuchen. Im Fourierbild ist das

R]
ein Integraloperator mit Kern

K(p,@) = (2m) ™2 F_(p-q) (e E(PIE _oTE(DE,
mit e(x) = x2+m2 . Mit (A.4) erhdlt man
K(p,q) = (2m) ™2 RS (R(p-q) (e EPIE_e(a)t)

K ist also stetig in p und gq , und flir |p| # |qg]
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-n/2 (e—e(p)t__e—s(q)t)

R" ¢(R(p-q)) ——2—4

(2m) 5
e (p)-e” (q)

K(p,q)

+q cTE(PIt__-e(q)t
+e(q) e(p)t-e(qg)t '

-n/2 n-1-~ _ —) e p
(2m) tR ¢ (R(p—q)) R(p—-q) c(B)

Also, da die letzten beiden Terme sich im Betrag jeweils durch 1

abschdtzen lassen,

IK(p,a) | = (2m) 2RV | Vo (R (p-q)) |
und
[1x@,a) jap s 2m ™™ 2w [|Fo(r(p-q) | ap
Hgl Hfl
= 2 ™2E [ |Vo(p) |ap
IRn

Rndp ) sowie

(wegen d(Rp)

_[IK(p,q)ldq < (2m) V0= ]nlﬁb(q)ldq .

Rr" R

Daraus folgt (s. z.B. [W, S.155])

Damit gehen wir zurilick zu (A.3) und erhalten

l9,(R) —g,(R) | < 9. (3) F +;C§- :

also (5.8) ; der Rest des Beweises verlduft wie bei Lemma 5.1 .

Q.E.D.
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