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0. EINLEITUNG

Das einfachste Modell zur Beschreibung der Wechselwirkung zwischen elektrisch gelade-
nen relativistischen Teilchen und einem elektromagnetischen Feld ist die Niherung
durch die Theorie des sogenannten dufleren Feldes. Hier wird das durch die Teilchen er-
zeugte Feld vernachlassigt und das elektromagnetische Feld als durch eine feste La-
dungs - und Stromverteilung vorgegeben angesehen. Im Gegensatz zur adiquaten Be-
schreibung des Systems bei hohen Energien durch ein Modell wechselwirkender quanti-
sierter Felder, kann die Theorie des ufleren Feldes mit mathematischer Strenge bearbei-
tet werden. Neben der Anwendung im Bereich "niedriger'’ Energien in der Atomar - und
Molekularphysik, wo die Naherung des dufleren Feldes gerechtfertigt sein mag, kénnen
anhand dieser Theorie Merkmale von voll quantisierten Modellen in mathematischer
Strenge analysiert werden.

Um die Wechselwirkung zwischen relativistischen Teilchen und einem externen Feld zu
beschreiben, ist es wegen Inkonsistenzen in der klassischen Einteilchentheorie ( z.B. das
Auftreten unphysikalischer negativer Energien, das ”Klein-Paradoxoﬁ” etc. ) notwen-
dig, ein Vielteilchenmodell zu betrachten. Ausgangspunkt sollen hier elektrisch geladene
Teilchen sein, zu denen es Antiteilchen gibt. Gehorchen diese Teilchen der Bose - bzw.
der Fermi - Statistik, so gelangen wir zu einem symmetrischen bzw. antisymmetrischen
Fockraum, gebildet iiber der direkten Summe von Teilchen - und Antiteilchen - Hilbert-
raum. Die quantisierten Felder wirken nun als Familien von (Feld -) Operatoren auf
dem Fockraum, entsprechend ihrer Statistik gehorchen diese kanonischen Vertau-
schungs - bzw. Antivertauschungsrelationen ( "CCR's" bzw. "CAR's" ) . Geeignete line-
are Transformationen im klassischen Hilbertraum generieren nun Automorphismen
dieser Feldoperatoren, die diese Strukturen invariant lassen, sogenannte Bogoliuﬁov—
Transformationen. Erste Untersuchungen dieser Transformationen im Rahmen des Prob-

lems des &ufleren Feldes gehen auf [F] zuriick, weitere Arbeiten folgten mit u.a.

[Sh;KMP;L;Se;Lul,2;P1] .
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Im Rahmen dieser Modelle gibt es nun bei der Frage nach der Existenz eines Operators,
welcher die Zeitentwicklung des Systems unter der Wirkung 4uferer Felder beschreibt,

zwei Zugange.

Fiir das System ohne dufleres Feld, wie das mit externem Feld ( bei zeitabhangigen Fel-
dern ist dies fiir feste Zeiten oder asymptotisch zu betrachten ), kann man voneinander
unabhingige Fockraume mit zugehérigen Dynamiken konstruieren. Um ein Modell fiir
die Wirkung duflerer Felder aus die Teilchen zu erhalten, gelangt man an die Frage, wie
sich die Zeitentwicklung dieses Systems im Fockraum der 'freien'' Felder darstellen 148t.
Friedrichs [F] entwickelte eine Bedingung, die es erlaubt, im Fockraum der 'freien"
Felder eine zweite ""Quantisierung'' anzugeben, mit der ein Fockraum - Hamiltonian ex-
plizit angegeben werden kann. In der Sprache der C* - Algebra Theorie ausgedriickt ist
dies eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die unitire Aquivalenz der beiden
Darstellungen einer abstrakten C* - Algebra, welche beziiglich der Zerlegung des klas-
sischen Hilbertraumes in reduzierende Teilrdume fiir den freien bzw. fiir den gestéorten
Einteilchen - Hamiltonian gebildet sind. Mit [KSchl] nennen wir die dufleren Felder, die
dieser Bedingung geniigen, regular.

Bongaarts [B] bearbeitete hingegen die Frage nach der Existenz von Operatoren fiir die
volle Zeitentwicklung im Fockraum der freien Felder, indem er Implementierungen von
Transformationen betrachtete, welche durch die Zeitentwicklung im Einteilchen - Hil-

bertraum generiert werden.

In der Folge von Fortschritten bei der experimentellen Bestatigung der QED gab es En-
de der siebziger Jahre eine Reihe von Untersuchungen, die mit mathematisch strengen
Methoden fiir den Fall der Fermi - Statistik kritische Phanomene in der Struktur des Va-
kuums fiir die volle Zeitentwicklung im Fockranm untersuchten [L;KSch2;SchS;S]. Es
liegt hierbei die Beobachtung bei mathematisch nicht exakten Modellen (' s. [RFK] und
die dort zitierte Literatur ) zugrunde, nach der das Vakuum ab einer kritischen Kopp-

lungsstirke der dufleren Felder von einem neutralen in einen geladenen Zustand iber-

geht. Obwohl es eine spontane Teilchenerzeugung im Falle statischer &uferer Felder
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nicht geben kann, bleibt deren Betrachtung von Interesse. Kovarianzforderungen der
Physik lassen fiir zeitabhingige duflere Felder den Gebrauch des "Teilchen' - Begriffs
nur fiir ein- und auslaufende Zustdnde zu [FSch]. Die Untersuchung von kritischen
Phinomenen hat sich so mit der Struktur des Streuoperators zu beschéftigen, die Ana-
lyse desselben weist starke Parallelen zur Untersuchung des Vakuums im Fall stationé-
rer duflerer Felder auf [S]. Neuere Publikationen auf diesem Gebiet beschaftigten sich
mit duBeren Feldern, welche sich zeitlich adiabatisch d4ndern [N1-N3] . Die experimen-
telle Verifikation der spontanen Positron-Erzeugung bei Streuungen superschwerer
Atomkerne in den letzten Jahren [Schw;C] hat wieder zu einem verstiarkten Interesse
auch an den mathematischen Aspekten der damit verbundenen Fragestellungen gefiihrt,
insbesondere auch zu Untersuchungen dieser Phinomene im Zusammenhang mit der
Spektraltheorie des Dirac - Operators [[_§] Im Falle von Pi-Mesonen ist, wie in [RFK]
argumentiert wird, die Diskussion superkritischer Felder eher akademischer Natur, da
die Parameter fiir den kritischen Fall jenseits des experimentellen Zugrnffs liegen. Die
mir bekannten Arbeiten zu kritischen Phinomenen im Modell der dufleren Felder be-

handeln die Fermi - Statistik, dltere Arbeiten zu den Bose - Feldern wurden nicht mathe-

matisch streng ausgefiihrt [SchSW;SchSw;RFK] .

Das vorrangige Thema dieser Arbeit ist die Behandlung der oben skizzierten Fragen fiir
den Fall von Klein - Gordon - Teilchen in statischen dufleren Feldern. Im Abschnitt 1.1
werden die Grundlagen dieses Modells im Rahmen des oben angesprochenen Modells von
Feldoperatoren und deren Transformationen im Fockraum vorgestellt. Die Theorie der
Implementierungen der durch "pseudo' -unitére Abbildungen generierten Feldoperator-
transformationen wird auf den Fall "pseudo' -partieller Isometrieen erweitert (Ab-
schnitt 1.2) . In Abschnitt 1.3 wird die bekannte Bedingung fiir die Implementierbarkeit
der Zeitentivicklung fiir den allgemeinen Fall pseudo -selbstadjungierter Einteilchen-
Hamiltoniane bereitgestellt. Wéahrend die Implementierung im Bosonen - Fall ohne Ein-

schrankung an die Kopplungsstarke der dufleren Felder geschehen kann und auch keine

Unstetigkeiten bei den implementierenden Transformationen auftreten ( im Gegensatz
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etwa zum Fermi-Fall, s. [R1] zusammen mit [KSch2] ), wird in 1.4 bei der Suche
nach einem Vakuumzustand fiir den vollen Fockraum - Hamiltonian das Auftreten von
kritischen Phinomenen klar. Nur fiir den Fall "'schwacher'" Kopplungsstarken kann so
fiir regulire Aufiere Felder ein ''gestértes’ Vakuum und damit eine explizite Konstruk-
tion des Fockraum - Hamiltonians und ( die Ergebnisse aus 1.2 nutzend ) eines Opera-
tors, der iiber wesentliche Eigenschaften eines Wellenoperators im Fockraum verfiigt,
durchgefithrt werden. Diese Bedingungen implizieren insbesondere, daf$ der ( pseudo-
selbstadjungierte ) Einteilchen - Hamiltonian Zhnlich zu einem explizit angebbaren
selbstadjungierten Operator ist. Die '"Physikalitét' des gewonnenen Fockraum - Hamil-
tonians wird diskutiert. Der Beweis, dafl die Regularitiat der &ufleren Felder notwendig
und hinreichend fiir die Aquivalenz der oben angesprochenen Darstellungen ist, wird mit
den Methoden der Beweise fiir die Bedingungen unitérer Implementierbarkeit gefiihrt
und so beide Vorgehensweisen miteinander in Beziehung gesetzt. In 1.5 wird schliefilich
die Vermutung aus [L;KSchl], daf die Regularitét duferer Felder und die Bedingungen
fir die Implementierbarkeit der Zeitentwicklung &quivalent sind, fiir den Fall

"schwacher' Felder bewiesen.

Im 2. Kapitel wird die Spektraltheorie des klassischen ( i.e. Einteilchen- ) Klein-
Gordon - Operators diskutiert. Der Ansatz fiir den freten K. - G. - Operator Hy erfolgt so
allgemein, daf die Betrachtung eines "unterlegten' Magnetfeldes in Kapitel 5 méglich
ist. Wir untersuchen den vollen K. -G. -Operator in einem Skalarprodukt, in welchem
er nicht symmetrisch ist, wohl aber ""pseudo'’ - symmetrisch. Fiir relativ Ho - beschrinkte
Potentiale 1afit sich dieser formale Operator zu einem wohldefinierten Operator H er-
weitern. Fiir "kleine' Kopplungsstiarken der Stérungen kann die Ahnlichkeit von H zu
einem selbstadjunglerten Operator explizit angegeben werden. Mit Hilfe einer Familie
quadratischer Operatoren lassen sich weitere spektrale Eigenschaften fir H ableiten
(Abschnitt 2.2) . Ein weiterer Vorteil bei der Wahl eines ''pseudo’ - selbstadjungierten
Hamiltonians ist es, auch Stérungen starker Kopplungsstarken betrachten zu kénnen. In

Abschnitt 2.3 wird fiir relativ Ho - kompakte Stérungen die Wohldefiniertheit von H und




v
dessen spektrale Eigenschaften abgeleitet. Hiermit werden Voraussetzungen fiir die Erar-
beitung von Regularitétsbedingungen an die Potentiale ohne Einschrankung an die Kop-

plungsstéarke gegeben.

Diese Ausarbeitung erfolgt im bisher betrachteten aligemeinen Fall im 3. Kapitel. An-
hand einer Verallgemeinerung der Beweisideen aus [N;Sch] fiir den Fall des Dirac-
Operators, wird die Regularitit fiir moglichst schwache Bedingungen an die externen

Felder gezeigt. Des Weiteren wird eine notwendige Bedingung aufgefiihrt.

Mit diesen Mitteln kénnen die Regularitiatsbedingungen sowohl im 4. Kapitel fiir den ge-
wéhnlich betrachteten Fall, in welchem der freie Hamiltonian keine weiteren Felder ent-
halt, wie in Abschnitt 5.3, wo der Physik zusitzliche homogene Magnetfelder zugrunde
liegen, angewandt werden. Im 4. Kapitel wird neben der Erarbeitung einer im gewissen
Sinne schwiachstméglichen Bedingung sowohl an elektrische wie an skalare reguldre
juflere Felder die bekannte Irregularitit von Magnetfeldern gezeigt. Mit Hilfe eines
Satzes iiber die Existenz starker Limiten von Folgen "pseudo' -selbstadjungierter Ope-

ratoren wird in 4.2 gezeigt, daB das Coulombpotential nicht reguldr ist.

In Kapitel 5 betrachten wir die physikalische Situation, in welcher die dufleren Felder
auf Teilchen in einem "unterlegten'' Magnetfeld wirken, d.h. der "freie"" Hamiltonian soll
schon Teile des Magnetfeldes enthalten. Ergebnisse fiir die Spektraltheorie des sich erge-
benden vollen K. - G. - Hamiltonians werden fir allgemeine Magnetfelder in 5.1 und dar-
iiber hinausgehende fiir das homogene Magnetfeld in 5.2 entwickelt. In 5.2 kommen un-
ter anderem Ergebnisse aus 2.2 zur Anwendung , wenn die Existenz von Eigenwerten un-
abhéngig von der Kopplungsstirke einer Klasse nichttrivialer elektrostatischer Poten-
tiale in drei Dimensionen gezeigt wird. Ergebnisse aus 5.1 lassen die Vermutung zu
( welche natiirlich die Untersuchung dieses Systems motivierte ), daf8 die Regularitats-
forderungen hier schwécher sind als die fiir den in Kapitel 4 betrachteten Fall . In 5.3
kann jedoch gezeigt werden, daf} sich auch hier weder Adufilere Magnetfelder noch das

Coulompotential unter den regularen Potentialen befinden.
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Im Anhang werden schliefilich zwei Bemerkungen aus den Kapiteln 1 und 2 bewiesen

und die ( in der Literatur bekannten ) Beweise der Sitze 1.9 und 1.11 sowie des Lemmas

1.10 angetiihrt.

Die Notationen dieser Arbeit sind weitgehend die aus [K] . Im Unterschied hierzu wird
die Resolventenmenge und das Spektrum eines Operators T mit p(T) und o{T) be-
zeichnet. Mit einem beidseitig stetigen Operator J nennen wir einen Operator T kurz J-
symmetrisch bzw. J-selbstadjungiert, falls JT symmetrisch bzw. selbstadjungiert ist.
Zwei Teilraume M ,M» eines Hilbertraumes heifien J -orthogonal, falls M; orthogonal zu

JMs ist. ¢ bezeichnet universell eine positive Konstante.

Ich méchte an dieser Stelle all denen danken, die mich wéhrend der Erstellung dieser Ar-
beit durch kritische Diskussionen oder auf andere Art unterstiitzten. Mein besonderer
| Dank gilt Prof. Dr. Veseli¢ fiir seine Anreﬁ}lgungen und seine stete Diskussionsbereit-

schaft.




1. ZUR QUANTENTHEORIE GELADENER BOSONEN-
FELDER IN AUSEREN STATISCHEN FELDERN

1.1 Grundlagen

Sei im folgenden # ein separabler Hilbertraum, # (") bezeichne fiir n > 0 das n -fache

vollstindige Tensorprodukt von J mit sich selbst und #(°) := €. S, sei der Symme-
n
trisierungsoperator in & (") ( Def. s. [RSI § I1.4] ) und P := 690 Sn .
ns

w
Dann ist der Bose -Fockraum 3 #) gegeben durch = F( #):= 80%(2) mit
n=
(D) = Sy Z (™ . Q benennt den Vektor %1,0,0,...) ¢ ¥, das Vakuum. Sei weiter
Df ¢ F die Menge von Vektoren ¢ = {¢(™)} mo mit nur endlich vielen von Null ver-
ns

schiedenen Komponenten.

Fiir zwel Typen von Operatoren in & kdnnen wir deren ""Zweitquantisierungen'' ka -
nonisch konstruieren.

Sei A selbstadjungiert in # mit determinierendem Bereich D' und bezeichne
D, := {¢geDg| o™ ¢ ’_%ID' VY n e N }. Die lineare Erweiterung des Operators, wel-
cher auf DA NA&M™,n >0, durch

Aole. ol +JoA®][®. 8] +..+ [0.9][®A (1.1)

gegeben ist und auf #(% verschwindet, ist wesentlich selbstadjungiert auf D, , seinen
Abschlufl bezeichnen wir mit dI'(A). Als erste Anwendung definieren wir den '"Anzahl-

operator' .¥:= dI(I).

Die spektralen Eigenschaften von dI'(A) lassen sich nun leicht ableiten.




Lemma 1.1

Sei A selbstadjungiert in # , d['(A) wie oben definiert.

Es gilt :

ofdD(A)) = {0}U{AeR| A= ,.s“:lx,- fireinn e N; A € oA) }
1=

o(dT(A)) = {0 U{ X eR| A = jg‘Aj fireinn e N; A e op(A) }

o(dl'(A)) = {AeR| A= _%lz\j fireinn e N, A; € o(A), (1.2)
j=

und Aj € o(A) fireinj, 1¢j<n}

[s1]
H(dl'(A)) = ® H(A) (™) fir x = p,s,sc,

0
H(d[(A)) = eo Snet ( (A)® F (™)) fiir x = c,ac
n=

Beweis:  Seien Ty, Ts selbstadjungiert in den Hilbertraumen #;, #9 und {E(A)},

{Es(X)} die zugehérigen spektralen Familien. Nach [W Th.8.34] gilt fiir die spektrale

Familie {E(A)} des Operators T := T®[;+[:8T2 in #,® H3:
]
(vi®va, E(X) (wi®wa)) = [ (vi, Ei(A - p) wi) d,, (v2, Eo(p) wa) (1.3)
-0
filr vi,wy € H# 1, vo,wa € H9. Mit der Charakterisierung der spektralen Teilriume und
der zugehorigen Spektren ( s. z.B. [K VI §5,X § 2] ) kann man nun leicht ablesen, dai}

das folgende gilt :

aqT)={ AeR|A=X+Xy; XeoT;) j=1,2}
opo(T) ={AeR| A=A+ Aa; Ajeap(Tj) j=1,21} (1.4)

o{T) ={AeR| A=A+ A2; Ajea(T)) 1=1,2; Ajeae(Ty) j=1loder2} ,

HT) = H(T1) ® #(Ts) fir x= p,s,sc
HAT) = Hx(T))® HsU H1® F(Ty) fiirx =cac




Fiir den Operator S := T, ® Ty erhalten wir die spektrale Familie

E'(A) = E{(A) ®E5()) und so:

o(S) = o(T)Ua(Ta) , op,S) = 0p, (T)U op, (T2) ,
H(S) = Hx(Ti) ® H#x(Ts) fir x = p,s,c,ac,sc . (1.5)

0
Nun kénnen wir dI'(A) schreiben als die direkte Summe 690 An von selbstadjungierten
n=

Operatoren An |, den Abschliissen der durch (1.1) auf H#(?) definierten Operatoren.

Somit 1aft sich mit (1.4) und (1.5) auf die Behauptung schliefien. o

Zum anderen kénnen wir die 'zweite Quantisierung" fiir in # partiell isometrische
Operatoren angeben. Sei B ¢ .#( #) eine partielle Isometrie mit den orthogonalen Pro-

jektoren auf Anfangs- und Endbereich P und P'. Wir betrachten nun den Operator,

welcher auf #(2) fir n > 0 durch ,31 B, fiir n = 0 durch die Einheit gegeben ist. Die
j=

lineare Erweiterung dieses Operators auf F( #) ist dann aus B( F( H)), wir bezeich-

nen sie mit ['(B). Es gilt

I(B)* = [(B™) , I(B)"I(B) = I'(B"B) , ['(B)I(B)* = I(BB™) . (1.6)
Nun impliziert eine direkte Zerlegung von 4% in zwei abgeschlossene Teilrdume
H=PH &(1 - P)#, hier mittels eines in # orthogonalen Projektors P , die Iso-
morphie :

HH)y FPH)® F(I - P)YH) ,

wobei F{P#) und F((I - P)H) die Bose - Fockrdume iiber P % und (I -P)# be-

zeichnen. Seien die Vakua der beiden letztgenannten Fockraume P und [-p %0 sind

diese Fockraume mittels
FPH): FPH)S{Q )}, H-P)#)2(Q,}e (1 - P)A&)

isomorph zu Teilrdumen von F( ¥#).
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Nach (1.6) ist klar, da ['(B) eine partielle Isometrie in F( ) ist, die Operatoren

[(P) = I(B*B) , I(P') = I'(B)I(B*)

sind die in J( #) orthogonalen Projektoren auf den Anfangs - und Endbereich

M(P) H(#) = HPH)e{Q __}
und

I(P) H(H#) = IP'H)e{Q, .}
von I'(B).

Die Bezeichnungen T'(B) und dI'(A) riihren daher, daf fiir einen in & selbstadjun-
gierten Operator A dI'(A) der Generator der in ¥ unitéren Gruppe
I(exp(it A)) = exp (it d['(A)) ist.
Fir festes v ¢ & definiert man nun die Abbildung ¢(v): #(?) = # (1) durch
o(v) (vi®v98..8vy,) = (v, v) (v98...8vy)
und lineare Erweiterung auf # (") und die Abbildung c*(v): #(®) —+ Z (™) durch
c(v) (v/®v9®...8v,) = v8V®..8v,
analog. Vernichtungsoperatoren cs(v) in F sind nun auf D¢ gegeben durch
cs(v):=( A+ D) 3 c(v) ,
die Erzeugungsoperatoren ¢ (v) auf D¢ durch
cs*(v) 1= Py M(v) (H+ D) T .
Die Operatoren cy(v), cs" (v), v € & sind unbeschrankt und abschliebar.
Seien nun P, P? orthogonale Projektoren in 7% mit
PO PO . (1.7)

Wir definieren a?’i = Pii{ . FHH?) und F(H°) seien die Bose - Fockriume iiber
H? und H° . Bezeichne nun a(f), a*(f) und b(g), b*(g) die Vernichtungs - bzw. Er-
zeugungsoperatoren in F( #?) und F( H°) mit f e H), ge H°. Wir identifizieren




dann a(f), a*(f) und b(g), b*(g) mit den Operatoren a(f) @I, a*(f)®1 und I1®b(g),
I1®b*(g) in |

FH H)= HH2o H) 2 FHH) e FH X (1.8)

und bezeichnen sie wiederum einfach mit a(f), a*(f), b(g), b*(g) . Es ergeben sich aus

dieser Definition die kanonischen Vertauschungsrelationen (*"CCR's") auf Ds :

[a(), a(f)] = [b(g), b(g"] = [a™(D), b(g)] =0 ,
[a(f), a"(f)] = () , [b(g), b (g")] = (5 &) (1.9)
fir £, ¢ &2, g g ¢ #°. ™ benennt hier und im folgenden die Formel mit * wie die
ohne * | in Gleichungen sind auf beiden Seiten jeweils dieselben Symbole zu verstehen.

Bezeichnen wir nun die Abschliisse der Leiteroperatoren mit denselben Symbolen, so

sind die Definitionsbereiche dieser Operatoren gegeben durch

D(a(f)) = { ¢ ¢ F| lima(f) P é existiert } (1.10)

N—oo
und analog die der iibrigen Operatoren. Hier ist PN der spektrale Projektor des Anzahl-
operators ./ auf das Intervall [O,N]. Weiter gilt :

D(a(f)) = D(a*(1)) , D(b(g)) = D(b*(g))
() = a()" ,  b¥(g) =blg",
fir fe #2 ,ge H

Wir benétigen noch folgende in F dichte Teilraume

Dp:=n _ D(a(f)) n_ D(bg)),
fe 9 ge &2

a0

D :=0 D(Ai),

X0 ]:l

D = 2 { fla*(ty) 11b%(g) @ | fie #%, gie #2m, e},
1= ]=

( £ bezeichnet die lineare Hiille der Vektoren. ) Es ist D_CDq; D ist invariant unter
der Wirkung der Leiteroperatoren. Weiterhin gelten die CCR's (1.9) auf D, . Mit
¥ ¢ De oder 9 e D gilt die Abschatzung




12D gl <l (8) , 1) gl < llgll ()
fir fe #2 ge H°.
Schliefilich sind die Feldoperatoren auf Dﬂ definiert durch
& (v):= a(P%) + b*(CPY%) (1.12)

fiir alle ve #; C sei eine Konjugation in #°. Gemaf (1.9) ergeben sich die

Vertauschungsrelationen auf D_

[2(m,2(w)] =[8(®) ()] =0,

[8(v),2(w)"] =(v,Tw), (1.13)
fir alle v,w ¢ # ; J bezeichnet

J:=P) -P%. (1.14)

(Gegeniiber anderen Formalismen hat der Gebrauch von Feldoperatoren zum einen den
Vorteil, dal die Abbildung v+ ® (v) kompler antilinear ist, zum anderen sind Feld-

operatoren eng mit den in der Physik gebrauchten Operatoren verbunden ( s. z.B.

[r31)-

Wir wollen nun die ( unten angefiihrte ) Irreduzibilitit der Weylalgebra im Formalismus

der Feldoperatoren nutzen. Dazu definieren wir auf D
d®(@) = a®(P) + bIUPY), dg(v) 1= 1/VZ(d(v) + d*(v)) Vve #

Die Operatoren ®4(v) sind wesentlich selbstadjungiert, ihre Abschliisse, die ""Segal -

Feldoperatoren' ,bezeichnen wir mit demselben Symbol. Es gilt :

D(ds(v)) = { pe F| lim( d*(v)PN_l +d(v)P, )¢ existiert }

N=o

®g(v) ¢ = lim ( d*(v)PN_l +d() Py )¢ fir ¢eD((v)) .

N=w

Gilt nun auf D¢ fiir ein B ¢ #( F)

B ()™M =3(v)"'B VveH#,

so hier ebenfalls
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Bdyv)=d(v)B Vve H.

Da die ®(v) selbstadjungiert sind mit determinierender Bereich D¢, folgt ( es ist
{( ®(v) -i) ¢ | ¥ € Df } dicht in &), daB die Resolvente von &(v) mit B auf Df und
so iiberall vertauscht. Es ergibt sich B ®v) C $(v) B und mit den Weyloperatoren
W(v):=expi®s(v) : BW(v) = W(v)B fiir alle v e # auf Df und so iiberall. Wie
man nun leicht sieht (s. z.B. [RSII§X]) ist die Menge der Operatoren
{W(v) | v e #)} irreduzibel auf F(H) , es folgt B = a I. Wir erhalten also, daf} falls
fir ein B ¢ 2( )

Be()™M=3("™B VveH#

auf D¢ gilt, B ein vielfaches der Einheit sein muf.

Zum Abschlufl dieses Abschnittes betrachten wir eine triviale Form einer Implementier-
ung von Transformationen der Feldoperatoren.
Sei B e B(¥) partielle Isometrie mit Anfangsbereich P # und Endbereich P'# , fiir

welche
BJ=JB  ie PiBPg:O
gelte. Dann folgt mit dem oben definierten I'(B) auf Ds :

I(B)a"(f) = a*(BH) I'(B) ,

I[(B) a(f) [(P) = a(Bf) [(B) ,
a(f) I(B) = I(B)a(B™) , (1.15)

[{P') a™(f) I(B) = I(B)a™(B™)

fir alle fe s#2. Die gleichen Gleichungen gelten mit b™)(g) an der Stelle von a™)(f)
fir alle ge #2. Esist I(B) P, = PN' [(B) fir ein N' <N und so gilt mit geeig-

netem ¢ e F fiiralle fe H9 :

I(B) lima®(f) P, ¥ = lim a*(Bf) I(B) P, ¥
N— o N~

= lim a*(Bf) P, [(B)y. (1.16)

N =




3

Folglich bildet I'(B) D(a(f)) in D(a(Bf)) ab, analoges gilt fir D(b(g)). Damit gilt
I'(B) DnCDg - Auferdem sieht man an (1.16) und den ibrigen so aus (1.15) gewonne-
nen Gleichungen, daf (1.15) und die analogen Gleichungen fiir b™)(g) auf Dy gelten. Be-

zeichne nun B den Operator

POBPY:=P!BP? , PPBPY:=P'CBCP! , PJBPI=0. (1.17)

Hiermit folgt aus (1.15) auf D, :

I(B) & (v) I(P) = & (Bv)I(B),
I(P") @ (v)I(B) = I(B) & (B*v), (1.18)

fiir alle v e H#.

Beweise fiir alle obigen Behauptungen sind, so nicht skizziert, in [ RSRSILR4 ] zu

finden.




1.2 Partiell isometrische Implementierbarkeit

Wir wollen nun Transformationen der Feldoperatoren

B(v)—d(v) Vvex
betrachten, welche zuerst einmal durch einen Operator U ¢ B(H) , gemah

& (v) =@ (U™) | (1.19)
fir alle ve 2, auf Dn generiert seien. Diese Transformationen sollen von der Gestalt
sein, dafl die Operatoren & (v) wiederum den Vertauschungsrelationen ( 1.13) geniigen.
Es muf somit gelten :

(U*v, J U w) = (v, J w)

fir alle v, w ¢ M', wobei M' einen abgeschlossenen Teilraum von &% bezeichne. Sei P
ein Projektor auf M' (i.e. P' ¢ (&), P2 = P' ) so ist die letzte Gleichung aquivalent

zu
UJuU* =P,

woraus die J - Symmetrie von P' klar wird. Sei weiter P der J -symmetrische Projektor
P:=JUYJU.

Wir gelangen also zu Transformationen, welche die Vertauschungsrelationen der Feld-

operatoren invariant lassen, falls
UJUSI=P' |, JUSJU =P (1.20)

gilt, wobei P und P' die J - symmetrischen Projektoren auf den "Anfangsbereich" ( i.e. -

UP = U ) und "Endbereich" ( i.e. P'U = U ) von U bezeichnen.

Wir nennen einen Operator U ¢ 2( #), welcher (1.20) geniigt, partiell Jisometrisch
mit Anfangsbereich ( kurz "AB") P % und Endbereich ("EB") P' #. Diese Bezeichnung

soll den J-unitiren Fall i.e. P = P'= Id;{ , einschlieflen.




10

Sei U partiell J-isometrisch, so nennen wir die gemaf (1.19) durch U generierte Trans-
formation der Feldoperatoren partiell isometrisch implementierbar, falls eine partielle
Isometrie % ¢ B(H) existiert, so daB auf Dy,

2d(v)= 2 B(v) ¥ (1.21)

fiir alle v ¢ % gilt. Hier und im folgenden bezeichnen & und 2" die orthogonalen Pro-

jektoren auf den Anfangs- und Endbereich von #. Falls ein solches # existiert, mufl es

nach (1.21) Dp in Dy abbilden, genauer #D, auf .'?IDﬂ'

Weiterhin ist % durch (1.21) bis auf einen Phasenfaktor bestimmt :

Ist auch %' partielle Isometrie mit AB 2% und EB 2'F, welche (1.21) erfiillt, so gilt
auf Dy: '@ (v) uu*= w®(US) «™= v 4™*®(v) & fir alle ve #; die
gleichen Gleichungen erhalt man fir @ (v)™ an der Stelle von & (v). Wie in Abschnitt
1.1 gezeigt, fithrt dies zusammen mit der Irreduzibilitat der Weyloperatoren
{W(v)| veP'H} aul 2'F, 2u % U™ = a P firein ae( Alsosind #und %'

bis auf einen Phasenfaktor identisch.
Anstatt (1.21) auf Dn zu fordern, kénnen wir auch auf D
%d (v)*) = 29 (v)*) % firalle ve #
verlangen. Die letzten Gleichungen fithren, wie man mit dem Gleichungen fiir das Irre-
duzibilitatsargument aus Abschnitt 1.1 leicht sieht, zu (1.21).
Natiirlich sind die Projektoren P und &, sowie P' und &' miteinander verbunden. Wir
setzen in (1.21) U =P, fiir das zugehsrige % gilt : % w'= w*u= 2. Auf Dn folgt :
wr u*®(v) P= w2 @(JPJv) # = w28 (P*PYy) #¥= 23 (v) w2 u*

fir alle v ¢ J%. Mit den analogen Gleichungen fiir ¢ (v)* und dem obigen Irreduzibili-

tatsargument folgt %2 9*= # und also zusammen mit ¥ %= #: U= U= P
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{ bis auf einen Phasenfaktor ). Man erhalt auf Dy:
PE(v) A= 28&(P") Vve #
und ebenso (1.22)
PO(v)P=2BP*N) VveH.
Mit Hilfe von (1.22) kénnen wir (1.21) schreiben als
% ®(U*v)= 28 (P™) %.
Mit w:=U=P*=JPJwund UJw=UJU* =P'Jy
erhalten wir
“®(P'w)= ¥ ®(w) 2= 23(JUJTw) ¥ (1.23)
auf Dn fir alle we # .
(1.23) ist einfach die "Implementierung' der zu (1.19) inversen Transformation
(V)P (v):=2JUJv) Vve XK. (1.24)

Die Implementierbarkeit von (1.19) und die von (1.24) sind folglich iquivalent.
( Umgekehrt wiirde ausgehend von der Gleichung % & (v) # = ¢ (JU Jw) # dann
PO(v) P=9 (P*v) &# und damit & (U*v) = 2 &(v) % folgen.)

Fiir die Implementierbarkeit J - unitarer Transformationen liefert der folgende Satz, des-
sen Beweis mit mathematisch exakten Methoden auf [Sh] zuriickgeht, eine notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die unitire Implementierbarkeit ( zum Beweis der Aus-

sagen in der unten zitierten Form, siehe auch [R1] baw. Abschnitt 1.4 ).

Satz 1.2

Die Transformation (1.19) mit J-unitirem U ¢ .B( %) ist genau dann unitir imple-

mentierbar, wenn

PXUP? JP2UPY ¢ By H) . (1.25)




Fiir einen Spezialfall partieller J-Isometrien wollen wir nun notwendige und hinreichen-
de Bedingungen fiir die Implementierbarkeit aufzeigen. Wir betrachten solche Operator-
en U, fiir die es eine Zerlegung gibt, so dal mit Hilfe von Satz 1.2 und der kanonischen
Zweitquantisierung aus Abschnitt 1.1 Implementierungen fiir die Komponenten vor-
liegen. Im Rahmen des "Segal - Ansatzes" zur Bogoliubov - Transformation ist dieses
Vorgehen sehr "natiirlich", das dem nachfolgenden Satz entsprechende Theorem im Rah-
men dieses Zugangs wurde in [Wa2] bewiesen. Wir folgen dieser Beweisidee. Eine

Abwandlung des Satzes werden wir im néchsten Abschnitt anwenden.

Lemma 1.3

Sei U e #( H) partiell J-isometrisch. M6gen die Projektoren auf Anfangs- und End-

bereich von U mit J vertauschen :
JP=PJ ,JP' =P'J . (1.26)
Sel U="T|U]| (1.27)

die polare Zerlegung von U.

Dann ist |U| e B(#) partiell J-isometrisch mit AB und EB P # .

T ¢ .3( H#) ist partiell isometrisch wie auch partiell J-isometrisch, es gilt :

T] =JT,
™I T=JP ,TJT*=Jp' , T"T=P ,TT"=P'.

Beweis: Sei $:= U*U |, soist ( wegen R(U) = P'# )
$JS=U*UJUU=UPU=UJU=TP .
Nun ist S nichtnegativ, folglich auch JSJ . Wegen J'=1J gilt

(JST) =J877 .




13
Nach (1.28) und (1.26) ergibt sich
JSJS=P=5JS57J

und damit ( s. z.B. [K Th.V 3.35] )

1l
2

[
[y
[

(JSJ)?$*=S5%(JSJ) =P .

Wegen ST = |U| gilt also :
J|U|J|ul=|U]|J|U|J=P.

Somit liefert T := U J |U| J die gewiinschte polare Zerlegung :
T|U|=UJ|U|TJ|U}|=UP=TU.

Nun ist
U] J Ul J|Ul =P |U]=|U|P=|U|

und damit
TI=UJ|U|=UT|U|T|U|J|U|=UT|U||U]T|U|J

UJU*UJT|U|T=PJUJT|U|I=JUT|U|J

=JT .

Weiter erhilt man
T*T = J|U| J|U| |[U| T |U|]J
=P,
TT*=UJU*U JU*
= P!

und wegen J T = T J die beiden iibrigen Gleichungen. 0




Satz 1.4

Sei U € B(H) eine partielle J-Isometrie und gelte (1.26). Seien P,P', 2, #' wie oben
definiert.
Die Transformation (1.19) ist genau dann durch ein # mit 2 =I(P) , 2' = r(pY)

partiell isometrisch implementierbar, falls

POUPY , PPUP? ¢ BoPH) . ' (1.29)

Beweis:  Seien Pg U P:‘; ¢ BoP H) . Dies ist dquivalent mit Pg U*Pg e BA(PH),
weiter vertauscht der Operator T aus der polaren Zerlegung (1.27) nach Lemma 1.3 mit
0
P; ,sodaf
0 7% _ po 0 m*
PIU Pg _Pi|U]P$T '
und (1.30)
0 11¥po — po 0 m¥*m _ po 0
PYUP.T =P, U] P_T'T=P; [U| P_P
— po 0
= P} |U| P
(esist |U|P = |U| ) gilt. Also sind PgUPg ¢ BoPH) genau dann, wenn
PS |U| Pg ¢ P H#) (was wiederum &quivalent ist mit P) [U| Pi e B H)).
Nach Lemma 1.3 ist |U| auf P % J-unitar, nach Satz 1.2 existiert somit eine unitéire
Transtormation ’?[P' : AP H)r> FPH) , welche Dﬂ N F(P #) auf sich abbildet,

so daf} hier

?{p'¢(|U|v) = & (v) ?lp' (1.31)
fir alle veP# gilt. Wenn wir im folgenden Tensorproduktzerlegungen des Fock-
raumes betrachten, so wollen wir die Anteile der Feldoperatoren auf den Teilriumen mit
demselben Symbol wie dem fiir die Operatoren in & bezeichnen. Wir erweitern ‘ZIP' auf
Z , indem wir %' durch

u'i= u) el (1.32)

auf F(H)y FHPH)® F(I - P)H#) definieren. #'ist damit unitar auf F und bil-




15
det Dy auf D ab. Auf D, erhalt man mit (1.31)
@(v) ' =3 (Pv+ (I-P)v)
= %' ®(|U|v+(I-P)v) (1.33)

fir alle v e 2 . Nach Lemma 1.3 ist T in der polaren Zerlegung (1.27) eine partielle
Isometrie in # , welche mit J vertauscht. Wir definieren nun I(T) gemaB Abschnitt
L.1. Mit

# := I(T) %'
gilt dann :
™ =T(T) %' u*I(T)* = I(T) I(T)* = I(P")
¥ % = «”T(T)I(T) %' (1.34)
= #"I(P) %'
= I(P) ,

da %' nach (1.32) mit ['(P) vertauscht ( #'hat AB und EB (P #) ). Der so definier-
te Operator % ist demnach eine partielle Isometrie in % mit AB und EB I'(P) F und
[(P") ¥ . Da dies fiir [(T) gilt, bildet auch % #Dp auf #'D, ab. Mit (1.18) und (1.33)

folgt auf Dﬂ

2o(v) 4= 2% (v)I(T)

= I(T) & (T*v) #'
% 3 (|U|T* + (I-P) T*)
% & (U™ + (I-T*T) T*)
% & (U")

Vve &,

Sei nun andererseits (1.19) partiell isometrisch implementierbar. Dann gilt (1.21) mit
einem % ¢ B(F), s0daB ¥ u = I‘(IS) LU U= P(Is‘) . Wir definieren nun mit T
aus (1.27)

¥/4 :=FT*?(.
t (T)
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Es ist

%IUI*%IUI = ¥*'N(T)(T) % = «*I(P') « = ¥*u = I'(P) ,

2y, %|U|*= D(T)* # #*T(T) = N(TY'1(P") I(T) = N(T)*I(T) = I(P) ,

und %lul somit eine partielle Isometrie in ¥ mit AB und EB P(ﬁ)?. Damit ist

%\ 2uf [(P)F unitir. Weiterhin bildet nach Definition |y PDpaui 2Dy ab.

Auf 5’Dn gilt fiiralle ve P¥ :
MT)* & (Tv) %
am & (|U| T*T v)
2{|U| @(ILrl V) .

Q(V) ?[IUl

Also ist die Restriktion von % t auf F(PH) die unitire Implementierung der Feld-
operatortransformation, welche durch den auf P # J-unitiren Operator |U| generiert
wird. Nach Satz 1.2 folgt P} |U]| Pg__ ¢ ByPH), was nach (1.30) aquivalent mit
POUPY e #(P#) ist. o
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1.3 Implementierung fiir die Zeitentwicklung und das Problem des
Fockraum-Wellenoperators

Wir wollen nun die bekannten ( u.a. [B;H;Se] ) Bedingungen fiir die Implementierbar-
keit der Zeitentwicklung fiir den allgemeinen Fall einer stark stetigen J-unitdren Zeit-
entwicklungsgruppe aufzeigen. Die "Implementierung' fiir die Wellenoperatoren als

Anwendung der Ergebnisse aus Abschnitt 1.2 wird diskutiert.

Satz 1.5

Sei Uy eine einparametrige stark stetige Gruppe von beschrinkten J-unitiren Opera-
toren in # .
Die Transformation (1.19) mit U = U, ist genau dann unitir implementierbar durch ei-

ne stark stetige unitire Gruppe ¢, falls R 3t~ P2 Uy P stetig in 8o &) ist.

Beweis :  Nach Satz 1.2 existieren unitdre Operatoren %, t ¢ R, so dafl (1.21) mit
% = %, fiir alle t ¢ R gilt , genau dann, wenn P Uy P2 ¢ Bo( H#) fiir alle t e R ist
(Es geniigt diese eine Bedingung, da: || P? U, P? ”2 = || P2 U P? ||2 = || P U PO ”2)
Aus Gleichung (1.21) (mit % = % ) folgt , dai die { #¢ | t ¢ R } eine unitdre Gruppe

bilden. Es bleibt also zu zeigen, daf
Ue =521 & PIUP? -0 in B H#) firt—0
In [R1;Se] wird gezeigt, daff wir den Phasenfaktor in % so wahlen kénnen, daf der

Vakuumerwartungswert durch

@ %9 = 11 - e

gegeben ist. Hier sind { Aj(t) | j ¢ N} die singuliren Werte des H.S.-Operators
A:=POU P2 (P°U, P% -t .(Es folgt unmittelbar aus der J-Unitaritat der U, daf
(P2 U, P%) -1 fiir alle t € R existiert und aus B( &) ist, und ebenso, daff
D0<¢A(t)¢f<1 VieN,VteR )
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Gilt nun % -1 fiir t -0, sofolgt (Q, #¢Q)-+1 und damit Aj(t) -0 fiir

00

alle j e N. Dies gilt genau dann, wenn || A ”2 = '21 Aj(t)2 == 0 und somit
]=

P? U¢ P? -—- 0 in der H.S. - Norm fiir t — 0.

Gilt umgekehrt die letztgenannte Stetigkeit, so folgt (Q, #:; Q) -=+1, also %, Q -~ Q
fiir t -~ 0. Auf D, hat man mit (1.23) : a®(U ) %y = % aM)

b™(Ueg) #e= % b™(g) ,Vie %2, Vge #°, esfolgt Ug-—1 aufD und da D
dicht in Fund % ,t ¢ R, gleichmafig beschrankt sind, %, -8-+1 firt -- 0. o

Nun zum Operator der Zeitentwicklung in & . Hierzu bezeichne zuerst Hy den in &%
selbstadjungierten freien (Einteilchen-) Hamiltonian. Sei weiter 0 ¢ p(Ho) . Pi sind
jetzt die Projektoren auf den positiven und negativen Teilraum fiir Hp. Als Gruppe der
freien Zeitentwicklung in ¥ erhdlt man ( mit der Notation (1.17)) I'( exp(i Ho )~),
t € R. Es folgt als freier Hamiltonian By der Operator dI'( H, ), wobei Ho auf D(Hy) ent-
sprechend (1.17) gebildet sei. Hq ist selbstadjungiert und positiv definit, Bo nicht-

negativ mit einfachem Eigenwert 0 . Es ergibt sich :
® (exp(-1 Hot)v) = exp(-1Bgt) ® (v)exp(iBot), (1.35)
auf Dn firalle ve #,te¢R, sowie
exp(1Bot) Q = Q firalle t ¢ R. (1.36)

( Vertauscht Ho mit der Konjugation C, so folgt einfach By = dI'((|Ho|) = dI'(J Hy) .
Dies gilt z.B. fiir den Fall, in welchem C die natiirliche Konjugation in # = Ly und Hy

ein Multiplikationsoperator (im Impulsraum) ist. )

H bezeichne nun den in # J-selbstadjungierten vollen Einteilchen - Hamiltonian. Wir
wollen zunéchst annehmen, daf H der Generator einer stark stetigen einparametrigen

Gruppe beschrankter Operatoren in & sei, welche wir mit {exp(iHt) | teR} be-

zeichnen.
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Bongaarts [B] folgend, verstehen wir unter dem vollen Hamiltonian in F einen selbst-

adjungierten Operator B |, mit welchem auf Dﬂ
b (exp(iHt)* v) = exp(-iBt) & (v)exp(iBt), (1.37)

fir alle ve o, teR glt ( Hier tritt der adjungierte Operator entsprechend (1.19)
auf. ). Da, wie oben gezeigt, exp(i B t) bis auf einen Phasenfaktor eindeutig durch (1.37)

bestimmt ist, ist B bis auf eine Konstante festgelegt.

Korollar 1.6

Ein in  selbstadjungierter Operator B, welcher (1.37) erfiillt, existiert genau dann,

wenn

Plexp( Ht)P? ¢ B H) VteR. (1.33)

Beweis: Nach Satz 1.5 existiert eine stark stetige einparametrige unitire Gruppe
%, , welche die Transformation der Feldoperatoren implementiert, genau dann, wenn
(1.38) gilt ( (1.38) und P exp(i H t) P? £~ 0 implizieren P? exp(i Ht) P2 — 0 in der
H.S. -Norm fiir t — 0 ). Nach dem Satz von Stone&existiert ein selbstadjungierter Ope-

rator, welcher die Gruppe % generiert. a

Unter der Bedingung (1.38) an den Hamiltonian H 148t sich die Zeitentwicklungsgruppe
in F darstellen (s. [R1] ), jedoch erfihrt man mit Hilfe dieser Darstellung wenig iiber
die Struktur des Hamiltonians B. Hierzu ist der Zugang im n&chsten Abschnitt sinn-

voller.

Eine Moglichkeit etwas iiber die spektralen Eigenschaften von B zu erfahren, wire die

Konstruktion von Fockraum - Wellenoperatoren.

Das folgende Lemma soll kurz die Eigenschaften der 'Einteilchen" - Wellenoperatoren

fiir den Fall J-selbstadjungierter Hamiltoniane H vorstellen.




Lemma 1.7

Set H J-selbstadjungiert und &hnlich einem selbstadjungierten Operator in & .

Die Wellenoperatoren

Wi, 2:=s-1im exp (1 Ht) exp(-1Hot) Pac(Ho) (1.39)

{ =X

als Elemente aus .2( &) mogen existieren, wobei Pac(Ho) den orthogonalen Projektor

auf den absolut stetigen Teilraum von Hg bezeichne.
Dann sind die Teilrdume R(W), 3) abgeschlossen und sie reduzieren H. Es gilt die Ver-

kniipfungsrelation
HW;2W;He j=1,2. (1.40)

Seien P, o die J-orthogonalen Projektoren auf R{Wj, 2) , so sind die Operatoren Wj, 3
partiell J-isometrisch mit Anfangsbereich Pa.(Ho) # und Endbereichen Py o ¥ .

Beweis:  Da H &hnlich einem selbstadjungierten Operator ist, existiert ein in & beid-

seitig stetiger Operator A , so dafl
exp(iHt)= At exp(iH't) A VteR

mit einem in J selbstadjungierten Operator H' gilt. Damit ist exp (i Ht) wohldefi-

niert, fiir die Wellenoperatoren erhalten wir

Wio=A1 s-lim exp (1 H't) A exp(-iHot) Pac(Ho) ,

t - o
und damit "verallgemeinerte' Wellenoperatoren, deren Existenz und Vollstandigkeit im

Rahmen der " 2 -Hilbertraum'' - Theorie untersucht werden kann.
Um die Abgeschlossenheit von R(W), 3) zu zeigen, betrachten wir die Operatoren

D(Vy,2) :={ve H| lim exp(iH't) A exp(-iHot) v existiert }

t vt

Vi2v:= lim exp(iH't) A exp(-iHot) v fir veD(Vyq) .
t ++o




21

Wir kénnen analog zum Beweis von [W Th.11.1] (wo A=I) vorgehen und erhalten, daf
D(Vy,2) abgeschlossen sind. Da V), 3 beidseitig stetig sind ( weil dies auch fiir A zu-
trifft ), folgt die Abgeschlossenheit von R(Vy, 9) . Nun ist P.(Ho) & eine abgeschlos-
sene Teilmenge von D(V, 2), woraus sich die Abgeschlossenheit von V|, 5 Pac(Ho) H#
also auch die von A1V, 3 Pac(Ho)# und somit die von R(W,, ) ergibt. Wie im
oben zitierten Theorem kénnen wir hier zeigen, daB Ho D(V, 2) und H' R(V, ) redu-
ziert. Aus der Ahnlichkeit folgt dann, da H R(W}, 9) reduziert.

Die Verkniipfungsrelationen folgen wie im Fall 'gew6hnlicher" Wellenoperatoren. Fiir
v e (Pac(Ho))t ist Wy 2v =0 .Pa(Ho) ist ein orthogonaler Projektor und wegen
Pac(Ho) J = JPac(Ho) (s.[K Th.X 1.6]) auch J-orthogonal. Es gilt wegen der

J-Unitaritat von exp (1 Ht):

(exp(iHt)exp(-iHot)v,Jexp(iHt)exp(-iHot)w)=
=(exp(-iHot)v,Jexp(-iHot)w)= (v, T w)

fir alle teR, v,we P, # . Damit sind die Wy 9 nach unserer Definition partiell

J-1sometrisch. o

Wellenoperatoren in .# lassen sich i.A. nicht analog zu den Einteilchen - Wellenopera-

toren als

s-1im exp (iBt) exp(-iBot) Pac(Bo) (1.41)

t—m
definieren, was bekannt ist ('s. z.B. [BR] ) und was wir in Abschnitt 1.4 kurz ableiten
werden. Eine Mdglichkeit einen Operator in F zu finden, der wesentliche Eigenschaften
von Wellenoperatoren aufweist, ist, die Implementierung der durch Wellenoperatoren in

7 generierten Feldoperatortransformationen zu betrachten.
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it

Bemerkung 1.8 :

Nach Satz 1.4 existieren Operatoren, welche die durch Wy, 5 generierten Feldoperator-

transformationen partiell isometrisch implementieren, falls

gilt fir €=+, -, j=1,2 . Da H &hnlich einem selbstadjungierten Operator sein
sollte, ist o{H) CR. Aus den Verkniipfungsrelationen der Einteilchen - Wellenopera-

toren ergibt sich :
(H -in) -t Wy, 2= Wi, 2(Ho -in) "t VpeR\{0}.

Wiederum wegen der Ahnlichkeit von H zu einem selbstadjungierten Operator, kénnen
wir die expliziten Ausdriicke fiir die spektralen Projektoren selbstadjungierter Opera-
toren [K. Lemma VI 5.6] benutzen. Wir nehmen an, dafl es eine Liicke im Spektrum
von H gibt, so dafl mit P,, P. J-symmetrische Projektoren in # existieren, welche
mit H vertauschen und fiir die P, + P. =1 gilt. Diese Projektoren sind &hnlich den
spektralen Projektoren auf den positiven und negativen Teilraum des zu H &hnlichen

selbstadjungierten Operators. Dann erhalten wir aus der letzten Gleichung :

P, Wi a=W,2P)
Es gilt also P W; P%, ¢ #5(Pac(Ho)H#) genau dann, wenn

Pg P W; e By(Pac(Ho) #) oder P,(Ho) Pg P.. Wj e By H), was wegen
Pac(Ho) PSP Wi JW;™J = Pa(Ho) POP_ P;

und

Pac(H{)) Pg }?__s Pj W) = Pac(Ho) Pg P_e W] y
dquivalent zu
Pac(Ho) PP Pj ¢ B H)

ist, jeweils fiir e = +, - ,)J=1,2.
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Nun benétigen wir fir die Anwendung von Satz 1.4 zusatzlich, daf§ die Projektoren Py, »
mit J vertauschen (Fiir Pao(Ho) ist dies trivial erfiillt [K Th.X 1.6].). Fiir den Fall
des Klein - Gordon Hamiltonian kann man sich nun iiberzeugen, daff diese Bedingung
praktisch nur erfiillt ist, falls Py = Py = I und damit das Spektrum von H rein absolut
stetig ist ( Anhang Satz A.1). Als praktische Anwendung gelangen wir so nur zu einer
Aussage iiber die Implementierung von J-unitiren Wellenoperatoren. Nach dem oben

Gezeigten liegt die unitare Implementierbarkeit in diesem Fall genau dann vor, wenn

POP. , POP, € @By H) . (1.43)

Um zu einer "Implementierung der Wellenoperatoren aufierhalb dieses Spezialfalls zu ge-

langen, nutzt uns eine Modifizierung von Satz 1.4 im néchsten Abschnitt. Dort werden

die Bedingungen (1.43) von zentraler Bedeutung sein.
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1.4 Konstruktion von Fockraum -Hamiltonian und

-"Wellenoperator"

Den zweite Zugang zu den dynamischen Gréfien im Fockraum kénnen wir mit der Frage
einleiten, wann in ¥ fiir die Feldoperatoren eine weitere Quantisierung vorliegt, beziig-
lich welcher der Fockraum - Hamiltonian B kanonisch gegeben ist; d.h., wann gibt es ein
weiteres System aus Leiteroperatoren und Vakuﬁm, das J aufspannt, nun gewonnen
mit Hilfe einer Zerlegung von &% in Teilrdume, welche H reduzieren ?

In der Sprache der Theorie der C*-Algebren ausgedriickt ist gefragt, wann die
Fock - Darstellung aus 1.1 dquivalent ist zu einer solchen, welche durch eine Zerlegung
von J in spektrale Teilrdume fiir H bestimmt ist. Beantwortet wurde diese Frage schon
fiir Fock - Darstellungen der Clifford - Algebra in [MV] und spater in [P2;KSchl] . Uns
soll hier besonders interessieren, was fiir ''starke' externe Felder gesagt werden kann.
Weiter wird gezeigt, dafl die obige Frage mit den Beweismethoden fiir die unitére

Implementierbarkeit ( Satz 2.1 ) gelst werden kann.

Sei H J-selbstadjungiert, P,,P. zugehérige "spektrale Projektoren', worunter wir

J -symmetrische Projektoren, die mit H vertauschen, verstehen wollen. Gelte weiter

P, + P.=1 (1.44)
Sei K¢ B(H) gegeben durch

K:=P, - P. . (1.45)
Wir definieren auf Dn :

$(P,v) =: a (P, JP,v) , ®P.v)=: - b(C, P-JP.v)
fiir alle v ¢ # und erhalten :

a(f) a(P¢f) - b(CPYH)
b (Cig) = - a(P%g) + b (CPg) (1.46)

It

fir fe &, , ge H- ; hier bezeichne C, eine Konjugation in #.( Man beachte, daf




wegen der J-Symmetrie von P.  C2=Cy, (Cig JCig)=(g',Jg) fir alle
g g e H_ gilt. ). Sei weiter:
a*(f) := a(f)* , b™(g):= b(g)* . (1.47)
Aus (1.9) (auf D) ergeben sich die Vertauschungsrelationen auf D_:
[a(),2(E)] = (L T1) = (5, ),
[b(g), 5" ] = (8,-T ) = (g, 8"),, (1.48)
[alD,a(f)] = [bg),b(g) ] =[alh),b™)g)] =0
fir alle f,f' ¢ #, , g g'e J¥. . Hier bezeichnet (--) . folgende sesquilineare Form
auf 7% :
(i, g)JK =, JKg) Vige #. (1.49)

Man beachte, dal JK ein symmetrischer, beidseitig stetiger Operator auf J# ist.

Insofern, als dafl auf der rechten Seite von (1.48) nicht mehr das % - Skalarprodukt er-
scheint, ist die Transformation (1.46) keine Bogoliubov - Transformation. Die auftreten-
de Sesquilinearform (1.49) ist jedoch an dieser Stelle sehr "natiirlich"”, da beziiglich die-

ser Form der Operator H symmetrisch ist.

Gesucht ist nun nach einem Vakuum fiir die Operatoren ;(*)(_P, v), B(*)(P- v), d.h,

nach einem nichttrivialen ( auf eins normierten ) Vektor Q aus & mit

QeDy, af)Q=blg) Q=0 VieH Vge X . (1.50)
Falls es einen solchen Vektor gibt, ist wegen der Irreduzibilitit der Weylalgebra klar,

daf er bis auf einen Phasenfaktor eindeutig durch (1.50) bestimmt ist.

Wir miissen zunichst verlangen, daf JK nichtnegativ ist, ware dies nicht der Fall, so

wiirde unmittelbar aus der Existenz von Q folgen :

la*(t) Q|2 = (@, [alt),a* (D] Q) = (£ TD || Q|2

und damit fir {e #, mit (f, J{) < 0 ein Widerspruch.
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Es sei vermerkt, dafl JK genau dann nichtnegativ ist, wenn dies auf J }2%, und

-J t #. zutrifft. Weiter folgt aus JK 20 sofort #.N #H2= H.0 H2 = {0}.

Wir entwickeln nun notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz des
Vakuums (1.50) , indem wir bekannte technische Lemmata zum Beweis von Satz 2.1 so
verallgemeinern, dafl sie auch hier anwendbar sind. Da nun die Grundlagen der Beweise
der folgenden Satze 1.9 und 1.11 und des Lemma 1.10 bekannt sind, haben wir diese nur

im Anhang hinzugefiigt.

Ausgangspunkt seien die abgeschlossenen Teilriume von # M und M'. Bezeichnen

Are BM, #) , Ay e BM, H#?), Age BM, H),Ase 3(M', #%). (1.51)

Satz 1.9
Gelte R(A|) = #?, R(A4) = #° und existiere ein Vektor Q' ¢ Dﬂ , Q' #0 mit

a(Aw) Q' =bNC A3V Q' VYveM |
b(C Ay v) Q' = a"(Ayv) O VveM .

Dann sind As und Az H.S. -Operatoren.

Fir einen Operator Ae By H° H)) bezeichne {AjeR|jeN}, 0<Aj¢d

Y1 eN die singuliren Werte von A. Durch
(1.53)

mit orthonormalen Systemen {fi®|jeN} und {g°|jeN} fir &2 und H° ist

ein auf Df wohldefinierter Operator mit Bild in D¢ gegeben. Es gilt :




Lemma 1.10
Sei A e Bof Z°H?) und

N
exp (A a*b*) := s-lim 20%! (A a*b*P . (1.54)

N - "7
Dann ist Q aus D{ A a*b™) genau dann, wenn spr A <1 ist. In diesem Fall ist

exp A a“b™ ein beschrankter Operator auf D mit Bild in D . Es gilt :

lexp (A a*b*) Q|| = det (1d 40 - A*A )T . (1.55)
Mit diesem Ergebnis kénnen wir nun den folgenden Satz formulieren :

Satz 1.11
Seien Ay,...,Aq wiein Satz 1.9 und A =: Ay A e Bo( H°, HY) . Gelte weiter :

lA]l <1 und As*A, = A%Ag . (1.56)
Dann ist Q' (1.52) gegeben durch :

Q' = exp(i f) det ( 1d A*A )T exp(Aa*bM)Q | (1.57)

7° "

mit 0 ¢ 3< 27 .

Mit den Satzen 1.9 und 1.11 18t sich nun sofort Satz 2.1 beweisen. Aquivalent zur Exi-
/__\_/\_/

stenz eines in F unitiren Operators %, welcher (1.21) erfiillt, ist ( , wie bekannt oder

wie man im weiteren mit Satz 1.17 leicht sieht, ) die Existenz eines Vakuums Q' fiir die

mittels (1.24) transformierten Leiteroperatoren :

G(JU Jv) =:a(Plv) + b™(CP%v)
oder
a(P?v) = a(P2UPYvV) - bCPUPYY) |,
b(CP2v) = - a*(P2UPYv) + b(C P2 U PYv) (1.58)

Vve .Mt Aj:=PIUP?, Ay:=PlUP®, Ay:= POUP?, Ay:= PPUP? erhalt
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man wegen der J-Unitaritat von U, dal R(A;) = #?%, R(As) = #? gilt und die Be-
dingung (1.56) erfillt ist. Mit den Satzen 1.9 und 1.11 folgt damit, daB es ein Vakuum
fiir die Operatoren (1.58) genau dann gibt, wenn Pi U Pg H.S. - Operatoren sind.

Nun zuriick zu der Frage, wann das Vakuum Q (1.50) existiert. ‘

Zur Anwendung von Satz 1.9 beginnen wir mit den Abkiirzungen

K, =P K | (1.59)
Pi: #,— &2 P i:=P fe H, ,
Py: H#.— H° Pyg:=Plg ,ge ¥ , (1.60)
Py: . — H°  Paf:=Pf fe K, |
Py: #.— #® Pyg:=Pg ge H-

Lemma 1.12

Sei H#.N &= x.n &= {0}
Dannist Py-le B(HY, #.) ,Ps-ve B(H, H.).

Es gilt
P,*P, = P,*P3 . (1.61)
Beweis : Es ist

N(P,) ={fe H#, |P2f=01ie f=Pf}=o%.NH,
N(P,) = #.n XY . (1.62)

Sei f' ¢ R(P )L, wobei hier das orthogonale Komplement in &9 gemeint sei, so gilt fiir

alle fe &, :
0 = (Pl f: {') = (P? fv fl) = (f‘ f') = (f) Jfl) ? (163)

dadie #, J-orthogonal zueinander sind. Es folgt ' e #., also R(Pi)LC #.N HY .

( Umgekehrt folgt fir f' e #- N H#? (1.63) und damit insgesamt R(P\)}L = #.N &2 .)
Damit  ist R(P;) = #? , ebenso folgt R(P,)= #° . P, ,P, sind
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abgeschlossen und invertierbar, mit dem Satz vom abgeschlossenen Graphen folgt der

erste Teil der Behauptung.
Der zu P, adjungierte Operator P, ist gegeben iiber
P #Y— #, mit (P, £') 50 = (1, P,*f')% Vie #,, VI e #7.
Nun gilt wegen der J-Orthogonalitit von H,
(P f, f')%o = (P21, f) = (f, P? f)=( JKI
= (f7 fI)JK
= (P. 1, P.f')JK + (P-1, P. ).«
—_ [}
= (f,JKP,f)(%,*
= (f, J P, fl)%",,
Vie &, Vi e #Y. Somit ist
P*: ¥ #., P =P, JP,{

und analog

Py*: #— H., Py*{=P.JP.{ |
Ps*: #%— H#,, Ps*g= -P,JP, g
Pi*: #0— #., Pg=-P.JP.g ,fe H, ge 4.

Also gilt fir fe #, :

(Py*Py - Py™Py) f=P. JP. (P + PY{=P.JP.f=0. @

Mit Lemma 1.12 folgt nun unmittelbar aus Satz 1.9 mit M = %, , M'= ., Aj=P;,
1= 1.4 :

Korollar 1.13

Sei H.N 2= XN #)={0} und existiere ein nichttrivialer Vektor Q wie in
(1.50) . Dann sind P¢P., P?P, Hilbert -Schmidt Operatoren.
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In Anlehnung an [KSchl] nennen wir Potentiale, welche zu der Bedingung (1.43)
POP. POP, ¢ By H)

fithren, regulir. Wegen der beidseitigen Stetigkeit von J, und da B #) ein * -Ideal

der Banachalgebra 2( #) ist, folgt wegen

J(P¢PY*T=PP? :J(P'P,)*]=P,P?

: *
(esist (P,)'=JP,J)und

PYP. = PY(P. - P?) PP, =PO(P, - PY)
=P (P! - P.) =PY(J - K)/2 ,
=-P2(J - K)/2 ,
sowie
(J-K) =2(P¥(P-+ P.) - (P?+ PO P,

2(P9P-'P9P+) y

dafi auch

P, P? P.P) ¢ By H)
und (1.64)
J-K ¢ By%)

zwel dquivalente Regularitatsbedingungen sind.

Nun zu der hinreichenden Bedingung fiir die Existenz von Q (1.50) nach Satz 1.11 . Sei
dazu J-K ¢ By #) und zuerst ( wie oben angesprochen ) JK nichtnegativ. Wir
bilden

A %)) Ag=PyPy g fiir ge #° . (1.65)

A ist nach Lemma 1.12 aus B( #°, #?) und weiter gilt :
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o P2 Part gl I P2 g
A= e = = % IPs gl
ge ° g geX#- || Pug
g
IPe g2
- . (1.66)

= sup
gleX#. (g JKg') + || Pag'|2

Esist also [|A || <1 genau dann, wenn JK positiv definit, zuerst einmal auf J%. und
wegen (P2 Py )= P3P(~! (s (1.61) ) auch auf %, ist.
Py ist nach Voraussetzung ein H.S. - Operator, somit auch A. Wir erhalten als Korollar

zu Satz 1.11 :

Korollar 1.14

Set JK positiv definit, J-K ¢ Bo #).
Dann ist Q (1.50) gegeben durch (1.54) mit A aus (1.65) .

Wie wir oben sahen, laBt sich das Vakuum fiir die Operatoren a™ , b™ nur dann
durch die "'konventionelle’ Konstruktion darstellen, wenn JK positiv definit ist. Diese
Forderung ist ( s. auch Kapitel 2 ) eine Bedingung an die Kopplungsstirke der sufleren
Felder. Fiir Felder, deren Kopplungsstérke diese kritische Grenze iiberschreitet, gibt es
nach dem oben Gezeigten kein eindeutiges Vakuum Q . Wir sehen, daf das Modell des
dufieren Feldes an dieser Stelle durch die Unterschiede der Spin - Statistik im Gegensatz
zum Fermionenfall nicht anwendbar ist. Es ist daher notwendig fiir grofie Energien "'rea-
listischere'" Wechselwirkungen einzufithren, wie etwa (in mathematisch nicht strengen
Modellen s. z.B. [RFK] ) durch die Addition der Coulombenergie des Mesonfeldes zum

Hamiltonian.

Die Bedingung der positiven Definitheit von JK impliziert, daf (',-)JK ein Skalarpro-

dukt wird, welches wegen

no|—

allv Il <N e ll ¢ callvl], O<crtca Vveox

topologisch aquivalent zu dem o - Skalarprodukt ist. Den Hilbertraum bestehend aus
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den Elementen von 7 und dem Skalarprodukt (~,-)JK nennen wir # . Wegen
((H-MD'vJKw)=(JH-M)'v ,Kw)=(v,J(H - D) TKw)
=(v,JK(H - D"w)
fir v,we &, X e p(H) ist H in 7 selbstadjungiert und H &hnlich einem selbstadjun-
gierten Operator, den wir mit

D(H'):= D(H), H'v:= (JK)TH(JK)-*v VveD(H) (1.67)

explizit angeben konnen.

Da wir uns auf den Fall positiv definiten JK's beschrinken mufiten, kénnen wir von
vornherein versuchen, nur mit Hilfe von Satz 1.2 notwendige und hinreichende Bedin-

gungen fiir die Existenz von Q (1.50) zu erreichen.

Gibt es nimlich einen Operator Q , derart dafi :
Qe B(H) J-unitérist mit Q Pi =P, Q , (1.68)

so liefert Satz 1.2 ,dafi die durch Q generierte Transformation der Feldoperatoren genau
dann unitar implementierbar ist, wenn P$ Q P2, P Q P? aus By &) sind. Dies ist
wegen (1.63) und da Q -l ¢ B(H) der Bedingung J-K ¢ B9 H) &quivalent. In die-
sem Fall existiert also ein Vakuum Q' fiir Operatoren (1.58) mit U = Q und mit (1.68)

gilt firalle ve #:
APP,Qv)Q =bYCP'P,Qv)
a*(PAP.Qv)Q =bCP2P.Qv)Q
Wegen R(Q) = 7 und mit (1.46) haben wir damit das Problem, Q (1.50) zu finden, ge-

15st.

Es bleibt also zu priifen, wann die Bedingung (1.68) erfiillt ist.
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Satz 1.15

Existiert ein Operator Q mit (1.68), so ist JK positiv definit.

Bezeichne H(k) den J-selbstadjungierten Hamiltonian in Abhéngigkeit von der Kop-
plungskonstante ¢ [0,1] mit H(0) = Ho, H(1) = H ; seien P (x) zugehorige spek-
trale Projektoren. Ist s+ P_(x) stetig auf [0,1], so existiert ein Operator Q mit

(1.68).

Beweis :  Aus der Existenz eines Q, fiir das (1.68) gilt, folgt wegen QJ=KQ ,
R(Q)= #,Q1=TQ"T ¢ B(K) :
(v, JKv) =(Qw, JKQw)
= (%, QUK Qw)
= (%, QTQIw)
=|wl2={Q'vI? VveH#
und damit die positive Definitheit von JK .
Ist nun s+ P (k) stetigauf [0,1], so gibt es fiir jedes & ¢ (0,1) eine Umgebung in
[0,1] , so daB fiir alle «' aus dieser Umgebung
| Pa(k) - Pu(s) ] < 1
gilt. Nun wissen wir aus [K $.156] , daf} der Operator
Qs k) = (I + (Py(k) - Po(5"))%) "7 (Pu(k) Po(s") + P-() P(#'))

aus B( #) ist und die Eigenschaft

Q(rs') P (') = P () Qx,s")

hat. Wie man leicht sieht, folgt aus der J-Symmetrie der P,(x), die J-Unitaritt von
Q(k,s') fiir &, &' € [0,1] . Eine endliche Hintereinanderausfithrung dieser Operation
fihrt uns zu einer Uberdeckung des Intervalls [0,1], das Produkt der so gewonnenen

Operatoren Q(«,4') hat die gewiinschte Eigenschaft (1.68) . a %




Wir kénnen Satz 2.1 somit nicht fiir schwichere Bedingungen als die positive Definitheit
von JK direkt anwenden . Andererseits zeigt die hinreichende Bedingung fiir die Exi-
stenz von Q (1.68), daff dies immer dann konstruiert werden kann, wenn die beiden Tei-

le des durch P_ getrennten Spektrums getrennt "bleiben' und nicht mischen.

Fiir den Rest dieses Abschnittes wollen wir annehmen, da JK positiv definit und

J-K aus By H) sei. Wir kénnen nun einen in F unitéren Operator angeben, welcher
ST e Ay

die Leiteroperatoren a™ , b™ und 2™ , b™) ineinander transformiert.

Satz 1.16

Selen {fj |jeN} {gj|ieN}und {£° jeN},{g° jeN} J-orthonormale und
orthonormale Basen fir /%, , #. und #%, #° .

Wir definieren den Operator ¢ durch

00 :=det (1d 4o - A*A) T exp (Aa*") Q (= Q)

T A0000y T b)Yy o= T SO)e N 1T 50 :
o 1256 1 b5Hg?) @ o= ML a6 ) 1 b™Ng ) oQ (1.69)

sowie durch lineare Erweiterung auf die Menge
D'i= {1 a9 1 b0 Q | nrijel) . (1.70)

Hier ist A wie in (1.65) und die weiteren Ausdriicke wie in (1.53), (1.54) definiert. Die
Abkiirzung ™) in (1.69) ist hier so gemeint, daf falls auf der linken Seite a*(f;%) steht,

rechts ;*(fi) erscheint, etc. .

Mit ¢ ist hierdurch ein dicht definierter isometrischer Operator in & gegeben, sein Ab-

schluf} ist unitar.
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Beweis :  Nach Lemma 1.10 sind die rechten Seiten der Gleichungen (1.69) wohldefi-
niert (esist Q€ D ). Mit den Bezeichnungen aus der Behauptung gilt :

0 %0 0 _ (50 £ o
( Q). 1a (f]k)Q) = o 2 (fll’ f’0(1))

U'ESn -

=6 T I & :
o oeSy, 171 e
etc. , wobei S, die n -elementige symmetrische Gruppe bezeichnet. Wegen der Kommu-

tatorrelationen (1.48) und Lemma 1.10 folgen ebenso Gleichungen wie :

(I )@, 036 0) =6 = 06, 6,00,

1=1 1 0’6311

(1.71)

=6, ¥ I & ;
or €Sy 1*! Moqy ?

wobei die J-Orthonormalitdt (fj, {k)l = &k || H? = Sk benutzt wurde. Hieraus er-

gibt sich fiir alle Vektoren der Gestalt

N " . ko
v o= k§l Ck in=l a (fii) jH=1 b (gj:i) Q
k k
N %k k
Lol = Bled L 1 s, 21 on

N
3ozl vl

Somit ist ¢ eine wohldefinierte Isometrie in F . Die Segal - Feldoperatoren (s. Ab-

schnitt 1.1 ) haben mit (1.46) die Form
®(Pov - CPYv) = 1/y2(a(P,v) + a*(P,v) - B(C, P.v) - b™(C,P.v)) .
Auf D' gilt so wegen (1.69)

0 (" - Cg®) = &:(fj + @) 0 Vi kel

und weiter
0 u—ri ((I>s(f ‘Cgk)) --4-J—rl ((bs(f*‘gk))
n=0 0. ! n=0 N

Die Vektoren aus D' sind analytische Vektoren fiir die Segal - Feldoperatoren, der
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starke Limes N --w der linken Seite der letaten Gleichung existiert und ist gleich
0 W(® - Cg(% , also existiert auch der Limes der rechten Seite und ist gleich

W + g¢) 0 ¢
OWE -Ca) =W + ;) ¢ Vi keN aufD'.

Ersetzen wir ¢ durch seinen Abschluf, so gilt diese Gleichung auch auf & . Wir erhal-

ten

Wi + g0 00" =7 WE - Cad) 0% =0 0* WG + go)

und
0T WL - Ca) = W(E® - C ) 77

fir alle j, k ¢ N . Da wir es mit vollstandigen (J - )Orthonormalsystemen zu tun haben,

folgt, wegen der Irreduzibilitiat der Weyloperatoren :
K O=al , T0"=dl ,a, o e,

somit die Unitaritiat von ¢. o
Ab nun bezeichne ¢ den Abschluff des oben definierten Operators.

Korollar 1.17
Sei D:= #{ .ﬁ‘ ;*(fj)kﬁl b @) Q | fe e gee H. ;mrel) . (1.72)
J: =

Dann ist D dicht in .

Beweis :  Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 1.16 , da D das Bild einer in ¥

dichten Menge unter einem unitiren Operator ist. 0

Analog zur "trivialen Zweitquantisierung" (vgl. 1.1 ) lassen sich nun Feldoperatortrans-
formationen implementieren. Diese kénnen durch solche J -selbstadjungierten oder
partiell J-isometrischen Operatoren in & generiert werden, welche durch J%, , H- re-

duziert werden.
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Lemma 1.18

Set U ¢ B(H) partiell J-isometrisch mit AB und EB P2 und P'# . Vertausche
U mit K. Sei I'(U) definiert durch

“n

MU)Q =

3

r

£(U) {1, 3*(5) 1T B¥(g) ©

jf__’ll XU g) kI:Il B¥(CiU C ) © (1.73)

fir fj ¢ #, , g e H- , sowie durch lineare Erweiterung auf ganz D .

Der AbschluB von [(U) ist eine partielle Isometrie aus .#( %) mit AB [(P).% und
EB I(P')¥. Bezeichnen wir den Abschluf mit demselben Symbol, so gilt auf D, fiir
die Feldoperatoren :

[(U) &(v) I(P) = ®(J U Jv) [(U) (1.74)

firalle ve & .

Beweis: I(U) ist wohldefiniert und beschrinkt auf einer dichten Menge in F. Es
gilt auf D nach (1.73) : f‘(U)* = f‘(J U*J) ; fiir U, U' nach Voraussetzung ist :
L(U) [(U') = (U U') . Damit folgt
L(U) [(U)* = [(P") , T(U)*[(U) = [(P) .
Weiterhin sind I:‘(P) ,f(P‘) Projektoren. Da die P, P! J-symmetrisch sind, folgt
wegen
L(P)* = T(J P*]) = I(P)
die Orthogonalitat von f(P) und ebenso die von f(P').
(1.74) folgt mit &(J v) = a(P, v) - b*(C; P.v) sofort aus (1.73). o




Lemma 1.19
Sei U e B(H) partiell J-isometrisch mit AB P& und EB P'# . Gelte weiter
KP=PK , KP'=PK . (1.75)
Dann gibt es eine eindeutige Zerlegung
U=TQ, | (1.76)

wobel  partiell J-isometrisch mit AB und EB P J# , T partiell J-isometrisch mit
AB P# und EB P'# ist und T mit K vertauscht.

Beweis: Wenn wir mit U* den Adjungierten zu U in & bezeichnen, i.e.
UY =KJUTK ,sogilt:

U*'KU=KP , UKU'=PK,
d.h., U ist in J, "partiell K -isometrisch'. Sei S := vutu , 80 ist S In | symme-

trisch und nichtnegativ. Somit ist o{S) C [0,00). Da # und #, topologisch dquiva-

lent sind, ist das Spektrum eines Operators in 7, gleich dem des Operators in &% .

Damit ist nach [K.V 3.10] S ¢ B(#) m-akkretiv, die Quadratwurzel S 7 existiert

und ist eindeutig bestimmt. Dasselbe gilt fiir KSK an der Stelle von S, da K symme-
trisch in # und damit KSK symmetrisch und nichtnegativ in # ist. Wir kénnen

nun dem Beweis von Lemma 1.3 folgen, wo wir J durch K ersetzen und erhalten, da K
und P bzw. P! nach Voraussetzung vertauschen mit Q := (U +U)% ,T:=UKQK

QKQ =KP=PK ,
U=TQ ,
TK =KT

Q ist weiter Q*=JKQ*KJ=JKQKJ unddamit

(KQK)*=JQ7J .
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Wir erhalten

T IT=JQJUYUKQK=JQKPQK=JQKQK
=JpP' |
TIT*=PJ , QYIQ=JP , QJQ*=PJ . @

Satz 1.20

Sei Ue B(H) J-isometrisch mit EB P'# . Vertausche K mit P'.
Dann ist die durch U generierte Feldoperatorentransformation genau dann isometrisch
implementierbar durch eine Isometrie % ¢ #(.¥) mit EB T(P')J, wenn

PU Pg e By H).

Beweis :  Da nach weiterer Voraussetzung J-K ¢ 2 #) gilt, ist wegen

PUPY=(P?-P,)UP?+P,UP.+ P, U(P?-P)
=(J-K)/2UP? - P, U(J-K)/2 + P, UP.

die H.S. -Bedingung aus der Voraussetzung dquivalent zu P, U P* € By(H). Da T
aus der Zerlegung (1.76) mit P, vertauscht, sind diese Bedingungen &quivalent zu
P,LQ P:F € Bo #) mit Q aus (1.76) , was wiederum Pi Q P’; e Bo H) gleich-
kommt. "Implementierungen" fiir die Bestandteile T und Q der Zerlegung (1.76) erhalt
man nun mit der Hilfe von Lemma 1.18 und Satz 1.2 . Der Beweis von Satz 1.20 verliuft
dann véllig analog zu dem von Satz 1.4 .

Man beachte, daff, um zu einer Implementierung der durch Q generierten Transforma-
tion zu gelangen, Q zumindest J-unitir auf einem Teilraum von &% sein muf und so-

mit Q und J vertauschen miissen. 0o

Der obige Satz 1aBt sich natiirlich allgemeiner fiir partielle J-Isometrien beweisen. Die
dann im obigen Beweis vermerkte nétige Forderung an P, sowohl mit K wie auch mit J

zu vertauschen, ist in der Anwendung jedoch schwer zu erfiillen.
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Mit Hilfe von Lemma 1.18 und Satz 1.20 liegt nun die explizite Form des Fockraum-
Hamiltonians sowie die ""Implementierung" fiir Wellenoperatoren im Fall # = # . (Hy)

VOI.

Satz 1.21

Se1 H J-selbstadjungierter Generator der stark stetigen einparametrigen Gruppe gleich-
méBig beschrankter J-unitdrer Operatoren {exp (1 Ht) |telN}.
Dann ist die Gruppe der Zeitentwicklung in & im Sinne von (1.37) (bis auf einen

Phasenfaktor) :
exp (i B t) := [(exp (i H t)) (1.77)
Der in ¥ selbstadjungierte Operator B ist hierbei gegeben durch
=0

A*(H i) T a*t) 1 6%g) & -
| l;ll( 1=1

1

LA no., ro.y -
S o 0 1 B a
z

fir f; ¢ #,ND(H) , gj ¢ #-ND(H) , sowie durch lineare Erweiterung auf

D:=.2’{ﬁ

pi= 2{ 16 M Bg) Q| fie %, NDH), g e #ND(H)nred}.  (L79)
1 1=

i

B ist wesentlich selbstadjungiert auf DB .

Ist weiter JH positiv, so ist B nichtnegativ, 0 ist einfacher Eigenwert und das Spek-
trum von B gegeben durch das von dI'(|H'|), mit H' wie in (1.67) ( s.hierzu Lemma
1.1).

Beweis :  Zuerst einmal vertauscht exp (i Ht) mit K fiir alle t ¢ R trivial. Wir kiir-
zen ab: exp (iH t) =: Uy . Aus der Definition folgt sofort, dafi { F(U¢) | t € R } eine
Gruppe bildet, weiter sind deren Elemente nach Lemma 1.18 unitir. Die starke Stetig-

keit von t+— ['(U,) auf D erhilt man entweder, indem man die Norm des Bildes von
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Vektoren mit Ausdriicken wie (1.71) berechnet, aus der starken Stetigkeit von t s Uy,
oder aus den (1.11) entsprechenden Ungleichungen fiir die 5,(*)({), E(*)(g) , welche die
Stetigkeit von t+a™(Uef) ¢, Ve D, Vie H#., etc. implizieren. D ist dicht in
F,t —=D(Uy) gleichmaBig beschrankt und damit stark stetig in F . Wegen (1.74) gilt
(1.37) mit (1.77) .
Durch Differentiation der Gleichung (1.73) mit I(U) = [(Us) = exp (i Bt) an der Stel-
le t = 0 folgen die Gleichungen (1.78). Da exp (iBt), t eR, Dy invariant 1aft, ist B
wesentlich selbstadjungiert auf D (s. z.B. [W Th.7.38] ) .
Wie wir oben sahen, ist H selbstadjungiert im Skalarprodukt ()yc (1.49) . Ist weiter
JH positiv | folgt

Vie Z.ND(H) , Vge K-ND(H) , { g+ 0. Mit (1.78) erhilt man, da B nicht-
negativ mit einfachem Eigenwert 0 ist.

Seien nun {fj | jeM}, {gj|jeN}und {f)|jeN}, {g)|jeN} J-orthonormale
und orthonormale Basen fiir #,, #- und #?, #%° in D(H) . Bezeichne ¢ einen Vektor

o= I a.*(fi;)) A b*(gjg) Q nrel. (1.80)

Mit dem in Satz 1.16 definierten unitiren Operator ¢ erhalten wir :

0*B o ¢= 0" Ea (H §; )}Ha(fl)ﬂb(g,)Q-
zp

2, b™(Cy H C, &, ) 1[=Ix a (fll) E[;Iab (g]k) Q]

- % S (fHE ) 209§ 260 0 b¥go) @ -
= ool e (f, H i )JK a(t)}na(ll)kn (g’k)
p

r 0 n r
) * 0 *e 0 *( .0
“ 2 (8 ClHCug )y b(es) T a7(h)) lzr;lc‘,b (g) @ . (181

Hier wurde nach den Basen von #, und #. entwickelt und

lim Vc] a,(f,)l//- lim a.(EC] ) ¢

N--'ooJ N=ow
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(cjeC)fiir alle e D, sowie die analogen Identititen fiir die b* benutzt, welche aus
den (1.11) entsprechenden Ungleichungen folgen. Bezeichne nun U, den auf # unitaren

Operator, welcher die Basen ineinander transformiert :

§ [0 - )YTKT G+ (g% - )(TK) g ] -

L
2

( Man beachte : (JK)” 3 U, P° P, (JK)? U, . ) Dann gilt

= (§° U/“(JK)? 'K H (JK)? U, £)
= (fjo, U |H'| U, 1) (1.82)
und
- (gi» CtH Crg) = (85 CLK H Cigi)y
= (g° U (JK)? C(K H Cy (JK) Uy g) . (1.83)
Hier bezeichnet wie oben H' = (JK)% H (JK)'% ,esist |H'| = (JK)% KH (JK)'% .
Sei nun A ein in /7 selbstadjungierter Operatormit JA =AJ , {f° jeN},

{g°l jeN} seien Teilmengen von D(A). Dann wirkt der in Abschnitt 1.1 definierte
Operator dI'(A) auf Vektoren ¢ (1.80) wie:

ke e 0N T ¥ 0y T R0
dI'(A) ¢ p§1a(“‘p) if;Ila(fll)kI}lb(zsjk)9+

“ b (Aglo) H a (fo) H b (gjo)Q
Pk

0% 0 Oy e 0N B e 0y T R¥ 4.0
S %R (0 ALY MEY) I 2NEY) T bYg0) Q +
p };‘I) 1" k=1 k

p=l t=1

+

-+
(Rl

q=1 s=I

S Oy LK 0y T * 0V T ¥ 0
N IR R R CHE (1.84)
2q

Wegen (1.11) ist wie oben das "Herausziehen' der Entwicklung legitim. B, ¢ , d['(A)
sind lineare Operatoren, die lineare Hiille von Vektoren der Gestalt von ¢ (1.80) ist

dicht in & und determinierender Bereich fiir die selbstadjungierten Operatoren B und




dI'(A) . Mit (1.81) -(1.84) folgt so die Identitat

0*B o =dl(H)
mit H:= USUK)Y (KHP, + C,KHC,P.)(JK)TU,) .

(Man beachte, daf§ hierbei Pg U e U, Pi = 0 bendtigt wurde.) Wegen der Ahn-
lichkeitstransformationen sind das Spektrum, die spektralen Teilrdume und zugehéorigen
Spektren von H identisch mit denen von KH und so mit denen von |H'| und so insge-
samt jene von B gleich denen von dI'(|H'|). Aussagen iiber das Spektrum des letztge-

nannten QOperators erhilt man aus Lemma 1.1. o

Wie im vorangehenden Satz vermerkt, gelangen wir mit (1.78) zu einem nach unten be-
schrankten Hamiltonian B fiir nichtnegatives JH. Ist JH z.B. nur durch eine negative
Schranke nach unten beschrinkt, so folgt wegen der Unbeschrénktheit des Anzahlopera-~
tors im Falle der Bose - Statistik, dafl B nach unten unbeschrankt ist. Zweifellos ist der
physikalische Hamiltonian H nur bis auf eine additive Konstante bestimmt, so daf} eine

unphysikalische Willkiir in der Wahl des Fockraum - Hamiltonians auftritt.

Wir kénnen diese vermeiden, indem wir vom physikalischen Fockraum - Hamiltonian in
Abhéangigkeit von der Kopplungsstéirke der externen Felder, x € €, B(x) verlangen, daf}
die Abbildung &+ B(k) stetig im verallgemeinerten Sinne fiir alle zuléssigen « ist, i.e.
fir x so, daf§ die Voraussetzung der positiven Definitheit von JK(x) erfiillt ist. Hierzu
muf} nach dem vorher Gesagten JH(x) nichtnegativ und die Abbildung s+ K(x) ste-
tig sein. Wir erreichen dies, indem wir fiir jedes x H(x) durch Addition einer Kon-
stanten so ''verschieben', daf fiir den verschobenen Operator H'(x) 0 aus p(H'(k))
und damit JH'(x) positiv definit ist. Die Regularititsbedingungen (1.43) sind natiirlich

dquivalent zu denjenigen, wo H'(x) an die Stelle von H(x) tritt.

Es ist klar, daB8 der oben definierte Fockraum - Hamiltonian fir o(H) = op(H) U oac(H)
sich durch die den quadratischen Formen aus [KSch2] hier fir den K.G.-Fall

entsprechenden Ausdriicken schreiben 138t.
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Wir wollen nun "Implementierungen' fiir die Einteilchen - Wellenoperatoren angeben.
Wie schon oben erwahnt, ist es 1.A. nicht méglich, Fockraum - Wellenoperatoren analog
zu den Einteilchen - Wellenoperatoren zu definieren.

Wiirden die Operatoren

Ay o:=s-lim exp (i Bt) exp(-iBot) Pac(Bo)
{42

existieren als Elemente aus .Z( F) , so erhielte man die Verkniipfungsrelationen auf F
exp(-1Bt)Ay 2= Ay g exp (-1Bot)
und somit

exp(-iBt)A;2Q = Ay gexp(-iBot) Q
=A|‘2Q .

Wegen der Eindeutigkeit von Q fithrt dies zu A2 Q= Q.

Weiter wiirde gelten

0 lim ||exp(iBt)exp(-iBot)Q-Q”

t=% o0

lim |jexp (iBt) 0 - Q||
t=tm

lim || Q - exp (-iBt) Q||

t~+ 00

-fa-af,

also Q= Q (a.e.). Mit (1.46), (1.50) sieht man, daf dies P% = P, zur Folge hitte.
+= Tz 8




Satz 1.22

Es mogen die Voraussetzungen von Lemma 1.7 gelten, also die Einteilchen - Wellen-
operatoren Wy, ¢ existieren. Ho habe ein rein absolut stetiges Spektrum.

Dann gibt es Isometrien ¥, 5 ¢ #( F) mit EB f‘(Pl, 2) &, so daf} auf Dn
¥ ®(v) = IW;JTv) ¥ (1.85)
firalle ve #,j=1,2 gilt. Hier bezeichnen P, 5 die J-ortogonalen Projektoren auf

R(Wjy, 2) . Es gelten die Verkniipfungsrelationen

B #;2 % By ,j=12. (1.86)

Beweis : Da K mit Py und Ps vertauscht, ist fiir den ersten Teil der Behauptung
nach Satz 1.20 nur zu zeigen, daf Pg W Pg e By H) ,j=1,2 sind. Diese Bedin-
gungen sind nach Bemerkung 1.8 wegen der Voraussetzung J-K ¢ Fo H#) erfiillt.

Nun erhalten wir mit (1.85), (1.35), (1.37), sowie den Verkniipfungsrelationen fiir die

Einteilchen - Wellenoperatoren auf Dﬂ :

exp(iBt) #7®(v) = ®( Jexp(iHt)W;jJv)exp(iBt) #; ,

#iexp(iBot) ®(v) = ®(JW;jJexp(iHot)v) #jexp(iBot)

und hiermit

#ijexp(iBot)(exp(iBt) #j)" &(v) 2; =

= ®(v) ¥jexp(iBot)(exp(iBt) #;)* ,

auf Dn fir alle ve #,j=1 2, wobei 2;:= f‘(Pj). Aus diesen Gleichungen und
den analogen fir ®*(v) folgt, wie in Abschnitt 1.1 gezeigt, wegen der Irreduzibilitat der
Weylalgebra, dal ~ #j exp (i Bot) (exp (i Bt) #; )* als Operatoren aus B( P F)
ein Vielfaches der Identitat sein miissen. Damit gilt die Gleichheit bis auf einen Phasen-

faktor von  #jexp(iBot) und exp(iBt) ¥ fiiralle teR,j=1 2. Mit dem

Satz von Stones folgen die behaupteten Verkniipfungsrelationen. o
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1.5 Regularitit und Implementierbarkeit der Zeitentwicklung

In diesem Abschnitt werden wir die (notwendige und hinreichende) Bedingung fiir die E-
xistenz eines Hamiltonians in .¥ (1.38) mit der Regularititsbedingung (1.43) verglei-
chen. Es ist leicht zu sehen ( s. [KSchl] oder den folgenden Satz 1.24 ), daff die Letzte-
re die Erste impliziert. Die Vermutung aus [L;KSchl] ,daB andererseits aus (1.38) auch
(1.43) folgt, daB also beide Bedingungen &quivalent sind, zeigen wir in Satz 1.24 fiir den
Fall "schwacher'" Felder. Der Satz ist so formuliert, daf§ er ( mit Hilfe eines fiir orthogo-
nale Projektoren modifizierten Lemmas 1.10 ) sofort auf den Fall selbstadjungierten H's
und so auf den in der zitierten Literatur betrachteten Dirac - Operator iibertragen

werden kann.

Zum Beweis bendtigen wir die beiden folgenden Lemmata.

Lemma 1.23

Seien Aj, As selbstadjungierte Operatoren in # mit dichtem Schnitt ihrer Definitions-

gebicte. Sei A1-As ¢ 2o H#) und weiter {:R— C beschrankt und meBbar, gelte
[ {(x) - f(y) | ¢t |x-y] Yx,yeR undein ¢f >0.

Dannist (A1) - f(As) ¢ @o ) mit
(A - A ], < ll A - A2l

wobei c¢ dieselbe Konstante wie in der vorangehenden Ungleichung bezeichnet.

Lemma 1.23 ist leicht mit Hilfe des von Neumannschen Satzes iiber H.S.-Stérungen

selbstadjungierter Operatoren zu zeigen, was in [Wal] geschieht. Hinzugefiigt haben wir
die Bemerkung, daff die Konstanten in den obigen Ungleichungen gleich sind. Diese Tat-
sache wird erst im dritten Kapitel benstigt werden. In [Wal] wird auch das folgende

Lemma bewiesen :
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Lemma 1.24

Sei {cjeR|jeN} eine Menge nichtnegativer Zahlen und sei {djeR|jeN} eine

Folge positiver von Null weg beschriankter Zahlen.

Falls

]

" 148

Ci sin? (djt) fiir alle t aus einem reellen Intervall um Null konvergiert, so

00

konvergiert auch .Elc]' .
J =

Satz 1.25

Sei H J-selbstadjungierter Generator der stark stetigen einparametrigen Gruppe
{exp(iHt) [t eR}.
Gilt (1.43)
POP_ PP, ¢ oK) ,
so folgt (1.38)
Plexp(i Ht)P? ¢ Bo( H#) VteR.

Sei nun zusitzlich H &hnlich einem selbstadjungierten Operator und gebe es ein
a € p(H)N p(Ho) . P,, P. seien dann die J-orthogonalen Projektoren auf die so ge-
trennten spektralen Teilrdume von H. Gelte weiter &, N #° = H_.N #? = {0} ( was
hier die "'schwachen' Felder ausmacht ) .

Dann impliziert

Plexp(i Ht) P® ¢ By H) Vte J, (1.87)

mit einem reellem Intervall um Null 7, auch (1.43).

Beweis : © Es ist

Plexp(iHt)P? = P2(P, + P.)exp(i H t) P
= Plexp(iHt) P, P? + P?P.exp(i Ht) P? .

Also folgt aus (1.43) (1.38).
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Ist nun H hnlich einem selbstadjungierten Operator, so gibt es ein dem & - Produkt
topologisch aquivalentes Skalarprodukt (-,-)s. Sei &5 der Hilbertraum, bestehend aus
den Elementen aus &# mit Skalarprodukt (-,-)s. Nach dem von Neumannschen Satz
iiber H.S.-Storungen selbstadjungierter Operatoren [K Th.X 2.1] existiert fiir jedes
€ > 0 ein Operator A ¢ B9 H5) mit ||A||2 < € ,s0daf der in Hy selbstadjungierte

Operator
E:=H+ A ' (1.88)

ein reines Punktspektrum hat. Nach Voraussetzung gibt es eine Liicke im Spektum von

H . Sei also a € p(H) , so gilt mit den P nach Voraussetzung

(LHD: 2(a+ 9P VieDH)N K,
(8 Hegk <(a-9el; VegeDE)NH.,

fireina e R, § > 0. Damit erhalten wir

(EEDs =@ Hia+ (K ADa2(a + 6 - [IAL) [i))2
2(a+ &) [ll2  VieD(H)IN .
und
(5 Egl = (5 Hegl + (g Agdi<(a- 8+ |IAlL) [l
2(a - &) [lgll?  VYgeDH)N F-

fiir ein § > 0, indem wir A so wéhlen, daf ”AH9 <(6-&)(>0).

Gilt nun (1.38), so folgt, wegen H-E € @3 H#x) und da die Funktion
R 3 x > exp(ixt) die Voraussetzungen von Lemma 1.23 erfiillt ( es ist
lexp(itx) - 1| ¢ |tx] ), mit diesem Lemma, daf exp(i Ht) - exp(iEt) € By Hs)

fir alle t ¢ J gilt. Damit ist (1.87) d4quivalent zu
Plexp(iEt)P? ¢ Bo( #x) VieJ

( Die H.S. -Normen von Operatoren in & und &3 sind dquivalent. ) Also impliziert
Bedingung (1.87) :

[P exp(iEt)] € Bo Hs) Vte s
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und somit
[P.P2P,, exp(iEt)] = P- [P), exp(i Et)] P, € By Hs) Vte J.

Seinun {hj|jeN} eine orthonormale Basis fir /5 , bestehend aus den Eigenvekto-

ren von E | ie.
Ehj =wjhj , vjeR, VjelN . (1.91)

Dann gilt :

0
II [P-P?P,, exp(i E t)] ”: , Zkl_ll (hj, P- P? P, exp(i w t) hk)a -

- (exp(-i wj t) by, P-P2P, hy) |2

i
)

=4 X
k

A48

| exp ) - expli g 0) 17| (b P-POP, )2

(3 sin(1/2 (- w)) | (P- by, PEP. b |2 .(1.92)

=1
Die Summanden der rechten Seite verschwinden, wenn nicht hj e #., hx e #. und so
fiir die zugehorigen Eigenwerte nach (1.89) - (1.91)

Wk - w2at d-a+ f=285>0

gilt. Gilt (1.87), so mufl die Summe fiir alle t aus J konvergieren. Die w -« sind von

Null weg beschrénkt, wir kénnen Lemma 1.24 anwenden und erhalten, daff (1.87)

0
b . po 2 _ 0 2
o> 5 |(P-h, PP h) |7 = |[P-P2P. |

+

impliziert, daB also P. P? P, aus #a Hy) oder, dquivalent, aus By &) ist. Dasselbe

Ergebnis erhalt man analog fiir P.P? P, . Mit den Bezeichnungen (1.60) gilt also :

P.PYP, = P_.PYP, ¢ By K., ¥.)
P.POP, = P4 PP, ¢ By H#., H.) .

Nach Voraussetzung und Lemma 1.12 folgt

P_ PQ € cﬂﬂ(%?,%-)) P(-) P+ € ﬂ?(\%,,%g)

oder

POP.,P°P, ¢ By H¥) . @







51
2. ZURSPEKTRALTHEORIE FUR DEN
KLEIN-GORDON-OPERATOR

9.1Der Fall "schwacher" Potentiale - der

Klein-Gordon-Hamiltonian

Die Klein - Gordon Gleichung in v (Raum -) Dimensionen, die das Verhalten eines spin-
losen relativistischen Teilchens der Masse m > 0 in einem statischen duBeren Feld, be-
stehend aus elektrostatischem Potential V , magnetischem Vektorpotential

A =YAy..,A,) und skalarem Potential A, (‘'variable Masse") beschreibt, hat formal

die Gestalt

(10 - V)2p=((1V - A)?2 + m2 - Ay
le.

-0 -2Vadp=(h2-V2)p |
mit h2:=—A+m2—iV-A—iA-V+A2-AJ.

Diese Gleichung kann linearisiert werden durch

’ Vol
latZ/):Lbé' , ¥ = , L= .
(10 - V) p h2 V

Die freie Gleichung ohne duflere Felder
-0t p=(-a+md)p=1eglyp

hat die Form

0 0 1
iWkv=Loy , ¢= , Lo= )
10t v g02 0

weiter betrachten wir die Gleichung mit rein magnetischen Feldern

-0t p=(((V-AP +md)p=telyp,

sie ist dquivalent zu




P 0 I
kv=Loy , ¥= , L, = :

(18t - V) 17 €A2 0

Die Operatoren Lg bzw. LA sind nicht symmetrisch in Ly, wohl aber in der Skala von

Skalarprodukten

Ly L L L
('/}) y)a:=(€2-1¢lrezapl)+(€ 2a¢2’€ 209’2) )

mit a¢R und Ly-Produkt (-,-) , ¢ = t(¢1,4s), ¢ = H(p1,92) ; € bezeichne ¢o bzw.

¢, . Das Skalarprodukt mit a = 0 (die ""Anzahlnorm") ist das im folgenden relevante.

Anstelle eines Operators B im Skalarprodukt mit @ = 0 kénnen wir dquivalent

0 ¢
N } im Ls betrachten. Ly, L, haben dann die Form [ ] ,
: e 0

L hat die Gestalt [

Sei nun im folgenden ¢ ein selbstadjungierter positiv definiter Operator in Ly(Rv), von
welchem wir aus technischen Griinden (s. Beweis von Satz 2.1 ) noch || igj 1] ¢1

fir y = 1,...,» verlangen.
Im Hilbertraum o := (Ly(Rv))? sei der "ungestorte' Hamiltonian gegeben durch

0 ¢
Hy = } , D(Ho) = D(e)®D(¢g) . (2.1)
£

( Der hier mit  bezeichnete Hilbertraum ist der ''Ortsraum', wahrend die Fragestel-
lungen des ersten Kapitels 1.A. im bei uns der Einfachheit halber gleich benannten
"Impulsraum'' betrachtet werden. Beide Riume sind durch eine unitire Transformation
verbunden. )

Hy ist damit selbstadjungiert und es gilt :

(-d,d) C p(Hp) fiirein d >0 .
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01
Weiter sei J:= sign Hy = [ ] . (2.2)
10

Den "vollen'" Hamiltonian wollen wir im folgenden Satz definieren. Ausgangspunkt ist

nach dem oben Gesagten der formale Ausdruck

Ho + V' = (2.3)

1 _1
c? Vel e }

Mo
s ol
+2
]
"o
(4]
]
<
(U]

g+ £ Z

Satz 2.1

Selen V, A, Aj, j = 1,...,v symmetrische relativ ¢ -beschrinkte Operatoren in Ly(Rv) .

Seiin #
B 0 )
G = : (2.4
Y B*
mit B: = Ve-l
¥i=3 (A e Aje-t - (i e ) Aje-t - (Aje-) g e} - (2.5)
-etAjerl.
Iss [-B*B+Y positiv definit , (2.6)

so st der Operator H , gegeben durch

H=|Ho|?T(1+JG) [Ho|? , (2.7)

dicht definiert in & , JH ist selbstadjungiert und positiv definit. H ist ein abgeschlosse-
ner Operator mit rein reellem Spektrum, es ist 0 ¢ p(H). H ist vom skalaren Typ (im

Sinne von Dunford) , also dhnlich einem in # selbstadjungierten Operator.

Zum Beweis des Satzes ziehen wir zwei Lemmata heran, welche in etwas allgemeinerer

Form in [V2] bewiesen wurden.
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Lemma 2.2

Sei T ein linearer Operator in #, J' beidseitig stetig und selbstadjungiert in % . Ist
nun J'T selbstadjungiert und positiv definit, so ist T abgeschlossen, hat ein rein reelles

Spektrum und esist 0 € p(T).

Lemma 2.3

Seten J', T wie in Lemma 2.2 . Existiere

K=o

L
1
K':= w-lim T]-J(T - ip) "tdy

als Element aus #( ) . Dann ist J'K' positiv definit und K'2 =1.

Beweis von Satz 2.1: Da V, A, Aj,j=1,..,v, relativ e-beschrankt sind, gilt

Ve, Ayet Ajet e B(H). Weiter ist nach der Voraussetzung an € idj € -1 be-

schrankt, also insgesamt G aus B( #) . Wegen (Ve )" =¢-1V und
(Aj e ")*Aj £-1detAjAje! etc, ist H sicherlich eine Erweiterung von Hy + #

(2.3) . Wegen (2.6) gilt nun

D:=(I-B*B + YY)l ¢ B(¥) (2.8)
und
I+Y B*]- D - DB*
(1+JQ) 1= = . (2.9)
B I -BD I+BDB

ist symmetrisch und aus B(#) . Damit gilt

H = [Ho| (1 + JG)1J |Ho|? (2.10)

also ist H''e B(H), 0ep(H) und H abgeschlossen. Das Definitionsgebiet von H ist
durch
D(H) = [Ho|"T (I + JG)-1J D(|Ho|?) (2.11)
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gegeben und somit dicht. Da JG symmetrisch ist, folglich auch H-1J, ist JH selbstad-
jungiert. Aus (2.6) ergibt sich, daff I1+JG und damit JH positiv definit sind. Nach

Lemma 2.2 ist also o H) C R . Wir zeigen jetzt, daf

K:=w-lim —J(H - ig) -1dp (2.12)

I

existiert und aus B( #) ist. Auf D(H) gilt fiilr A e p(Ho):

| H L
H - X=(Ho - A) [Ho|? [1+H ]IHOP.

[Ho | -1
Fiir A € p(Ho) N p(H) ist dann [I + mG] e B(H) und es gilt auf #

H-))-t = |Hol [I lHOIG"————'HoIE
(H -2) =||[+H A]Ho-,\

WL K [Ho| y |Hol

7umindest alle nichtreellen X sowie A = 0 sind im Schnitt der Resolventenmengen. So-

mit gilt fiir f, g ¢ & mit (2.13) :

| €1 =i - E - e)dn] <

K 'H “ %.
<o [Cmem o] [j(g,Ho Sloa]T, e
[Hol 4t .0 _
da G beschrankt und [I T G] gleichmaflig beschrankt in 7 ist. Mit dem
Funktionalkalkiil folgt
COEel |
J Mo Tsy? dn=2F(Ho) , (2.15)

K
mit F (x) = arc tan =T F (Ho) ist aus B(H) und gleichmafig beschrankt in & .




56
Aus (2.14) folgt dann

| (6 (T -K)g) | <clill llgll (2.16)

so dal K existiert als Element aus #(#) . Nach Lemma 2.3 ist hiermit JK positiv
definit und K2 = I. JH ist selbstadjungiert, damit nach der Definition von K auch JK .
Hiermit ist das durch (1.49) gegebene Skalarprodukt ein dem 7 - Skalarprodukt

topologisch dquivalentes, in welchem H selbstadjungiert ist. 0

Die Resolvente des oben definierten Operators H stimmt mit der einer "pseudo - Fried-
richschen Fortsetzung' des formalen Operators (2.3) in [V2] iiberein. Die etwas indirek-
te Bedingung (2.8) wurde gew&hlt, um in unserem Fall eines nicht weiter spezifizierten ¢
unndtig starken Forderungen an die Potentiale, etwa die untenstehende (2.24) , zu ver-
meiden. Fir rein elektrische Potentiale ist (2.8) dquivalent zu ||V &'|| ¢b < 1. Ist &2

der Abschlufi von -a+m? , so ist schon (2.25) hinreichend fiir (2.8) .

Bemerkung 2.4 :

Wir haben hier mit (2.6) und ebenso im 2. Kapitel Bedingungen méglichst einfacher
Form gew&hlt. Diese fithren zu 0 € o(H) . Es geniigt aber, wenn diese garantierte Liicke
im Spektrum von H an einer beliebigen Stelle a e ( -d,d) vorliegt. (2.6) ist dann durch

die Forderung, daf}
I -B*B'+Y positiv definit (2.17)
mit B':=(V -a) ¢!
sel, zu ersetzen. Dann gilt auf D(H) :
H-a IIHOI%(J + G - a |Ho|") |Ho|%
B!

1+Y B'*J IHo*

IHOI?[

und so (H - a)~! ¢ B(H) ,also aep(H) . Entsprechend muff nun fiir die Integra-




57

tion in K ein Weg durch a gewahlt werden. Weiterhin ist jetzt J(H-a) positiv definit,

alle iibrigen Aussagen des Satzes bleiben gleich.

Der Operator H ist nicht selbstadjungiert und im n&chsten Abschnitt werden wir einen
Hamiltonian, der nicht einmal mehr shnlich einem selbstadjungierten Operator ist, be-
trachten. So wollen wir, wie schon in Kapitel 1 vermerkt, im folgenden von "spektralen
Projektoren' fiir H nur verlangen, daf§ di(_ese J -symmetrische Projektoren in # seien,

welche mit H vertauschen.

Korollar 2.5

Die Voraussetzungen von Satz 2.1 mégen gelten, K sei durch (2.12) gegeben.

Dannist o(H) = 6, Uo. mit o, CR, , o~ CR- und

Po:= I + K) ,P.i= (I - K) ¢ B(H) (2.18)
sind spektrale Projektoren fiir H , wobei

co=o( H'P.H#) ,e=+,-. (2.19)

Die P, projezieren auf den positiven bzw. negativen Teilraum fiir H im Skalarprodukt

(1.49).

Beweis :  Im Beweis von Satz 2.1 wurde K2 =1 gezeigt. Es folgt hier :

P,+P.=1,P2=P,_ ,P,P_=0. (2.20)

+ " F
Da K J-selbstadjungiert ist, gilt, da auch die P, J-selbstadjungiert sind und die zu-
gehorigen Teilraume J-orthogonal. Daff H in  (-,-),, (1.49) auf P.# N D(H)

( P-# N D(H) ) positiv - (negativ - ) definit ist, folgt wie im Beweis von Satz 1.21.

Es ist nach der Definition der P, : P, ,/HCHP, . Wir verfahren nun analog 2u

[V1] : Bezeichne H_:= H } P_# , so impliziert fir A e p(H), e =+,-

(H-A)'"(H,-2A) =1 auf P_D(H)
(H,-MNMH-X)'=1 au P&
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dann o(H,) € ¢(H) und
(Ho-A)'=H- MNP H.

Wenn wir nun fiir z € o(H) mit Imz#0

(H -2)'P, = +(H - 2" + e w-lim —;—HJ(H -2 (H - in)yldy

K=o

FH -2 - e [ -2 (H - 2 - (1 - i) dy

1 (1 + esign(Rez)) (H - 2)! + e;—n J(in -z (H - ip)tdy (2.21)

-
berechnen, so folgt, dal die Funktion z+(H - z)'tP,# eine eindeutige analytische
Fortsetzung auf p(H)U o, hat und damit o(H.))Co, , € = +,- . Wir nehmen nun
an, es gibe ein Aeo, , A¢o(H,) , was natiitlich auch A ¢o(H_) und damit
A € (H) zur Folge hitte. Auf # gilt dann :

I=P, +P. =(H, -A)(Hs- NP, + (H-- A)(H. - A)"'P.

= (H - \)[(H, -AY'P, + (H. - AY'P.]

und autf D(H) analog

I=[(H. -)'P.+ (H- - )P ](H - 1) .

Hieraus folgt A € (H) und damit der Widerspruch mit der Annahme, so daf} sich
schlieflich o(H,) = 0, , &= +,- ergibt. o
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2.2 "Schwache" Potentiale ; die Operatorenfamilie T,

Der Idee [V3] folgend, wollen wir nun spektrale Eigenschaften des K.G. -Hamiltonians

H (2.7) aus denen fiir die Familie quadratischer Operatoren der formalen Gestalt
v
g2 - (V- 2A)2+ ,El (Aj2 - 10 Aj - A5 ) - A, (2.22)
)=

X e € ableiten. Diese Operatorfamilie erhalt man unmittelbar aus der Bestimmung der
Energie der zeitunabhingigen K.G. - Gleichung. Die Sitze 2.6, 2.8 entsprechen Theore-
men in [V3], Satz 2.9 folgt in Teilen einem dortigen Beweis. Alle folgenden Uberlegun-

gen gelten im Hilbertraum Lo(Rv) .

Satz 2.6

Seien V, A, Aj, )= 1,..,v symmetrische relativ € - beschrinkte Operatoren in Lo(Rv) .

Sei my(,-) die sesquilineare Form
n(fgl = (et eg) + él [(Aif Ajg) - (AjLid8) - (G L Ajg)] -
-(V-DE(V-2)e) - (LA g) (2:23)
= (g, f,£,8) - (V- DLV -Ng) - ({Ag)
mit D( 7y(+,+) ) =D(g) ,AeC .

Gelte weiter :

v
a) ||[Vet]?+ Q_El NAjet]+]letAet| ¢b<l (2.24)
j=

oder, falls €2 der Abschluf des auf of(Rv) definierten Operators -a + m? ist, alternativ

zu a) mit dem oben definierten Operator €,

b) | Ve P+ lle, 1A e |l sbel. (2.25)




60

Dann folgt

i) n(--) ist abgeschlossen und sektoriell fiir alle A ¢ €, symmetrisch und von

ey b et e = = o
e e AR e o B P S

unten beschrankt fiir reelle A, positiv definit fir A = 0.

ii ) Firjedes A e existiert eindeutig ein m -sektorieller Operator Ty mit

D(T,) c D(g), so daf

n(fg) = (£ Tng) VgeD(Ty),VieD(e) .

iii ) D(T,) ist determinierender Bereich fir n(-,-).
iv ) Falls feD(e), h e Ly(R) und n(f,g) = (f, h) fiir alle g aus einem determi-

nierenden Bereich fiir m(+,-), folgt ge D(Ty) und Ty g="h.

v) Fiir reelle A ist T\ selbstadjungiert und von unten beschrankt, fir A =0 positiv

definit.

vi) Esist Dy := D(Ty) unabh&ngig von A .

vit) Fiir A=0 gilt: D(Te}) = D(e) , rolfg) = (ToZf, ToTg) , 1, g e D(e).

v

Beweis: i) Fall a): (ef, €g) und '21 (Ajf, Ajg) mit f geD(g) sind positive
1=

abgeschlossene symmetrische Formen, was nach [K Th.VI1.31] dann auch auf ihre

Summe zutrifft. Wegen (2.24) gilt :

|- ((V -2 (V-X1) - Q.ZIRe(A]‘ f,if) - (f, A, f) | ¢
]:
ca' |lf||> + b' (ef, 1)

fir alle feD(e),AeC mit b' <1. Mit dem Satz iiber die Stérung sektorieller

Formen [K Th.VI 1.33] folgt dann, daB n(-,-) abgeschlossen und sektoriell ist.
Fallb): Esgilt :

(e, fe, @) = 3 ([~ + ATE, [~ + Al g) + m*(hg)  Vige oR).
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1
|
Die Form (g, -, €, -) auf D(g) ist abgeschlossen und positiv definit. Aus (2.25) folgt |

|-V - TV -0 - (6 A, D] <a fIfl2+ b (e, 1§, €, )

fir alle feD(e), A € € mit b' < 1. Wie im Fall a) erhalten wir, da§ =~ (-,-) abge-
schlossen und sektoriell ist. |
Symmetrie und Beschrénktheit von unten fiir A e R sieht man sofort, die positive Defi-

nitheit fiir A = 0 ergibt sich aus (2.24) bzw. (2.25) .

ii) bis v) folgen aus i) und dem ersten Darstellungssatz [K Th. VI 2.1-2.6] .

vi) Wegen

nhg) = ntg) - -pw[(A+p g -2(5Veg)]

fir alle f, geD(e), A peC, erhilt man, indem man ge D(T,) setzt und iv) ver-

wendet :
TWOT, -(A-p[A+p-2V].
Da A, p beliebig sind, folgt

Ty=T,-A-p[A+p-2V]

~~

2.26)
und D(Ty) = D(T,) VAueC.

vii) ergibt sich aus dem zweiten Darstellungssatz [K Th.V12.23]. o

Wie man unmittelbar an Satz 2.6 i) sieht, implizieren (2.24) bzw. (2.25) die Bedingung

(2.8) und damit insgesamt die Voraussetzungen von Satz 2.6 die von Satz 2.1.




Definition 2.7
Seien q,(f) := [(f, V=D 7]/ |12 Ve DN}, (2.27)
wobei 1) 1= (§ V) + [[|ef|> - [|VI|?+

F SR - 2Re (A 5140} - (6 A, 0] I

Seien weiter Q_ := R(qy), ©:=Q.UQ-, © der Abschluft von © in R, p die ""Resol-

ventenmenge' der Familie T\ :

pi={AeC|0epT\)} (2.28)

und das "Spektrum' o der Familie das Komplement von pin (.

Satz 2.8
Die Voraussetzungen von Satz 2.6 seien erfiillt. Sei M gegeben durch
M:= { A eR| T, ist positiv definit. } .
Dann gilt ¢ C© , M ist ein beschranktes offenes Intervall um 0 mit Q- <M < Q, ,

Q-UMUQ, = R . Die beiden Randpunkte von M gehdren zu o .

Beweis :  Dieser Satz wurde in [V3] fiir eine Operatorenfamilie etwas anderer Gestalt
bewiesen, der Beweis kann jedoch auf den vorliegenden Fall einfach iibertragen

werden. 0

Der obige Satz zeigt nun einige interessante Eigenschaften des Spektrums. Die Auftei-
lung in zwel nicht zusammenhingende Teile Q. und Q- ist nichts anderes als die in
"positive' und "negative' Energien der Einteilchen - Gleichung. Wie schon in [V3] ver-
merkt, gibt es hiermit im Gegensatz z.B. zur Dirac - Gleichung ein direktes Kriterium
fir die Entscheidung, ob Teile des Spektrums zu positiven oder negativen Energien ge-

horen ( Natiirlich ist bei der Trennung der beiden Teile des Spektrums der Nullpunkt
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nicht wesentlich, vgl. Bemerkung 2.4 . ) . Ein fiir uns im weiteren ( Satz 2.12, Satz 5.6 )
wichtiger Schluff wird in Korollar 2.11 gezogen. Vorab ist das "Spektrum" ¢ mit dem

Spektrum unseres K.G. - Operators zu identifizieren.

!
’ Satz 2.9

Seien die Voraussetzungen von Satz 2.6 erfiillt.

Dann ist das Spektrum des in Satz 2.1 definierten Operators H o(H) gleich dem "Spek-

trum' o aus Definition 2.7 .

Zum Beweis das folgende Lemma :

Lemma 2.10

Seien die Voraussetzungen von Satz 2.6 erfiillt, T\, sei wie dort definiert,

Die Operatoren :
Ay ‘='€%T>\"(V">\)€”%, Byi=e?Ty1e? | (2.29)
Cyi= el s e'%(V - A) Ty (V- ,\)e'% , Dy = - g'%(v - ,\)Tx-le% ,

sind dicht definiert und beschrinkt. Es existiert eindeutig ein dicht definierter abge-

schlossener J -selbstadjungierter Operator H' mit Resolvente

Ay B,
(H -XN-1=| " (2.30)
Cy Dy
Beweis :  Formal erhalten wir (2.30) als Resolvente des formalen Operators (2.3) mit

dem Ausdruck (2.22) an der Stelle von Ty .
Wir zeigen zuerst, daf fiir alle X e p durch Ay,--, Dy dicht definierte beschré’.nkfe
Operatoren gegeben sind.

Seialso Aep. Ty und e sind abgeschlossen mit D(Ty) ¢ D(¢) , so daB €T !

iiberall definiert und beschrankt ist. Dasselbe gilt fir V Ty -t . Hieraus und wegen




z
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Nl

A)\J - 8-%€T>\-1(V - A)E-

1 1
Byde?eTyte?
folgt, daB Aj,..., Dy dicht definiert sind. Mit Interpolation a8t sich nun auch die Be-
schrinktheit dieser Operatoren zeigen, hierzu kénnen wir aber auch die Analytizitat von

p3 A+ Ty "t und Satz 2.6 vii) benutzen :
Aus (2.26) folgt mit p =0

T H[T-X2(X - 2V)Toe-1] =Ty
oder

Ty 1= To 1 Zy !,
da Zy:=[I-A(X-2V)To-!] invertierbar mit iiberall definiertem beschrankten
Inversen ist. Erneute Verwendung von (2.26) liefert

T)\-l =To'l+/\T0-lZ>‘-l(A-QV)T()-‘

= Tol+ To 2y 1 To?

wobei  Zy'':= AZy "1 (A -2V)To T aus B(Ly(Rv)) ist, da wegen Satz 2.6 vii)
V Ty T B(Lo(Rv)) gilt. Mit diesem Satz folgt ebenfalls €T T B(Ls(Rv)) . Nun

ist die Beschranktheit von Aj,..., Dy leicht zu sehen. So gilt z.B.

2o

A = - et Tt (V- N et - et Tz Ty (V- Ne
Damit ist A, eine Restriktion des Operators

et v oM et s e T g (V- DT e T
welcher nach dem vorher Glesagten beschrankt ist. Analog zeigt man, dal By die Re-

striktion von
L L1 Lox 1 Lo Lok
eTTo T (e To?) +eTTo 121 (e?To™?)

und C, Restriktion von

"o

1,1 1% 1 1oLk
—eTT(V-XNTe 7 (e?Te?) -€7(V - AN TotZy 1 (e?To™?)

ist. Dy ist beschrankt, da aus T)‘* =Ty Ax* = Dy folgt.
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i, B,

| fur alle
Cx  Di

Es gibt also eine eindeutige Fortsetzung aus B(H#): Ry := [

A e p. R, erfillt die Resolventengleichung
R,\ -RH=([L- A)R}\Rp‘ .

Um den Nullraum von R, 2zu untersuchen, betrachten wir den Operator auf dem

Ay By

dichten Teilraum D(E:%)2 , wo er ja durch
Cx Dy

] gegeben ist. Aus

R, [g] =0 fir f, f e D(e?) folgt

Axf[ +B>\f2=0 N fo[‘fD)\fz:O .
Es ergibt sich
T, teffh=T, 1(V-AeTt

und dann €-!'f; = 0 und somit f; =f3 =0 . R, hat auf einem dichten Teilraum und
somit auf ganz # einen trivialen Nullraum. Es ist nun R, ein abgeschlossener injekti-
ver Operator, welcher der ersten Resolventengleichung geniigt und somit Resolvente zu
einem abgeschlossenen Operator, den wir mit H' bezeichnen. Wegen Ax*= Dy ,
B,*=Bx ,C\"=Cy gilt J Ry J = RX* und, da 0 € p ist, folgt die Selbstadjun-
giertheit von JH'. Damit ist H' eine dicht definierte Erweiterung von Hy + 77 (2.3).
Somit gilt pCpH'). Ist Xep(H') folgt mit (2.30) und T\ = el By e auch
pI)pH), also p=p(H'). o

Beweis von Satz 2.9:  Mit Lemma 2.10 ist lediglich der dort konstruierte Operator H'
mit H zu identifizieren. Es sei daran erinnert, dafl die Voraussetzungen von Satz 2.6 die
von Satz 2.1 implizieren. Sowohl H wie auch H' sind J -selbstadjungiert, besitzen also

vollen Bildbereich, so daB es geniigt zu zeigen, daf ihre Inversen (esist 0 ¢ p(H), o(H') )

auf einer dichten Teilmenge von # identisch sind.
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Wir benotigen hierzu noch eine Identitat fiic Ty . Fiir f e D(g), g e D, gilt :
(f, Tog) =(ef, eg) - (ef, (Ve ) Veleg)+

v
+ j-’?. [(ef,(Aje ) Ajeteg) - (ef, (i e N Ajeteg) -
- (ef, (A e’l)*iaj eleg)] -(efetA e teg) . (2.31)

Es folgt mit den Bezeichnungen (2.5) :
To ¢ e(I -B*B+Y)e .

Mit geD(e(I - BB + Y) €) und f e D(€), eingesetzt in die rechte Seite von (2.31),

folgt die Gleichheit mit der linken Seite wegen Satz 2.6 iv) und somit
To=ec(l-B'B+Y)e.

Wegen (2.6) folgt To -t e B(Lo(Rv)) mit
Tol=e1(I-B*B+Y)le!.

Setzen wir dies in die Gleichung fir H'-! auf D(e %)32 ein, so folgt hier :

il -De!V D N
H'-! = |Ho| ™" |Ho| ™

I+VeltDelV -VelD

( - DB* D
|Ho| ¥ ) «
[ 1+BDB -B D

} |H0|-% )

mit D wie in (2.8). Hier wurde ¢€-1Veg Toeg-Ver auf D(e %) , sowie

B*= (Ve)*= &1V benutzt. Nach (2.9), (2.10) folgt H'-t = H-t auf D(e %)2 und
g

damit die Behauptung. o

Mit Satz 2.3 erhélt man ein Kriterium fiir das Auftreten von Punkten des Spektrums

von H in der spektralen Liicke ( -d,d) des ungestérten Operators Hp .




Korollar 2.11

Die Voraussetzungen von Satz 2.6 mégen gelten, sei H wie in (2.7) definiert.

Enthalt der Bildbereich Q, (bzw. Q. ) des Funktionals (2.27) ein A < d (bzw. ein -
A > - d), soexistiert (mindestens) ein X' € o(H) mit A'e(-d,d),

l.e.: Es existiert ein A' ¢ (-d,d), X' € o(H) ( = 0, ) (baw. X e o(H) (= 0.) ) genau
dann, wenn es ein { e D(g)\{0} gibt mit

v
Hefl+ LAl - 2Re (4110 0) } <
]:
<dzfffllz + | VEIP - 2d (5 V) + (4, A, 1) (2.32)

(bzw. dieselbe Ungleichung mit -V an der Stelle von V gilt) .

Bewels :  Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 2.8 , da sup Q- und inf Q, aus
o und so mit Satz 2.9 aus oH) sind. Gleichung (2.32) folgt dann aus q.(f) < d
(bzw. q.(f) > -d ) mit (2.27). o

Eine kurze Anwendung von Korollar 2.11 soll hier fiir die eindimensionale Klein -~

(Gordon Gleichung mit elektrostatischem Potential gezeigt werden.
Sei €% der Abschluf des auf C3(R) gegebenen Operators

-2 +m2, m>0 .
g:= (g 2)% ist selbstadjungiert und positiv definit, es ist

o(Ho) = 0e(Ho) = ac(Ho) = (- 00,~-m] U [m,00) .

Fir eine Menge nichttrivialer elektrostatischer Potentiale kann man nun das Auftreten

von Eigenwerten von H, unabhéngig von der Kopplungsstarke der Potentiale zeigen.




Satz 2.12

Sei & wie oben definiert und V Multiplikationsoperator in Lo(R) mit einer reellwertigen

Funktion V(-) € Li(R) N Lp(R) fiir ein p € [2,00) , so daf}

00 w

JV(X) dx <0 (bzw. JV(x) dx >0) .

-0 =00

Sei ferner die Kopplungstarke von V 'klein" ( in dem Sinne, da (2.6) gilt ) .

Dann besitzt der Klein - Gordon Hamiltonian (2.7) (mit A, = Aj =0 ) mindestens einen

Eigenwert aus o,(H) (bzw. aus o.(H) ) in (-m,m) , unabhangig von der Kopplungstar-

ke von V .

Beweis:  Aus V() ¢ Lp(R) mit p € [2,00) folgt mit dem Kriterium aus

[RSIII Th.XI20], daB V relativ e-kompakt ist. Dies impliziert die relative €-Be-
schranktheit, so daf fir kleine Kopplungsstirken die Voraussetzungen von Satz 2.1 er-
filllt sind. Ferner folgt aus der relativen €-Kompaktheit von V, da der Operator G
(2.4) kompakt ist und so wegen (2.13) und dem Satz von Weyl [RSIV Th.XIII 14] , dafl
oe(Ho) = oo(H) gilt. Es geniigt also nach Korollar 2.11 , die Existenz eines { e D(g)\{0}

zu zeigen mit
lef|?<m?jlif2 + [ VI -2m (L V1), (2.33)

um zu beweisen, daf es einen Eigenwert aus dem positiven Spektrum von H in (-m,m)

gibt. Sei
fa(x)i=exp(-a]x|) ,a>0 ,xeR,

so ist fa(-) stiickweise stetig differenzierbar, es gilt

0 00
Jlaxfa(x) |2 dx = a? Jexp(-?a]xl)dx:a .
0

-m -
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00
Fiir jedes W € Li(R) mit JW(x) dx < 0 erhalt man dann mit dem Satz iiber die do-
-

minante Konvergenz

[1.4] 1]
l_ig(r)1 J | fa(x) |2 W(x) dx = JW(X) dx <0 .
o0 0

Also existiert fiir jedes derartiges W ein a > 0, so daf

00 1]
J | Ox fa(x) |2dx + J | fa(x) [2 W(x)dx <0 .
-0

-

Es folgt
lefal? =l defa 2 + m2 [l < (fa, - WHa)+ m? [lil® -

Mit W =2mV ergibt sich (2.33) , wo f=1a.

Die Existenz von Eigenwerten aus dem negativen Teil des Spektrums von H fiir den

[31]
Fall, daf JV(X) dx > 0 gilt, folgt analog. o
o0

An Satz 2.12 ist das erwartete Resultat abzulesen, dafl, fiir auf Teilchen attraktiv

0
wirkende Potentiale ( i.e. [ V(x)dx < 0), Eigenwerte vom positiven Teil des Spek-

-

trums in die Liicke ( -m,m) ‘'wandern', umgekehrt fiir Teilchen abstofiende {also Anti-

o0
teilchen anziehende) Potentiale (ie. [ V(x)dx >0), solche vom negativen Teil des
it 1]

Spektrums.




|
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2.3 Der Fall "starker" Potentiale

In diesem Abschnitt soll die Spektraltheorie fiir den K.G. Operator mit externen Poten-
tialen "starker' Kopplungsstirke diskutiert werden, um die Schranke an die Kopplungs-
starke (2.6) aufgeben zu kénnen. Es wird nun der Hamiltonian nicht mehr zwangsliufig
ghnlich einem selbstadjungierten Operator sein, komplexe Punkte im Spektrum sind
moglich [SchSW]. Im Fall regulirer Potentiale wissen wir zumindest, daff diese nicht
reellen Punkte des Spektrums diskret sind ( Anhang Satz A.2 ).

Um zu moglichst einfachen Bedingungen an die externen Felder zu gelangen, soll der
Ausgangspunkt die relative € - Kompaktheit der Potentiale sein. Allein mit der relativen
€ - Beschréanktheit 148t sich, wie man an (2.13) sieht, nicht garantieren,dafl die Resolven-
tenmenge von H nicht leer ist. Eine andere Moglichkeit, starke Kopplungen einzufiihren,
ware die Beschrdnktheit von H-Hy zu verlangen. Dieser Ausdruck hat hier mit der No-
tation (2.4) die Form: H-Hy= IHOI% G IH{_)I% ; die Forderung nach seiner
Beschranktheit fithrt so im allgemeinen Fall zu keinen einfachen Bedingungen an die Po-

tentiale,

Mit Satz 2.15 werden wir technische Voraussetzungen fiir die Erarbeitung von Regulari-

tatsbedingungen im nachsten Abschnitt liefern.

Satz 2.13

Seien V, Aj,j=1,..v, A, symmetrische, relativ € -kompakte Operatoren in La(Rv) .
Sei H gegeben durch (2.7) , mit G wie in (2.4) .

Dann gilt :
i) Hist dicht definiert und abgeschlossen, JH ist selbstadjungiert.

ii ) Esexistiert eind' >0,s0daB o(H)C{zeC]| |Imz| ¢d" }.
Esist oe(H) = oo(Ho) , o(H) N p(Ho) = oa(H) N p(Ho) ; fiir A e o(H) folgt
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iii ) H generiert eine quasi - beschrankte Gruppe J-unitérer Operatoren

{U() ] teR} mit || U(t) || <exp(d'|t]) fiiralle t ¢R.

iv ) Fiir jedes be(-d,d) gibt esein r >0 , so daB der schwache Limes

atik

i
K:=w-lim 7 J(H ~ A) 1 dA (2.34)

-t
K=o 1K

existiert als Element aus #( #) fir alle a ¢ (b,r) . Fiir jedes b ist K unabhingig

von der Wahl von a ¢ (E,r) .

Beweis: Nach Voraussetzung sind die Potentiale relativ €-beschrinkt, also ist
G ¢ #(H#) wohldefiniert. Weiter ist wegen der relativen €-Kompaktheit der Poten-
tiale G e B (H#) . Wegen

|Ho |
Ho-A

-540 fir |Im A | =00 , A € p(Ho)

folgt (s. z.B. [W 5.136] )

|Ho | )
m—_—xG -0 fir |ImA |- o0 .

Also existiert ein d' > 0 , so dafl

|Ho | ,
=7 Gll<1l ,Viel mit [ImA]>d".

Hy -
o |Hol
Fiir diese X ist der Operator I + i Py G invertierbar mit Inversem aus #( #) und

|Ho | -1
II[I+ﬁQ_-_XG] Il ¢c . (2.35)

Nun ist p(Hg) eine offene zusammenh&ngende Menge in €, auf welcher die Abbildung

\ |Ho |
HH«)

G € B_(#) gegeben ist. Mit dem analytischen Fredholm Theorem

[RSI Th.VI 14] ergibt sich hieraus und aus (2.35) , daf}

[Ho | -1 v
(143 6] ¢ () rentos (2.36)

wobei S eine diskrete Teilmenge von p(Hp) ist. Weiter folgt, dal der Nullraum
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|Ho |
N [I 1 gy
X e p(Ho)\S 1ist also die rechte Seite von (2.13) aus #(#) , man erhalt, dal H abge-

G] fir alle peS nichttrivial und endlichdimensional ist. Fiir

schlossen ist mit Definitionsbereich

. [Ho | -1 L
D(H) = [Hol [1+ =5 G ] DO IHolF) (2.37)

mit A e p(Ho)\S . D(H) ist dicht in # und, wie man mit Hilfe der Resolventenglei-
chung sieht, unabhéngig von A . Weiter folgt p(Ho) N p(H) = p(Ho) \S oder
S = o(H) N p(Ho) = op(H) N po(Ho) = sa(H) N p(Hs) .

Nach dem oben Gesagten ist o(H)C{zeC| [Imz]| ¢d'}. Aus (2.13) mit A =iy,
|7] > d' ergibt sich aus der Kompaktheit von G und Weyl's Satz iiber die Invarianz
des wesentlichen Spektrums oeo(H) = oo(Hs) .

Wegen der J-Symmetrie von G ist fir A ¢ p(Ho)\S

(H-A)"™=J(H-X)'7J. (2.38)

Da das Spektrum von H in (-d,d) aus isolierten Punkten besteht, gibt es reelle
A € p(Ho)\S . Dies impliziert die Selbstadjungiertheit von JH .

Nach [W Th.5.12] gilt { X ¢ €| A€ o(H) } = o(H*). Nun ist wegen (2.38) und da J
beidseitig stetig ist o(H) = o(H™).

iii) Nach ii) befindet sich das Spektrum von H in einem Streifen um die reelle Achse.

Es gilt :

[(-iH+d" + &'l <1/ und |GH +d" + 7 |[<1/¢
fir alle £ > 0. Nach [K IX §1.3] sind damit -iH+d' und iH+d' Generatoren von Kon-
traktions - Halbgruppen {exp(-(iH +d')t) | t20}, {exp((iH -d")t)|t20}.
Weiterhin sind
Ult):=exp(-(1H + d")t)exp(d't), Uy(t):=exp((iH + d')t)exp(d't), t20

quasi - beschréankte Halbgruppen. Wie man an ihren Ableitungen auf D(H) sieht, sind
iH bzw. -iH die Generatoren der Halbgruppen und es gilt U,(t)t = Us(t) , t 20.
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Ul t) t20
Mit U(t):=
Us(-t) t <0

erhalt man so eine stark stetige einparametrige Gruppe

beschrankter Operatoren, fiir die || U(t) || ¢exp (d'[{t]) ,t e R gilt. Aus der J-Sym-

metrie von H folgt
Ui(t) = T Us(t) T = JU(t)! T fiiralle t 20

und damit die J-Unitaritit von U(t) .

iv) Nach ii) gibt es ein d' > 0 , so daff das Spektrum von H im Gebiet
{zeC| |Imz| ¢<d',z¢ (- 00,-d] U [d,00)}

aus isolierten Eigenwerten endlicher Vielfachheit besteht. Also liegen in der kompakten
Menge {zeC | |[Imz| <d', |Rez| < d} endlich viele dieser Eigenwerte. Wir zeigen
nun iv), indem wir o.E.d.A. die Aussage fiir b =0 beweisen. Bezeichne dazu B
j = 1,...,n, die oben beschriebenen Eigenwerte, so dafl die ersten k , 0 < k < n, derselben
einen nichtverschwindenden Realteil besitzen, die restlichen rein imaginar sind. Dann

existiert einr, 0 < r ¢<d, namlich

d fiir k=0
r= (2.39)

min { |Re g| | j=1,...k} sonst
so dafl der Streifen {ze¢ €| 0 < Rez <r} in p(H) liegt.

Seinun A =a+1i7n ,neR, firein ae (0;r). Dann gilt fir jedes 5 aus dem kompakten

Intervall [-d',d'] und wegen (2.35) fiir alle n e R:

[Ho | 44
{1+ m=xc] e (2.40)
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Analog zu (2.14) erhalten wir hier mit Hilfe von (2.13) fir alle f, ge¢ #

@ - D - - N g

atik

ool men] e

woraus wiederum

| (6 (K - ) g) | <clifl] llsl

und damit K ¢ B(#) folgt.
Da weiterhin fiir A = a + ip,a e (0,r), 7€ R, aus (2.13) und (2.40)

I (H - A <m (2.41)

folgt, ergibt sich fiir a, a' € (0,r)

al+ik

|-t e——1a-al

atik 1+ IK|

ein Ausdruck, der fir |£| -= co gegen null strebt. Damit ist K (2.34) unabhingig von

ae(0r). o

Im Gegensatz zum Fall "'schwacher" Felder ( s. Bemerkung nach Satz 2.8 ) gibt es hier
kein Kriterium fiir die Entscheidung ,ob ein Punkt des Spektrums zum "'positiven' oder
"negativen'' Teil gehort, das Spektrum von H ist ja nicht einmal mehr notwendig reell.
Wir bleiben aber bei den Bezeichnungen P, ¢, und vermerken, dafl die hierdurch ge-
wéhlte Aufteilung des Spektrums natiirlich abhéngig ist von der Wahl des Integrations-

weges in P_ (le. von b in (2.34) ).
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Satz 2.14

Die Voraussetzungen von Satz 2.13 mogen gelten, H und K seien wie dort definiert. Die

Operatoren
P, :=$(I£K) (2.42)
sind spektrale Projektoren fiir H mit zugehdrigen Spektren (2.19) , wobei

ooC{ze¢C|Rezdr+b}, o.C{zeC|Rez¢b} ,

~

mit b, r wie in Satz 2.13 iv) .

Beweis :  Sei wieder 0.E.d.A. in (2.34) b=0 , sei ae (0,r) mit r wie in (2.39) und
z ¢ p(H) mit Rez#0 . Dann erhilt man analog zu (2.21) :

P (H -z)" =3(+eK)(H - 2)"

atik

L(H -2)" + ¢ 25-lim 31+ J (H - ) (H - 2)7 d)

Ko

a-ik

=43(1+ esign(Rez - a)) (H - 2)" +

‘e e j (A - 2)F (H - A ) (2.43)

a-ik

€=+,-.Fir a,a'€(0r),0<a<a'<Rez berechnen wir ( einer Idee aus [V1] fol-

gend )
atioo atio
1
(P.(H - 2)")? = (T J (A -z)y'(H - ) tda J (A'-z)T(H - X'ytdx
a-imo a=ioo
| atioo
- J (A - 2)2(H - A)y'd . (2.44)
a~im
Ebenso erhalt man
1
P.(H - 2)2= -5 J (A -2)2(H - AY'dr . (2.45)

a1
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Da (H - z)"! mit P_( wobei a# Rez ) vertauscht, gilt :
(P.(H - 2)")? = P.2(H - 2)? und so wegen (2.44) , (2.45) :
(P2-P)H-2)?=0 , zepH),Rez>0.
Nunist R((H -z)2)L =N((H - 2)?)
= N((H*- 2)?)
=N(J(H - 2z)2%7)
= {0} ,
da zep(H) auch 1z ep(H) impliziert ( vgl. Beweis von Satz 2.13 ). Also ist
R((H - 2z)?) dicht in /& , es folgt P.2 = P. | somit insgesamt :
P,+P.=1,6 P2=P, K P2=P..
Die J-Symmetrie der P, folgt wieder aus (2.38) , die Behauptung beziiglich der Spek-

tren folgt vollig analog zum Beweis von Korollar 1.4. o

Satz 2.15

Seien V, Aj, j=1..v, A symmetrische, relativ €-beschrinkte Operatoren in

4
La(Rv) und weiter

[Hol|"? G |Ho|?

kompakt, mit G wie in (2.4). Sei H der Operator in #

H=Ho(I+J|H|7G|H?) . (2.46)

Dann treffen die Aussagen 1} - iii} des Satzes 2.13 auch auf so definierten Operator H
Zu.

Gibt es zusitzlich ein § > 0, so daB

[Ho|#*9 G [Ho|?  kompakt ist, (2.47)

so gilt auch die Aussage iv) von Satz 2.13 und alle Aussagen von Satz 2.14, wobei man
in (2.34) den schwachen durch den starken Limes ersetzen kann. Der Operator J-K ist

kompakt.
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Beweis:  Nach Voraussetzung sind die Potentiale relativ €-beschrinkt, wieder ist G
(2.4) wohldefiniert als Element aus .#( ). Weiterhin ist |Ho|‘%G |Ho|% be-

schrankt und dicht definiert, also abschliefbar.
|Ho |
Sei A e {Hp). Aus Toox -240 fir |Im A| - oo erhalt man, wegen der Kom-

1 L IHO‘ 1 L
paktheit von  |Ho|™? G |Ho|?, ﬁ‘;‘_—,\‘lHoréGlHOl;“‘*O fir |ImA| — oo

Wie im Beweis von Satz 2.13 folgt die Existenz eines d'> 0, so daf fiir alle A ¢ p(Hy)

|Ho |7 s
mit |Im A| > d' [+ T, G |Ho|; invertierbar mit in A gleichmafig be-

schranktem Inversen aus Z( #) . Wir kiirzen ab :

|HOI2; 1
Ay i= oo G |Hol|? , X e p(Ho). (2.48)

Weiter dem Beweis von Satz 2.13 folgend, erhalten wir
(T+ A)'e B(H#) ,VAep(Ho\S ,
mit einer diskreten Menge S C €. Nun gilt auf D(H) mit A ¢ p(Ho) :
H-A=(Ho- )+ A4y .
Fir A e p(Ho)\S folgt
(H-A"T=(I+A)"(Hs - ), (2.49)
also ist H abgeschlossen. Der Definitionsbereich von H ist durch
D(H) = (I + Ay)"' D(Ho)

fiir ein A ¢ p{Ho)\S gegeben, somit dicht in # und wegen der Giiltigkeit der Resol-
ventengleichung unabhingig von A ¢ p(Ho)\S . Unter Verwendung der J-Symmetrie

von (3 erhilt man aus




1 1
2 2

A (Ho ) IHOIOIHOI .
x(Ho - A = g0y G ooy

; ;
« [Ho|
Ho-X

(Ho - M)A = o
0 - AN AN =,

l
X
IIHOI;(WH 117 (Ho - A)!
Tmo=x G IHol* T (Hy

=JAx J(Ho - A)
und damit
(Ho - V"I + A = (1+ JAg ' (Ho - A)!
fiir geeignete A . Diese Gleichung zeigt nun, daf
((H = 07" = (Ho - )7 (I+ A

=1+ JAx ) (Hy - X))
=J(I+Ax)"(Ho - A)'J
=J(H - A)'J

fir geeignete A . Wie in Satz 2.13 gezeigt, impliziert dies die J-Selbstadjungiertheit

von H , die Aussagen iiber das Spektrum folgen hier wie dort.

Nun ist

(Ho - M)!' -(H - Ay = Ay (T + Ak)'t(‘Ho - Ayt

Weiter gilt fir A = a + i, a € (0,r), unabhéngig von 5e R,

lAVI e, [T+ A0l cc!
Mit Funktionalkalkiil erhélt man fiir jedes 6,0 <5 <1

¢———— AepHo), ImA#0
|[Im A| 8

|Ho |5 .
e |

Ho-A
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Die zusitzliche Bedingung (2.47) impliziert nun wegen

|}{ 0 Il-é

4.6 3 Ty fi
A =g, |Ho|™*° G |Ho|? auf D(|Ho|?) fiir A e p(Ho):
A $ —=—— VXieQ\R . (2.55)
M Im AL

Fir A = a + 17, a € (0,r), mit r analog zu (2.39) definiert, ¢ R, {olgt
1 (Ho = ) - (H = A7 €l Ageiq Il T+ Agai) 11 I (Ho - A) 1]
¢ —<
L+ |Im Aj1+8
Da Ay kompakt ist, ist auch (Ho-A)"' - (H-A)"! fiir alle A e p(Ho)\S kompakt, und

da nach dem oben Gezeigten das Integral
atik

J-K = s-lim 7 J((Ho S ) - (H - 2 d)

— .
K=o a-iw

auch in der Operatornorm konvergiert, folgt die Kompaktheit von J-K ( wobei wir
wieder o.E.d.A. fiir den Operator K (2.34) einen Integrationsweg "in der Néhe'' von 0
gewdhlt haben ) . Fiir

atik

1
K:=s-lim o J(H-A)'ldA ¢ B(H) . (2.56)
a-ik

K=o

folgt die Unabhangigkeit von a ¢ (0,r) wie im Beweis von Satz 2.13, da (2.49) und (2.53)

| (H - 2) -]} < nfm mit A = a + iy (2.57)

implizieren. o



Bemerkung :  Sowohl in Satz 2.13 wie in Satz 2.15 ist es legitim, den Operator H mit
demselben Symbol wie den Operator aus Satz 2.1 zu bezeichnen. Gelten jeweils die Vor-
aussetzungen zweier dieser Sitze , so folgt die Gleichheit der gleich bezeichneten Opera-
toren aus dem nichttrivialen Schnitt ihrer Resolventenmengen und der Gleichheit der

Resolventen fiir Elemente desselben. Um die Gleichheit im Fall des Operators aus Satz

2.15 zu sehen, kann man sich der Identitit auf %

4. Hel o |Ho|? »
(T4 &) [Ho|Z (T =3 O "'y = (Ho - A)

fiir geeignete A bedienen.
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3. REGULARITAT AUSERER FELDER;
DER ALLGEMEINE FALL

Im folgenden wollen wir mit Hilfe der Ergebnisse des 2. Kapitels Bedingungen an exter-
ne Potentiale im K.G. - Operator entwickeln, die notwendig und hinreichend fiir die Re-
gularitat (1.43) sind.

Wir beginnen mit einer der Implementierbarkeit der Zeitentwicklung (1.38) dquivalen-
ten Bedingung. In den bekannten Arbeiten [B;H] wird fiir eine solche Bedingung die
Dyson - Entwicklung der Gruppe exp (i Ht) fiir endliche Zeiten benétigt, so dafl hier
H-H; als beschrankt anzunehmen ist. Fiir diesen Fall kann man mit Hilfe der zweiten
von Neumannschen Reihe fiir die Resolvente von H zeigen, dal {exp(iHt) | teR}
eine stark stetige einparametrige Gruppe beschrankter [K IX § 2.1] J-unitérer Opera-
toren bilden. Wie dann in [B;H] gezeigt, ergibt sich :

Satz 3.1

Sei H-Ho ¢ B(H#).
Dann gilt (1.38)

PYexp(i Ht) P? « 3-2_(%) ViteR

genau dann, wenn

ta
P?Jexp(i Hot) (H - Ho)exp(-iHot) dt P? e Bo(H#) V t), t2eR (3.1)
t

1

( d.h. genau dann, wenn der erste Term der Bornschen Reihe ein H.S. Operator ist ).

Zum einen haben wir in Satz 1.25 die Aquivalenz von (1.38) mit der H.S. - Bedingung an
J-K nur fiir "schwache' Potentiale gezeigt, zum anderen ist die Bedingung der Be-
schrinktheit von H-Hy , wie schon in 2.2 vermerkt, fiir den K.G. - Hamiltonian im all-

gemeinen Fall nur mit nicht sehr einfachen Forderungen zu garantieren. Um zu einer
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moglichst grofen Klasse von reguliren Potentialen zu gelangen, werden wir die Beweis-
idee aus [NSch] ( fir den Fall der Dirac-Gleichung ) verallgemeinern und auf den
K.G. - Fall iibertragen ( Satz 3.5 ). Zu Beginn soll mit der Beweismethode aus Satz 1.25

eine zu (3.2) dquivalente Bedingung gewonnen werden.

Vorab ein technisches Lemma, welches in [B] bewiesen wird :

Lemma 3.2

Sei t+» B(t) eine stark stetige Abbildung von Rin 22 &) und gelte
I B(t) ||2 <F(t) firalle teR,

mit einem F(:) e Ly(R) .

Dann ist auch

Ai=s-1im J'B(t)dt

—
K—m X

aus B H#) mit

[3.1]
Al € [IBeI,d
-9

Satz 3.3

Sei H-Hy ¢ B(#), dann ist (3.1) dquivalent zu

s- lim JX(in)dn e B H) | (3.2)

K=

[Ho | |Ho|T
wo X('\):Ho—/\ G T , A e {Hop), (3.3)

(G wie in (2.4), also hier: ) G = |Ho|" (H-Hy) |Ho|™T .
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Beweis :  Der Beweis verwendet vieles der Beweistechnik von Satz 1.25. Es sei daher
erlaubt, die Parallelen nur kurz zu skizzieren.

Ho ist selbstadjungiert, nach [K Th.X 2.1] existiert fiir jedes & >0 ein Operator
Ae BoH) mit ||A]l <e,sodal Hp:=Ho + A ein reines Punktspektrum hat. Da
(-d,d) e p(Ho) , folgt analog zum Beweis von Satz 1.25, daff wir A so wahlen konnen,
da (-dy,di) e p(Hp) gilt fiir ein dy, 0 < dy ¢d, und weiterhin Hp, positiv definit in
#9 und negativ definit in H#° ist. Weiter ergibt sich analog zu Satz 1.25, daf
exp(iHot) - exp(i Hp t) fiiralle t e R aus @ #) sind. Dann folgt mit

B:

te
P?Jexp(iHo t) (H - Ho) exp(-i Hot) dt P? -
5

ty
- P?Jexp(i Hp t) (H - Ho) exp(-i Hp t) dt P?

ty

IBIE <t - ta] I H - Ho [l c(t1,ta) -

Da wir nur ein endliches Integrationsintervall betrachten, gilt (1.38) somit genau dann,

wenn
ty
P?Jexp(i Hpt) (H - Ho)exp(-iHpt) dt PO ¢ Bo(H) ViytoeR .

ty
Wir kénnen nun mit {hj | je N} eine orthonormale Basis fiir # wihlen, welche aus

Eigenvektoren von Hp besteht :
Hphj=wihj ,weR, jel. (3.4)

Weiter gilt nach dem oben Gesagten, dal #° Hp reduzieren. Die den Eigenvektoren

aus #? ( bzw. aus H#? ) zugehsrigen Eigenwerte wj erfilllen wj > d; ( bzw. wj < -dy ).




Wir erhalten nun

ty
P | exp(i Hp t) (H - Ho) exp(-i Hp t) dt PO |2 =
p b :
t
t‘)
o 2
i Enl (P? b, Jexp(i(ug -w)t) dt (H - Ho) P2 hy) |2

by

11}
4.3 (4 - w)? | (PUhy, (H - Ho) P2 i) | sin®[ (4 - i) (t - £2)/2]

m .
= 4]_ El(-luf’x—“’%, | (PO hj, G P2 hy) |2 sin?[ (wj - wi) (t1 - t2)/2] . (3.5)

Nach dem oben Gesagten verschwinden alle die Terme der Summe, wo nicht o > d;
und wx < -dy, also wj - wx >2d( >0) gilt. Gilt (1.38), also auch (3.1), so mufl
die Summe fiir alle ty, ts ¢ R konvergieren. Wir kénnen nun Lemma 1.24 anwenden und

erhalten, daf (1.38) somit

00
j 51?‘1 w;u Sl | (PYhy, GP2hi) |2 < o0 (3.6)

impliziert. Andererseits folgt aus (3.6) trivial die Konvergenz von (3.5) und somit auch
(1.38).

Nun zu Bedingung (3.2). Wir betrachten dazu zuerst die Funktion

1

2

f(x) := |x T i (x2l

xl%
+ 1)

Da (-dy,di) in den Resolventenmengen von Ho und Hp enthalten ist, geniigt es, die

Funktion f,(x) nurfir |x| >d; zu untersuchen. Hier gilt die Abschatzung :

x) - |x-v| VopeR.
| £,(x) fny)|< T4 e ) 7

Nach Lemma 1.23 folgt dann :

I 6(Ho) - G(H) I <4 (2 o 7)) 7T [ Ho - Hy ||, Ve,
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Es ist
B, © = (Ho) G ,(Ho) - L(Hp) G {(Hy)
= £,(Ho) G (£,(Ho) - {,(Hy) ) + ( £,(Ho) - {(Hy)) G (Ho) +
- (1(Ho) - [(Hp) ) G ( f(Ho) - [(H,))

Da l f(Ho) I ¢ sup __l.ﬁ_lz__r__ (d2 + 772)--}; <(d? + 772)'%
I.UI >d (p2 4 pp)?
peR

und weil die Beschranktheit von H-Hy die von G impliziert, gilt :

1B, <cll Gl Ho - By, (d + ) ~7°

Wir kénnen nun Lemma 3.2 anwenden und erhalten , daB s- 1 im JB dn aus

K—wm

By ) ist. Damit ergibt sich, daff (3.2) genau dann gilt, wenn

Di=s-1im an(Hp)Gﬂal)dn e Fo H)

K=o

1st. Man erhéalt mit der Basis (3.4)

® 2
o=z, .5 JM o’y eon,crono [ @0
Nun gilt fiir a,b >0
)] 1]
j<a-in>-'<b-in)-'dn=o , j(ann)-l(b-in)-ldn=2w<a+b>-'
- - 00
und damit
2 i 0 0 2
- 2 %
IDIZ=16r2 3 Ay | (Ph, G PO hy) |

wobei wir die J-Symmetrie von G benutzten. ( Es ist
| (P2hy, GPYhi) | = | (P2hj, JGPYhy) | = | (GP%hy, POhy) | )

Mit (3.7) und (3.6) folgt die Behauptung. o




Die Bedingung (3.2) bedeutet, dafl der erste Beitrag zu J-K aus der zweiten Resolven-
tengleichung fiir die Resolventen von H und Hg ein H.S. - Operator ist. Es sei ausdriick-
lich darauf hingewiesen, dafl wir, um die Aquivalenz der Bedingungen (3.7) und (3.2) zu
zeigen, nicht die Beschranktheit von H-Hy sondern nur die von G benétigten.

Zum Beweis des Satzes 3.5 gebrauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.4
Gilt (3.2), so folgt mit der Bezeichnung (3.3) :
oM POl = HPO X POl = €
12 X P2, = || P X(in) P2, = 15757

fir alle 7 ¢ R und ein ¢ > 0 unabhéngig von 7.

Beweis:  Mit den Bezeichnungen und Rechnungen aus dem Beweis von Satz 3.3 erhal-

ten wir :

1 L
. - . ,leﬂ |Hp 2
1P X(m) PO <c||PS gy G

0112

o0
— " IUJi wkl 0. o ,

fir alle ne R. Nun gilt

(wi2 + 712) (w? + P) 25 (272 + di?) (0 - we)?
fir |wj|, |ex] > d(. Da nach Voraussetzung und Satz 3.3 der Ausdruck (3.7) summier-
bar ist, folgt die Behauptung fiir P? X(in) P?. Weiterhin ist wegen der J-Symmetrie

von G

1
, [Hol
ST

, [Hol
'Ho-iq

P?X(ip) P? = -P

- (P X(-in) POY* |

so daf} die Abschétzung (3.8) auch fiir die H.S. -Norm von P? X(in) P{ gilt.
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Satz 3.5

Seien V, Aj, j=1L..,v, A symmetrische, relativ €-beschrinkte Operatoren in

Lo(Rv) . Sei G wie in (2.4) .

4

Existiert ein & > 0 , so daf
|Ho["#*0 G |Ho|? (3.10)

kompakt ist, und gilt (3.2) so folgt mit H wie in Satz 2.15 und K wie in (2.56) , daf
J-K e By #) ist, die Potentiale also regulir sind.

Ist umgekehrt J-K e Zo( #) und gibt es ein 6§ >0 , so daB der Operator (3.10)
beschrinkt ist, so folgt (3.2) .

Beweis :  Natiirlich verlauft der Beweis unabhéingig von der Wahl der Aufteilung in
"positive’’ und ''megative' Teilspektren durch die Wahl des Integrationsweges in K.
O.E.d.A. wahlen wir wieder einen Weg "In der Nihe'" der imagindren Achse. Nach

(2.56) , (2.52) ist

{
J—K:s—lim—ﬂJAx(H—)\)'ld/\, (3.11)
K= a-ik
|Ho |?

mit A>‘:=Ho—/\ G|H0|% ,a € (0,r), r wie in (2.39) .

Mit PY-P, =(P)+P)(P?-P.,)(P,+P)
= P¢(P? - P,)P.+ P2(P! - P, P,

und den elementaren Eigenschaften der Projektoren folgt

atik
l ~
J-K=s-1lim g | (P2Ay P+ P2A, P,)(H - ))-1d)
K—o a-ik
atin
1 -
=s-lim g | (T(X) + To(X))dr | (3.12)

J
K—wo a-ik




38

mit  Ty(A) := ( PYA, P? + PO A, PO)(H - A)!
To(A) t= + T Ay (J - K)(H - A)!

Sei hier und im folgenden Re X = a. Mit (2.562) , der Definition von A, und der Be-

zeichnung (3.3) ist dann
TA) = PIX(A) P2+ P2X(X) P) - Ty(}) (3.13)
mit Ty(A) = (P2 A, P2+ POA, PO A, (H- )1,

Um Bereichsprobleme zu vermeiden, betrachten wir den zu T3(A) adjungierten Opera-

tor:

Ta(N)* = (1+ JAx J) 1 (Ho - X)-TAF(POAPY + POA*P?)

IHO I% L
=1+ JA; D=y JGJ |Hol? (P X(AD)*P? + POX(N)*PY) |, (3.14)

wobei (2.50) - (2.52) verwendet wurden. Aus (2.53), (2.54), Lemma 3.4 und der Be-
schrianktheit des Operators (3.10) folgt, daf8 der Operator T3(}) aus Bo #) ist. Seine
H.S. Norm 148t sich abschatzen durch eine integrierbare Funktion :

FTs) 1, = I To( D7, ¢

1-8

IHO 148 1
N Tas D |y |1 ml P Ie T m
CCIP2XOV P, + I P2 X(N) P2 )

¢ c(8)
T (1 + {Im A|)i+

Nach Lemma 3.2 ist somit der Beitrag von T3 in (3.12) aus By #) , mit Voraus-
setzung (3.2) und mit (3.13) somit der ganze Beitrag von T;.

Nach Voraussetzung existiert ein 6 > 0 , so dafl der Operator (3.10) kompakt ist. Wir
kénnen diesen Operator bzw. seinen Abschluf} fiir jedes §' > 0 zerlegen in die Summe
eines H.S. Operators S und eines beschriankten Operators Z mit ||Z || ¢ §' . Hiermit
hat T9(A) die Form

|H0|l-6
b ooy S+ 2T -K)(H- ).
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Wegen (2.55) und (2.54) ist die H.S. -Norm des Anteils von Ty, welcher S enthilt, inte-
grierbar und so dieser Anteil von Ty an (3.12) aus B+ #) . Insgesamt kénnen wir nun

(3.12) schreiben als

atik

IH ll-8
J-K= B+s—11m2nlIJ Tt ZU-K)(H-)X)-1dr

K—m ik

mit einem B e B9 #) , abhéngig von §, §'. Iteration ergibt nun

atio atin

g J |H()|18 [Ho |18
N
BH - X)L (H - A) T A dA (3.15)

wobel, wie wir gleich sehen werden, die Integrale absolut konvergieren. Die H.S. - Norm
des Integranden des k -fachen Intergrals 148t sich nach oben abschatzen durch
IHoll-S IHOII-S .
o=, | = |z nm i, e - v -
Wegen (2.55) und (2.54) ist dieser Integrand entlang des vorgegebenen Weges k -fach in-

tegrierbar, nach Lemma 3.2 jeder der Summanden in (3.15) aus @ #) . Somit gilt

13 -KIL<lIBI, + Sc2n [ B, | J ”fllo-llél

ation

| Hz e - g |f

Da wir nach Voraussetzung Z so wahlen konnen, dafi || Z || beliebig klein wird, folgt die

Summierbarkeit der Reihe und damit der erste Teil der Behauptung.

Seien nun die dufleren Felder regular und der Operator (3.10) beschrankt fiir ein & > 0.
In (3.12) folgt mit (2.55), (2.57) und Lemma 3.2, dafl das Integral iiber Ty ein H.S.-
Operator ist. Wenn wir dies auch fiir das Integral iiber T3 (3.13) zeigen kénnen, folgt die

Behauptung aus (3.12) .
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Esist fir A € p(H)

I PY(H - )7 P2l =[|PYP.(H - A)'P2 + PY(H - A)"' P, P? ||2
CCIHPRP-l, + IP2PL | ) I (H - )] (3.16)

Set ab nun X € p(H) N p(Ho) . Mit Hilfe von (2.13) folgt

I o7 |Ho| |
- PIX() P+ Peg— G ,\G|Ho|2(H A)1 PO

IHOI
PP a o

P)(H - X)'P?

(S5

- PYX(X) P - G |Ho|? PO (H - A)' P? 4

[Ho | |H,|

P"H /\ GH A PoGlHolQ(H A)-lP(.)

oder

o=

[Ho |
I+ P? G [Ho|7)PY(H - M) PO =
Ho-X

|Ho|
— 0 0 0
= - PYX(X) P? - PY

o

G |Ho|?P2(H - A)'PY . (3.17)
Aus der Voraussetzung erhalt man mit (2.54) :

IHOI 1
e G |Ho|T || ¢ —S(8) . 3.18
g G [Hol? I ¢ 07 m Al (3.18)

(&2

Die linke Seite der Gleichung (3.17) ist somit ein H.S. - Operator. Um Bereichsprobleme
zu vermeiden, betrachten wir den zur rechten Seite von (3.17) adjungierten Operator

und erhalten fiir diesen mit (2.51) ,(2.52) :

H 'z‘
(-P2(I+ J Ax J)-I}IIO%I G*[Ho|? - 1) PO X(2)* P =: (A-I) PO X(X)* P? (3.19)

Die Existenz der hier auftretenden Inversen als Operatoren aus B( #) folgt fiir alle A
mit hinreichend grofiem Imaginarteil aus (3.18) ( und der J-Symmetrie von G ). Eben-
so folgt hieraus, daf fiir diese A der Operator 1-A invertierbar ist mit ( gleichmafig in
A ) beschranktem Inversen. So ergibt sich aus (3.16), (3.17), (3.19) :

I P2X(N) PO, = || P X(A)* p? I, ¢ Il (B - Ay (3.20)

fiir alle X € p(H) mit hinreichend grolem Imaginérteil . Die gleiche Abschétzung erhalt
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man fiir || P2 X(}) P? ||2 mit Hilfe von (3.9) . Mit (3.14), (3.18) und (3.20) folgt nun :

T\ c(4)
R T

und mit Lemma 3.2 nach dem anfangs Gesagten die Behauptung. o

Die notwendige Bedingung fiir die Regularitit im obigen Satz wurde zwar nur fiir die
nicht sehr allgemeine Eingangsvoraussetzung der Beschranktheit von (3.10) gezeigt, je-
doch ist diese immerhin schwécher und im allgemeinen Fall leichter zu kontrollieren als
die Beschrianktheit von H-Hp = |Ho|% G |Ho|% ( der Voraussetzung von Satz 3.1) .
Es ist leicht zu sehen, dafl wir, falls nur (3.10) mit §=0 vorausgesetzt wird, als
notwendige Regularititsbedingung ( die gegeniiber (3.2) schwichere ) Forderung (3.8)
erhalten. Bei der hinreichenden Regularititsbedingung werden wir in der Anwendung in
Kapitel 4 sehen, daf (3.10) die durch (3.2) gestellte Bedingung praktisch nicht weiter

verscharft.
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4. REGULARITAT FUR STORUNGEN DES FREIEN
HAMILTONIANS

4.1 Regularitdtsbedingungen

In diesem Abschnitt wollen wir notwendige und hinreichende Bedingungen fiir regulire
Potentiale fiir den Fall untersuchen, in welchem der "freie" Hamiltonian Hy keine wei-

teren Felder enthilt.

Sei also €¢® der Abschluf des Operators - a + m? (m >0)auf Ch(R) in Ly(Rv)
L . .. . .

und damit €o:= ( €0® )? sebstadjungiert und positiv definit. Seien weiter V Aj,

}=1..,v, A, Multiplikationsoperatoren in Ly(R”) mit reellwertigen Funktionen

V() Ai(), Al) " bezeichne die Fouriertransformation in La(Rv) .

Die Operatoren Hy, H etc., seien wie in Kapitel 2 definiert, wobei immer &= ¢q.

Insbesondere gilt nun

0'(_H()) = O'E(Ho) = Uac(Ho) = (-OO,—HI] U [m,oo) .

In Kapitel 2 wurden notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Regularitat ex-
terner Felder fiir allgemeines € entwickelt. Sind die Potentiale relativ € - beschrankt, so
ist G (2.4) wohldefiniert und die Bedingung (3.2) von zentraler Bedeutung. Mit (3.6)

hatten wir schon eine dquivalente Bedingung gefunden, sie hat hier die Gestalt

“—EE—E—“—-; | P2 G(p,q) P?|*dpdq < , (41)
(Ep + Eg)

wobei  Ej:= (m? + p?) g (p:=|p| ,peR) und G(p,q) den Integralkern der

Fouriertransformierten des Operators G bezeichnet.
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Benenne 7 die Menge der Potentiale, deren Fouriertransformierte der Bedingung (4.1)
geniigen. Sei fiir o, 8>0 P(a,f) die Klasse von Multiplikationsoperatoren B in
Lo(Rv) mit reellwertigen Funktionen, deren Fouriertransformierten ﬁ( -) der Bedingung

J—& | B(p) |2dp < (4.2)
1+ pi3

geniigen.

Lemma 4.1

Die Potentiale in 7 sind nichttrivial nur in » ¢3 Dimensionen. Fiir » > 1 gibt es
keine Vektorpotentiale in P. In » ¢ 3 Dimensionen gilt fiir rein elektrostatische Poten-

tiale
P(24-v-8) C PC P(24-v)
und fiir rein skalare Potentiale
P(04-v-8) ¢ P C P(04-v)
fiir jedes 6 > 0.
Beweis :  Es ist
V(p-q)Eq 0

G(p,q) = [ . A A N . e ’
Ep'[(p+a)-Alp-q) + A2(p-q) - A,(p-q)]Eq Ep! V(p-q)

11 1 -1
P9=1/-2[ 1},P9=1/2[ ] ,

1 1 1

und so ergibt sich fiir (4.1) die Bedingung
7:= U(Ep + Bq) ? (EpEq) ' | W(p.q) |2dpdq < oo (4.3)
mit W(p,a) = (Bp - Eq) V(p-q) + (p + q) - A(p-q) + A2p-q) - A,(p-q) .

Wir nehmen nun die Konvergenz der Integration iiber die Beitrige, die magnetische Fel-

der enthalten, an und zeigen, dafl dies zum Widerspruch fiihrt. Hierzu betrachten wir zu-




S

o T TR
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erst den Beitrag zu 7 von dem in W(-,-) linearen Anteil von K( )

I, := “(Ep + Eq) 2 (EpEq) ! |p + q|? |A(p-q)|>dp dq

Wiirde nun I, konvergieren, so kénnten wir mit der Substitution
s:=p+q, t:=p-~-q

und den Bezeichnungen (4.4)
a:=s2+1t2+4m? | b:=2st, 0:= x(st) , ui=cos 9 ,

sowie dem Satz von Fubini schreiben :

I, =8 JJ'sz {(s,t,u) sz(t)|2 dt ds

mit f(stu):=[(a+bu)?+(a-bu)T]2(a?-b2u2) "7 . (4.5)

Wegen a > b und damit a-bu,a+bu,a?-b2u? >0 ist f(s,t,u) fiir alle Parameter
wohldefiniert. Weiter wiirde mit dem Satz von Fubini folgen, dafi es to 20,

ug € [1,-1] gibt, so daf

J s2 f (s,to,u0) ds

konvergiert. Fiir v > 1 divergiert aber dieses Integral, was zum Widerspruch in diesem
Fall fithrt und die Divergenz von IA impliziert. Diese Divergenz kann nicht durch den
in K( -} quadratischen Beitrag zu W(,-) kompensiert werden und es folgt, dafl es in

v > 1 Dimensionen kein Vektorpotential in P gibt.

Mit (Ep -Eq)=(Ep + EQ)'(p+q)(p -9

erhdlt man fiir einen konvergierenden Beitrag vom elektrostatischen Potential zu 7

Te:= 16JJ32 g (s,t,u) t2 l{\/(t)|2 dt ds (4.6)

mit  g(stu) = ((@a+bu)? +(a-bu)?) (a2 -b2u) "7 (4.7)

und fiir den betreffenden Beitrag vom skalaren Potential

z,:= SJJf(s,t,u) 13,(0)[2dt ds . (4.8)
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Mit einer Argumentation wie oben ergibt sich, daB es keine elektrostatischen und skalar-

en Potentiale aus P in » > 3 Dimensionen gibt.

Betrachten wir nun fiir » ¢ 3 zuerst das elektrische Feld. Mit der Substitution (4.4) so-

wie dem Satz von Fubini kénnen wir 7. schreiben als

T := 16“ t2 Zy(t) |¥(t)]2 dt
mit  Zy(t) := I, (),

{

IR(t) = jﬂh(s,t,cosm dfds v=2

27 [ | h(s,t,u) duds v=3

\ -

R
[ hist,1) ds v=1
0
Y
I
1

v+l 2

h(s,t,u) := : — o 4.9
(540) ((a+bu)? + (a-bu)? )*(a2- b2u2)? (£9)

h(s,t,u) ist eine wohldefinierte C®-Funktion in st,u, das Integral iiber u ( bzw. -

iiber 8 ) eine C” - Funktion in s,t und schlieflich IR(t) ,R >0, eine C*-Funktion in ¢t .
Es gilt :
a? - b2u? > a? - b2 > s2(s% - 212) |
also a2 - b2u? > 4ist  fiir s>2¢ .
Wegen (a + bu)% + (a - bu)% > V2a?> s
folgt fiir s 22t > 0:

l
[ h{s,t,u) du 5——1—_-3 -
-1

t

und so fiir R > 2t

| Z(1) - Z,00) | ¢ () Z s s = gl g

Mit einem ¢/3 - Argument folgt aus der Stetigkeit von IR(‘) die von Z,(-) auf R, .




Weiterhin ist 7y(+) positiv und

. N Y |

ilm () =c(v) fs (2 +4m?2) 3 ds (4.10)
0

endlich. Wir benétigen noch das Verhalten von Z(t) fiir t - co . Dazu fithren wir die

Skalentransformation
si=sft , a:=aft?=3s2+1+4m2/t2 , b:=b/t2=25 (4.11)
durch. Nun gilt

(4m?2)2¢<(a-bu)(a+bu)=a?-b2u2¢ a2 (4.12)

und so

1 ~u+| 2

a0
v-4 u
ci(v) t JJ ———T1 1717t —1% duds ¢
A (( a+bu + (a- bu)? )*(a2- b2u2)2"4é 570

~U+| 2

- o1
¢ T(t) ooyt J J u du ds . (4.13)
0~ l

a,+bu)2 + (a-bu) )4 (a2- b2u2)2_—6

Hier wird der Sinn, die Abschatzung (4.12) einzubauen, klar: Die Integranden weisen
wegen (a2 - B?) —~(s-1)2(s+1)2 fiir t 0o bei s=1,u=21 im zu bilden-

den Limes t --» oo eine lokale Singularitit auf, welche aber fiir § > 0 integrierbar ist.

Es folgt :
4-u-d 4-v

lhlorol t Zy(t) ¢ const. ¢ %l’rg t () . (4.14)

Mit (4.10) und der Stetigkeit von Zy(-) ergibt sich schliefllich

2 A~
J-——t-—-— 1Tt ]2dt ¢ ¢ 7. < J

1+ t 4vd

1V(t)]2 dt
14+ t4v

firalle § >0.
Beim skalaren Potential kénnen wir véllig analog vorgehen. Hier tritt
1,:= 8J12(t) |A(t)]%dt

an die Stelle von Z., wobei Iy(t) die gleiche Form wie Z)(t) hat, wo h(s,t,u) durch




v-l
S

((a+ bu)% + (a—bu)% ) (a2- b2u2)5r

ersetzt wird. Fiir t -+ oco hat Zy(t) dasselbe Verhalten wie Zy(t). Die Behauptung

folgt unmittelbar. o

Die Vorgehensweise im obigen Beweis ist eine relativ elegante Methode, die Bedingung
(4.1) zu analysieren. Man kann ebensogut diesen Ausdruck exakt berechnen und gelangt
zu elliptischen Integralen. Dies ist allerdings langwieriger und fithrt zu keinem besseren
Ergebnis.

Satz 3.5 liefert nun zusammen mit dem obigen Lemma eine notwendige Regularitits-
bedingung fiir alle die Potentiale, fiir welche IHOI'%’(SG |Ho|% beschrankt ist fiir ein
6 > 0. Diese letzte Bedingung erfiillen Felder, fiir die

e ]-DPOC), @ 1-DFAC), A e L)

L
2
3

E

q
Funktion ein beschrinkter Operator in Lo ist. Eine genauere Rechnung mit Hilfe der

gilt. Dies folgt einfach mit =Er<c(1+ Ip-ql)% und da eine Faltung mit einer L-
E

Hélderschen und der Youngschen Ungleichung zeigt, daB es geniigt
L~ AR ) ~
(1+I|)2 V(’))(l"'ll)‘2 A() GLSURU)) Aj() th(lRU)

fir 1<¢s<4/3,1¢t<4 zu verlangen. Indem man als Potentiale z.B. Schwartzsche
Funktionen wéhlt, ergibt Lemma 4.1, da es in » > 3 Dimensionen keine reguliren Po-
tentiale und fir v > 1 keine reguliren Vektorpotentiale gibt. Fiir elektrische bzw. ska-
lare Felder, welche den zuletzt entwickelten Bedingungen geniigen, ist die Zugehérigkeit

zu P(2,4-v) bzw.zu P(0,4-v) notwendig fiir ihre Regularitat.

Nun zu einer hinreichenden Bedingung fiir die Regularitét.
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Lemma 4.2

Gilt Te P(ap) mit a2820, so folgt, dafl T relativ e * -kompakt ist fiir alle

a>max ( {v-a+p),0).

Beweis :  Die relative o - Kompaktheit von T folgt nach [RSIII Th.XI 20] , falls

(vfa,0) fir vfa>2
T(-) e Ly(Rv) mit te , (4.15)
[2,00) sonst
(BEsist (1 +|-])®eLgRv) .).
Sei nun T aus P(a,a-v) mit a, ¥ 2 0. Wir zerlegen T, so daB fiir alle p € Rv
T(p) = Tup) + To(p) mit T(p):= Tp) x(p), Talp):= T(p) (1 -x(p))

gilt, wobei y(-) die charakteristische Funktion des Intervalls [0,1] bezeichne. Mit der

Hélderschen Ungleichung folgt fiir ’:I\‘l( )

~ ~ % s _2_5_5_
JlTl(P)lsdPS Hp“lTn(p)Pdp] [Jp'ﬁ dp]
psl psi
Es mufl a < v gelten, hiermit folgt dann ’f‘,( ) e Ls(Rv) mit se [1, gl:y ). Mit der

Hausdorff - Young Ungleichung ergibt sich Ty(:) € Ly(Rv) mit t € ( ;Zj—lf-a ,00] . Wegen
P(a',a'-v) C P(aa-v) fir o' > a gilt aber immer

Ty -) e Ly(Rv) fir t e [2,00) (4.16)
unabhéingig von a > 0.

”
Fir Ty erhilt man:
2-s

“(1 +p)‘:ﬁ—sdp]T

ryw

[ 1o dp < [ [+ 97 (Butr)|? |

A ( 35 2) fir y<vw
Hier folgt To-) € Ls(R¥) mit s e 7 und damit
[1,2) sonst
(2, %V) fir y<v
Ty(+) € LyRv) mit te vy : (4.17)
(2,00] sonst




100

Wie man leicht sieht, ist in der Zerlegung auch T -) € Lo(Rv) zugelassen.
Nach (4.16), (4.17) gilt somit (4.15), falls T e P(a,a-7y) ist mit -2 v oder sonst
7(:)—,1;>§ ,l.e. y>v-2a. 0O

Lemma 4.3

Es ist IHOI'%“";S G lHol% kompakt fiir ein 4 >0 und die Potentiale sind relativ eo-
beschrankt, falls die elektrostatischen Potentiale aus P(o,f) mit «=2 und
B=2-6 fir v=1, 8=1-4 fir v=23 sind und die skalaren Potentiale aus

Ly(R) sind.

3 1 1
Beweis :  Auf dem dichten Teilraum D(|Ho|? ) ist der Operator IHOI';"SG |Ho|;
(fir Aj =0 ) gegeben durch

) 1
g9 2tV gg 2 0
1

-'.3'5 _'1' -‘3§6 Y
-2 A g 7? €0 2" Vegp?

Wir schreiben die Fouriertransformierten der Komponenten als

L8 —_— 4

Ep'2*6\/(p-q) Eq 4= Ep'”8 \l(P‘Q) + Aﬁ(p)q) )
3 s A R L O

Ep 20 U(p-q) BT = Ep1% U(p-q) + By(p,a)

mit  Agpa) i= By (Bp? - BqY) BqT U(p-q)
; N U L
By(p,q) := Ep1* Ep™? (Eq” - Ep?) V(p-q)
Nach (4.19) ist die Kompaktheit von (4.18) gezeigt, wenn die Operatoren Ay, By, defi-

niert als Integraloperatoren mit Integralkernen Ag(p,q), Bs(p,q) , kompakt sind und V

3
T

. 1-8 . L ., . . .
relativ g¢  -kompakt ist bzw. €o +8 A, g0’ kompakt ist, jeweils fiir ein 6 >0.




101

Zuerst zum elektrostatischen Potential. Es ist

Agpa) = ——{pral - (p-9) Tp-a)
Ep  Eq? (Ep?+Eq?) (Ep+Eq)

By(p,a) = 35(1)“1? : - (p-q) V(p-q) ,
EpT" (Ep?+EqQ?) (Ep+Eq)

so daf8 wir wegen p < Ep die H.S. - Normen abschétzen kénnen durch

3426 -1 ~
14512 1B 12 < [ [E"™ B (b~ | ¥(p-a) |7 dp da

~ -3425 -1
=JP2|V(P) |2JEq Epqi dqdp .

Das Integral

-3+28 -1
Z(p) :=JEQ E ypqr dq (4.20)

@ v-1
¢ c(v,9) 3 - dq
0 (m2+q2) ¥ (m2 4 (p - ) ¥

kénnen wir nun mit denselben Mitteln wie das Integral Z;(-) im Beweis von Lemma
4.1 untersuchen. Fiir 4 < (4 -»)/2 st Iy(-) stetig auf R, , die Skalentransformation

q:= q/p sowie die Ungleichung

(m2 +(p - q)2) 1 Zm%l (m? +(p - q) 2) 16 fiiralle 6'20

liefern
C o @ ~ v-1
i 4-u-25-28 -
lim Zy(p) p v ¢ (v, 8) J q dq
p-¥ ~ ,}_5 ~  1-28!
®q¥7 1 - qf

Dieses Integral konvergiert fir 6' >0, §>(3 - »)/2, 6§+ §'< (4 - v)/2 . Es folgt

die Existenz von

_él
lim Zy(p) pl =const. V§ &' mit 0<6(4-v)f2,6>68",v=123.

p-®
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Fir v = 1 gelangt man mit der Substitution (4.4) zu einer schwicheren Bedingung. Es

ist hier :
13]
| B ||§ =1 Jf,? [V(t)] Zg'(t) dt
pallx v}

0

: 1 . 82
mit  Zg'(t) := ds

2 (arDF (arb)t + (a-b)H2 (asb)F + (a-bh?

Fiir § < 3/2 ist Zg'(t) eine auf R, stetige positive Funktion. Mit der Transformation
(4.11) folgt, daBl im Limes t --+ co die Singulaiitéit bei s= -1fir 6>0 integrierbar
ist und

%5101.31 Ii'(t) t28=const. V &, 0<é6<3/2, (4.21)

gilt. Wenn wir || Ag ||2 analog behandeln, gelangen wir zu einem Integral mit demsel-

ben Verhalten.

Zusammenfassend kénnen wir sagen, daf firein § >0 A, By H.S.-Operatoren sind,
falls

V e P21 - 8) fir v=2,3 bzw. V e A22 - 8 fir v=1 (4.22)
gilt.
Mit Lemma 4.2 folgt die € e - Kompaktheit von V fiirein § > 0, falls Ve P2(2,2-9)
mit ¥ > v-2+426( >0)fir »=23 baw. >0 fiir »=1. Nun gilt
P(a,a-v) CP(a,a-v") fir 4 ¢ . Hiermit impliziert (4.22) die relative

i-6 . . . . .
€0 -Kompaktheit und damit auch die relative €¢-Beschrinktheit von V.

Beim skalaren Potential schrankt die Forderung nach der relativen €o-Beschranktheit
die Klasse der Potentiale ein, wenn wir wie oben die relativen €o- Kompaktheit aus

A(-) € Ly(Rv) mit t wie in (4.15) folgern. o
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Satz 4.4

Gilt VeP(2,1-6) fir v=23, VeP(22-6) fir =1 mit einem § >0
bzw. A, € Lo(Rv) , v =123 ,
soist J-K e B &) .

Beweis :  Nach Satz 3.5 liegen mit dem Schnitt der Bedingungen an die Potentiale aus
den Lemmata 4.1 und 4.3 hinreichende Bedingungen fiir die H.S. Eigenschaft von J-K

vor. 0O

Die oben unter anderem gewonnene hinreichende Bedingung fiir die Regularitat eines
elektrostatischen Potentials in drei Dimensionen ist gleich dieser Bedingung im Fall des
Dirac - Operators [NSch]. Wie schon in [KSchl] verlﬁerkt, ist ein einfaches Beispiel
fiir ein regulires elektrostatisches Potential das Kastenpotential. Man kann sich leicht
iiberzeugen, dai} dieses Potential in einer Dimension reguldr ist, wiahrend dies in drei
Dimensionen erst auf ein Kastenpotential mit "abgerundeten Ecken" ( etwa

V(x) = Vo [ 7/2 - arc tan ox-r10) | , mit Vo,ro konstant, im Limes a --0 ) zutrifft.
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4.2 Die Irregularitit des Coulombpotentials

Wie die in Lemma 4.1 entwickelte Bedingung zeigt, kann mit Hilfe der notwendigen und
hinreichenden Regularititsbedingungen aus Kapitel 3 nichts iiber die Regularitat des
Coulombpotentials in drei Dimensionen V(x) ~ % ( also {,\’(p) ~ %5) ausgesagt werden.
In diesem Abschnitt soll in Anlehnung an den Beweis dieses Resultates fiir den Dirac -
Fall in [KI] die Nicht - Regularitat des Coulombpotentials gezeigt werden. Ubernommen
wurde die Beweisidee, mit Hilfe einer Verschiebung in & zu zeigen, dafi der Operator
J-K nicht kompakt ist. Die Durchfiihrung dieses Beweises im K.G. - Fall unterscheidet

sich jedoch weitgehend von der zitierten Arbeit.

Satz 4.5

Erfiille das elektrostatische Potential V ( # 0 ) die Voraussetzungen von Satz 2.1, sei al-

so insbesondere

[ Veot]¢bel . (4.23)
Gilt nun
V(ax) = 1V(x) ,Va>0,VxeR\{0} (4.24)

dann ist das Potential nicht regular, der Operator J-K , mit K wie in (2.12) , ist nicht

kompakt.

Zum Beweis bendtigen wir das folgende Lemma, das wir in einer allgemeineren Form als

hier bendtigt beweisen wollen.
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Lemma 4.6

Sei J' ein beidseitig stetiger selbstadjungierter Operator im Hilbertraum . Seien
J'Tn, n €N, selbstadjungiert und positiv definit. Weiter mdge es A, A; e C mit

Im Ay > 0, Im Ay < 0 geben, so daf

s-lim (T - AP ! =:A>‘1 , s=lim (Th - Ag) "1 =: A>‘2

D 0 0 o0
existieren als Elemente aus #( #) und R(A)\l) oder R(AX?) dicht ist.
Dann existiert ein abgeschlossener J'-selbstadjungierter Operator T mit o(T) C R, so
da Tn — T im Sinne der starken Konvergenz der Resolventen gilt.

Ist weiterhin N(T) = {0} und existieren ( fiir n ¢ N)

K o 3
Kn:zw—limlj('l‘n -ip) ~tdgp K':= w-lim 1 + (T -ip) tdp
K—x T 5 -0 7r

K - % - b
als Operatoren aus B( %),
dann gilt : s-lim K, =K' .

n 40

Beweis: Der Beweis folgt weitgehend den Beweisen fiir entsprechende Sitze fiir

selbstadjungierte Operatoren [RSI Th.VIII 22; K Th.VIII 1.15] . Nach Lemma 2.2 sind

die Ty, abgeschlossen und haben ein rein reelles Spektrum, es ist 0 ¢ o{T,),Vn e N. Es

gilt nun || (T - Aj) "] ¢ [Im A |t || Ay |l ¢ [Im Aj|-t, j = 1,2. Wir kénnen wie
}

im Beweis in [RSI Th.VIII 22] vorgehen und eine in C\R operatorwertige analytische

Funktion Ay definieren, so dafs

Ay =s-lim (T - A) !

n 40w

fiir alle nichtreellen A gilt. Hiermit folgt

A =T A T
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Die Ay geniigen einer Resolventengleichung, so daf R(A,) =: D unabhé&ngig von A ist.

Nach Voraussetzung ist D dicht und somit
N(Ay) = R(A)L = R(J'Ax J-1)L = {0} .

Wir kénnen nun ( unabhingig vom nichtreellen A )} den Operator T definieren :
D(T):=D , T:=At+ ).

Hiermit ist A, die Resolvente von T, T somit dicht definiert und abgeschlossen; es ist

o(T) C R. Weiter folgt die Symmetrie von J'T und

R(JT+Ji)=D(A J") = D(A) = &.

Dies geniigt, um die Selbstadjungiertheit von JT zu zeigen: Sei fe D((J'T)*), so exi-
stiert nach dem oben Gezeigten ein g ¢ D(J'T) , so daf ((J'T)*- Ji)f= (J'T -J4)g.
Damit gilt ((J'T)*- J9)(f - g) =0 und wegen N((J'T)*-J%) = R(J'T + Ji)L = {0}
folgt, D(J'T) = D((J'T)*) und somit JI'T = (J'T)*. '

Nun zum zweiten Teil der Behauptung. Es ist

b Tn Tn
KnTn(Tn“+I)'l=9/WJTn2+n2 Tnt+l dy .
0

Hier konvergiert das Integral wegen

Tn Tn )
| ey [ ¢ min (4.26)

absolut. Dasselbe gilt fiir den Ausdruck (4.25), in welchem T, durch T ersetzt ist.

Wegen

(Tp - ip) "1 -2=(T -ip) t ,¥VneR\{0}, fir n — o

' T T
konvergiert der Integrand in (4.25) gegen TT+ 7?2 TZ+1

. Wegen (4.26) folgt nach

dem Prinzip der dominanten Konvergenz

Kn To (Ta2 + )71 -3+ K'T (T2 + 1) ! . (4.27)
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Andererseits gilt wegen Ty (Tn? + [) 7! -8+ T (T2 + I) ! auch
Ko (Tp (Ta2 + Iy = T (T2 + [) 1) =520
und so zusammen mit (4.27)
(Kn ~KNT(T2+ 1)1 =550

Nunist R(T(T2+1I)-)+ = N(T*(T2* + 1)1
= N(J'T (T2 + I) -t J*1)
= {0} .
Die K, konvergieren also stark auf einer dichten Menge gegen K', da sie auch gleich-

mafig beschrankt sind, folgt K, -2+ K' . D

J

Beweis von Satz 4@ Wir betrachten die in & unitare Verschiebung 0 ’

fraa U, f mit (Usf)(x) = a;f(ax) (4.28)
fir a > 0. Auf # gilt dann

U, -¥0 fir a-—0.
Wire nun J-K kompakt, so wiirde

Ua(J - K) U, 540 fiir a0 (4.29)
folgen. Wir zeigen, daf} dies zum Widerspruch fithrt.
Unter U, transformieren € und V gemaf

_—
Ua €0 [)a_ = €a

Q]

U VU =2V

auf D(&o) . Hier bezeichne €, den Abschluff des Operators (- a + a? m2)‘% auf of(Rv) .

Mit D(Ho,a) := D(Ho)

0 ea V gyl 0
HO, a .= ) Ga = "
€a O 0 (V ea'l)
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gilt dann auf D(H)
U.HU,* = % |Ho,a|%(J + Ga) lHO,aI%

=Z-—H .
a 2

Nach Voraussetzung ist
Vet =|UaVelU||=||Vel]j<bcl Vas>o0, (4.30)

so daf alle Aussagen des Satzes 2.1 auf die Operatoren H, , a > 0 zutreffen. Bezeichne

p:= (-A)% , 50 ist wegen D(e,) = D(p) auch D(H,) = D(H) unabhingig von a > 0.
Nun gilt

| (Vea! - Ve DN I] =] V(ea'? - €a2) (€a + €a') 1 €al g { ]|
= Ial2 m2 - a2 m2| ” V g, (€a + ea')'l g1 f ”
< m? |a'2 - a,2| ” Ve,! ” ” (ea + €2')! ” ” e, f ”

<mla' -alc

fir alle fe #, aa'>0,da |ea"'f]|l¢<c mit ¢=c(f) >0 unabhingig von
a' > 0. Somit ist V ea ! { fiiralle {f e & eine Cauchyfolge fiir a -~ 0. Zusammen mit

(4.30) folgt die Existenz von

s-lim Vet =:8
3..40

als Element aus #( #) . Analog folgt die Existenz von s-lim €,7! V auf der dichten

a...,O

Teilmenge D(ep) und so auch die Existenz des starken Limes des Abschlusses

gt V=(Ve,)". Da Vet -2+ S5 gilt, was genau dann der Fall ist, wenn

(Vea )™ =22 §* fiir a— 0, ergibt sich hiermit

s-lim (Ve ) =8 .
a0

Es existiert also

50
s-lim G, = =: Go
a0 0 s*
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|Goll¢b<1.
Analog zu (2.13) gilt hier fir a > 0:

) L |Ho, 4 - [He, a|?
(Ha-ln)"=|H0,a|"’ [I+H a=-17 ] Hy a=-17

1 L
= (H in) - |Ho,a|2G I |Ho, a| -t |Ho, af?
-\ (),a - ”7' - HO 3—17] a [ ¥ IIO, a‘”l ] 0' a‘-ln ‘

[

Bezeichnet nun Ay den starken Limes von (H, - ip)™! fir a--0 , so wissen wir nun,

dafl Aj, fiir n#0 existiert und gleich

A = (Tlp| - in) - Ip|? [ P | o1 lp|® -
1= Olel =i - gy G [0 =60 ) e (432
. . lpl 0 .
ist { wobei |p| kurz I|p| = N bezeichne ) . Wegen

p

Ip|?
ol = sup ks =1 e a0
113

ist A;, fir n#0 wohldefiniert, wir bezeichnen N(A;,) =: N, R(A;,) =: D ( unab-
hangig von n#0 ). Aus (4.46) ergibt sich D ¢ D(I Ipl%) , auf & gilt

!

Ip|7 Ay, = [1 ; lplmec]_lﬂ% V7 e R\{0} . (4.33)
Wegen N(I Iplé) = {0} folgt N = {0}, also ist D dicht in % . Nach Lemma 4.6 ist
dann durch

H=Avt+ A, DH) =D, AeC,ImA#0

ein J-selbstadjungierter abgeschlossener Operator gegeben, fiir den wir noch

N(H) = {0} zu zeigen haben. Sei hierzu 5 ¢ R\{0} , { ¢ N(H) , dann ist
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0 = (A

in

g f oder:

L . L
P 1= -in |p|* Asp f

1

, Ip | - lplif
'”7[“ p-lnG"} TPl -17

oder mit g = |p|%f:

p|
= -1 -1 -1
[HWGo]g in(J |p| -in) g
Dann gilt fiir alle h ¢ of(Rv)

Ip|
0 =((J|p| +iph, [T +ig(J|p| - ip) ! +mGo]g)

= ((lel + ”7) h)g) + i’)(h, g) + (lpl h, Gog)
= (|pl h, (J + Go) g) .

Da |p| &#(R) dicht in Lo(Rv) ist, folgt hiermit (J + Go)g=0,also 0=g= [p|?f
und somit f=0,also N(H)= {0}.

Schlieflich folgt mit (H - in) -l = (4.32), einer Abschitzung wie in (2.14) und

l'f]’

der Selbstadjungiertheit von J|p| die Existenz von

K

K := \;'q(l)lm—[-[ J](H -in) dn

Ko 5
als Element aus 8( %) .
Zuriick zur Gleichung (4.29). Es gilt

U JUS =7

K

* = w-lim% Ja(Ha -iap) "tdy
“*

aw
w-lim% J(Ha -ip) “tdnp .

“aK
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Wie wir nun mit den obigen Vorbereitungen und Lemma 4.6 wissen, gilt mit der Defi-
nition  Kai= Ua K Up"

s-limK, = K . (4.34)

A 00
Man beachte auflerdem, dafl wegen Ka,2=1 Va >0, auch K2=1 ist.
Gilt nun (4.29) ,soist J = K , oder, mit ISE = 1/2 (I+¢€ R) , f’a = P? und so auf #:

0= (H - 1P, P =P, (H- NP, =Pl(H - )1P% =PA, P

g

(4.35)

e= +,-,Im X #0. Aus der Gleichung (4.33) folgt auf #
[I lpl p]II%A B Ip|?
L** TTpT=ag 0 J P S0 = TTpT =17

womit sich dann hier aus (4.35)

p
J-]—I)—]—I——POG()PO |p|7A =0

auf ¥ fiir n#0 ergibt. Es ist wegen (4.33)
R(IpI Ay L = N((Ip|2 A" ) = N ﬂl,—'_—(l TS LIS
pl+1 TTpT+in
= {0},
und somit P? Gy P® =0 undebenso P%GoP? =0 auf einer dichten Teilmenge von

# und so iiberall. Zusammen mit (4.31) impliziert dies S = S* oder

s-lim(Ver - (Ve ) =0 .

. e, o)
Betrachten wir die Fouriertransformierte des Operators T, = V €2l - (V ea )

1

(R lp) = 20 [ (02 + 2 md)7F - (a2 + 22m2)7F) V(p-a) fla) dg

T)'"J T Il.) * T T

- (p-q) V(p-q) f(a) dq

fiir f € Lo(Rv) .Aus der Form des ersten Faktors im Integranden folgt mit
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s-limT, =0 : p- i/\(p) =0 firalle peR oder V=0 a.e. . Damit ist schlieflich
L .

gezeigt, daf (4.29) fir V #0 nicht gilt und somit J-K nicht kompakt ist. o

Wir kénnen nun die Irregularitat des Coulombpotentials sofort aus Satz 4.4 ablesen. Da
wir fiir die Definition des Hamiltonians die relative €o-Beschranktheit der Potentiale
voraussetzten, miissen wir den ein- und zweidimensionalen Fall ausschlieBen, da hier

diese Bedingung vom Coulombpotential nicht erfiillt wird.

Korollar 4.7

Das elektrostatische Potential in # > 3 Dimensionen
, e
\/(X) = —x—

mit Kopplungskonstante e ¢ R, |e| < %2 , ist nicht regular.

Beweis :  Fiir alle f¢ Cq (R3) gilt :

fx-'l If(x_)l2dx SG%)-QJEI I (3]' f(x) |2 dx

- &

(s.z.B. [W Th.10.35] ). Fir |e| < %2 ist also die Voraussetzung (2.6) ( hier:
| Veoll ¢b < 1)erfiillt. Auch (4.24) gilt, so da$§ die Behauptung aus Satz 4.5 folgt. o
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5. DER FALL DES"UNTERLEGTEN" MAGNETFELDES

5.1 Der Klein-Gordon-Operator mit Magnetfeldern

Wir betrachten nun den Fall, in welchem Stérungen relativ zu einem stets eingeschalte-
ten Magnetfeld erfolgen. Der "ungestérte’ Hamiltonian Hy enhélt also bereits Vektorpo-

tentiale. Wir beginnen mit den Operatoren in Lo(Rv)
-i% - A, i= L,y auf CR(RY) (5.1)

wo Aj Multiplikationsoperatoren mit reellwertigen Funktionen aus Lajoc(Rv) ( als
groftméglicher Funktionenklasse, unter deren Multiplikation C5 (Rv) in La(Rv) abgebil-
det wird ) seien. { A soll hier und im folgenden die "internen" Vektorpotentiale in Un-
terscheidung zu den '"externen" A kennzeichnen. ) Die Operatoren (5.1) sind symme-

trisch, also abschliefibar, bezeichne #; deren Abschliisse. Nach einem Satz von von Neu-

mann [K Th.V 3.24] ist dann der Operator

v
8;2 i= j§1 zj*rl +m? > ,m>0 (5.2)

selbstadjungiert. Auflerdem ist e;g positiv definit, e := (8;2)% erfiillt die Anforderun-

gen an den Operator € ans Abschnitt 2.1 | hierbei kann man die Bedingung

110 €' |l €1 unten aus (5.5) ablesen. Die gemaB (2.1), (2.7) gebildeten Operatoren

Ho, H , wo e=¢], wollen wir zur besseren Unterscheidung von den Operatoren aus

Kapitel 4 mit Ho(A), H(A) bezeichnen; o, Ho, H benennen weiter die dort definierten

Groflen.

Wir kénnen nun einige Ergebnisse aus der Analyse des Falles, in dem der ungestérte
Hamiltonian keine Magnetfelder enthielt, iibertragen. Wir benétigen dazu den folgenden

Satz, welcher in dieser Form in [AHS] zitiert wird.
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Satz 5.1

Seien Aj vi=Llewr, g wie oben, €0 wie in Kapitel 4 definiert.
Bezeichne fir B, D ¢ #(La(Rv)) B ¢D die punktweise Ungleichung : |Bf]| <D |f]
V{ e Lo(Rv) . Dann gilt fiir alle t e R:

exp (812 t) ¢ exp (eo*t) . (5.3)
Mit diesem Satz folgt nun :

Satz 5.2

Seien V, Aj, j=1L..,v, A, relativ €o-beschrankte Multiplikationsoperatoren in

Ly(Rv) mit reellwertigen mefibaren Funktionen. Gilt nun
v
HVeﬁﬂz+%§HMGVW+H€VWWA,%*HSb<1, (5.4)

so 1st JH(A) selbstadjungiert und positiv definit. H(Z\) ist vom skalaren Typ mit re-
ellem Spektrum; esist O ¢ p(H(A)) :

Beweis : Nach Satz 2.1 geniigt es zu zeigen, daf} die Potentiale relativ e;-beschré.nkt
sind und daf (2.6) ( bzw. hierfir hinreichend (2.24) ) mit =€ gilt.

812 ist selbstadjungiert und positiv definit, so dah mit dem Funktionalkalkil folgt :

Wl

1
IO RS QPiost A Nl I
el=(gf) =7

iy
1
-3 o2
N Jt exp (- € t) dt
0

Mit Satz 5.1 erhilt man demnach :

el Cept . (5.5)

A v
Mit einem Multiplikationsoperator T mit einer Funktion T(-) ergibt sich dann fiir alle

f e Lo(Rv):

| Tertf] ¢ || T eot 1£] 1] ¢ I} T ot LN
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und so
I Tetf < Teost|l . (5.6)

Ist T relativ €o-beschrankt, so folgt D(T) 2 D(e;). Somit sind die Potentiale nach
Voraussetzung auch relativ e;-beschr&nkt, G (2.4) mit e= € 1st wohldefiniert und

(2.6) ( mit e = g; )erfiillt. o

Fiir ein weiteres Ergebnis in der Spektra.lt.heorie von H(A) gebrauchen wir folgenden

Satz, welcher in der untenstehenden Form ebenfalls in [AHS] zitiert wird.

Satz 5.3

Sei B e B(La(Rv)), D e Bi(La(Rv)) mit k =2n,00,neN undgelte B¢D .
Dann ist auch B e By (Ls(Rv)) .

Satz 5.4

Selen V, Aj, j=1..,v, A relativ go-kompakte Multiplikationsoperatoren in Lo(Rv)
mit reellwertigen mefibaren Funktionen.

Dann treffen auf H(A) alle Aussagen zu, die die Satze 2.13, 2.14 fiir H liefern.

Beweis :  Nach Satz 2.13 und Satz 5.2 geniigt es, die relative €] -Kompaktheit der Po-
tentiale zu zeigen. Zum einen sind diese relativ - beschrankt, so da$$ nach (5.6) D(e;)
in deren Definitionsgebieten liegt. Weiter gilt mit (5.5) fiir einen Multiplikationsopera-

tor T :
Tet¢|T| et ¢|T]eot .

Nach Satz 5.3 impliziert diese Ungleichung zusammen mit der Voraussetzung, daff die

Potentiale relativ &:;-kompakt ist. O
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5.2 Das homogene Magnetfeld ; Spektraltheorie

Nun zum Fall des "unterlegten' homogenen Magnetfeldes in drei Dimensionen. Es ist

iiblich, die Eichung
A=1$(Bxx) (5.7)

zu wahlen, wobei B = t(0,0,B) mit konstantem B >0, x = t(x,y,2) . Auf «/(R3) hat
&;? (5.2) die Form |

2
-Aa+m?+ %——(x2 +y3) -BL; , (5.8)

wobei L, die z - Komponente des Drehimpulsoperators ( L = x x ( -iV) ) sei. Die Form
von (5.8) weist darauf hin, dafl es sich hier um den "Schrédinger - Hamiltonian" eines
"verschobenen'' harmonischen Oszillators handelt. Die genaue Analyse liefert eine Bogu-
liubov - Transformation der kanonischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren in
zwel Dimensionen. Diese sind auf o#(R2) gegeben durch :

ax = BT (8 + %x) , ayi=BT2(dy + zB-y) :
seien ax*, ay* die formal Adjungierten. Wir definieren weiterhin auf o#(R?) :

a:=2'%(ax+iay) , ﬁ::Q'%(ax-iay) , (5.9)

a*, 3* bezeichnen wieder die formal Adjungierten. Auf o#(R?) gelten die Kommutator-

relationen

[ 8] =0, [a,a]=[88]=1, (5.10)

es handelt sich also um ein System aus zwei ungekoppelten Oszillatoren. Wir kdnnen

(5.8) auf of(R3) auch schreiben als
-2+ m?2+ B(2ata+ 1) . (5.11)
Weiter ist

L= -ata + B*f . (5.12)
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( Da es sich um die direkte Summe eines Operators mit vollstandigem System von
Eigenfunktionen und eines (eindimensionalen) Laplaceoperators handelt, ist hier
natiirlich auch unmittelbar klar, daf der Operator (5.11) wesentlich selbstadjungiert

ist. )

Wir fassen die spektralen Bigenschaften des "ungestorten" K.G. Hamiltonians HO(A)

kurz zusammen :

Satz 5.5
Im Fall des homogenen Magnetfeldes (5.7) gilt :
oHo(R)) = oo H(B)) = (00, -(B+m)? ] U [(B4m)¥,0) .

Das Spektrum von HO(A) ist abzahlbar unendlich entartet.

Beweis:  Aus (5.11) folgt unmittelbar o(&:;2 = 03(8;2) = [B+m2,00) . Wegen der

Kommutatorrelationen (5.10) ergibt sich, dafl e;‘“’l‘ #(R3) mit J,B* vertauscht. Dies

zeigt die sogenannte "'Landau - Entartung' fiir 8;2 . Da 8;2 selbstadjungiert ist, erhalt

man sofort auch die Entartung fiir das Spektrum von Ho(A). o

Beim Operator H(I\) in drei Dimensionen treten nun dhnliche Phanomene auf wie beim
eindimensionalen K.G. - Operator ohne interne Magnetfelder ( Satz 2.12) . Unabhéngig
von B >0 und von der Stirke der Kopplung einer Menge nichttrivialer elektrosta-
tischer Felder treten Eigenwerte von H(A) auf. Bekannt ist dieser Effekt vom Schré-

dinger - Operator [AHS], im Beweis des folgenden Satzes konnten Konzepte aus diesem

Fall iibernommen werden.
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Satz 5.6

Sei V Multiplikationsoperator in Lo(R3) mit einer reellwertigen, nichtnegativen ( bzw. -
nichtpositiven ) Funktion V( ) e Lp(R3) fiirein p,3 <p < oo, (V(-)#0). Ferner

sei V(-) azimutal symmetrisch und es gelte ( mit V(x) = V(r,z) )
0

sup J |V(r,2)| dz < o0 .

ry 0
-
Dann kénnen wir H(A) wie in Satz 2.1 mit elektrostatischem Feld V ( mit
Aj=4Aj=0 ) fiir hinreichend kleine Kopplungsstirken definieren.
Fiir jedes interne Magnetfeld B > 0 und jede beliebig kleine Kopplungsstirke von V

besitzt H(A) ein unendlich entartetes diskretes Spektrum.

Beweis: Aus V(:)eLg(R3) firp, 3 <p<oo, folgt mit [RSIII Th.XI 20] ( vel.
auch (4.15) ), daf8 V relativ €0 - kompakt und so nach dem Beweis von Satz 5.4 auch re-
lativ e;—kompa.kt ist. Zum einen ist damit V auch relativ e;—beschré.nkt, fiir kleine
Kopplungsstarken gilt (2.24) und so (2.6) . Wir konnen H(A) wie in Satz 2.1 definieren
nnd das Spektrum von H(A) ist gleich dem "Spektrum" ¢ ( s. Def.2.7 ) der Operato-
renfamilie aus Satz 2.6 ( wo €= € ). Zum anderen impliziert die relative €] -Kompakt-
heit von V wieder, daB das Spektrum von H(A) in der spektralen Liicke von HoA),
(-(B +m2)%,(B + mﬂ)%) falls es existiert, diskret ist.

Um die Existenz von Elementen aus oy(H(A)) ( baw. o(H(A))) im Intervall
(-(B+m2)%,(B+m2)%) zu zeigen, geniigt es nach Korollar 2.11, ein fe D(eA)\{O} 7u
finden, so dafl

leg €12 < M2 )2 + IV EN? - MG VD (513)

( bzw. dieselbe Ungleichung mit -V an der Stelle von V) gilt, mit M:= (B+m2)%.
Wir nutzen nun die achsiale Symmetrie des Problems beziiglich der z - Achse und fithren
Zylinderkoordinaten r1,p2 (x =rcosgp, y =T sin , 2 = z ) ein. Mit diesen Koordi-

naten lautet L (5.12) L, = -id

o und wir erhalten nach dem oben Gesagten eine or-
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thogonale Zerlegung des Hilbertraumes Lo(R3) :
Lo(R3) = ® H .
Hier ist jedes 1 isomorph zum Hilbertraum Lg(E,r) , bestehend aus Funktionen auf

0 0o

1
der Menge E = {rz |1 >0,z e R} mit der Norm llgll = [ J jlg(r,z)Prdrdz] ’
-0 0

(s.auch [J]). Jedes fe¢ Ls(R3) kann nun gemaf

f(x) = E exp (ilp) g(r,z) mit a(-,-)e # Vi

dargestellt werden. Aus (5.12), (5.11) erhalten wir weiter, daf} die # 8;2 reduzieren
und fir 120:

inf o(e;?t H#1) = m? + B

el nun fiir ein festes 120 Ri(r) der auf eins normierte Grundzustand des Operators

B(2 ot + [)} #) . Dann ist

gi(r,z) := Ri(r) h(z)

mit stiickweise stetig differenzierbarer Funktion h(-) € Lo(R) aus 7#1, und es gilt :
(g1, &2 ) =M I[P+ [l &b P

(g1, Vo) =(h Vih), (5.14)

m
mit Vi(z) := J |Ri(r,z) | V(r,2) rdr .
0

Nun folgt aus der Voraussetzung, daB Vi(-) e Ly(R) ist und [ Vi(z) dz > 0 ( bzw. -
[ Vi(z) dz < 0) gilt. Wir kénnen

h(z) = ha(z) = exp (-ala]) ,a >0
wihlen und erhalten, wie im Beweis von Satz 2.12 gezeigt, fir geeignetes a >0

| 8 ha | < -2M (ha, Vi hs) (= -2M (g1, V &1)) (5.15)
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( bzw. dieselbe Ungleichung mit -V an der Stelle von V1) . (5.14) und (5.15) implizie-

ren nun (5.13) ( mit {=g1 ). Fiir jedes 1 20 ergibt sich so mindestens ein Punkt aus
o(H(A)) im Intervall (-M,M). Es folgt nach dem eingangs des Beweises Gezeigten,

daf H(A) ein unendliches diskretes Spektrum in diesem Intervall besitzt. Hiufungs-

punkte sind tM . o
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5.3 Das homogene Magnetfeld ; regulire dufere Felder

Die Satze 5.1 und 5.3 beziehungsweise die daraus gewonnenen Schliisse In Satz 5.4 lassen
nun die Vermutung zu, daB &hnlich der Bedingung fiir die relative Kompaktheit an die
Potentiale auch die Regularititsbedingungen hier schwicher sein kénnten als im Fall
ohne unterlegtes Magnetfeld im 4. Kapitel und da8 so eventuell externe Magnetfelder
oder das elektrostatische Coulombpotential in dem hier betrachteten Fall regular sind.

Das diese Vermutung nicht zutrifft wollen wir u.a. im folgenden zeigen.

Um die Irregularitat externer Magnetfelder zu beweisen und Regularitatsbedingungen
fiir externe elektrostatische und skalare Felder zu finden, benétigen wir eine spekirale

Zerlegung von € -

Nach dem oben Gesagten bilden a(*), B(+) ein System von Leiteroperatoren fiir zwel

ungekoppelte Oszillatoren. Also wird durch die Gleichungen
atau=nu , Sfu=1lu (5.16)
fir ue of(R2), nleMNg eine ( bis auf einen Phasenfaktor ) eindeutige Orthonormal-

a X o
basis des Lo R2) dargestellt. Durch : Lo(R3) — ® Lo(R) =: #
n, 1=

LD

f1a(k) := (Qw)'% Jﬁi},(x,y) exp ( -ikz) f(x) dx (5.17)
ist eine unitire Abbildung gegeben, wobei ~ die natiirliche Konjugation im Ly(R?) be-

. A . . . b 3 . .
seichnet. In # wirkt nun die Transformierte von 8;2 als Multiplikationsoperator :

(2 Dinlk) = (B (2n + 1) + k2 + m?) Tin(k) . (5.18)

Ein Multiplikationsoperator T in La(R3) mit einer Funktion T(-) wird in # zu einem

Matrixoperator aus Integraloperatoren mit Integralkernen

)]
Tines(k k') 1= j
]

o0
JhT,{(x,y) T(x,y,k -k') urs(x,7) dx dy (5.19)
[19]
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wobei ~ die partielle Fouriertransformation

f(x,5,k) := (271')'% Je-ikz f(x) dz (5.20)

-
in Lo(R3) bezeichne. Fiir einen Operator A in Ls(R3) bezeichnen A ,K die entsprechend

transformierten Gréflen.

Im folgenden benstigen wir einige Eigenschaften der durch (5.16) gegebenen Funktio -

nen u.

Lemma 5.7

Fiir die durch (5.16) ( bis auf einen Phasenfaktor ) eindeutig bestimmten Funktionen

{uin | Ln e Mo } glt:

00

un(x,y) =e -iBxy/2 (27r)'% Jeiky en(B'%k - B%x) ex( —B'%k) dk
- %
. m .
= BxY/2 93 [e‘kx en(B7k + B7x) e -B"?k) dk (5.21)

v

=0

= ul(xy) ,

wobei {en | nelNog} die auf eins normierten Eigenfunktionen des eindimensionalen

harmonischen Oszillators sind.

Beweis :  Nach (5.16) gilt :
a*taulp = nuy, , Puln = lu,

und wegen der Form der a(*), 3(+) (5.9) folgt :

ataUlp = N0 Ujp

= fBum

jeweils fiir alle l,n e No. Da diese Funktionen bis auf einen Phasenfaktor eindeutig
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durch (5.16) bestimmt sind, ergibt sich :
uin(x,y) = 7 :1—,,—1(x,y) mit 0<y< 27 . (5.22)
Es geniigt also sich im folgenden auf den auf #(R2) gegebenen Operator h
h:= B(2a*a + 1)

zu beschranken ( Die Wirkung des Operators S*8 ist hierdurch gegeben. ) . Um diesen
in einen QOperator von der Gestalt eines Schrodingeroperators fiir den harmonischen Os-

zillator zu transformieren, benétigen wir die Eichtransformation
U := exp (-1Bxy/2) .
Auf #(R?) gilt nun :

U-thU

-32 + (-0, - Bx)?
=Ih1 .

( Dieser Ausdruck wire an die Stelle von h im Operator (5.11) getreten, wenn wir im
Unterschied zur Eichung (5.7) das Magnetfeld durch das Potential A = £(0,Bx,0) gebil-

det hatten. ) Mit der partiellen Fouriertransformation (5.20) ergibt sich :
hi=-02+(k-Bx)?,

also mit (5.16) und den Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators
Rien(B-k - Bfx) = B(2n + 1) en(BTk - BYx) .

Die Entartung des Spektrums von h driickt sich hier dadurch aus, daB h; mit der Mul-
tiplikation mit Funktionen von k vertauscht. Nach Konstruktion sind h und h; unitar
shnlich, also sind die Eigenfunktionen von h gleich dem Bild der Eigenfunktionen von hy

unter dieser unitiren Transformation mit denselben Eigenwerten. So ist

2w
win(x,y) = e~ BXI/2 (o) Je‘kY en(B7k - Bix) fi(k) dk

-m
fir fi(-) € Lo(R) , fiir alle n,] € Ny . Mit (5.22) folgt dann nach kurzer Rechnung

fi(k) = ey( -B%k) .
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Den zweiten Ausdruck in (5.21) erhélt man, indem man anstelle der obigen unitiren
Transformation die Eichtransformation exp (iBxy/2) mit anschliefender partieller

Fouriertransformation beziiglich der x - Variablen betrachtet. o

Lemma 5.8

Sei g e Ly(R?) . Dann gilt mit den durch (5.16) gegebenen Funktionen { uin | Ln e Mg } :

00 o0
[v1]
] j n(x,y) 8x,5) urs(x,y) dx dy |2 =

-0 -0

1, r=0

- 1 - 1
lg(x,7) |? |€a(B?y) |? |&s(B7x)|? dx dy
und
S Jun(xy)]? = o2 (5.2)
150 n s J . 27 .

fir alle n e No, x,y ¢ R, wobel e, wie in Lemma 5.7 und ~ die inverse Transforma-

tion zu (5.20) bezeichne.

Beweis :  Mit (5.21) ergibt sich :
1) o] [11]
; ; ik! 1 11
Jg(x,y) e ~iBxy (27)1 [ J Jelky o ik'x en(-B~ ?k) el B %k -B7x) -
-0

-0 =0

0
)
r=

1, r=0

e -B7TK') e B Tk'+BTy) dk dk'] dx dy |2 =
0

=B | Tlg(x,y)P-

-0 -
0 w®

C ] (2m) [ J Jeikye'“‘"‘ ea( -B k) e - B~ 1) dk di' |2 dx dy

-0 -0

a0 20
=B [ [ Isxn)]? B [a(-Biy)| 5B |* dxdy

-0 —m
20 x

=B J J|g(x,y)|2 I\én(B%—y)l2 IES(B%X)P dx dy .

-0 -0
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Hierbei wurde der Satz von Fubini sowie die Vollstindigkeit der Basis { e, | n e No }
des Lo(R) fiir die Anwendung der Parsevalschen Gleichung benutzt. (5.24) erhilt man

ebenfalls mit Hilfe der Parsevalschen Gleichung :

13}
0 a3} M M 1 1 1
1§o Juin(x,y) [ = 1§o l e 1Bxy/2 (27")-% Jelky en(B2k - B%x) el( -B"%k) dk |?
-
. @
7 1 1 -
. J lea(BTk - BTx)|? dk
@«

|
By fe
=]

Wir wollen nun wieder die Bedingung (3.2} (i.e. (3.6) ) betrachten. Wie man mit (5.18),
(5.19) sieht, hat sie hier die Gestalt :

1 1]
[11]
I= I J J(En(k)»fEs(k'))'z(En(k)Es(k'))" | W2 dk dk' < oo (5.25)
’ [ -t
mit En(k) :=(B(2n+1) + k? + m‘“’)%
und
W= W(ln,r,s,k,k') := (En(k) - Eo(k")) Vinrs(k-k') +
20 w0 9
+ J Jﬁﬁ(x,y)j?l( -85 Aj(x,y7.k -k') - Aj(x,5,k-k') i3)) ues(x,y) dx dy + (5.26)
-0 -

+ (k + k) Agtars(k-k") + AZings(k-k') + A ars(k -K')

{ wobei A = "(A1,As,A3), d« = O etc. und die Notation (5.19) verwendet wurde ) .

Lemma 5.9

Gilt (5.25) , somuB A;=0,j =123, (ae.) gelten.

Beweis :  Wir gehen analog zum Beweis von Lemma 4.1 vor. Dazu betrachten wir zu-
erst den Beitrag IA? zu 7, bestehend aus dem in (5.26) linearen Anteil von Az Wir

nehmen die Konvergenz dieses Ausdrucks an und zeigen, daB dies zum Widerspruch
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fithrt. Mit dem Satz von Fubini hat Z'Ag die Gestalt :

A3 2l ninr,s =0 ]E[ J(En(k$k) ES( )) (En(k+k)ES( ))lk:2 dk]

* lAIﬂnrs(k‘) '2 dk'

Mit t = max {s,n} erh&lt man die Abschétzung

(Ea( 28y e BESKY) 2 (BB SE )y B2t + 1) e m2 ek 024) 2 (5.28)

Die Ausfithrung der k - Integration und der Summation iiber | und r mit Hilfe von (5.23)
fithrt uns zu :

o ® ]
30

7, 2%Br 3 J J J(B(2t+1)+m+k'2/4) 1R5(x,y,k]2 -

s, n=0
-0 -0 -0

- [5a(By|?[5s(B7x |2 dx dy dk'

1]
1]

> 9Br 3 [(B(Qn+l)+m2+k'2/4)‘% :

n=0

[ 1 I i

- min J J | Aa(x,y,k")]? IES(B%yPIEs(B%szdx dy] dk' . (5.29)

s eNo
-n -

( Wie man leicht sieht, gilt fiir eine fallende Folge positiver Zahlen {a, | n e No } und

o0 11}
eine Folge positiver Zahlen { bjn | Ln e No }: . :12_0 amax(l, n) bin 2 12_30 aj mi& ban -)
» - neiNg

Wiirde die rechte Seite der Gleichung konvergieren, so gibe es wiederum nach dem Satz
von Fubini ein ko' € R, so daff die Summation iiber n fiir k' = ko' konvergieren miifite.
Dies ist offensichtlich nicht der Fall, IAs divergiert somit. Die quadratischen Beitrige
von Az zu W konnen diesen divergenten Beitrag zu 7 nicht kompensieren, es folgt

A3=0 (ae.).
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Nun zu den Beitrdgen von A, Ay zu 7. Wir erhalten mit partieller Integration, z.B. :

ma(x,5) (-10c A(x,7,k) - By(x,7,k) i) urs(x,y) dx dy =

8 —«——8
8 ———8

o o
- j j Ao y,k) [ ues(x,y) i Tm(x,7) - Ta(xy) itk urs(x,y) ] dxdy .  (5.30)

Nach (5.16) und (5.21) gilt :
@uin(xy) = ¥ una(xy) , @Wmxy) = Wmi(ny)
etc. , also
Urs Ox Uln - Uln Ok Urs = Urs (Ox + iB/2¥) Uln - Win (Gx + iB/2y) urs

= B [uns(a - o) i - T (a - o) ue ]

Bk .4 S
= (7)2 [12 Uj-in Urs - (1+1)2 Ulsin Urs -

(S

L .
- 82 Ulp Urs-t + (8+1)

Ui Urs+] ] (531)

fir alle lnzr,s e Ny, wobet wir die Funktionen fiir negative Indices null setzen. Mit
(5.30), (5.31), eingesetzt in (5.25), erhalten wir Beitrige zu 7, welche proportional s
sind. Mit der obigen Methode kénnen wir einen solchen Beitrag, dessen Konvergenz vor-
ausgesetzt, analog zum oben Gesagten abschétzen :

n

B3 J J (En(k) + Eq(k'))* (En(k) Es(k'))" -

2 1,n,r,s=0
o
o3} 0
s J Jm(x,y)11rs-1(x,y) Ay(x,7,k -k dx dy |2 dk dk’
-0 -®
[11]

20 3
2B S, J[S(B(Qs+1)+m2+k'2/4)'7-
s=

-0

o o0
cmin [ [ [ [RiGxg k)l 5B |2 (B[P dx dy | k' . (5.32)
s eNg

-0 =0
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Fiir festes k' divergiert wiederum die Summe iiber s, wie oben fiir den Beitrag von Aj ist
auch hier A;=0 (a.e.) notwendig fiir die Konvergenz von (5.25).

Analog folgt A2 =0 (ae.). o

Satz 5.10

Vektorpotentiale sind irregular.

Beweis : Wir wenden Satz 3.5 an. Die Bedingung der Beschranktheit von {3.10) ist,
wie man leicht sieht, fiir Magnetfelder aus o/(R3) erfillt. Mit Satz 3.5 und Lemma 5.9

folgt die Behauptung. o

Satz 5.11

Erfiille das elektrostatische Potential die Bedingung :

2 ~
j—k-—f T2 dk < oo
1+ |k3|l'°

fiir ein 8 > 0 und sei das skalare Potential A (-) aus Ly(Rv).

Dann sind diese Felder regular.

Beweis :  Nach Satz 3.5 geniigt es zu zeigen, dafl die Potentiale relativ €7 - beschrankt
sind, der Operator (3.10) kompakt ist und die Bedingung (3.2) erfillt ist. Zuerst zur
letztgenannten Forderung, also hier (5.25) .

Nun gilt :

(En(k) - Eg(k')) = En(k)2-Eg(k')?

En(k) + Es(k')

= (En(k) + Eg(k"))" (2B(n-s) + (k+k') (k-k") . (5.34)

Um zu einer Abschatzung fiir den Ausdruck (n-s) Vinrs(k-k') zu gelangen, benétigen

wir die schon in (5.31) benutzten Eigenschaften der Leiteroperatoren a(*), B(*). Es

gilt :
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(s - 18y) [@a(xy) urs(x,1)] = ues(x,3) [3x - 18y + BJ2 (x-iy)] Tralx,y) -
- TWalx,y) (-0 + iy + B/2 (x-iy)] ues(x,3)
= (2B)7 [un(x,9) 8 Wa(x,y) - Wia(x,3) @* urs(%,y)]
= (2B)? [ nf Wari(x,y) urs(xy) - (s+1)F Talx,y) wrsni(x.y)] - (5.35)
Analog erhilt man :
(-0 - 18y) [Wn(x,y) ues(x,3)] =

= (2B)7 [(n+1)7 Wmni(x,5) urs(x,7) - 8% T(x,7) trsa(xy)] . (5.36)

Aus (5.35), (5.36) folgt :

(n-5) Wa(x,7) urs(x,¥) = (2B)T [ (n+1)? (& - id,) (Wrmei(x,7) urs(x,)) +
b (s+1)7 (-8 - idy) (MR(x,7) Ursei(x,7)) ]

und dann mit partieller Integration

(QB)% (n-s) Viprs(k ~k") = (QB)% (n-s) J Jm(x,y) V(x,v,k-k") urs(x,7) dx dy

= | [l DR velxg) (- acrid) Tk

s+ D R0) wrei(x7) (Be4id) Vg k-K) | dx dy
= - (n+1)% Dinetrs(k -k') + (s+1)% Fiarsei(k -k') 1
mit den Abkiirzungen D{x):= [ (0x - idy) V J(x) , F(x):= [ (& + 1dy) V ](x) .

Bezeichne weiter G(x):= [ & V ](x) , so folgt mit der Cauchy -Schwartz - Unglei-

chung :
|[2B(n-s) + (k+k") (k-k")] Viars(k-k")|? ¢

¢ [2B(n+1+s+1)+(k+k")*] (|Dinsies(k -k')|2 + |Finrset(k-k')|? + |Ginrs(k-k")|?)
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und mit
2B(n+s+2) + (k+k")? <2B(2n+1) + 2B(2s+1) + 2k* + 2k'2
< AEn(k)* + Eg(k')?)
¢ 2AEq(k) + Eq(k"))* ,

eingesetzt in (5.25), fiir den Anteil vom elektrostatischen Potential an 7 :

00

S o | ] (a0 ¢ BR)? (Bag) B

1, n,r, s=0
- -

* ( IDln+lrs(k‘k')|2 + lFlm‘sH(k"k')lz + IGlan(k"k')|2) dk dkl
DV I

11}
¢4 8 J JEn(k)‘3 Eo(k')™" |(V V)ines(k -K') |2 dk dk' .
, h, I, 5=
-0 -0

Wegen der gleichméfigen Konvergenz der Summe in kk' kénnen wir die Summation

iiber 1,3 ausfithren und erhalten mit Hilfe der Parsevalschen Gleichung :

0 0 L)) [11]

.| J Ak Bk [ | JI(VAV)(XJ:k-k')lzluln(x,y)de dy | dk dk

-0 - -0 -0

und mit (5.24) und Variablensubstitution

0 [13] 03] i3]
[€1]

T.<OBr- 3 J J H JEn(k-k')"*Eo(k')“ dk'] IV V)(x,g,5)|? dx dy dk

n=0
-0 =00 =00 =00

Weiter gilt :
¥ 3
Ea(k)? <Eo(l)7 4 j (B(2x-1) + m? + k27 dx
1

=EBo(k)3 + (4B)'(B + m? + k2)'%
¢ 1 Bo(k)!
$qm Eo(k)™ .
Wie man aus der Analyse des Integrals Z(-) (4.20) im Beweis von Lemma 4.3 leicht

abliest, ist

[ Bk Bkt dkr e (14 [l [y

0
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fiir jedes 6 > 0. Aus den letzten drei Ungleichungen folgt, daf elektrostatische Poten-

tiale, welche der Voraussetzung (5.33) geniigen, die Bedingung (3.2) erfiillen.

Weiterhin ist V relativ 8;"5 -kompakt fiir ein § > 0, da die Voraussetzung im Fall
v = 3 von Satz 4.4 schwicher ist als (5.33), die erstgenannte aber die relative g 18-
Kompaktheit von V impliziert, welche nach dem Beweis von Satz 5.4 hinreichend ist fiir
die ezl‘ﬁ-Kompaktheit. Insbesondere impliziert (5.33) die relative e;—Beschré.nktheit
von V.

Es bleibt die Kompaktheit des Operators (3.10) zu priifen. Hierzu kénnen wir analog
zum Beweis von Lemma 4.3 vorgehen. Es ist nicht schwer mit den oben entwickelten
Abschatzungen die H.S.-Eigenschaft der den Operatoren (4.19) hier entsprechenden
Ausdriicke aus der Bedingung der Voraussetzung abzuleiten. Nach dem Beweis von Lem-
ma 4.3 bendtigt man dann lediglich die relative Szl’ﬁ-Kompa.ktheit von V fiir ein

5 > 0, die nach dem vorhin Gesagten gegeben ist.

Im Fall der skalaren Potentiale kdnnen wir wie oben vorgehen ( der Bedingung (5.25)
geniigen alle Felder, fiir die J(l + |kg])ted | |;§4(k)|2 dk < oo fiirein 6 >0 gilt),

jedoch schrankt die Forderung nach ihrer relativen e;-Beschr'é.nktheit uns auf die ( ja

relativ €9- kompakten ) Potentiale aus Ly(R3) ein. o

Mit der Beweisidee von Satz 4.5 laBt sich auch hier die Irregularitit des

Coulombpotentials zeigen.

Satz 5.12

Das elektrostatische Coulombpotential V(x) = }—i— (mit eeR, |e] < -7;177) ist nicht

reguldr.

Beweis:  Aus dem Beweis von Korollar 4.7 und (5.6) folgt || V ex" | ¢b<1.Wir

kénnen nun wie beim Beweis von Satz 4.5 vorgehen und erhalten aus (5.8) die folgende
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Transformation von ef unter der Verschiebung (4.28) :

2 2
Ua(-a+m?+ B 247 - BL) U*= a2 -2+ a2 m? + 2B (x®+y) - a2B L,
T T

auf of(R3) fiir jedes a > 0 . Es folgt :
1

K
Ua E; Ua = ‘a— Ei,a y

2
wobei €, gleich dem Abschluff des Operators -a + a’m? + a' g—(x2+y2) -a’BL,

auf of(R3) ist. Wir kdnnen nun im Beweis von Satz 4.5 ¢, durch €)a ersetzen und kom-
men auch hier zum Schlufi, daf§ Potentiale, welche (4.24) geniigen, also insbesondere das

Coulombpotential, irregular sind. o
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ANHANG

Wir beweisen eine Behauptung aus Bemerkung 1.8 .

Satz A.1

Es mogen die Voraussetzungen von Satz 2.1 gelten, sei H wie in (2.7), e =g wie in
Kapitel 4 definiert.
Vertauscht der Projektor auf den absolut stetigen Teilraum fiir H, P,.(H), mit J (2.2),

so ist das Punktspektrum von H leer.

Beweis:  Wir gehen 0.E.d.A. davon aus, dafl es ( etwa durch die Wahl einer kleinen
Kopplungsstarke ) nur einen einzigen Eigenvektor f von H gibt. Wir kénnen dann

fe #? annehmen und erhalten mit dem zugehdrigen Eigenwert ) :
A=Hi= |H|?J(1+JG)|Ho|¥t
und fiir die Komponenten
A =0 (1+POGPY )it |
0 =eo?PYGPlego? 1
Mit g:= g Ty folgt aus der letzten Gleichung mit der Notation (2.5) :
(B-B"-Y)g=0

Elektrostatische und skalare Potentiale sind unabhingig voneinander, es folgt

Verlg=e'Vyg
und

g0 A, g0l g =0
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Man erhalt AJ =0 und mit Hilfe der Fouriertransformierten

0 = J(Ep - Eq) V(p-q) gq) dg

= [{2+9) . (V'V)(p-q) &q)dg
Ep+Eq

fir alle p e R in der Notation aus Abschnitt 4.1 . Hieraus folgt die Konstanz von

x+ V(x) (a.e) und damit V =0. Sollen A, und V nichttrivial sein, so ergibt sich

somit, dafl das Punktspektrum von H leer sein mufi. o

Als nichster Punkt folgen die Beweise der Satze 1.9 und 1.11 sowie des Lemma 1.10.
Die Behauptungen sind im wesentlichen einfache Verallgemeinerungen von in der Litera-
tur bekannten Satzen. Wir haben hier Beweisideen aus [R1] benutzt. Satz 1.9 ist eine
formale Verallgemeinerung von [R1 Th.6.1], den Beweis von Satz 1.11 haben wir mit
der Hilfe von Ergebnissen aus der Theorie unendlicher Determinanten abgekiirzt, zusitz-

lich wird hier die notwendige Bedingung spr A < 1 betont.

Beweis von Satz 1.9:  Wir bedienen uns der Beweisidee aus [R1 Th.6.1] . Dazu defi-
nieren wir den Operator P™ ' auf Df durch

(P T g )(n" r') = bon' Ser' (M T)
fir n,n',r,r' 20 und & € Df einen Projektor, ¢(™ F) bezeichnet hier analog zur Benen-
nung aus 1.1 die Komponente des Vektors ¢ aus &%) @ %5 . Mit der Definition
der Leiteroperatoren folgt sofort auf Dy :

P™ T a(f) = a(f) PM*L T P™Tb(g) = b(g) P™ ™! |

pntt, t a,*(f) = a.*(f) pnr ’ pn, r+l b*(g) - b*(g) po r

firalle fe &2, g¢e #2;nr20.

Nach Voraussetzung gilt nun

P™f(a(Av) - b(CA3v)) Q' =0
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und so

a(Ayv) PPt Q) = B¥(C Agv) ) PRT QY (A1)

fir alle ve M und n,r20. Ist nun fir ein nund einr P™TQ'= 0 , so folgt nach
(A.1) und da nach Voraussetzung R(A;) = #? ist, daB auch P™W ™' Q' = gilt.
Wegen P™Ob™(g) =0 fir jedes ge #°, n20, ye D¢ erhalten wir weiter aus
(A.1):

a(A V) PLOQU = PR OBN(C Asv) ) Q' =0
firalle veM,n >0 und somit fiir n 20 P™%%Q' = 0, also mit dem eben Gesagten

Pmk, k Q=0
fir alle n2>1 und k 20. Mit der zweiten Gleichung aus (1.52) und R(A4) = #?°
folgt analog

phrel r =
firalle r 21 und 120. Nach Voraussetzung ist Q' nichttrivial, also muf

POaO O = at 0
mit «a ¢ € gelten. Wir definieren nun

N 1 Ly _ l/pnt i1

Yiz= Y @y = a(Q')( ) = E( phlon |

also 9y e H?, o e H°, und weiter den Operator B: #° -~ #° durch

B .= ('7 ¢'l) ?/l}?
Damit ist B ein H.S. - Operator. Mit der Definition der Leiteroperatoren und mit (A.1)

erhilt man ;




B Av =(A|V,?/J|)7//2

= Iaam Prranen
= L(bY(C A3 vy PO QYO Y
=L cayv poog
=C A3 v
und analog

B*A,w=CAsw

fir alle ve M, w e M'. Folglich sind A; und Ay H.S.-Operatoren. o

Beweis von Lemma 1.10:  Wegen
((Aa*D™)P Q, (A a"D*)" Q) = b || (A 2D Q|

o0
ist die Konvergenz der Reihe Eo ap, mit
ns=

an = | & (A 2" QP

aquivalent dazu, dafl 2 aus D( exp A a*b™ ) ist. Mit den singuliren Werten von A, };j,
definieren wir die Operatoren AN : H - Y
: 0
AN o= j§=:l Aj (foj,.) g%

Mit der (1.53) entsprechenden Definition von AN a*b* und

1 .
an,y 1= Il “T(A, a*b™ ) Q]

erhilt man

lim an,y = an
N—® .

Weiterhin errechnet man direkt

v o
q, = h i
My kl' "', kN=o o ™M

qu.. . .’kN=n
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Nun ist unmittelbar klar, daf
an,w < a-n,N| fﬁ[‘ N < N'

gilt. Weiterhin konvergiert

2n

0 0
S ani= 3 A

nz=0 n=0

genau dann, wenn Ay < 1 gilt. Hier sind wie iiblich die singularen Werte von A so ge-

ordnet, daf fir i >j Aj ¢ Aj gilt. Als notwendige Bedingung fiir die Konvergenz der

00

Reihe Eo an erhalten wir, dal spr A < 1 sein muf). Sei also im folgenden Ay < 1.
n=

Man entwickelt nun diein J# := {z e €| |z| < A\;®2 } holomorphe Funktion

N
F (2) :='I-In (1 -2z 32!

A

um z = 0 und erhalt

o

FN(Z) = né)o an,y 2

n

Andererseits ergibt sich fir die unendlichen Determinanten nach [Si] :

I

[ v B~

o

1

| (1 -zX2) =det(I -2z AN*AN) ,

i) Ay - Al -0 impliziert det (I -z A A ) - det (I -z A*A)
fir N—0

i) det(I -z AN*AN) #0 gilt genau dann, wenn 1 - z AN*AN invertierbar mit

beschranktem Inversen ist

Insgesamt erhalten wir hiermit

n[48

apz” = lim FN(Z) = det (I - z A*A)"!

0 N—=w

n

firalle z¢ & und,da 1¢ &,

® .
Y ap=det(I -A"A)' <0

n=0

Somit ist Qin D( exp A a*b* ) und es gilt (1.55) .
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Fir k ¢ N haben die Funktionen

K(z) = ‘" ( on)¥ aj z"
n-
o0
denselben Konvergenzradius wie Eo an 2" und sind somit holomorph in J#%. Also ist
ns

exp(A a*b*) Q aus D_ . Nun gilt

k r k
L (aampry 1 a™£) 11 6%(g) 2 = 1T a*(5) jﬁl b*(gj) P, exp(A a"b) 0
. 1= )= = =

n=0

mit fie 2, gje H°, kireN. Nach dem vorher Gesagten existiert der Limes fiir
N -+ 00 der rechten Seite der Gleichung, so daf# schlieflich folgt, da D in
D( exp A a*b"™) liegt. o

Beweis von Satz 1.11:  Nach Lemma 1.10gilt ||Q'||=1, Q'eD_c D . Es ist

(1.52) zu zeigen. Auf D gilt mit fe #9 :
(D, Aa%%] =3, % (59 b(C )
b¥(C A™)
( wegen (1.11) diirfen wir die Summe in das ""Argument' des Leiteroperators ziehen )

und so erhilt man fiir n > 1:
[a(f), (Aa"b™)2 ] = n b™(C A™f) (A a*b*)n"!
Mit der Definition von a(f) folgt :

a(f) exp (A a*b*) Q lim a(f) P exp (A a*b") Q

N

= lim
N'=

lim PN,. b*(C A* f)
N'- !
= b(C AM) exp (A" Q
fir fe #?( wo N'=N(N+1)). Analog folgt :

b(Cg) exp(Aa™ ) Q =a"(Ag) exp(Aa™d™)Q Vge #°.




Weiter gilt mit (1.56)

A" AT = (Ag AdD* A E
=Asf VieM,

AA4g =A2g VgEM'.

Hiermit folgt aus (A.2),(A.3) dann (1.52) und damit die Behauptung. n

Wir zeigen als nachstes eine Behauptung aus Abschnitt 2.3 .

Satz A.2

Sei H der Generator einer stark stetigen einparametrigen quasi - beschrinkten Gruppe
J - unitérer Operatoren auf & { Uy =exp(iHt) | teR} und gelte (1.38) . Dann ist
go(H) CR.

Beweis:  Wir kiirzen ab: U(:=P2U.P? , Us:=POU,P®, Ug:= P°U, P? ,

Uy := P2 U P? . Aus der J-Unitaritat von Uy folgt sofort :
Ul - Us™Us =1, U/"Uz - Us™Uy = 0
U2"Ui - Us'Us =0, Up"Up - Uy"Us = -1

auf #? baw. #° und damit die polare Zerlegung

Ui = A(USU)T = A (L + Us*Uy)t

Uy = B(I + Us*Uy)?
mit den in H#? bzw. #° unitiren Operatoren A und B . Weiter gilt
(1+ Ug*UQ)% =14+ U, U (1 + (I1+ U2*U2)% )t

sowie die gleiche Gleichung mit Ug an der Stelle von Uy . Wir kénnen also schreiben
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(U, U,
Ut =
L Us Us
(A 0 A Us*Us (I+(1 + Us*Ug)? )t Us
= + 1
[0 B Us B Uy*Us (14 (I + Uy Uy)? )!

Der erste Summand ist unitdar. Nach Voraussetzung sind Us und U H.S. - Operatoren,
somit trifft dies auch auf den zweiten Summanden zu. Mit dem Satz von Weyl iiber die

Invarianz des wesentlichen Spektrums folgt, daff das wesentliche Spektrum von H reell

ist. O
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