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0. EINLEITUNG

Das einfachste Modell zur Beschreibung der Wechselwirkung zwischen elektrisch gelade-
nen relativistischen Teilchen und einem elektromagnetischen Feld ist die Niherung
durch die Theorie des sogenannten dufleren Feldes. Hier wird das durch die Teilchen er-
zeugte Feld vernachlassigt und das elektromagnetische Feld als durch eine feste La-
dungs - und Stromverteilung vorgegeben angesehen. Im Gegensatz zur adiquaten Be-
schreibung des Systems bei hohen Energien durch ein Modell wechselwirkender quanti-
sierter Felder, kann die Theorie des ufleren Feldes mit mathematischer Strenge bearbei-
tet werden. Neben der Anwendung im Bereich "niedriger'’ Energien in der Atomar - und
Molekularphysik, wo die Naherung des dufleren Feldes gerechtfertigt sein mag, kénnen
anhand dieser Theorie Merkmale von voll quantisierten Modellen in mathematischer
Strenge analysiert werden.

Um die Wechselwirkung zwischen relativistischen Teilchen und einem externen Feld zu
beschreiben, ist es wegen Inkonsistenzen in der klassischen Einteilchentheorie ( z.B. das
Auftreten unphysikalischer negativer Energien, das ”Klein-Paradoxoﬁ” etc. ) notwen-
dig, ein Vielteilchenmodell zu betrachten. Ausgangspunkt sollen hier elektrisch geladene
Teilchen sein, zu denen es Antiteilchen gibt. Gehorchen diese Teilchen der Bose - bzw.
der Fermi - Statistik, so gelangen wir zu einem symmetrischen bzw. antisymmetrischen
Fockraum, gebildet iiber der direkten Summe von Teilchen - und Antiteilchen - Hilbert-
raum. Die quantisierten Felder wirken nun als Familien von (Feld -) Operatoren auf
dem Fockraum, entsprechend ihrer Statistik gehorchen diese kanonischen Vertau-
schungs - bzw. Antivertauschungsrelationen ( "CCR's" bzw. "CAR's" ) . Geeignete line-
are Transformationen im klassischen Hilbertraum generieren nun Automorphismen
dieser Feldoperatoren, die diese Strukturen invariant lassen, sogenannte Bogoliuﬁov—
Transformationen. Erste Untersuchungen dieser Transformationen im Rahmen des Prob-

lems des &ufleren Feldes gehen auf [F] zuriick, weitere Arbeiten folgten mit u.a.

[Sh;KMP;L;Se;Lul,2;P1] .
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Im Rahmen dieser Modelle gibt es nun bei der Frage nach der Existenz eines Operators,
welcher die Zeitentwicklung des Systems unter der Wirkung 4uferer Felder beschreibt,

zwei Zugange.

Fiir das System ohne dufleres Feld, wie das mit externem Feld ( bei zeitabhangigen Fel-
dern ist dies fiir feste Zeiten oder asymptotisch zu betrachten ), kann man voneinander
unabhingige Fockraume mit zugehérigen Dynamiken konstruieren. Um ein Modell fiir
die Wirkung duflerer Felder aus die Teilchen zu erhalten, gelangt man an die Frage, wie
sich die Zeitentwicklung dieses Systems im Fockraum der 'freien'' Felder darstellen 148t.
Friedrichs [F] entwickelte eine Bedingung, die es erlaubt, im Fockraum der 'freien"
Felder eine zweite ""Quantisierung'' anzugeben, mit der ein Fockraum - Hamiltonian ex-
plizit angegeben werden kann. In der Sprache der C* - Algebra Theorie ausgedriickt ist
dies eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die unitire Aquivalenz der beiden
Darstellungen einer abstrakten C* - Algebra, welche beziiglich der Zerlegung des klas-
sischen Hilbertraumes in reduzierende Teilrdume fiir den freien bzw. fiir den gestéorten
Einteilchen - Hamiltonian gebildet sind. Mit [KSchl] nennen wir die dufleren Felder, die
dieser Bedingung geniigen, regular.

Bongaarts [B] bearbeitete hingegen die Frage nach der Existenz von Operatoren fiir die
volle Zeitentwicklung im Fockraum der freien Felder, indem er Implementierungen von
Transformationen betrachtete, welche durch die Zeitentwicklung im Einteilchen - Hil-

bertraum generiert werden.

In der Folge von Fortschritten bei der experimentellen Bestatigung der QED gab es En-
de der siebziger Jahre eine Reihe von Untersuchungen, die mit mathematisch strengen
Methoden fiir den Fall der Fermi - Statistik kritische Phanomene in der Struktur des Va-
kuums fiir die volle Zeitentwicklung im Fockranm untersuchten [L;KSch2;SchS;S]. Es
liegt hierbei die Beobachtung bei mathematisch nicht exakten Modellen (' s. [RFK] und
die dort zitierte Literatur ) zugrunde, nach der das Vakuum ab einer kritischen Kopp-

lungsstirke der dufleren Felder von einem neutralen in einen geladenen Zustand iber-

geht. Obwohl es eine spontane Teilchenerzeugung im Falle statischer &uferer Felder
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nicht geben kann, bleibt deren Betrachtung von Interesse. Kovarianzforderungen der
Physik lassen fiir zeitabhingige duflere Felder den Gebrauch des "Teilchen' - Begriffs
nur fiir ein- und auslaufende Zustdnde zu [FSch]. Die Untersuchung von kritischen
Phinomenen hat sich so mit der Struktur des Streuoperators zu beschéftigen, die Ana-
lyse desselben weist starke Parallelen zur Untersuchung des Vakuums im Fall stationé-
rer duflerer Felder auf [S]. Neuere Publikationen auf diesem Gebiet beschaftigten sich
mit duBeren Feldern, welche sich zeitlich adiabatisch d4ndern [N1-N3] . Die experimen-
telle Verifikation der spontanen Positron-Erzeugung bei Streuungen superschwerer
Atomkerne in den letzten Jahren [Schw;C] hat wieder zu einem verstiarkten Interesse
auch an den mathematischen Aspekten der damit verbundenen Fragestellungen gefiihrt,
insbesondere auch zu Untersuchungen dieser Phinomene im Zusammenhang mit der
Spektraltheorie des Dirac - Operators [[_§] Im Falle von Pi-Mesonen ist, wie in [RFK]
argumentiert wird, die Diskussion superkritischer Felder eher akademischer Natur, da
die Parameter fiir den kritischen Fall jenseits des experimentellen Zugrnffs liegen. Die
mir bekannten Arbeiten zu kritischen Phinomenen im Modell der dufleren Felder be-

handeln die Fermi - Statistik, dltere Arbeiten zu den Bose - Feldern wurden nicht mathe-

matisch streng ausgefiihrt [SchSW;SchSw;RFK] .

Das vorrangige Thema dieser Arbeit ist die Behandlung der oben skizzierten Fragen fiir
den Fall von Klein - Gordon - Teilchen in statischen dufleren Feldern. Im Abschnitt 1.1
werden die Grundlagen dieses Modells im Rahmen des oben angesprochenen Modells von
Feldoperatoren und deren Transformationen im Fockraum vorgestellt. Die Theorie der
Implementierungen der durch "pseudo' -unitére Abbildungen generierten Feldoperator-
transformationen wird auf den Fall "pseudo' -partieller Isometrieen erweitert (Ab-
schnitt 1.2) . In Abschnitt 1.3 wird die bekannte Bedingung fiir die Implementierbarkeit
der Zeitentivicklung fiir den allgemeinen Fall pseudo -selbstadjungierter Einteilchen-
Hamiltoniane bereitgestellt. Wéahrend die Implementierung im Bosonen - Fall ohne Ein-

schrankung an die Kopplungsstarke der dufleren Felder geschehen kann und auch keine

Unstetigkeiten bei den implementierenden Transformationen auftreten ( im Gegensatz




iv

etwa zum Fermi-Fall, s. [R1] zusammen mit [KSch2] ), wird in 1.4 bei der Suche
nach einem Vakuumzustand fiir den vollen Fockraum - Hamiltonian das Auftreten von
kritischen Phinomenen klar. Nur fiir den Fall "'schwacher'" Kopplungsstarken kann so
fiir regulire Aufiere Felder ein ''gestértes’ Vakuum und damit eine explizite Konstruk-
tion des Fockraum - Hamiltonians und ( die Ergebnisse aus 1.2 nutzend ) eines Opera-
tors, der iiber wesentliche Eigenschaften eines Wellenoperators im Fockraum verfiigt,
durchgefithrt werden. Diese Bedingungen implizieren insbesondere, daf$ der ( pseudo-
selbstadjungierte ) Einteilchen - Hamiltonian Zhnlich zu einem explizit angebbaren
selbstadjungierten Operator ist. Die '"Physikalitét' des gewonnenen Fockraum - Hamil-
tonians wird diskutiert. Der Beweis, dafl die Regularitiat der &ufleren Felder notwendig
und hinreichend fiir die Aquivalenz der oben angesprochenen Darstellungen ist, wird mit
den Methoden der Beweise fiir die Bedingungen unitérer Implementierbarkeit gefiihrt
und so beide Vorgehensweisen miteinander in Beziehung gesetzt. In 1.5 wird schliefilich
die Vermutung aus [L;KSchl], daf die Regularitét duferer Felder und die Bedingungen
fir die Implementierbarkeit der Zeitentwicklung &quivalent sind, fiir den Fall

"schwacher' Felder bewiesen.

Im 2. Kapitel wird die Spektraltheorie des klassischen ( i.e. Einteilchen- ) Klein-
Gordon - Operators diskutiert. Der Ansatz fiir den freten K. - G. - Operator Hy erfolgt so
allgemein, daf die Betrachtung eines "unterlegten' Magnetfeldes in Kapitel 5 méglich
ist. Wir untersuchen den vollen K. -G. -Operator in einem Skalarprodukt, in welchem
er nicht symmetrisch ist, wohl aber ""pseudo'’ - symmetrisch. Fiir relativ Ho - beschrinkte
Potentiale 1afit sich dieser formale Operator zu einem wohldefinierten Operator H er-
weitern. Fiir "kleine' Kopplungsstiarken der Stérungen kann die Ahnlichkeit von H zu
einem selbstadjunglerten Operator explizit angegeben werden. Mit Hilfe einer Familie
quadratischer Operatoren lassen sich weitere spektrale Eigenschaften fir H ableiten
(Abschnitt 2.2) . Ein weiterer Vorteil bei der Wahl eines ''pseudo’ - selbstadjungierten
Hamiltonians ist es, auch Stérungen starker Kopplungsstarken betrachten zu kénnen. In

Abschnitt 2.3 wird fiir relativ Ho - kompakte Stérungen die Wohldefiniertheit von H und
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dessen spektrale Eigenschaften abgeleitet. Hiermit werden Voraussetzungen fiir die Erar-
beitung von Regularitétsbedingungen an die Potentiale ohne Einschrankung an die Kop-

plungsstéarke gegeben.

Diese Ausarbeitung erfolgt im bisher betrachteten aligemeinen Fall im 3. Kapitel. An-
hand einer Verallgemeinerung der Beweisideen aus [N;Sch] fiir den Fall des Dirac-
Operators, wird die Regularitit fiir moglichst schwache Bedingungen an die externen

Felder gezeigt. Des Weiteren wird eine notwendige Bedingung aufgefiihrt.

Mit diesen Mitteln kénnen die Regularitiatsbedingungen sowohl im 4. Kapitel fiir den ge-
wéhnlich betrachteten Fall, in welchem der freie Hamiltonian keine weiteren Felder ent-
halt, wie in Abschnitt 5.3, wo der Physik zusitzliche homogene Magnetfelder zugrunde
liegen, angewandt werden. Im 4. Kapitel wird neben der Erarbeitung einer im gewissen
Sinne schwiachstméglichen Bedingung sowohl an elektrische wie an skalare reguldre
juflere Felder die bekannte Irregularitit von Magnetfeldern gezeigt. Mit Hilfe eines
Satzes iiber die Existenz starker Limiten von Folgen "pseudo' -selbstadjungierter Ope-

ratoren wird in 4.2 gezeigt, daB das Coulombpotential nicht reguldr ist.

In Kapitel 5 betrachten wir die physikalische Situation, in welcher die dufleren Felder
auf Teilchen in einem "unterlegten'' Magnetfeld wirken, d.h. der "freie"" Hamiltonian soll
schon Teile des Magnetfeldes enthalten. Ergebnisse fiir die Spektraltheorie des sich erge-
benden vollen K. - G. - Hamiltonians werden fir allgemeine Magnetfelder in 5.1 und dar-
iiber hinausgehende fiir das homogene Magnetfeld in 5.2 entwickelt. In 5.2 kommen un-
ter anderem Ergebnisse aus 2.2 zur Anwendung , wenn die Existenz von Eigenwerten un-
abhéngig von der Kopplungsstirke einer Klasse nichttrivialer elektrostatischer Poten-
tiale in drei Dimensionen gezeigt wird. Ergebnisse aus 5.1 lassen die Vermutung zu
( welche natiirlich die Untersuchung dieses Systems motivierte ), daf8 die Regularitats-
forderungen hier schwécher sind als die fiir den in Kapitel 4 betrachteten Fall . In 5.3
kann jedoch gezeigt werden, daf} sich auch hier weder Adufilere Magnetfelder noch das

Coulompotential unter den regularen Potentialen befinden.
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Im Anhang werden schliefilich zwei Bemerkungen aus den Kapiteln 1 und 2 bewiesen

und die ( in der Literatur bekannten ) Beweise der Sitze 1.9 und 1.11 sowie des Lemmas

1.10 angetiihrt.

Die Notationen dieser Arbeit sind weitgehend die aus [K] . Im Unterschied hierzu wird
die Resolventenmenge und das Spektrum eines Operators T mit p(T) und o{T) be-
zeichnet. Mit einem beidseitig stetigen Operator J nennen wir einen Operator T kurz J-
symmetrisch bzw. J-selbstadjungiert, falls JT symmetrisch bzw. selbstadjungiert ist.
Zwei Teilraume M ,M» eines Hilbertraumes heifien J -orthogonal, falls M; orthogonal zu

JMs ist. ¢ bezeichnet universell eine positive Konstante.

Ich méchte an dieser Stelle all denen danken, die mich wéhrend der Erstellung dieser Ar-
beit durch kritische Diskussionen oder auf andere Art unterstiitzten. Mein besonderer
| Dank gilt Prof. Dr. Veseli¢ fiir seine Anreﬁ}lgungen und seine stete Diskussionsbereit-

schaft.




1. ZUR QUANTENTHEORIE GELADENER BOSONEN-
FELDER IN AUSEREN STATISCHEN FELDERN

1.1 Grundlagen

Sei im folgenden # ein separabler Hilbertraum, # (") bezeichne fiir n > 0 das n -fache

vollstindige Tensorprodukt von J mit sich selbst und #(°) := €. S, sei der Symme-
n
trisierungsoperator in & (") ( Def. s. [RSI § I1.4] ) und P := 690 Sn .
ns

w
Dann ist der Bose -Fockraum 3 #) gegeben durch = F( #):= 80%(2) mit
n=
(D) = Sy Z (™ . Q benennt den Vektor %1,0,0,...) ¢ ¥, das Vakuum. Sei weiter
Df ¢ F die Menge von Vektoren ¢ = {¢(™)} mo mit nur endlich vielen von Null ver-
ns

schiedenen Komponenten.

Fiir zwel Typen von Operatoren in & kdnnen wir deren ""Zweitquantisierungen'' ka -
nonisch konstruieren.

Sei A selbstadjungiert in # mit determinierendem Bereich D' und bezeichne
D, := {¢geDg| o™ ¢ ’_%ID' VY n e N }. Die lineare Erweiterung des Operators, wel-
cher auf DA NA&M™,n >0, durch

Aole. ol +JoA®][®. 8] +..+ [0.9][®A (1.1)

gegeben ist und auf #(% verschwindet, ist wesentlich selbstadjungiert auf D, , seinen
Abschlufl bezeichnen wir mit dI'(A). Als erste Anwendung definieren wir den '"Anzahl-

operator' .¥:= dI(I).

Die spektralen Eigenschaften von dI'(A) lassen sich nun leicht ableiten.




Lemma 1.1

Sei A selbstadjungiert in # , d['(A) wie oben definiert.

Es gilt :

ofdD(A)) = {0}U{AeR| A= ,.s“:lx,- fireinn e N; A € oA) }
1=

o(dT(A)) = {0 U{ X eR| A = jg‘Aj fireinn e N; A e op(A) }

o(dl'(A)) = {AeR| A= _%lz\j fireinn e N, A; € o(A), (1.2)
j=

und Aj € o(A) fireinj, 1¢j<n}

[s1]
H(dl'(A)) = ® H(A) (™) fir x = p,s,sc,

0
H(d[(A)) = eo Snet ( (A)® F (™)) fiir x = c,ac
n=

Beweis:  Seien Ty, Ts selbstadjungiert in den Hilbertraumen #;, #9 und {E(A)},

{Es(X)} die zugehérigen spektralen Familien. Nach [W Th.8.34] gilt fiir die spektrale

Familie {E(A)} des Operators T := T®[;+[:8T2 in #,® H3:
]
(vi®va, E(X) (wi®wa)) = [ (vi, Ei(A - p) wi) d,, (v2, Eo(p) wa) (1.3)
-0
filr vi,wy € H# 1, vo,wa € H9. Mit der Charakterisierung der spektralen Teilriume und
der zugehorigen Spektren ( s. z.B. [K VI §5,X § 2] ) kann man nun leicht ablesen, dai}

das folgende gilt :

aqT)={ AeR|A=X+Xy; XeoT;) j=1,2}
opo(T) ={AeR| A=A+ Aa; Ajeap(Tj) j=1,21} (1.4)

o{T) ={AeR| A=A+ A2; Ajea(T)) 1=1,2; Ajeae(Ty) j=1loder2} ,

HT) = H(T1) ® #(Ts) fir x= p,s,sc
HAT) = Hx(T))® HsU H1® F(Ty) fiirx =cac




Fiir den Operator S := T, ® Ty erhalten wir die spektrale Familie

E'(A) = E{(A) ®E5()) und so:

o(S) = o(T)Ua(Ta) , op,S) = 0p, (T)U op, (T2) ,
H(S) = Hx(Ti) ® H#x(Ts) fir x = p,s,c,ac,sc . (1.5)

0
Nun kénnen wir dI'(A) schreiben als die direkte Summe 690 An von selbstadjungierten
n=

Operatoren An |, den Abschliissen der durch (1.1) auf H#(?) definierten Operatoren.

Somit 1aft sich mit (1.4) und (1.5) auf die Behauptung schliefien. o

Zum anderen kénnen wir die 'zweite Quantisierung" fiir in # partiell isometrische
Operatoren angeben. Sei B ¢ .#( #) eine partielle Isometrie mit den orthogonalen Pro-

jektoren auf Anfangs- und Endbereich P und P'. Wir betrachten nun den Operator,

welcher auf #(2) fir n > 0 durch ,31 B, fiir n = 0 durch die Einheit gegeben ist. Die
j=

lineare Erweiterung dieses Operators auf F( #) ist dann aus B( F( H)), wir bezeich-

nen sie mit ['(B). Es gilt

I(B)* = [(B™) , I(B)"I(B) = I'(B"B) , ['(B)I(B)* = I(BB™) . (1.6)
Nun impliziert eine direkte Zerlegung von 4% in zwei abgeschlossene Teilrdume
H=PH &(1 - P)#, hier mittels eines in # orthogonalen Projektors P , die Iso-
morphie :

HH)y FPH)® F(I - P)YH) ,

wobei F{P#) und F((I - P)H) die Bose - Fockrdume iiber P % und (I -P)# be-

zeichnen. Seien die Vakua der beiden letztgenannten Fockraume P und [-p %0 sind

diese Fockraume mittels
FPH): FPH)S{Q )}, H-P)#)2(Q,}e (1 - P)A&)

isomorph zu Teilrdumen von F( ¥#).
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Nach (1.6) ist klar, da ['(B) eine partielle Isometrie in F( ) ist, die Operatoren

[(P) = I(B*B) , I(P') = I'(B)I(B*)

sind die in J( #) orthogonalen Projektoren auf den Anfangs - und Endbereich

M(P) H(#) = HPH)e{Q __}
und

I(P) H(H#) = IP'H)e{Q, .}
von I'(B).

Die Bezeichnungen T'(B) und dI'(A) riihren daher, daf fiir einen in & selbstadjun-
gierten Operator A dI'(A) der Generator der in ¥ unitéren Gruppe
I(exp(it A)) = exp (it d['(A)) ist.
Fir festes v ¢ & definiert man nun die Abbildung ¢(v): #(?) = # (1) durch
o(v) (vi®v98..8vy,) = (v, v) (v98...8vy)
und lineare Erweiterung auf # (") und die Abbildung c*(v): #(®) —+ Z (™) durch
c(v) (v/®v9®...8v,) = v8V®..8v,
analog. Vernichtungsoperatoren cs(v) in F sind nun auf D¢ gegeben durch
cs(v):=( A+ D) 3 c(v) ,
die Erzeugungsoperatoren ¢ (v) auf D¢ durch
cs*(v) 1= Py M(v) (H+ D) T .
Die Operatoren cy(v), cs" (v), v € & sind unbeschrankt und abschliebar.
Seien nun P, P? orthogonale Projektoren in 7% mit
PO PO . (1.7)

Wir definieren a?’i = Pii{ . FHH?) und F(H°) seien die Bose - Fockriume iiber
H? und H° . Bezeichne nun a(f), a*(f) und b(g), b*(g) die Vernichtungs - bzw. Er-
zeugungsoperatoren in F( #?) und F( H°) mit f e H), ge H°. Wir identifizieren




dann a(f), a*(f) und b(g), b*(g) mit den Operatoren a(f) @I, a*(f)®1 und I1®b(g),
I1®b*(g) in |

FH H)= HH2o H) 2 FHH) e FH X (1.8)

und bezeichnen sie wiederum einfach mit a(f), a*(f), b(g), b*(g) . Es ergeben sich aus

dieser Definition die kanonischen Vertauschungsrelationen (*"CCR's") auf Ds :

[a(), a(f)] = [b(g), b(g"] = [a™(D), b(g)] =0 ,
[a(f), a"(f)] = () , [b(g), b (g")] = (5 &) (1.9)
fir £, ¢ &2, g g ¢ #°. ™ benennt hier und im folgenden die Formel mit * wie die
ohne * | in Gleichungen sind auf beiden Seiten jeweils dieselben Symbole zu verstehen.

Bezeichnen wir nun die Abschliisse der Leiteroperatoren mit denselben Symbolen, so

sind die Definitionsbereiche dieser Operatoren gegeben durch

D(a(f)) = { ¢ ¢ F| lima(f) P é existiert } (1.10)

N—oo
und analog die der iibrigen Operatoren. Hier ist PN der spektrale Projektor des Anzahl-
operators ./ auf das Intervall [O,N]. Weiter gilt :

D(a(f)) = D(a*(1)) , D(b(g)) = D(b*(g))
() = a()" ,  b¥(g) =blg",
fir fe #2 ,ge H

Wir benétigen noch folgende in F dichte Teilraume

Dp:=n _ D(a(f)) n_ D(bg)),
fe 9 ge &2

a0

D :=0 D(Ai),

X0 ]:l

D = 2 { fla*(ty) 11b%(g) @ | fie #%, gie #2m, e},
1= ]=

( £ bezeichnet die lineare Hiille der Vektoren. ) Es ist D_CDq; D ist invariant unter
der Wirkung der Leiteroperatoren. Weiterhin gelten die CCR's (1.9) auf D, . Mit
¥ ¢ De oder 9 e D gilt die Abschatzung




12D gl <l (8) , 1) gl < llgll ()
fir fe #2 ge H°.
Schliefilich sind die Feldoperatoren auf Dﬂ definiert durch
& (v):= a(P%) + b*(CPY%) (1.12)

fiir alle ve #; C sei eine Konjugation in #°. Gemaf (1.9) ergeben sich die

Vertauschungsrelationen auf D_

[2(m,2(w)] =[8(®) ()] =0,

[8(v),2(w)"] =(v,Tw), (1.13)
fir alle v,w ¢ # ; J bezeichnet

J:=P) -P%. (1.14)

(Gegeniiber anderen Formalismen hat der Gebrauch von Feldoperatoren zum einen den
Vorteil, dal die Abbildung v+ ® (v) kompler antilinear ist, zum anderen sind Feld-

operatoren eng mit den in der Physik gebrauchten Operatoren verbunden ( s. z.B.

[r31)-

Wir wollen nun die ( unten angefiihrte ) Irreduzibilitit der Weylalgebra im Formalismus

der Feldoperatoren nutzen. Dazu definieren wir auf D
d®(@) = a®(P) + bIUPY), dg(v) 1= 1/VZ(d(v) + d*(v)) Vve #

Die Operatoren ®4(v) sind wesentlich selbstadjungiert, ihre Abschliisse, die ""Segal -

Feldoperatoren' ,bezeichnen wir mit demselben Symbol. Es gilt :

D(ds(v)) = { pe F| lim( d*(v)PN_l +d(v)P, )¢ existiert }

N=o

®g(v) ¢ = lim ( d*(v)PN_l +d() Py )¢ fir ¢eD((v)) .

N=w

Gilt nun auf D¢ fiir ein B ¢ #( F)

B ()™M =3(v)"'B VveH#,

so hier ebenfalls
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Bdyv)=d(v)B Vve H.

Da die ®(v) selbstadjungiert sind mit determinierender Bereich D¢, folgt ( es ist
{( ®(v) -i) ¢ | ¥ € Df } dicht in &), daB die Resolvente von &(v) mit B auf Df und
so iiberall vertauscht. Es ergibt sich B ®v) C $(v) B und mit den Weyloperatoren
W(v):=expi®s(v) : BW(v) = W(v)B fiir alle v e # auf Df und so iiberall. Wie
man nun leicht sieht (s. z.B. [RSII§X]) ist die Menge der Operatoren
{W(v) | v e #)} irreduzibel auf F(H) , es folgt B = a I. Wir erhalten also, daf} falls
fir ein B ¢ 2( )

Be()™M=3("™B VveH#

auf D¢ gilt, B ein vielfaches der Einheit sein muf.

Zum Abschlufl dieses Abschnittes betrachten wir eine triviale Form einer Implementier-
ung von Transformationen der Feldoperatoren.
Sei B e B(¥) partielle Isometrie mit Anfangsbereich P # und Endbereich P'# , fiir

welche
BJ=JB  ie PiBPg:O
gelte. Dann folgt mit dem oben definierten I'(B) auf Ds :

I(B)a"(f) = a*(BH) I'(B) ,

I[(B) a(f) [(P) = a(Bf) [(B) ,
a(f) I(B) = I(B)a(B™) , (1.15)

[{P') a™(f) I(B) = I(B)a™(B™)

fir alle fe s#2. Die gleichen Gleichungen gelten mit b™)(g) an der Stelle von a™)(f)
fir alle ge #2. Esist I(B) P, = PN' [(B) fir ein N' <N und so gilt mit geeig-

netem ¢ e F fiiralle fe H9 :

I(B) lima®(f) P, ¥ = lim a*(Bf) I(B) P, ¥
N— o N~

= lim a*(Bf) P, [(B)y. (1.16)

N =
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Folglich bildet I'(B) D(a(f)) in D(a(Bf)) ab, analoges gilt fir D(b(g)). Damit gilt
I'(B) DnCDg - Auferdem sieht man an (1.16) und den ibrigen so aus (1.15) gewonne-
nen Gleichungen, daf (1.15) und die analogen Gleichungen fiir b™)(g) auf Dy gelten. Be-

zeichne nun B den Operator

POBPY:=P!BP? , PPBPY:=P'CBCP! , PJBPI=0. (1.17)

Hiermit folgt aus (1.15) auf D, :

I(B) & (v) I(P) = & (Bv)I(B),
I(P") @ (v)I(B) = I(B) & (B*v), (1.18)

fiir alle v e H#.

Beweise fiir alle obigen Behauptungen sind, so nicht skizziert, in [ RSRSILR4 ] zu

finden.




1.2 Partiell isometrische Implementierbarkeit

Wir wollen nun Transformationen der Feldoperatoren

B(v)—d(v) Vvex
betrachten, welche zuerst einmal durch einen Operator U ¢ B(H) , gemah

& (v) =@ (U™) | (1.19)
fir alle ve 2, auf Dn generiert seien. Diese Transformationen sollen von der Gestalt
sein, dafl die Operatoren & (v) wiederum den Vertauschungsrelationen ( 1.13) geniigen.
Es muf somit gelten :

(U*v, J U w) = (v, J w)

fir alle v, w ¢ M', wobei M' einen abgeschlossenen Teilraum von &% bezeichne. Sei P
ein Projektor auf M' (i.e. P' ¢ (&), P2 = P' ) so ist die letzte Gleichung aquivalent

zu
UJuU* =P,

woraus die J - Symmetrie von P' klar wird. Sei weiter P der J -symmetrische Projektor
P:=JUYJU.

Wir gelangen also zu Transformationen, welche die Vertauschungsrelationen der Feld-

operatoren invariant lassen, falls
UJUSI=P' |, JUSJU =P (1.20)

gilt, wobei P und P' die J - symmetrischen Projektoren auf den "Anfangsbereich" ( i.e. -

UP = U ) und "Endbereich" ( i.e. P'U = U ) von U bezeichnen.

Wir nennen einen Operator U ¢ 2( #), welcher (1.20) geniigt, partiell Jisometrisch
mit Anfangsbereich ( kurz "AB") P % und Endbereich ("EB") P' #. Diese Bezeichnung

soll den J-unitiren Fall i.e. P = P'= Id;{ , einschlieflen.
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Sei U partiell J-isometrisch, so nennen wir die gemaf (1.19) durch U generierte Trans-
formation der Feldoperatoren partiell isometrisch implementierbar, falls eine partielle
Isometrie % ¢ B(H) existiert, so daB auf Dy,

2d(v)= 2 B(v) ¥ (1.21)

fiir alle v ¢ % gilt. Hier und im folgenden bezeichnen & und 2" die orthogonalen Pro-

jektoren auf den Anfangs- und Endbereich von #. Falls ein solches # existiert, mufl es

nach (1.21) Dp in Dy abbilden, genauer #D, auf .'?IDﬂ'

Weiterhin ist % durch (1.21) bis auf einen Phasenfaktor bestimmt :

Ist auch %' partielle Isometrie mit AB 2% und EB 2'F, welche (1.21) erfiillt, so gilt
auf Dy: '@ (v) uu*= w®(US) «™= v 4™*®(v) & fir alle ve #; die
gleichen Gleichungen erhalt man fir @ (v)™ an der Stelle von & (v). Wie in Abschnitt
1.1 gezeigt, fithrt dies zusammen mit der Irreduzibilitat der Weyloperatoren
{W(v)| veP'H} aul 2'F, 2u % U™ = a P firein ae( Alsosind #und %'

bis auf einen Phasenfaktor identisch.
Anstatt (1.21) auf Dn zu fordern, kénnen wir auch auf D
%d (v)*) = 29 (v)*) % firalle ve #
verlangen. Die letzten Gleichungen fithren, wie man mit dem Gleichungen fiir das Irre-
duzibilitatsargument aus Abschnitt 1.1 leicht sieht, zu (1.21).
Natiirlich sind die Projektoren P und &, sowie P' und &' miteinander verbunden. Wir
setzen in (1.21) U =P, fiir das zugehsrige % gilt : % w'= w*u= 2. Auf Dn folgt :
wr u*®(v) P= w2 @(JPJv) # = w28 (P*PYy) #¥= 23 (v) w2 u*

fir alle v ¢ J%. Mit den analogen Gleichungen fiir ¢ (v)* und dem obigen Irreduzibili-

tatsargument folgt %2 9*= # und also zusammen mit ¥ %= #: U= U= P
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{ bis auf einen Phasenfaktor ). Man erhalt auf Dy:
PE(v) A= 28&(P") Vve #
und ebenso (1.22)
PO(v)P=2BP*N) VveH.
Mit Hilfe von (1.22) kénnen wir (1.21) schreiben als
% ®(U*v)= 28 (P™) %.
Mit w:=U=P*=JPJwund UJw=UJU* =P'Jy
erhalten wir
“®(P'w)= ¥ ®(w) 2= 23(JUJTw) ¥ (1.23)
auf Dn fir alle we # .
(1.23) ist einfach die "Implementierung' der zu (1.19) inversen Transformation
(V)P (v):=2JUJv) Vve XK. (1.24)

Die Implementierbarkeit von (1.19) und die von (1.24) sind folglich iquivalent.
( Umgekehrt wiirde ausgehend von der Gleichung % & (v) # = ¢ (JU Jw) # dann
PO(v) P=9 (P*v) &# und damit & (U*v) = 2 &(v) % folgen.)

Fiir die Implementierbarkeit J - unitarer Transformationen liefert der folgende Satz, des-
sen Beweis mit mathematisch exakten Methoden auf [Sh] zuriickgeht, eine notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die unitire Implementierbarkeit ( zum Beweis der Aus-

sagen in der unten zitierten Form, siehe auch [R1] baw. Abschnitt 1.4 ).

Satz 1.2

Die Transformation (1.19) mit J-unitirem U ¢ .B( %) ist genau dann unitir imple-

mentierbar, wenn

PXUP? JP2UPY ¢ By H) . (1.25)




Fiir einen Spezialfall partieller J-Isometrien wollen wir nun notwendige und hinreichen-
de Bedingungen fiir die Implementierbarkeit aufzeigen. Wir betrachten solche Operator-
en U, fiir die es eine Zerlegung gibt, so dal mit Hilfe von Satz 1.2 und der kanonischen
Zweitquantisierung aus Abschnitt 1.1 Implementierungen fiir die Komponenten vor-
liegen. Im Rahmen des "Segal - Ansatzes" zur Bogoliubov - Transformation ist dieses
Vorgehen sehr "natiirlich", das dem nachfolgenden Satz entsprechende Theorem im Rah-
men dieses Zugangs wurde in [Wa2] bewiesen. Wir folgen dieser Beweisidee. Eine

Abwandlung des Satzes werden wir im néchsten Abschnitt anwenden.

Lemma 1.3

Sei U e #( H) partiell J-isometrisch. M6gen die Projektoren auf Anfangs- und End-

bereich von U mit J vertauschen :
JP=PJ ,JP' =P'J . (1.26)
Sel U="T|U]| (1.27)

die polare Zerlegung von U.

Dann ist |U| e B(#) partiell J-isometrisch mit AB und EB P # .

T ¢ .3( H#) ist partiell isometrisch wie auch partiell J-isometrisch, es gilt :

T] =JT,
™I T=JP ,TJT*=Jp' , T"T=P ,TT"=P'.

Beweis: Sei $:= U*U |, soist ( wegen R(U) = P'# )
$JS=U*UJUU=UPU=UJU=TP .
Nun ist S nichtnegativ, folglich auch JSJ . Wegen J'=1J gilt

(JST) =J877 .
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Nach (1.28) und (1.26) ergibt sich
JSJS=P=5JS57J

und damit ( s. z.B. [K Th.V 3.35] )

1l
2

[
[y
[

(JSJ)?$*=S5%(JSJ) =P .

Wegen ST = |U| gilt also :
J|U|J|ul=|U]|J|U|J=P.

Somit liefert T := U J |U| J die gewiinschte polare Zerlegung :
T|U|=UJ|U|TJ|U}|=UP=TU.

Nun ist
U] J Ul J|Ul =P |U]=|U|P=|U|

und damit
TI=UJ|U|=UT|U|T|U|J|U|=UT|U||U]T|U|J

UJU*UJT|U|T=PJUJT|U|I=JUT|U|J

=JT .

Weiter erhilt man
T*T = J|U| J|U| |[U| T |U|]J
=P,
TT*=UJU*U JU*
= P!

und wegen J T = T J die beiden iibrigen Gleichungen. 0




Satz 1.4

Sei U € B(H) eine partielle J-Isometrie und gelte (1.26). Seien P,P', 2, #' wie oben
definiert.
Die Transformation (1.19) ist genau dann durch ein # mit 2 =I(P) , 2' = r(pY)

partiell isometrisch implementierbar, falls

POUPY , PPUP? ¢ BoPH) . ' (1.29)

Beweis:  Seien Pg U P:‘; ¢ BoP H) . Dies ist dquivalent mit Pg U*Pg e BA(PH),
weiter vertauscht der Operator T aus der polaren Zerlegung (1.27) nach Lemma 1.3 mit
0
P; ,sodaf
0 7% _ po 0 m*
PIU Pg _Pi|U]P$T '
und (1.30)
0 11¥po — po 0 m¥*m _ po 0
PYUP.T =P, U] P_T'T=P; [U| P_P
— po 0
= P} |U| P
(esist |U|P = |U| ) gilt. Also sind PgUPg ¢ BoPH) genau dann, wenn
PS |U| Pg ¢ P H#) (was wiederum &quivalent ist mit P) [U| Pi e B H)).
Nach Lemma 1.3 ist |U| auf P % J-unitar, nach Satz 1.2 existiert somit eine unitéire
Transtormation ’?[P' : AP H)r> FPH) , welche Dﬂ N F(P #) auf sich abbildet,

so daf} hier

?{p'¢(|U|v) = & (v) ?lp' (1.31)
fir alle veP# gilt. Wenn wir im folgenden Tensorproduktzerlegungen des Fock-
raumes betrachten, so wollen wir die Anteile der Feldoperatoren auf den Teilriumen mit
demselben Symbol wie dem fiir die Operatoren in & bezeichnen. Wir erweitern ‘ZIP' auf
Z , indem wir %' durch

u'i= u) el (1.32)

auf F(H)y FHPH)® F(I - P)H#) definieren. #'ist damit unitar auf F und bil-
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det Dy auf D ab. Auf D, erhalt man mit (1.31)
@(v) ' =3 (Pv+ (I-P)v)
= %' ®(|U|v+(I-P)v) (1.33)

fir alle v e 2 . Nach Lemma 1.3 ist T in der polaren Zerlegung (1.27) eine partielle
Isometrie in # , welche mit J vertauscht. Wir definieren nun I(T) gemaB Abschnitt
L.1. Mit

# := I(T) %'
gilt dann :
™ =T(T) %' u*I(T)* = I(T) I(T)* = I(P")
¥ % = «”T(T)I(T) %' (1.34)
= #"I(P) %'
= I(P) ,

da %' nach (1.32) mit ['(P) vertauscht ( #'hat AB und EB (P #) ). Der so definier-
te Operator % ist demnach eine partielle Isometrie in % mit AB und EB I'(P) F und
[(P") ¥ . Da dies fiir [(T) gilt, bildet auch % #Dp auf #'D, ab. Mit (1.18) und (1.33)

folgt auf Dﬂ

2o(v) 4= 2% (v)I(T)

= I(T) & (T*v) #'
% 3 (|U|T* + (I-P) T*)
% & (U™ + (I-T*T) T*)
% & (U")

Vve &,

Sei nun andererseits (1.19) partiell isometrisch implementierbar. Dann gilt (1.21) mit
einem % ¢ B(F), s0daB ¥ u = I‘(IS) LU U= P(Is‘) . Wir definieren nun mit T
aus (1.27)

¥/4 :=FT*?(.
t (T)
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Es ist

%IUI*%IUI = ¥*'N(T)(T) % = «*I(P') « = ¥*u = I'(P) ,

2y, %|U|*= D(T)* # #*T(T) = N(TY'1(P") I(T) = N(T)*I(T) = I(P) ,

und %lul somit eine partielle Isometrie in ¥ mit AB und EB P(ﬁ)?. Damit ist

%\ 2uf [(P)F unitir. Weiterhin bildet nach Definition |y PDpaui 2Dy ab.

Auf 5’Dn gilt fiiralle ve P¥ :
MT)* & (Tv) %
am & (|U| T*T v)
2{|U| @(ILrl V) .

Q(V) ?[IUl

Also ist die Restriktion von % t auf F(PH) die unitire Implementierung der Feld-
operatortransformation, welche durch den auf P # J-unitiren Operator |U| generiert
wird. Nach Satz 1.2 folgt P} |U]| Pg__ ¢ ByPH), was nach (1.30) aquivalent mit
POUPY e #(P#) ist. o
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1.3 Implementierung fiir die Zeitentwicklung und das Problem des
Fockraum-Wellenoperators

Wir wollen nun die bekannten ( u.a. [B;H;Se] ) Bedingungen fiir die Implementierbar-
keit der Zeitentwicklung fiir den allgemeinen Fall einer stark stetigen J-unitdren Zeit-
entwicklungsgruppe aufzeigen. Die "Implementierung' fiir die Wellenoperatoren als

Anwendung der Ergebnisse aus Abschnitt 1.2 wird diskutiert.

Satz 1.5

Sei Uy eine einparametrige stark stetige Gruppe von beschrinkten J-unitiren Opera-
toren in # .
Die Transformation (1.19) mit U = U, ist genau dann unitir implementierbar durch ei-

ne stark stetige unitire Gruppe ¢, falls R 3t~ P2 Uy P stetig in 8o &) ist.

Beweis :  Nach Satz 1.2 existieren unitdre Operatoren %, t ¢ R, so dafl (1.21) mit
% = %, fiir alle t ¢ R gilt , genau dann, wenn P Uy P2 ¢ Bo( H#) fiir alle t e R ist
(Es geniigt diese eine Bedingung, da: || P? U, P? ”2 = || P2 U P? ||2 = || P U PO ”2)
Aus Gleichung (1.21) (mit % = % ) folgt , dai die { #¢ | t ¢ R } eine unitdre Gruppe

bilden. Es bleibt also zu zeigen, daf
Ue =521 & PIUP? -0 in B H#) firt—0
In [R1;Se] wird gezeigt, daff wir den Phasenfaktor in % so wahlen kénnen, daf der

Vakuumerwartungswert durch

@ %9 = 11 - e

gegeben ist. Hier sind { Aj(t) | j ¢ N} die singuliren Werte des H.S.-Operators
A:=POU P2 (P°U, P% -t .(Es folgt unmittelbar aus der J-Unitaritat der U, daf
(P2 U, P%) -1 fiir alle t € R existiert und aus B( &) ist, und ebenso, daff
D0<¢A(t)¢f<1 VieN,VteR )
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Gilt nun % -1 fiir t -0, sofolgt (Q, #¢Q)-+1 und damit Aj(t) -0 fiir

00

alle j e N. Dies gilt genau dann, wenn || A ”2 = '21 Aj(t)2 == 0 und somit
]=

P? U¢ P? -—- 0 in der H.S. - Norm fiir t — 0.

Gilt umgekehrt die letztgenannte Stetigkeit, so folgt (Q, #:; Q) -=+1, also %, Q -~ Q
fiir t -~ 0. Auf D, hat man mit (1.23) : a®(U ) %y = % aM)

b™(Ueg) #e= % b™(g) ,Vie %2, Vge #°, esfolgt Ug-—1 aufD und da D
dicht in Fund % ,t ¢ R, gleichmafig beschrankt sind, %, -8-+1 firt -- 0. o

Nun zum Operator der Zeitentwicklung in & . Hierzu bezeichne zuerst Hy den in &%
selbstadjungierten freien (Einteilchen-) Hamiltonian. Sei weiter 0 ¢ p(Ho) . Pi sind
jetzt die Projektoren auf den positiven und negativen Teilraum fiir Hp. Als Gruppe der
freien Zeitentwicklung in ¥ erhdlt man ( mit der Notation (1.17)) I'( exp(i Ho )~),
t € R. Es folgt als freier Hamiltonian By der Operator dI'( H, ), wobei Ho auf D(Hy) ent-
sprechend (1.17) gebildet sei. Hq ist selbstadjungiert und positiv definit, Bo nicht-

negativ mit einfachem Eigenwert 0 . Es ergibt sich :
® (exp(-1 Hot)v) = exp(-1Bgt) ® (v)exp(iBot), (1.35)
auf Dn firalle ve #,te¢R, sowie
exp(1Bot) Q = Q firalle t ¢ R. (1.36)

( Vertauscht Ho mit der Konjugation C, so folgt einfach By = dI'((|Ho|) = dI'(J Hy) .
Dies gilt z.B. fiir den Fall, in welchem C die natiirliche Konjugation in # = Ly und Hy

ein Multiplikationsoperator (im Impulsraum) ist. )

H bezeichne nun den in # J-selbstadjungierten vollen Einteilchen - Hamiltonian. Wir
wollen zunéchst annehmen, daf H der Generator einer stark stetigen einparametrigen

Gruppe beschrankter Operatoren in & sei, welche wir mit {exp(iHt) | teR} be-

zeichnen.
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Bongaarts [B] folgend, verstehen wir unter dem vollen Hamiltonian in F einen selbst-

adjungierten Operator B |, mit welchem auf Dﬂ
b (exp(iHt)* v) = exp(-iBt) & (v)exp(iBt), (1.37)

fir alle ve o, teR glt ( Hier tritt der adjungierte Operator entsprechend (1.19)
auf. ). Da, wie oben gezeigt, exp(i B t) bis auf einen Phasenfaktor eindeutig durch (1.37)

bestimmt ist, ist B bis auf eine Konstante festgelegt.

Korollar 1.6

Ein in  selbstadjungierter Operator B, welcher (1.37) erfiillt, existiert genau dann,

wenn

Plexp( Ht)P? ¢ B H) VteR. (1.33)

Beweis: Nach Satz 1.5 existiert eine stark stetige einparametrige unitire Gruppe
%, , welche die Transformation der Feldoperatoren implementiert, genau dann, wenn
(1.38) gilt ( (1.38) und P exp(i H t) P? £~ 0 implizieren P? exp(i Ht) P2 — 0 in der
H.S. -Norm fiir t — 0 ). Nach dem Satz von Stone&existiert ein selbstadjungierter Ope-

rator, welcher die Gruppe % generiert. a

Unter der Bedingung (1.38) an den Hamiltonian H 148t sich die Zeitentwicklungsgruppe
in F darstellen (s. [R1] ), jedoch erfihrt man mit Hilfe dieser Darstellung wenig iiber
die Struktur des Hamiltonians B. Hierzu ist der Zugang im n&chsten Abschnitt sinn-

voller.

Eine Moglichkeit etwas iiber die spektralen Eigenschaften von B zu erfahren, wire die

Konstruktion von Fockraum - Wellenoperatoren.

Das folgende Lemma soll kurz die Eigenschaften der 'Einteilchen" - Wellenoperatoren

fiir den Fall J-selbstadjungierter Hamiltoniane H vorstellen.




Lemma 1.7

Set H J-selbstadjungiert und &hnlich einem selbstadjungierten Operator in & .

Die Wellenoperatoren

Wi, 2:=s-1im exp (1 Ht) exp(-1Hot) Pac(Ho) (1.39)

{ =X

als Elemente aus .2( &) mogen existieren, wobei Pac(Ho) den orthogonalen Projektor

auf den absolut stetigen Teilraum von Hg bezeichne.
Dann sind die Teilrdume R(W), 3) abgeschlossen und sie reduzieren H. Es gilt die Ver-

kniipfungsrelation
HW;2W;He j=1,2. (1.40)

Seien P, o die J-orthogonalen Projektoren auf R{Wj, 2) , so sind die Operatoren Wj, 3
partiell J-isometrisch mit Anfangsbereich Pa.(Ho) # und Endbereichen Py o ¥ .

Beweis:  Da H &hnlich einem selbstadjungierten Operator ist, existiert ein in & beid-

seitig stetiger Operator A , so dafl
exp(iHt)= At exp(iH't) A VteR

mit einem in J selbstadjungierten Operator H' gilt. Damit ist exp (i Ht) wohldefi-

niert, fiir die Wellenoperatoren erhalten wir

Wio=A1 s-lim exp (1 H't) A exp(-iHot) Pac(Ho) ,

t - o
und damit "verallgemeinerte' Wellenoperatoren, deren Existenz und Vollstandigkeit im

Rahmen der " 2 -Hilbertraum'' - Theorie untersucht werden kann.
Um die Abgeschlossenheit von R(W), 3) zu zeigen, betrachten wir die Operatoren

D(Vy,2) :={ve H| lim exp(iH't) A exp(-iHot) v existiert }

t vt

Vi2v:= lim exp(iH't) A exp(-iHot) v fir veD(Vyq) .
t ++o
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Wir kénnen analog zum Beweis von [W Th.11.1] (wo A=I) vorgehen und erhalten, daf
D(Vy,2) abgeschlossen sind. Da V), 3 beidseitig stetig sind ( weil dies auch fiir A zu-
trifft ), folgt die Abgeschlossenheit von R(Vy, 9) . Nun ist P.(Ho) & eine abgeschlos-
sene Teilmenge von D(V, 2), woraus sich die Abgeschlossenheit von V|, 5 Pac(Ho) H#
also auch die von A1V, 3 Pac(Ho)# und somit die von R(W,, ) ergibt. Wie im
oben zitierten Theorem kénnen wir hier zeigen, daB Ho D(V, 2) und H' R(V, ) redu-
ziert. Aus der Ahnlichkeit folgt dann, da H R(W}, 9) reduziert.

Die Verkniipfungsrelationen folgen wie im Fall 'gew6hnlicher" Wellenoperatoren. Fiir
v e (Pac(Ho))t ist Wy 2v =0 .Pa(Ho) ist ein orthogonaler Projektor und wegen
Pac(Ho) J = JPac(Ho) (s.[K Th.X 1.6]) auch J-orthogonal. Es gilt wegen der

J-Unitaritat von exp (1 Ht):

(exp(iHt)exp(-iHot)v,Jexp(iHt)exp(-iHot)w)=
=(exp(-iHot)v,Jexp(-iHot)w)= (v, T w)

fir alle teR, v,we P, # . Damit sind die Wy 9 nach unserer Definition partiell

J-1sometrisch. o

Wellenoperatoren in .# lassen sich i.A. nicht analog zu den Einteilchen - Wellenopera-

toren als

s-1im exp (iBt) exp(-iBot) Pac(Bo) (1.41)

t—m
definieren, was bekannt ist ('s. z.B. [BR] ) und was wir in Abschnitt 1.4 kurz ableiten
werden. Eine Mdglichkeit einen Operator in F zu finden, der wesentliche Eigenschaften
von Wellenoperatoren aufweist, ist, die Implementierung der durch Wellenoperatoren in

7 generierten Feldoperatortransformationen zu betrachten.
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it

Bemerkung 1.8 :

Nach Satz 1.4 existieren Operatoren, welche die durch Wy, 5 generierten Feldoperator-

transformationen partiell isometrisch implementieren, falls

gilt fir €=+, -, j=1,2 . Da H &hnlich einem selbstadjungierten Operator sein
sollte, ist o{H) CR. Aus den Verkniipfungsrelationen der Einteilchen - Wellenopera-

toren ergibt sich :
(H -in) -t Wy, 2= Wi, 2(Ho -in) "t VpeR\{0}.

Wiederum wegen der Ahnlichkeit von H zu einem selbstadjungierten Operator, kénnen
wir die expliziten Ausdriicke fiir die spektralen Projektoren selbstadjungierter Opera-
toren [K. Lemma VI 5.6] benutzen. Wir nehmen an, dafl es eine Liicke im Spektrum
von H gibt, so dafl mit P,, P. J-symmetrische Projektoren in # existieren, welche
mit H vertauschen und fiir die P, + P. =1 gilt. Diese Projektoren sind &hnlich den
spektralen Projektoren auf den positiven und negativen Teilraum des zu H &hnlichen

selbstadjungierten Operators. Dann erhalten wir aus der letzten Gleichung :

P, Wi a=W,2P)
Es gilt also P W; P%, ¢ #5(Pac(Ho)H#) genau dann, wenn

Pg P W; e By(Pac(Ho) #) oder P,(Ho) Pg P.. Wj e By H), was wegen
Pac(Ho) PSP Wi JW;™J = Pa(Ho) POP_ P;

und

Pac(H{)) Pg }?__s Pj W) = Pac(Ho) Pg P_e W] y
dquivalent zu
Pac(Ho) PP Pj ¢ B H)

ist, jeweils fiir e = +, - ,)J=1,2.
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Nun benétigen wir fir die Anwendung von Satz 1.4 zusatzlich, daf§ die Projektoren Py, »
mit J vertauschen (Fiir Pao(Ho) ist dies trivial erfiillt [K Th.X 1.6].). Fiir den Fall
des Klein - Gordon Hamiltonian kann man sich nun iiberzeugen, daff diese Bedingung
praktisch nur erfiillt ist, falls Py = Py = I und damit das Spektrum von H rein absolut
stetig ist ( Anhang Satz A.1). Als praktische Anwendung gelangen wir so nur zu einer
Aussage iiber die Implementierung von J-unitiren Wellenoperatoren. Nach dem oben

Gezeigten liegt die unitare Implementierbarkeit in diesem Fall genau dann vor, wenn

POP. , POP, € @By H) . (1.43)

Um zu einer "Implementierung der Wellenoperatoren aufierhalb dieses Spezialfalls zu ge-

langen, nutzt uns eine Modifizierung von Satz 1.4 im néchsten Abschnitt. Dort werden

die Bedingungen (1.43) von zentraler Bedeutung sein.
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1.4 Konstruktion von Fockraum -Hamiltonian und

-"Wellenoperator"

Den zweite Zugang zu den dynamischen Gréfien im Fockraum kénnen wir mit der Frage
einleiten, wann in ¥ fiir die Feldoperatoren eine weitere Quantisierung vorliegt, beziig-
lich welcher der Fockraum - Hamiltonian B kanonisch gegeben ist; d.h., wann gibt es ein
weiteres System aus Leiteroperatoren und Vakuﬁm, das J aufspannt, nun gewonnen
mit Hilfe einer Zerlegung von &% in Teilrdume, welche H reduzieren ?

In der Sprache der Theorie der C*-Algebren ausgedriickt ist gefragt, wann die
Fock - Darstellung aus 1.1 dquivalent ist zu einer solchen, welche durch eine Zerlegung
von J in spektrale Teilrdume fiir H bestimmt ist. Beantwortet wurde diese Frage schon
fiir Fock - Darstellungen der Clifford - Algebra in [MV] und spater in [P2;KSchl] . Uns
soll hier besonders interessieren, was fiir ''starke' externe Felder gesagt werden kann.
Weiter wird gezeigt, dafl die obige Frage mit den Beweismethoden fiir die unitére

Implementierbarkeit ( Satz 2.1 ) gelst werden kann.

Sei H J-selbstadjungiert, P,,P. zugehérige "spektrale Projektoren', worunter wir

J -symmetrische Projektoren, die mit H vertauschen, verstehen wollen. Gelte weiter

P, + P.=1 (1.44)
Sei K¢ B(H) gegeben durch

K:=P, - P. . (1.45)
Wir definieren auf Dn :

$(P,v) =: a (P, JP,v) , ®P.v)=: - b(C, P-JP.v)
fiir alle v ¢ # und erhalten :

a(f) a(P¢f) - b(CPYH)
b (Cig) = - a(P%g) + b (CPg) (1.46)

It

fir fe &, , ge H- ; hier bezeichne C, eine Konjugation in #.( Man beachte, daf




wegen der J-Symmetrie von P.  C2=Cy, (Cig JCig)=(g',Jg) fir alle
g g e H_ gilt. ). Sei weiter:
a*(f) := a(f)* , b™(g):= b(g)* . (1.47)
Aus (1.9) (auf D) ergeben sich die Vertauschungsrelationen auf D_:
[a(),2(E)] = (L T1) = (5, ),
[b(g), 5" ] = (8,-T ) = (g, 8"),, (1.48)
[alD,a(f)] = [bg),b(g) ] =[alh),b™)g)] =0
fir alle f,f' ¢ #, , g g'e J¥. . Hier bezeichnet (--) . folgende sesquilineare Form
auf 7% :
(i, g)JK =, JKg) Vige #. (1.49)

Man beachte, dal JK ein symmetrischer, beidseitig stetiger Operator auf J# ist.

Insofern, als dafl auf der rechten Seite von (1.48) nicht mehr das % - Skalarprodukt er-
scheint, ist die Transformation (1.46) keine Bogoliubov - Transformation. Die auftreten-
de Sesquilinearform (1.49) ist jedoch an dieser Stelle sehr "natiirlich"”, da beziiglich die-

ser Form der Operator H symmetrisch ist.

Gesucht ist nun nach einem Vakuum fiir die Operatoren ;(*)(_P, v), B(*)(P- v), d.h,

nach einem nichttrivialen ( auf eins normierten ) Vektor Q aus & mit

QeDy, af)Q=blg) Q=0 VieH Vge X . (1.50)
Falls es einen solchen Vektor gibt, ist wegen der Irreduzibilitit der Weylalgebra klar,

daf er bis auf einen Phasenfaktor eindeutig durch (1.50) bestimmt ist.

Wir miissen zunichst verlangen, daf JK nichtnegativ ist, ware dies nicht der Fall, so

wiirde unmittelbar aus der Existenz von Q folgen :

la*(t) Q|2 = (@, [alt),a* (D] Q) = (£ TD || Q|2

und damit fir {e #, mit (f, J{) < 0 ein Widerspruch.
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Es sei vermerkt, dafl JK genau dann nichtnegativ ist, wenn dies auf J }2%, und

-J t #. zutrifft. Weiter folgt aus JK 20 sofort #.N #H2= H.0 H2 = {0}.

Wir entwickeln nun notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz des
Vakuums (1.50) , indem wir bekannte technische Lemmata zum Beweis von Satz 2.1 so
verallgemeinern, dafl sie auch hier anwendbar sind. Da nun die Grundlagen der Beweise
der folgenden Satze 1.9 und 1.11 und des Lemma 1.10 bekannt sind, haben wir diese nur

im Anhang hinzugefiigt.

Ausgangspunkt seien die abgeschlossenen Teilriume von # M und M'. Bezeichnen

Are BM, #) , Ay e BM, H#?), Age BM, H),Ase 3(M', #%). (1.51)

Satz 1.9
Gelte R(A|) = #?, R(A4) = #° und existiere ein Vektor Q' ¢ Dﬂ , Q' #0 mit

a(Aw) Q' =bNC A3V Q' VYveM |
b(C Ay v) Q' = a"(Ayv) O VveM .

Dann sind As und Az H.S. -Operatoren.

Fir einen Operator Ae By H° H)) bezeichne {AjeR|jeN}, 0<Aj¢d

Y1 eN die singuliren Werte von A. Durch
(1.53)

mit orthonormalen Systemen {fi®|jeN} und {g°|jeN} fir &2 und H° ist

ein auf Df wohldefinierter Operator mit Bild in D¢ gegeben. Es gilt :




Lemma 1.10
Sei A e Bof Z°H?) und

N
exp (A a*b*) := s-lim 20%! (A a*b*P . (1.54)

N - "7
Dann ist Q aus D{ A a*b™) genau dann, wenn spr A <1 ist. In diesem Fall ist

exp A a“b™ ein beschrankter Operator auf D mit Bild in D . Es gilt :

lexp (A a*b*) Q|| = det (1d 40 - A*A )T . (1.55)
Mit diesem Ergebnis kénnen wir nun den folgenden Satz formulieren :

Satz 1.11
Seien Ay,...,Aq wiein Satz 1.9 und A =: Ay A e Bo( H°, HY) . Gelte weiter :

lA]l <1 und As*A, = A%Ag . (1.56)
Dann ist Q' (1.52) gegeben durch :

Q' = exp(i f) det ( 1d A*A )T exp(Aa*bM)Q | (1.57)

7° "

mit 0 ¢ 3< 27 .

Mit den Satzen 1.9 und 1.11 18t sich nun sofort Satz 2.1 beweisen. Aquivalent zur Exi-
/__\_/\_/

stenz eines in F unitiren Operators %, welcher (1.21) erfiillt, ist ( , wie bekannt oder

wie man im weiteren mit Satz 1.17 leicht sieht, ) die Existenz eines Vakuums Q' fiir die

mittels (1.24) transformierten Leiteroperatoren :

G(JU Jv) =:a(Plv) + b™(CP%v)
oder
a(P?v) = a(P2UPYvV) - bCPUPYY) |,
b(CP2v) = - a*(P2UPYv) + b(C P2 U PYv) (1.58)

Vve .Mt Aj:=PIUP?, Ay:=PlUP®, Ay:= POUP?, Ay:= PPUP? erhalt
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man wegen der J-Unitaritat von U, dal R(A;) = #?%, R(As) = #? gilt und die Be-
dingung (1.56) erfillt ist. Mit den Satzen 1.9 und 1.11 folgt damit, daB es ein Vakuum
fiir die Operatoren (1.58) genau dann gibt, wenn Pi U Pg H.S. - Operatoren sind.

Nun zuriick zu der Frage, wann das Vakuum Q (1.50) existiert. ‘

Zur Anwendung von Satz 1.9 beginnen wir mit den Abkiirzungen

K, =P K | (1.59)
Pi: #,— &2 P i:=P fe H, ,
Py: H#.— H° Pyg:=Plg ,ge ¥ , (1.60)
Py: . — H°  Paf:=Pf fe K, |
Py: #.— #® Pyg:=Pg ge H-

Lemma 1.12

Sei H#.N &= x.n &= {0}
Dannist Py-le B(HY, #.) ,Ps-ve B(H, H.).

Es gilt
P,*P, = P,*P3 . (1.61)
Beweis : Es ist

N(P,) ={fe H#, |P2f=01ie f=Pf}=o%.NH,
N(P,) = #.n XY . (1.62)

Sei f' ¢ R(P )L, wobei hier das orthogonale Komplement in &9 gemeint sei, so gilt fiir

alle fe &, :
0 = (Pl f: {') = (P? fv fl) = (f‘ f') = (f) Jfl) ? (163)

dadie #, J-orthogonal zueinander sind. Es folgt ' e #., also R(Pi)LC #.N HY .

( Umgekehrt folgt fir f' e #- N H#? (1.63) und damit insgesamt R(P\)}L = #.N &2 .)
Damit  ist R(P;) = #? , ebenso folgt R(P,)= #° . P, ,P, sind




29
abgeschlossen und invertierbar, mit dem Satz vom abgeschlossenen Graphen folgt der

erste Teil der Behauptung.
Der zu P, adjungierte Operator P, ist gegeben iiber
P #Y— #, mit (P, £') 50 = (1, P,*f')% Vie #,, VI e #7.
Nun gilt wegen der J-Orthogonalitit von H,
(P f, f')%o = (P21, f) = (f, P? f)=( JKI
= (f7 fI)JK
= (P. 1, P.f')JK + (P-1, P. ).«
—_ [}
= (f,JKP,f)(%,*
= (f, J P, fl)%",,
Vie &, Vi e #Y. Somit ist
P*: ¥ #., P =P, JP,{

und analog

Py*: #— H., Py*{=P.JP.{ |
Ps*: #%— H#,, Ps*g= -P,JP, g
Pi*: #0— #., Pg=-P.JP.g ,fe H, ge 4.

Also gilt fir fe #, :

(Py*Py - Py™Py) f=P. JP. (P + PY{=P.JP.f=0. @

Mit Lemma 1.12 folgt nun unmittelbar aus Satz 1.9 mit M = %, , M'= ., Aj=P;,
1= 1.4 :

Korollar 1.13

Sei H.N 2= XN #)={0} und existiere ein nichttrivialer Vektor Q wie in
(1.50) . Dann sind P¢P., P?P, Hilbert -Schmidt Operatoren.
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In Anlehnung an [KSchl] nennen wir Potentiale, welche zu der Bedingung (1.43)
POP. POP, ¢ By H)

fithren, regulir. Wegen der beidseitigen Stetigkeit von J, und da B #) ein * -Ideal

der Banachalgebra 2( #) ist, folgt wegen

J(P¢PY*T=PP? :J(P'P,)*]=P,P?

: *
(esist (P,)'=JP,J)und

PYP. = PY(P. - P?) PP, =PO(P, - PY)
=P (P! - P.) =PY(J - K)/2 ,
=-P2(J - K)/2 ,
sowie
(J-K) =2(P¥(P-+ P.) - (P?+ PO P,

2(P9P-'P9P+) y

dafi auch

P, P? P.P) ¢ By H)
und (1.64)
J-K ¢ By%)

zwel dquivalente Regularitatsbedingungen sind.

Nun zu der hinreichenden Bedingung fiir die Existenz von Q (1.50) nach Satz 1.11 . Sei
dazu J-K ¢ By #) und zuerst ( wie oben angesprochen ) JK nichtnegativ. Wir
bilden

A %)) Ag=PyPy g fiir ge #° . (1.65)

A ist nach Lemma 1.12 aus B( #°, #?) und weiter gilt :
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o P2 Part gl I P2 g
A= e = = % IPs gl
ge ° g geX#- || Pug
g
IPe g2
- . (1.66)

= sup
gleX#. (g JKg') + || Pag'|2

Esist also [|A || <1 genau dann, wenn JK positiv definit, zuerst einmal auf J%. und
wegen (P2 Py )= P3P(~! (s (1.61) ) auch auf %, ist.
Py ist nach Voraussetzung ein H.S. - Operator, somit auch A. Wir erhalten als Korollar

zu Satz 1.11 :

Korollar 1.14

Set JK positiv definit, J-K ¢ Bo #).
Dann ist Q (1.50) gegeben durch (1.54) mit A aus (1.65) .

Wie wir oben sahen, laBt sich das Vakuum fiir die Operatoren a™ , b™ nur dann
durch die "'konventionelle’ Konstruktion darstellen, wenn JK positiv definit ist. Diese
Forderung ist ( s. auch Kapitel 2 ) eine Bedingung an die Kopplungsstirke der sufleren
Felder. Fiir Felder, deren Kopplungsstérke diese kritische Grenze iiberschreitet, gibt es
nach dem oben Gezeigten kein eindeutiges Vakuum Q . Wir sehen, daf das Modell des
dufieren Feldes an dieser Stelle durch die Unterschiede der Spin - Statistik im Gegensatz
zum Fermionenfall nicht anwendbar ist. Es ist daher notwendig fiir grofie Energien "'rea-
listischere'" Wechselwirkungen einzufithren, wie etwa (in mathematisch nicht strengen
Modellen s. z.B. [RFK] ) durch die Addition der Coulombenergie des Mesonfeldes zum

Hamiltonian.

Die Bedingung der positiven Definitheit von JK impliziert, daf (',-)JK ein Skalarpro-

dukt wird, welches wegen

no|—

allv Il <N e ll ¢ callvl], O<crtca Vveox

topologisch aquivalent zu dem o - Skalarprodukt ist. Den Hilbertraum bestehend aus
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den Elementen von 7 und dem Skalarprodukt (~,-)JK nennen wir # . Wegen
((H-MD'vJKw)=(JH-M)'v ,Kw)=(v,J(H - D) TKw)
=(v,JK(H - D"w)
fir v,we &, X e p(H) ist H in 7 selbstadjungiert und H &hnlich einem selbstadjun-
gierten Operator, den wir mit

D(H'):= D(H), H'v:= (JK)TH(JK)-*v VveD(H) (1.67)

explizit angeben konnen.

Da wir uns auf den Fall positiv definiten JK's beschrinken mufiten, kénnen wir von
vornherein versuchen, nur mit Hilfe von Satz 1.2 notwendige und hinreichende Bedin-

gungen fiir die Existenz von Q (1.50) zu erreichen.

Gibt es nimlich einen Operator Q , derart dafi :
Qe B(H) J-unitérist mit Q Pi =P, Q , (1.68)

so liefert Satz 1.2 ,dafi die durch Q generierte Transformation der Feldoperatoren genau
dann unitar implementierbar ist, wenn P$ Q P2, P Q P? aus By &) sind. Dies ist
wegen (1.63) und da Q -l ¢ B(H) der Bedingung J-K ¢ B9 H) &quivalent. In die-
sem Fall existiert also ein Vakuum Q' fiir Operatoren (1.58) mit U = Q und mit (1.68)

gilt firalle ve #:
APP,Qv)Q =bYCP'P,Qv)
a*(PAP.Qv)Q =bCP2P.Qv)Q
Wegen R(Q) = 7 und mit (1.46) haben wir damit das Problem, Q (1.50) zu finden, ge-

15st.

Es bleibt also zu priifen, wann die Bedingung (1.68) erfiillt ist.
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Satz 1.15

Existiert ein Operator Q mit (1.68), so ist JK positiv definit.

Bezeichne H(k) den J-selbstadjungierten Hamiltonian in Abhéngigkeit von der Kop-
plungskonstante ¢ [0,1] mit H(0) = Ho, H(1) = H ; seien P (x) zugehorige spek-
trale Projektoren. Ist s+ P_(x) stetig auf [0,1], so existiert ein Operator Q mit

(1.68).

Beweis :  Aus der Existenz eines Q, fiir das (1.68) gilt, folgt wegen QJ=KQ ,
R(Q)= #,Q1=TQ"T ¢ B(K) :
(v, JKv) =(Qw, JKQw)
= (%, QUK Qw)
= (%, QTQIw)
=|wl2={Q'vI? VveH#
und damit die positive Definitheit von JK .
Ist nun s+ P (k) stetigauf [0,1], so gibt es fiir jedes & ¢ (0,1) eine Umgebung in
[0,1] , so daB fiir alle «' aus dieser Umgebung
| Pa(k) - Pu(s) ] < 1
gilt. Nun wissen wir aus [K $.156] , daf} der Operator
Qs k) = (I + (Py(k) - Po(5"))%) "7 (Pu(k) Po(s") + P-() P(#'))

aus B( #) ist und die Eigenschaft

Q(rs') P (') = P () Qx,s")

hat. Wie man leicht sieht, folgt aus der J-Symmetrie der P,(x), die J-Unitaritt von
Q(k,s') fiir &, &' € [0,1] . Eine endliche Hintereinanderausfithrung dieser Operation
fihrt uns zu einer Uberdeckung des Intervalls [0,1], das Produkt der so gewonnenen

Operatoren Q(«,4') hat die gewiinschte Eigenschaft (1.68) . a %




Wir kénnen Satz 2.1 somit nicht fiir schwichere Bedingungen als die positive Definitheit
von JK direkt anwenden . Andererseits zeigt die hinreichende Bedingung fiir die Exi-
stenz von Q (1.68), daff dies immer dann konstruiert werden kann, wenn die beiden Tei-

le des durch P_ getrennten Spektrums getrennt "bleiben' und nicht mischen.

Fiir den Rest dieses Abschnittes wollen wir annehmen, da JK positiv definit und

J-K aus By H) sei. Wir kénnen nun einen in F unitéren Operator angeben, welcher
ST e Ay

die Leiteroperatoren a™ , b™ und 2™ , b™) ineinander transformiert.

Satz 1.16

Selen {fj |jeN} {gj|ieN}und {£° jeN},{g° jeN} J-orthonormale und
orthonormale Basen fir /%, , #. und #%, #° .

Wir definieren den Operator ¢ durch

00 :=det (1d 4o - A*A) T exp (Aa*") Q (= Q)

T A0000y T b)Yy o= T SO)e N 1T 50 :
o 1256 1 b5Hg?) @ o= ML a6 ) 1 b™Ng ) oQ (1.69)

sowie durch lineare Erweiterung auf die Menge
D'i= {1 a9 1 b0 Q | nrijel) . (1.70)

Hier ist A wie in (1.65) und die weiteren Ausdriicke wie in (1.53), (1.54) definiert. Die
Abkiirzung ™) in (1.69) ist hier so gemeint, daf falls auf der linken Seite a*(f;%) steht,

rechts ;*(fi) erscheint, etc. .

Mit ¢ ist hierdurch ein dicht definierter isometrischer Operator in & gegeben, sein Ab-

schluf} ist unitar.
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Beweis :  Nach Lemma 1.10 sind die rechten Seiten der Gleichungen (1.69) wohldefi-
niert (esist Q€ D ). Mit den Bezeichnungen aus der Behauptung gilt :

0 %0 0 _ (50 £ o
( Q). 1a (f]k)Q) = o 2 (fll’ f’0(1))

U'ESn -

=6 T I & :
o oeSy, 171 e
etc. , wobei S, die n -elementige symmetrische Gruppe bezeichnet. Wegen der Kommu-

tatorrelationen (1.48) und Lemma 1.10 folgen ebenso Gleichungen wie :

(I )@, 036 0) =6 = 06, 6,00,

1=1 1 0’6311

(1.71)

=6, ¥ I & ;
or €Sy 1*! Moqy ?

wobei die J-Orthonormalitdt (fj, {k)l = &k || H? = Sk benutzt wurde. Hieraus er-

gibt sich fiir alle Vektoren der Gestalt

N " . ko
v o= k§l Ck in=l a (fii) jH=1 b (gj:i) Q
k k
N %k k
Lol = Bled L 1 s, 21 on

N
3ozl vl

Somit ist ¢ eine wohldefinierte Isometrie in F . Die Segal - Feldoperatoren (s. Ab-

schnitt 1.1 ) haben mit (1.46) die Form
®(Pov - CPYv) = 1/y2(a(P,v) + a*(P,v) - B(C, P.v) - b™(C,P.v)) .
Auf D' gilt so wegen (1.69)

0 (" - Cg®) = &:(fj + @) 0 Vi kel

und weiter
0 u—ri ((I>s(f ‘Cgk)) --4-J—rl ((bs(f*‘gk))
n=0 0. ! n=0 N

Die Vektoren aus D' sind analytische Vektoren fiir die Segal - Feldoperatoren, der
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starke Limes N --w der linken Seite der letaten Gleichung existiert und ist gleich
0 W(® - Cg(% , also existiert auch der Limes der rechten Seite und ist gleich

W + g¢) 0 ¢
OWE -Ca) =W + ;) ¢ Vi keN aufD'.

Ersetzen wir ¢ durch seinen Abschluf, so gilt diese Gleichung auch auf & . Wir erhal-

ten

Wi + g0 00" =7 WE - Cad) 0% =0 0* WG + go)

und
0T WL - Ca) = W(E® - C ) 77

fir alle j, k ¢ N . Da wir es mit vollstandigen (J - )Orthonormalsystemen zu tun haben,

folgt, wegen der Irreduzibilitiat der Weyloperatoren :
K O=al , T0"=dl ,a, o e,

somit die Unitaritiat von ¢. o
Ab nun bezeichne ¢ den Abschluff des oben definierten Operators.

Korollar 1.17
Sei D:= #{ .ﬁ‘ ;*(fj)kﬁl b @) Q | fe e gee H. ;mrel) . (1.72)
J: =

Dann ist D dicht in .

Beweis :  Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 1.16 , da D das Bild einer in ¥

dichten Menge unter einem unitiren Operator ist. 0

Analog zur "trivialen Zweitquantisierung" (vgl. 1.1 ) lassen sich nun Feldoperatortrans-
formationen implementieren. Diese kénnen durch solche J -selbstadjungierten oder
partiell J-isometrischen Operatoren in & generiert werden, welche durch J%, , H- re-

duziert werden.
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Lemma 1.18

Set U ¢ B(H) partiell J-isometrisch mit AB und EB P2 und P'# . Vertausche
U mit K. Sei I'(U) definiert durch

“n

MU)Q =

3

r

£(U) {1, 3*(5) 1T B¥(g) ©

jf__’ll XU g) kI:Il B¥(CiU C ) © (1.73)

fir fj ¢ #, , g e H- , sowie durch lineare Erweiterung auf ganz D .

Der AbschluB von [(U) ist eine partielle Isometrie aus .#( %) mit AB [(P).% und
EB I(P')¥. Bezeichnen wir den Abschluf mit demselben Symbol, so gilt auf D, fiir
die Feldoperatoren :

[(U) &(v) I(P) = ®(J U Jv) [(U) (1.74)

firalle ve & .

Beweis: I(U) ist wohldefiniert und beschrinkt auf einer dichten Menge in F. Es
gilt auf D nach (1.73) : f‘(U)* = f‘(J U*J) ; fiir U, U' nach Voraussetzung ist :
L(U) [(U') = (U U') . Damit folgt
L(U) [(U)* = [(P") , T(U)*[(U) = [(P) .
Weiterhin sind I:‘(P) ,f(P‘) Projektoren. Da die P, P! J-symmetrisch sind, folgt
wegen
L(P)* = T(J P*]) = I(P)
die Orthogonalitat von f(P) und ebenso die von f(P').
(1.74) folgt mit &(J v) = a(P, v) - b*(C; P.v) sofort aus (1.73). o




Lemma 1.19
Sei U e B(H) partiell J-isometrisch mit AB P& und EB P'# . Gelte weiter
KP=PK , KP'=PK . (1.75)
Dann gibt es eine eindeutige Zerlegung
U=TQ, | (1.76)

wobel  partiell J-isometrisch mit AB und EB P J# , T partiell J-isometrisch mit
AB P# und EB P'# ist und T mit K vertauscht.

Beweis: Wenn wir mit U* den Adjungierten zu U in & bezeichnen, i.e.
UY =KJUTK ,sogilt:

U*'KU=KP , UKU'=PK,
d.h., U ist in J, "partiell K -isometrisch'. Sei S := vutu , 80 ist S In | symme-

trisch und nichtnegativ. Somit ist o{S) C [0,00). Da # und #, topologisch dquiva-

lent sind, ist das Spektrum eines Operators in 7, gleich dem des Operators in &% .

Damit ist nach [K.V 3.10] S ¢ B(#) m-akkretiv, die Quadratwurzel S 7 existiert

und ist eindeutig bestimmt. Dasselbe gilt fiir KSK an der Stelle von S, da K symme-
trisch in # und damit KSK symmetrisch und nichtnegativ in # ist. Wir kénnen

nun dem Beweis von Lemma 1.3 folgen, wo wir J durch K ersetzen und erhalten, da K
und P bzw. P! nach Voraussetzung vertauschen mit Q := (U +U)% ,T:=UKQK

QKQ =KP=PK ,
U=TQ ,
TK =KT

Q ist weiter Q*=JKQ*KJ=JKQKJ unddamit

(KQK)*=JQ7J .
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Wir erhalten

T IT=JQJUYUKQK=JQKPQK=JQKQK
=JpP' |
TIT*=PJ , QYIQ=JP , QJQ*=PJ . @

Satz 1.20

Sei Ue B(H) J-isometrisch mit EB P'# . Vertausche K mit P'.
Dann ist die durch U generierte Feldoperatorentransformation genau dann isometrisch
implementierbar durch eine Isometrie % ¢ #(.¥) mit EB T(P')J, wenn

PU Pg e By H).

Beweis :  Da nach weiterer Voraussetzung J-K ¢ 2 #) gilt, ist wegen

PUPY=(P?-P,)UP?+P,UP.+ P, U(P?-P)
=(J-K)/2UP? - P, U(J-K)/2 + P, UP.

die H.S. -Bedingung aus der Voraussetzung dquivalent zu P, U P* € By(H). Da T
aus der Zerlegung (1.76) mit P, vertauscht, sind diese Bedingungen &quivalent zu
P,LQ P:F € Bo #) mit Q aus (1.76) , was wiederum Pi Q P’; e Bo H) gleich-
kommt. "Implementierungen" fiir die Bestandteile T und Q der Zerlegung (1.76) erhalt
man nun mit der Hilfe von Lemma 1.18 und Satz 1.2 . Der Beweis von Satz 1.20 verliuft
dann véllig analog zu dem von Satz 1.4 .

Man beachte, daff, um zu einer Implementierung der durch Q generierten Transforma-
tion zu gelangen, Q zumindest J-unitir auf einem Teilraum von &% sein muf und so-

mit Q und J vertauschen miissen. 0o

Der obige Satz 1aBt sich natiirlich allgemeiner fiir partielle J-Isometrien beweisen. Die
dann im obigen Beweis vermerkte nétige Forderung an P, sowohl mit K wie auch mit J

zu vertauschen, ist in der Anwendung jedoch schwer zu erfiillen.
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Mit Hilfe von Lemma 1.18 und Satz 1.20 liegt nun die explizite Form des Fockraum-
Hamiltonians sowie die ""Implementierung" fiir Wellenoperatoren im Fall # = # . (Hy)

VOI.

Satz 1.21

Se1 H J-selbstadjungierter Generator der stark stetigen einparametrigen Gruppe gleich-
méBig beschrankter J-unitdrer Operatoren {exp (1 Ht) |telN}.
Dann ist die Gruppe der Zeitentwicklung in & im Sinne von (1.37) (bis auf einen

Phasenfaktor) :
exp (i B t) := [(exp (i H t)) (1.77)
Der in ¥ selbstadjungierte Operator B ist hierbei gegeben durch
=0

A*(H i) T a*t) 1 6%g) & -
| l;ll( 1=1

1

LA no., ro.y -
S o 0 1 B a
z

fir f; ¢ #,ND(H) , gj ¢ #-ND(H) , sowie durch lineare Erweiterung auf

D:=.2’{ﬁ

pi= 2{ 16 M Bg) Q| fie %, NDH), g e #ND(H)nred}.  (L79)
1 1=

i

B ist wesentlich selbstadjungiert auf DB .

Ist weiter JH positiv, so ist B nichtnegativ, 0 ist einfacher Eigenwert und das Spek-
trum von B gegeben durch das von dI'(|H'|), mit H' wie in (1.67) ( s.hierzu Lemma
1.1).

Beweis :  Zuerst einmal vertauscht exp (i Ht) mit K fiir alle t ¢ R trivial. Wir kiir-
zen ab: exp (iH t) =: Uy . Aus der Definition folgt sofort, dafi { F(U¢) | t € R } eine
Gruppe bildet, weiter sind deren Elemente nach Lemma 1.18 unitir. Die starke Stetig-

keit von t+— ['(U,) auf D erhilt man entweder, indem man die Norm des Bildes von
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Vektoren mit Ausdriicken wie (1.71) berechnet, aus der starken Stetigkeit von t s Uy,
oder aus den (1.11) entsprechenden Ungleichungen fiir die 5,(*)({), E(*)(g) , welche die
Stetigkeit von t+a™(Uef) ¢, Ve D, Vie H#., etc. implizieren. D ist dicht in
F,t —=D(Uy) gleichmaBig beschrankt und damit stark stetig in F . Wegen (1.74) gilt
(1.37) mit (1.77) .
Durch Differentiation der Gleichung (1.73) mit I(U) = [(Us) = exp (i Bt) an der Stel-
le t = 0 folgen die Gleichungen (1.78). Da exp (iBt), t eR, Dy invariant 1aft, ist B
wesentlich selbstadjungiert auf D (s. z.B. [W Th.7.38] ) .
Wie wir oben sahen, ist H selbstadjungiert im Skalarprodukt ()yc (1.49) . Ist weiter
JH positiv | folgt

Vie Z.ND(H) , Vge K-ND(H) , { g+ 0. Mit (1.78) erhilt man, da B nicht-
negativ mit einfachem Eigenwert 0 ist.

Seien nun {fj | jeM}, {gj|jeN}und {f)|jeN}, {g)|jeN} J-orthonormale
und orthonormale Basen fiir #,, #- und #?, #%° in D(H) . Bezeichne ¢ einen Vektor

o= I a.*(fi;)) A b*(gjg) Q nrel. (1.80)

Mit dem in Satz 1.16 definierten unitiren Operator ¢ erhalten wir :

0*B o ¢= 0" Ea (H §; )}Ha(fl)ﬂb(g,)Q-
zp

2, b™(Cy H C, &, ) 1[=Ix a (fll) E[;Iab (g]k) Q]

- % S (fHE ) 209§ 260 0 b¥go) @ -
= ool e (f, H i )JK a(t)}na(ll)kn (g’k)
p

r 0 n r
) * 0 *e 0 *( .0
“ 2 (8 ClHCug )y b(es) T a7(h)) lzr;lc‘,b (g) @ . (181

Hier wurde nach den Basen von #, und #. entwickelt und

lim Vc] a,(f,)l//- lim a.(EC] ) ¢

N--'ooJ N=ow



42

(cjeC)fiir alle e D, sowie die analogen Identititen fiir die b* benutzt, welche aus
den (1.11) entsprechenden Ungleichungen folgen. Bezeichne nun U, den auf # unitaren

Operator, welcher die Basen ineinander transformiert :

§ [0 - )YTKT G+ (g% - )(TK) g ] -

L
2

( Man beachte : (JK)” 3 U, P° P, (JK)? U, . ) Dann gilt

= (§° U/“(JK)? 'K H (JK)? U, £)
= (fjo, U |H'| U, 1) (1.82)
und
- (gi» CtH Crg) = (85 CLK H Cigi)y
= (g° U (JK)? C(K H Cy (JK) Uy g) . (1.83)
Hier bezeichnet wie oben H' = (JK)% H (JK)'% ,esist |H'| = (JK)% KH (JK)'% .
Sei nun A ein in /7 selbstadjungierter Operatormit JA =AJ , {f° jeN},

{g°l jeN} seien Teilmengen von D(A). Dann wirkt der in Abschnitt 1.1 definierte
Operator dI'(A) auf Vektoren ¢ (1.80) wie:

ke e 0N T ¥ 0y T R0
dI'(A) ¢ p§1a(“‘p) if;Ila(fll)kI}lb(zsjk)9+

“ b (Aglo) H a (fo) H b (gjo)Q
Pk

0% 0 Oy e 0N B e 0y T R¥ 4.0
S %R (0 ALY MEY) I 2NEY) T bYg0) Q +
p };‘I) 1" k=1 k

p=l t=1

+

-+
(Rl

q=1 s=I

S Oy LK 0y T * 0V T ¥ 0
N IR R R CHE (1.84)
2q

Wegen (1.11) ist wie oben das "Herausziehen' der Entwicklung legitim. B, ¢ , d['(A)
sind lineare Operatoren, die lineare Hiille von Vektoren der Gestalt von ¢ (1.80) ist

dicht in & und determinierender Bereich fiir die selbstadjungierten Operatoren B und




dI'(A) . Mit (1.81) -(1.84) folgt so die Identitat

0*B o =dl(H)
mit H:= USUK)Y (KHP, + C,KHC,P.)(JK)TU,) .

(Man beachte, daf§ hierbei Pg U e U, Pi = 0 bendtigt wurde.) Wegen der Ahn-
lichkeitstransformationen sind das Spektrum, die spektralen Teilrdume und zugehéorigen
Spektren von H identisch mit denen von KH und so mit denen von |H'| und so insge-
samt jene von B gleich denen von dI'(|H'|). Aussagen iiber das Spektrum des letztge-

nannten QOperators erhilt man aus Lemma 1.1. o

Wie im vorangehenden Satz vermerkt, gelangen wir mit (1.78) zu einem nach unten be-
schrankten Hamiltonian B fiir nichtnegatives JH. Ist JH z.B. nur durch eine negative
Schranke nach unten beschrinkt, so folgt wegen der Unbeschrénktheit des Anzahlopera-~
tors im Falle der Bose - Statistik, dafl B nach unten unbeschrankt ist. Zweifellos ist der
physikalische Hamiltonian H nur bis auf eine additive Konstante bestimmt, so daf} eine

unphysikalische Willkiir in der Wahl des Fockraum - Hamiltonians auftritt.

Wir kénnen diese vermeiden, indem wir vom physikalischen Fockraum - Hamiltonian in
Abhéangigkeit von der Kopplungsstéirke der externen Felder, x € €, B(x) verlangen, daf}
die Abbildung &+ B(k) stetig im verallgemeinerten Sinne fiir alle zuléssigen « ist, i.e.
fir x so, daf§ die Voraussetzung der positiven Definitheit von JK(x) erfiillt ist. Hierzu
muf} nach dem vorher Gesagten JH(x) nichtnegativ und die Abbildung s+ K(x) ste-
tig sein. Wir erreichen dies, indem wir fiir jedes x H(x) durch Addition einer Kon-
stanten so ''verschieben', daf fiir den verschobenen Operator H'(x) 0 aus p(H'(k))
und damit JH'(x) positiv definit ist. Die Regularititsbedingungen (1.43) sind natiirlich

dquivalent zu denjenigen, wo H'(x) an die Stelle von H(x) tritt.

Es ist klar, daB8 der oben definierte Fockraum - Hamiltonian fir o(H) = op(H) U oac(H)
sich durch die den quadratischen Formen aus [KSch2] hier fir den K.G.-Fall

entsprechenden Ausdriicken schreiben 138t.
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Wir wollen nun "Implementierungen' fiir die Einteilchen - Wellenoperatoren angeben.
Wie schon oben erwahnt, ist es 1.A. nicht méglich, Fockraum - Wellenoperatoren analog
zu den Einteilchen - Wellenoperatoren zu definieren.

Wiirden die Operatoren

Ay o:=s-lim exp (i Bt) exp(-iBot) Pac(Bo)
{42

existieren als Elemente aus .Z( F) , so erhielte man die Verkniipfungsrelationen auf F
exp(-1Bt)Ay 2= Ay g exp (-1Bot)
und somit

exp(-iBt)A;2Q = Ay gexp(-iBot) Q
=A|‘2Q .

Wegen der Eindeutigkeit von Q fithrt dies zu A2 Q= Q.

Weiter wiirde gelten

0 lim ||exp(iBt)exp(-iBot)Q-Q”

t=% o0

lim |jexp (iBt) 0 - Q||
t=tm

lim || Q - exp (-iBt) Q||

t~+ 00

-fa-af,

also Q= Q (a.e.). Mit (1.46), (1.50) sieht man, daf dies P% = P, zur Folge hitte.
+= Tz 8




Satz 1.22

Es mogen die Voraussetzungen von Lemma 1.7 gelten, also die Einteilchen - Wellen-
operatoren Wy, ¢ existieren. Ho habe ein rein absolut stetiges Spektrum.

Dann gibt es Isometrien ¥, 5 ¢ #( F) mit EB f‘(Pl, 2) &, so daf} auf Dn
¥ ®(v) = IW;JTv) ¥ (1.85)
firalle ve #,j=1,2 gilt. Hier bezeichnen P, 5 die J-ortogonalen Projektoren auf

R(Wjy, 2) . Es gelten die Verkniipfungsrelationen

B #;2 % By ,j=12. (1.86)

Beweis : Da K mit Py und Ps vertauscht, ist fiir den ersten Teil der Behauptung
nach Satz 1.20 nur zu zeigen, daf Pg W Pg e By H) ,j=1,2 sind. Diese Bedin-
gungen sind nach Bemerkung 1.8 wegen der Voraussetzung J-K ¢ Fo H#) erfiillt.

Nun erhalten wir mit (1.85), (1.35), (1.37), sowie den Verkniipfungsrelationen fiir die

Einteilchen - Wellenoperatoren auf Dﬂ :

exp(iBt) #7®(v) = ®( Jexp(iHt)W;jJv)exp(iBt) #; ,

#iexp(iBot) ®(v) = ®(JW;jJexp(iHot)v) #jexp(iBot)

und hiermit

#ijexp(iBot)(exp(iBt) #j)" &(v) 2; =

= ®(v) ¥jexp(iBot)(exp(iBt) #;)* ,

auf Dn fir alle ve #,j=1 2, wobei 2;:= f‘(Pj). Aus diesen Gleichungen und
den analogen fir ®*(v) folgt, wie in Abschnitt 1.1 gezeigt, wegen der Irreduzibilitat der
Weylalgebra, dal ~ #j exp (i Bot) (exp (i Bt) #; )* als Operatoren aus B( P F)
ein Vielfaches der Identitat sein miissen. Damit gilt die Gleichheit bis auf einen Phasen-

faktor von  #jexp(iBot) und exp(iBt) ¥ fiiralle teR,j=1 2. Mit dem

Satz von Stones folgen die behaupteten Verkniipfungsrelationen. o




