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Einleitung

Ein geddmpftes lineares Schwingungssystem wird durch die Differentialgleichung
Mi+ Dz + Kx =0 (0.1)

beschrieben. Dabei sind die Massenmatrix M, die Steifigkeitsmatrix K und die
Déampfungsmatrix D reelle symmetrische Matrizen der Ordnung n, M und K sind
positiv definit, wahrend D positiv semidefinit ist.

Die Optimierung einer durch (0.1) gegebenen Schwingungskonstruktion tiber die
Déampfungsmatrizen D kann unter verschiedenen Gesichtspunkten erfolgen. In der
Literatur findet man im wesentlichen drei Giitekriterien, die die Grundlage fiir die
Optimierung bilden. Ein Giitekriterium ist der sog. Stabilitédtsgrad dy, der den Ab-
stand der imagindren Achse vom néichstgelegenen Eigenwert von (0.1) darstellt, d.h.
do = —max{Re \;}. Der Stabilitdtsgrad dy ist ein Maf fiir das Abklingen der Eigen-
bewegungen des Systems, also ein MaB fiir den Energieabfall des Systems. Eine ana-
lytische Untersuchung des Energieabfalls im Zusammenhang mit der schwingenden
Saite findet man z.B. bei Cox und Zuazua in [6]. Wahlt man dy als Giitekriterium,
so erhélt man als Optimierungsproblem

max{Re\;} = —dp = min

(—do wird auch oft als Spektralabszisse bezeichnet). Eine analytische Untersuchung
der Spektralabszisse der oben angegebenen Schwingungskonstruktion (0.1) fiir po-
sitiv definite Dampfungsmatrizen betrachtet Cox in [5]. Eine Untersuchung der Mi-
nimierung der Spektralabszisse auf numerischer Basis findet man in [4].

Ein zweites Giitekriterium ist der sog. Dampfungsgrad D, = —max{%if\li}, der
angibt, nach wieviel Schwingungsperioden eine Anfangsauslenkung auf einen be-
stimmten Bruchteil abgeklungen ist. Ein grofer Dampfungsgrad fiihrt also zu einem
Abklingen der Eigenbewegungen des Systems in wenigen Schwingungsperioden. Ein
Vergleich zwischen dem Dampfungsgrad und dem unten angegebenen Energiekrite-

rium bei einem Déampfer stellen Miiller und Giirgoze in [18] vor.

Ein drittes Giitekriterium stellt schliellich das unbestimmte Zeitintegral iiber die
totale Energie E(t) von (0.1) dar. Dieses Giitekriterium, das auf das Optimierungs-
problem

/0 ~ E(t)dt = min (0.2)



fithrt, wollen wir dieser Arbeit zugrunde legen. Uberfiihrt man die Differentialglei-
chung (0.1) in eine 2n-dimensionale Phasenraumdarstellung ¥ = BV, so wird das
Optimierungsproblem (0.2) in das Problem WX WU, = min {iberfiihrt. Hierbei ist
U = P und X die eindeutige Losung der Ljapunovgleichung BT X + XB = —1,
die stets existiert, wenn das Integral in (0.2) konvergent ist. Damit dquivalent (und
somit Generalvoraussetzung) ist wiederum, daf§ B stabil ist (siehe Kapitel 1).

Um eine Unabhéngigkeit von Wy zu erreichen, bildet Cox in [5] das Maximum von
VI Xy iiber alle Anfangszustinde g, die Einheitsenergie besitzen. Dies fithrt auf
ein Optimierungsproblem, bei dem die Ermittlung eines grofiten Figenwertes im
Vordergrund steht. Cox untersucht in [5] analytisch eine Minimierung des grofiten
Eigenwertes, wobei er iiber bestimmte Unterklassen von positiv definiten Damp-
fungsmatrizen (solche, die proportional zur Massenmatrix M, bzw. solche, die mit
M und K simultan diagonalisierbar sind) minimiert. Die Maximierung iiber die An-
fangszustidnde bilden auch bei Bendsge, Olhoff und Taylor in [3] die Grundlage fiir
die Minimierung. Veseli¢ umgeht die Abhéngigkeit von Wg, indem er in [24] iiber
alle ¥y mit Einheitsenergie mittelt. Dies fithrt auf die Minimierung der Spur einer
Matrix, genauer auf

Tr (X Z) = min, (0.3)

wobei X die Losung einer Ljapunovgleichung BT X + XB = —I und Z eine reelle
symmetrische, positiv semidefinite Matrix ist. Auch Giirgoze und Miiller wéhlen z.B.
in [10] fiir ihre Untersuchungen fiir einen Dampfer das Zeitintegral iiber die Energie
des Systems mittels der Spur der Lésung einer Ljapunovgleichung.

Diese Mittelung ist auch dieser Arbeit zugrunde gelegt. Wir werden das folgende
Problem untersuchen:

Problem 0.1
Gegeben sei Z € My, Z positiv semidefinit, Q = diag (w1, ... ,w,) mit w; > 0 fir
allei =1,...,n. Aus der Menge der positiv semidefiniten Matrizen C' € M,,, fir die

4 ( o _QC) (0.4

stabil ist, wird das C' gesucht, fir das gilt

Tr (X Z) = min, (0.5)
X eindeutige Losung von ATX + XA = —1I.

A ist hierbei eine zu B orthogonal dhnliche Matrix, C' ist die aus D transformierte
Déampfungsmatrix und w; sind die Kreisfrequenzen des ungedampften Systems. Fiir



7 wihlen wir die Einheitsmatrix I, falls wir die ,,volle® Spur minimieren, also das
gesamte Frequenzspektrum betrachten, bzw.

(0.6)
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wobei [ die Einheitsmatrix der Ordnung s ist, falls wir nur an einem bestimmten
Frequenzspektrum interessiert sind und somit nur einen ,, Teil der Spur® minimieren.

Nach einer kurzen Erkldrung der in der Arbeit benutzten Notationen wird in Kapi-
tel 1 der Arbeit der physikalische Hintergrund beschrieben sowie in Problem 1.3 die
Problemstellung der Arbeit genau formuliert. Eine kurze Einfiihrung in die exakte
und numerische Losung einer Ljapunovgleichung schliefit sich an. Auflerdem wird
das Lemma 1.4 formuliert, das uns angibt, unter welchen Bedingungen die Matrix
A aus (0.4) stabil ist, was eine Grundvoraussetzung fiir die Arbeit ist.

Kapitel 2 enthélt zwei wesentliche neue Ergebnisse zur Losung von Problem 0.1
bzw. Problem 1.3. Tr (X Z) wird iiber die Menge aller positiv semidefiniten Matri-
zen C, fiir die A stabil ist, minimiert. Die Hauptergebnisse werden in den Sétzen
2.1 und 2.6 dargestellt. In Satz 2.1 geben wir eine Matrix Cy;, an, fir die Tr (X Z2)
mit Z = I ein lokales Minimum annimmt (und beweisen damit eine Vermutung
von K. Veseli¢). Satz 2.6 beschiftigt sich mit der Minimierung von einem Teil der
Spur, d.h. hier ist Z von der Form (0.6). Es wird eine lineare Mannigfaltigkeit M
von Dampfungsmatrizen angegeben, fiir die bewiesen wird, da§ Tr (X Z) fiir jedes
Chuin aus M ein lokales Minimum annimmt. Der Funktionswert Tr (X Z) ist dabei
fiir jedes Cluin aus M gleich. In einem angeschlossenen Abschnitt zeigen wir — wenn
auch nur experimentell —, dafl sowohl Cp;, aus Satz 2.1 als auch jedes Cy;, aus M
in Satz 2.6 nicht nur lokale Minima, sondern sogar globale Minima liefert; bei breit
angelegten Experimenten konnte kein Beispiel gefunden werden, das dieser Behaup-
tung widerspréche.

Sind in einem Schwingungssystem, das durch (0.1) gegeben ist, schon Dampfer an
fest vorgegebenen Positionen enthalten, so kann eine Optimierung der Schwingungs-
konstruktion entweder durch Hinzufiigen von Démpfern oder durch eine Verédnde-
rung der Viskositdten der vorhandenen Démpfer erreicht werden. Mit letzterem
beschéftigen wir uns in Kapitel 3. Die Menge der Dampfungsmatrizen C', {iber
die minimiert wird, wird in diesem Kapitel eingeschrinkt auf C' = VXV7T mit
Ve M,, g<n (in der Praxis ist g meist viel kleiner als n), ¥ = diag (&1,...,¢4).
Dabei enthélt die Matrix V' die Positionen der g Dampfer und ist hier fest vorge-
geben, wihrend ¥ die nichtnegativen Viskositdten der Dampfer enthélt, iiber die
minimiert wird. Veseli¢ hat in [24] das Optimierungsproblem fiir ¢ = 1, d.h. fur
einen Dampfer untersucht und gezeigt, daf in diesem Fall die Funktion Tr (X Z) in
Abhéngigkeit von der Viskositdt ; eine konvexe Funktion ist. In Lemma 3.2 wird



explizit die Gestalt der Diagonalelemente von X fiir den Fall n = 2 mit g = 2,
d.h. zwei Dampfer, angegeben. Fiir beliebige Dimensionen und Dampferzahlen ist
ein Programmpaket entwickelt worden, das Tr (X Z) numerisch minimiert. Die Pro-
grammbeschreibung hierzu findet man im Anhang der Arbeit. Der Abschnitt 3.1
enthélt die Beschreibung der Startwertberechnung, die auf den Ergebnissen aus Ka-
pitel 2 basiert, Abschnitt 3.2 und 3.3 beschreiben (nach einer Idee von Veseli¢) eine
Optimierung der Berechnung des Gradienten und der Hesseschen Matrix, die im
Programmverlauf zu bestimmen sind. All dies ist im neuen Programmpaket imple-
mentiert worden. In diesen Abschnitten werden durchgefiihrte Tests beschrieben und
graphisch verdeutlicht.

Da eine Minimierung von Tr (X Z) trotz der in Kapitel 3 vorgestellten optimierten
Programme fiir groffe Dimension n sehr aufwendig ist, beschéftigen wir uns in Ka-
pitel 4 mit der Reduzierung des Minimierungsproblems auf ein Problem niedrigerer
Dimension, die in [29] angeregt wurde. Wir untersuchen, ob (und wenn ja, unter
welchen Bedingungen) eine Matrix

- 0 O
A_<—Q _é)EMQT

existiert, wobei O und C' aus den ersten 7 Zeilen und Spalten von 2 und C' bestehen,
so daB Tr(XZ) ~ Tr(XZ) gilt, wenn X die eindeutige Losung der Ljapunovglei-
chung ATX + XA = —1 ist. Mit ,,ungeféhr gleich® meinen wir dabei, daf} der relative
Fehler der Spur ‘W moglichst klein wird. Lemma 4.2 zeigt die Gestalt,
die C' haben muf}, damit der relative Fehler der Spur exakt Null ist. In Abschnitt
4.1 wird das Problem der Abschneidung fiir ¢ = 1 explizit untersucht. Eine Reihe
dabei auftretender Effekte wird teils aus der Darstellung in Satz 4.4, teils aus der
Abschétzung in Satz 4.13 hergeleitet. Satz 4.16 zeigt, dafl die Aussagen dieses Kapi-
tels in gewissem Sinne im Grenzwert n — oo erhalten bleiben, Satz 4.17 zeigt, dafl
der relative Fehler der Spur fiir » — oo beliebig klein wird. Die — teilweise unerwar-
teten — Ergebnisse des Abschnitts 4.1 sind in Abschnitt 4.2 noch einmal qualitativ
zusammengefaf3t und werden in Abschnitt 4.3 anhand von Beispielen verdeutlicht.
Die naheliegende Vermutung, dafl eine beliebige Verkleinerung der Komponenten
der Dampfungsmatrix C' = (¢;;), die hinter dem Schnitt liegen, d.h. fiir die ¢,7 > r
gilt, zu einer beliebigen Verkleinerung des relativen Fehlers der Spur fiihrt, wird
in Korollar 4.7 bzw. Bemerkung 4.8 widerlegt. In Abschnitt 4.4 werden entspre-
chende Ergebnisse fiir den relativen Fehler der Minimumstelle festgehalten. Mit der
Ubertragung einzelner Ergebnisse fiir einen Déampfer auf den Fall mehrerer Dampfer

beschéftigen wir uns in Abschnitt 4.5.

Der Anhang schliellich enthélt die Programmbeschreibung des in Kapitel 3 vorge-
stellten Programmpakets.



An dieser Stelle bedanke ich mich bei allen, die mich bei der Erstellung dieser Ar-
beit durch hilfreiche Diskussionen oder auf andere Weise unterstiitzt haben. Mein
besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. K. Veseli¢ fiir das interessante Thema, die
wertvollen Anregungen und die konstruktiven Diskussionen, mit denen er den Fort-
gang der Arbeit unterstiitzt hat.






1 Mathematische Grundlagen und
physikalischer Hintergrund

In diesem Kapitel wollen wir die in der Arbeit verwendeten Notationen festhalten
sowie auf den physikalischen Hintergrund eingehen. Des weiteren werden wir auf die
theoretische Losbarkeit einer Ljapunovgleichung eingehen und numerische Losungs-
anséitze kurz beschreiben. Auflerdem formulieren wir ein Lemma, das uns angibt,
unter welchen Bedingungen die in der Arbeit betrachtete Phasenraummatrix A sta-
bil ist. Dies ist eine Grundvoraussetzung fiir die Arbeit.

Die allgemeinen Bezeichnungen dieser Arbeit orientieren sich im wesentlichen an Go-
lub [8] und Horn/Johnson [13]. Wir betrachten stets nur reelle Matrizen A = (A);;
und bezeichnen den Raum der Matrizen, die n Zeilen und m Spalten besitzen, mit
M,, m. Den Raum der quadratischen Matrizen kennzeichnen wir mit M,, statt mit
M, . Eine positiv (semi)definite Matrix A beschreiben wir mit A > 0 (bzw. mit
A >0). (A>0oder A > 0 ist also stets im Sinne der quadratischen Formen ge-
meint.) o(A) bezeichnet das Spektrum von A, Rec(A) bzw. Imo(A) kennzeichnet
den Realteil bzw. den Imaginérteil des Spektrums von A. Tr (A), det (A) stehen fiir
die Spur bzw. die Determinante von A, diag(a,...,a,) kennzeichnet eine Diago-
nalmatrix mit den Diagonalelementen ay, ..., a,. Entsprechend ist diag (U, V') mit
U € M, und V € M, eine Blockdiagonalmatrix. Die Norm || - ||z bezeichnet fiir
einen Vektor stets die Euklidische Norm, Normen von Matrizen sind stets die Fro-
beniusnorm und werden mit || - | gekennzeichnet. Weitere in der Arbeit benutzte
Begriffe werden im laufenden Text erlautert.

Wir betrachten ein geddampftes lineares Schwingungssystem, das durch die Differen-
tialgleichung

Mi + Di+ Kz =0 (1.1)

gegeben ist. M, D, K sind reelle, symmetrische Matrizen der Ordnung n, wobei die
Massenmatriz M und die Steifigkeitsmatriz K positiv definit sind und die Damp-
fungsmatriz D positiv semidefinit ist. Die totale Energie (Summe aus kinetischer
und potentieller Energie) des Systems ist gegeben durch die Hamilton-Funktion

(vgl. [19])

1 1
E(t) = ix'TMdc + §xTKx. (1.2)



Wir wollen das lineare Schwingungssystem (1.1) in seine 2n-dimensionale Phasen-
raumdarstellung {iberfithren. Da M und K positiv definite Matrizen sind, existiert
eine Cholesky-Zerlegung (s. z.B. [13]), d.h. es gibt nichtsingulidre untere Dreiecks-
matrizen L; und Ly mit K = L1LT, M = LyLl. Da K und M reell sind, kénnen
Ly und L, auch als reell angenommen werden. Mit y; := LTx und vy, := LT erhilt
man eine zu (1.1) gehorige 2n-dimensionale Phasenraumdarstellung der Form

¥ = BY (1.3)
mit
mn 0 Lrr;™
U = ., B= . (1.4)
Yo —Ly'Ly —L3'DLyT

Das Eigenwertproblem B¥ = AU entspricht dem zu (1.1) gehérigen Eigenwertpro-
blem (\>M + AD + K)z = 0. Fiir die Eigenwerte dieses Problems gilt stets ReA < 0
(genauer s. Lemma 1.4). Die Losung von (1.3) mit der Anfangsbedingung W ist
durch U = B0 gegeben.

Ein grundlegender Begriff bei der Untersuchung von Schwingungsproblemen ist die
Stabilitdt:

Definition 1.1 (vgl. [16])
B € M, heifit stabil, wenn Reo(B) < 0 gilt.

In der Literatur wird oft auch die Formulierung , B ist asymptotisch stabil® ge-
braucht.

Wir wollen nun die gegebene Schwingungskonstruktion in Abhéngigkeit von der
Déampfungsmatrix D optimieren. Hierfiir gibt es im wesentlichen drei Giitekriteri-
n (s. [19]), die zur Optimierung einer Schwingungskonstruktion gewahlt werden
konnen.

Ein Giitekriterium ist durch den sog. Stabilititsgrad, der den Abstand dy der ima-
gindren Achse vom néchstgelegenen Eigenwert von (1.1) bzw. von (1.3) darstellt,
gegeben. Der Stabilitéitsgrad kann also geschrieben werden als dg = — max;{Re \;},
wobei \; die Eigenwerte von (1.3) sind. Oft bezeichnet man —d, auch als Spektral-
abszisse (s. [4]). Nach [19] gilt ndherungsweise

@)z < c- e,

d.h. eine Vergroflerung des Stabilitatsgrad dy fithrt zu einem schnelleren Abklingen
der Eigenbewegung des Systems. Damit ist bei dieser Wahl des Giitekriteriums ein
Ziel, das Spektrum von B so weit wie moglich in die linke Halbebene zu schieben,
d.h. das Optimierungsproblem

max{Re\;} = —dp = min (1.5)



zu 16sen. Oft wird dieses Optimierungsproblem nur {iber solche Eigenwerte gelost,
die in einem bestimmten Frequenzstreifen liegen, d.h. fiir die

ImA\| <M, M>0 (1.6)
gilt.

Ein zweites Giitekriterium ist der sog. Dimpfungsgrad Dy, der durch

Dy = —m,ax{ﬂ{i)[i} (1.7)

gegeben ist, wobei \; wieder die Eigenwerte von (1.3) sind. Der Dampfungsgrad ist
ein MaB fiir den Offnungswinkel des Sektors (mit Spitze in 0), in dem die Eigenwerte
von (1.3) enthalten sind, und gibt an, nach wieviel Schwingungsperioden eine An-
fangsauslenkung auf einen bestimmten Bruchteil abgeklungen ist. Ein grofler Damp-
fungsgrad fiihrt zu einem Abklingen der Eigenbewegungen in wenigen Schwingungs-
perioden. Dy = 1 entspricht einem rein reellen Spektrum, also dem aperiodischen
Grenzfall. Sowohl der Stabilitdtsgrad als auch der Dampfungsgrad sind unabhéngig
von der Anfangsbedingung des Systems.

Ein weiteres Giitekriterium ist das Zeitintegral iiber die totale Energie (1.2); diese
Walhl fiithrt auf das Optimierungsproblem

/OOO E(t) dt = min, (1.8)

das z.B. auch Veseli¢ in [24] betrachtet (s. dort). Dieses Giitekriterium wollen wir
dieser Arbeit zugrunde legen; wir wollen also die Schwingungskonstruktion (1.1) in
Abhéngigkeit von der Ddmpfungsmatrix D optimieren, wobei wir dies im Sinne des
Problems (1.8) meinen. Im folgenden wollen wir unsere Wahl préazisieren und sehen,
welche Vorteile damit verbunden sind.

Fir ¥ aus (1.4) gilt

13 = OT0 =yiyi+yppe = (Lia)" (Lix) + (L33)" (Ly )
= o' L LTo + 3" LoLld = 2" Ko + 2" M,

also (siehe (1.2))
15 = 2E(1).

Damit entspricht das Quadrat der Euklidischen Norm der Lésung von (1.3) der
doppelten totalen Energie des Schwingungssystems. Hiermit erhalten wir fiir das
Zeitintegral {iber die totale Energie F(t)

/ E@)dt = - / VTWdt = - / (B10)T (P W) dt = - / WTeB By gy
0 2 Jo 2 Jo 2 Jo
1 oo |
- v /O BBy — WX W (1.9)



mit
X = / BBt (1.10)
0

Dieses Integral ist genau dann absolut konvergent, falls B stabil ist. Unter dieser
Voraussetzung ist X gleichzeitig die (symmetrische) eindeutig bestimmte Losung
der Ljapunovgleichung BT X + X B = —I. Dies werden wir spiter weiter ausfiihren.

Mit (1.9) ist das Optimierungsproblem (1.8) auf das Problem
Ul X ¥y = min (1.11)

iibertragen worden. Hier liegt allerdings eine Abhéngigkeit von der Anfangsbedin-
gung ¥, vor. Um diese zu vermeiden, mitteln wir iiber alle Anfangszustiande ¥y mit
derselben Energie, d.h. wir betrachten die Abbildung

X / WX Wody, (1.12)

[Woll2=1
wobei ju ein beliebiges MaB auf der Einheitssphire S?* = {¥, € R*, || ¥, = 1}
ist. Diese Abbildung ist ein lineares Funktional auf dem Raum der symmetrischen
Matrizen aus My,. Durch < XY >= Tr(Y X) wird auf diesem Raum ein Skalar-

produkt definiert. Nach dem Satz von Riesz (s. z.B. [15]) existiert eine eindeutige
symmetrische Matrix Z’' € M,,, mit

X / VI X Wody = < X, 7' > =Tr (2'X).
[Woll2=1
7' ist stets positiv semidefinit: Sei y € IR*" beliebig. Setze X = yy” > 0. Dann gilt
0< / VIXWodp = < X, 2" > =Te (2'X) = T (Z'yy") = Tr (47 Z'y).

[Toll2=1
Damit ist Z’ positiv semidefinit.

Unser anféngliches Optimierungsproblem hat sich also auf das Problem

Tr (Z'X) = min, (1.13)
X eindeutige Losung von BT X + XB = —1

ibertragen, wobei Z’ eine symmetrische, positiv semidefinite Matrix ist.

Bemerkung 1.2

Man mache sich klar, dal mit dem kanonischen Mafl der Gleichverteilung auf S2"
dabei die Einheitsmatrix Z’ = I korrespondiert. Durch ein Z’, das nicht vollen
Rang, also einen nichttrivialen Nullraum hat, erreicht man, dafl du auf bestimmten
Anfangsbedingungen verschwindet, also z.B. nur iiber Zustdnde gemittelt wird, die
zu einem bestimmten Frequenzbereich gehoren.

10



Vorteile des Problems (1.13) gegeniiber den anderen aufgefithrten Ansétzen konnen
in der direkten Verbindung zur Gesamtenergie gesehen werden sowie darin, dafl
Tr (Z'X) eine glatte Funktion der Démpfungsparameter ist, so daf§ die Minimierung
mit Hilfe klassischer Minimierungsverfahren wie Gradienten- oder Newtonverfahren
durchgefiihrt werden kann; gleichzeitig hat Veseli¢ gezeigt, dafl auch die Verbindung
zur Losung X der Ljapunovgleichung Abschéatzungen fiir den Energieabfall des Sy-
stems erlaubt, z.B. (s. [27], [28])

T 2-1
E(t)<x110x\1/0< h )

- 2h
fir h > 0 beliebig, ¢t > h. ||.X|| bezeichnet hier die Spektralnorm von X.

Im allgemeinen ergeben die durch (1.5), (1.7) und (1.8) bzw. (1.13) beschriebenen
Giitekriterien zur Optimierung einer Schwingungskonstruktion unterschiedliche op-
timale Dampfungsmatrizen D. Es kénnen sich aber auch dieselben optimalen Matri-
zen D ergeben, wie z.B. beim sog. Ein-Massen-Oszillator, der durch M = m, K =k
und D = d mit m, k, d > 0 gegeben ist. Hier fiihrt (s. [24]) eine Optimierung nach
dem Giitekriterium (1.5) und eine Optimierung nach (1.8) zu dem selben optimalen
D =d.

Eine zu B (s. (1.4)) orthogonal &hnliche Matrix A erhalten wir durch die Sin-
guldrwertzerlegung (s. z.B. [13], [8])

Lyt Ly = Woow. (1.14)
Dabei sind die Matrizen W; und W5 reell und orthogonal und die Matrix € ist
eine Diagonalmatrix mit 2 = diag (wy,...,w,). O.B.d.A. kann angenommen wer-

den, dafl w; < wy < ... < w, gilt. Die w;, 1 < ¢ < n sind die positiven Wur-
zeln der Eigenwerte von  (Ly'Ly)(Ly'L;)T, d.h. alle w; erfiillen die Gleichung
det (w21 — (Ly 'L LTLyT)) = det (LyLEw? — L1 LT) = det (Mw? — K) = 0. Damit
sind die w; genau die ungeddmpften Kreisfrequenzen des gegebenen Schwingungssy-
stems (1.1), d.h. die Frequenzen von (1.1) fiir D = 0. Damit sind alle w; > 0. Mit
W = diag (Wy, Wy), Wy, Wy aus (1.14) erhalten wir

wr 0 0 Lrr;* W, 0
WTBW =
0 Wl —Ly'L, —L3;'DL;T 0 W,
0 WIELTLyTW, 0 WIWQWI)TW,
~WIL' LW, —WS Ly DLy T W, ~WIW,QWIW, —WILy* DLy "W,
0 Q 0 Q
= = = A
—-Q —3"Dd -Q —-C

11



mit
®:=Ly,"W,, C:=o"Do. (1.15)
Es gilt

PTMO = WLy 'LoLy Ly "Wy = W)W, =1,
'K = WIL'L LT Ly" W, = QW LY Ly 7w,
= QW wiwyTawhHT = 02

Somit haben wir eine Darstellung des Phasenraums erhalten, deren Zustdnde den
ungeddmpften Kreisfrequenzen des urspriinglichen Schwingungssystems unmittelbar
zugeordnet werden konnen. Anstelle von (1.13) untersuchen wir somit in der folgen-
den Arbeit das

Problem 1.3
Gegeben sei Z € My, Z positiv semidefinit, Q = diag (w1, ...,w,) mit w; > 0 fir
allei =1,...,n. Aus der Menge der positiv semidefiniten Matrizen C € M, fiir die

A= ( 9 ) (1.16)

stabil ist, wird das C gesucht, fir das gilt

Tr (X Z) = min, (1.17)
X eindeutige Losung von ATX + XA = —1.

Dabei geht die Matrix Z aus Z" hervor durch die Transformation mit W (s.o.)
Z=W"'Z'W.

Um dies zu verdeutlichen, bezeichnen wir die eindeutig bestimmte Losung der Ljapu-
novgleichung (1.13) mit Y, d.h. Y 16st BTY +Y B = —I. Aus ATX+XA = —T folgt
WIBTWX + XWTBW = —I ;also BTWXWT+WXWTB = —-WW? = —I. Da-
mit ist WXW?T =Y, und es folgt Tr(YZ')=Te (WXWTZ") = Te (XWTZ'W) =
Tr (XZ) . Wenn Z' eine Diagonalmatrix war, ist auch Z eine Diagonalmatrix, ins-
besondere ist Z = [ fiir 2/ = 1.

Schon bei (1.13) hatten wir die Bedingung (1.10) durch die fiir stabiles B dquivalen-
te Eigenschaft ersetzt, daf8 X Losung der Ljapunovgleichung BT X 4+ X B = —1 ist.
Im folgenden sollen daher die grundlegenden Eigenschaften der Ljapunovgleichung
betrachtet werden, die im weiteren Verlauf der Arbeit immer wieder eine wesentliche
Rolle spielen werden.
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Die Ljapunovgleichung
ATX + XA=-F (1.18)

mit A € M,,, F' € M, ist ein Spezialfall der Sylvestergleichung AX — XB = F.
Sie hat fiir alle F' € M, eine eindeutig bestimmte Losung X genau dann, wenn
fir das Spektrum von A die Bedingung o(A) No(—A) = 0 gilt (s. z.B. [14] Kor.
4.4.7). Dies ist jedenfalls erfiillt, falls A stabil ist, d.h. falls Re(c(A)) < 0 gilt.
Fiir alle symmetrischen Matrizen F' ergibt sich im Falle der Stabilitdt von A eine
symmetrische Losung X (s. z.B. [14] Kor. 4.4.10), ist F' positiv (semi)definit, so ist
dies auch X (s. z.B [22], [7]). Insbesondere ist X reell fir reelle Matrizen A und F'. Ist
A stabil, dann 148t sich die eindeutig bestimmte Losung X der Ljapunovgleichung
(1.18) als konvergentes uneigentliches Integral

x - /m@nr—Aﬁ—Uw—mJ—fn4dn

T 2w

darstellen (s. [19]). Gleichzeitig hat X im Falle der Stabilitdt von A die Darstellung
X:/eﬂTWﬁ (1.19)
0
(s. [16]), wobei auch dieses Integral absolut konvergent ist (vgl. mit (1.10)).

Es gibt verschiedene Algorithmen zur numerischen Losung einer Ljapunovgleichung
ATX + XA = —F. Der wohl bekannteste Algorithmus wurde von Bartels und Ste-
wart [2] (1972) entwickelt und liefert die numerische Losung der allgemeineren Syl-
vestergleichung AX — XB = —F fiir beliebige Matrizen A € M,,, B € M, und
F € M,,, (falls diese eindeutig losbar ist, was fir o(A) No(B) = 0 (s. z.B. [14])
gilt). Der Algorithmus 1ést die Sylvestergleichung, indem AT und B mittels der reel-
len Schur-Zerlegungen UTATU = A, VT BV = B, wobei U, V orthogonale Matrizen
sind, auf reelle obere quasi-Dreiecksgestalt transformiert werden (eine Matrix hat
quasi-Dreiecksgestalt, wenn sie eine Dreiecksmatrix ist, wobei die Diagonalelemen-
te aus Matrizen € M, bestehen kénnen). Mit F = UTFV ergibt sich dann eine
neue Sylvestergleichung ATX — XB = F, die direkt gelost werden kann. X ergibt
sich schlieBlich aus X = UXV7T. Die Reduzierung von A7 und B auf ihre reelle
Schur-Form erfolgt dabei, indem die Matrizen zuerst auf obere Hessenberg-Form
und diese dann durch den QR-Algorithmus auf die reelle Schur-Form gebracht wer-
den (s. hierzu z.B. [8]). Eine Variante zum Algorithmus von Bartels und Stewart
liefert der Algorithmus von Hammarling [12] (1981), der die Losung der Ljapunov-
gleichung liefert, falls A stabil ist und F' nicht negativ definit ist. Dabei wird der
Choleskyfaktor von X ermittelt, ohne die Losung X zu kennen. Auf diesen Algorith-
mus wollen wir hier nicht ndher eingehen. Weitere Algorithmen findet man z.B. in
9], [11], [20]. Algorithmen zur Lésung von Ljapunovgleichungen mit diinn besetzten
Matrizen grofier Dimension findet man z.B. in [21], [30].

Im folgenden wollen wir untersuchen, unter welchen Bedingungen das uns speziell
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interessierende A aus (1.16) stabil ist, d.h. wann die Ljapunovgleichung (1.18) eine
eindeutig bestimmte Lésung hat.

Lemma 1.4
Sei

0 0
()

O =diag (w1, ...,wy), w; >0 fir alle 1 < i <n, C positiv semidefinit.
A ist genau dann stabil, wenn auf jedem Teilraum Y C R", fiir den Qly = wl|y mit
w € R gilt, C vollen Rang hat.

Beweis
Der Beweis kann auf die Ergebnisse in [19], Kap. 5.2 zuriickgefiihrt werden, soll hier
aber unabhéngig gefithrt werden. Fiir alle A € o(A) gilt Re A < 0, da wegen

A 0o Q) 0 Q n 0 O
- c/) -0 0 —-C
A Summe einer schiefsymmetrischen und einer negativ semidefiniten Matrix ist.

Damit ist A genau dann instabil, wenn ein A € o(A) mit ReA = 0, d.h. A = iw,

w € IR existiert; also genau dann, wenn fiir einen Vektor Zj # 0 gilt

(% %)(5)==()

also genau dann, wenn die beiden Bedingungen

(7) Qy = iwz,
(1)) = Q. —Cy = 1wy

mit < z ) # 0 gelten.

Dies nehmen wir an und fiithren eine Fallunterscheidung durch:

a) Sei w = 0. Dann folgt Qy = 0, also y = 0. Damit ergibt sich Qz =0, d.h. z =0,
was ein Widerspruch zur Instabilitét ist.

b) Sei w # 0. Dann ist nach (i) x = —iQy, also eingesetzt in (ii) £Q2y —iwy =Cy
bzw. i(? — w?)y = wCy. Es gilt also i((Q? — w?)y,y) = w(Cy,y). Die letzte Glei-
chung ist nur fiir (C'y,y) = 0, also (da C' positiv semidefinit ist) fiir C'y = 0 erfiillt.
Daraus wiederum folgt 9%y = w?y, also Qy = wy, was zusammen mit Cy = 0 ein
Widerspruch zur Voraussetzung ist, wenn y # 0 ist. Also gilt y = 0 und damit auch
x =0, und A ist nicht instabil.
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Sei umgekehrt die Voraussetzung nicht erfiillt; d.h. es gibt w € IR, y # 0 mit Qy = wy
und Cy = 0. Mit x = —iy gelten dann i) und ii), und iw ist Eigenwert von A, d.h.
A ist instabil.

Q.E.D.

Bemerkung 1.5

(i) Gilt w; # w;yq fiir alle 1 <i < n—1, dann ist A genau dann stabil, wenn C' keine
Nullspalte und Nullzeile hat.

(ii) Gilt w; = w;qq fir alle 1 < i < n — 1, dann ist A genau dann stabil, wenn C
positiv definit ist.

Enthélt C' eine Nullspalte, bzw. eine Nullzeile, dann bedeutet dies, dafl die Schwin-
gung, die zu der Frequenz w; gehort, die dieser Zeile entspricht, ungedampft ist. Man
erkennt dann sofort, dafi das Integral (1.19) nicht konvergent ist.

Bemerkung 1.6

Hat C Rang 1, d.h. gilt C' = cc!, wobei ¢ ein Vektor ist, dann ist eine notwendige
Bedingung fiir die Stabilitdt von A, dafl die Frequenzen wy, . .., w, alle voneinander
verschieden sind. Ist dies erfiillt und hat C' eine Nullzeile und die entsprechende
Nullspalte, dann ist nach Lemma 1.4 A nicht stabil. Nach Veseli¢ [26] kann in diesem
Fall aber das Problem auf ein kleineres Problem reduziert werden, in dem C keine
Nullzeile und Nullspalte hat. Fiir den Fall C' = cc’ bei getrennten Frequenzen
kénnen wir also 0.B.d.A. annehmen, dal C' keine Nullspalte und Nullzeile besitzt.
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2 Minimierung iiber beliebige positiv
definite Dampfungsmatrizen

Cox zeigt in [5], dal das Maximum des Energieintegrals iiber alle Anfangszusténde
mit Einheitsenergie (dies ist genau die Norm der Ljapunovlésung X) eine konvexe
Funktion auf der Menge

{D:D=D" K'DM™*=M'DK'}

(M, K symmetrisch und positiv definit) ist, so dafl eine von ihm angegebene Men-
ge von kritischen Punkten ein globales Minimum liefert. Damit berticksichtigt er
lediglich eine Menge von Dampfungsmatrizen, die mit M und K simultan diagona-
lisierbar sind.

Wir wollen in diesem Kapitel keine derartige Einschrénkung an die Dampfungs-
matrizen vornehmen, sondern die Spur der eindeutig bestimmten Losung X der
Ljapunovgleichung iiber ihr maximales Definitionsgebiet, also iiber alle positiv se-
midefiniten Ddmpfungsmatrizen, fiir die die Phasenraummatrix A aus (1.16) stabil
ist, minimieren. Veseli¢ und Delini¢ duBern in [29] die Vermutung, dafi das Pro-
blem 1.3 mit Z = I — bei dem die Spur der eindeutig bestimmten Losung X der
Ljapunovgleichung AT(C)X + X A(C) = —I iiber alle positiv semidefiniten Damp-
fungsmatrizen C' minimiert wird, fiir die die Phasenraummatrix A(C') = A aus (1.16)
stabil ist — fiir C' = 202 ein lokales Minimum annimmt. (Anschaulich geschen liefert
gerade die Matrix C' = 2Q eine Matrix A(C'), die aus einer direkten Summe von n
zweidimensionalen Blocken besteht, wobei jeder dieser Blocke ein eindimensionales
kritisches Dampfungssystem beschreibt (genauer siche Bemerkung 2.4).) In Satz 2.1
beweisen wir diese Vermutung.

Oft betrachtet man in Anlehnung an (1.6) nur ein bestimmtes Frequenzspektrum
und minimiert dann nur den entsprechenden Teil der Spur, d.h. es wird (bei geeigne-
ter Sortierung der Frequenzen) das Minimum von (37_;(X); + X077 (X)) iiber
alle Dampfungsmatrizen C gebildet. Wir wollen also Tr (X Z) mit einem entspre-
chend gewéhlten Projektor Z minimieren. Hiermit beschéftigen wir uns in Satz 2.6.
Wir geben eine lineare Mannigfaltigkeit M von positiv semidefiniten Dampfungs-
matrizen C' an und beweisen, dafl die Funktion Tr (X Z) fiir diese lineare Mannig-
faltigkeit ein striktes lokales Minimum annimmt. Mit anderen Worten, es existiert
eine Umgebung O von M, so daf§ die Funktion Tr (X Z) eingeschrénkt auf O, auf
M konstant ist und dort ihr (absolutes) Minimum annimmt.
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Im zweiten Teil des Kapitels wollen wir anhand von breit angelegten Experimenten
die Vermutung untermauern, dafl Tr (X) fiir die in Satz 2.1 vorgestellte Dampfungs-
matrix und Tr (X Z) fiir die in Satz 2.6 vorgestellte lineare Mannigfaltigkeit nicht
nur ihr lokales, sondern auch ihr globales Minimum annimmt. Andererseits zeigen
die Beispiele, dafi Konvexitét im allgemeinen nicht vorliegt.

2.1 Bestimmung von lokalen Minima

Zuerst betrachten wir den Fall, daf3 die volle Spur der Losung X der Ljapunovglei-
chung AT(C)X + XA(C) = —I mit A(C) aus (1.16) iiber alle positiv semidefiniten
Démpfungsmatrizen minimiert wird.

Satz 2.1
Sei
0 Q
AC) = ( 0 _C > (2.1)
eine reelle Matriz der Ordnung 2n mit Q) = diag(wq, - -, wy), w; > 0 beliebig aber fest
fir allet =1,---,n, und C eine beliebige positiv semidefinite Matrixz der Ordnung

n, so dafy A(C') stabil ist. Dann nimmt die Spur der eindeutigen Losung X (C')der
Ljapunovgleichung

AT(O)X + XA(O) =1 (2.2)

fiir C' = 28 ein lokales Minimum an.

Die bekannten Kriterien fiir das Vorliegen eines lokalen Minimums einer reellwerti-
gen Funktion in einem endlichdimensionalen Vektorraum formulieren wir fiir unseren
Beweis zunéchst etwas um.

Lemma 2.2
Sei f eine stetig differenzierbare reellwertige Funktion um x = xy € IR".
Dann ist grad f(xg) = 0 genau dann, wenn

=0 firalle veIR", v#0.

n=0

dclif(fo + pw)

Beweis
Aus der Kettenregel folgt

n

o) =3 5 a4 o

i=1
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insbesondere

d "0

u=0

(xo)v; = < w,grad f(zg) > .

~

Q.E.D.

Lemma 2.3
Sei f eine zweimal stetig differenzierbare reellwertige Funktion um x = xg € IR".
Die Hessesche Matriz Hessf (o) ist positiv definit genau dann, wenn

2

gzt (ot p)

>0 firalle velR",v#0.

pu=0

Beweis
Hessf (o) ist symmetrisch, und nach der Kettenregel gilt

P2 d (&2 0f
et = o (325 )

2
SE D B PR

i 8@81:]

= ol Hessf(z¢ + pv) - v.

Insbesondere ist »
—— f(xo + )

a2 = v . Hessf(xo) - v.

pu=0

Q.E.D.

Mit diesen Hilfsmitteln konnen wir nun Satz 2.1 beweisen.

Beweis von Satz 2.1
Da C' eine positiv semidefinite Matrix ist, ist C; = C' — 2€2 symmetrisch und kann
dargestellt werden in der Form

Cy = pV mit V symmetrisch und p € R .

Nach Lemma 2.2 und 2.3 reicht es zu zeigen, daf} gilt

d

—TrX(2Q+uV)| =0,
0 ( [ )M:O

d2

—TrX©2Q+uV) >0
a0 ( 1 )u:o

fiir alle symmetrischen V' # 0.
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I. Schritt:
Fiir kleine p ist 2Q+ V' > 0, so dafi X (224 uV) als Losung der Ljapunovgleichung
(2.2) eindeutig bestimmt ist (s. Lemma 1.4).

Zunichst zeigen wir %Tr X(2Q 4+ pV)| =
V' = (v;;) und folgen dabei einem Hinweis von Veseli¢.

= 0 fiir beliebiges symmetrisches

Zuerst wird g p

—Tr X (292 V) =Tr—X(2Q V

dur(ﬂb) rdu(ﬂt)
bestimmt. Leitet man die Ljapunovgleichung mit Hilfe der Kettenregel ab, so erhélt
man (abkiirzend schreiben wir A,, X, statt A(2Q + V'), X(2Q + pV))

d .r rd d d
(dluA'u> XN+AM@XH+ <(1/1/X”> A”‘FX#@A“:O,
d.h. es ergibt sich folgende neue Ljapunovgleichung
d d d d
T _ T
AM@XM + (d,uX“> A, =— (duA“> X, — XM@AH,
Fiir
0 Q
A, =
—Q —(2Q+ uV)
ist
d 0 0 d ~
—A((29 = = —AT2Q+pV) = -V, 2.
saearw) = (S )= aoATes ) 23)
Damit hat die Ljapunovgleichung die Gestalt
rd d - .
A, @XM + @Xﬂ A, =VX,+X,V. (2.4)

4Ty X, = Tr 4 X, berechnet sich nun auf folgende Weise:
du H dp“"H
Tr—X, = —Tr / eAEt(f/XM + Xuf/)eA“tdt}
LJo
= —TIr / eAgt‘N/XMeA“tdt —Tr {/ eAﬁTttX“‘N/eA“tdt

LJo 0
= —Tr / f/XMeA“teA;{tdt} —Tr {/ eA”teAEtXuf/dt]
LJo 0

= —Tr VXM/ eA“teAEtdt] —Tr {/ eAnteAut gt Xuf/]
I 0 0

= =Tr [VX,Y,| - Tr [V, X,V] = -2 Tr [VX,V,] (2.5)
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it ° Aut ATt
Yu:/ e rtefntdt
0

d.h. Y, ist die Losung der Gleichung A,Y}, + YMAZ = —1I. Sei
I 0
J- ( - ) .
Dann ist A7 = JA,J und die Ljapunovgleichung A7 X, + X, A, = —1I geht iiber in

JAJX, + X, JATT = —I,
AJX,J+ X, JAL = —1.

Also ist Y, = JX,J und aus (2.5) ergibt sich

d ~
Tr g X = =2 T (VXX (2.6)

Fiir p = 0 ist die eindeutig bestimmte Losung X, der Ljapunovgleichung

0 -Q Xu Xu ) Xu X 0 Q\ (-1 0
Q —20 )\ XL X XL X )\ = =20 ) =\ 0 —I

gegeben durch
Damit ist

s —lo- ) (307 —lo-
X()JX()J -
lQ—l _ -1 19—1 _lQ—l

und wir erhalten

d
Tr —X(2Q + pV
v (202 4 pV)

(0 0 2072 —4Q7?
= —2Tr
n=0 N0V /397 0

0 0
= —2Tr = 0.

I1. Schritt:
Nun zeigen wir %Tr X(2Q+uV)[,—o > 0 mit beliebigem symmetrischen V' = (v;).

21



Zuerst wird

d2
Tr— X (22 + V)

—2Tr

—2Tr

—2Tr

[

dp
d

d

(i)

1

XH> JVX;LJ]

d2
—Tr X(2Q+ pV) =
G (22 + pV) a0
bestimmt. Leitet man (2.5) bzw. (2.6) mit Hilfe der Kettenregel ab, so ergibt sich
d? d? - (d ]
TMTTX“:TTTMX“ - —2 Tl“ V @X,LL JXNJ
oy -
= —2Tr |V @Xﬂ JX,J
ey -
= —2Tr |V @Xu JX,J

da V blockdiagonal ist.

Wir bestimmen V' (LX) JX,.J|,_, - Sei

VXL VXy
0

Entsprechend ist

d .
(@X“> VJIX,J

n=0

I

VXL - LV X0t

d

):(11 )ng
XL X

pu=0

(% 52)

X X 00
XL Xy 0V
0 X,V
0 XyV

22

N~
~/
N[ N
2 2

Lo L
DN [ = N | #—=
@) o)

Lo L

(

dp

Xﬂ> VJX;LJ] :

) |



Also ist

d2
—Tr X(2Q + uV
0 (2Q+p )#:O

. . . .
— 2Ty [QVXQQQ‘l - 2VX1TQQ‘1] 2Ty [—2X12VQ‘1 + 2XQQVQ—I}

= Tr [VXlTQQ_l} +TI‘ {Xlg‘/Q_l} —Tr [VXQQQ_1:| —Tr [XQQVQ_I}
= 27Tr [XpV Q| = 2T [VXRQ . (2.7)

Nun miissen wir die Untermatrizen X 12 und ng der Matrix
iX(QQ + pV)|,,—o bestimmen:

X( = (%X u) | o 18t Losung der Ljapunovgleichung

d d
ATX  + X' Ag=— | —AT | X, + X,—A .
0o T Rol Kdu “) T ”Lo

0 -Q ) (Xn X12 ) (Xn X12 ) ( Q )
_l’_
0 0 %Q_l %Q_l 5Q 1 1Q 1 0
= +
0V Ot %Q_l %Q_l 0V
0 -Q Xn X12 X
3 3 +

0 sV
vat o otV 4 lvat

Daraus ergeben sich folgende vier Matrizengleichungen (wobei (ii) die adjungierte
Gleichung zu (iii) ist) :

Dies bedeutet

NI

d.h.

— O X+ X110 — 2X1,0 = ;le (ii)
. - - 1
QX1 — 20X, — X = 5vgz—l (iii)
5 N . . 1 1
QX1 — 20X90 + X0 —2Xp00 = EVQ*1 + EQ*W (iv).
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Aus der ersten Gleichung ergibt sich

~ 1
X = 55972
~ 1
XL = —-Q7ts,
2
wobei S eine noch zu bestimmende schiefsymmetrische Matrix ist, d.h. ST = —S.

Dies zusammen mit der Symmetrie von Q~'VQ ! ergibt Tr [SQ~'VQ~!] = 0; somit
folgt aus (2.7)
d2 1 -1 -1 % -1
Gl x| o= 2T |gsevet 2 h VX0
= 27T [VXpQ . (2.8)

Damit miissen nur noch di~e Untermatrix )~(22 sowie die Matrix .S bestimmt werden.
Setzt man X1, = 3807, X{, = —1Q71S in Gleichung (iv) ein, so erhélt man

;QSQ-1 — 20X, — ;9‘159 —2X50 = ;VQ—l + ;Q—lv : (2.9)

Zuerst konnen die Diagonalelemente der Matrix ng bestimmt werden. Da

; (QSQ?l)ii - ; (QilSQ)u‘ =0, (me)u‘ - (Xmﬂ)n
fir i = 1,---,n, erhdlt man aus (2.9)
(%), = (V) 45 (07Y),
(%%
T
Also ist
(QXQQ)u‘ - _Zji’
(X22>n' - _413.2‘

7

Als néchstes werden die AuBendiagonalelemente bestimmt. (2.9) liefert

; (QSQ*)U —2 (QXm)ij - ; (Q‘%”Q)U —2 (XQQQ)U
1, 1,
-9 (VQ 1)ij + 2 (Q 1V)z‘j'
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Mit S = (Sij)7 Sii = 07X22 - (yl]) fOlgt

wisij Sijw]' 9 9 . Uij Uij
- T 2Wilij — alijwi o = )
2(.0]' 2w,~ 2wi 20&)]‘
2 W28 — AP Wil — AW = Wil - Wi
Wy Sij wj Sij W; WjilYij wlu)j Yij = W5V WiVij -
Damit ist
s,»j(wz- — wj) = Uij + 4w2-wjyij. (210)

Um eine zweite Abhingigkeit zwischen s;; und y;; zu erhalten, ersetzt man in Glei-
chung (ii) X2 durch %SQfl und 16st diese komponentenweise:

8 . 1 1
—Q X5y + X110 — 2(559—1)9 = 5Q—lv,
. . 1
—QXQQ + Xllg - S — 5971‘/,
1

—(QX22)Z']‘ + (Xnﬁ)ij — S = §(Q_lv)zj~

Mit Xll = (Zij> erglbt sich

Uij

—wiyij + zijwj — Sij = Yo .
)

Da die Matrizen ng und X 11 symmetrisch sind und die Matrix S schiefsymmetrisch

ist, d.h. yi; = yji, 2ij = 2ji, Sij = —5;i, erhélt man daraus die beiden Gleichungen
Wilii + ZiiW; — S5 = Ui
— Wi Wi — 8 = —L
J Vhedt] J %w;
_ Yy
_ijij + zijwi + Sij = 5 .
Wy

Multipliziert man die erste Gleichung mit w; und die zweite mit w; und subtrahiert
dann beide Gleichungen, so erhélt man

2 2
—( Vi yZ] + Z’L]C Vi( )j — Sl]( 77,' + ( 7]y2] — ZZ]( ’i‘ yj — Sij“’]’ = O,

si(wi +w;) = yi(w] —wi),
yij(wj — wi). (211)

Sij

Setzt man nun (2.11) in (2.10) ein, so ergibt sich

vij +dwiwiyi; = Yij(wj — wi)(wi — w;)
vij + dwiwiyyy = —yii(wj — wi)?
yi(wi +w;)? =~y
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Also ist

Yij = —(wj}r]w])z (2.12)
Nun kann dd—;Tr Xul,—o bestimmt werden:
Mit (2.8) ist
L x| ——m VxR0t = a3y Yl
dp? p=0 i=1j=1 Wi
und mit (2.12) erhalten wir
2 n v2.
;LQTrX# IR D oo
> 0,
da V = (v;;) # 0.
Q.E.D.

Bemerkung 2.4

Die Eigenwerte von A(C) aus (2.1) mit C' = 202 sind durch \; = —w; fiir alle ¢ mit
1 <1 < n gegeben, wobei jeder Vielfachheit 2 hat. Der Defekt jedes Eigenwertes ist
1, d.h. es existiert nur ein Eigenvektor . Dies bezeichnet man als kritische Ddampfung
(s. [24]); wir nennen Cyy = Chpie = 282 die zu A(C) kritische Dampfungsmatriz.

Im folgenden betrachten wir den realistischeren und komplizierteren Fall, dafi wir

nicht die volle Spur von X aus (2.2), sondern nur einen Teil der Spur, d.h.
s s+n

(X Xu+ > Xyu), uber alle positiv semidefiniten Dampfungsmatrizen C' mini-
i=1 i=n+1

mieren. Die Matrix Z aus (1.17) ist dann nicht wie in Satz 2.1 die Einheitsmatrix,

sondern hat die Gestalt

oo o~
oo oo
oSN O O
oo oo

wobei I die Einheitsmatrix der Ordnung s mit s < n ist (fiir s = n ist Z = I).
Wir bezeichnen diese Matrix im folgenden immer mit Z;. Minimiert werden soll also
Tr (X Zs). Dies hat z.B. dann einen Sinn, wenn man die Frequenzen w; in der Matrix
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A(C) als aufsteigend sortiert betrachtet, was (s. Kapitel 1) 0.B.d.A. stets angenom-
men werden kann. Tr (X Z;) zu minimieren bedeutet dann, daff nur ein bestimmter
Frequenzunterraum betrachtet wird, und zwar der Unterraum, der durch eine Fre-
qUenz wy,q, begrenzt wird. s ist somit gegeben durch s = max{i : w; < Wyaz}-

Es wird sich zeigen, dafl wir im Falle der Minimierung von Tr (X Z;) eine zusam-
menhéngende Menge von lokalen Minima erhalten, die alle den selben Funktionswert
liefern.

Bevor wir aber zur Formulierung des Satzes kommen, wollen wir noch ein Lemma
beweisen (siche [29]).

Lemma 2.5
Fiir alle stabilen Matrizen A aus (2.1) der Ordnung 2n und alle diagonalen Matrizen
Z der Ordnung 2n mit ATX + XA = —1 und ATY + YA = —Z gilt

Tr(XZ)=Tr(Y).

Beweis
Fiir die eindeutig bestimmte Losung X der oben angegebenen Ljapunovgleichung

gilt X = [ eA"tedtdt, also
0

Tr(XZ)="Tr (/OO eATteAtdtZ> =Tr (/Oo eAtZeATtdt> =Tr (Y),
0 0

wobei Y die eindeutig bestimmte Losung von AY + Y AT = —Z ist.
Es gilt Tr(Y) = Tr(Y), denn mit J := < é _Oj. ) ist AT = JAJ, A = JATJ,
also JATJY + Y JAJ = —Z, dh. ATJY J + JYJA = —JZJ. Fiir diagonales Z ist
JZJ =27, also ATJYJ+JYJA=—Z.

Q.E.D.

Nun kénnen wir Satz 2.6 formulieren. Da eine Sortierung der Frequenzen (s.o.) fiir
die Aussage und den Beweis des Satzes keine Rolle spielt, wird sie in der Vorausset-
zung des Satzes nicht erwihnt.

Satz 2.6
Sei
0 Q
MQ_(—Q—C)
eine reelle Matriz der Ordnung 2n mit Q2 = diag(wq, - -, wy), w; > 0 beliebig aber fest
fiur allet =1,---,n, und C eine beliebige positiv semidefinite Matriz der Ordnung

27



n, so dafi A(C) stabil ist. Sei weiterhin die 2n-dimensionale Matriz

I, 00 0
0000

Z, 00 L 0 (2.13)
0000

gegeben, wobei I die Finheitsmatriz der Dimension s ist.
Dann nimmt die Spur der eindeutigen Losung Y (C) der Ljapunovgleichung

AT(C)Y + Y A(C) = —Z,
auf der Menge
Q, 0

M:{C’:2Q:2< 0 H

) mit Qs = diag(wy, -, ws), H € S}
ein strenges lokales Minimum an, wobei S gegeben ist durch
S=<HeM,_,, H positiv semidefinit : A stabil mit C' =2 0 ;

TrY(C) ist dabei konstant auf M.

Bemerkung 2.7

Der Begriff strenges lokales Minimum wird hier sinngeméfl auf eine Menge M er-
weitert. Dies bedeutet, dafl es eine Umgebung O von M gibt, so dafl die Funktion
TrY (C)|, auf M und nirgendwo sonst ihr Minimum annimmt.

Beweis von Satz 2.6
Wir beweisen die Aussage des Satzes fiir die Menge

My = {C’ =20 =2 ( %5 19[ ) mit ), = diag(wy, - ,ws), H positiv deﬁnit} :
M, liegt dicht in M, so dafl die Behauptung des Satzes anschliefend aus der Ste-
tigkeit der Losung der Ljapunovgleichung folgt.

Sei also 2 € M. Da C eine positiv semidefinite Matrix ist, kann C' wie im Beweis
von Satz 2.1 dargestellt werden als C' = 2Q + uV, wobei V' eine beliebige sym-
metrische Matrix der Ordnung n ist. Fiir kleine p ist 2Q + pV positiv definit, so
daB X (2Q + pV) als Losung der Ljapunovgleichung (2.2) eindeutig bestimmt ist
(s. Lemma 1.4). Nach Lemma 2.2 und 2.3 miissen wir zeigen, daB fiir beliebiges
2@ c Mo

dCLTrY(QQ +uV) =0 (2.14)

u=0
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fiir alle symmetrischen Matrizen V' der Ordnung n gilt und

2

d—TrY(QQ +uV)

0 >0 (2.15)

u=0

fiir alle symmetrischen Matrizen V' der Ordnung n, wobei bei (2.15) in der Zerlegung

V= < ‘1;1% “;12 ) mit Vi (n — s) - dimensional (2.16)
12 22

Vi1 und Vi nicht gleichzeitig verschwinden diirfen (da sonst 20) + pV o fiir kleines
win My liegt).

Bei Zerlegungen von n-dimensionalen Matrizen ist im folgenden immer das Schema
aus (2.16) gemeint, ohne daf zusétzlich darauf hingewiesen wird.

I. Schritt: 3
Zunéchst wird gezeigt, dafl %Tr Y (2Q + MV)|M:0 = 0 fiir alle symmetrischen Matri-
zen V gilt.

Zuerst wird

d . .
—TrY =Tr—Y
m rY (2Q + pV) T i (2Q + pV)

bestimmt. Leitet man die Ljapunovgleichung mit Hilfe der Kettenregel ab, so erhélt
man (abkiirzend schreiben wir A,,Y), statt A(2Q + pV),Y (2Q + V)

d d d d
AT Y, + AT — A +Y,—A,
(d > gt <du ) RGP
d.h. es ergibt sich folgende neue Ljapunovgleichung

d d d d
T _ T
AdY—l—(qu#)A#— <dA>Y Y”d,uA“'

, 0 Q a0
Mit A, = ( 0 —(2@+MV) ) ergibt sich
d (0 0y ~ d g
@Au = < 0 Vv > = -V = @Au , (2.17)
d.h. die Ljapunovgleichung geht iiber in
rd d . -
A, " dn —Y, + qu A, =VY, +Y,V. (2.18)
Nun kann %Tr Y,="Tr %Y# bestimmt werden:
Tr CZLY“ = —Tr [/Ooo eA*TLt(f/YM + Yuf/)eA“tdt} =
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- Ty / ANTY, et dt
0

—Tr [/ eAEtYuf/eA“tdt

L 0

= —Tr / ‘N/YueA“teAﬁT‘tdt} —Tr [/ eA“teAZtY#f/dt}
LJo 0

= —Tr f/Yu/ eA“teAgtdt} —Tr [/ eAut oAt gt Yuf/}
L 0 0

= —Tr(VY,X,) - Tr(X,Y,V)
= —2Tr(VY,X,),

wobei X, = [ eAnteditdt, d.h Losung der Lijapunovgleichung ANXM+XMA§ =71
ist. Sei X, Losung der Ljapunovgleichung A7 X, + X, A, = —1I .

Mit J = ( é _? > ist A,{ =JA,J und AEXM + X, A, = —I geht iiber in
JAJX, + X, JATT = I,
A X+ X, JAL = —1.

Also ist X, = JX,,J und
Tr dCLY“ = 2T (VY,JX,J). (2.19)

Q 0 Vit Vo
QO =: S V = .
Fiir p = 0 ist, wie man leicht nachpriift, die eindeutig bestimmte Losung Y der
Ljapunovgleichung Al'Yy + YoAg = —Z, gegeben durch

\1[11 \IJIQ
Y, =
’ ( Ui, Wa )

;Q_l 0 lQ—l 0
\1111:<208 0) ,‘1112:‘1’22:<205 O>' (2.20)

Ebenso verifiziert man, dal die Losung X, der Ljapunovgleichung
AT Xo + XoAg = —1I von der Form

ist mit
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wobel

Wll W12
WL Wa

die eindeutige Losung der Ljapunovgleichung

0 _ans Wll Wl2 + Wll W12 0 ans
Qs —2H WL Wy WL Wy Qs —2H
—1I, s 0
= < ; —In_s> (2.22)
ist. Damit ergibt sich (siehe (2.19))
Tr (dYH>
dp p=0
9Ty 0 0 Uy WUy I 0 Dy Dy I 0
- 0 v )JLoh wy Jlo -1 )\ @ @, )\ 0 -1
_ 0 0 Q1 —Ppo
= h K VT, Vi, ) ( —0T, By )]

2 Tr (V\I/,{;q)lg) —2Tr (V‘PQQ(I)QQ)

() (5 )

Vit Vig
Vih Vi

B Vir Vig %Qs_l 0
2 K Viy Vi ) ( 0 0
. Vit Via iQS—? 0
- [( Viy Va > < 0 O

= 0.

Lot 0
0 Wao

Somit ist (2.14) gezeigt, und da die Menge M zusammenhéngend und M, dicht in

M ist, folgt Tr Y (C') = const auf M.

I1. Schritt:

Als zweites wird dd—;Tr (2Q + puV)|,=0 > 0 gezeigt, wobei V =

beliebige symmetrische Matrix ist und Vi,
Zuerst wird )

du?

31
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bestimmt. Leitet man die Ljapunovgleichung (2.18) erneut mit Hilfe der Kettenregel

ab, so ergibt sich

d o\ (d o[ & d?
<WﬂJ<wn>+%<wgﬁ+<wg;Aw%
- (d d .

— v (Zy) Sy, )V
(du “) ! (du “) ’
d.h.

2 2 d d

”(du2 “>+<du2 “) g dp” ") \dp

d
d

(i

d

Y -
dp

I

)Gt

~ d d ~
—Y, —Y,
+v@m“>+<@,yv,
also (siehe (2.17))
d? d? - ([ d d -
T _
AL (duQYM> + <dM2Yu> A, = 2V (duy“> +2 (WY#> V.
Damit ist
d? o o[ ~(d d .
—qu—/ Al oy ([ Ly ) 42 ( Ly, ) V| eMtar
R l (du“)+ (du“> ]6
und
d? d?
TMTTYM = TrTMY“
= —Tr /OoeAff 2V dy +2 Ay V| eMetdt
0 dp " dp "

Y,

m

—2Tr /OO eAEtf/ (d
0 du
—Y

~_ (d
—2T/ v
"o <d,u“

7YM

1

eMitdt — 2 Tr /Oo et iYu Vetrtdt
0 du

) eAnte ALt gy — 9 Ty /oo < d
0 d

) VeAuteAitdt

) 1% /OO eA”teAEtdt]
0

[~ d o0 T d
= —2Tr -V <dluYM> /0 eAMt€A“tdt] —2Tr [(duyﬂ
- ([ d ~ d ~ o
= —2Tr V @YN XN —2Tr @Yl‘« VX'M
[~ ([ d d ~
= —-2T1r V @Yﬂ JXHJ —2Tr @YP« VJXHJ R

mit AZX“ + X, A, = —1 und AuXu + XHAE = —] wie oben.
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: | P P2 d o (Yu Y\
Mit Xy = ( BT, Doy > und 7Y, =: ( VI Vo ) =: Y] folgt

2

—TrY,
dp? g p=0

seml(ov )G ) (o ) s ) (o %)
N0V YL Y 0 —I L, Do 0 —I
o [(Yu Y Y (0 0N (T 0\ @y P\ I 0O
A\ YD Yo % 0 —I T, Dy 0 —I
P 0 Py —Pyy
== (i v ) (S o)
/0 1712V Dy =Dy
2T ~
A ) ()

= OTr [—VYLP1y 4+ VVar®oy] — 2Tr [~V VL, 4+ Yoo Vo)

= 2Tr [VY L ®1o] — 2Tr [V Yo ®oy] 4 2Tk [Via VL] — 2T [Yao Vo]
= 4 Tr[YioVOL) — 4 Tr [VYa®a). (2.23)

Als niichstes werden die Untermatrizen Y, und Yay der Matrix %Y(ZQ + V) |u=o0
bestimmt:

Yy = (%Yu) | =0 ist (siehe (2.18)) Losung der Ljapunovgleichung
ALY + Y] Ay = YoV + VY,

Uy Wy
Y, =
’ ( Uiy Ua )
die durch (2.20) gegebene Losung der Ljapunovgleichung Al'Yy + Y4y = —Z, ist.
Y, muf nun explizit berechnet werden. Dies bedeutet,

0 -9 Vi Yip Vi Vi 0 Q
+
929)(?& Yfzg) (?15 Yzz)(ﬂ 29)
Uy Uy 0 0 0 0 Uy Wyo
= +
v, ‘1’22)(0 V) (0 V)(‘IHTQ sz)

0 U,V
VUL, WV + Vi,

wobel
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zu 16sen. Daraus ergeben sich folgende vier Matrizengleichungen
i —~Qf/1€ - 5:}12{2 =0 (2.24)
— OV + V1102 — 2Y1,Q0 = UV ( )
Q) - 20Y)) — VQ = VI, (2.26)
QY/H - 2(2}722 + }7172—’9 - 2}722@ - \IIQQV + V\IIQQ, ( )

wobei Gleichung (2.26) die adjungierte Gleichung zu (2.25) ist. Aus der ersten Glei-
chung ergibt sich

s 1 - 1
Yis = 559—1 YL = —59—15 , (2.28)

wobei S eine schiefsymmetrische Matrix ist, d.h. ST = —S. Setzt man dies in Glei-
chung (2.23) ein, so ergibt sich

d? 1 .
—TrY, = A Tr[(zSQ VD], — 4 Tr [V Y ®y]

= 2Tr[SQ VL) — 4 Tr [VYa®s). (2.29)

Nun miissen noch 1722 und S ndher bestimmt werden. Seien
Y Ry1 Ry Y | Qu Q2 Y Py P
Y = Yio = =850 = , Yoo = ,
H ( Ri, Ry ) 27 Qa1 Q2 - Pl Py
Su o Stz Vit Via
S = V= )
(5 8) -Gl al)
Wir betrachten zunéchst die vier Gleichungen (2.24) - (2.27): Mit (2.20) erhédlt man

%Qs_l 0 Vit Vip
\1112V ==
0 0 Vip Vao

vl = (\1112V)T(

SVEQ 0
%Qs_l 0 Vit Vip Vit Vig %Qs_l 0
\I’QQV+V\I’22 - +
0 0 Vs Voo Vi Vi 0 0
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Damit gehen die vier Matrizengleichungen (2.24) - (2.27) iiber in
Qs 0 ) ( ?1 gl ) ( Qll Ql? ) ( Qs 0 )
0 Qns 1 @ Qa1 Q2 0 Qs
00
_ : (2.30)
Q0 Py Pi Ru Ri
- ] +
0 Q,_; PL Py RI, Ry

Qu Q2 Q, 0 %QQIVH % ) VA
— 9 = , (2.31)
Qa1 Qa2 0 H 0 0

Py Pa\ [(Qs 0 sVuQst 0
- = , (2.32)
P1T2 Py 0 Q,_, %VgQ;l 0
Qs 0 ( Qu Q2 Qs 0 ) Py Py
-2
0 Qs Q21 Q2 0 H PL Py
1T1 le Qs 0 Py Py Qs 0
+ —2
e 0 Qs Pl Py 0 H
%QQIVM + %V:llQ;l %QQIVD
= (2.33)

ot 0

1. Von den Gleichungen (2.30) - (2.33) betrachten wir zunéchst nur jeweils den
rechten unteren Matrizenblock, d.h. die 2,2 - Blocke der Matrizengleichungen. Es
ergeben sich folgende vier Gleichungen, wobei wieder die zweite und dritte Gleichung
zueinander adjungiert sind:

_anngQ - Q22Qn75 = 0
— Qo Poy + RooQy s — 2QH = 0
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Qn—sR22 - QHQ%; - PQQQn—s = 0
ansQQQ — 2H Py + Q%ﬂQans —2PpH = 0.

Dies ist dquivalent mit der Matrizengleichung

0 =\ (Bn Qn ) ( Fxn Qn 0 Q) _[(00
Qn—s —2H %12 P22 %—'2 P22 _Qn—s —2H 00 '
Da H € 8, ist auch die Matrix | fg) ?72‘}; stabil, und die Matrizengleichung

hat nur die triviale Losung Ry = Q92 = Pay = 0. Mit (siehe (2.28))

= Ll 1 St S Qs_l 0
Yie = ZSQ _2(—‘9?2 Saa 0 Q;is

_ ! SUQEI 512@,:; _( Qu Q2
2\ —SHLO;T Snt, Qa1 O
folgt damit auch Ss = 0.

Setzt man dieses Ergebnis nun in (2.29) ein, so erhalten wir mit (2.21)

d2
—TrY,
dp? =0

= 2Tr [SQ VL] — 4Tr [V Vs Py

St S Qb 0 Vir Via %le 0
= 2Tr
5% 0 0 O Vi Vi o Wi
Vir Vig Py P %QS_I 0 \]
—4Tr
Vip, Va2 ) \ Py 0 0 Wy /|
511951 Sngis %‘/11@;1 V12W17;
= 2Tr
—SHa;t 0 SV Vo, W
2
—4Tr

( Vit Vig ) ( lPllgs_l P1oWas )
Vih Vi %Pﬂfl;l 0

1 4 . 1. . . R
= 2Tr [55119;1\/119;1 + 55129;;‘/129;1 — SLO VLW

1 R 1 .
—4Tr [§VHPHQ;1 + 51/121317;9;1 + VA PraWo]

= T[S Q7 Vi QoY + Tr [SQt VEQT Y] — 2T [SLOT Vi, W
—2Tr [Vi1 P QY] — 2T [Via PO — AT [V ProWay].
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Da Si; eine schiefsymmetrische und Vi, Q;l symmetrische Matrizen sind, gilt
. . 1 . . 1 . .
Tr [SHQ;l‘/HQ;l] = §TI' [SHQQIV'HQ;l] + §TI‘ [(Sllgglmlggl)T]
1 A A 1 A .
== §TI' [Q;l‘/HQS_ISH] + iTI' [QS_IX/HQ;lSﬂ]

1 A A 1 A .
= iTI' [le‘/inglSll] — ETI' [Q;l‘/lnglsll]
= 0.

Daher erhalt man
2

d 3 . .
d—,uzTrYH ;= Tr[S12Q, 1 VAQT — 2Tr [SLO Vi W] (2.34)
=

—2Tr [‘/ilpllégl] — 2Tr [‘/igplgﬁgl] — 4Ty [‘/1,12—'P12W22].

2. Als néchstes betrachten wir die 1,2 - Blocke der vier Matrizengleichungen
(2.30) - (2.33). Man erhélt folgende vier Gleichungen:

_Qngl - Q12Qn—s = 0 (235)
R . 1
—QPio + Rio8dy—s — 2Q12H = 595_1‘/12 (2.36)
QuR1s — 20,QL — Py = 0 (2.37)
A A . 1.
QsQ12 — 200 Pio + Q3,2 — 2P H = 59;%2 : (2.38)
Mit (s. (2.28))
~ 1 1 511Q§1 5129515 Qu Q2
Yio = 559—1 =5 =
—SLO! 0 Qa0
folgt
1 - 1 A 14
Q12 = 55129725, Q2 = —55?29;17 Qo = _595_1512 ~ (2.39)
Setzt man dies nun in Gleichung (2.37) ein, so ergibt sich
QsRi9 + S12 — P22,y =0, d.h.
512 = PIZQn—s - Qsng. (240)

Nun setzen wir (2.39) in Gleichung (2.36) und (2.38) ein und erhalten

~ . . 1 -
—QPio + Rio8Y—5 — SngisH = 595_1‘/12 )
1

14 < A 1.4 y .
593512Q;Es —_ 2QSP12 - 59;1512971_3 - 2P12H - 59;1‘/12 .
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Ersetzt man nun in diesen Gleichungen S5 durch (2.40), so ergibt sich

~ . A . 14
— QP 4 Ri9Qy s — PioH + QR0 H = 595_1‘/12 :

1. 1. - A 1. - 1 .
5951312 — §Q§R12Q;is —20,P, — §QS_1P12931_8 + 5312971—3 —2PpH

14
= Q.
97 12

Subtrahiert man die beiden letzten Gleichungen, so ergibt sich
A . A . 1
—QsP1o + Ri9Qy s — ProH + QsRmQ;isH — §QSP12
14 » A 14 - 1 <
+ ngRIQQ;}S +2Q, Py + §Q§1P12S2i,s — §R12Q,H +2P,H =0,
d.h.
L 1 < A 51 Lo o-1 Lo 15 &2
§QSP12 + §R12Qn—s + P12H + QSRan_SH + §QSR12QTL—S + 595 Pl?Qn—s =0.
Diese Gleichung kann auch geschrieben werden als
L L 14 &2
AH + §QSA + 595 AQ =0 (2.41)

mit A = Py —|—QSR12Q;}5. Gleichung (2.41) hat nur die triviale Losung A = 0, denn
wenn man diese Gleichung mit A7 von rechts multipliziert, erhélt man

AHAT + ;QSAAT + ;Q;lAQi_SAT = 0.

Damit gilt auch

Tr [AHAT] + ;Tr [QLAAT] + ;Tr OTTAG2 AT] = 0,

d.h.

Tr[AHAT] + ;Tr IATOLA] + ;Tr QEAG2 AT
= Tr[(AHZ)(AH2)T]+ ;Tr (ATQ2)(ATOZ)T]

+;Tr (O FAQ, (O FAD, )T

= 0.

Jeder einzelne Summand ist gréfer oder gleich Null. Da die Matrix Q) positiv definit
ist, ist die Gleichung nur fiir A = 0 erfiillt.
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Damit ist Py + QsRuQ;is =0, d.h. Py, = —QSRUQ;ES. Setzt man dies nun in
(2.40) ein, so ergibt sich fiir Sio

512 = P12ans - QsR12 = _QsRIQ - QsRIQ = _2QsR12 y
und damit (siehe (2.39))

1 . R -
Qi = 50!, = ~QRu0!, = P (242)
1 ~ A A
Qa1 = _§S£Q;1 = RO = R, (2.43)

Also erhalt man

Ersetzt man nun in Gleichung (2.34) Pj» durch 51,0, (vgl. (2.42)), so folgt

d? . A A A
—Tr Y‘u = Tr [Slgggis‘/’lggs_l] —2Tr [SEQS_I‘/HWE;] — 2Tr [‘/HPHQS_I]

dp? u=0

1. N 1 "
—2Tr [‘/12(§Q;i55£)951] —4Tr [‘/15(55129is)W22]
= Tr[VipQ; 1 .STOTY — 2Tr [SLOT Vi, W L] — 2T [Vi Py QS
—Tr V12,1, SHO ] — 2Tr [Vi5S1062,1 W)

= —Tr Vi1 P — 2T [ViEQ 1S Why)
—2Tr [‘/1’121512QZESW22] . (244)

3a. Wir betrachten nun zunéchst den ersten Term auf der rechten Seite von (2.44);
wir zeigen, daB —2Tr [V P12, > 0 gilt, und Gleichheit dabei nur fir V3; = 0
moglich ist.

Zuerst bestimmen wir Pj;. Dazu betrachten wir die 1,1 -Blocke des Gleichungssy-
stems (2.30) - (2.33). Man erhilt die vier Gleichungen

—0.QL —QuQ, = 0 (2.45)

—Q.Pyy + R Q, — 2@1193 = ;QQIVH (2.46)

Q,Ry — 20.QT, — PyQ, = ;vnfzsl (2.47)

0Qu — 20, Py + QT — 2P Q, = ;QS_IVH + ;VHQS_I : (2.48)

Aus der ersten Gleichung zusammen mit (2.28) ergibt sich

1, A
Qu = 55119S ',
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wobei S1; eine schiefsymmetrische Matrix ist. Setzt man dies in Gleichung (2.48)
ein, so erhalt man

1a A A 1. A A 1. 1. 4
§Q¢ﬁﬂgl—2Qgﬁy—§QfSuQs—2PHQy:iQ;WGy+§VhQ;V (2.49)
Zuerst konnen die Diagonalelemente der Matrix P;; bestimmt werden. Da

1 - N 1 A N R
5(9351198_1)1'1' - 5(95_151195)1'1' =0, (QsPr11)ii = (P1182s) i
fur i =1,---, s ergibt sich aus (2.49)

A Loz 1 A (Vi1)ui
—4Q,Ppy)i = = (Q1 Wt = QN = .
( 1) 2( s Vi) +2(V11 s ) o
Also ist
. (Vi1)ii
QP = — , d.h.

(QsPr1) 1o,

(Vi1)i

Py = — .

( 11)11 4w2

(2

Nun werden die AuBendiagonalelemente bestimmt. Gleichung (2.49) liefert fiir
1<i<j<s
1, - ~ A 1 - A .
5(9551195_1)@‘ —2(QP11)ij — 5(9;151193)@‘ — 2(P11€2)5
1, 1 A
= SV + (V.
Mit Sll = (f”) fOlgt

wifij fijwj (‘/ll)ij (‘/ll)ij
2(,0]' 2(,()1' w ( 11) J ( 11) 7 2(4)1 * 20)]'
Wi fij = fijw] — 4wiw;(Pr)y — 4wt (P)y = (Vin)ywy + (Vin)ijws -

Also ist

d.h

fij(wi —w;) = (Vir)ij + dwiw; (Pr1) ;. (2.50)

Um eine zweite Abhéngigkeit zwischen f;; und (Pi1);; zu bekommen, ersetzt man in
Gleichung (2.46) @11 durch %SHQS_l und 16st diese komponentenweise:

~ n 1 -
—Q P+ Ry — S = *QS_IVM,

2
~ ~ 1 -
—(QsPi1)ij + (Ruifds)ij — fij = 5(9;1‘/11)@, d.h.
Vit)ii
—wi(P11)ij + (Ru)ijwj — fi; = (21;)] .

40



Da die Matrizen P;; und R;; symmetrisch sind und Sp; schiefsymmetrisch ist, d.h.

(Pi1)i; = (Pi1)ji , (R11)ij = (Ra1)ji, fij = —fji, erhélt man die beiden Gleichungen

Vi1)is
—w;(Pr1)ij + (Rui1)ijw; — fiy = ( 21:}) i
Vi)i
—w;(Pri1)ij + (Ri1)ijwi + fij ( 21:)) j
j

Multipliziert man die erste Gleichung mit w; und die zweite mit w; und subtrahiert
diese dann, so erhélt man

—wi (Pu)ij — figwi + @i (Pi)yj — fijw; =0
also
fii(wi+wj) = (Pu)y(w? —w?),
d.h.
fi = (Pu)ij(w; —wi) . (2.51)
Setzt man nun (2.51) in (2.50) ein, so erhélt man

(Pi)ij(wj —wi)(wi —wj) = (Vin)ij + 4wiw; (Pr1)i

und somit
(Pr)ij(wi +w;)* = —(Var)ij -
Also ist v, )
(P11>i' = _# = (Pll) i1 -
! (wi + wj)? ’
Damit ist
. (Via)i; (P
STy [V P = —222 1)is (P
=1 j=1 Wi
V11

= oy y

o wi(w; —i—w])
0, (2.52)

Vv

wobei —2Tr [VHPHQ;l] = 0 nur fiir Vj; = 0 moglich ist.
Schritt 3a. ist damit abgeschlossen.

3b. Als letztes betrachten wir die beiden restlichen Terme auf der rechten Seite
von (2.44); wir zeigen, daf

A = —2Tr VIO S15Whs] — 2Tk [Vi5S100 ! Way] > 0
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gilt, wobei Gleichheit nur fiir V1o = 0 moglich ist .

Nach (2.42) und (2.43) gilt

1 - 1 A
Py = Q2 = 55129;;5 , Rio = —iﬂnglg .

Setzt man dies in Gleichung (2.36) ein, so ergibt sich

L1 . 1~ - 1 . 1.
—95(551297;;) + (—595_1512)971—5 - 2(5512977;)[{ = 595_1‘/12 )
d.h. ) A ) ) A
Vi = =1 85,02 —Q, ST, — 2HO, L SHQ, (2.53)
Damit ist

~

A = 2Tr [0 ST0,S15Wha) + 2T [Q,_ SO S, Whs] 4+ ATx [HQ ST 51 W1,]
+2Tr [ ST 028150 W] 4 218 [ ST S100 1 W]
+ATr [HO L ST 0,810 W)

= 2Tr [ SO, S15Wis] + 2Tr [Qn_ o SLOT S 1o W] + 2Tr [ ,SES1,2W 1, H]
+2Tr [ ST0281,0 1 Wao] + 2T [ 55515001 Wy
+Tr [(2HWas + 2Wao H)Q, 2 ST, 51000, . (2.54)

Die Ljapunovgleichung (2.22) lautet blockweise

_answlg - WIQans = _[nfs
—Qp Wag + W Qg —2WH = 0 (2.55)
Qn—sVVII - 2HW1€ - W22(2n—s =0
ansWH - 2HW22 + Wanfs - 2W22H = _[nfs .
Aus der ersten Gleichung folgt
1.4 1 <4
Wio = 59""9 + iGQn,s , (2.56)

mit GT = —G , d.h G schiefsymmetrisch. Aulerdem ergibt sich aus dem Gleichungs-
system (2.55)

QWioH = —Q, Wa + Wi, (2.57)
QHWyy + 2Woo H = Qu_ Wig + WhEQ o+ Iy . (2.58)
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Setzt man (2.56) , (2.57) und (2.58) in (2.54) ein, so ergibt sich

2 Tr [Q;iSSEQSSHWQ] + 2 Tr [Qn_SS’{QQs_lsm(
+2 Tr [, 1,51 S12(— Qe s Was + Wii Q)]
+2 Tr [Q;issgﬁzslgﬁgisl/‘/QQ] + 2 Tr [QH,SS;TQSHQ;iSWQQ}
+TI' [(Qn_swlg —f- WIEQR—S —f- ]n—s)Q;isngQsSmQ;is]

1. 1
Ot 4 Sa0!
2 n—s + 2G n—s)]

2 Tr [ ST, S Wha] + Tr [Q,_ o SLOT S0

+Tr [, ST 8GO ] — 2 Tr [0 2 .ST 8150, W)

+2 Tr [0 ST S, W Q] + 2 Tr [ ST0O281,0 ! W)
+2 Tr [Qn—s 5T 5100 Was] 4 Tr [, W00 STQOLS10
T (WhQ Q0 STOSH0 ]+ Tr [ SLO, S0 ]

2 Tr [ S0, S15Wha] + Tr [SHQT1S1] 4+ Tr [SHOT 181G

—2 Tr W2 ST 810 o] + 2 T [SES1 Wiy + 2 Tr [ SLO2S1,00 1 W]
+2 Tr [, sS85 8150 Wao] + Tr [WioQ0 2 SO, S10] + Tr [WEST Q51,01 ]
+Tr [, 500,50 .

Da ST,Q; 1S}, symmetrisch ist, gilt Tr [SLQ;1S15G] = Tr [GT ST, 1S),], und damit
erhalten wir

~

A

= 2Tr [ 1,.ST0,S1,Who] + Tr [SLOT1S.)

1 a 1 . 3 §
—{—Tr [55295_1512G + iGTSfQQS_l;S’]_z] -2 Tl" [(WQzQ;isSiFQS]_2Qn_S)T]
+2 Tr [STS15Why] + 2 Tr [0 ST.028,0 W)
+2 Tr [, sS58150 L Wao] + Tr [0 ST, S0 W1,]
+Tr [(WhSHQ S0 )] + Tr (0,1, STQ81.0, ]

. A A 1 A
= 3Tr [Q;i55£95512W12] + Tr [Sszﬂnglg] + §TI' [Sf;Q;lslgG]

1 . . .
—5Tr [STQES 1G] — 2 Tr [, 575812801 Was] + 2 Tr [ST,S1,Wh]

+2 Tr [Q;ﬁsngliSuQ;ﬁSWgz] + 2Tr [Qn_sSlTQSHQ;iSWQQ}
+Tr [ SEQ,S1Who] + Tr [ SLO.S1L0 ! ]

= Tr[Q; L ST 08107 |+ Tr[SLOT S 0] +4 Tr [ STO,S1, W]

—|—2 Tr [S£312W11] + 2 Tr [QJESSEQESHQJESWN] .
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(2,1 S5H05L0, 1) = (2510, )"(Q?51,Q,",) und
(STOT1S) = (9 2512)7 (0 2S1,)
positiv semidefinit sind, erhalten wir

Tr [SEQjSu]
Tr [Q;iSSfQQSSIQQ;is]

?

>
> 0.

Auf Grund der positiven Definitheit von ), kann Tr [Sg@;l&g] nur gleich Null fiir
Si = 0, also (siehe (2.53)) fiir Vi5 = 0 sein.

Es bleibt zu zeigen, daf}

~

A = 4T [, 1,081 W] + 2Tr [, S0 W] + 2Tr [, S1H0281,Q, 1 W] > 0
ist. Dazu fithrt man eine Transformation der (als Losung von (2.22)) positiv definiten

: Wiy W,
Matrix ( Wié WZ ) durch.

512 0 Wn W12 Sl2 0
0 QSSHQ;ES ng W22 0 QSSHQZLES

S1oWiy S12Wig S?Q 0
QSSIQQ;}5W£ 9551252,_1131/{/22 O QgisslTZQS

S1aWi1 ST, S1aWia2 1 ST,
- 0,550 WL ST stlzﬂnlswmfznlssg@s)
Wy Wiy
g w)

ist positiv semidefinit, d.h. insbesondere, daf3 fiir alle s - dimensionalen Vektoren =
gilt
1 1 x ~ ~ ~ ~
r o Wi Wi T T
~ ~ pu— > 0 .
(" ) ( W T, ) ( " ) o (Wi + Wiy + Wig + Wog)z >

Da WH +W12 +W1T2 + ng symmetrisch ist, ist diese Matrix auch positiv semidefinit,
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d.h.

Tr [Why + Wi + Wiy 4+ W)
= Tr[S;WiiSL] + Tr [S1oWieQ L ST Q]
T [QS120, L WHST] + Tr [QS120, L W2, 2 ST ]
= Tr[SLS1,Wi] + Tr [ STO.S1Wia] + Tr [(S1e Wit SLO)T]
+Tr [0, SO 10, Wa)
= Tr[SLS1, W] + 2Tr [ SLO,S1Who] + Tr [ STO2S1,07 L W]
— 2A
> 0.

Also haben wir gezeigt, dafl
A = —2Tr [VEQ S5 Why) — 2Tr [V S1000 L Was] > 0

ist, wobei Gleichheit nur fiir Vj5 = 0 moglich ist;
damit ist Schritt 3 b. abgeschlossen.

Insgesamt erhdlt man damit (vgl. (2.44) und (2.52) )

d2
—TrY, >0
A2 rry, w0 =
wobei die Gleichheit nur fiir Vj; = Vi3 = 0 moglich ist.
Q.E.D.

Bemerkung 2.8
Die Aussage von Satz 2.6 schliefit die Aussage von Satz 2.1 ein. Da der Beweis zu
Satz 2.1 aber viel leichter ist, wurde er dort explizit vorgefiihrt.

2.2 Experimentelle Untersuchung der lokalen
Minima auf Globalitét

In diesem Abschnitt wollen wir experimentell untersuchen, ob das bei den Matrizen
Chin aus der Menge M in Satz 2.6 angenommene lokale Minimum von Tr (X Z,) auch
globales Minimum ist. Dabei wurden Tests iiber eine breite Anzahl von Dampfungs-
matrizen mit unterschiedlichem Rang durchgefiihrt, die nicht nur diese Vermutung
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erhédrten, sondern auch annehmen lassen, dafl fiir beliebig vorgegebene Dampferan-
zahlen und -positionen genau ein lokales Minimum existiert, das auf einer zusam-
menhéngenden Menge angenommen wird und gleichzeitig globales Minimum ist.

Da wir in Kapitel 2 iiber jede beliebige positiv semidefinite Dampfungsmatrix C' mi-
nimiert haben und C' in der Form C = Y excpcl = VEVT dargestellt werden kann,

%
wobei ¢ Vektor der Lange n, V € M, ,, g < nund X = diag (e1,...,¢,), & > 0 ist,
wurden fiir jeweils feste V' Tests durchgefiihrt, indem die ¢; variiert wurden. Ausge-
hend von einer Massenmatrix M und einer Steifigkeitsmatrix K aus (1.1) wurde die
Déampfungsmatrix D in der Form D = Zk: expepri = PYPT mit ¥ = diag (1), e, > 0

dargestellt, wobei die Vektoren p;, als Euklidische Einheitsvektoren gewéhlt wurden.
Schlieflich wurde durch die in Kapitel 1 angegebene Transformation die Matrix A
aus (1.16) erzeugt, so dafl Tr (X Z,) aus (1.17) gelost werden konnten. Die Matrix
C ist dabei aus der Transformationen C' = ®TD® = dTPLPTO =: VIV mit
V = ®TP hervorgegangen. In diesem Fall reprisentiert ¢ die Anzahl der Dampfer
und ¢;, 1 <1 < g, die Viskositat des i-ten Dampfers in einem Schwingungssystem.
Abhéngig von ® wird dabei die Menge M unterschiedlich gut approximiert. Durch
(s.u.) die in den meisten Testreihen zufillige Wahl von M und K (also von ®) ergibt
sich aber insgesamt ein représentatives Gesamtbild.

Exemplarisch wurde der Fall n = 6 in verschiedenen Testreihen untersucht. In einer
Testreihe wurde die Steifigkeitsmatrix K von der Form

2 —1 0
-1 2 —1
1
K=— 1 2 :
(n+1)2
. .o —1
0 —1

in allen anderen Testreihen wurde K zuféllig, positiv definit gewahlt. Die Massenma-
trix M war dabei meist die Einheitsmatrix, es wurden aber auch Tests mit beliebig
positiv definiter Massenmatrix durchgefiihrt. Alle Testreihen wurden fiir verschie-
dene s, insbesondere fiir s = n durchgefiihrt. Der Fall s = 6 = n untersucht also
insbesondere, ob das bei Cli, = Cirir = 282 aus Satz 2.1 angenommene lokale Mini-
mum von Tr (X) auch globales Minimum ist.

Die Untersuchungen innerhalb einer einzelnen Testreihe fanden fiir alle moglichen
Anzahlen von Dampfern g mit 1 < g < n statt. Fiir jede feste Anzahl von Dédmpfern
go ist jede mogliche Kombination ohne Wiederholung durch Permutation von gq ver-
schiedenen der n euklidischen Einheitsvektoren untersucht worden. Diese verschiede-
nen Kombinationen spiegeln sich in (7;) verschiedenen Matrizen Pj(g‘)), 1<5< (;))7

wieder. So erhielt man innerhalb einer Testreihe in Abhéngigkeit von go = 1,...,n
und den (") verschiedenen Matrizen P9 insgesamt Y (”) = 2" — 1 Testfalle,
90 J go=1 \90

)

wobei in jedem Testfall ngo nur noch die Viskositdten €1, . .., ¢,4, der go Ddmpfer zu
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variieren sind. Also ist fiir jeden der (;}) Testfalle mit gy Dampfern die Abbildung
hggo) D(e1y e, Eg0) = Tr (X Zy), e > 0 fiir alle 1 < ¢ < gg, zu untersuchen. (Im

folgenden schreiben wir nur h statt hggO), falls die Spezialisierung des betrachteten
Testfalls unwesentlich ist.) In einem einzelnen Testfall wurde h beschrankt auf einem
Gitter I', mit

(max) (min)
min) 5 _5i max .
rh_{(al,...,ago) s B T . >,z_1,...,g0}

- (max)

betrachtet und v* € I', mit h(y*) = min h(7y) bestimmt.

yel’

maX

Dabei konnten (und wurden) e™™ und ™ immer so gewéhlt, daB 0 < &k < k!
fiir v = ¢; (min) | ky i

(max) (mm)
W’ 1=1,..., g0 gilt, wobei v; die i-te Komponente des

Vektors v € ', bezeichnet. D.h. in allen durchgefiihrten Tests existierte ein Gitter [y,
zu jedem h, so dafl das Minimum von h nicht auf dem Rand des Gitters angenommen
wurde.

Innerhalb einer jeden Testreihe galt mit den eindeutigen Minimumstellen fyj ) die
Aussage

i hO50) < i, 1 05)

fiir alle g mit 2 < g < n.

Des weiteren konnte in allen betrachteten Testfallen bei Variation von nur einer

Viskositét e;, und Festhalten aller anderen Viskosititen &;, ¢ = 1,...,i0 — 1,70 +
1,...,go immer ein k;, bestimmt werden, mit dem fiir
(max) . g(mm)
:Vlo’(k) = (517 -y Eip-1,€ z(;mn + k (max)zo 7 g1y - - - 759())
ki,

die folgenden zwei Aussagen gelten:

h(00D) > h(3°®) ik =2,k (2.59)
h(0W) < b (FOED) fie k= ki, kT = 1 (2.60)

20

Bei Betrachtung der Funktion A — beschrankt auf die Abhéngigkeit einer einzelnen
Viskositét e;,,79 beliebig — galt also in allen Testféllen, dafl ein eindeutiges lokales
Minimum A (5/"07(’;1'0)) angenommen wurde. Dieses war beziiglich der Einschréankung
global, da fiir alle Punkte des eingeschrinkten Gitters, die kleiner als die Minimum-
stelle sind, die Funktion streng monoton fiel (s. (2.59)) und fiir alle Punkte des
eingeschrénkten Gitters, die grofier als die Minimumstelle sind, die Funktion streng
monoton stieg (s. (2.60)).
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Abbildung 2.1 zeigt exemplarisch das Ergebnis eines Programmlaufs fiir einen Test-
fall mit ¢ = 2 Ddmpfern und s = n. Die Viskositéiten ; und €5 sind auf der x-Achse
bzw. auf der y-Achse abgetragen. Auf der z-Achse ist die Spur Tr (X Z,) = Tr (X)
abgetragen. In diesem Testfall war e{™™ =3, &™) = 4, ™) — %) _ 100 Die
kleinste in diesem Testfall berechnete Spur war 9,2909. Das lokale Minimum von

Tr (X) fiir Cyrp = 292 aus Satz 2.1 war in dieser Testreihe 0,9529.

Viskositat g,

Abb. 2.1: Tr (X (g1, €2)) im Vergleich zu Tr (X (Cpin))

Fiir den Vergleich ist in der Abbildung die Ebene des lokalen Minimums, das durch
Clrit angenommen wird, eingezeichnet worden. Die obere Fléche zeigt die Grofie der
Spur der Losung der Ljapunovgleichung in Abhéngigkeit von den zwei Viskositéiten
€1 und £5. Wie man an der Abbildung erkennen kann, ist diese Fliache nicht konvex.
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Zusammenfassend konnten also folgende Phénomene in allen Testfidllen beobachtet
werden:

In allen Testfillen gab es eine eindeutige Minimumstelle v* € T' mit
h(y") = min h(7).

In allen Testfillen lag die gefundene Minimumstelle v* € " im Inneren von T'.

In keiner Testreihe gab es einen Testfall, bei dem das gefundene Minimum
h(~*) kleiner als Tr (X (Chin)) war (Ciin € M bzw. Chpin = Chrit)-

In keiner Testreihe wurde bei einer groBeren Anzahl der Dampfer auch eine
grofere Spur im Gitter angenommen.

Bei Beschréankung der Funktion h eines jeden Testfalls auf nur eine Viskositét
des Gitters wird ein eindeutiges Minimum angenommen.

Konvexitat liegt jedoch nicht immer vor.

Insgesamt legen alle beobachteten Phidnomene die Vermutung nahe, dal das be-
kannte bei Cy,;, angenommene lokale Minimum auch ein globales Minimum ist. Der
theoretische Nachweis bleibt allerdings ein offenes Problem.

Alle Tests zur Uberpriifung der lokalen Minima auf Globalitit wurden auf einem
PC Pentium 100 mit 32 MB RAM unter Windows 95 mit Matlab 5.1 durchgefiihrt.
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3 Minimierung iiber die Viskosititen der
Dampfer

In Kapitel 2 war unser Ziel, eine durch eine Massenmatrix M und eine Steifigkeits-
matrix K gegebene Schwingungskonstruktion (1.1) iiber alle positiv semidefiniten
Déampfungsmatrizen D im Sinne von Problem 1.3 zu optimieren. Dabei haben wir
untersucht, wann Tr (X Z;) minimal wird — wobei X eindeutige Losung der Ljapu-
novgleichung ATX + XA = —1I,

0 Q
A: 5 ZS:
-0 -C

oo O
oo oo
oM~ o o
oo oo

ist —, wenn iiber alle positiv semidefiniten Dampfungsmatrizen C' minimiert wird.
Es wurde gezeigt, dal die Spur der Losung der Ljapunovgleichung fiir alle Matrizen

A

Qs 0
0 H

N

O, = diag (w1, ...,ws), H € S mit

S = {H € M,_,, H positiv semidefinit : A stabil mit C' =2 ( %S 19[ >}

(S enthalt insbesondere alle positiv definiten H € M,,_), ein lokales Minimum an-
nimmt. Fiir jede Matrix dieser Mannigfaltigkeit der lokalen Minima M (fir s = n,
d.h. Z; = I besteht die Menge nur aus dem einen Element 2 Q, = 2Q2) ergibt sich
derselbe Wert fiir Tr (X Zy).

In diesem Kapitel wollen wir nun nicht iiber alle positiv semidefiniten Dampfungs-
matrizen minimieren, sondern wir wollen den Raum der Dampfungsmatrizen ein-
schrinken. In der Praxis sind die Anzahl und Positionen der Dampfer einer Schwin-
gungskonstruktion meist fest vorgegeben. Dabei ist im allgemeinen die Anzahl der
Déampfer viel kleiner als die Dimension n des Systems. Eine Optimierung dieser be-
stehenden Schwingungskonstruktion kann folglich entweder durch Hinzufiigen von
Déampfern (was in der Praxis meist nicht der Fall ist) oder durch eine Verénde-
rung der Viskositdten der vorhandenen Dampfer erreicht werden. Mit letzterem
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wollen wir uns in diesem Kapitel beschéftigen. Eine durch die Massenmatrix M,
die Steifigkeitsmatrix K sowie die Anzahl und Positionen der Dampfer gegebene
Schwingungskonstruktion M + Di + Kx = 0 soll iiber die Viskositédten der Damp-
fer optimiert werden. Die Diémpfungsmatrix D hat die Gestalt D = PXPT mit
P e M,, ¥ = diag(ey,...,g,), wobel g die Anzahl und ¢;, 1 < i < g, die zu-
gehorigen nichtnegativen Viskositdten der Dampfer sind. Die Matrix P beinhaltet
die Positionen der Dampfer und besteht meistens aus den euklidischen Einheitsvek-
toren, die den Positionen der Dampfer entsprechen. Uberfithren wir dieses Problem
wieder in die Form (1.17) und (1.16), so erhalten wir die transformierte Ddmpfungs-
matrix C' der Form C = ®TD® = &7 PYPT® =: VEVT mit V = ®TP. Damit hat
A die Gestalt

0 Q
A= , (3.2)
—Q —vovT?

und es ergibt sich das folgende Minimierungsproblem:

Problem 3.1

Gegeben sei Zs aus (2.13), Q = diag (w1, ...,wy,) mit w; > 0 fir allei =1,...,n,
V e M, fest, g < n. Bestimme die nichtnegativen Viskosititen ¥ = diag (1, ..., &4)
so, dap Tr (X Z,) minimal wird, wobei X die eindeutige Lisung von ATX + XA =
—1I, A aus (3.2) stabil, ist.

Wire es moglich, Viskosititen ¥ so zu finden, dafl fiir festes V' die Beziehung
VIVT € M (s.0.) gilt, dann hiitte man optimale Viskosititen erhalten. Dies ist, da
V' fest vorgegeben und g meist viel kleiner als n ist, im allgemeinen nicht mdoglich.
Veseli¢ hat in [24] das Optimierungsproblem fiir einen Dampfer untersucht und ana-
lytisch die Losung X der Ljapunovgleichung und somit Tr (X Z) fiir g = 1 berechnet.
Die Funktion e; — Tr (X) ist dabei von der Form

Tr(X) = 24 be1 + const
€1

mit a, b > 0. Sie ist also konvex und das Minimum wird bei

a
€1 = Eopt = g

Im Fall mehrerer Dampfer sind die auftretenden Terme um ein Vielfaches komplexer.
Im scheinbar einfachen Fall der Dimension n = 2 mit 2 Dampfern 148t sich die Spur
von X mit Hilfe von Lemma 3.2 noch explizit berechnen. Die Dadmpfungsmatrix hat
dann die Gestalt C = VIV = g,ec? + e2dd”, wobei ¢ und d Vektoren der Linge 2
sind. Zur besseren Ubersicht wihlen wir im Lemma die Schreibweise C' = (¢;;); j=1.2-

angenomimen.
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Lemma 3.2
Sei A eine stabile Matriz der Dimension 4 mait

0 0 w1 0

0 0 0 wo X1 X
A= , und X =
—wr 0 —en —c < Xiy Xo )
0 —Wz —Ci2 —C22

sei die eindeutig bestimmten Lisung von ATX + XA = —1. Dann sind die Diago-
nalelemente von X gegeben durch

ci |, widet (O)(en + c2) + wien + ca2) (G + €1y) + crr(Wi — w3)?

X i 7
( 11) 2&)12 det (O) (011C22W% + c%zw% + CllCQQW% + C%lw%) + c11699 (w% _ w%)Q
1 2 2 2
(Xo2)i = 1+ cla(cr1 + c22)(wicas + c1w3)
22 )i — T
Cij det (C) (011 + 022)((4)%622 + w%cll) + 011622(“)% _ w%)z

mitt=1,2 und k=3—1.

Die Aussage des Lemmas wurde mit Unterstiitzung des Programms Mathematica
bestimmt, welches in der Lage ist, Gleichungssysteme symbolisch zu 16sen. Wahrend
das Programm den Fall g = 1 und n = 2 (und auch grélere n) ohne nennenswerten
Rechenaufwand 16st, enden die Berechnungen der Diagonalelemente von X fiir den
Fall n = g = 2 mit Mathematica in groflen Termen, deren umfangreiche Vereinfa-
chung schliellich zur Aussage von Lemma 3.2 fiithren. Bereits fiir den Fall n = 3
und g = 2 fiihrten Ansétze bei der symbolischen Losung der Ljapunovgleichung
zu so groflen Termen, dafl die gegebenen Rechnerkapazitéiten nicht ausreichten, um
mit ihrer Hilfe zu einer Losung der Ljapunovgleichung zu gelangen. Obwohl Tr (X)
fir n = g = 2 durch Lemma 3.2 noch explizit berechnet werden kann, scheitert
die Berechnung ihres Minimums an dem damit verbundenen hohen Rechenaufwand.
Die Berechnung von Tr (X Z,) und ihre Minimierung fiir ¢ > 1, d.h. fiir mehr als
einen Dampfer, kann daher bislang nur numerisch erfolgen. Fiir feste Positionen
und Anzahl der Dampfer (gegeben durch V) ist Tr (X Z;) eine glatte Funktion der
Viskositédten Y. Somit kann das oben gestellte Optimierungsproblem 3.1 mittels
klassischer Minimierungsverfahren, wie Gradienten- oder Newtonverfahren, nume-
risch gelost werden. In [25] beschreibt Veseli¢ ein von ihm zur Optimierung einer
Schwingungskonstruktion entwickeltes Programmpaket. Dieses ermittelt ausgehend
von einer diagonalen Massenmatrix M, den Frequenzen w; des Systems, der Matrix
® (siche (1.15)) sowie den Positionen der Dampfer, die durch die entsprechenden
euklidischen Einheitsvektoren gegeben sind, die Matrix V' der Phasenraummatrix
A (vgl. Problem 3.1). Des weiteren enthilt es die Umsetzung der Algorithmen des
Gradienten— und Newtonverfahrens, die eine numerische Losung von Problem 3.1
ermoglichen. Aulerdem ist ein Programm zur Startwertberechnung enthalten. Die
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Programme zum Gradientenverfahren und zur Startwertberechnung liegen in dop-
pelter Ausfithrung vor. Zum einen betrachten sie die Viskositéten €4, ..., ¢, als un-
abhéingig von einander, zum anderen werden die Viskositéiten durch die typische
Einschriankung

€i+1 = &4y Eiya = B-ei (3~3)

mit ¢ = 1,4,..., (g — 2) verbunden, wobei g durch 3 teilbar sein muf}. Eine Erweite-
rung auf den Fall €;,1 = a-¢;, ;.0 = (3 -¢&; bietet keine technischen Schwierigkeiten
und ist in dem im Anhang vorgestellten optimierten Programmpaket enthalten.
Dies entspricht der Situation, dafl ein einzelner Dampfer in die drei Raumrichtun-
gen dampft. Die Minimierung in diesem Programmpaket mittels des Gradienten—
und Newtonverfahrens erfordern eine haufige Berechnung der aufwendig zu 16sen-
den Ljapunovgleichung, deren Implementierung sich am Algorithmus von Bartels
und Stewart [2] orientiert.

Die folgenden Abschnitte beschreiben die Theorie einer Optimierung dieser Pro-
gramme. Ein Abschnitt beschéftigt sich mit der Wahl eines guten Startwertes fiir
die Minimierungsverfahren, zwei andere Abschnitte mit der Optimierung der Gradi-
entenberechnung im Gradientenverfahren bzw. mit der Optimierung der Berechnung
der Hesseschen Matrix fiir das Newtonverfahren. Der jeweils angeschlossene Teil in
jedem Abschnitt zeigt die Ergebnisse, die in Testreihen mit den optimierten und
nichtoptimierten Programmen erzeugt worden sind. Die optimierten Programme
sind in modularer Art (gemeinsam mit anderen Programmen) in einem neuen Pa-
ket (s. Anhang) zusammengefaB8t worden. Dieses Programmpaket enthélt neben den
optimierten Minimierungsverfahren noch ein Programm, welches aus der Massenma-
trix M, der Steifigkeitsmatrix K und der Anzahl und den Positionen der Dampfer
die Frequenzen wy, . ..,w, und die Matrix V' (vgl. Problem 3.1) bildet, woraus sich
die 2n-dimensionale Phasenraummatrix A aus (3.2) zusammensetzt. Die optimier-
ten Programme zur Startwertberechnung und zur Minimierung mittels des Gradi-
entenverfahrens liegen auch hier in doppelter Ausfithrung vor. Analog zum oben
genannten Programmpaket betrachten sie zum einen die Viskositédten e1,...,¢, als
unabhéngig voneinander und zum anderen beriicksichtigen sie die Abhéangigkeit, die
durch (3.3) gegeben ist. In dem neuen Programmpaket wurde der implementierte
Algorithmus zur Losung der Ljapunovgleichung aus dem Programmpaket, das in
[25] beschrieben wird, iibernommen. Damit gibt das Paket eine geschlossene Pro-
grammkette her, die ausgehend von der gegebenen Schwingungskonstruktion (1.1)
optimale Viskositidten berechnet. Sowohl die in [25] beschriebenen Programme als
auch das neu entwickelte Programmpaket sind mit dem Programm-System Matlab
realisiert worden (s. Anhang).
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3.1 Die Wahl eines guten Startwertes

Um bei iterativen Minimierungsverfahren schnell ein akzeptables Ergebnis zu erzie-
len, ist die Wahl eines guten Startwertes sehr wichtig. Die Berechnung innerhalb
eines Iterationsschrittes sind in Abhéngigkeit von der Dimension n sehr aufwendig
(s. spéter). Die Anzahl der Iterationen, die notwendig sind, um eine hinreichend
gute Anndherung an das exakte Minimum zu erreichen, ist stark abhéngig von einer
guten Wahl des Startwertes. Der im folgenden gezeigte Weg zur Berechnung eines
Startwertes hat sich in der Praxis als sehr erfolgreich erwiesen und ist im neuen
Programmpaket implementiert.

3.1.1 Ansatz zur Bestimmung eines guten Startwertes

Es liegt nahe, den Startwert 3 aus der Menge der nichtnegativen Viskositiaten {¥}
so zu wihlen, dafl V¥,VT moglichst nah an der Menge der lokalen Minima (s. (3.1))

Q, 0
M=<Cn=2 , H €S beliebig
0 H

liegt. (Eine vergleichbare Uberlegung lag der im folgenden Abschnitt 3.1.2 niher
erlauterten Wahl des Startwertes in [25] zugrunde.) Zunéchst betrachten wir den
Fall, dafl alle Viskositdten unabhéngig voneinander sind und werden spéter sehen,
daf die Startwertberechnung im Falle von abhéngigen Viskositdten wie in (3.3) auf
diesen Fall iibertragbar ist.

Wir berechnen den minimalen Abstand zwischen der Menge M, die durch die Ma-
trizen H € S gegeben ist, und der Menge {VXV7T}, die durch die nichtnegativen
Viskositédten X gegeben ist, d.h. wir wollen das Minimierungsproblem

(dist (M, VEVT))" = min__(dist (M vEvT))
E1yesEg >
Q. 0 ?
= min_ | inf || 2 -vyvt (3.4)

E1yeeny €g>0 Hes

0 H

F

16sen.

Hierbei ist || - || die Frobenius- oder Euklidische Norm mit ||B||r = (37, [bi;]*)"/?
fir B € M,. Variiert wird also iiber alle H € S und alle positiv semidefiniten
diagonalen Matrizen .
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Daher gilt mit V =: (
{VZvT}:

Vi

V’I’L—S

> fiir den minimalen Abstand der Mengen M und

Q, 0
min_ | inf |2 ~-vzvt
Elyenny Eg= €
0 H B
20, 0 174> v 7 R TC N
- min>o én% B
Elyeeny Eg= € o N o o
0 2H Vi XVE Vo B VEL L
. . A ", " T 2 ", T 2
—  min <1nf (Hms—vszvs +|V. 2 VL,
€1,.,64>0 \HES F F
- ~ 2 -~ - 2
+ [Vaes VT + |2H - Vas BV, F)>
. A . ~ )12 N o112
~ i <H295—vszv; v,
Elyeeny EQZO F F

Ao,

+

Hes

2
)

inf

|2H =V, n VT,

da nur der letzte Term von H abhingt.

. . 2
Da S alle positiv definiten Matrizen H enthélt, ist ;Irgs H2H — Vs DV » =0
Damit ist die Minimierung {iber H bereits erfolgt und wir haben erhalten
Q. 0 ’
min_ | inf |2 2%
Elyeeny Eg=2 S
0 H »
= min (129 -V S VT4 1 S VTR 4 Vs 2 VTR)
= min_ (|20 -V, SVT|E + 2|V SV |3)
E1yeeny 6920
20, 0 v, 0N/Z 0\ / VT 0 ’
= min>0 —
€1e€g 2 0 0 0 As 0 X 0 \/§ VnT—s r
2Q, 0 S VT 0 ?
= min>0 — _
I 0o 0 V2V.EVL, /I,
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= min ||X0—€1A1 —€2A2— ...—EfgzngfU

61,...,Eg20

2

€1

= 51}’{17162120 XO — [AlAQ ce Ag]
Eg o
mit
2Q, 0 VEVE 0
Xy = s A = s s A .

wobei V¥ bzw. V¥ _ die k-te Spalte von V, bzw. von V,_, mit 1 < k < g ist. Zur
Losung des Problems

2
€1

min XO — [AlAQ . Ag] y (36)

E1ys€g>

g /g
das als sog. ,Nonnegative Least Square“— Problem bezeichnet wird, wird in [17]
ein Algorithmus vorgestellt, der zunéchst entlang eines Randes des positiven Sek-
tors €1,...,64 > 0 und dann ,,in diesen hinein® optimal gewéhlte Teilprobleme mit
der gewohnlichen Least-Square-Methode behandelt; wenn dabei die Sektorengrenze
tibersprungen wird, lauft der Algorithmus (entlang der Verbindungsgerade von der
alten zur neuen Losung) zuriick bis auf die Sektorengrenze und setzt von hier das
Verfahren fort. Das Verfahren fithrt nach endlich vielen Schritten zur Losung (sie-
he [17]) und ist in der Matlab-Routine nnls implementiert, die auch in dem neuen
hier vorgestellten Programmpaket verwendet wird. Der Algorithmus und die daraus
abgeleitete Routine sind urspriiglich fiir Vektoren formuliert; da die Frobeniusnorm
einer Matrix aber gleich der Summe der Frobeniusnormen ihrer Spaltenvektoren
(oder Zeilenvektoren) ist, ist die Umsetzung auf unser Problem ohne Schwierigkei-
ten durchzufiihren.

Bemerkung 3.3

Wie zu Beginn dieses Abschnitts erwéhnt, 18t sich das oben beschriebene Verfahren
unter Beriicksichtigung der in (3.3) gegebenen Abhéngigkeiten durchfiithren. Dabei
sind jeweils drei aufeinander folgende Spalten von V' gemeinsam zu betrachten. Es
ist Vig) aus V zu bilden, indem die jeweils (3k)-te Spalte, 1 < k < ¢ mit /5 aus
(3.3) multipliziert wird. V7 ist als s x 3 - Matrix mit der (3k —2)-ten, der (3k —1)-ten
und der (3k)-ten Spalte und den ersten s Zeilen von Vg zu bilden. V¥ _ ist analog
ANl V;k zu bilden. Mit diesen Matrizen konnen nun die Matrizen Ay, k = 1,...,%
wie in (3.5) gebildet werden. Die Losung des Nonnegative Least Square — Problems
liefert nun § Viskosititen e3;, welche die unabhéngigen Anteile der g Viskosititen
zum Ausgangssystem reprasentieren.
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Die Viskositéten €1,...,&, > 0, die sich aus diesem Minimierungsproblem ergeben,
dienen als Startwert fiir die Mininimierungsverfahren mit ¥y = diag (¢y,...,&,).

Es ist nicht a priori klar, ob das so gefundene ¥, im Inneren oder auf dem Rand
von {diag(e1,...,¢4)le; > 0,1 < i < g} liegt, d.h. ob alle &; > 0 oder ein oder
mehrere ¢; = 0 sind, ebenso nicht, ob VXqVT zu einem stabilen A fithrt. Wenn
‘A/Sk # 0 und orthogonal sind fiir 1 < k < g, gilt g, > 0 fiir alle k, da dann die A
ein Orthogonalsystem beziiglich des Skalarproduktes (A, B) = Tr BTA (das || - ||r

2, 0 ) Ap) > 0 gilt. Selbst dann aber kénnte V¥, V7

induziert) sind und ( N

zu einem instabilen A fiihren, z.B. durch eine Nullzeile in V' (vgl. Lemma 1.4).
Jedenfalls ist bei linear unabhiéingigen V* die Eigenschaft von A, stabil oder instabil
zu sein, invariant unter ¥ > 0, da dann Bild VX V7 konstant bleibt. Bei Erreichen
des Randes dagegen kann Instabilitdat eintreten, die im Inneren nicht gegeben war.
Die Frage, wann garantiert werden kann, dafl das vorgestellte Verfahren zu einem
stabilen Startwert fithrt, ist ein offenes Problem. In allen Beispielen, die im folgenden
Abschnitt berechnet wurden, lag jeweils Stabilitdt vor.

3.1.2 Erfahrungen aus der Praxis

Die praktischen Abschnitte in Kapitel 3 sollen verdeutlichen, wie stark sich eine Op-
timierung der rechenintensiven Vorgénge und/oder die Wahl eines guten Startwertes
auf die Verfahren auswirken.

Zur Veranschaulichung des Ergebnisses aus dem vorangegangenen Abschnitt wurde
das mit [25] realisierte Verfahren zur Startwertberechnung (im folgenden als Verfah-
ren (A) bezeichnet) dem in Abschnitt 3.1.1 beschriebenen Verfahren zur Startwert-
berechnung (mit Verfahren (B) bezeichnet) in einem Test gegeniibergestellt. Dabei
wurden zum einen die Viskositdten als unabhéngig von einander betrachtet, zum
anderen wurde die in (3.3) beschriebene Abhéngigkeit der Viskositdten untersucht.
Im Verfahren (A) wird — im Gegensatz zu (3.4) — X{ mit

1202 — VX, VT||p = min (20 — V' X Ve (3.7)

als Startwert berechnet. Im Punkt X wird damit der minimale Abstand zwischen
der Menge {VEVT} und der kritischen Ddmpfungsmatrix Cy,.;; = 292 (s. Satz 2.1 und
Bemerkung 2.4) angenommen. Der Startwert 3, des Verfahrens (A) entspricht also
dem Startwert des Verfahrens (B), falls n = s gilt, das betrachtete Frequenzspektrum
also nicht eingeschrankt ist, somit Tr (X Z) mit Z = [ minimiert wird. Bei der
durch (3.3) gegebenen Abhéingigkeit der Viskositéiten wird in Verfahren (A) zunéchst
¥, = diag {e1,...,e,} mittels (3.7) ermittelt und dann je drei aufeinanderfolgende
Viskositdten des tatsdchlichen Startwertes diag {¢1,...,&,} durch

: _ _ E@k) . E@k-2) T E@k-1) T E@3k)
(3k—2) (3k—1) 3 2+ 3
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mit k = 1,...,%, 3 aus (3.3) definiert. Da sich die Ergebnisse der Tests nicht we-
sentlich unterscheiden, wird im folgenden nur auf den Test mit unabhéngigen Vis-
kositéten eingegangen.

Im Test wurden verschiedene Dimensionen n zwischen 5 und 70, sowie fiir jedes n
unterschiedliche Spurldngen s betrachtet. Die Anzahl der Dampfer lag bei g = 4.
In allen Féllen wurden zu zufillig ermittelten positiv definiten Matrizen M und K,
welche die Massenmatrix und Steifigkeitsmatrix der gegebenen Differentialgleichung
(1.1) reprisentieren, der Startwert aus beiden Verfahren ermittelt. Anschliefend
wurde ausgehend von diesen Startwerten mit dem Gradientenverfahren ein lokales
Minimum bis zu einer festen vorgegebenen Genauigkeit berechnet. Die jeweiligen
Anzahlen der vom Gradientenverfahren benotigten Iterationen wurden letztendlich
als Vergleichskriterium fiir die unterschiedlichen Startviskositéten ¥y und % heran-
gezogen. Um grofle Ausreifler aus den Testergebnissen zu neutralisieren, wurde jeder
Test fiir festes n und feste Spurenldnge s mehrfach durchgefithrt und der Durch-
schnittswert iiber alle Iterationen betrachtet. Die Ergebnisse des Tests sind in der
Abbildung 3.1 dargestellt. Die Abbildung 3.1 zeigt den Faktor, um den das Verfahren

2.4744

2.2

1.8
1.6
1.4

1.2

Geschwindigkeitszuwachsfaktor

70

Dimension

der Massenmatrix 56 46 3/6

Relativer Anteil zur
vollen Spur

Abb. 3.1: Vergleich der Startwertberechnung
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(B) weniger Iterationen als das Verfahren (A) im einzelnen Testfall im Durchschnitt
benotigt. Auf der z-Achse ist die Anzahl der Iterationen des Verfahrens (A) dividiert
durch die Anzahl der Iterationen des Verfahrens (B), auf der y-Achse sind die ver-
schiedenen betrachteten Dimensionen n von 10 bis 70 in Fiinferschritten abgetragen.
Die drei verschiedenfarbigen Kolonnen, abgetragen auf der x-Achse, stellen die Be-
rechnung unter Beriicksichtigung einer jeweils unterschiedlichen relativen Spurldnge
ca. > dar. Die Anzahlen der Iterationen bewegten sich mit Startwerten aus Verfah-
ren (B) zwischen 8 und 45 und fiir Startwerte aus Verfahren (A) zwischen 14 und
69. Es ist leicht zu sehen, dafl alle Faktoren grofler als 1 sind, d.h. in allen Féllen das
Gradientenverfahren mit dem Startwert aus Verfahren (B) eher zum Ziel fiihrte. Die
Faktoren werden umso grofler, je hoher die Dimension der Massenmatrix ist. Fiir
eine kleinere Lénge der Spur scheint bei grofler Dimension der Faktor auch noch
einmal zu steigen. Die volle Lange der Spur ist in dieser Abbildung nicht als eigene
Kolonne abgetragen, da in diesem Fall der Faktor konstant 1 ist.

Die klassischen Verfahren wie Gradienten- (Methode des steilsten Abstiegs) und
Newtonverfahren zur Minimierung von F(e) = F(ey,...,¢g,) = Tr (X Z;) erfordern
die Berechnung des Gradienten bzw. beim Newtonverfahren zusétzlich die Berech-
nung der Hesseschen Matrix fiir jeden Iterationsschritt. Die Grofle des Gradienten
und der Hesseschen Matrix ist dabei von der Anzahl g der Dampfer abhingig. Es
gilt

OTr (X Zy)

e M
861'

9>

arad(7(6) = |

882-&5]-

wobei zur Berechnung einer jeden Komponente die Lésung einer Ljapunovgleichung
erforderlich ist. Dies ist fiir eine hohe Dimension n und mehrere Dampfer sehr
aufwendig. In [29] wird gezeigt, wie der Gradient beim Gradientenverfahren — un-
abhéngig von der Anzahl der Dampfer — mit der Losung hochstens einer zuséatzli-
chen Ljapunovgleichung berechnet werden kann. Auflerdem wird gezeigt, wie beim
Newtonverfahren die Hessesche Matrix mit der Losung von lediglich g zusétzlichen
Ljapunovgleichungen bestimmt werden kann, wodurch gleichzeitig der Gradient be-
stimmt ist. Mit diesen Ergebnissen 1483t sich der Rechenaufwand je Iterationsschritt
— abhéngig von der Dampferzahl — erheblich verringern. Dies wollen wir im folgen-
den verdeutlichen.

3.2 Optimierung beim Gradientenverfahren

Das Gradientenverfahren (Methode des steilsten Abstiegs) ermittelt zur Minimie-
rung der differenzierbaren Funktion F'(¢) = F(ey,...,¢g,) = (Tr (X Z;))(e) in jedem
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Iterationsschritt einen neuen Viskositdtenvektor nach folgender Vorschrift:

D — O _ X grad(F(e®)).

3

Dabei beze1chnet £@ den Viskositdtenvektor ¢ nach dem i-ten Iterat1onsschr1tt
—grad(F(¢™)) gibt die Richtung des steilsten Gefilles der Funktion im Punkt &€
an. Fiir die Berechnung des Gradienten sind (s.o.) g verschiedene Ljapunovgleichun—
gen zu losen. Insgesamt erfordert jeder Iterationsschritt des Gradientenverfahrens
die Losung von g + 1 verschiedenen Ljapunovgleichungen (eine zur Berechnung von
X und g zur Berechnung des Gradienten). Unter Beriicksichtigung der in (3.3) ge-
nannten Abhéngigkeit sind entsprechend £ verschiedene Ljapunovgleichungen fiir
die Berechnung des Gradienten zu l6sen. Der folgenden Abschnitt zeigt (s. [29]), wie
der Gradient unabhéngig von der Anzahl der Dampfer berechnet werden kann und
damit die Anzahl der zu losenden Ljapunovgleichungen pro Iterationsschritt redu-
ziert wird.

3.2.1 Berechnung des Gradienten

Wir wollen den Gradienten grad(Tr (X Z)) berechnen. Im folgenden werden wir statt

8 die Schreibweise 0; wahlen. Zunéchst betrachten wir die Gradientenberechnung
unter der Voraussetzung, dafl die Dampfer und somit die Viskositédten unabhéngig
voneinander sind (s. [29]). Es gilt 0, Tr (X Z5) = Tr (0;X - Z;). Leiten wir die Ljapu-
novgleichung AT X + XA = —I einmal partiell ab, so erhalten wir

KATX + ATO,X + 0, XA+ X0,A = 0,
d.h. wir bekommen eine neue Ljapunovgleichung der Form
ATOX + 0, XA = —X0,A—9,ATX. (3.8)
Mit

A _ 9 AT _ 0 0 _. iyt
O, A = 0,A _<0 iy | =V

erhalten wir aus (3.8)
ATOX +9,XA = XVV' 4 ViV X, (3.9)
Damit ergibt sich fiir die i-te Komponente Tr (9; X Z;) des Gradienten
Tr(0,X7,) = —Tr ( / T (X VIV 4 VT x) eAtdtZs)
= —TIr (/OOO \N/iTeAtZseATtX\N/idQ —Tr (/Ooo f/"TXeAtZSeAth/idQ
= — (V’T /OOO eAtZSeATtthf/i) — (ViTX/OOO eAtZSeATtdtf/i>

= V'YXV -V XYV = 2V Y XV,
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wobei Y die eindeutige Losung der Ljapunovgleichung AY +Y AT = —Z, ist. Die Be-
rechnung des Gradienten erfordert also neben der schon durch Tr (X Z;) bekannten
Losung X nur die Losung Y einer zusétzlichen Ljapunovgleichung. Damit werden
im Gradientenverfahren in jedem Iterationsschritt genau zwei verschiedene Ljapu-
novgleichungen gelost, egal wieviel Dampfer das System enthélt. Gilt sogar s = n,
d.h. Z;, = I, dann erfolgt die Berechnung des Gradienten ganz ohne Losung einer

zusétzlichen Ljapunovgleichung, denn dann gilt Y = JXJ mit J := ( é _OI )
(Es gilt JATJ = A, d.h. aus ATX + XA = —1 folgt JAJX + XJATJ = —I also
JIAJXJ+JXJAYJJ = —JJ ,dh AJXJ+ JXJAT = —1I.) Pro Iterationsschritt
wird in diesem Fall also nur eine Ljapunovgleichung gelost.

Unter Beriicksichtigung der durch (3.3) gegebenen Abhéngigkeit der Viskositédten
verlduft die Gradientenberechnung auf dhnliche Weise. Die £ unabhéngigen Kompo-

nenten des Gradienten werden durch Tr (9 XZ,) = —-2Tr (f/(%YX Vi) mit
N . 0

k=1,...,% gebildet, wobei V(’E) die (2n x 3) - Matrix V(%) = < V(’E) ) ist.

V(%) ist dabei die n x 3 - Matrix, die aus der (3k —2)-ten, der (3k—1)-ten und der mit

/B multiplizierten (3k)-ten Spalte von V' besteht, wobei 3 durch (3.3) gegeben ist.

Die so erhaltenen § Komponenten des Gradienten représentieren die unabhéingigen

Anteile der ¢ Komponenten des Gradienten des Ausgangssystems.

3.2.2 Erfahrungen aus der Praxis

Um zu verdeutlichen, wie stark sich die im vorangegangenen Abschnitt beschriebe-
nen Berechnungen des Gradienten grad(Tr (X Z;)) im Aufwand der numerischen Mi-
nimierung bemerkbar macht, ist das in [25] realisierte Gradientenverfahren (Pgrad 1),
welches die Berechnung des Gradienten auf nicht optimierte Weise enthélt (d.h. in
jedem Iterationsschritt werden g 4+ 1 Ljapunovgleichungen gelést), dem Programm
(PGraa 1) aus dem neuen Programmpaket gegeniiber gestellt. Es berechnet den Gra-
dienten auf die im Abschnitt 3.2.1 beschriebenen Weise, d.h. es kommt mit der
Losung von zwei Ljapunovgleichungen, im Fall der vollen Spur sogar mit der Losung
nur einer Ljapunovgleichung pro Iterationsschritt aus. (Vorgestellt werden hier nur
die Ergebnisse im Falle unabhéngiger Viskositéiten; bei einer Abhéngigkeit nach (3.3)
sind in (Pgraq 1) noch 1+ 4 Ljapunovgleichungen zu l6sen, und die Unterschiede im
Aufwand sind entsprechend geringer.) In den Tests wurde die Dimension n und die
Anzahl der Dampfer ¢ variiert und in jedem der beiden Programme die Anzahl der
FlieBkommaoperationen (Flops) einer Iteration in MFlops (Megaflops) gemessen.
Zwei Tests betrachten die Dimensionen n von 1 bis 20 bei allen méglichen Anzahlen
der Dampfer g < n jeweils unter Beriicksichtigung der Minimierung der vollen Spur
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(Test (Gla)) oder nur eines Teils der Spur (Test (G1b)). Genau genommen sind
bei Test (G1b) (und auch bei allen anderen Testreihen unter Beriicksichtigung eines
Teils der Spur) zwei Testreihen durchgefiihrt worden: eine mit s ~ § und eine mit
s~ %” Wie erwartet hat sich jedoch herausgestellt, dafl die Ergebnisse fiir jeweils
zwei solcher Tests nahezu identisch sind. Im folgenden werden alle Testreihen un-
ter gleichen Rahmenbedingungen dieser Art, aber verschieden langen Anteilen der
vollen Spur, als ein Test unter Beriicksichtigung eines Teils der Spur bezeichnet. In
zwei weiteren Tests wurde in Anlehnung an die in der Praxis vorkommenden Daten
die Dimension n von 5 bis 100 in Fiinferschritten deutlich gréfer als die Anzahl der
Déampfer g von 1 bis 10 gewé#hlt. Auch hier ist je ein Test unter Beriicksichtigung der
Minimierung der vollen Spur (Test (G2a)) und einer zur Minimierung unter Beriick-
sichtigung eines Teils der Spur (Test (G2b)) durchgefiihrt worden. Tabelle 3.1 gibt
einen Uberblick iiber die durchgefithrten Tests.

Test | Minimierung unter Variation von
Beriicksichtigung Dimension und
der Spur Dampferzahl
(Gla) | voll n=12,...,20
g=12,....n
(G1b) | teilweise n=12,...,20
g=12,....n
(G2a) | voll n=>5,10,...,100
g=1,2,...,min(n, 10)
(G2b) | teilweise n=>5,10,...,100
g=1,2,...,min(n, 10)

Tabelle 3.1: Durchgefiihrte Tests mit dem Gradientenverfahren

Abbildung 3.2 zeigt die Einzelergebnisse von Test (Gla), d.h. Minimierung unter
Beriicksichtigung der vollen Spur. Das obere Achsensystem stellt den Aufwand in
MFlops je Iteration des Programms (Pgrqqr) in Abhéngigkeit der Dimension und
der Anzahl der Dampfer, das untere Achsensystem den Aufwand des Programms
(PGraa 1), dar. Zur Verdeutlichung der Kriimmung und der Oberflichenstruktur wur-
de jeweils ein Lichteffekt eingesetzt und die z-Achse in Abhéngigkeit des hochsten
vorkommenden Ergebnisses skaliert. Die Graphiken lassen sofort erkennen, dafi der
Aufwand beim Programm (Pgqqr) in Abhéngigkeit von der Anzahl der Damp-
fer nicht unwesentlich linear ansteigt, wahrend der Aufwand fiir das Programm
(PGraa ) bei fester Dimension nahezu konstant, also unabhingig von der Anzahl
der Dampfer ist. Die Eckdaten des hochsten Aufwands, der hier fiir Dimension 20
bei 20 Dampfern auftritt, lassen mit ca. 3,2 MFlops je Iteration bei Berechnung mit
Programm (Pgyqq 1r) und ca. 43 MFlops je Iteration bei Berechnung mit Programm

63



(Pgraa 1) die Effizienzsteigerung bei Nutzung der Berechnung des Gradienten nach
Abschnitt 3.2.1 erkennen.

Programm (P

Grad | )

43.0237 -
40 |
35
s
©
I 25
2 20
2
k=] 15
[T
= 10 -
5
0.
20

15

Anzahl der Dampfer g

Dimension n

Programm (PGr'a dl r,)

3.2266 -
34

25

15 .

MPFlops pro Iteration

05 ..

Dimension n

Abb. 3.2: Test (Gla), Vergleich von (Pgyreq 1) und (Pgreq r) bei voller Spur

Abbildung 3.3 auf der néchsten Seite zeigt den Aufwand je Iteration der Programme
(Pgraa 1) und (Pgraq i) bei Minimierung unter Beriicksichtigung eines Teils der Spur
fiir Dimensionen zwischen 5 und 100. Auch hier ist im oberen Koordinatensystem
das Ergebnis von Programm (Pgqq7), d-h. mit der nicht optimierten Berechnung
des Gradienten und im unteren Koordinatensystem das Ergebnis von Programm
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Abb. 3.3: Test (G2b), Vergleich von (Pgrqq 1) und (Pgreq 1) bei nichtvoller Spur

(PGraa i) dargestellt. Hier ist, wie in der Praxis iiblich, die Anzahl der Dampfer zwi-
schen 1 und 10 erheblich kleiner als die Dimensionen. Die Ergebnisse von (Pgrad 1)
lassen erkennen, dafl sich mit hoherer Dimension die Hinzunahme eines weiteren
Démpfers zwar weiterhin nur linear, jedoch mit einem grosseren Faktor im Aufwand
bemerkbar macht. Der Aufwand je Iteration bei Programm (Pgyqq ;1) bleibt, wie er-
wartet, auch bei groen Dimensionen n, von der Anzahl der Ddmpfer g unabhéngig,
nahezu konstant. Der hochste Aufwand féllt fiir Dimension n = 100 bei hochster
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Dampferanzahl ¢ = 10 an. Er liegt fiir Programm (Pg.qq ) bei ca. 2794 und fiir
Programm (Pgyqq 1) bei ca. 790 MFlops je Iteration.

Abbildung (3.4) zeigt die im Test (G2a) berechneten Aufwénde je Iteration beider
Programme in einem gemeinsamen Achsensystem. Zur besseren Ubersicht wurden
die x-Achse und die y-Achse vertauscht und die Perspektive geéndert.

2794.401

2500 —

1300 -

MFlops je Iteration

1000 -~

500 —
364.6812 -

0
100 g —
Anzahl der
) ) Déampfer g
Dimension n

Abb. 3.4: Test (G2a), Vergleich von (Pgyreq 1) und (Pgraq r) bei voller Spur

Wie im Test (G2b) sind die Aufwénde fiir die Dimension n zwischen 5 und 100
in Fiinferschritten und die Anzahlen der Dampfer g zwischen 1 und 10 berechnet
worden. Im Gegensatz zu Test (G2b) ist hier jedoch unter Beriicksichtigung der vol-
len Spur minimiert worden. Wie erwartet halbiert sich im Test (G2a) noch einmal
der Aufwand fiir Programm (Pgraq r) gegeniiber Test (G2b), da bei Minimierung
unter Beriicksichtigung der vollen Spur nur noch eine Ljapunovgleichung pro Itera-
tion zu losen ist. Die Ergebnisfliche des Programms (Pgpqq 1) mit der Berechnung
des Gradienten ohne Optimierung liegt vollsténdig oberhalb der Ergebnisfliche von
Programm (Pgraq 17), wobei sich der Abstand, d.h. der Mehraufwand von Programm
(PGraa 1) gegeniiber Programm (Pgpaq 17), mit steigender Anzahl der Démpfer linear
und mit steigender Anzahl der Dimension n etwa mit n3 vergroBert.
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3.3 Optimierung beim Newtonverfahren

Das Newtonverfahren ermittelt zur Minimierung der zweimal stetig differenzierbaren
Funktion F(e) = Fl(ey,...,e5) = (Tr(XZ;))(e) in jedem Iterationsschritt einen
neuen Viskositatenvektor nach folgender Vorschrift (vgl. z.B. [23]):

e = O — X (Hess(F(e™)))™" - grad(F ().

Dabei bezeichnet e den Viskosititenvektor € nach dem i-ten Iterationsschritt. Fiir
die Berechnung des Gradienten sind (s.0.) g verschiedene Ljapunovgleichungen, fiir
die Hessesche Matrix (auf Grund ihrer Symmetrie) # verschiedene Ljapunovglei-
chungen zu l6sen. Insgesamt sind damit in jedem Iterationsschritt beim Newtonver-
fahren im zu [25] gehtrenden Programm 1+ # (eine fiir X, g fiir den Gradienten
und (g+g?)/2 fiir die Hessesche Matrix) verschiedene Ljapunovgleichungen zu 16sen.
Der néchste Abschnitt zeigt (s. [29]), wie die Hessesche Matrix unabhéngig von der

Anzahl der Dampfer berechnet werden kann, wenn der Gradient bekannt ist.

3.3.1 Berechnung der Hesseschen Matrix

Wir wollen die Hessesche Matrix unabhéngig von der Anzahl der vorhandenen

Déampfer berechnen (s. [29]). Wir wihlen wieder die Schreibweise 97; an Stelle von
32
O0g;0¢;

. Leiten wir (3.8) noch einmal partiell ab, so erhalten wir die Gleichung
;AT X + AT@-ZJ-X + 8%XA + 0, XA = —0,X0,A— 0;AT9;X.
Damit ergibt sich eine neue Ljapunovgleichung der Form

ATRX + 05X A = —0;A"0,X — 0,X0;A — 0;X0,A— 0;AT0;X
= VIVITO.X + 0 XVIVIT + 9, XVIVT + VIV 9X.

Nun kénnen wir die (7, j)-te Komponente der Hesseschen Matrix berechnen:
Tr (05X - Zy)
= < ([T (P 0X  0X VIV 4 0 XV 4 VT 0,X) eV - 2,)
0
= -Tr / f/jTBiXeATZseAth/jdt —Tr / f/jTeATZseATt@in/jdt
0 0

—Tr / VAT 2,0, X Vidt — Tr / V79, X ZeN VAL =
0 0
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= —f/jTﬁiX/ eATZSeATtdtf/j —VjT/ eATZSeATtdt&»Xf/j
0 0
—f/iT/ eATZSeATtdtanVi—ViTﬁjX/ eATZSeATtdtVi
0 0
= 2V XYV -2V YO, XV,

wobei Y wiederum die eindeutige Lésung der Ljapunovgleichung AY +Y AT = —Z,
ist. Gilt s =n, d.h. Z, = I, dann ist Y = JX J und fiir die Hessesche Matrix ergibt
sich

Tr (05,X - Z) = =2V 9, XJXJVI =2V JXJO, XV,

Die Berechnung der Hesseschen Matrix erfordert also fiir den Fall Z, # [ die
Losung von g verschiedenen Ljapunovgleichungen (3.9) fiir die Berechnung des Vek-
tors (0;X), 1 <1 < g, sowie einer Ljapunovgleichung fiir die Berechnung von Y.
Gilt Z;, = I, dann mufl Y nicht mittels einer Ljapunovgleichnung berechnet werden.
Damit miissen insgesamt pro Iterationsschritt beim Newtonverfahren g+ 2 (eine fiir
X, eine fur Y, ¢ fiir (0;X)) Ljapunovgleichungen fir Z; # I und g + 1 Ljapunov-
gleichungen fiir Z, = I geltst werden.

3.3.2 Erfahrungen aus der Praxis

Nutzt man bei der numerischen Berechnung der Hesseschen Matrix im program-
mierten Newtonverfahren die Erkenntnisse aus Abschnitt 3.3.1, so kann man im
Vergleich zur Berechnung der Hesseschen Matrix nach [25] einen erheblichen Ge-
schwindigkeitsgewinn erzielen. Dies ist in einer zu Abschnitt 3.2.2 analogen Testrei-
he mit dem Vergleich der Programme (P yewion 1) und (P yewion 1) bestitigt worden,
wobei nur der Fall unabhéngiger Viskositéiten betrachtet wurde. Dabei bezeichnet

Test | Minimierung unter Variation von
Beriicksichtigung Dimension und
der Spur Déampferzahl
(Nla) | voll n=12...,20
g=1,2,...,n
(N1b) | teilweise n=12...,20
g=12,...,n
(N2a) | voll n=>5,10,...,75
g=1,2,...,min(n, 10)
(N2b) | teilweise n=>5,10,...,75
g=1,2,...,min(n, 10)

Tabelle 3.2: Durchgefiihrte Tests mit dem Newtonverfahren
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Programm (P newton 1) die Version mit der nicht optimierten Berechnung der Hesse-
schen Matrix, d.h. mit 1+ # Losungen von Ljapunovgleichungen je Iteration. Das
Programm (P yewion 17) enthilt die Berechnung der Hesseschen Matrix in der nach
Abschnitt 3.3.1 optimierten Variante, d.h. es kommt mit der Losung von g + 2 Lja-
punovgleichungen je Iteration bei Minimierung unter Beriicksichtigung eines Teils
der Spur, oder nur g+ 1 Losungen von Ljapunovgleichungen bei Minimierung unter
Beriicksichtigung der vollen Spur aus. Die Rahmenbedingungen beim Vergleich der
beiden Programme (P newton 1) Und (P yewton 1) waren die gleichen wie in Abschnitt
3.2.2. Es wurde also vier Tests (Nla), (N1b), (N2a) und (N2b) bei Variation der
Anzahl der Démpfer und der Dimension geméfl Tabelle 3.2 durchgefiihrt.

Abbildung 3.5 enthélt die Ergebnisse von Test (N2a). Sie zeigt die MFlops je Itera-
tion des Programms (P yewion 1) und des Programms (Pyewton 17) in einem Achsen-
system.
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Abb. 3.5: Test (N2a), Vergleich von (P yewion 1) und (P newton 1) bei voller Spur
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Die hellere obere Ergebnisfliche reprasentiert die Werte des Programms (P yewton 1),
d.h. des Programms mit der Berechnung der Hesseschen Matrix nach nicht optimier-
ter Art. Der Hochstwert bei Dimension 75 und zehn Dampfern von iiber 8,4 Mil-
liarden Flops fiir eine Iteration zeigt, warum sich hier eine Optimierung lohnt.Das
Ergebnis des Programms (P yewton 17) mit der optimierten Berechnung der Hesseschen
Matrix bendétigt unter den gleichen Voraussetzungen nur noch ca. 1,35 Milliarden
Flops. Im Gegensatz zu den Abbildungen beim Test der Optimierung des Gradi-
entenverfahrens ist hier der Rechenaufwand des optimierten Verfahrens zwar nicht
mehr unabhéngig von der Anzahl der Déampfer, aber er steigt nur linear, wéhrend
er beim nicht optimierten Verfahren zur Berechnung der Hesseschen Matrix quadra-
tisch steigt.

Die Tests zum Vergleich der Startwertberechnung sowie die Tests (N1) und (N2)
wurden auf einer IBM RS6000 -530 H mit 96 MB RAM unter AIX ausgefiihrt, die
Tests (G1) und (G2) auf einem PC Pentium 100 mit 32 MB RAM unter Windows
95. Wie alle Tests gezeigt haben, wirkt sich sowohl eine optimierte Startwertaus-
wahl (vgl. Abschnitt 3.1) als auch eine Optimierung in den Berechnungen innerhalb
einer Iteration, d.h. bei der Berechnung des Gradienten (vgl. Abschnitt 3.2) und
der Berechnung der Hesseschen Matrix (vgl. Abschnitt 3.3) in starkem Mafle auf die
Laufzeit in der Benutzung numerischer Naherungsverfahren zur Ermittlung optima-
ler Viskositédten aus.
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4 Abschneidung des Systems

In Kapitel 3 haben wir gesehen, wie aufwendig eine Minimierung von Tr (X Z,) {iber
die Menge der nichtnegativen Viskositédten X ist, wobei X die eindeutige Losung von
ATX + XA = —1 mit

(4.1)

(0 Q B . B
A_<_Q _C>eM2n, c=vxvT, z, =

oo O
oo oo
oM~ o o
oo oo

ist. Optimierungen, wie sie in Kapitel 3 vorgestellt worden sind, verkiirzen zwar die
Aufwénde einer Minimierung teils erheblich, indem sie die Anzahl der benéttigten
Iterationen verringern und innerhalb jedes Iterationsschrittes die Anzahl der MFlops
durch ein (zumindest beim Gradientenverfahren) von der Anzahl der Dampfer un-
abhéngiges Verfahren senken. Jedoch zeigen die Testreihen in Kapitel 3 auch, daf3
trotz einer Optimierung die Aufwénde fiir groe Dimensionen n immer noch sehr
hoch sind (s. Abbildungen im Kapitel 3). Dies liegt an der Tatsache, daf die Ljapu-
novgleichung mit der (2n)- dimensionalen Matrix A mehrfach pro Iterationsschritt
gelost werden mufl. Dies ist sehr aufwendig, wéahlt man z.B. hierfiir den Algorith-
mus von Bartels und Stewart [2] (s. Kapitel 1), so erfordert eine Losung etwa 120n?
Operationen. In [29] wurde daher die Frage formuliert, ob die Matrix A — besonders
fiir groe Dimensionen n — auf eine Matrix A mit kleinerer Dimension 2r, r < n,
aber gleicher Anzahl der Dampfer g reduziert werden kann, so dal die Spur der
Losung der Ljapunovgleichung mit der Matrix A in etwa der Spur der Losung der
Ljapunovgleichung mit der Matrix A entspricht. Wire dies moglich, dann kénnte
eine numerischen Losung von Problem 3.1 fiir groe Dimensionen n durch eine nu-
merische Losung des Problems fiir eine kleinere Dimension r ersetzt werden. Dies
wiirde, falls r bedeutend kleiner als n ist, zu einer erheblichen Verkleinerung des
Aufwandes fithren und nahezu dieselben Ergebnisse wie die beim Originalsystem
liefern. Damit stellt sich fiir uns das folgende Problem:

Problem 4.1 )
Ezistiert (und wenn ja, unter welchen Bedingungen) eine Matriz A der Dimension

2r (r <mn) der Form
; 0 QO
-5 %) 4.2
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wobei Q durch die ersten r Zeilen und Spalten von Q und C durch die ersten r Zeilen
und Spalten von C' gegeben ist, so dafs

Tr(XZ,) ~ Tr(XZ,)

gult, wenn X eindeutige Losung von ATX + XA = —T und X eindeutige Lisung von
ATX + XA = —1 ist? Z, ist dabei die Z4 entsprechende 2r- dimensionale Matriz.

Mit ~ meinen wir dabei, dafl der relative Fehler

Tr(XZ,) — T (XZ,)
Tr (X Z,)

moglichst klein wird.

Mit der Untersuchung dieses Problems wollen wir uns in diesem Kapitel beschéfti-
gen. Es ist klar, dafl Problem 4.1 nicht fiir jede beliebige Matrix A und jedes beliebige
r moglich ist. Auf jeden Fall mufl aber g, s < r < n gelten, da sonst Informatio-
nen, die in der Systemmatrix A enthalten sind, in der Matrix A verloren gehen.
Wir werden untersuchen, welche Voraussetzungen die Frequenzen wy,...,w, und
die Dampfungsmatrix C' erfiillen miissen, damit A im Sinne von Problem 4.1 durch
r reduziert werden kann.

Wie schon in Kapitel 2 angesprochen und 0.B.d.A. moglich, werden wir im gesam-
ten Kapitel 4 voraussetzen, dafl die Frequenzen w; aufsteigend geordnet sind. Im
,vollen“ Problem wird also der zu w; < wy gehorende Frequenzunterraum betrachtet,
und im ,geschnittenen® Problem werden die zu den Frequenzen w; > w, gehdrenden
Informationen aufler acht gelassen.

Zuerst wollen wir ein Lemma formulieren, das uns angibt, unter welchen Bedin-
gungen Tr (X Z,) und Tr(XZ,) exakt gleich sind. O.B.d.A. nehmen wir an, daf
die Démpfungsmatrix C' die Gestalt C = VVT V € M, , hat. Entsprechend ist
C = VVT, wobei V aus den ersten r Zeilen von V besteht. (V enthélt also hier die
Dampferpositionen sowie die zugehorigen Viskositéiten).

Lemma 4.2
Seien

A:(_OQ _‘?VT)GM% und A:( P, )eMzr

stabile Matrizen mit s < r < n und Q = diag (wy,...,w,), Q = diag (wy,...,w,) ,
O<wi <...<w,, VeEM,, g<smit
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wobei V' die ersten r Zeilen von' V und V die restlichen n — r Zeilen von V' bilden.
Sei weiter X die eindeutige Lisung von ATX + XA = —1I und X die eindeutige
Lisung von ATX + XA = —I. Dann gilt mit Z, und Z, (s.0.)

Tr(XZ,) =Tr (X Z,),

falls VVT = 0 ist und zusdtzlich VVT £ 0 gilt, d.h. mit anderen Worten, falls VV'T
eine blockdiagonale Matrixz der Form

r [(VVT 0
4% _< 0 TUT (4.4)

15t.

Beweis
Zur besseren Ubersicht wihlen wir eine andere Darstellung von A und A. Seien die
Elemente von V durch v;;, i =1,...,n, j=1,..., g gegeben. A hat die Form

A:<_OQ g>—v0v0T mit %:<3>6M2n,g,

und entsprechend hat A die Gestalt

. 0 Q - - - 0
A:<_Q O)—VOVOT mit V0:<‘~/>€M2579.

Wir permutieren A und A so, daB sich aus A die Matrix

A, =diag (..., Q) — Vo, Vo, -

mit
0 0O ... 0
V11 V12 ... Uiy
0 w; o 0 ... 0
Q"‘(—wi 0)’ e
0 0 0
Un1 Un2 ... Upg

und aus A die Matrix
A, = diag (Qu,...,Q,) — VOTVJ

ergibt. Durch diese Permutationen der Matrizen von A und A ergibt sich fiir die
Losung ATX + XA = —T und ATX, + X, A, = —I (und entsprechend fiir A) der
folgende Zusammenhang:
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Sei X = ( X X ), dann sind die Diagonalelemente von X, gegeben durch

Xiy Xz
(X11)ge fiir ¢ ungerade und k= 2+
(Xr)n - | ’
(Xo2)ge fiir @ gerade und k= 3
es gilt also
s stn 2s
z:l i= n+1 i= l
und entsprechend
2s

v (XZ,) = Z<Xf)ii'

Vor
‘:/OT die restlichen 2(n — r) Zeilen von V. bezeichnet und Q) = diag (U, ..., ),
Q=) .= diag (U1, ..., Q), haben dann A, und A, die Gestalt

Mit der Schreibweise V., = < ) , wobei VOT die ersten 2r Zeilen von V. und

R A Q(r) - %T‘}OZ‘ _‘}07"70:1;
A =00V Vi, A= : (4.5)
_%T%f Q(n—r) - ‘707"70,71—1

2s ~ o
Mit (4.5) kann man nun erkennen, daf Z( X2 = E(XT)“ gilt, falls VOTVOiF =0
=1

ist. Zusétzlich muf} aber, aufgrund der sonst nicht Vorhandenen Stabilitat von A,
(s. Lemma 1.4), auch VoTVoT # 0 gelten.

Ubertriigt man dies wieder auf die nicht permutierte Schreibweise, so folgt die Aus-
sage des Satzes.

Q.E.D.

Betrachten wir die Aussage von Lemma 4.2, so liegt die Vermutung nahe, daf}, falls
VVT gegen Null konvergiert (was gleichzeitig VVT =0 zur Folge hat), der relative
Fehler (4.3) ebenfalls gegen Null konvergiert. Diese Vermutung werden wir jedoch
in diesem Kapitel widerlegen. Der relative Fehler der Spur verhélt sich also nicht
stetig bei Anndherung der Dadmpfungsmatrix an die Form (4.4).

Problem 4.1 exakt zu untersuchen, hat sich daher als sehr schwer erwiesen. Das
folgende Kapitel untersucht das Problem fiir ¢ = 1, d.h. falls rang(C) = 1 ist und
C' damit aus einer Dyade cc? besteht. In diesem Fall steht eine explizite Formel
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fir X zur Verfiigung (s. [24]). Nach Bemerkung 1.6 miissen wir voraussetzen, daf3
die w; voneinander verschieden sind und ¢ in allen Komponenten ungleich 0 ist. Im
Anschlufl hieran wird die entsprechende Fragestellung fiir die optimale Viskositét
untersucht und anhand von numerischen Tests iiberpriift, ob die fiir einen Damp-
fer gewonnenen Ergebnisse auch auf den Fall mehrerer Dampfer iibertragen werden
konnen.

4.1 Abschneidung bei einem Dampfer

In diesem Abschnitt wollen wir also Problem 4.1 fiir C' = ecc?, € > 0 und ¢ ein
Vektor der Liange n, untersuchen. Dazu formulieren wir zunéchst ein Lemma.

Lemma 4.3
Sei

X1 Xz
X —
( XL X
die eindeutig bestimmte Losung der Ljapunovgleichung

ATX + XA =1

mat
0 Q
A= ( —Q —5ccT>’
Q= diag(wy,...,wp) Mit0 <wy < ...<wy, >0, c=(c,...,cy)T mite; #0
fir alle i =1,...,n.

Dann sind die Diagonalelemente von X gegeben durch

2 n 2 2 2 2 2 [ n 2
X B 1 ec, 2wpcj + cw, Wy i
( ll)pp T 22 + 2002 +e (w2 — w2)2 + 2 W2 — w2 )
P P j=1 P J p \ k=1 ¥k p
JIFP k#p
2
n 2.2 n 2(.2 2 2 n 2
x 1 wyc; wi(c+¢) | W, o
(X22)pp = 5 T¢€ (w2 — 2)2+ (w2 — 2)2jL 2 2 _ 2 )
ec, o (wy —wj o (wp —wj ¢\ o Wi — w;
J#p J#p k#p
p=1,...,n.
Beweis

Nach [24] Satz 3.1 koénnen die Diagonalelemente von X auf folgende Weise berechnet
werden (die in [24] vorhandenen Druckfehler wurden hier bereinigt):

75



Sei X171 =: (n;;) und Xgo = (&;;). Dann gilt fiir i # j

; s )
7
J W2 — 2 i T =G )
J 7
€
N = 55 (ZiGw; — Ziciw)
wE — W~
7J )
und fiir ¢ = 5
n
Zii 1
§i = 2. *Z@'jcj 3
2cie ¢ o
i
EZ;C;
Mii i +
i
mit
Z = (Z'LJ) = 2[,
z = (Zz) —Xuc,
1 1
Xy = Q74507
2 2
S = (Sij) mit
CZZ]] CJZ“
cj c; .. . .
Sij = —u—w;— fur i#j und
wj  wi
Sii = 0.
Damit ergibt sich fiir ¢ # j
CiZjj 4 CiEii 2¢ 4 2¢ C o4 G wi (GG
5. cj ¢ cj + ci 2 (Cj + ci) . 2&)1(,(}] (c]' + ci)
M e I
wj w;j wj wij J

und wir erhalten

also

—_

Zi

C;

2wi

z =
n n . Ci Ck
¢ a | 1[a 2wiwy, (ck + Ci)
ERD IS R (R Dl o
Wy k=1 k 2\ w k=1 Wi Wi
ki ki
= wied + )
+> =)
k=1 Y1\ k
ki
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und fiir p # j ist

€
§pj = ﬁ(zpcjwp — 2jCpW;)
J p
_ e CpC; - Wi+ e i Wi+ ey
w]z —wp | 2 = (Wl —wp) 2 k=1 Cj ("‘)]2 — wy)
k#£p k#3j
nwia ) & wi (G + )

%2. - W;Z k=1 Cp(w2 - wl%) k=1 Cj(w' - wk)

Nun erhalt man

z 12
Eop = - _*Zépjcj

2
2ec; ¢ T
J#p

1 n
— > &ic

1
S —
ec; ¢ o

J#p
1 2”: e "wie+ ) z”: wi (S + )
56;2; j=1 w? - w;% k=1 C;%(w;% W/%) k=1 (WJQ - wl%)
J#p k#p k£
_ 1 i n wz(cf, + c?)cjz. N z”: 1 z”: wz(cf, + ci)c?
ec? — (w2 —w?)? w2 —w? (w2 — w?)
D j=1 “p\*p J j=1*p J k=1 D k
J#p J#p k#p,j
+iwjz-(c§+cz) _i 1 i w?(c?—i—c%)
j=1 (W;Q; ij)Q j=1 w;% - wgz k=1 WJQ wl%
J#p J#pP k#3,p
Fiir den letzten Term
1 " w2+ )

=1 Wy — Wy o Wi — Wi
J#p k#j,p
gilt
n izl W B+ non w?(c3 + ¢
5 D) DA ik LS Sl D1 A
j=1 k=1 (wj - wk)(wp - wg) =1 k=j+1 (wj - wk)(wp - wj)
J#p k#p i#p  k#p

7



Fiir die erste Doppelsumme von A gilt weiter

Z”: i1 wi (e +c}) _ z": z”: Wi+ c})
j=1 k=1 (W]Q - WI%)(“;% - WJ2> k=1 j=k+1 (wjg - wl%)(“}% - w]2)
J#p k#p k#p  j#p
202 4 2
- _En:zn: 2wk(62k+cj) 2\7
j=1 k=j+1 (Wj - wk)<w;2> - wk;)
J#p  k#p
wobei im letzten Schritt nur j und k vertauscht worden sind.
Damit ergibt sich weiter fiir &,
1 " w4 ) " wi(c + a) & " + c)c?
5 = — _.I_ I p— J
P ec? ; c2(wZ — z:: ; ;,2) w3 ; — wp)
J#p J#p J#p k#p,j
_ii [ 1 <J2(C+ ) chk‘i‘c
J=1 k=j+1 w]z - w}% Wg WJQ w2 — wk
j#p  k#p
1 "G+ ) WG +) & "owi(c + e
- 4 p\Tp U5
RN DF R v W o
Jj#p J#p J#p k#p,j

E": z": 1 (wgcﬁ(u)ﬂz —wp) +wi(wi — w,%))
- 2

j=1 k=j+1 w] - W% (w% - w‘])(u}g w%)
Jj#p  k#p
BTN B (R e
e, T glwp —wi)? T (wp - w))?
J#p J#p
) n 1 i Wi+ )e B Z”: i w2 +c3)
j=1 Wg — UJJQ' k=1 CZZ)(W% - W]%) =1 k—jt1 (wz — w?)(wg — wg)
#p k#p,j Jj#p  k#p
_ L |gserds g
T ec? (w2 — w?)2 (W2 — w?)?
p j=1 “p\*p J =1 D 7
J#p J#p
- - w2 2 2\ 2 2 2\ 2
+ v {(c +ci)c; + (c +c«)c}
2 2 FE D (et G o)
Jj#p  k#p
B i Z": w2 (c5 + cp) B
o5 (wp - W?)(Wg wy)
j#p  k#p
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_ L%—e n Wil + ) +§”:w]2(c]2~+cg)
e 2(w? — w?)? — (w2 — w?)?
P i=1 "p\Fp J g=1 \*p J
J#P J#p
n n w2
+>. > 2 5 (0202- + GO+ ol + o — o — ¢ ck>
A ol Tl me) T "
1 s nwi(e 4 e N Z”: wi(c + ) Lo Z Z Gew?
T e —~ 2 (w2 — w2-)2 — (w2 — 2)2 w2)(w2 —w )
P j=1 "p\*™p J Jj=1 P J j=1 k=j+1 p 7 k
J#p J#p Jj#p  k#p

Nun wollen wir §,, in einer Form darstellen, die nur positive Terme enthélt. Diese
Darstellung wird spater fiir die Abschédtzungen benotigt. Wir erhalten

1 no wie? w2 ct (2 +c2)
Sp = —3te | T ten T B2 T st T oy
pp 50% le (wg — wjz-)2 cz ; (wg — wjz)Q pr (wg — wjz)2
J#P J#p J#P
w2, 2c3
+l J
&2 D)
Jj#p  k#p
und wegen
n et n.on 2c2c n i
j J _
Z (W2 — w?)2 + Z Z (@2 — w?) (W2 — w) = 02 — o2
j=1 D j j=1 k=j+1 D J P k k=1 *k P
J#p j#p  k#p k#p
ergibt sich
2
1 n Wi "wiA 4 ) WS,
£ = — 4¢ P + i\ p) | “p k
PP ec2 ]z_; (W2 — wj)? ; (W2 —wj)? 2 ; wi — w2
J#p J#p k#p

Jetzt kann 7, berechnet werden:
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op = Epp
p
2
1 n Wi "wHd 4R WX,
.t pYj J\Y D “p k
e te Z (w2 — w?)? * (W2 —w?)?2 2 w2 — w2
D j=1 D J j=1 D J p \ k=1 7k D
i#p ke
2 n o2 2
te Cp Z Cp T+ Ci;
2 2 2
2w D Wy — Wy
k#p
2 no, 2,2 2/ 2 2 2 2N 2 2
_ 1 % WpCj T Wj (Cj - Cp) - (Cp - Cj>(wp wj)
a2 + 2w? te (W2 — w?)?
P P j=1 P J
J#p
2
2 n 02
p k
+§ 2 w? — w?
D k=1 k p
k#p
2
2 n 2.2 2 2 2 ( n 2
_ 1 €6 2wpcj + Wy Wy Ck
= o2 T (w2 — w?)? T wi — w?
P D j=1 p J p \ k=1 "k P
J#p k+#p

Q.E.D.

Mit Lemma 4.3 wollen wir nun Tr (X Z;) berechnen mit Z; aus (4.1). Sei wieder

X11 = (77@]) und X22 = (52.7) Dann ist

s

Tr(XZs) = Z(npp + &pp)

2

p=1
und mit Lemma 4.3 erhalten wir
2 n 22 2 2 2 [ n 2
. B 1 +5cp+€ Z2wpcj+cpwp+ﬁ Z h
lp TSpp = "2 T 52 (W2 — w?)? 2 02 — o2
D D j=1 D J p \ k=1 %k P
J#p k#p
n 2.2 n 2(.2 2 2 n 2
wocs wi(ci+cy)  wi it
+5c2 Te (W2 — w?)? + (w2 — w?)? 2 W2 — w2
P i=1 \*p J =1 \*p J p \ k=1 "k P
J#p J#p k#p
2 n 2.2 2.2 2 2 2 2 2 [ n 2
B 2 ec, 3wpcj +wyc, +wjc; +wjc, Qﬁ h
a2 + Qw2 te (W2 —w?)? + c2 w? —
P p j=1 P J p \ k=1 ¥k
J#P k#p
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Damit erhalten wir den folgenden Ausdruck

Tr(XZ,) = (4.6)
2
zs: l 5c§+€ z”:?wc +wie + wich +w?c§+2w7§ Z": i
o Z 2uw2 = (W2 — wj)? A2\ o wi — w?
J#p k#p

Spéter bendtigen wir noch eine andere Darstellung fiir 7,, + &,,. Daher formen wir
diesen Ausdruck weiter um. Es ergibt sich

n o9 2.2 20 22 n 2.4
notE = 2 +€C i Z3wpcj+w +w] +chp+z 2wycy,
pp ) 2 2 2 2((2 22
ecz = 2uw2 o (W2 —w3) = A(w? —wp)
i#p kp
ckc w2

—MX:Z

=1 k=j+1 p wj)(w2 wl%)

Jj#p  k#p
2 czCQwQ
= — —|— € |4
2 ]ZI kzg;q p wg)(w;% - wl%)
J#p  k#p
n 2\[, ,2,.2 2.2 2.2
Z (2 + )wics + 2wic; + wicl] (47
2092 _ (,2)2
p c2(w? —w3)
;é
Sei _
o Xu X
X = ~ e My, r<n
( X1y X ) ’
die eindeutig bestimmte Losung der Ljapunovgleichung
ATX + XA=—1. (4.8)
Hierbei ist .
~ 0 Q
A= _
( —Q  —ecel )
mit Q = diag(wy,...,w,) und ¢ = (cy,...,c.)T. Sei auBlerdem Z, eine Matrix der
Dimension 2r, s < r < n, mit
I, 0 0 O
= 0 0 0 0
Zs = 0 0 Iy O
0 0 0 0

81



Im folgenden bezeichnen wir stets (4.8) als das bei r geschnittene System mit Bezug
auf das Ursprungsystem A7X + XA = —I. Die Indexmenge {1,...,s} bezeichnen
wir als relevanten Bereich und {r + 1,...,n} als den Bereich hinter dem Schnitt.
Der Bereich {s+ 1,...,r} wird als Zwischenbereich bezeichnet.

Nun wollen wir den relativen Fehler

Tr (X Z,) — Tr (X Z,)
Tr (X Z,)

rF [Tr (X Z,)] :=

fiir s < r < n berechnen. Wir werden ihn im folgenden als relativen Fehler der Spur
bezeichnen.

Sei wieder X1 =: (1;;), Xa2 =: (&;) und entsprechend X1, =: (7;;), Xa2 =: (&;).

Dann ist
S

Tr(XZ,) —Tr (XZS) = Z[(npp + §pp> - (ﬁpp + épp)] .

p=1

Zuniichst berechnen wir (1, + &pp) — (pp + &pp) mit (4.7) .

(Moo + Epp) — (Tpp + épp)

2 2 noon ciciw?
= — 4+ P4 JPp
ez 2w? le k;+1 A(w2 — wi) (W2 — wyp)
J#p  k#p
N i (2 +)|wics + 2wics + wicl]
= (w2 — wj)?
J7FP
2o [y e
ez 2w? =50 AW - wi) (W2 — W)
j#p  k#p

" (A + )wie 4 2wies + wic]

o Gl )
B n (cZ—i—c?)[wicZ—i—Zwﬁc?—i—w?cﬁ] A rom cicj?wi
_52 2(2_ 2)2 +ZZ 2(2_ 2) 2 _ 2)

j=rt1 Cp\Wj — Wy =L k=ri1 lwy —wi)(wp — wi

JFP
" " cicsz
+4 ] _
OB e o e [ o e
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2 - S

p
i=r+1 (Wi —wp)? T Gl — wi) (Wi —wp)

2
rGw?

5[ " (e +)wie 4 2wies + wic] ckc§w§
J

2.2 2
ChCW,

MY S

j=p+1k=r+1 p

RPN e

Jj=r+1k=j+1 "p

. [ 2": (02 —1—02)2 72) N z": (cf,—f—c?)(wgc? +wj2»cf,)
J=

—rt+1 sz)(w] WQ)Q j=r+1 02(%2‘ _WQ)Q
p—1 0202w2 0202(4}2
4y Yy - S -
J=1 k=rt1 i Wj)(wk wp) J=pt1 k=r+1 A _w2)(wk—a’§)
2.2 2
Creiws
+4
];1 k;l (Wi w2)(wk - wp)
Damit ist
Tr(XZ,) —Tr(XZ,) =
5 2 (e + )Wl 2 (e + &) (wich 4 wich)
DY ﬁ"” > 2(, 2 212
p=1 |j=r+1 Cp(w w ) j=r+1 C (w~ — W )
R R
—42 )3 1YY
J=1 k=r+1 e WJ)(WI% wp) j=p+1 k=r+1 e (w3 wz)(wk_%%)
Grew?

+4ZZ

j=r+1k=j+1 p

=) (] — 2) &9

Im folgenden setzen wir 0.B.d.A. ¢ = 1, da wir iiber alle ¢; und wy, also alle Damp-
fungen und Frequenzspektren variieren wollen. Eine Betrachtung der Viskositét e,
die (4.6) minimiert, folgt in Abschnitt 4.4, in dem wir viele der hier gewonnenen
Ergebnisse iibernehmen werden koénnen.

Dann ist nach (4.6)

T (X Z,) = (4.10)
2

5012 CZ wﬁ n 2 n 3wc —l—wc —i—w]Q —i—w?cf)

Z g—i_ﬁ—i_zg Zuﬂ—uﬂ +Z (w2 — w)2

p=1 | "p D p \ k=1 %k D j=1 P

k#p J#p

und fiir den relativen Fehler der Spur ergibt sich mit (4.9) und (4.10)
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Satz 4.4
Sei X die eindeutig bestimmte Losung der Ljapunovgleichung

ATX + XA=—1

mit
0 Q
A= ( —Q —cct ) ’
Q = diag(wi,...,wn) Mt 0 <wy < ... <wy, c= (c1y... o)t mit c; #0 fiir alle
1=1,...,n, und sei X die eindeutig bestimmte Liosung der Ljapunovgleichung
ATX + XA =1
mat
~ 0
A= ~
(o )
Q = diag(wy,...,w), ¢=(c1,...,¢,)" mitr <n.
Sei
I, 0 0 O
0 0 0 0
Zs = 0 0 I; O
0 0 0 0

eine Matriz der Dimension 2n, wobei I die s—dimensionale Einheitsmatriz mit
s <r <mnist. Zs sei die entsprechende 2r- dimensionale Matrix.
Dann gilt

Tr(XZ)-Te(XZ)|  Zwr (411)
Tr (X Z,) Ny '
mit
P s z": (¢ + ) °w) N z”: (& + ) (wicd + wic)
rF = Alw? —w?)? A(w? — w?)?
p=1 \j=r+1 “p\"7J D j=r+1 p\*J D
+4 Z Z Spjk+4 Z Z Spjk: s
i=1 k=rt1 j=r+1 k=j+1
2 2 2 2 2 2 2 2 9 2 2
5012 c wy [ & cr " 3w, ¢+ wae, + wici +wic,
Nep = 3 7+ﬁ+27 > 2 _ 2 +Z (W2 — w?)2
=le w2 2 i wi— w2 = w? — w;
k#p J#p
Dabei ist
22 2 o
CpCjW : . > 0 fir j>0p
Sy = J_P t k> d S, L .
Pk A(w? — w?)(wi —w?) m Jun pjk{ < 0 fir j<p
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Die folgende Zeichnung veranschaulicht die Summierung der S,;; fiir ein festes p.
Die Symbole + und — kennzeichnen das Vorzeichen der Sp;p.

Aus (4.11) folgt unmittelbar

Korollar 4.5

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.4.

Sei I = LU Ly mit I C{1,...,s}, L, C{s+1,....r} undcy:=-co,, >0
fiir jedes q € I.

(i) Fir 8 — oo gilt

Tr(XZ,) - Te(XZ)| |,y »
falls Q1 # 0, und
Tr(XZ,) - T (XZ,)| |7 L
Tr (X Z,) Qe O™,
falls Q1 = 0, wobei
s w2 02 2
Ql - 2 Z £ (Z = ) )
p=1 & \agi Ya — %

85



(w2 +w?) ca. s
poe oy 3 T sy 5 :

q€l, o j=r+1 j p€1 qgel k=r+1 p q

@2 > 0.
(ii) Fir g — 0 gilt

Y

- w2)(wi —wp)

Tr (X Z,) — Tr (X Z,)

=L+ 03
wober
L IRl
Q@4
mit
1| & 2ciw? non Aciw?
Py = = _2G% oy i ’
2 e T e @)
¢l k>j
) 2
2 wi& 4
Q1 = Z T‘FCT Zuﬂ—uﬂ >0
SIS Oq Oq i;; k q

fiir I # 0 und

L 2 0 fUT‘ [7«6[ = @

Beweis
Es gilt mit den Bezeichnungen aus Satz 4.4

)

52
_ 4 2 Q4
Nep = Q15"+ Q20 +Q3+ﬁ
mit Py, Q1, Q2, P3, Q4 wie oben. Der Fall )1 = 0, ()2 < 0 kann nicht auftreten, da
dann N, fiir § — oo beschriankt wire oder negative Werte annehmen wiirde, was
nicht der Fall ist (vgl. Satz 4.4). Im Fall I,,, = 0 ist L = |P2| , wobei Q3 > > c% >0
p=1"7

ist.

Q.E.D.

Die Aussagen von Korollar 4.5 und alle folgenden Aussagen sind in dem Sinne zu
verstehen, daf3 alle Frequenzen und Dampfungskomponenten, iiber die keine Aussa-
gen gemacht werden, asymptotisch konstant bleiben.
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Bemerkung 4.6

Korollar 4.5 beschreibt den Einflul einer Skalierung einzelner Dampfungskompo-
nenten, die im relevanten Bereich und im Zwischenbereich liegen (genauer: deren
Indices im relevanten Bereich bzw. Zwischenbereich liegen):

(i) Durch eine geniigende simultane VergréSerung der Dampfungskomponenten c¢,
mit ¢ € I kann der relative Fehler der Spur beliebig klein gemacht werden, wenn
@1 # 0 ist. Das ist stets der Fall, wenn die Indexmenge I nur aus einem Element
besteht (vgl. Beispiel 4.19) und dieses Element nicht den gesamten relevanten Be-
reich darstellt (vgl. Beispiele 4.19 und 4.21 (i)) oder wenn fiir die Indexmenge I nur
I = I, gilt, d.h. sie nur aus Elementen des Zwischenbereichs besteht (vgl. Beispiel
4.20 (i)). Hier ist es dann umso giinstiger, je nidher die Elemente aus I,,, am rele-
vanten Bereich liegen, da dann ), grofler wird und gleichzeitig P, langsamer wéchst
als 1 (vgl. Beispiele 4.19 (iv),(v)).

()1 wird immer gleich Null, falls die Indexmenge I neben einer beliebigen Menge I,
den gesamten relevanten Bereich enthélt, d.h. es werden alle Ddmpfungskomponen-
ten ¢, mit g € L = {1,...,s} simultan vergrofiert (vgl. Beispiel 4.21). In diesem
Fall ist auch P; stets grofler Null und damit fiihrt eine geniigende Vergréflerung der
Dampfungskomponenten c,, ¢ € I hier zu dem positiven Grenzwert |Q1‘ Ansonsten
ist der Fall, dafl ); = 0 wird, nur in ganz singuléren Féllen moglich. Eine notwen-
dige Bedingung hierfiir ist, daf jedes w, mit 1 <p <'s, p ¢ I isoliert zwischen zwei
Wi, wy mit k, 1 € I liegt. Auch dann hat der relative Fehler der Spur den Grenzwert
lall (s. 0.), wobei jetzt P; = 0 gelten kann (vgl. Beispiel 4.20 (ii), das den Fall Q1 # 0

Q2
zeigt und Beispiel 4.20 (iii), das den Fall ; = 0 verdeutlicht).

(ii) Durch eine geniigende simultane Verkleinerung der Démpfungskomponenten c¢,
mit ¢ € I konvergiert der relative Fehler der Spur gegen einen Grenzwert % bzw.
%. Dieser Grenzwert nimmt in nur ganz singuldren Féllen den Wert Null an. Er ist
stets grofier Null, wenn I = {1,...,s} ist, d.h. wenn alle Ddmpfungskomponenten
aus dem relevanten Bereich geniigend verkleinert werden. (vgl. Beispiel 4.19 (i), (ii)
und (iii)).

Korollar 4.7

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.4.

Sei Ins C{r+1,...,n}, Ins #0, und cg := (- ¢o,, >0 fiir jedes q € Ips.
Dann gilt

(i)

Tr (X Z,) — Tr (X Z,)
Tr (X Z,)

= 1+0(7%)  fir f— o0
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und
(i)
Tr (X Z,) — Tr (X Z,)

Tr (XZS) N L, " 0(62> fur ﬁ -0

mit L' > 0.

Beweis
Mit den Bezeichnungen aus Satz 4.4 gilt

)

Zr = |PB'+ PB*+ Py
Nop = Qi+ Qa8° + Q3

mit

N"”@w

bS]

2
s 02
Po= QIZQZw Z 20q 2|
p=1 —w

¢ qEIhs q p
Qg > 0.
Q.E.D.

Bemerkung 4.8
Korollar 4.7 beschreibt den Einflul einer Skalierung einzelner Ddmpfungskomponen-
ten, die hinter dem Schnitt liegen:

(i) Der relative Fehler der Spur hat den Grenzwert 1 bei beliebiger simultaner Ver-
groflerung einer oder mehrerer Dampfungskomponenten, die hinter dem Schnitt lie-
gen (vgl. Beispiel 4.22).

(ii) Der relative Fehler der Spur hat den Grenzwert L' = %' bei beliebiger simulta-
ner Verkleinerung einer oder mehrerer Dampfungskomponenten hinter dem Schnitt.
Dieser Grenzwert nimmt in nur ganz singuldren Féllen den Wert Null an. Er ist
stets grofler Null bei einer geniigenden simultanen Verkleinerung aller Dampfungs-
komponenten hinter dem Schnitt, da dann

2 20,2 _
p=1 \j=r+1 (w3 j=r+1 (W

s n c4w2 n c4w2-
— p—"p P~
R ol R o <
p p

gilt (vgl. Beispiel 4.22). Damit haben wir unsere anféngliche Vermutung, daf eine
beliebige Verkleinerung aller Dampfungskomponenten hinter dem Schnitt zu einer
beliebigen Verkleinerung des relativen Fehlers der Spur fithrt, widerlegt.
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Um weitere Aussagen iiber den relativen Fehler der Spur zu machen, wollen wir ihn
in Lemma 4.9 und Satz 4.13 abschétzen:

Mit Satz 4.4 erhalten wir

|Tr (XZ,) — Tr (X Z)

Tr (X Z,)
d n c2+c?)?w? n c2+c?) (w22 4w
o tale L lareld teid)
< Pl A=l R =y ol )
a NTF
Z! Z Z Z Spjk+ Z Z Sp]k‘+ Z Z |Sp]k|
+ p=1 \j=p+1 k=r+1 j=r+1k=j+1

)
NrF

wobei wir zum einen die negativen S, durch ihren Betrag und zum anderen in der
zweiten Summe im Zahler w, durch w; abgeschétzt haben. Also ergibt sich

Tr (X Z,) — Tr (X Z,)
‘ Tr (X Z,)

S n (02+02)2(w2+w2) T n Cic2w2
> ) > W +4 X > B (wi-w2)(wy—w)
p=1 \j=r+1 LA j=p+1lk=r4+1 P k7P
NT‘F
S n n c2c2w2 c2¢2 0,2
Y4 X Y s +4Z D e S
p=1 2(wi—wd)(wp—wd) G (wg—w3)(wp—w3)

j=r+1k=j+1 P j=lk=r+41 "7 kTP
NT’F

< (4.12)

+

Lemma 4.9
Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.4.
Dann st

Tr (X Z,) — Tr (X Z,)

RS - (n—r)
< max (¢ S+
T (XZ,) 1<Z<n< ) Lzzl (j;r:ﬂ (wj = wp)? jzp;rl 2(wj — wp)?
(n—J) = w?
+ +2 P
J—Xr;rl 2w; — wp)? ;z_:l k;—l (wp — wi)(wi —wp)
Beweis
Es gilt mit (4.11)
2
N?"F Z 2
p=1 %
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und damit erhalten wir nach (4.12) fiir den relativen Fehler der Spur

Tr (X Z,) — Tr (X Z,)

Tr (X Z,)
S n C C2 2 w2 0262 2
> ( > By s Cg(wng)(WQWQ))
< reL\Er j=p+1 k=r+1 P AT
< 5,
P
S n n C%Czw% — n 02624,0'2
J
DO D DD DN o 100 oy E Do ) o ey
+p 1 J=r+1k=j+1 j=1 k=r+
> 3
: p
< XS: zn: (24 )P (w) +w)) o Z Z Grew? (4.13)
=t 2(%2'_“)%) j=p+1 k=r+1 (W _W;%)(W% —wp)
n n 2.2 ,2 2 9 9
creswy cow
+2 J +9 J P .
P e R s

Also erhalten wir

IN
=
Qo
"

)
5 n 2(w? w, w?
@B (S SR 5 5 g

VAN
ZE
L5
/N

S
N———
e

NE
RS
[\
TM
3
QEM
+
+
-
3
|
S— ﬂ
) S—

VAN
72
L5
VS
o
N—
1
w
~
.
1 M=
)
+
-
)
5
|
=

LD " +22 Z A ))] (4.14)

Q.E.D.
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Gilt weiter |w? —wi| < |w?,; —w?2|, dann gilt fiir 1 < p < s auch |w? —w}| < |wi—w)
fir jedes j=1,...,p—1lund k=r+1,... n.

Damit vereinfacht sich (4.14) zu

< max (c?)
1<i<n

= () [N ¥ ey 2y o))

s T 1 n A i
= max () |2 2 S Y

p=1 = (W —wp)? j=r+1 (wj — wp)?

Lemma 4.9 stellt den Einflufl einer Skalierung von allen Dampfungskomponenten
und allen Frequenzen auf den relativen Fehler der Spur dar:

Korollar 4.10
Wenn alle Dampfungskomponenten mit einem Foktor 3 und alle Frequenzen mit
einem Faktor v skaliert werden, gilt fir f — 0 bzw. v — o0

Tr (X Z,) — Tr (X Z,)
T (X Z,)

B 4 Tr(XZs) — Tr ()E'Zs) B s
=0(F%) bzw. T (XZ.) =007 .

Dagegen bleibt der relative Fehler der Spur mit f — oo bzw. v — 0 asymptotisch
konstant.

Beweis

Die ersten beiden Aussagen folgen sofort aus Lemma 4.9, die letzten beiden aus
(4.11).
Q.E.D.

Die Beispiele 4.23 und 4.24 verdeutlichen die Aussagen des Korollars 4.10.

Abgeschwicht gilt bereits
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Korollar 4.11
Sei I DA{1,...,s}U{r+1,...,n} und cq := 3-¢c,,, >0 fiir jedes g € I. Dann gilt
mit den Voraussetzungen von Satz 4.4

Tr(XZ) - To(XZ)| )
Tr (X Z,) =06y fir f=0

Beweis
Folgt unmittelbar aus (4.13). Q.E.D.

Bemerkung 4.12

In Korollar 4.5 (ii) bzw. Bemerkung 4.6 (ii) sowie in Korollar 4.7 (ii) bzw. Bemerkung
4.8 (ii) wurde gezeigt, daf eine beliebige Verkleinerung aller Dampfungskomponen-
ten im relevanten Bereich oder aller Dampfungskomponenten hinter dem Schnitt
allein nicht zu einer beliebigen Verkleinerung des relativen Fehlers der Spur fiihrt.
Dagegen zeigt nun Korollar 4.11, daf durch eine beliebige Verkleinerung aller Damp-
fungskomponenten im relevanten Bereich und gleichzeitig aller hinter dem Schnitt
der relative Fehler der Spur gegen Null konvergiert.

Satz 4.13
Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.4.
Firl <s <r gt dann

|Tr (XZ) - Tt (XZ)| oy~ 5o Gl — el (115)
Tr (XZS) B p=1 ]#1 k=r+1 p wk _w2)
C +Ck) L CIQC%
+a S e
(pz:l k‘zr;rl p(wk — wp)? lzk;rl p(wi — wp) (Wi — wp)
mat
. Wm —Ws Wm —Wm 2
m1n{{2 (62+02) ,s<m§r}u{((02+0m11)),1<m§s}}, r>1
O[ =
UJ2
2 721 ’ r=1
1
Beweis

Sei zunachst s = r = 1.
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Dann kann der relative Fehler der Spur nach (4.12) abgeschétzt werden durch

IN

IN

IN

Tr (X Z,) — Tr (X Z,)

Tr (X Z,)
" (ci+c witw L L 2 c2w?
> Gt 4y S ot
Jj=2 1 j=2k=j+1 1 k 1
2 n n c2c2w? c +02 wicy +2w202+w20
c%+2¢0712+42 E (w k])(oi —w? _'_Z(l et (w )2 L
1 i J=2 k=j+1 ¢

N (c24c2)2 (wi4w n L 2w
Z % R DD DI o lnd S
= c? wj w3 cl(w] wl)(w wy)

i=2 k=511
cf
%7

) z”: (G4 (W) +wi) . w?

4 2 2
- A (wj +wi)? (w;—wi)
+ 8 zn: zn: Cicjz . wi 1
=2 k=j+1 cf (WJ + wi) (Wi + w1) (Wj —wi)(wp — wr)
; wickes

j=2 le Wi — wl) j=2 k=j+1 Cl(wj - w1)<wk - wl)
2 n C2+C2 2 n e
24 (Y| et y
d \o|dlwy —w)? 51w — wi)(we — wi)

Damit gilt die Behauptung des Satzes fiir diesen Fall.

Sei im folgenden nun r > 1.

Damit ist s > 1 oder s < r, und mit (4.11) gilt

NrF

Y

v

s 3w202+w202+w]20 —I—w 2

>3 S T T

p=1 j=1
J#p

3w202 + WQC + w202 + w c?

>y T

w
p=1 j=1 7
J#p

+
2 WP WP
T 3wicl +wiek + wic +wic)
+ Z Z ;2 =

p=1j=s+1 (w]

s (3%2,0? + wf)c% + w c + w 2 Swjz-cz + w?c? + wf)c% + wf,
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s 8 4w§cj2 + 4wjz-cf, + 2wch, + QWJZC?

= 2 >

p=1j=p+1 (W) —wp)?
r 3w202 + w202 + w2 + w c?
+ Z Z J p
p=1j=s+1 (w )2
=: N’I”F > 0. (416>

Damit kann der relative Fehler der Spur abgeschétzt werden.

Mit (4.12) ist

Tr(XZ,) —Tr (X Z,)
‘ Tr (X Z,)

zs: i (cf,-i—c?) (w +w ) 14 Z Z cic2w2
p=1 \j=r+1 c?,(w ) Jj=p+1 k=r+1 c%(w2—w2)(wi—wz2,)

NT‘F
S n n 2 02w2 p—1 n 222
S| X Y somdirmm T L Y s

p=1 \gj=r+1k=j+1 “ E 7P
+ 4 -

IN

S n (C +c ) (w +w ) 02020.12
> (,z G pa y Y o _w2)>
Jj J j=r+1lk=j41 P k

~

NT‘F

S S n ciciw? —1 CQCi(.UQ
J
Z Z Z 02(w w%)(w w2) + Z Z 02(w2—w2)( w2)
(4.17)

p=1 \j=p+1lk=r+1 P j=lk=r4+1 P p
NT‘F

S T n c2c2w2
Z;1 ( Z—Hk Z-H 012’(“2_1;2)(“’ _“127)>
4oy PRI r+l .

NT'F

Wir unterscheiden die folgenden Félle:
Fall 1: 1<s<r

Mit (4.17) ist

Tr (X Z,) — Tr (X Z,) _
Tr (X Z,) =
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<

IN

IN

S n (cg—i-c?) (w +w ) CzCQOJQ
> > W—i_ll Z Z B (Wi-w2)(wyp—wd)
p=1 \j=r+1 LA Jj=r+1k=j41 P
NTF
ES: S n cic%ﬂ p=1 n CQCzWZ
DD — o T X X mrhy e
p=1 \Gopt k1 GO D) T oy Sy D i—en)
+ 4 -
NTF
Yo )
4+ 4 p=1 \j= s+1k 1 @ )("J wp)
p=1 j=s+1 )
S L (cf,—f—c?) (w +w ) czczuﬂ
L X Ty T4 > ¥ TR W)
p=1 \j=r+1 P j=r+1lk=j+1 P
NT‘F
S S L ck02w2 c?czwg
2 2 2 p(w w2)(w?—w2) + Z Z 2 (w2—w?)(wi—w?2
p=1 \j=p+1 k=r+1 J=1k=r+1 J
+ 4
NTF
Yo s — 2
p=1 =s+1 k=r+1 cp(w t )(w wp)
+ 4 ZS: XT: 4«)20?
2 92
p=1j=s+1 (w wp)
S 7 (cf,—f—c?) (w 2+w ) ciczoﬂ
Z Z 2 (w2 w) +4 E Z 02(w27w2)(w —w2)
p=1 \j=r+1 AN j=r+1k=j41 P
NTF
S (DD D . S 5 ) o PG
(2,2 3022 ()2 )2
p=1 gl b S5 R Wi—ed) T Sy G Wmwl(wp—wp
+ 4 -
NTF
s T n 2(,,2 2
r(w? —w?)
E\*5 P
DD o o =l
p=1j=s+1 k=r+1 k p

Mit (4.18) 1&8t sich der relative Fehler der Spur weiter abschétzen durch
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2.2, ,2

S no (pted)? (Wl wy 2c2w?
2 3 Sl 5y L amte

2
p=1j=r+1 cp(w p=1j=r+1k=j+1
s T 2,21 ,,2.2 2, ,,2.2 s 2.2 2 2.2 22
E Z 3wy < twicy +u.) c +chj 4 E E 4w c; +4w cpt+2wic +2chj
(“’2 w2) (w27w2)2
p=1j=s+1 i p p=1j=p+1 J P

2.2 ,2

s s n 2 2w? s
2 X 2 (w —w2)(wk—w2) > : > 02(w2—w]2) w?—w?

4 P= 1j= p+1k r+1 i A p=1j=1k=r4+1 PP
* 4‘*’;2;0? + 5 5 dw?c2
> 3 ez DD DS o s
p=1j=p+1 p p=11=p+1 1P
2 2
—w,)
DI
p=1j=s+1 k=r+1 p k P
hierin gilt weiter
s p—1 n c2c2w2 s p—1 c2c20,2
)IDIEDY AT 43 > X =i
2 (w2—w?) (wi—w?) - 2 (2 —w?) (WZl—w2)
4 p=1j=1k=r+1 J o p=1j=1k=r4+1 PP j P
S i 4“’l201% zs: pz—:l 4w12;c]2
2_,,2)2 AV
p=11l=p+1 (Wi —wp) p=1j=1 (wp—w3)
s p—1 n 2 2 _ 2
< Yy y G
- A(wi—w?)’
p=1j=1k=r+1 P\"k P
c2 wz—w2 w2—w2 s s n 2(,,2 2
4 P—lj—p+1k i1 »(] p)( i) < 3 cr(wi —ws)
4w12)c? — ) c2(('()2 o wQ) ’
Z Z W—w2)2 p=1j=p+lk=r+1 "p\"k P
p=1j4=p+1 73 P

und insgesamt ergibt sich damit fiir den relativen Fehler im Fall 1 < s < r

Tr (X Z,) —Tr (X Z,)

T (X Zy)
s p—1 n C2 (w2 2 _ (.4)2)
< > 5 )+ Sy oy Ae o)
p=1j=1k=r+1 Cg(wl% - wg =1 i ke Gl w,% - wp)
s T n 02 w? 2
+ 3 5; ) B4 F
p=1 j=s+1 k=r+1 | Clwi — wp)
s T n 02 w2- _ w2
= > el g (4.19)

po Gp(w Wil — wp)
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mit
S L (c%—&-c?)Q(wf—l—wf,)
Z Z 2 (W?—W,%P

p=1j=r+1 P

E =
5. & Bw2citwcl w2 twlc? s 5. dwicdtawic2H2wic2+2wic?
Z Z (wz w2) + Z Z (wz w2)2
p=11=s+1 Lp p=1j=p+1 7 r
s n n 2.2 2
Y XY s
F — 4 p=1j=r+1k=j+1 P75 Pk TP
T 23: 27": 3w +w202+w 02+wj20§ X E 23: 4w§c?+4w§cg+2wgcg+2w]2.c§
. (w2 w2) (w?—w2)2
p=1 j=s+1 i p p=1 j=p+1 J P

Als néchstes werden wir £ und F' abschétzen. Zunéchst sei m beliebig mit s < m <

r. Dann ist

£ $ G

p=1j=r+1 P %%

3wac; +w202+wl c2 +wl c?
(wlz w2)?

E

IN

B
p:ll:
s
p=1j=
5 @it (egte)
(wffwg)z

=
s+1

i (cg+c?)2 (w]?—i-wg)
r+1

c2 (w]2 —w2)?

IN

p=1l=s+1
S n 2 212 2 2
sy ata) @)
p=1j=ri1 SR
(w2, 4w2)(c2,+c2)
(w2, —w?2)?

IN

vy GG @) (@t w)? (wm =)
SRR e R s it s B

p=1j=r+1

(G HG)? (W — ws)?
2 Z 2102 2, +02)' (w; — wy)?

p=1j=r+

IN

9

S n ci 2 2
4 Z Z Z 2( 2_ 2)( 2_ 2)
p=1j=r+1k=j+1 p Wy TWp) W TWp
(Wi Hw?)(cq, +c2)
(Wi —w3)?

s n 2.2, .,2(, .2 2)2

- n CRCiWy (Wi, — WS
=4 ) z;r 2 c2(c2, +c§)(w3n+w§)(wg2 wp) (Wi — wp)

p= k=j+1 "p k

e w?

Z Z 2(c2, +C§) ' (wj + wp) (wi + wp) '

+1k=j+1 "p

1j
S
p=1j

(Wi + w8>2 ) (Wi — WS)Q
(Wi +w?) (W — wp)(wr — wp)

<
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2

Ckc (wm — w8)2
2pops v

=1 j=r+1 k=j+1 0127 (i, (Wj - Wp)(wk — wp) '

Sei nun m beliebig mit 1 < m < s. Dann ist

i (cf,—&-c?)%w?—i—w%)
30,2 ,2\2
Vs W)
4wgcl2+4wlzc%+2wgc%+2wl2012
(wffwg)Q

2
E < L

S

POEDY

S
S
p=11l=p+1
n

5 3 Grerei)
2 2_,,2)\2

Vi1 )
S

IA

p:

i 3 2(w?+w2)(c?+c2)
2__,2)2

p:l l:p+1 (w wl’)

l

S (et

(2 —2)2

p=1 jort1 cg(wi—wp)
2(c2,+c2, (w2, +w2, )

(w2, —w2, 1)

IN

B Z Z (2 +c)? (W W) (W +Wime1)? (Wi — Win1)?
a2 k) (Wit w)? (Wi twh) (wj — wp)?
n c + C?)Q (Wi — Win—1)?

Z 2 ( 02 +c2_)  (wj—wp)?

p=1j=r+1 p

IN

Y

S n n 2.2 .2

4Y Y Y s

p=1j=r+1k=j5+1 p
23,12, @h w2, )
(w2, —w?2, )2

2.2 2
CiC; w,

42 Z Z 2022+ Ey)  (wy +wp)(we +wp)

p=1j=r+1k=j5+1
'<Wm+wm 1)2 . (wm_wm—l)
(W2, +wm1) (Wi — wp) (Wi — wp)

Z Z Z e - (wm = Win_1)?
p=1j=r+1k=j+1 C;%J C2 + C?n—l) (wj o u}p)<Wk - wp)

IA

2

IN

Insgesamt ergibt sich also mit (4.19) fiir 1 < s < r fiir den relativen Fehler der
Spur
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a) firs<m<r

Tr (X Z,) — Tr (X Z,)
‘ Tr (X Z,)

n

ZZ

ck\w —w ]

p=1 =1 k=r+1 Cg( k wg)
J#p
(Wi — ws) (24 ) n e
J (om =) s i LA
S O IP W s SR Ol i imures]

b) fir 1 <m <s

Tr (X Z,) — Tr (X Z,)

Tr (X Z,)
g g k-
=g ) cp(wi —wp)
J#p
+M 3 +—C>+ 3 <
Con + ¢y p=1 j=r+1 62 (wj — wp)? k=j+1 sz;(w — wp) (W — wp) ’

und damit gilt die Behauptung des Satzes.

Es fehlen noch die Falle s=1 < rund s =r > 1.
Fall 2: s=1<r

In diesem Fall ist (s. (4.16))

r
A

NTF_Z

=2

3wlc + w?c? ~|—w c +w

(wf —

G -~ @)+ )

wl) j=2 (5%2 — wi)?

und der relative Fehler der Spur &8t sich mit (4.18) (das auch jetzt gilt) abschétzen
durch

L (c2+c )2 (w +w?) cc2w?
2 102(‘“ w?)? -t Z Z cz(wQ—Z )(:J 2 _w?) r n 2(,,2 2
j=r+1 71 g=r4l k=j+1 1TV . Z k(wj — wi)
T (w2 2(,,2 2
+wi)(c +c —
Z %1)2) =2 k=r+1 €1 (wk wl)
j=2 Wi

Sei m mit 1 < m < r beliebig . Dann ergibt sich fiir den relativen Fehler der Spur
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T (XZ,) —Tr (X Z,)

Tr (X Z,)
n (G ed) (wl ed) ckejet
AT ) 1y
< j=§+1 FT—P j ;Jrlk %:H e (Wi —w (wi—wi) N r E": Ci(w] — w?)
B (wgn(:(;l_)fffl;;cz ) 7=2 k=r+1 C%(w% - w%)
_ Z": (E+c)?  (Witwl) (Wntw)” (Wm—wi)?
P A +c2) (wj+tw)? (Wi 4w (w—w)?
4 G (wm W) wt (@ — w1)?
+ Z Z - - : o ' . — —
S dld +a) (Wi twl) (wtw)(ws+w) (wj—wi)(wr —wi)
+Z z”: cx( w2 —w?)
§=2 k=r+1 ci( w,% — wi)
(G ) (wm — wi)? G (Wi — wr)?
< 2 Z 1 )2( 1)2 4+ 9 Z Z l; ( 1)
S cl+c J(w; —wr) i St Alet + ) (wy — wi)(wy — wi)

2

+Z zn: Wl);

J=2 k=r+1 o wk _wl)

damit gilt fiir diesen Fall fiir den relativen Fehler der Spur

Tr (XZy) — Tr (X Zy)
’ Tr (X Zy)

n 2 2)

Z ckw — wi
2 k=r+
( —w)? [ &
02—|—01 (Z

j=r+1

”M*

01 Wk - Wl)

(3 + %)? " cic?
2 v D Dl ‘ ’ ;
- j w

ct(w; — wi)?
also die Behauptung des Satzes.

Fall 3: s=r>1

In diesem Fall ist N, ist gegeben durch

rooor 2.2 29 29 29
Ao Z Z 4wpcj + 4wj ¢, + 2wpcp + 2wj cj
'I’F (wz o w2>2 b
p

p=1j=p+1 J
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und damit erhalten wir mit (4.17)

Tr (X Z,) — Tr (X Z,)

Tr (X Zs)
i i (2 +02) (w 2-i—uuz) 14 Z Z Z cic2w2
2— 2 (2,2 2_ .2
< p=1j=r+1 cp(wi—w 2)? p=1j=r+1k=j+1 op (Wi —wp) (Wi —wp)
- zr: zr: 4w§c?+4chg+2wpc%+2ch]
2_,2)\2
p=1 j=p+1 (wj—wp)
XT: 27": f: cic2w2 + Z Z cQCiuﬂ
2 p) 2_ —2
L p=1 \ymprl ki1 SR @iel) T2 Sy R wi—w))
Z XT: 4w202+4w 02+2w202+2w]20?
2_,2)\2
p=1j=pt1 )
s n (c +02) (w +w cicgw2
Yo X Taigay T4 D VREDY TR W)
< p=1j=r+1 P\ p=1j=r+1k=j+1 7P
- Zr: 27": 4w§cj+4ch§+2wpc%+2chj
2_,2\2
p=1j=p+1 () —p)
T T n 2.2, ,2 T — n 2.2,,2
X Y Y ammdemm X z DO oo
44 p—lj—p+1k r+1 P kP +4 p=1j=1 r+1 p 3Tk TP
r 4wpcj 4w?c?
Z > (W2—w?)2 Z Z (Wr—w2)?
p=1j=p+1 7P 7 p=11=p+1 \“1 P
T n (c2+cz)2(w2.+w2) T n n c2c2w2
ol o ane i e IR S SR o v L
< p=1 j=r+1 P\ P p=1j=r+1k=j+1 P Pk TP
- i i 4w202+4w c2+2w2 02+2w?cf
2
p=1j :p+1 (WJ —wp)

e aDI D ol L

2
=1 j=1 k=r+1 p(wi — wp

3D I

p=1j=p+1 k=r+1 P w

s N (2 4c?)? (witw?) r n n ciclw?
DI st M S S P o
< p=1 j=r+1 P\ P p=1j=r+1k=j+1 P kP
- 27": 27": 4w cs +4w c242w2 02+2w720?
o
p=1j=p+1 (“’,7 ~wp)
n 2
Ck|w ol
i35 3 difoal (420
p=1 ]#1 k= r+1 k

Ahnlich wie oben gilt dann fiir m beliebig mit 1 < m < r

101



5 3 Grare )
R o e 2
p=1jors1 ) 2 (@4 )P (Wi — W)

<Yy

T T 2.2 2.2 2.2 2.2 — )

Z Z 4wpcj+4“2ijczp+j;)g%+2chj oo P 612) 02 + Cm71>(wj _ wp)Z
p=1j=p+1 i Yp

r n n 2.2 2
1Y XY aumeie ywom 2 2 )

p 1j=r+1k=j+1 P k™ %p < Z Z Z CkC (w —wm,l)

Z Z 4w20§+4uzjc2+j:)%c%+2chj — e CZ(CQ + C )(wj _ wp)(wk _ Wp) )

p=1j=p+l1

und damit gilt nach (4.20) fiir den relativen Fehler fiir den Fall s =r > 1

’Tr (XZ,) —Tr (5()’

Tr (X Z,)
Rk
o p=1 1;1 k=r41 Cg(wzz - w;%)
Wi — Wy 2 r n C2 + 02- 2 n CQCQ»
+(2—21) Sy % + Y - kCj .
Cm + Crm—1 p=1j=r+1 Cp(wj - wp) k=j+1 cp(w wp) (wk - wp)
Damit gilt auch fiir diesen Fall die Behauptung des Satzes.
Q.E.D.
Korollar 4.14
Mit den Voraussetzungen von Satz 4.4 gilt
Tr (X Z,) — Tr (X Z, _ )
( Tr>(XZS)( )| = O(|wr1 — ws|™2)  fiir |wps1 — ws| — 00 .
Beweis
Folgt unmittelbar aus Satz 4.13.
Q.E.D.

Bemerkung 4.15

Im Gegensatz zu den Korollaren 4.5, 4.7 und 4.10, die den Einfluf} einer Skalierung
auf die Frequenzen bzw. Ddmpfungskomponenten untersuchen, ist die Aussage des
Satzes 4.13 unabhéngig von einer Skalierung und zeigt Auswirkungen auf, die die
Relationen der Frequenzen bzw. Dampfungskomponenten untereinander haben. Dies

102



soll im folgenden erldutert werden.

Als erstes betrachten wir den fiir die Praxis unrealistischen Fall r = 1, d.h. s = 1.
Dann ist nach Satz 4.13

n

<2)

k=2

n

Tr (X Z,) — Tr (X Z,) (cF+ c3)*wi s ciciw? ]

Tr (XZS)

Cil(wk —wi)? I—kt1 Cil(wk —wy)(w — wr)

n 2022 2 n 2022
_ ) e S K1 n 1 Crwt '
Z (wp — wl) kz:; (c%(wk —w)? Hwp —wy)? l:zk;rl Hwp —wr)(wy — wy)

Diese Summanden werden klein, wenn

- wyp klein wird und ws nicht gleichzeitig sehr dicht bei w; liegt und ¢; aufler-
gewohnlich klein wird;

- der Abstand der Frequenzen hinterm Schnitt zu w; moglichst grof3 ist;

- |e1| gegeniiber den anderen Dampfungskomponenten |c|, k > 1 grof ist (dies
verkleinert nur die zweite Summe, die erste Summe bleibt hiervon unberiihrt).

Nun betrachten wir den Fall, dal » > 1 ist.

Zuerst untersuchen wir die erste Dreifachsumme aus (4.15),

GEY Y Y 2 (4.21)
pljlk'r+1p wi w)
G#p
2
Hierbei ist stets (lé |)<(£w2 fur alle 1 <p<s,1<j<r,
r+1 s
J#Fpr+1<k<n

Die Dreifachsumme wird kleiner,

- je weiter die Frequenzen, die hinter dem Schnitt liegen, vom relevanten Fre-
quenzbereich entfernt sind (vgl. Korollar 4.14 und Beispiel 4.25) und

- je ndher die Frequenzen im gesamten Bereich vor dem Schnitt beieinander
liegen.

AuBlerdem wird s; kleiner,

- je kleiner die Dampfungskomponenten, die hinter dem Schnitt liegen, gegeniiber
den Dampfungskomponenten im relevanten Bereich sind. (Besonders wichtig
ist dies fiir die ¢, deren k direkt hinter dem Schnitt liegt.) (Vgl. Beispiel 4.22.)
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Durch jeden einzelnen dieser Effekte kann s; beliebig klein gemacht werden.
Als néchstes betrachten wir den zweiten Teil von (4.15), d.h. die Summe

Oéz Z( c—i—ck) +i cer )7

o ke \Gwe —wp)? 57w — wp) (Wi — wp)

wobei a das Minimum der Menge

2 m 32 m ~ “m— 2
2 +c? 2+ oy

ist.

Zuerst untersuchen wir den Term

2.2

w=aY Y Y Lk . (4.22)

p=1 k=r+11=k+1 p wk—wp)(wl_wp)

Hierfiir gilt das fiir s; Gesagte im verstirkten Mafle, denn wir haben z.B.

n

O‘ZZ Z 2

p=1 k=r+1l=k+1 ca(wr — wp) (Wi — wp)

SIS Clggci(wm_wm_l)Z (4.23)

p=1 k=r+11=k+1 0127(02 + o) (W — wp) (Wi — wp)

fiir jedes m mit 1 < m < s. Hier sind die von den Frequenzen gelieferten Faktoren

(Wi — Win1)?
(wi — wp)(wl - Wp)

wesentlich kleiner als bei s; und die von den Dampfungskomponenten gelieferten
Faktoren sind Produkte von denen aus s;. Zusiatzliche Effekte werden noch in der
folgenden Betrachtung von (4.24) aufgefiihrt.

Zuletzt betrachten wir die Doppelsumme

mimad) Y

p=1k=r+1 P

ﬂ (4.24)
(we — wp)?

Wie bei s; wirken sich grolie Dampfungskomponenten hinter dem Schnitt negativ auf
sy aus (vgl. Korollar 4.7 (i), wo der entsprechende Effekt schon genauer formuliert
wurde und Beispiel 4.22); dagegen verbessern kleine ¢, k > 7, so nur bis zu einem
gewissen Grenzwert (vgl. Korollar 4.7 (ii) und Beispiel 4.22). Dagegen kann durch
Vergroferung des Abstandes der Frequenzen hinter dem Schnitt vom relevanten
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Frequenzbereich sy beliebig klein gemacht werden (vgl. Korollar 4.14 und Beispiel
4.25).

Wie man aus (vgl. (4.23))

Z Z (6 + ) o —wnc)” o (4.25)

=i G 02 + cpon) (Wi — wp)?’

bzw.

c + ) (W — ws)?
So < 2 , s<m<r (4.26)
pzlkzrjﬂ (e + ) (wr — wp)?

ersieht, wirken sich zusétzlich folgende Konstellationen positiv auf s, (und auch auf
S3 ) aus:

- zwei dicht beieinander liegende Frequenzen im relevanten Bereich, wenn nicht
gleichzeitig beide zugehorigen Dampfungskomponenten aulergewdhnlich klein
sind (s. (4.25)); dieser Effekt wirkt sich auf s; nicht signifikant aus;

- eine einzelne Dampfungskomponente c,, im Bereich vor dem Schnitt, die be-
sonders gro gegeniiber den Komponenten im relevanten Bereich ist (vgl. Bei-
spiel 4.19).

Dies kann Einflul auf alle drei Summen haben:
Liegt die Dampfungskomponente c¢,, im relevanten Bereich, dann wirkt sich
eine Vergroflerung von c,,

- auf s; positiv aus fiir alle Summanden, fiir die p = py gilt, die anderen
Summanden in (4.21) verdndern sich nicht,

- auf s3 gleichméBig positiv aus fir alle Summanden (s. (4.23)) und

- auf sy positiv aus fiir die Summanden, fiir die p # pq gilt, die Summanden,
fiir die p = pg gilt, verhalten sich asymptotisch konstant.

Liegt die Ddmpfungskomponente c,, im Zwischenbereich, dann hat eine Ver-
groflerung von ¢, auf (4.21) keinen Einflul. Hierbei ist es dann umso giinstiger,
je néher c,, am relevanten Bereich liegt. Dies deckt sich weitgehend mit der
Aussage von Korollar 4.5 (i) (vgl. Bemerkung 4.6 (i)); die dortige Aussage
war insofern schérfer, als der relative Fehler duch eine einzelne beliebig grofie
Dampfungskomponente beliebig klein gemacht werden kann.

Zum Schluf} zeigen wir, dafl unter sehr allgemeinen Bedingungen die Aussage von
Satz 4.4 einen Grenzwert fiir n — oo liefert. Auflerdem zeigen wir, dafl der relative
Fehler der Spur fiir diesen Fall gegen Null konvergiert, falls r gegen oo strebt, wobei
die Relation zwischen r und n keine Rolle spielt.
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Satz 4.16

Fir k € IN seien wy, ¢ aus R mit 0 < wy < wy < ..., ¢ # 0 fiir alle k. Es gelte
weiter
> 1
Y = <oo, |l <M<oo  firalle k. (4.27)
k=1 Yk

Seien s, r € IN fest, s < r.

Mit den Bezeichnungen aus Satz 4.4 existieren dann

Tr (X Z,) — Tr (X Z,)
Tr (X Zs)

lim Tr (XZ;) und lim

n—oo n—oo

und sind endlich.

Beweis
Der Einfachheit halber betrachten wir zunéchst ¢, = ¢ = const.
Dann ist (vgl. 4.11)

s n 1 n (.U2-
Zip = |Y, 6c*w? > s+ 2¢° Y =5
=1 [ At Wi —wp)? i (W) — wp)?
r 1 n 1
+4c2w?
TS Wi (k—zr;o—l wi — wf,)
J#p
n 1 n 1
+4c2w? Z ,
Y S W W (kj+1 Wi v
(4.28)
2
Tr(XZ,) = Nyp = Sl R Enj !
= c2 2%27 P —~ wi-— wg
k#p
+c? | 402 + 1 ,
D LA Y e B L
J#p J#p

und alle Summen mit n als Obergrenze konvergieren offensichtlich fiir n — oo, falls

o0

> ﬁ konvergiert. Fiir |cx| < M < oo verlduft der Beweis analog, da im Nenner der
k=1 “k

betrachteten Terme jeweils nur endlich viele ¢, # 0 auftreten.

Q.E.D.

Satz 4.17
Seien wy, ¢, wie in Satz 4.16. Wir betrachten den relativen Fehler der Spur fiir
festes s € IN und beliebige v, n € IN mit s < r <n; dann gilt

Tr (X Z,) — Tr (X Z,)
Tr (X Zs)

— 0, wenn r — oo.
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Beweis
Aus 3532, 2 2 < oo folgt 3 4 — 0 fiir r — oo; damit folgt in (4.28) Z,r — 0 fiir

k>7" k

r — oo. Wegen N,p > Z folgt daraus die Behauptung, wenn ¢, = ¢ = const.

Fiir || < M < o0 Verlauft der Beweis wieder analog.

Q.ED.

Bemerkung 4.18
Die Voraussetzung an die Frequenzen in (4.27) ist z.B. schon fiir wy, = « - k” fiir
B > 1 erfiillt.

4.2 Fazit bei einem Dampfer

Zusammenfassend kann also gesagt werden, dafl eine beliebige Verkleinerung des
relativen Fehlers der Spur durch einen der folgenden Punkte erreicht wird:

geniigende simultane Verkleinerung aller Dampfungskomponenten im relevan-
ten Bereich und gleichzeitig im Bereich hinter dem Schnitt, oder geniigende
simultane Verkleinerung aller Démpfungskomponenten (s. Korollare 4.10, 4.11
und Beispiel 4.23);

geniigende Vergroflerung einer einzelnen Dampfungskomponente c,,, die vor
dem Schnitt liegt (eine Ausnahme bildet hier der Fall, da8 der relevante Bereich
nur aus po besteht (s. u.)). Liegt pg im Zwischenbereich, dann ist es giinstiger,
je néher py am relevanten Bereich liegt (s. Korollar 4.5 (i), Bemerkung 4.6 (i)
und Beispiele 4.19, 4.21 (i));

geniigende simultane Vergroferung einer oder mehrerer Démpfungskomponen-
ten im Zwischenbereich (s. Korollar 4.5 (i), Bemerkung 4.6 (i) und Beispie-
le 4.19 (iv), (v), 4.20 (i); die Auswirkungen einer simultanen Vergréfierung
mehrerer Dampfungskomponenten im relevanten Bereich werden ebenfalls in
Korollar 4.5 (i), Bemerkung 4.6 (i) erldutert);

geniigende Vergroferung des Abstandes der Frequenzen hinter dem Schnitt zu
den Frequenzen im relevanten Bereich (s. Korollar 4.14 und Beispiel 4.25);

geniigende simultane VergroBerung aller Frequenzen (s. Korollar 4.10 und Bei-
spiel 4.24).
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Negativ auf den relativen Fehler wirken sich die folgenden Faktoren aus:

e beliebig simultane Vergréflerung einer oder mehrerer Dampfungskomponenten
hinter dem Schnitt (s. Korollar 4.7 (i), Bemerkung 4.15 und Beispiel 4.22);

e Vergroflerung der Abstédnde der Frequenzen vor dem Schnitt
(s. Bemerkung 4.15);

Bis zu bestimmten Grenzwerten wirken sich eine

e simultane Verkleinerung einer oder mehrerer Dampfungskomponenten hinter
dem Schnitt tendenziell positiv (s. Korollar 4.7 (ii), Bemerkung 4.15 und Bei-
spiel 4.22),

e simultane Verkleinerung einzelner Dampfungskomponenten vor dem Schnitt
tendenziell negativ (s. Korollar 4.5 (ii), Bemerkung 4.15 und Beispiel 4.19

(1)-(iii)),
e simultane Vergroflerung aller Dédmpfungskomponenten tendenziell negativ
(s. Korollar 4.10 und Beispiel 4.23),

e simultane Verkleinerung aller Frequenzen tendenziell negativ (s. Korollar 4.10
und Beispiel 4.24)

auf den relativen Fehler der Spur aus. ,, Tendenziell negativ® heifit hier, dafl eine
hinreichende Verdnderung in umgekehrter Richtung eine eindeutige Verbesserung
mit sich bringt, und umgekehrt.

e Die simultane Verkleinerung selbst aller Dadmpfungskomponenten hinter dem
Schnitt fithrt aber entgegen fritheren Vermutungen nicht zu einer beliebigen
Verkleinerung des relativen Fehlers!

Keine eindeutig bewertbare Aussage kann dagegen iiber eine beliebige simultane
Vergroflerung oder Verkleinerung aller Dampfungskomponenten im relevanten Be-
reich gemacht werden, da in beide Richtungen positive Grenzwerte angenommen
werden (s. Korollare 4.5 (i), (ii) bzw. Bemerkungen 4.6 (i), (ii) und Beispiel 4.21).

(Bei allen Punkten des Fazits wird davon ausgegangen, dafl die nicht angesproche-
nen Dampfungskomponenten und Frequenzen nicht wesentlich verdndert werden.)
Diese Aussagen wollen wir nun anhand mehrerer Beispiele weiter verdeutlichen.
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4.3 Beispiele bei einem Dampfer

In den folgenden Beispielen wird in den Tabellen jeweils der relative Fehler der Spur
Tr (X Zs)—Tr (X Zs)
Tr (X Zs)

fiir s mit 1 < s < r abgetragen.
Dabei wurden alle Werte nach (4.11) mit Matlab berechnet.
Bei allen Beispielen ist n = 7 und r = 5.

Die Tabellen der Beispiele 4.19 und 4.20 (i) und (ii) beinhalten die relativen Fehler
der Spuren fiir den Fall s = 3 fiir zwei verschiedene Frequenzspektren €2;. Hier ist
also der relevante Bereich durch die Indexmenge {1, 2,3}, der Zwischenbereich durch
{4,5} und der Bereich hinter dem Schnitt durch {6, 7} gegeben.

Beispiel 4.19
Sei ¢ = (o, 3,7,1,1,1,1)T, s = 3 und
O = diag(1,2,3,4,5,6,7), 0 = diag(1, 4,9, 16,25, 36, 49).

a g N 0 0,
001 1 1 [ 42366E_022.0152E_04
01 1 1 | 4.3254E—02 | 2.2246E—04

1 1 1 | 2.3539E—02 | 4.4043E—04
10 1 1 | 42715E—03 | 5.0052E—04
100 1 1 || 4.3783E—05 | 5.3757E—06
1000 1 1 || 4.3794E—07 | 5.3785E—08

(i)

«Q 6 v 2 0 Qs

1 00l 1 | LO340E_02]1.6708E—03
1 01 1 | 1.0340E—02 | 1.6090E—03
1 1 1 | 2.3539E_02 | 4.4043E—04
1 10 1 | 3.1735E—03 | 9.1727E—04
1 100 1 | 3.3473E—05 | 9.9611E—06
1 1000 1 | 3.3491E—07 | 9.9685E—08
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(iii)

a [ v 0, Qs

1 1 0.01 9.6017E—02 | 3.8876E—03
1 1 0.1 8.8815E—-02 | 3.7810E—03
1 1 1 2.3539E—02 | 4.4043E—04
1 1 10 7.9149E—03 | 2.9937E—03
1 1 100 8.3597E—05 | 3.3400E—05
1 1 1000 8.3641E—07 | 3.3417E—-07

Diese Beispiele zeigen die Auswirkungen einer hinreichenden Vergréflerung einer
einzigen Dampfungskomponenten im relevanten Bereich. Unabhéngig davon, welche
Komponente hinreichend vergréfert wird, wird der relative Fehler quadratisch klei-
ner (hier fiir a, § bzw. v > 10 zu sehen) (vgl. Korollar 4.5 (i) bzw. Bemerkung
4.6 (i) und Bemerkung 4.15). Dagegen konvergiert der relative Fehler der Spur ge-
gen einen positiven Grenzwert, wenn die einzelnen Dampfungskomponenten beliebig
verkleinert werden (s. Korollar 4.5 (ii), Bemerkung 4.15).

Die néchsten beiden Tabellen zeigen, dafl auch eine hinreichende Vergréferung einer
einzelnen Dampfungskomponenten im Zwischenbereich zu einer beliebigen Verklei-
nerung des relativen Fehlers fiihrt (zur besseren Ubersicht der Ubersichtlichkeit der
Tabellen werden die Félle, dafl a, § < 1 sind, hier nicht mehr aufgefiithrt. Wie in
den obigen Beispielen konvergiert der relative Fehler fiir diese Félle auch gegen einen
positiven Grenzwert).

Seic=(1,1,1,a,3,1,1)T.

(iv)

o g 0, 0,

1 1 | 23539E_02 | 4.4043E_04
10 1 | 9.2631E—03 | 41295E—03
100 1 || 9.3448E—05 | 45293E—05

1000 1 | 9.3452E—07 | 4.5279E—07
(v)

a B {2 0 92

1 1 [ 2.3539E_02 | 4.4043E_04
1 10 | 2.0024E—02 | 6.5739E—03
1 100 | 2.0511E—04 | 1.3800E—04
1 1000 || 2.0512E—06 | 1.3786E—06
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Hier sieht man, dafl es giinstiger ist, a statt 3 zu erhohen, da « ndher am rele-
vanten Bereich liegt (vgl. Korollar 4.5 (i), Bemerkung 4.6 (i) und Bemerkung 4.15).

Beispiel 4.20
Sei s =3 und 4 = diag(1,2,3,4,5,6,7), Qs = diag(1,4,9, 16,25, 26,49).
(i) e=(1,1,1,a,8,1,1).

a B {2 0 Qy
1 1 2.3539E—02 | 4.4043E—04
10 10 6.4345E—03 | 3.2690E—03
100 100 6.4375E—05 | 3.4122E—05
1000 1000 6.4374E—07 | 3.4113E—-07

(i) ¢ = (o, 3,7,1,1,1, )T,

B v 2 Qy
1 1 1 2.3539E—02 | 4.4043E—-04
10 10 1 3.0881E—03 | 6.4204E—04
100 100 1 3.2004E—-05 | 7.0696E—06
1000 1000 1 3.2015E-07 | 7.0766E—08

In Beispiel 4.20 werden mehrere Démpfungskomponenten simultan vergroflert. Zu-
erst alle Komponenten im Zwischenbereich, in der zweiten Tabelle dann zwei Kom-
ponenten aus dem relevanten Bereich. Durch beides kann der relative Fehler beliebig
verkleinert werden. Beides sind Beispiele zu Korollar 4.5 (i); die Indexmenge I be-
steht in Beispiel 4.20 (i) nur aus I,,, in Beispiel 2 (ii) ist I gegeben durch {1, 2}.
Damit ist in diesem Fall immer N; # 0 (s. Korollar 4.5 (i), Bemerkung 4.6 (i)), und
der relative Fehler konvergiert quadratisch gegen Null bei geniigender Vergréfierung
der Dampfungskomponenten ¢; und cs.

Die néchste Tabelle ist ein Beispiel fiir Korollar 4.5 (i), bzw. Bemerkung 4.6 (i)
fiir den Fall Ny = 0 fiir s = 1, s = 2 und s = 3. Man sieht, daf} fiir diese s der
relative Fehler der Spur fiir @« — oo gegen einen von Null verschiedenen Grenzwert
konvergiert, wihrend er fiir alle anderen s gegen Null konvergiert.

(iii) Sei Q = diag(1,5,7,10,12,15,20) und ¢ = (o, 1,0, 1,1, 1, 1)7.

s
o 1 2 3 4 )

1

6.0746E—03

1.0426E—02

4.6486E—03

3.6003E—-03

1.1618E—02

10

1.1531E-02

7.6015E—-03

1.4675E—-02

5.9914E—-03

9.9114E—-03

100

1.1426E—-02

7.3041E—-03

1.4779E—-02

6.5187E—-05

1.0532E—-04

1000

1.1425E—-02

7.3010E—-03

1.4780E—-02

6.5241E—-07

1.0538E—06
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Beispiel 4.21
Sei Q = diag(1,4,9, 16,25, 36, 49).

(i) c=(a,1,1,1,1,1,1)T

S
«

1

2

3

4

5

1

1.0272E-03

3.5132E—-04

4.4043E—-04

1.4477E—-03

2.9986E—03

10

2.0162E—-03

2.5920E—-04

5.0952E—04

8.0002E—04

1.2293E-03

100

2.0005E—-03

2.7628E—06

5.3757E—-06

8.4017E—-06

1.2855E—05

1000

2.0003E—-03

2.7646E—08

5.3785E—-08

8.4056E—08

1.2860E—-07

(ii) Sei ¢ = (o, 0, 1,1,1,1, 1)

S
(67

1

2

3

4

bt

1

1.0272E-03

3.5132E—-04

4.4043E—-04

1.4477E-03

2.9986E—03

10

1.7499E—-03

2.0175E-03

6.4204E—04

1.2005E—-03

2.0103E-03

100

1.7293E-03

2.0372E-03

7.0696E—06

1.2995E—-05

2.1647E—-05

1000

1.7291E—-03

2.0374E-03

7.0766E—08

1.3006E—07

2.1663E—-07

(iii) Sei ¢ = (e, o, 0, 1,1,1,1)T

S
(0%

1

2

3

4

b}

1

1.0272E—-03

3.5132E—-04

4.4043E—-04

1.4477E—-03

2.9986E—03

10

1.7095E-03

2.0459E—-03

2.5400E—-03

1.4592E-03

2.9256E—-03

100

1.6882E—03

2.0559E-03

2.6138E—03

1.6757E—05

3.2667E—-05

1000

1.6880E—03

2.0560E—03

2.6145E—-03

1.6782E—-07

3.2704E—-07

Anhand dieses Beispiels werden die Auswirkungen einer simultanen Vergréferung
aller Dampfungskomponenten im relevanten Bereich verdeutlicht. Durch eine Ver-
grofferung kann der relative Fehler der Spur nicht beliebig verkleinert werden, er
konvergiert gegen einen positiven Grenzwert (s. Korollar 4.5 (i) bzw. Bemerkung
4.6 (i)). In Beispiel 4.21 (i) wird nur die Ddmpfungskomponente ¢; vergrofiert. Da-
mit konnen alle relativen Fehler fiir s > 1 beliebig verkleinert werden, wéihrend
fir s = 1 dies nicht moglich ist. Entsprechendes ergibt sich fiir (ii) und (iii); in
(ii) werden die ersten beiden Dédmpfungskomponenten vergroBert, so daff sowohl fiir
s = 1 als auch fiir s = 2 eine beliebige Verkleinerung des relativen Fehlers nicht
moglich ist, in (iii) werden die ersten drei Komponenten vergroBert, so daf§ hier fir
s =1, s =2 und s = 3 keine beliebige Verkleinerung des relativen Fehlers erreicht
werden kann.
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Beispiel 4.22
Sei Q) = diag(1,2,3,4,5,6,7).

(i) Sei ¢ = (1,1,1,1,1,a, 1)T.

1

2

3

4

b}

0.01

2.3592E—-02

1.9627E—02

1.5258E—-02

9.1686E—03

2.0003E—-03

0.1

2.3776E—-02

1.9761E—02

1.5322E—-02

9.1058E—-03

1.6204E—-03

4.2139E—-02

3.3800E—-02

2.3539E—-02

7.3760E—03

2.0807E—02

10

8.3854E—-01

9.0897E—-01

9.5297E-01

9.7879E—-01

9.9375E-01

100

9.9997E-01

9.9999E-01

9.9999E-01

1.0000E—00

1.0000E—00

1000

1.0000E—00

1.0000E—00

1.0000E—00

1.0000E—00

1.0000E—00

(i) Sei ¢ = (1,1,1,1,1,1,a)7.

S
(0%

1

2

3

4

b}

0.01

2.8746E—02

2.3774E-02

1.7940E—02

8.7981E—03

6.5370E—03

0.1

2.8878E—02

2.3870E—-02

1.7987E-02

8.7661E—03

6.7169E—03

1

4.2139E—-02

3.3800E—02

2.3539E—-02

7.3760E—-03

2.0807E—-02

10

7.5981E—01

8.4395E—-01

9.0679E—-01

9.4822E—-01

9.7502E-01

100

9.9994E-01

9.9998E—-01

9.9999E-01

9.9999E-01

1.0000E—-00

1000

1.0000E—-00

1.0000E—00

1.0000E—00

1.0000E—00

1.0000E—00

(iii) Sei ¢ = (1,1,1,1,1, o, ).

S
(0%

1

2

3

4

>

0.01

1.0131E-02

1.0500E—02

1.2191E—-02

1.6321E—-02

3.1033E—-02

0.1

1.0449E—-02

1.0712E-02

1.2251E-02

1.6116E—02

3.0210E—-02

1

4.2139E—-02

3.3800E—-02

2.3539E—-02

7.3760E—-03

2.0807E—-02

10

9.2812E—-01

9.6471E—01

9.8255E—01

9.9188E—-01

9.9720E-01

100

9.9999E-01

1.0000E—-00

1.0000E—-00

1.0000E—00

1.0000E—-00

1000

1.0000E—00

1.0000E—00

1.0000E—00

1.0000E—00

1.0000E—00

Beispiel 4.22 zeigt, wie sich der relative Fehler der Spur fiir alle s verschlechtert,
wenn Dampfungskomponenten hinter dem Schnitt vergrofiert werden (vgl. Korol-
lar 4.7 (i) und Bemerkung 4.15). In allen Fallen nédhert sich der relative Fehler
sehr schnell dem Grenzwert 1. Man sieht, dafl eine hinreichende Vergroflerung der
Dampfungskomponente, die direkt hinter dem Schnitt liegt, zu einer schnelleren
Konvergenz fiihrt als eine hinreichende Vergroflerung einer Komponente, die weiter
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vom relevanten Bereich entfernt ist (s. Bemerkung 4.15). Dagegen fiihrt eine Ver-
kleinerung der Dampfungskomponenten hinter dem Schnitt (selbst aller!) fiir sich
allein entgegen fritheren Vermutungen nicht zu einer beliebigen Verkleinerung des
relativen Fehlers der Spur (s. Korollar 4.7 (ii) bzw. Bemerkung 4.8 (ii))!

Beispiel 4.23
Sei Q = diag(1,2,3,4,5,6,7) und c = 3-(1,1,1,1,1,1,1)7.

1

2

3

4

5

100

6.7707E—-02

5.2004E—-02

3.5456E—02

1.0936E—-02

3.0386E—02

10

6.7703E—-02

5.2001E—-02

3.5454E—-02

1.0935E-02

3.0384E—02

4.2139E—-02

3.3800E—-02

2.3539E—-02

7.3760E—-03

2.0807E—-02

0.1

1.1157E—-05

9.6544E—-06

7.0023E—-06

2.2654E—-06

6.5991E—-06

0.01

1.1159E-09

9.6562E—10

7.0036E—10

2.2659E—-10

6.6005E—10

0.001

1.1159E—-13

9.6562E—14

7.0036E—14

2.2659E—14

6.6005E—14

Beispiel 4.23 zeigt die Auswirkungen einer Skalierung von allen Dampfungskom-
ponenten und ist damit ein Beispiel fiir Korollar 4.10. Man sieht, dafl der relative
Fehler der Spur fiir alle s mit s < 5 mit einer Geschwindigkeit von der vierten Potenz
des Skalierungsfaktors § gegen Null lduft, falls 5 gegen Null geht (dies ist hier fiir
3 < 0.1 der Fall). Dagegen bleibt der relative Fehler der Spur fiir alle s mit s <5
asymptotisch konstant fiir § — oo (hier fiir # > 1 zu sehen).

Beispiel 4.24
Sei Q =~ -diag(1,2,3,4,5,6,7), c=(1,1,1,1,1,1,1)7.

Y P Y Y )

D 1 2 3 4 5

0.01

6.7703E—02

5.2001E—-02

3.5454E—-02

1.0935E—-02

3.0384E—-02

0.1

6.7298E—-02

5.1725E—02

3.5277TE-02

1.0883E—-02

3.0246E—-02

4.2139E—-02

3.3800E—-02

2.3539E—-02

7.3760E—03

2.0807E—02

10

1.0978E—-03

9.4802E—-04

6.8680E—04

2.2199E—-04

6.4602E—04

100

1.1157E—-05

9.6544E—06

7.0023E—-06

2.2654E—06

6.5991E—06

1000

1.1159E-07

9.6562E—08

7.0036E—08

2.2659E—-08

6.6005E—08

Hier wird der Einflufl einer Skalierung aller Frequenzen auf den relativen Fehler
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der Spur verdeutlicht. Lauft der Skalierungsfaktor v gegen oo, dann verkleinert sich
der relative Fehler der Spur mit der zweiten Potenz von ~ (hier fiir v > 10). Dage-
gen bleibt er asymptotisch konstant fiir kleine Skalierungen (hier fiir v < 1) (vgl.

Korollar

4.10).

Beispiel 4.25

Seic=(1,1,1,1,1,1,1)T.

(i) Sei Q = diag(1,2,3,4,5,-6,a- 7).
N 1 2 3 4 5
10° || 4.2139E—02 | 3.3800E—02 | 2.3539E—02 | 7.3760E—03 | 2.0807E—02
10%5 || 4.0694E—03 | 2.7779E—03 | 1.1744E—03 | 1.0579E—03 | 4.5656E—03
101 || 4.0543E—04 | 2.7242E—04 | 1.0928E—04 | 1.1215E—04 | 4.4743E—04
10" || 4.0528E—05 | 2.7189E—05 | 1.0849E—05 | 1.1273E—05 | 4.4651E—05
10? 4.0527E—06 | 2.7184E—06 | 1.0841E—06 | 1.1279E—06 | 4.4642E—06

(ii) Sei Q = diag(1,4,9,16,25, - 36, v - 49).
NN 1 2 3 4 5
10° 1.0272E—03 | 3.5132E—04 | 4.4043E—04 | 1.4477E—03 | 2.9986E—03
10%5 || 1.0250E—04 | 3.3058E—05 | 5.0061E—05 | 1.5496E—04 | 3.0783E—04
10! || 1.0248E—05 | 3.2855E—06 | 5.0593E—06 | 1.5544E—05 | 3.0530E—05
10'5 || 1.0248E—06 | 3.2834E—07 | 5.0645E—07 | 1.5549E—06 | 3.0504E—06
10° | 1.0248E—07 | 3.2832E—08 | 5.0651E—08 | 1.5549E—07 | 3.0501E—07

In diesem Beispiel werden fiir zwei Frequenzspektren die Auswirkungen einer Ver-
groflerung des Abstandes der Frequenzen, die hinter dem Schnitt liegen, zu den
Frequenzen im relevanten Bereich verdeutlicht. Durch eine Vergroflerung des Ab-
standes kann der relative Fehler der Spur beliebig verkleinert werden (s. Korollar
4.14).

Dies kann auch bei den vorherigen Beispielen, bei denen die zwei verschiedene Fre-
quenzspektren €, = diag(1,2,3,4,5,6,7) und Qs = diag(1,4,9,16,25,36,49) be-
trachtet wurden, gesehen werden. Hier ist immer der relative Fehler der Spur fiir
Q5 besser als fiir 21, da der Abstand der Frequenzen bei der Frequenzverteilung €2,
grofer als bei €2y ist.
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4.4 Zum relativen Fehler der optimalen
Viskositidten bei einem Dampfer

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir die Spur der Losung des geschnitte-
nen Systems mit der Spur der Losung des ungeschnittenen Systems verglichen. Eine
andere Fragestellung ist der Vergleich der Minimumstelle des geschnittenen bzw.
ungeschnittenen Systems. Hiermit wollen wir uns in diesem Abschnitt beschéftigen.
Wir wollen untersuchen, welche Bedingungen die Frequenzen und Dampfungskom-
ponenten erfiillen miissen, damit der relative Fehler der Minimumstelle méglichst
gering wird. Wir werden sehen, daf viele der in Abschnitt 4.1 bewiesenen Aussagen
ibertragbar sind. Zunéchst wollen wir die Minimumstelle von Tr (X Z;) bestimmen,
die sich direkt aus der Minimierung von (4.6) ergibt.

Lemma 4.26
FEs gelten die Voraussetzungen von Lemma 4.53. Dann nimmt die Funktion Tr (X Z;)

fiir

2
2
c
p=1""7
. (4.29)
2
S 2 n 2.2 2.2 2.2 2.2 2 n 2
Z sz 4 Z 3wpcj+wp§p+u2)j2cj+chp + 20;17 Z zck ;
=1 2wy = (wpfwj) 3 = Yiws
J#p k#p

thr Minimum an.

Entsprechend nimmt die Spur des bei r geschnittenen Systems Tr (X Zs) bei

2
2
C.
~ p=1""P
g = - (4.30)
2

s 2 T 2.2 2.2 2.2 2.2 2 r 2

O i TR [y & Ak e b A R () R 0

p=1 Zwp j=1 (wp—wj) p =1 Yk %p

J#p k#p

thr Minimum an.

Im folgenden betrachten wir der Einfachheit halber den relativen Fehler der Qua-
drate der Minimumstelle

g2 — &2

(4.31)
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der wegen

2 =2

€—¢€ g —¢

<

8—8(2_8—8)‘
€ €

was direkt aus £55 = £=€ . £t£ folgt) auch ein MaS fiir |==| darstellt. Analog zu
& 3 € 13
den entsprechenden Berechnungen zu Satz 4.4 erhalten wir dafiir

€ g2

Satz 4.27
Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.4. Dann gilt
52 — §2 . ZTF52
g2 NTF82
mat
p I " (e + &)W " (e + ) (wich 4 wich)
rFe? = Z Z A(w? — w?)? + Z A(w? — w?)?
p=1 \j=r+1 J p j=r+1 p\TI p
T n n n
+4Z Z Spjk+4z Z Spjk )
J=1 k=r+1 j=r+1k=j+1
J#p
2
B s wr [ & c " 3wics +wie +wich +wic
Nepe2 = Z 724_272 Z 2 2 +Z 2 2\2
=1 2w Cp \ b= Wi — Wp j=1 (wp o wj)
P k#p J#p
Dabes ist
2.2 2 .
cictw , . > 0 fur j>p
S = J_P mit k>3 und S, L )
pJ c%(wjz. — wg)(w,% — wg) b < 0 fir j<p

Verglichen mit (4.11) gilt also Z.p.2 = Z,p, und N,p.2 stimmt mit N, bis auf

die fehlenden Terme % und den obersten Summenindex r (statt n) iiberein. Nun

iibertragen sich die Elligebnisse aus Korollar 4.5 (i), Korollar 4.7 (ii), Satz 4.13,
Korollar 4.14 unverindert auf den relativen Fehler der Quadrate der Minimumstelle.
In Korollar 4.5 (ii) kann Q4 jetzt in singuldren Féllen zu 0 werden, in Korollar 4.7 (i)
ist ) stets gleich 0, was jeweils dazu fiihrt, dafl der relative Fehler der Quadrate der
Minimumstelle quadratisch divergiert; dies hat wiederum zur Folge, daf3 der relative
Fehler der Minimumstelle mindestens linear divergiert. Statt Korollar 4.10 erh&lt
man wie zu erwarten die Unabhéngigkeit des relativen Fehlers der Minimumstelle
von einer simultanen Skalierung aller ¢, und/oder wy. AuBlerdem gelten — mit kleinen
Anpassungen in den Beweisen — Aussagen analog zu den Satzen 4.16 und 4.17.
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4.5 Abschneidung bei mehreren Dampfern

In den vorherigen Abschnitten des Kapitels 4 haben wir Problem 4.1 explizit fiir C' =
cc’, ¢ € IR", d.h. fiir einen Démpfer untersucht und die in Abschnitt 4.2 zusammen-
gefafiten Ergebnisse bewiesen; anschliefend wurde in Abschnitt 4.4 untersucht, wel-
che dieser Ergebnisse auf den relativen Fehler der Minimumstellen iibertragbar sind.
Dieser Abschnitt beinhaltet nun die Untersuchung von Problem 4.1 fiir C = VVT,
V € M,,, g> 1, wobei die Spalten von V' linear unabhéngig sind, d.h. fiir mehrere
Démpfer, und anschlieend eine entsprechende Untersuchung des relativen Fehlers
der Minimumstellen. C' hat damit die Gestalt C' = V - diag (e1,...,¢,) - V. Im
Gegensatz zu den vorherigen Abschnitten beruhen die Untersuchungen aus diesem
Abschnitt 4.5 auf numerischer Basis. Dabei wurden fiir einige wesentliche der fiir
einen Dampfer herausgearbeiteten Effekte Testreihen durchgefiihrt, die untersuchen
sollten, ob die Effekte auch auf den Fall mehrerer Démpfer iibertragbar sind. Wir
werden sehen, dafl dies in einigen Féllen problemlos, in anderen aber nicht ohne wei-
teres moglich ist. Wir benutzen im folgenden wieder die in 4.1 eingefiithrten Bezeich-
nungen relevanter Bereich, Zwischenbereich und Bereich hinter dem Schnitt. Fiir

j=1,...,g bezeichnen die Komponenten (V);;, i = 1,...,s die Dampfungskompo-

nenten im relevanten Bereich, die Komponenten (V);;, ¢ = s +1,...,7 werden mit
Démpfungskomponenten im Zwischenbereich und (V);;, ¢ = r+1,...,n mit Damp-
fungskomponenten im Bereich hinter dem Schnitt bezeichnet. Sprechen wir von der
k-ten Démpfungskomponente von V', so meinen wir (V) fiir alle j = 1,..., g. Spre-

chen wir von der k-ten Dampfungskomponente des [-ten Dampfers, dann meinen wir

(V)k-

Zunéchst betrachten wir den relativen Fehler der Spur.

Es wurden die folgenden Untersuchungen bzgl. des Frequenzspektrums durchgefiihrt:
(a) Simultane Variation aller Frequenzen,
(b) Simultane Vergréferung aller Frequenzen hinter dem Schnitt.

Es wurden die folgenden Untersuchungen bzgl. der Dampfungskomponenten durch-
gefiihrt:

(c¢) Simultane Variation aller Démpfungskomponenten,

(d) Simultane Variation aller Dadmpfungskomponenten hinter dem Schnitt,
(e) Variation einer Ddmpfungskomponente von V' im relevanten Bereich,
(f) Variation einer Dampfungskomponente von V' im Zwischenbereich.

Mit Variation einer Dampfungskomponente von V' ist gemeint, dal die i-te Zeile
von V mit ¢ fest und fiir alle j = 1,...,¢ durch § - (V);; varilert wird. Fiir alle
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oben genannten Untersuchungen wurden jeweils 3 Testreihen durchgefiihrt, wobei
eine Testreihe den Fall n = 7, r = 5, die zweite den Fall n = 10, r = 7 und die
dritte Testreihe den Fall n = 15, » = 10 untersuchte. In jeder Testreihe durchlief s
alle Werte zwischen 1 und r, die Anzahl der Dampfer variierte.

Alle Tests, die den relativen Fehler der Spur betrachten, wurden auf einem PC Pen-
tium 100 mit 32 MB RAM unter Windows 95 mit Matlab 5.1 durchgefiihrt.

Zu (a): Fir die Untersuchung der Auswirkung einer simultanen Variation aller

Frequenzen wurden die Tests zum einen fiir das Frequenzspektrum 2 = ; =
v -diag(1,2,...,n) und zum anderen fiir Q@ = Q, = v - diag(1,4,9,...,n?) durch-
gefiihrt. v wurde innerhalb eines Intervalls T' = [10%, 10°] variiert. V wurde dabei

mit Rang g gewahlt.

In allen durchgefithrten Tests konnten disjunkte Teilintervalle I'y, T's C I' mit
v1 < 7o fiir alle vy € Ty, 7 € T'y ermittelt werden, so dafl eine Verkleinerung
von v € I'y nahezu keine Auswirkungen auf den relativen Fehler der Spur hatte,
wahrend eine Vergroflerung von v € I's zu einer Verkleinerung des relativen Fehlers
der Spur fiihrte. Die Tests lassen vermuten, dafl hier wie auch bei einem Dampfer

Relativer Fehler der Spur
=)
T

10 - | ¢—&  s=1
[ * §=2
F e §=3

-8
10ME = u 5=4
) 5=5

o
(=]
=t
(=]
-

10 100 1000

Faktor v

Abb. 4.1: Simultane Variation aller Frequenzen
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(vgl. Korollar 4.10) fiir v — oo gilt

Tr (X Z,) — Tr (X Z,)
Tr (X Z,)

=0(™?),

wéhrend fiir ¥ — 0 der relative Fehler der Spur asymptotisch konstant bleibt. (In
den Tests konnte v nur bis zu einer bestimmten Grenze vergroflert bzw. verkleinert
werden, da sowohl sehr grofle als auch sehr kleine Werte aufgrund numerischer In-
stabilitdt zu unbrauchbaren Ergebnissen fiihrten.)

Abbildung 4.1 auf der vorherigen Seite verdeutlicht die Ergebnisse des Tests mit
n =7 r=>5und Q = Q, fir ¢ = 3, also fiir drei Dampfer. Dabei wurde ~
zwischen 0,01 und 1000 variiert, V hatte die Gestalt V = [v1,vq,v3] mit v; =
(2,1,1,1,1,1,1)7, v, = (1,2,1,1,1,1, )7, vy = (1,1,2,1,1,1,1). Man sicht, daB
fiir v zwischen 0,01 und 1 der relative Fehler der Spur nahezu konstant bleibt, erst
fiir v > 1 fallt der Fehler ab.

Zu (b): Fiir die Untersuchungen einer simultanen Vergréferung der Frequenzen
hinter dem Schnitt wurden Tests wie oben beschrieben durchgefiihrt. Dabei wur-
den die zwei Frequenzspektren Q = €, = diag (1,2,...,7,v-(r+1),...,7-n) und
Q=0Q,=diag(1,4,9,...,7%, v - (r+1)%,...,7-n?) fiir v zwischen 1 und 1000 un-
tersucht. Alle durchgefiihrten Tests ergaben, dafl eine Vergroflerung von « zu einer

Relativer Fehler der Spur
=)

A, pEHO%e
ApEOre
Gttt G G
[ R
@ h Lo Ry =

L 1 1 1 1
1 316228 10 31.6228 100 316228 1000

Faktor v

Abb. 4.2: Vergroflerung aller Frequenzen im Bereich hinter dem Schnitt
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Verkleinerung des relativen Fehlers der Spur fithrte. Die Tests lassen vermuten, dafl
fiir v — oo die Beziehung (vgl. Korollar 4.14)

Tr (X Z,) —Tr (X Z,)

Tr (X Z,) =00

gilt. Der Fall v — 0 ist hier aufgrund der aufsteigend sortierten Frequenzen nicht
moglich.

Abbildung 4.2 auf der vorherigen Seite verdeutlicht den Fall n =10, r =7, g =4
und €2 = ;. Alle anderen Tests fiithrten zu dhnlichen Graphiken.

Zu (c): Fur die Untersuchung der Auswirkung einer simultanen Variation aller
Démpfungskomponenten wurden wieder Tests wie oben beschrieben fiir die Fre-
quenzspektren Q = ; = diag(1,2,...,n) und fir Q = Q, = diag(1,4,...,n?)
durchgefiihrt. Fiir verschiedene g wurde V' mit Rang g bestimmt und mittels 3
skaliert, wobei (3 innerhalb eine Intervalls I' = [10%, 10°] variierte. Fiir ein festes V
wurde also die Ddmpfungsmatrix C innerhalb eines Tests durch C' = (3V)(B8VT)
variiert. In allen durchgefiihrten Tests konnten disjunkte Teilintervalle I'y, T’y C T’
mit G, > [, fiir alle g, € 'y, By € 'y ermittelt werden, so dafl eine Vergroflerung
von 3 € I'y nahezu keine Auswirkungen auf den relativen Fehler der Spur hatte,

‘ ;
107 1 ;
10° ¢ + .
5 107 |
o E
w [ \
g 10° ¢
° : A
% 16° L : ]
[ E
w E
8 47 | N
210§ * e
8 £ CaAL
O L e =t N
L (M *  5=2 BN
. e s=3 N _
-9 L] - 5=4 Y N
10 5 | & A 35=5 oo
. . s=6 Sk
=7 EX J
oL R -4 E -
1g" L 1 1 ] 1 ] 1 ..."0
100 31,6228 10 316228 1 0.316228 0.1 0.0316228 0.01

Faktor 3

Abb. 4.3: Simultane Verkleinerung aller Dampfungskomponenten
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wahrend eine Verkleinerung von 3 € I'y zu einer Verkleinerung des relativen Fehlers
der Spur fiihrte. Die Tests lassen vermuten, daf fiir 5 — 0

Tr (X Z,) — Tr (X Z,)

Tr (X Z,) =0(5")

gilt, wihrend fiir # — oo der relative Fehler asymptotisch konstant bleibt. Dies war
auch das Ergebnis fiir einen Dampfer (s. Korollar 4.10).

Abbildung 4.3 stellt den Testfall n =10, Q@ = Q,, g =4 und V = 3 (v1, v2, v3,v4)
mit v, = (2,1,1,1,1,1,1,1,1, )7, v = (1,2,1,1,1,1,1,1,1,1)7,

vy = (1,1,2,1,1,1,1,1,1, )T, vy = (1,1,1,2,1,1,1,1,1,1)T dar. 8 wurde zwischen
0,01 und 100 gewéhlt. Man sieht, dafl eine Verkleinerung von 3 von 100 auf 1 auf

den relativen Fehler kaum Auswirkung zeigt, wahrend er fiir eine Verkleinerung von
B zwischen 1 und 0,01 wie O(3*) fillt.

Zu (d): Fir die Untersuchung der Auswirkung einer simultanen Skalierung aller
Déampfungskomponenten hinter dem Schnitt wurden Tests wie in (c) beschrieben
durchgefiihrt, wobei V' nur im Bereich hinter dem Schnitt durch 3 skaliert wurde. In
allen Tests ergab sich, dafl eine beliebige Verkleinerung aller Ddmpfungskomponen-
ten hinter dem Schnitt nicht zu einer beliebigen Verkleinerung des relativen Fehlers
der Spur fiihrte. Dies kann man deutlich in Abbildung 4.4 sehen, wo fiir § < 0,1

Relativer Fehler der Spur

I

LS

-5
10° ¢ L L L ! L L L
100 31,8228 10 316228 1 0.316228 01 0.0316228 0.01

Faktor p

Abb. 4.4: Skalierung aller Dampfungskomponenten im Bereich hinter dem Schnitt
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der relative Fehler der Spur fiir alle s nahezu konstant bleibt. Dieses Phéanomen
hatten wir auch fiir einen Dampfer in Korollar 4.7 bzw. Bemerkung 4.8 gezeigt. Fiir
eine geniigende Vergroflerung von (3 zeigen die Tests, daf§ der relative Fehler der
Spur fiir die Fille s > g gegen 1 konvergiert, wihrend er fiir die Félle s < g gegen
einen moglicherweise kleineren Wert als 1 konvergiert. Auch hier konnten die Tests
aufgrund der Rechnerungenauigkeit nur fiir begrenzt grofle # durchgefiihrt werden.
Dies hat zur Folge, daf nicht iiberpriift werden konnte, ob fiir s < g und (3 geniigend
grof} der relative Fehler doch noch gegen 1 konvergiert. Im wesentlichen decken sich
die Beobachtungen in diesen Tests mit den Ergebnissen fiir einen Dampfer. Fiir
einen Dampfer fithrte allerdings, wie in Korollar 4.7 bewiesen, fiir alle s (d.h. auch
fir s = 1) eine geniigende Vergrofierung der Dampfungskomponenten hinter dem
Schnitt zu dem relativen Fehler 1.

Abbildung 4.4 zeigt die Auswirkung einer simultanen Skalierung aller Dédmpfungs-
komponenten hinter dem Schnitt fiir den Fall n = 7 und g = 2 mit 2 = ;. Man
erkennt hier, daf§ fiir > 10 der relative Fehler der Spur fiir s = 3, 4, 5 bereits den
Wert 1 angenommen hat, wihrend er sich fiir s = 1 und s = 2 jeweils einem Wert
annahert, der moglicherweise unter 1 liegt.

Zu (e): Um die Auswirkungen der Variation einer Dampfungskomponente von V'
im relevanten Bereich zu untersuchen, wurden Tests wie in (d) duchgefiihrt, wo-
bei V' diesmal nur in der i-ten Zeile mit ¢ € {1,...,s} durch § skaliert wurde,
d.h. eine Variation erfolgte durch g - (V);; fiir alle j = 1,...,g. Fiir einen Damp-
fer (s. Korollar 4.5 bzw. Bemerkung 4.6) fiihrt eine geniigende Vergroflerung einer
Déampfungskomponente im relevanten Bereich zu einer beliebigen Verkleinerung des
relativen Fehlers der Spur. Die einzige Ausnahme bildet fiir einen Dampfer der Fall,
daf der relevante Bereich nur aus einem Element besteht (vgl. Bemerkung 4.6). In
diesem Fall kann der relative Fehler nicht durch eine geniigende Vergréflerung von
[ beliebig verkleinert werden. Die Tests fiir mehrere Dampfer fiihrten zu dhnlichen,
aber nicht ganz auf einen Dampfer iibertragbaren, Ergebnissen. Es zeigte sich, dafl
prinzipiell fiir jede Anzahl von Dampfern eine geniigende Vergréflerung einer Damp-
fungskomponente von V' im relevanten Bereich durch die Skalierung mit 3 zu einer
Verkleinerung des relativen Fehlers der Spur fithrte. Jedoch gab es auch hier Aus-
nahmen. Bei Variation einer beliebigen Dédmpfungskomponente von V' im relevanten
Bereich lassen alle durchgefiihrten Tests vermuten, daf} fiir ¢ > 2 und s # g+ 1 stets
fiir § — oo

Tr (X Zs) — Tr (X Zy)
Tr (X Zs)

=0(677)

gilt. Fiir s = g 4+ 1 ergaben die Tests, dafl der relative Fehler der Spur durch eine
geniigende Vergroflerung einer Dédmpfungskomponente im relevanten Bereich eben-
falls wie O(372) fillt, wenn i # s. Eine Ausnahme bildete in allen Tests der Fall,

daB fir s = g + 1 die (g + 1)-te Dampfungskomponente von V' vergréfiert wurde.
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In diesem Fall blieb der relative Fehler der Spur asymptotisch konstant. Die Tests
lassen auflerdem vermuten, dafl der relative Fehler der Spur fiir eine geniigende Ver-
kleinerung von (3 gegen einen positiven Grenzwert konvergiert.

10" & - —h— A A -,

.

...T.f," g
!

Te

Relativer Fehler der Spur
= 3
T

o
L L B |
LS A R

L 1 1 1 1 1 1 1
0.01 0.0316228 01 0.316228 1 316228 10 31.6228 100

Faktor 3

Abb. 4.5: Vergroflerung einer Dédmpfungskomponente im relevanten Bereich

Abbildung 4.5 veranschaulicht die Auswirkungen einer Variation einer Dédmpfungs-
komponente von V' im relevanten Bereich auf den relativen Fehler der Spur. Die
Graphik zeigt die Ergebnisse fiir den Falln =7, r =5, Q =€;, g =4 und s = 5.
Hier wurde jede der 5 Démpfungskomponenten (V');;, j =1,...,9, ¢ € {1,...,5}
im relevanten Bereich durch 3 skaliert. Jeder Graph repréasentiert die Skalierung ei-
ner Dampfungskomponente. Man erkennt sehr deutlich, da8 fiir 3 < 0,1 der relative
Fehler der Spur fiir alle 7 nahezu konstant bleibt. Fiir # > 3 dagegen fallt der relative
Fehler fiir eine Skalierung der Dampfungskomponenten i = 1,2, 3,4 wie O(372) ab.
Im Gegensatz hierzu konvergiert der relative Fehler der Spur f iir ¢ = 5, d.h. fiir die
(g + 1)-te Dampfungskomponente, gegen einen Grenzwert, der bei 1 liegt.

Zu (f): Um die Auswirkungen der Variation einer Dampfungskomponente von V'
im Zwischenbereich zu untersuchen, wurden Tests wie in (d) duchgefiihrt, wobei V'
diesmal nur in der i-ten Zeile mit i € {s+1,...,r} durch [ skaliert wurde, d.h. eine
Variation erfolgte durch 5 (V);; fiir alle j = 1,..., g. In allen durchgefiihrten Tests
konnten die folgenden Phdnomene beobachtet werden. Fiir s < g blieb der relative
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Fehler der Spur fiir eine Verkleinerung und fiir eine Vergroflerung einer Dampfungs-
komponente im Zwischenbereich asymptotisch konstant. Fiir s > ¢ dagegen fiihrte
eine Vergroflerung einer Dampfungskomponente im Zwischenbereich zu einer Ver-
kleinerung des relativen Fehlers. Die Tests lassen vermuten, daf fiir den Fall s > ¢
fiir f — oo

Tr(XZ,) — Tr (X Z,)

Tr (X Z,)

gilt. Dies deckt sich im wesentlichen mit den Ergebnissen fiir einen Dampfer, die in
Korollar 4.5 bzw. Bemerkung 4.6 bewiesen wurden. Fiir einen Dampfer fithrt aller-
dings fiir alle s, insbesondere auch fiir s = 1, eine geniigende Vergroflerung einer

Déampfungskomponente im Zwischenbereich zu einer beliebigen Verkleinerung des
relativen Fehlers.
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Abb. 4.6: Vergroflerung der ersten Dampfungskomponente im Zwischenbereich

Abbildung 4.6 veranschaulicht eine Variation der ersten Dampfungskomponente von
V hinter dem Schnitt, d.h. eine Skalierung erfolgt durch 3- (V) (41); fiir j =1,...,9
fiir den Fall n = 7, ¢ = 2 und Q = ;, r = 5. s wurde nur bis 4 gewihlt, da
fiir s = 5 kein Zwischenbereich vorhanden wére. Man erkennt deutlich, daff im Be-
reich zwischen 0,1 und 1 eine Skalierung durch ( auf den relativen Fehler kaum
Einflufl hat. Dies bleibt fiir s = 1 und s = 2 auch im weiteren Verlauf von ( erhal-
ten. Dagegen fillt der relative Fehler fiir s = 3 und s = 4 fiir 3 > 3 wie O(572) ab.
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Anschliefend sollen noch einige Testreihen beschrieben werden, die durchgefiihrt
wurden, um die optimalen Viskositéiten des ungeschnittenen Systems mit denen des
geschnittenen Systems zu vergleichen. Dabei wurde das Giitekriterium

(min) B ~(min)
‘max { 2 (mmg)l | } (4.32)
i=1,...,9 g;
gewihlt, wobei emin) = (g{™™) ;™)) der Viskosititenvektor ist, der Tr (X Z,)
minimiert und M) = (égmin), ..., &min)y der Vektor, der Tr (X Z,) minimiert. Wir

werden (4.32) im folgenden als relatwen Fehler der Minimumstelle bezeichen. Ent-
sprechend zu den Testreihen (b), (d), (e) und (f) des relativen Fehlers der Spur
wurden fiir die Untersuchung von (4.32) die folgenden Tests durchgefiihrt:

") Simultane Vergrofierung aller Frequenzen hinter dem Schnitt,

!/

(S

(b’)
(d’) Simultane Variation aller Ddmpfungskomponenten hinter dem Schnitt,
(e) Variation einer Ddmpfungskomponente von V' im relevanten Bereich,

)

(f') Variation einer Dampfungskomponente von V' im Zwischenbereich.

Eine simultane Variation aller Dampfungskomponenten bzw. aller Frequenzen hat
auf die Minimierung von Tr (X Z;) keinen Einfluf} (siehe auch Abschnitt 4.4), so daf
entsprechende Tests zu (a) und (c) hier nicht durchgefithrt wurden. In allen Tests
wurden die optimalen Viskositiaten ™™ und &™) mittels des im Anhang (Kapi-
tel 5) beschriebenen Newtonverfahren ermittelt. Ansonsten wurden die Testreihen
analog zu den Testreihen fiir den relativen Fehler der Spur durchgefiihrt, so daf sie
im folgenden nlcht extra beschrieben werden. Wie schon in Abschnitt 2.2 angefiihrt,
trat der Fehler 5 ™) — 0 in den durchgefiihrten Tests niemals auf, so daf§ die Be-
trachtung von (4.32) ohne Komplikationen moglich war.

Alle Tests, die den relativen Fehler der Minimumstelle untersuchen, wurden auf ei-
ner Sun Ultra 2/1300 mit 128 MB RAM unter Solaris mit Matlab 5.0 durchgefiihrt.

Zu (b'): Fiir die Untersuchung der Auswirkung einer simultanen VergroBerung der
Frequenzen hinter dem Schnitt auf den Fehler (4.32) wurden Tests wie in (b) be-
schrieben durchgefiihrt. Es ergaben sich tendenziell die selben Ergebnisse wie in (b),
insbesondere lassen auch hier die Tests vermuten, daf

‘ggmin) . évgmm)‘ -
.ma’Xg { (min) = O(’y 2)

-----

fiir v — oo gilt.
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Abbildung 4.7 verdeutlicht den Falln = 12, g = 2, r = 9 und Q = €2;. Man erkennt,
dafl die Abbildungen 4.7 und 4.2 dhnlich zueinander sind.

[ 22 3
*ie

Bhhhhhnnn

Relativer Fehler der Minimumstelle
=]
LU L L L1}
S~ by -

1 3.16228 10 31,6228 100
Faktor y

Abb. 4.7: Vergroflerung aller Frequenzen im Bereich hinter dem Schnitt

Zu (d’): Auch die durchgefiihrten Tests zur Untersuchung der Auswirkung einer
simultanen Variation aller Dampfungskomponenten hinter dem Schnitt auf den re-
lativen Fehler der Minimumstelle (4.32) ergaben dhnliche Ergebnisse wie die ent-
sprechenden Tests fiir den relativen Fehler der Spur.

Abbildung 4.8 auf der ndchsten Seite zeigt exemplarisch das Ergebnis des Tests fiir
n=7 g=2 Q=Q, Man kann erkennen, dafl eine simultane Verkleinerung der
Déampfungskomponenten (hier etwa fiir § < 0.2) hinter dem Schnitt dazu fiihrt, da8
der Fehler (4.32) asymptotisch konstant bleibt. Eine Verkleinerung der Dampfungs-
komponenten hinter dem Schnitt um den Skalierungsfaktor § mit § — 0 fiihrt also
nicht zu einer beliebigen Verkleinerung des relativen Fehlers der Minimumstelle (dies
galt auch fiir den relativen Fehler der Spur). Ein Unterschied zu dem Ergebnis beim
relativen Fehler der Spur ergibt sich bei einer beliebigen Vergrofferung des Skalie-
rungsfaktors 3. Hier lauft der Fehler (4.32) gegen oo, wéhrend er in Abbildung 4.4
gegen 1 lauft. Dieser Unterschied trat auch schon bei einem Dampfer auf (s. Kap.
4.4).
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Abb. 4.8: Simultane Variation aller Dédmpfungskomponenten hinter dem Schnitt

Zu (e’): Um die Auswirkung der Variation einer Dampfungskomponente von V'
im relevanten Bereich zu untersuchen, wurden Tests wie in (e) beschrieben durch-
gefiithrt. V' wurde also in der i-ten Zeile mit ¢ € {1,...,s} durch g skaliert. Fiir
einen Dampfer ergaben sich hierbei dhnliche Ergebnisse wie bei der Betrachtung des
relativen Fehlers der Spur (vgl. Abschnitt 4.4). Auch die durchgefithrten Tests fiir
mehrere Déampfer zeigen eine Ubertragbarkeit der Ergebnisse. Auch hier lassen die
Tests (vgl. (e)) vermuten, daf fiir ¢ > 2 und s # g + 1 stets fir § — oo

(2

(min) _ ~(min)
max { 2 & | } =0(p7?) (4.33)
i=1,...,9 g(mm)

gilt. Fiir s = g+ 1 ergaben die Tests ebenfalls, daf der relative Fehler der Minimum-
stelle durch eine geniigende VergréBerung von 3 wie O(372) fillt, falls i # s gilt. Eine
Ausnahme bildetet dabei der Fall (wie auch schon beim relativen Fehler der Spur),
daB fiir s = g + 1 die (g + 1)-te Ddmpfungskomponente von V' vergrofiert wurde.
In diesem Fall blieb der relative Fehler der Minimumstelle asymptotisch konstant.
AuBerdem lassen die Tests vermuten, dafl der relative Fehler der Minimumstelle fiir
eine geniigende Verkleinerung von /3 gegen einen positiven Grenzwert konvergiert.

Abbildung 4.9 veranschaulicht den Fall n =7, r =5, Q =, g =4 und s = 5.
Es wurde jede der 5 Démpfungskomponenten (V);;, j=1,...,¢9, i € {1,...,5} im
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relevanten Bereich durch 3 skaliert. Wie auch in Abbildung 4.5 représentiert jeder
Graph die Skalierung einer Dampfungskomponente. Man erkennt, dafl fiir § < 0,1
der relative Fehler der Minimumstelle fiir alle ¢ nahezu konstant bleibt. Fiir g > 3
dagegen fillt er fiir eine Skalierung der i-ten Dampfungskomponente mit ¢ = 1,2, 3,4
wie O(372) ab, wobei er fiir i = 5 gegen einen Grenzwert konvergiert, der bei 1 liegt.
Im Bereich zwischen § = 0,1 und # = 3 sind die Graphen sehr unruhig (vgl. den ent-
sprechenden Bereich in Abbildung 4.5). Dies mag daran liegen, dafl bei allen Tests,
die zur Untersuchung des relativen Fehlers der Minimumstelle durchgefiihrt wurden,
stets mehrfach die Ljapunovgleichung gelost werden mufite, was zu Ungenauigkeiten
fithren kann.

Relativer Fehler der Minimumstelle

nouononon
o A W ko=

-
b

n
L 1 1 1 1 1 1 1 |
0.01 0.0316228 01 0.316228 1 316228 10 31.6228 100

Faktor

Abb. 4.9: Vergroflerung einer Démpfungskomponente im relevanten Bereich

Zu (f'): Bei den Tests zur Untersuchung der Auswirkung einer Variation einer
Déampfungskomponente von V' im Zwischenbereich auf den Fehler (4.32) wurde wie-
der Tests wie in (f) beschrieben durchgefiihrt, d.h. V' wurde in der i-ten Zeile mit
i€ {s+1,...,r} durch 3 skaliert. Die Ergebnisse des Tests lassen vermuten, dafl
fiir den Fall s # ¢ fiir § — oo

(min) . ~(min)
‘max {‘5@ i ‘} = 0(37?) (4.34)

Z:L'“»g (mln)
1

gilt. Fiir s = g dagegen bleibt der Fehler (4.32) fiir § — oo asymptotisch konstant.
Dies deckt sich im wesentlichen mit den Ergebnissen aus der Testreihe (f). Nur der
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Fall s < g unterscheidet sich (der relative Fehler der Spur blieb auch fir s < g
asymptotisch konstant).

Abbildung 4.10 zeigt den Falln =7, g =2, Q =, i = s+ 1.
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Abb. 4.10: Variation einer Dampfungskomponente im Zwischenbereich

Die durchgefiihrten Testreihen zum relativen Fehler der Spur und zum relativen Feh-
ler der Minimumstelle (4.32) haben ergeben, daf auch im Falle mehrerer Dampfer
die Ergebnisse im wesentlichen iibertragbar sind. Die wenigen Unterschiede zwi-
schen dem relativen Fehler der Spur und dem relativen Fehler der Minimumstelle
(siche Kap. 4.4) scheinen auch im den Fall mehrerer Démpfer aufzutreten. Vergleicht
man die Ergebnisse der durchgefiihrten Testreihen auf den in Abschnitt 4.1 und 4.4
beschriebenen Fall fiir einen Démpfer, so zeigt sich, daf§ von den Effekten aus Ab-
schnitt 4.1 diejenigen, die von den Frequenzen abhéngen, auch im Fall mehrerer
Déampfer auftreten. Bei denen, die mit der Variation von Dampfungskomponenten
zusammenhéngen, ist das nicht unbedingt der Fall, insbesondere dann nicht, wenn
es um die Variation einzelner Dampfungskomponenten geht. Bereits die relativ klei-
ne Auswahl von Effekten, zu denen Testreihen durchgefithrt wurden, zeigt bei der
Betrachtung des relativen Fehlers der Spur, daf§ insbesondere fiir ¢ > 1, g > s
andere, teils weniger giinstige Effekte auftreten (siehe (f)), wéhrend man vermu-
ten kann, dafl die Félle s > g > 1 sich eher bei den Fillen s > g = 1 einreihen.
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Aber auch fiir s = g + 1 tauchten Besonderheiten auf, die bei einem Dampfer nicht
vorhanden sind (siehe (e)). Entsprechendes scheint fiir den relativen Fehler der Mi-
nimumstelle zu gelten (abgesehen davon, dafl der Fall s = g wieder eher giinstiger
einzuschétzen ist). Eine systematische Untersuchung miifite derartig komplexe Fall-
unterscheidungen treffen (Variation einer bzw. aller Dampfungskomponenten eines
bzw. aller Dampfer in einem oder mehreren Bereichen), dafl sie im Rahmen dieser
Arbeit nicht durchfithrbar ist. Dabei ist noch zu beachten, dafl schon im Fall g = 1
singuldre Félle auftreten (vgl. Korollar 4.5 und Korollar 4.7 sowie die entsprechen-
den Ergebnisse aus Abschnitt 4.4), die sich einer Untersuchung durch numerische
Testreihen entziehen. Die exakte Untersuchung der Abschneidung fiir den Fall meh-
rerer Dampfer bleibt ein offenes Problem.
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5 Anhang

Programmpaket zur Optimierung
einer Dampferkonfiguration

Der Anhang beschreibt das in Zusammenhang mit Kapitel 3 erstellte Programmpa-
ket zur Optimierung einer Dampferkonfiguration {iber das Gradienten- oder New-
tonverfahren.

Fiir die praktische Berechnungen betrachtet man dabei in dem gedédmpften linearen
Schwingungssystem (1.1)

Mi+ Dz + Kx =0 (5.1)
Dampfungsmatrizen der Form
D =D, + P-diag(ey,...,g,) - PT, (5.2)

wobei, wie in Kapitel 3 angegeben, die Informationen iiber Anzahl, Positionen und
Viskosititen der Ddmpfer in der Matrix P - diag (e1,...,&,) - PT enthalten sind. Die
Matrix P der Dimension (n,g) enthélt die euklidischen Einheitsvektoren, die den
Déampfungspositionen entsprechen, und ¢y, ..., ¢, sind die zugehorigen (nichtnega-
tiven) Viskositédten der Dampfer. Die Viskositédten konnen auch durch die typischen
Einschrinkungen

Eit1 =7+ €iy Eig2 = B & (5.3)

mit i = 1,4,..., (g — 2) mit einander verbunden sein. In diesem Fall mufl g durch 3
teilbar sein. Fiir die Anzahl g der Dampfer gilt theoretisch nur ¢ < n; in der Praxis
ist g meist viel kleiner als n.

Die Matrix D, enthélt Informationen iiber die sogenannte Materialddmpfung. Im
allgemeinen setzt man D, > 0 klein. Dadurch wird die Stabilitdt des Systems gesi-
chert. Damit erhalten wir fiir die Matrix A aus (1.16)

A = <_OQ _QC> mit

C = ®'D,®+V - diag(ey,...,5,) - V' (5.4)
= 20Q+V -diag(ey,...,gy) - VT,
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wobei die letzte Zeile gleichzeitig als Definition von D, dient; gewohnlich wird
a = 0.02 gesetzt. Problem 3.1 ist nun mit diesem A zu losen, wobei gleichzei-
tig davon ausgegangen wird, dafl die w; aufsteigend sortiert sind; s wird durch
s =max{i : w; < Wmax} definiert, wobei wy,x vorgegeben ist.

Mit dem System Matlab steht eine Programmiersprache zur Verfiigung, welche eine
effiziente Umsetzung des beschriebenen Optimierungsproblems 3.1 zulédfit. Die nach-
folgend beschriebenen Matlab-Programme transfer, calcvisc, minnew und
mingrad mit ihren Unterprogrammen sind eine Implementierung des Optimierungs-
problems auf numerischer Ebene. Mit ihnen lassen sich, ausgehend von der Massen-
matrix M, der Steifigkeitsmatrix K, dem Wert fiir die Materialdampfung « und der
Anzahl und den Positionen der Dampfer, Viskositdten der Dampfer bestimmen, so
daB Tr(X Z,) minimal wird.

Analog zu den Programmen calcvisc und mingrad existieren die Programme
calcvis3 und mingrad3, die im Falle der durch (5.3) gegebenen Abhéngigkeit der
Viskosititen einzusetzen sind.

Die Programme transfer, calcvisc, minnew, mingrad

Ausgehend von einer Massenmatrix M und einer Steifigkeitsmatrix K, sowie von den
Positionen und Anzahl der vorhandenen Dampfer erzeugt die Funktion transfer
den zum System gehorigen aufsteigend sortierten positiven Frequenzvektor w so-
wie die Matrix V', die die transformierten Dampferpositionen enthélt. Dies sind die
Komponenten der 2n-dimensionalen Phasenraummatrix A aus (5.4).

transfer

calcvisc

}

{ - \

mingrad minnew

Abb. 5.1: Zeitliche Reihenfolge der Programmabléufe

Die Funktion calcvisc bestimmt mit Hilfe der Startwertberechnung aus Kapitel
3.1.1 einen positiven Viskositatenvektor (e1,...,g,) aus dem Frequenzvektor w und
der Matrix V unter Beriicksichtigung von w,,., und der Materialdimpfungsmatrix
2 adiag (w) = 2a Q. Dieser Viskositatenvektor kann in den Programmen mingrad
und minnew als Startwert fiir die Minimierung von 7'r(X Z,) durch das Gradienten-
bzw. Newtonverfahren verwendet werden. Diese Programme liefern dann einen neuen
Viskositédtenvektor, fiir den die durch w4, geschnittene Spur der Ljapunovgleichung
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ATX + XA = —1I bis zu einer gegebenen Genauigkeit numerisch minimiert ist.

In Abbildung 5.1 wie auch in den folgenden Abbildungen bedeutet o die Austithrung
eines der angegebenen Aste, e die Ausfithrung beider Aste.

Programmbeschreibungen

Die folgende Darstellung geht kurz auf die Besonderheiten der Programme (und ih-
rer Unterprogramme) ein. Des weiteren werden die Ein- und Ausgabeparameter der
Programme (und ihrer Unterprogramme) dargelegt.

Sei n die Dimension der gegebenen Massenmatrix und ¢g die Anzahl der Dampfer,
dann gibt es im wesentlichen folgende Ubergabeparameter:

mass = reelle positiv definite Matrix der Ordnung n (entspricht Massenma-
trix M);

stiff = reelle positiv definite Matrix der Ordnung n (entspricht Steifigkeits-
matrix K);

posdamp = Zeilenvektor der Lénge g, der die Ddmpferpositionen enthélt (ent-

spricht Matrix P, falls jede Position mit ihrem entsprechenden Ein-
heitsvektor der Linge n identifiziert wird);

omega = Spaltenvektor der Lénge n, der die aufsteigend sortierten Frequen-
zen des Systems enthélt (entspricht w);

damp0 = Matrix der Dimension (n,g). damp0O enthélt die transformierten
Dampfungspositionen (entspricht V');

damp1 = Wert fiir Materialdampfung (entspricht «);

omax = das betrachtete Frequenzspektrum wird durch omax begrenzt (ent-
spricht Wiz );

visc = Spaltenvektor der Lénge ¢, der die Viskositdten der D&ampfer

enthélt (entspricht (e1,...,¢,)).

Samtliche Programme benutzen zur Losung der Ljapunovgleichungen die Program-
me ljap, tljap, tljapy, ljaputy, die aus dem Programmpaket, das in [25] be-
schrieben wird, iibernommen worden sind. Sie unterscheiden sich nur in den ver-
schiedenen Riickgabewerten. Auf sie wird hier nicht nidher eingegangen.

e transfer
Eingabe
mass, stiff, posdamp

Ausgabe
omega, damp(

Funktionsweise
(sieche oben).
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e calcvisc

Eingabe
omega, damp0, dampl, omax

Ausgabe
visc, otv

otv = Matrix, deren Spalten jeweils Ergebnisse einer Losung einer Lja-
punovgleichung (1.17) enthalten. Jede Spalte enthélt an dritter bis
(g + 2)-ter Stelle die Viskositéten der Dampfer (variiert nach der
Anmerkung zum Unterprogramm olsearch, s.u.), an erster Stel-
le steht die entsprechende durch w,,,, geschnittene Spur von X,
die sich mit den jeweiligen Viskositdaten ergibt, an 2. Stelle steht
das Maximum der Realteile aller Eigenwerte der zugehorigen Ma-
trix A, deren Imaginérteile innerhalb des durch w,,,, begrenzten
Frequenzstreifens liegen.

Funktionsweise
Das Programm calcvisc benutzt das Programm minguess, um den Visko-
sitdtenvektor £ = (£y,...,&,)7 aus Kapitel 3.1.1 zu ermitteln. Die eigentliche

Berechnung von ¢ findet dabei in den weiteren Unterprogrammen vguess oder
cguess statt.

calcvisc
[ ‘ \
minguess olsearch
[ \
vguess cguess

Abb. 5.2: Unterprogramme von calcvisc

Beide Programme berechnen &, indem sie (3.6) mit Hilfe der Methode der
kleinsten Quadrate 16sen. Aus Optimierungsgriinden wurden in der Umset-
zung der Methode der kleinsten Quadrate jedoch die Félle s = n und s < n
unterschieden. Der Fall s = n ist in vguess und der Fall s < n ist in cguess
implementiert.

Das Unterprogramm olsearch wurde aus dem Programmpaket, das in [25]
beschrieben wird, iibernommen. Es iiberpriift die Giite des berechneten Vis-
kositatenvektors €, indem es einige Spuren der Losungen der Ljapunovglei-
chungen fiir verschiedene andere Viskositiatenvektoren der Form (1 + ¢) - €,
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|0| < k zusammen mit € liefert. Diese Ergebnisse werden iiber die Matrix otv
zuriickgegeben. Das Programm calcvisc gibt die berechnete Matrix otv sowie
den Viskositatenvektor visc zuriick. visc ist dabei der Viskositdtenvektor, der
in der Matrix otv die kleinste Spur liefert.

e mingrad
Eingabe
omega, damp0, visc, dampl, omax, StepSize, MinStepSize, ExaktGrd
StepSize = beginnende Schrittweite fiir Anndherung in Richtung des
Gradienten;

MinStepSize = Schrittweite, die bei Unterschreitung zum Ende des Ver-

fahrens fiihrt;

ExaktGrd = relativer Exaktheitsgrad fiir Abbruch des Verfahrens, d.h.

mit FraktGrd wird das Verfahren abgebrochen,
Spur,
falls Spur;_; — Spur; < %l:éjd
Ausgabe
Erg, ViscNeu, AnzIt

Erg = FErgebnismatrix; jede Zeile beinhaltet das Ergebnis eines Ite-
rationsschrittes; die Matrix enthélt in

- Spalte 1 Tr(XZ;) am Ende des jeweiligen Iterations-
schrittes,

- Spalte 2 den maximalen Realteil alle Eigenwerte von A,
deren Imaginérteile innerhalb des durch w,,,,=omaz be-
grenzten Frequenzstreifens liegen;

- die restlichen Spalten bilden den Viskositdtenvektor des
Iterationsschrittes;

ViscNeu = der durch das Verfahren bestimmte optimierte Viskositéten-
vektor; (entspricht dem Viskositdtenvektor der letzten Zeile
der Matrix Erg);

Anzlt = Anzahl der durchgefiihrten Iterationen.

Funktionsweise

Das Programm mingrad dient der Minimierung von T'r(X Z;) iiber der Menge
der Viskositdten {3} mittels des Gradientenverfahrens. Die eigentliche Mi-
nimierung findet in den weiteren Unterprogrammen vollgrad oder cutgrad
statt.
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mingrad

{ - \

vollgrad cutgrad

Abb. 5.3: Unterprogramme von mingrad

Das Programm mingrad unterscheidet die Félle s < n und s = n, in de-
nen eine unterschiedliche Gradientenberechnung erfolgt. Der Fall s = n ist in
vollgrad und der Fall s < n ist in cutgrad implementiert. Neben der einmali-
gen Losung der Ljapunovgleichung AT X + X A = —1I pro Iterationsschritt zur
Berechnung von Tr(X Z;) in beiden Féllen, wird fiir den Fall s < n fiir die Be-
rechnung des gesamten Gradientenvektors zusétzlich eine Ljapunovgleichung
pro Iterationsschritt gelost. Im Fall s = n erfolgt die gesamte Berechnung
des Gradientenvektors ohne weitere Losung einer Ljapunovgleichung. Damit
wird im Fall s < n pro Iterationsschritt zweimal die Losung einer Ljapu-
novgleichung berechnet, im Fall s = n pro Iterationsschritt nur einmal. (Im
allgemeinen wére fiir jede Komponente des Gradientenvektors die Losung ei-
ner Ljapunovgleichung notwendig, was zur Losung von g + 1 verschiedenen
Ljapunovgleichungen pro Iterationsschritt fithren wiirde.)

Die Unterprogramme cutgrad und vollgrad besitzen die gleichen Parameter
wie das Programm mingrad, aufler daf§ vollgrad nicht den Parameter omazx
iibergeben bekommt.

Werden die Programme cutgrad und vollgrad separat (ohne mingrad) be-
nutzt, so ist zu beachten, dal in Matlab-Versionen vor 5.0 cutgrad nur aus-
gefiihrt werden kann, wenn s < n gilt. Fiir den Fall s = n ist dann vollgrad
zu benutzen. In Matlab ab Version 5.0 kann cutgrad auch ausgefiihrt werden,
wenn s = n gilt. Es empfiehlt sich aber in diesem Fall dennoch, die Funktion
vollgrad zu benutzen, da sie (wie oben beschrieben) einen effizienteren Algo-
rithmus benutzt.

minnew

Eingabe
omega, damp0, visc, dampl, omazx, MinStepSize, ExaktGrd
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MinStepSize = Schrittweite, die bei Unterschreitung zum FEnde des Ver-
fahrens fiihrt;

FExaktGrd = relativer Exaktheitsgrad fiir Abbruch des Verfahrens, d.h.
mit EraktGrd wird das Verfahren abgebrochen,

Spur,

falls Spurj_l — Spurj < BrakiGrd

Ausgabe
Erg, ViscNeu, Anzlt

Erg = Ergebnismatrix; jede Zeile beinhaltet das Ergebnis eines Ite-
rationsschrittes; die Matrix enthélt in

- Spalte 1 Tr(XZs) am Ende des jeweiligen Iterations-
schrittes,

- Spalte 2 den maximalen Realteil alle Eigenwerte von A,
deren Imaginérteile innerhalb des durch w,,,,=omax be-
grenzten Frequenzstreifens liegen;

- die restlichen Spalten bilden den Viskositdatenvektor des
Iterationsschrittes;

ViscNeu = der durch das Verfahren bestimmte optimierte Viskositéaten-
vektor; (entspricht dem Viskositdtenvektor der letzten Zeile
der Matrix Eryg);

Anzlt = Anzahl der durchgefiihrten Iterationen.

Funktionsweise

Das Programm minnew dient der Minimierung von Tr(X Z;) iiber der Menge
der Viscositédten {¥} mittels des Newtonverfahrens. Die eigentliche Minimie-
rung findet in den weiteren Unterprogrammen vollnew oder cutnew statt.
Das Programm minnew unterscheidet die Félle s < n und s = n, in denen eine
unterschiedliche Berechnung der Hesseschen Matrix erfolgt. Der Fall s = n ist
in vollnew und der Fall s < n ist in cutnew implementiert.

minnew

&
| |

vollnew cutnew

Abb. 5.4: Unterprogramme von minnew
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In beiden Programmen wird die Ljapunovgleichung zur Losung von T'r(X Z;)
einmal pro Iterationsschritt berechnet. Aulerdem werden fiir jede Komponen-
te des Gradientenvektors (d.h. g-mal) verschiedene Ljapunovgleichungen pro
Iterationsschritt berechnet. Fiir die gesamte Berechnung der Hesseschen Ma-
trix dagegen ist fiir den Fall s < n nur die Losung einer Ljapunovgleichung
erforderlich, der Fall s = n kommt sogar ganz ohne Berechnung einer zusétz-
lichen Losung einer Ljapunovgleichung aus. (Im allgemeinen wire fiir die Be-
rechnung jeder Komponente der Hesseschen Matrix eine Ljapunovgleichung zu
16sen, was — wegen der Symmetrie der Hesseschen Matrix — zur zusétzlichen
(9°+9)

Losung von % Ljapunovgleichungen fiihren wiirde.)

Die Unterprogramme cutnew und vollnew besitzen die gleichen Parameter
wie das Programm minnew, aufler dafl vollnew nicht den Parameter omaz
iibergeben bekommt.

Werden die Programme cutnew und vollnew separat (ohne minnew) benutzt,
so ist zu beachten, dafl in Matlab-Versionen vor 5.0 cutnew nur ausgefiihrt wer-
den kann, wenn s < n gilt. Fiir den Fall s = n ist dann vollnew zu benutzen.
In Matlab ab Version 5.0 kann cutnew auch ausgefiihrt werden, wenn s = n
gilt. Es empfiehlt sich aber in diesem Fall dennoch, die Funktion vollnew zu
benutzen, da sie (wie oben beschrieben) einen effizienteren Algorithmus be-
nutzt.

Zu den Programmen calcvisc, minguess, cguess, vguess, mingrad, vollgrad,
cutgrad existieren analoge Programme calcvis3, mingues3, cguess3, vguess3,
mingrad3, vollgra3, cutgrad3, welche die gleiche Funktionalitdt unter Beriick-
sichtigung der in (5.3) beschriebenen Abhéngigkeit aufweisen. Sie unterscheiden sich
jeweils nur um die weiteren Eingabeparameter 5 und ~y (siehe (5.3)).

Genauere Erlduterungen zu jedem einzelnen Programm erhélt man direkt unter
Matlab durch den Aufruf help <Programmname>.
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