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1, EINLEITUNG

1.1 EINFUHRUNG UND UBERBLICK

In der vorliegenden Arbeit beschdftigen wir uns mit
Jacobi-&dhnlichen Verfahren zur Diagonalisierung beliebiger
(quadratischer) komplexer Matrizen. Solche Verfahren sind
Verallgemeinerungen einer bereits 1846 von JACOBI [12]
vorgeschlagenen Methode zur Berechnung aller Eigenwerte
und Eigenvektoren reeller symmetrischer Matrizen. Jacobi
verwendete dazu reelle zweidimensionale Drehungen, soge-
nannte Jacobi-Rotationen, um eine gegebene Matrix A = Ay
orthogonal in Matrizen A;, A, A3 etc. zu transformieren,
so daBl die Folge der A gegen eine Matrix in Diagonalform

strebt.

Aufgrund seines hohen Rechenaufwandes blieb dieses
Verfahren jedoch lange Zeit unpraktikabel, bis es 1949
nach der Entwicklung erster leistungsfdhiger, programm-
gesteuerter Rechenanlagen von GOLDSTINE, VON NEUMANN und
MURRAY [9] wiederentdeckt wurde. GOLDSTINE und HORWITZ [8]
entwickelten es dann derart weiter, daBl mit Hilfe komplexer
zweidimensionaler Drehungen beliebige normale Matrizen dia-

gonalisiert werden konnten.

Nun ist nach einem Satz von SCHUR Dﬁﬂ das Quadrat der
euklidischen Norm einer Matrix A nach unten beschrédnkt
durch die Summe {iber die Betragsquadrate der Eigenwerte
von A, und Gleichheit gilt genau fiir normale Matrizen. Da
unitdre Ahnlichkeitstransformationen die euklidische Norm
einer Matrix erhalten, ist es mit ihnen allein also nicht

mdéglich, eine nicht-normale Matrix zu diagonalisieren.



Daher verwenden die sogenannten Jacobi-ahnlichen Verfahren
fiir nicht-normale Matrizen zusdtzlich zu komplexen Jacobi-
Rotaionen noch nicht-unitdre Transformationen, mit denen
die euklidische Norm der iterierten Matrix schrittweise

reduziert wird.

Ein solches Verfahren wurde 1970 von EBERLEIN [4] vor-
geschlagen (vgl. Kapitel 2). Obwohl die numerischen Resul-
tate dieser Methode sehr zufriedenstellend sind und RUHE [13]
fiir den Fall getrennter Eigenwerte asymptotisch quadratische
Konvergenz fiir eine leicht modifizierte Version beweisen
konnte, existiert bis heute kein Beweis fiir die globale
Konvergenz des Eberlein-Verfahrens bei iblicher zyklischer
Pivotwahl. Eine Schwierigkeit fiir einen solchen Beweis liegt
darin, daB in Abhdngigkeit von gewissen Bedingungen in jedem
Jterationsschritt entweder das Pivotelement des hermiteschen
Anteils H,

H :=-%—(A+A*) ,

oder aber des schiefhermiteschen Anteils S,

1 %
S :1=—(A-A") ,
21( )

der iterierten Matrix A annihiliert wird, jedoch insgesamt

2
keine monotone Abnahme der Go6Be T (A),

2 2
T (A) ==Z|aijl ,

i7 ]

vorliegt.

Hier leisten wir nun in Abschnitt 2.3 einen Beitrag,

indem wir folgendes zeigen (Satz 2.3.3):



Ist die Matrix A fiir hinreichend kleines ¢ "fast-normal" von

der Ordnung €2, d.h. gilt fiir die euklidische Norm des Kommu-

tators C(A)
2 4
llccoll = oce™)
gilt weiter z.B. fiir den hermiteschen Anteil H der Matrix A
T2(H) = 0(e?),
und wird in dieser Situation eine Jacobi-Rotation zur Annihi-
lierung des Pivotelementes des schiefhermiteschen Anteils S

durchgefihrt, so gilt anschlieflend

T2(H") s t2(H) + 0(e*)

A

Unser Beweis beruht dabei auf einer Beweisskizze von VOEVODIN

[16] fiir normale Matrizen.

Auf diesem Ergebnis aufbauend geben wir in Abschnitt 2.4
eine Modifikation des Verfahrens von Eberlein an, die im
wesentlichen in der Einfiihrung einer Schwellenstrategie bei
Beibehaltung der zyklischen Pivotwahl besteht. Fir diese mo-
difizierte Version zeigen wir in Abschnitt 2.5, dafBl sie jede

gegebene Matrix mit beliebiger Genauigkeit diagonalisiert.

In Kapitel 3 beschdftigen wir uns mit einem neuen Jacobi-
dhnlichen Verfahren zur Diagonalisierung beliebiger komplexer
Matrizen. Dieses Verfahren beruht auf einem von RUTISHAUSER
ﬁé] 1964 vorgeschlagenen Algorithmus zur ndherungsweisen Nor-
malisierung reeller Matrizen. Rutishauser verwendet hierzu
pro Iterationsschritt eine reelle Jacobi-Rotation und eine
nicht-orthogonale Ahnlichkeitstransformation, um die eukli-
dische Norm der iterierten Matrix zu reduzieren. Von VESELIC

stammt nun der Vorschlag, dieses Verfahren in jedem Itera-

tionsschritt mit einer weiteren reellen Jacobi-Rotation zur




gleichzeitigen Diagonalisierung zu verbinden, um so eine
gegen Diagonalform konvergente Methode zu erhalten. Diese
Methode wurde vom Verfasser im Rahmen einer Diplomarbeit

[6] untersucht.

In Abschnitt 3.2 stellen wir nun die Verallgemeinerung
dieses Verfahrens fiir komplexe Matrizen vor. Die normredu-
zierende Transformation kann dabei weiter mit reellem Para-
meter erfolgen, der im Gegensatz zu dem Verfahren von Eber-
lein exakt bestimmt werden kann. Fir diese neue Methode be-
weisen wir dann im Abschnitt 3.3 die asymptotisch quadratische
Konvergenz unter zeilenzyklischer Pivotwahl im Falle ge-
trennter Eigenwerte. Die hierzu angestellten theoretischen
Untersuchungen fiihrten dabei auch zu Anderungen des zunichst
implementierten Algorithmus. So ist z.B. die in Schritt 4)
unseres Verfahrens angegebene Wahl der Parameter der zweiten
Jacobi-Rotation in Abhdngigkeit von denen der ersten wesent-
lich fiir die quadratische Konvergenz; die entsprechenden
Anderungen des Programmes erbrachten dann auch die zu er-

wartende praktische Konvergenzverbesserung bei Testrechnungen.

Kapitel 4 enthdlt schliefllich die von uns mit den ver-
schiedenen Verfahren erzielten numerischen Resultate., In Ab-
schnitt 4.1 fihren wir zundchst die Ergebnisse auf, die wir
bei Anwendung unseres neuen und des Eberlein - Verfahrens auf
kleine Testmatrizen (n £40) erhalten haben. Bei diesen mit
einer IBM 3031 des Rechenzentrums der Fernuniversitdt - Gesamt-
hochschule - Hagen durchgefiihrten Rechnungen zeigte sich un-
sere neue Methode fiir gut konditionierte Matrizen vergleich-
bar mit dem Eberlein - Verfahren, bei defektiven Matrizen war
sie dagegen deutlich iiberlegen.

In Abschnitt 4.2 gehen wir dann kurz auf sogenannte Pa-
rameteranalyse - Probleme ein, bei denen eine ganze Reihe sich
voneinander nur wenig unterscheidender Matrizen diagonalisiert

werden mufl, und beschreiben eine von K. VESELIé vorgeschlagene



"Naive Methode" zur Diagonalisierung bereits diagonal -
dominanter Matrizen. Ausgehend von dieser Naiven Methode
beziehungsweise von unserem neuen Verfahren gemdfl Ab-
schnitt 3.2 skizzieren wir schliefllich noch zwei Jacobi-
dhnliche Algorithmen zur praktischen Durchfiihrung von

Parameteranalyse - Aufgaben,
Diese beiden Algorithmen haben wir auf dem Vektor-

rechner CDC CYBER 205 der Ruhruniversitdt Bochum imple-
mentiert und ihre Leistungsfdhigkeit mit der des bekann-
ten komplexen QR - Verfahrens (vgl. [10]) verglichen. Die
entsprechenden numerischen Resultate enthdlt Abschnitt
4.3 . Es stellte sich heraus, dafl bei Anwendung auf Para-
meteranalyse - Aufgaben die Naive Methode nur um etwa den
Faktor 1.8 langsamer war als das bekanntermaflen schnelle
QR - Verfahren ohne Eigenwertberechnung; sollen die Eigen-
vektoren mitberechnet werden, so ist die Naive Methode

sogar schneller,

An dieser Stelle méchte ich mich bei allen bedanken,
die mich bei der vorliegenden Arbeit durch kritische,
hilfreiche Diskussionen unterstiitzt haben. Mein besonderer
Dank gilt Herrn Prof. Dr. K. Veselié, der mich zu diesen
Untersuchungen angeregt und ihren Fortgang durch viel-

faltige Anregungen gefdrdert hat.



1.2 BEZEICHNUNGEN, GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN UND SATZE

Im folgenden bezeichnen GroBbuchstaben der Form
A, H, S etc. quadratische komplexe Matrizen der Ordnung
n. Die Elemente einer Matrix A seien bezeichnet mit ajj»
also

A= (aij)1§i,j§n

und im Falle einer indizierten Matrix Av sei

(V)

\): (aij léi,jén

A

A" sei die zu A konjugiert transponierte Matrix, I sei die

Einheits~ und O die Nullmatrix der Ordnung n.

Wir geben nun einige Definitionen sowie bekannte Satze
und Bemerkungen an, deren Beweise z.B. in [1ﬂ zu finden

oder leicht nachzurechnen sind.

DEFINITION 1.2.1: Den Kommuitaton C(A) einer Matrnix A

Lst definiert dunch

C(A):=A%A - AA%
Eine Matrix A hediBt normal, wenn gilt

C(A)=0

DEFINITION 1.2.2: Die euklidische Noam ||+|| einen Matrix A

L8421 defindient dunch

I
2 2
| all ‘=§ laisl .
i=1




BEMERKUNG 1.2.3: Die eukbidische Norm einen Matrix A

ist dnvarndant unten unitiren Ahnlichkeitstiransformaiioneny

deh., Lin jede nichit-singuline Matrix U mil

U =1
gilt
[fuma ull = [lall
SATZ 1.2.4 (SCHUR) : Die Matrix A habe die Eigenwente
x.e C, i=1,2,...,n.0ann gifi
i
n , )
S Dyt s il
i=1

Gleichheil gili genau dann, wenn A ncamal isi.

DEFINITION 1.2.5: Eine unitine Ahnlichkeitstransformation

X:=vFavU

heifBt (komplexe) Jacobi-Rotation der Matrix A , wenn fLir

die ELemente der Trnansformationsmatrix U gili

upp = uqq = COS(D ’
Upq = —EE; = —elasin¢ ,
ujj = 645 fin  (i,3) ¢ {(p,p),(P,q),(q,p),(q,)}.

Die Parnameten o, b eR heibBen die Rotationspanamelen oden

Rotationswinkel, das Paar (p,q) heilbBit das Pivoilindexpaan

den Jacobi-Rotation.



BEMERKUNG 1.2.6 : &5 ses

A:=U%avU

eine Jacobi-Rotation den Matrix A mit Rotationsparamelenn
a,b und Pivotindexpaar (p,q).
Dann gift fLinr die ELemente den (lMatnix A,

A = (5ij)1§i,j§n ’

~ _ 24 . ia -iq .2

app = cOs ¢app+ cos ¢ sin ¢ (e agp + e apq) + sin d)aqq ,

~ _ 2 3 . io -iqQ .2

agq = cos ¢ agq ~ cos ¢ sin ¢ (e agpte apq) + sin d)app R

~ _ i« 2, —ia . _ C oein24 o1Q

apq = © { cos®de apq + cos ¢ sin ¢ (agq app) - sin‘¢e aqp} ,
A, = e_ia { 2¢ ia + ¢ sin ¢ (agq—-3pp) — sin?¢ e_iaa }
aqp = cOos e aqp CcCOs S qq pp pq ?
gpi = cos ¢ apj - elasin ¢ agi

—-iq .
aqi = cosd)aqi + e smzbapi ,

‘ i#p,q ,
5ip = cosd)aip -et sind)aiq ’
~ i
alq = COSd)alq + el Sln¢aip ’
81§ = ajj s 1#p,q » J#DP,9q -

DEFINITION 1.2.7 : Die Betragsgréfe 1 den AuBerdiagonal -

elemente einen Matrix A ist defindienil dunch

TZ(A) :=Z|aij[2 .

i%j




BEMERKUNG 1.2.8: Se i

X:= AU

eine Jacobi-Rotation den Matrix A mit Pivotindexpaan (p,q).

Dann g4£%

- - 2 - 2 2 2
T3(R) - 18591 - 1Eqpl = T2(8) - Japql - lagpl

DEFINITION 1.2.6: Ein Vernfahren zunr Diagonalisienung edinen

komplexen Matrix A heift_Jacobi-dhnlich, wenn es ausgehend

von A= Agedine Fodge Ak konstruiert gemdf

(1.2.1) A = T AT s ke]No3

und dabei fLir die ELemente dern Transformationsmainrix Ty

gLt

k -
(1.2.2) 06 DG (), (0, (6,0)),

l1£p,gsn.

Die 7Transfoamation (1.2.1) nennt man dann einen Itesations-

schrilt des Veafahrnens mit Pilvotindexpaan (P,9).

Wenden die Pivotindexpaare (prq) <n den Reihenfolge

(1,2) , (1,3), . . .« « .« . , (1,n),
(2,3), (2,4, . « « . , (Z,n),
(1.2.3) . . .
(n—l,n)

gewdhlt, s0 heiBt diese Pilvotwahl (zeifen-)zyklisch, und
ein voller Pivotdunchlauf gemdhB (1.2.3) hediBt ein Iterations-
zyklus des Venfahrens,




2. OBER DAS VERFAHREN VON EBERLEIN

2.1 EINFUHRUNG

In [4] stellte Eberlein ein Jacobi-dhnliches Verfahren
zur Diagonalisierung einer beliebigen komplexen Matrix A
vor. Es erzeugt Folgen U und T zweidimensionaler

k k
Transformationsmatrizen, so daB mit

Ay :=A
vt AU T
A1’ T U AUt ke oy
die Folge der A fiir k+ » gegen eine Diagonalmatrix

k
konvergiert. Dabei stellt die Transformation

eine Jacobi-Rotation gemi#B Definition 1.2.5 dar, wogegen

die Transformation

der Normreduzierung dient. Die nicht-trivialen Elemente
der Transformationsmatrix Tk sind dabei fir ein festes

Pivotindexpaar (p,q) gegeben durch

(2.1.1) é;ﬁ = é;g = coshy ,

(2.1.2) ésg = t;; = —j,elﬁsinhy .



Im folgenden Abschnitt 2.2 werden wir eine leichte
Modifikation dieses Verfahrens angeben, die in der Ver-
tauschung der Reihenfolge von unitdrer und nicht-unitéarer
Transformation besteht. Dies geschieht aus dem Grund, daB
fir diese Modifikation Ruhe DSJ asymptotisch quadratische
Konvergenz im Falle getrennter Eigenwerte bewiesen hat,
wogegen das "originale" Eberlein-Verfahren aus [4] i.a.
nicht quadratisch konvergent ist. Unter dem "Verfahren
von Eberlein'" werden wir im folgenden immer diese modifi-

zierte Version verstehen.



2.2 DER VERFAHRENS - ALGORITHMUS

SCHRITT O : Die Pivotindexpaare (p,q) werden zyklisch

gewahlt. Fir jeden Iterationsschritt fiihre
man dann die folgenden Schritte 1 bis 4 aus,

wobei A die jeweils aktuelle Matrix bezeichne.

SCHRITT 1 : Man berechne das Pivotelement Cpq des Kommu-
tators C := C(A) und berechne
iB . Cpg
(2.2.1) e 1= -1
|Cpql
sowie

(2.2.2) G := Z{ Iapil2 +th |+ Iaqllz + lalqlz} :
17pgq
_ -iB iB
(2.2.3) £:= lapqe tag e .l ,
(2.2.4) n:= Iapp_ aqq' .

SCHRITT 2 : Man fihre die Transformation

(2.2.5) A =T

durch, wobei die nicht-trivialen Elemente von T
durch (2.1.1), (2.1.2) gegeben sind; dabei ist
der Parameter B durch (2.2.1) und y durch

C
(2.2.6) tanhy := | pq'
G+2(E2+1n?%)

definiert.



SCHRITT 3 : Man berechne
2.2.7 te := |a’ _ + a’ + Reé(a’ - a’ ,
( ) I Pq qpl ( PP qq)
—_ 2
2.2.8 tee := |la’ - a’ + Im(a’ - a’ ]
( ) l Pq qpl ( pp qq)

Man fihre die komplexe Jacobi-Rotation

44

A = U* A’U

durch, wobei die Rotationsparameter Q@ und ¢

wie folgt bestimmt werden.

(2.2.9) i) Ist te z tee, so setze man

Re@y, - agq) T
(2.2.10) ctg 2¢ := RE 1, Jol =4
lapq *2gpl
i al +g'— ’ -
(2.2.11) e L P L ?pl , cosaRe(apg+ay )2 0.
bhq * 2gp
(2.2.12) ii) Ist te <tee, so setze man
Im(agzp - agq) T
_ pp ~ 8qgq o
(2.2.13) ctg 2¢ := o o] = o
Pq qp
. a’ _.3—7—- —_—
(2.2.14) % = 1 ?q 4P ,cosaIm(a%raép)zo-
al -any| p
Pq qp



- 14 -

SCHRITT 4: Falls TZ(A) hinreichend klein ist, so

beende man die Iteration.

Anderenfalls setze man
A = AT

und fahre fort mit Schritt 1l .

ANMERKUNG:: Ist die Abfrage (2.2.9) erfiillt und werden

daher die Rotationsparameter a und ¢ gemdB (2.2.10) und
(2.2.11) bestimmt, so gilt

(2.2.15) a’” + a” =20
Pq qp

wir sprechen in diesem Fall im folgenden auch von einem

"Jterationsschritt beziiglich des hermiteschen Anteils"

von A.
Ist (2.2.9) dagegen nicht erfiillt und werden @ und ¢
somit gem&#B (2.2.13) und (2.2.14) gewdhlt, so gilt
(2.2.16) a”’ - a”’ =20

Pq qp
und wir sprechen im folgenden entsprechend von einem

"Tterationsschritt beziiglich des schiefhermiteschen An-

teils" von A.



2.3 BETRACHTUNG BEI "FAST - NORMALEN" MATRIZEN

Zu Beginn dieses Abschnittes méchten wir noch ein-
mal darauf eingehen, worin das Problem fiir einen Beweis
der globalen Konvergenz des Verfahrens von Eberlein be-
steht., Wie bereits in der Einleitung kurz gesagt, wird
bei einem Iterationsschritt beziiglich des hermiteschen
Anteils H der iterierten Matrix A zwar TZ2(H) verringert,
gleichzeitig kann dabei jedoch fiir den schiefhermiteschen
Anteil S von A T12%(S) anwachsen (und umgekehrt). Es be-
steht also die Gefahr des sogenannten "Ping-Pong-Effektes",
so daB wegen T?(A)= T?(H)+ T2(S) unmittelbar keine Aus-
sage dariber méglich ist, inwieweit sich bei einem solchen
Iterationsschritt T2(A) verdndert oder gar'verringert.
Eine Abschiatzung fiir das Verhalten von T?(A) zu gewin-
nen, ist umso interessanter, als es bekanntermalBlen nor-
male, aber nicht -diagonale Matrizen A gibt, fir die man
mit keiner Jacobi-Rotation T2(A) verkleinern kann (vgl.
VOEVODIN [14]).

In diesem Abschnitt gehen wir nun aus von einer Matrix A,
fiir die die Norm ihres Kommutators hinreichend klein und
deren hermitescher Anteil H bereits bis auf 0(g) diagona-
lisiert ist. Fihrt man in dieser Situation nun einen Ite-
rationsschritt beziiglich S mit "nicht zu kleinem" Pivot-

element s durch, so werden wir in Satz 2.3.3 dieses Ab-

schnittespzeigen, daB dann T?(H) hochstens um O0(e") an-
wachsen kann. (Dieses Resultat werden wir in Abschnitt 2.5
dazu verwenden, fir eine gewisse Modifikation des Eberlein-
Verfahrens machzuweisen, daBl sie jede gegebene Matrix mit

beliebiger Genauigkeit diagonalisiert.)



Sei also A eine komplexe nxn - Matrix, fiir die wir

o.B.d.A. voraussetzen

(2.3.1) [[All s 1,

und sei A zerlegt in ihren hermiteschen Anteil H und in

ihren schiefhermiteschen Anteil S gemdB

(2.3.2) A= H+iS ,

(2.3.3) H:= -%- (A+A7) ,
1 %

(2.3.4) Si= o (A=A

Dann sind H und S hermitesche Matrizen mit
(2.3.5) e[l =1, JIsll=1,

und es gilt

(2.3.6) HS - SH = ;L-C(A)
21

Als erste Vorbereitung fiir den Satz 2.3.3 beweisen wir

zundchst die folgende Bemerkung.

BEMERKUNG 2.3.1: Gegeben sed eine Matrix A mil

WA
-

llea)|['s €2

und

T?(H) s €% .

Seien fernen die Edigenwerte von H bezedichnet mit

~

Hll”" s hpn » Dann gidit fin alle i,j mit 1 s5i,j

A

n:

ISij(Hii'Ejj)l <3.33¢.



BEWEIS : Aus T2%(H) se? folgt zundchst nach einem Satz
von Wielandt-Hoffmann [18]

o 2
(2.3.7) Zlhii—hiil se? .

i=1

Definieren wir noch

(2.3.8) H := diag (hll’ see > ),
so kann H zerlegt werden geméaB

(2.3.9) H =H+E |,

wobei fiir die Matrix E gilt

2 n
(2.3.10) HEI] = T2(E) +Z|hii— Ak
i=1
n ~
- t2(H) +Z|hii - hyql”
, T=1

IA

2e”,

Nun gilt wegen (2.3.6) und (2.3.9)

L

(2.3.11) HS - SH 75

SE - ES + C(A) ,

und wegen

(s -sf). . =s..(h, . -h,)



erhalten wir mit (2.3.10) und ||S]| s 1

0]
~
=
f
o
~
IA

|| His - sH|

WA

ISE|l + [IES]l + == llc(a) |

A

27 € + -%-—s

A

3.33¢ . ]

Wir fiithren nun noch eine Bezeichnung fir den minimalen
Abstand verschiedener Eigenwerte der Matrix H ein.

Es sei

(2.3.12)

: in .. . .
H h.zh 11 JJ

Lo
il
8

]
=

Damit erhalten wir aus der obigen Bemerkung sofort die

FOLGERUNG 2.3.2: Es sedien die Vornaussetzungen den

Bemenkung 2.3.1 ernfillit, Zusitzlich sel T?(H) =z O,

Dann gifi
ls. . |= 3.33 =— .
ij Py
BEWEIS : Die Behauptung ergibt sich sofort aus der
Bemerkung 2.3.1, da wegen t2(H) =0 auch p, # 0 ist. B8

H



Von nun an betrachten wir die folgende Situation.

Gegeben sei eine Matrix A mit

(2.3.13) nz3 ,
(2.3.14) 0#12(H) se? ,
(2.3.15) r2(5)>-—11:-ez ,
(2.3.16) el ® s e
wobei fiir € gelte

< 1 3

2.3.17 —_——— D .
( ) ca /o CH

Damit konnen wir nun den folgenden Satz formulieren und

beweisen.

SATZ 2.3.3 : Die Matrdix A sed gemdB (2.3.3) und (2.3.4)

zenlegt in A =H+ 1S, und es sedien die Voraussetzungen
(2.3.73) 6is (2.3.77) entiilbt. H' sed die fMatrix H nach
Austithrung einen Jacobi-Rotatlion zur Annihibfierung des

Pivotelementes s von S gemdfB Schritt 3 des Ebenlein-

pPq

Verfahnrens, und es gelie

. 2 1
(2.3.18) |spql z—n—ZTZ(S) .
Dann foflgi
2 2 e’
T°(H") = 1°(H) + 2 .

2



BEWEIS : Zundchst einmal wissen wir aus der Folgerung

2.3.2, daB die Matrix S bis auf Permutation und GroBen-

ordnung —%—- blockdiagonal ist; die Dimensionen der
H

Diagonalblocke sind dabei gleich den Vielfachheiten der

s e e s h von H. Wir treffen die fol-
11 nn

gende Fallunterscheidung.

Eigenwerte h

FALL I : Das Pivotelement qu liegt auBerhalb einess der

Diagonalblécke von S.

FALL I1 :qu liegt innerhalb eines solchen Blockes.

Zu Fall 1 : In diesem Fall ist prz qu. Aufgrund der

Folgerung 2.3.2 und der Voraussetzung (2.3.18) gilt

(2.3.19) max {|s..|?} = 1%(8)
izj 1]
s nzfs lz
Pq
2
< nZ ( 3-33 ) .
Py
Aus (2.3.6) erhalten wir
£ (C(A)) = (HS— SH)
21 Pq Pq
(2.3.20) = § (hpkskq‘spkhkq) - hpq(Spp—Sqq) + Spq(hpp—hqq) .

k#p,q



Wegen der Voraussetzung (2.3.16) folgt hieraus mit Hilfe

der Cauchy - Schwarz’schen Ungleichung

2 4
(ool -5

A

2
|hpq(Spp=Sqq) = Spq(Mpp~haq)l

k #zp,q
2 2 2 2 4
<o STl YTl Tl Y Tl + 5
k#p,q k#p,q k#p,q  k*p,q

(2.3.21)

A

2 2 et
4128) ) Akl + gD + 5=
k#p,q

Mit (2.3.19) und (2.3.14) sowie mit DH <v7 erhalten wir

3.33.2 g 2
"N e?+

h s -8 - s h -h < (4n?
| pq( pp qq) pq( pp qq)l (4n™( oy )
3. 2 1
s (4 ( %nf+%%“%)482
(2.3.22) <'9§ZJL e?2
H

Wichtig ist nun, daB diese Absch&tzung (2.3.22) auch fir
die entsprechenden Elemente der Matrizen H” und. S, also
nach Durchfiihrung der Jacobi-Rotation, erfiillt ist. Denn
zum einen gilt

T2(S") = 1%(8) ,

und zum anderen erhalten wir aus den Transformationsformeln



in Bemerkung 1.2.6

2 2 2 2

|h’ + Ihéql + Ihkql , k=zp,q.

pkl
Damit kann die Abschidtzung (2.3.22) ganz analog ausge-

fiihrt werden, und wegen S;q:=0 erhalten wir

2.3.23 h’ (s’ -8’ )| « 22— ¢2 .
( ) Ih e ppqa’ oy

Als nidchstes wollen wir die GroBenordnungen der einzel-
nen Terme auf der linken Seite von (2.3.22) bestimmen,
um so zu einer unteren Schranke fiir das Element hpq zu

gelangen. Zunachst gilt mit (2.3.7) und (2.3.17)

A%

O
ja i
I

/i‘-——;L———-zo
H 64 V72 27 H

I\
jo]
|

v

(2.3.24) 0.9988 Py
Weiter ist mit (2.3.15) und (2.3.18)

TZ(S>)1/2 1
o) >

v
™

|spql 2 (
und wir erhalten

o)
H
(2.3.25) |spq(hpp=hqq)| > 0.4994 — € .
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Damit folgt aus (2.3.22) und (2.3.17)

o)
Ih (s _~-s )] > 0.4994 B ¢ _ 6:70 ¢2
PG PP Qg n oy
3
e 0
H 6.7n H
z 0.4994 ——¢ S ST
P 6.7p
- ¢ ZH (0.4994 - ——1L
n 64v7n
o)
H 6.7 V7
> € 0.4994 -
no 6472‘3)
Pr
(2.3.26) > 0.4645 —~ € .

Nun ist wegen T2(H) s¢e?

h s ,
I | =€
und wegen [|S|] s 1 ist
ls ~-s | =V7
pp qq

Damit erhalten wir aus (2.

.3.27 -
(2.3.27) lspp Sqql
und

2.3.28 h

( ) I pql

\%

\

.26) die beiden Abschdtzungen

H
n

0.4645

p
H
0.4645 W-H—C

0.32




Unser Ziel ist es nun, aus (2.3.23) eine obere Schranke
fir %h'qlzu erhalten und diese mit (2.3.28) zu verglei-
P

chen.
Gem#z3 Bemerkung 1.2.6 ist zundchst

2 2 - -2]|sin 2¢ .
(2.3.29) | z |cos d>(spp sqq)] |sin qul

5y~ =
pp qq
Der Rotationswinkel ¢ ist nach (2.2.13) definiert durch

-8

S
2|spq]

und mit (2.3.27), Folgerung 2.3.2 und (2.3.17) erhalten

wir
p2
lctg 2 6] > 0.4645 Py
2+3.33 €:n
Dz 3
. 0.4645"y 64v7n
T 6.66 p2
" H
, _0.4645-64 V7-9
- 6.66 V2
(2.3.30) > 40 .
Also gilt
.2 < 1,2
sin 2¢ (-Zﬁ)
und
1 2

cos?2¢ > 1 - (—=) ,



und wir erhalten aus (2.3.29) mit (2.3.27) und der

Folgerung 2.3.2 die Abschatzung

H
PP

Py

> - [O.4645Icos 2¢| -

o
> 1 [0.4645 /1 - (216)2 -

n

(2.3.31) > o.asa_pnl )

Somit folgt aus (2.3.23) mit (2.3.17)

, 6.7n n
|h’ | < e?
Pq Py 0.46ADH
3
6.7 n2 Py

0
s’ - saql > |cos 24| 0.4645 — - 2|sin 2¢

1333
Py

A

Py
(2.3.32) < 0.16 — € .
Damit erhalten wir mit (2.3.28)
o}
|h’ | < 0.16 —- ¢
Pq n
p
< 0.32— ¢
n
< |n_ | .
Pq

Aus Bemerkung 1.2.8 folgt hieraus schlieBlich

0.464 p; 64 /7 n°

6.66]sin 2¢]D

64 /7T n2

6.66 V2

64 V2 940

)

3



T2(H")

A

T2(H)

und damit die Behauptung.

Zu Fall II : In diesem Fall liegt das Pivotelement s
innerhalb eines der Diagonalbldcke der Matrix S. Somit

gilt zundchst

(2.3.33) h =h .
PP qq

Aus den Transformationsformeln in Bemerkung 1.2.6 erhal-
ten wir
2 Iz

(2.3.34) 2f/h” |" = 2]h

+ R R
Pq Pq

wobei R e IR definiert ist durch

(2.3.35)) R := -2 sin2bcos?6{4Re? (e hpq) - (hpp=heq)?}

+1 sin 26 cos 26 (hpp=hgq)2Re(e h

2 Pq)'

Wegen

2 sin?¢ cos?¢ = %% sin?2¢ = %T (1 -cos?2¢)

folgt hieraus
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1 . -in 1 2
R £ - — sin?2¢ 4 Re? h )+ —=— (l-cos?2¢)|/h =-h
2 (e Pq 2 )| PP

l

qq

-iq

+ 2|sin 2¢||cos 2¢]||Re(e hpq)llhpp—hqq]
= - l— {4sin?2¢ Rez(e_iah )+ cosz2¢]h -h |2
2 Pq PP qq
-ia
- 4 in 2 2 R h h -=h
|sin 2¢|[cos 2¢]||Re(e pq)ll bp qql}
1 B 2
+ — |h h
2 ' PP qq,
1 —ia 2
= - - [2|sin 26| |Re(e hpq)l - |cos ZMIhpp-hqql]
+ L |h _-h |2
2 PP 49

IA
NII-—‘
jmg
|
o

L]

Nun gilt wegen (2.3.33) (vgl. D7])

lh -h | s|h -h [+|h -h |+|h -h_ |
PP aq PP PP PP qq g 4qq
< g E2 ,
Py

und wir erhalten aus (2.3.34) und der Bemerkung 1.2.8

schliefBBlich



T2(H) - 2]hpql+ 2 b

2
T2(H") pql

= 12(H) + R

I 2

A

1
2
TH(H) + = | hpp=hqq

( )
T H + 2 ~ .

A

ANMERKUNG : Vertauscht man in diesem Abschnitt die Rollen

von H und S, so 1ldBt sich ganz analog ein Satz iiber den
maximalen Zuwachs von TZ(S) unter einem Iterationsschritt

beziiglich H beweisen.




2.4 EINE MODIFIKATION DES VERFAHRENS VON EBERLEIN

Die in diesem Abschnitt von uns vorgestellte Modi-
fikation des Eberlein-Verfahrens besteht im wesentlichen
in der Einfiihrung einer Schwellenstrategie, wobei ab-
wechselnd nur beziiglich des hermiteschen oder nur be-
ziiglich des schiefhermiteschen Anteils der Matrix ite-
riert wird. Der in der folgenden Beschreibung des modi~-
fizierten Verfahrens auftretende Begriff der "Diagona-
lisierung" des hermiteschen oder schiefhermiteschn
Matrixanteils meint dabei die Durchfihrung des iiblichen
Jacobi-Verahrens fir hermitesche Matrizen bei zyklischer
Pivotwahl.

GemaB (2.3.3) und (2.3.4) sei die iterierte Matrix
A wieder zerlegt in A = H + iS . Der genaue Algorith-
mus des modifizierten Verfahrens von Eberlein lautet

dann wie folgt.

SCHRITT O: Man wdhle eine gewiinschte Diagonalisierungs-

genauigkeit € 2 0 sowie eine Anfangsschranke

qze.
SCHRITT 1: Man berechne TZ?(H) , T2(S) und setze
(2.4.1) F :=
S ’ sonst ,
s,  TEH)z1%(S) ,
(2.4.2) F :=

H ’ sonst.



SCHRITT 2:

(2.4.3)

(2.4.4)

SCHRITT 3:

2
tle | +(c__-c_ )

(2.4.5)

(2.4.6)

SCHRITT 4:

(2.4.7)

(2.4.8)
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Man fiihre das gewohnliche Eberlein - Verfahren
gemdaB Abschnitt 2.2 aus, bis nach Vv; Zyklen
fiir den Kommutator C(Av ) der iterierten

1

Matrix A gilt
Vi

2
leca, N7 s o

Fin Iterationsschritt des Eberlein-Verfahrens
mit Pivotindexpaar (p,q) werde dabei genau
dann ausgefithrt, wenn fir die gerade aktuelle

Matrix A und ihren Kommutator C :=C(A) gilt

2 2
Pq PP 49 n(n-1)

A

2 2

{Alcij] +(cii—cjj)}.
i<
Gilt

TA(F, )

A
Nal
N

so setze man V=0 wund fahre fort mit
Schritt 4; anderenfalls diagonalisiere man
die Matrix Fv1 , bis nach v, unitdren Ja-
cobi-Zyklen gilt

2 2
T (Fv1+v2) < q

Gilt

T2(F
VitV

A
fal

so setze man k:=0 und fahre fort mit

Schritt 5; anderenfalls diagonalisiere man

~

die Matrix F , bis nach k wunitdren
\)1+\)2

Jacobi-Schritten gilt

~(k)
2 2
T (F\)1+\)2) = 4 *
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Eine Jacobi-Rotation mit Pivotindexpaar (p,q)

werde dabei genau dann durchgefiihrt, wenn fir

. . ~ (i) .
die gerade aktuelle Matrix FV1+V2 , 1 £k,
gilt

2,5 (1)
~ (i 12(F )
Vi+V2’pg n2
SCHRITT 5: Falls gilt
2 (k) 2
(2.4.10) T (Av1+V2) > € ,
so setze man
(2.4.11) g i=caq, O<c<i
(2.4.12) A := A (K
Vit Vo

und fahre fort mit Schritt 1;

anderenfalls beende man das Verfahren .

7ur besseren Ubersicht i{iber dieses Verfahren stellen wir
in Figur 1 die Schritte 1 bis 4 schematisch in einemn

Programmablaufplan dar.
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?

> F Mo
]

= Wn
e

It

wn

Fihre einen Zyklus des

Eberlein-Verfahrens |

gemdB Schritt 2 durch

< TR sq2 2 >
-

Fiihre einen Jacobi~-Zyklus
zur Diagonalisierung von
F durch

Fithre einen Jacobi -

Schritt zur Diagona-

*+— lisierung von F aus

fig. 1
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2.5 BEWEIS DER GLOBALEN KONVERGENZ DER MODIFIKATION
DES VERFAHRENS VON EBERLEIN

Fiir die in Abschnitt 2.4 beschriebene modifizierte
Version des Eberlein - Verfahrens werden wir in diesem

Abschnitt den folgenden Satz beweisen.

SATZ 2.5.1: Sei A eine felielige flatrix mit ||A]]l s1,

und sed AU die Matrix A nach u Dunchfiihrungen den
Schritte 7 Bis 5 des in Abschnitt 2.4 beschrniebenen
Vernfahrens. Fernnen sed A gemidB (2.3.2) bis (2.3.4)

zenlegt in A =H+1S, und fin 0<q, eR gelie

2
(2.5.1) £ n?1n(142Kq )1ln(—>2 ) — 1 < 1n2,
2 0 (n?-2)q? n 2
9o In(Cz—5)

wobed

c? 1
(2.5.2) K:=2 3 , ¢ <— aus Schritt 5.

32 n 2

Dann existient zu jeden Schrnanke q mit 0<q 5q,<1 und

V2 3

(2.5.3) :

a]
A

ein Index ue N miid

2
T (Au)

IA
(@)

fal
.



- 34 -
Bevor wir den eigentlichen Beweis dieses Satzes fiihren,

stellen wir zundchst zwei kleine Hilfsbemerkungen bereit.

Als erstes iliberzeugen wir uns, daf ein Index v; existiert,

so daB die Abfrage (2.4.3) in Schritt 1 erfiillt ist.

BEMERKUNG 2.5.2 : Sei A eine feliebige Matrnix, und sed

Aj die Matrix A nach j Iternaiionszyklen des gewbhnfichen
Elenlein - Venfahrens gemidB Schaild 1 des in Abschniid 2.4

beschniebenen Verfahrnens,

Dann gif%
lim |lc(a)]] = 0 .
jre ]
BEWEIS : Siehe Eberlein [4]. B

Als nidchstes ist zu bestimmen, wieviele Jacobi-Zyklen
in Schritt 4 des Verfahrens maximal durchzufiihren sind.

Aus Grinden der Ubersichtlichkeit setzen wir dazu
I’:: = ’I‘: .
Vi+Va

BEMERKUNG 2.5.3: £s gelie

q? < T2(F) =1 ,

und es sei ke N definient vermége

(2.5.4) _2111_q___§1:<_21g2_.+1,
1n(1--35) In(l- =)
n n

Sed FK die Matrix F nach K Iternationszyklen des Jacobi-
Verfahnens geméB Schritt 4 des in Abschnitt o4 Be-

schaiebenen Venfahrens., Dann gifi

A
L

. =
T (FE)
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BEWEIS : Pro Iterationsschritt existiert mindestens ein
Pivotelement Eé{f, das die Bedingung (2.4.9) erfiillt. Damit gilt
~(1) |2

T2(F Tz(g - 2|f
(F1) ) |pq

A

A

12 (F) <1-%>,

und mit T%(F) 1 und mittels vollstédndiger Induktion er-

halten wir

(2.5.5) 12(F) s (1--5)3 |, jeN.
Aus der Voraussetzung (2.5.4) folgt aber

k 1n(1 ——2;) £ 21ngq
n

und damit mit (2.5.5) die Behauptung. [ ]

Wir kommen nunmehr zum Beweis des Satzes 2.5.1 iiber

globale Konvergenz. ,

Sei dazu q, 0<qsqo beliebig. Nach Bemerkung 2.5.2

existiert ein Index Vv; mit

A
&

(2.5.6) lleca, )11 s a* .
1
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O.B.d.A. gehen wir davon aus, daffl gilt

(2.5.7) F = H s

T
It
wn

(2.5.8) v, = Sy,

Aufgrund der globalen Konvergenz des Jacobi-Verfahrens
fiir hermitesche Matrizen (vgl. FORSYTHE - HENRICI [7])
existiert dann ein Index Vje Ny, so daB in Schritt 3

die Abfrage

A
£
N

(2.5.9) T2(H, L)

erfullt ist.

Gilt nun auch 7T2(S so sind wir (wegen

A
Na]

V1+V2

g >0 beliebig) fertig. Sei also

(2.5.10) q® < T(S.)
mit
(2.5.11) Vi=Vv, +V, .

Wir bezeichnen mit SSD, H%) die Matrizen SV, H nach

\Y%

Ausfithrung von i Jacobi - Rotationen gemdB Schritt 4

des Verfahrens. Nach Bemerkung 2.5.3 gibt es ein k e IN,

mit

~ n(n-1) ~ n?
(2.5.12) k = k > < k 5
und
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A
el
[ M

(2.5.13) Tz(S(Vk)) =

A
Na

(2.5.14) r2(8<vj))

Aus (2.5.12) folgt mit der Voraussetzung 0<gq =gq,

(2.5.1), (2.5.4) zundchst einmal

(2.5.15) (1+2KQ)" < 2, isk .

Setzen wir noch

so sind wir in der Situation

A
Na
N

2
0=r1 (Hv)

1
2 > g2 2 —g*
T (S\)) q° 2 4q ,

2 y
lcaal® s
1
und (wegen c <-E-)
V21 03
1% % 64n’ B

<—___ p -
64v2nd® H

und
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Unter Beachtung von (2.4.9) sind damit alle Voraus-
setzungen des Satzes 2.3.3 erfiillt; mit (2.5.15) und

k21 erhalten wir

)y < Tz(H\)) 2
o)) s Tty v 2 (o
2
s q2(1+2—gg)22
s q?(1+2Kq)
(2.5.16) < 2q? .
Damit ist
cw®) s (Ta)
HONPIEICEIEE S 2 X D
ledD) = Jleaapll® s ¢ < /To)'
sowie
c L1 s
74 5 5 T P
1 3

—_—_—p ,
< 64v/2n° H

so daB wiederum die Voraussetzungen fiir Satz 2.3.3

erfiillt sind.
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Wir fihren nun vollstandige Induktion durch. Sei

dazu fir j sk

@™ s far kg s T,
T2(S%_D) z —i— a®
el D% = o
und
1 3
29 F 5.t o

Dann liefert uns Satz 2.3.3

. 2 ,0-D
T2<H%‘D)(1+zﬁ——)>

2
Py

WA

T2 (H(\)J))

A

2

2 (fI7V) (14 279259
p
H

(2.5.17)

q?2(1+2kq)37 (14 2qK)

IA

= q2 (1 + 2Kq)?

und damit mit (2.5.15)

2wl s (T’

v =



- 4O -

1 2
leaalI® s qv
/Tq § — 3
64 V2 n? H

Mit der Definition von k gemdB (2.5.12), (2.5.13)
und (2.5.14) und mit Bemerkung 2.5.3 erhalten wir
somit nach k Iterationsschritten in Schritt 4 des

Verfahrens schliefllich

TZ(H(k)) < 2q2
\Y
und

TZ(S\()k)) s q2.

Wegen

ez (a0~ ezl sl

folgt hieraus die Behauptung.
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3, UBER EIN NEUES JACOBI - AHNLICHES VERFAHREN

3.1 EINFUHRUNG

Wie bereits in der Finleitung gesagt, beruht unser
neues Verfahren auf einer Idee von Rutishauser [14] zur

Normalisierung einer reellen Matrix A. Die Methode von

-~

Rutishauser erzeugt Folgen Uk und Rk reeller Trans-

formationsmatrizen, so daBl mit

Xo:=z ’
(3.1.1)
A - YUY A DR ke IN
k+1 - "k "k "k k k r BRSO

die Folge der Zk fiir k»o gegen eine normale Matrix

konvergiert. Dabei stellt die Transformation
(3.1.2) A

eine reelle Jacobi - Rotation zur Annihilierung des
Pivotelementes des Kommutators C(Ak) dar, wogegen

die Transformation

-~ -1 ~,
(3.1.3) A i= Rk AkR

k+1 k

der Reduzierung der euklidischen Norm der iterierten

Matrix dient. Die Matrix Rk ist dabei eine reelle

Diagonalmatrix der Form




(3.1.4) R, := X1 , xeR\{0}.

Setzt man nun anstelle von (3.1.2) eine komplexe Jacobi-
Rotation, so kann man mit dieser Methode beliebige kom-
plexe Matrizen ndherungsweise normalisieren. Verbindet
man schlieBlich nach einem Vorschlag von VESELIC diesen
Algorithmus in jedem Iterationsschritt mit einer zweiten
komplexen Jacobi - Rotation analog zu Schritt 3 des Eber-
lein - Verfahrens, so gelangt man zu einem neuen Jacobi -
dhnlichen Verfahren zur Diagonalisierung beliebiger kom-
plexer Matrizen.

Mit diesem neuen Verfahren wollen wir uns in diesem
Kapitel beschd@ftigen. Wir stellen zundchst in Abschnitt
3.2 den genauen Verfahrensalgorithmus vor und werden
dann in Abschnitt 3.3 die asymptotisch quadratische Kon-
vergenz dieser Methode im Falle getrennter Eigenwerte

beweisen.



3.2 DER VERFAHRENS - ALGORITHMUS

SCHRITT O :

SCHRITT 1 :

(3.2.1)

(3.2.2)

(3.2.3)

(3.2.4)

Die Pivotindexpaare (p,q) werden zyklisch ge-
wdhlt, Fir jeden Iterationsschritt fihre man
die folgenden Schritte 1 bis 6 durch, wobei
A die jeweils aktuelle Matrix der Iteration

bezeichne.

Man berechne die Elemente ¢, c und c¢ des
PP Pq qq
Kommutators C := C(A).

Falls gilt

£ 512(4),
le )] (A)

so setze man A’ := A und fahre fort mit
Schritt 4a; anderenfalls fiihre man die kom-

plexe Jacobi - Rotation

A':= Ui AU

-

mit den Rotationsparametern o, und ¢, aus, die

wie folgt bestimmt werden

ia, | Cpgq

el :=
|<pql
Cpp ~ “qq L
ctg 2¢; 1= ———=— ’ |¢1|§T .
Z’Cpql
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SCHRITT 2 : Man berechne die rotierten Elemente C;p und
Céq des Kommutators C’:=C(A") und bestimme
ke {p,q} vermége

p , falls ct 2 |c? ,
(3.2.5) K := a leppl 2 leqql

q , sonst.

Man berechne dann den normreduzierenden Para-

/Z'afq’z \ §

ik

2]

meter x e IR gemdB

(3.2.6) X =

SCHRITT 3 : Man fiihre die Tranéformation
(3.2.7) - A”:=R "A'R
durch; dabei sei R reelle Diagonalmatrix mit
(3.2.8) r 1= X,
(3.2.9) r.. :=1, ik , k gemdB (3.2.5) .

Man fahre fort mit Schritt 4b .



SCHRITT 4a : Man berechne
(3.2.10) te
(3.2.11) tee :
i) Ist te 2 tee
(3.2.12) et%2,
(3.2.13) ctg 26,
ii) Ist te < tee
(3.2.14) ez,
(3.2.15) ctg 2¢2

=1

Man fahre fort

SCHRITT 4b : Man berechne

(3.2.16) te

(3.2.17) tee :

2 rs rrs
R - a
e (app qq)
Imz all _ al’
( PP q )

, SO setze man

@pqt 8qp
Iall all I
pPq qp

Re(app-agq)

la"+—§w—l
pPq qp

, SO setze man

’’

8pq ~ 4qp
8pq ~ 8qp

Im(app ~ agq)

lapq ~ 2qp|

mit Schritt 5

l62 |

|62 ]

<
=

A

i

Pl

4.\|=n
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i) Ist te2tee , so setze man

. II +a 'l
(3.2.18) elm2 = s °pg __2 s, s:=sign(sin2¢,Re(a_ -a_ ) ,
la” | 99 pp
Pq 4qp
e(agg gg) . ) T
(3.2.19) ctg 2¢, := e > sign ¢z = - sign ¢ , |d,|= 5.
a’

QP

ii) Ist te<tee , so setze man

R a r” __a._I-l—
(3.2.20) e1%2 :=SjJ—JEL—£uL“ s:=sign(sin2¢,Im(a__-a_ ) ,
By agp| PP qq

. Im(a" _au )
(3.2.21) ctg 2¢; := ielaz-—77J§;5§ﬂ— , signd, =- signd,, |b,]s
apq —a

m
qp 2

SCHRITT 5 : Man fiihre die komplexe Jacobi - Rotation

(3.2.22) A 1= UT AU,

mit Pivotindexpaar (p,q) und gemidB Schritt 4a
bzw. Schritt 4b Dbestimmten Rotationsparametern

a, und ¢, durch.

SCHRITT 6 : Falls 7T2(A”") hinreichend klein ist, so beende

man die Iteration; anderenfalls setze man

A := AI'I

und fahre fort mit Schritt 1 .



ANMERKUNG : Im folgenden werden wir verschiedentlich die

Transformation nach Schritt 1 des Verfahrens

als "vorbereitende Jacobi - Rotation", den

Schritt 3 als "normreduzierende Transforma-

tion" und den Schritt 5 als "zweite Jacobi -

Rotation" bezeichnen.

Wir wollen an dieser Stelle noch einige Bemerkungen zu
unserem soeben beschriebenen Verfahren treffen, deren Beweis

man unmittelbar durch Nachrechnen erhalt.

BEMERKUNG 3.2.1 : <) Nach den vorbereitenden Jacobi-Rotation

gilt mit C° := C(A")

ii) Nach der noamrneduzienenden 7Transformation gili mil

C” := C(A’) wund gemdB (3.2.5) bestimmiem Index k

Kk = o .

iii) Nach den zweiten Jacobhi - Rotation gili

a’” +a’” =0 , teztee ,
Pq qp
-0 , te<tee . [
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BEMERKUNG 3.2.2 : Nach Dunchfiihrung den normneduzienenden

Transformation gili fin die ELemente der Matrix A” (k ge-

méhB (3.2.5))

s

’
a, = x a i=zk
ik ik’ !
1
rs ’
a, ., = —a . i=zk
ki x ki’ ’
X 4 r
a,., = a. izk z k
ij ij ’ » ] ’
rr’s ’
a N . = a - - L]
ii ii

BEMERKUNG 3.2.3 : Es gelt

2
|

|4

_ ”All

il
S
[+
-
[
N
S t—————
o>
+
———— s
[
[N
-
N
e r——
—
o
U
)

v
o



3.3 BEWEIS DER ASYMPTOTISCH QUADRATISCHEN KONVERGENZ DES

VERFAHRENS IM FALLE GETRENNTER EIGENWERTE

Wir gehen in diesem Abschnitt aus von einer komplexen,
nicht - normalen Matrix A mit getrennten Eigenwerten Aj und
untersuchen zundchst, welche Auswirkungen ein einzelner
Iterationsschritt unseres Verfahrens mit Pivotindexpaar (p,q)
auf die einzelnen Matrixelemente hat.

Es bezeichne

A’ die Matrix A nach der vorbereitenden

Jacobi - Rotation ,

A’ die Matrix A’ nach der normreduzierenden

Transformation ,

A’ die Matrix A’ nach der zweiten Jacobi -

Rotation ,
c,c’,Cc”,C’”” die Kommutatoren der Matrizen A,A’,A”,A"".

Weiter sei definiert

(3.3.1) §:= min |[A, -A_] >0,
izj 1 J
(3.3.2) €?:= 1%(A) ,

und o.B.d.A. gelte

A
—
.

(3.3.3) 1Al

SchlieBlich gehen wir im folgenden davon aus, daf fiir die

Matrix A die folgende Generalvoraussetzung erfiillt sei :
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VORAUSSETZUNG 3.3.1 : Die Matrix A sed Lenedits s0 wedll
diagonafisient, daB gilt

10

Halten wir an dieser Stelle noch fest, daB aus ||A]|] = 1 fiir
§ folgt
(3.3.4) $

A

V2

und somit aus unserer Voraussetzung 3.3.1 die im folgenden

hdufig verwendete Ungleichungskette

§° . VT 2 1 V2

(3.3.5) s < <
1000 1000 500 500

A

SchlieBlich gilt noch die

BEMERKUNG 3.3.2 : Jedes Diagonalelement ag . den Matrix A

ist edine Niheaung fLin einen Eigenwent Ai von A, und es gifi

Daraus fLolgt fLin je zwedl Diagonalelemenite a ;s 2@

jJ
la.. -a_.. | s |[A. - A.| +2¢
ii i i j
bzw,
|a..-a..l3'>\.")\_|—2€ .
11 J3J 1 J
BEWEIS : Eine Beweis dieser Bemerkung findet man z.B. in

[1). =
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Wir wollen nun zundchst den Fall untersuchen, in dem zu

Beginn des Iterationsschrittes gilt

FALL A : le | >5e? .

Wir erhalten dann als erstes die

BEMERKUNG 3.3.3:  &s gilt

1
lCtg 2¢,] < —1—0— .

BEWEIS : GemaB (3.2.4) ist

C - C
ctg 20, = —39°°PP_
2le_ |
Pq
und wegen
o 2 2 2 2
e ppl = | D 12sql = Tagal = lag, [+ lay,]
i=1
< 12(A) =€?

folgt die Behauptung.

Aus dieser Bemerkung folgt dann sofort
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KOROLLAR 3.3.4 : &s gidi

sin?2¢,; > 0.99,

cos?26, < 0.01. B

Unser erstes Ziel ist es, Abschadtzungen fiir den normre-
duzierenden Parameter x 2zu finden. Zundchst einmal halten

wir fest :

BEMERKUNG 3.3.5 : Nach Dunchfiihrung den vorberneilenden

Jacobi - Rotation gifil fin die Pivotelemenie a;q und aé

' | > 0.486
<) lapql

L ’ > 0.48 ¢ .
44) Iaqpl

BEWEIS : Wir werden nur die Abschidtzung i) herleiten;
der Beweis von ii) verlduft dann ganz analog.

Nach Bemerkung 1.2.6 gilt

~1iQ

1 . iy . 2 2
— sin 2¢,(a -a —e sin“d;a +e cos“d,a
1= (897 %pp) “qp ! pqI

js¥)
~
|

1 . i -3 2
7;]51n 2¢1(aqq-appﬂ—|e; 1sin2d>1aqp—e 10Llcos‘dnapql.

~
w
w
.
[oa}

~
LAY



Wegen Korollar 3.3.4, Bemerkung 3.3.2 und (3.3.5) erhalten

wir
%;Isin 2¢1llaqq—appl> %;/6756(6—25)
2 —v0.99 (6-2 530)
(3.3.7) > 0.4968 .
Weiter ist
o' ®tsinZeya - Mlcostora | s a4 e |
(3.3.8) =V/7¢e,

so daB aus (3.3.6) folgt

la’ | > 0.4968 -2 ¢
Pq
2 0.496 - Lo
500
> 0.48 68 . B

Zur leichteren Notation der folgenden Abschidtzungen fiir
den Parameter x fihren wir an dieser Stelle noch die

nachstehende Bezeichnung ein.



DEFINITION 3.3.6 : &

(3.3-9) § =
LEMMA 3.3.7 : s gidt
[x - %

1 1

= -z

X

BEWEIS :

den Fall Icpplz lcqq
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sei xe R defindient dunch

1
rla' |2 /‘-0
—— , falls |c
l2gpl
3 o Ya
a
] qplz , sonst .
al
L Pq
< 1.1e? .
§2 ’
< 1.1e? .
62

Beweis dann wortlich iibertragen.

GemdaB (3.2.5),

(3.3.10) X =

und nach (3.3.9) ist

(3.3.11) X

(3.2.6) ist x definiert als

A

2
lapil

Nach Bemerkung 1.2.8 gilt weiter

Wir beweisen die behaupteten Abschdtzungen fiir

I ; im anderen Fall 18t sich der
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’, 2 ’ 2 2
(3.3.12) > Iapi[ < lapq] + € ,
1%p
I 2 ’ 2
(3.3.13) E ]aipl s lagpl + €% .
i1*p
Damit folgt aus (3.3.10)
1
oz, \ )
a + £ 2
(3.3.14) x S | P9 = £(1+_—§——)/“
la7 |* la’ |2
qp Pa
sowie
1
2 /1«
ag +e? 2 Y
(3.3.15) 1 —I——ql|——5—— La+s 5" .
X lar | X la’ |
Pq qp

Mit Bemerkung 3.3.5 erhalten wir hieraus

. 82 1/
(3.3.16) x < x(1+._._.._.___2.) y
(0.486)
und
2 1
(3.3.17) LR S L —
X X (0.486)
Wegen Voraussetzung 3.3.1 ist —Et _ <1, und Taylor-
0.488
entwicklung liefert
2 1 2
(3.3.18) G L eI G I
(0.489) 4 (0.488)%

<1 + 1.1 £— X
8
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Somit folgt aus (3.3.16), (3.3.17)

(3.3.19) x < §(l+ 1.1 Zz)
und
2
(3.3.20) Pelaeyran=£ey
X X 2

Kehrwertbildung liefert dann aus (3.3.19)

1,1 1
X 1+1.1-&
62
Sl 1.1¢?
% §%2 +1.1¢?
(3.3.21) s Lp o Lelel,
T 2 §2
sowie analog aus (3.3.20)
2
(3.3.22) x > £ (1 -—l;%éL—)

und damit insgesamt die Behauptung.

LEMMA 3.3.8 : i) Es gilt

o] <2t




|%-1] < 0.53 £
§lapp - 2qq
2
11 _1] < 0.53 R .
X Sla’ _-a’ |
PP qq
BEWEIS : Wir betrachten wieder nur den Fall Icép]z Icéql’

da anderenfalls der Beweis vollig analog erfolgt.

Zu i) Mit den Transformationsformeln aus Bemerkung 1.2.6

rechnet man leicht nach, daB gilt

I4 2 ’ 2 z z
(3.3.23) lapql - lagpl = cos 20a(apql - fagpl ) +

ial____. ‘ial__._)}

+ sin2¢,Rel(agq-app)(e” "apg=e " agp

Hieraus folgt mit Korollar 3.3.4 wund (3.3.5)

. 2 2
ICOS 2<D1| ( Iapql + !aqp! )

A

“aﬁqf'la&pfl

+

in 2 - +
|sin ¢1||app aqq'( Iapql laqpl)

A

/0.01e2+ V/2/7¢

0.1 (XY + )¢
10

WA

(3.3.24) < 2.0003 €.
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Fir X erhalten wir somit mit Bemerkung 3.3.5 die Ab-

schatzungen

Y
2 4
. as 2.0003e Y
(3.3.25) X = __l_?ﬁ_l_z_ < (1 + 2);.
aqp] (0.48¢)
sowie
a1\ Y
a
(3.3.26) L (2apl ) oy 220003 ,h
X apq| (0.488)

Aufgrund unserer Voraussetzung 3.3.1 ist

2.0003 ¢
e
(0.488)

und Taylorentwicklung liefert

(3.3.27) § <1 4 = 2:0003¢
4 (0.488)
<1+ 2.2 SZ
sowie analog
1
(3.3.28) 2 <1 42,2 — .
X

Bildung des Kehrwertes in (3.3.27) ergibt schlieBlich



L,
14 2.2 22
_] - 2.2¢
62 +2.2¢
2.2
S TR
und analog folgt aus (3.3.28)
" 2.2
x > 1 - 32 €

Zu ii) : Nach Durchfihrung der ersten, vorbereitenden
Jacobi -~ Rotation gilt gem&B Bemerkung 3.2.1

(3.3.29) 0=cy

pq = apq(@pp=aqq) + aqplagq-2pp) + K,

wobei K definiert ist durch

(3.3.30) K := E (aipaiq—-aéiaai) .
i=pq

Also ist

(3.3.31) - K,

apqlapp-aqq) = aqplapp-agq)

und Multiplikation dieser Gleichung mit aj, bzw. aj, ergibt

Pq qp

r 2 4 ’ - , r ’ 4 4
(3.3.32) lapq' (app—aqq) = apqaqp(app—aqq) - Kapq
bzw.

’ 2 d r ’ ’ _—l-—-—’—— r'd
(3.3.33) laqpl (app—aqq) = apqaqp(app‘aqq) + K agp -
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Subtrahieren wir nun Gleichung (3.3.33) von der konjugiert

komplex genommenen Gleichung (3.3.32), so erhalten wir

2 ’ 2 ’ ’ T ’ ’
(3.3.34) (]apql—]aqp[)(app—aqq) = -Kapq - Kagp -

Hieraus wiederum folgt

’ 2 ’ 2 . ’ , 4
(3.3.35) l]apql'laqpl Iapp_aqq| s |k] ( lapq|+|aqp|)
und somit wegen Iaéql +]aép! =0
4 ’ KI
(3.3.36) [la |-la |l s LKL
P 1P lapp=2qql
Mit Hilfe von Bemerkung 3.3.5 und wegen |k | §-§£2 erhalten
wir
Y2
% 'ai)q,
Iaqpl
2 Yy
s (1+ - E, —) ?
2lagpllappaqql
2 1
(3.3.37) <(1+ S .
0.96 6|app—aqq|
Wegen Iabp—aéql >g liefert dann wieder die Taylorentwicklung
2
£<1 4+ = £ - -
2 0.96 8 |app-agql
2
(3.3.38) <1+ 0.53 .

6|a§p'aéql



Analog leitet man her

2
<1 + 0.53 £ ,

(3.3.39) =
8lapp-aqql

=

und Bildung des Kehrwertes in (3.3.38) und (3.3.39) liefert
die Behauptung. |

Wir sind nunmehr in der Lage, die gewinschten Absch&dtzungen

fiir den Parameter x selbst herzuleiten.

LEMMA 3.3.9: <) s gilt

|x - 1] < 2.2175; ,

1 £
Ii-1[ < 2.2175; .

44) Fin [aﬁp—aéql >e gili
2
Ix - 1] < 2.31 =y ,
8% lapp=aqq|
1 2
IT-1] < 2.31 40—
* 8% lapp=aqql
BEWEIS : Zu i) Nach Lemma 3.3.7 und Lemma 3.3.8(i) gilt
A 1.182
x <x (1 +—_—62_)
2.2¢ 1.1€?
< (1 +——2—)(1 +—S_2___)
3 2.42€?
(3.3.40) =1+57(L2+1J£+——E;;)

sowie
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1.1€2

x > x(1- 32

)

1.1€?
52

2.2
> (1 - 62€><1- )

2.42¢?
T )

A\

(3.3.41) 1—§%Q.Z+1J€+

Wegen (3.3.5) gilt

2.42 ¢? V7T 3+2.42,4T(/T)3

2.2 +1.1e + 2.2+1.1
2 (10) 103.103

A

< 2.21 ,

und somit folgt aus (3.3.40) und (3.3.41) die Behauptung.
Der Beweis der zweiten behaupteten Ungleichung verlauft

wieder ganz analog.

Zu ii) : Nach Lemma 3.3.7 und Lemma 3.3.8 (ii) gilt
A 1.1g2
x < x(1+ 53 )
2 1.1€?
< (140.53——"— ) (1 + =)
8lapp-agql
g2 , , 1.1€?
(3.3.42) = 1 4= — ( 0.536+-1.1|app—aqq|4—0.53 ),
8% lapp-agql
und analog erhalten wir
2 , .EZ
(3.3.43) x > 1 -—gp— (0.536-+1.1|aﬁp—aqql-+0.53}—%r—4 .
8% lapp-agql
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- 63 -

Nun ist wegen (3.3.5) und Iaép—aaql V7

. p 1.1€2 1.1 &7
0.536 + 1.1]app-agq| +0.53 == 5 (0.53+ 1.1)/T+0.53 =g
< 2.31 .
Damit folgt aus (3.3.42) und (3.3.43) die Behauptung. ]

Unser ndchstes Ziel ist es nun, 2zu einer Absch&dtzung fiir
die Pivot - Elemente aga und agé nach Durchfiihrung des voll-
standigen Iterationsschrittes zu gelangen. Dazu bendtigen

wir wieder einige Voriiberlegungen.

Mit dem bisher Bewiesenen konnen wir zundchst eine Abschat-

zung fiir den Abstand “agql-}agp” angeben.

LEMMA 3.3.10: Nach Dunchfiithrung der normnreduzienenden

rZd

Trnansformation gili fin die Pivot - ELemenite apg und agp

) 2
44 rr E
lagal - lagpl| < 1655

BEWEIS : Aus Lemma 3.3.7 und Lemma 3.3.8(i) erhalten wir
mit (3.3.5)

A 1-162 2-28
|x - %] = 57 (1+ 57 )
c1.1e? 0 2.2/7
Tl 0%
2
€
(3.3.44) < l.llop
sowie analog
2
(3.3.45) Ii-%l <1114 .
x X )
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Sei nun wieder vorausgesetzt, dafBl gilt

I pp, lcqql .

(Anderenfalls beweist man die Behauptung wieder analog.)

Mit der Definition (3.2.6 ) von x und der Definition 3.3.6

von X gilt gemdB Schritt 3 des Verfahrens

aﬁql‘

, 1 . 1 1 PPN . A
lapql r + lapq“}’?' laqplx - Iaqp | (x - %)

lapqagpl + lapg] -Vla

8pq©qp apqd qp

und mit (3.3.44) und (3.3.45) folgt

A

'Iaﬁq’

€2 .
1.11F('8£)ql + Iaqp')

E:2
1.11/2 ==
62

<
2
€
< 1.6-6—2 .

Um zu den gewiinschten Abschdtzungen fir ag& und agé zu ge-
langen, benttigen wir noch Aussagen iiber die Abweichungen
der Rotationsparameter beider Jacobi - Rotationen voneinan-

der, die wir im folgenden herleiten wollen.

BEMERKUNG 3.3.11: <) Au»lapq+-a lzlagq-agpl Lolgt

|Re(app—aqq)l> 0.7¢6 .

L4) AuAIapq-+a€p la;q-agﬁ Lolgt

|Im(a —aqq)|> 0.76 .

pp

-%)
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BEWEIS : Zu i): Es ist
(3.3.46) Iagqi:aqpl = ]a [ lagpl * 2Re(ajqagp)

Aus der Voraussetzung

v

lapq +2aqpl lapq - agpl

folgt somit

(3.3.47) Re(apq qp) = Re(apqaqp) 2

Weiter ist gemdB Bemerkung 1.2.6

’ ’ _ 1 - 2 _ 2
(3.3.48) apqdqp = " sin 2¢1(aqq app) +R ,
wobei
(3.3.49) R := (cos*¢, +sin"d1)apqagp
- cosz¢1sin2¢1(e_21ala§q-+621alaép)
1 N -iqs iQ;
+ — sin 20, cos 2¢; (aqq—app)(e apgte aqp) .

2

Fiir R gilt dann mit (3.3.5) und Korollar 3.3.4

1 .
s (1-?;51n22¢1)|apqaqp|

=)
L]

1 . 2 2 2
+-z-31n 2¢1(|apq| + Iaqp| )

+

1 ' \
?r|sin 201 |cos 2¢1||app—aqql(|apq| +]aqp|,

A

(1-0. 495)——52+i4’€2+-2——1/_‘\/_‘€
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€ {0_505_1.‘/—?4.-1__/24,_1_}

2 500 4 500 10

IA

(3.3.50) < 0.11¢
Aus (3.3.48) erhalten wir
L _1.2 2 _ 2
(3.3.51) Re(apqaqp) = 77—51n 2¢1(Re(aqq app)-Im(aqq—app))i-Re(R) .
Wegen Bemerkung 3.3.2 und (3.3.5) gilt

2 2
Re(agqq-app) + Im(agq-app) = |app-agq

2 (6-2¢e)"
> 0.9962
und somit
2 2 2
(3.3.52) Im(aqq—app)> 0.99¢ -—Re(aqq—app) .

Setzen wir dies in (3.3.51) ein, so erhalten wir zun#dchst

’ ’ 1 . 2
Re(apqaqp) < -4—51n22cb1(2Re(aqq—app) ~0.9982) + |R|

und schlieBlich mit (3.3.47),(3.3.50) und Korollar 3.3.4

2 1 2 A,Rl
Re(aqq—app) > 7(0.996 —-—S—m
2
> L (0.9962% - 0.44 —‘/z—‘s—-—-—)
2 1000-0.99

> 0.498% .



Zu ii) Mit
Re(apqagp) = 0

und
RE(a. ~a_ ) > 0.9982 - Im(a_g-app)
€laqq™“pp . qq °pP

verlduft der Beweis analog zu 1i). B

Wir konnen nun das folgende Lemma beweisen.

LEMMA 3.3.12 : Findie Parameten @, und 0, den bediden

Jacobi - Rotationen gifi

Ieial-eiazl < 26-5;
63

BEWEIS : Wir betrachten nur den Fall, in dem gilt

(3.3.53) _ Iapq+-aqp]; Iapq-aqpl
und beweisen die Behauptung mit Bemerkung 3.3.111i); im
anderen Fall kann der Beweis mittels Bemerkung 3.3.111ii)

analog gefiihrt werden.

Sei also (3.3.53) erfiillt. GemdB (3.2.18) ist dann

. a, + a7
(3.3.54) et%2 .2 s Rq b , sef{-1,1}
lagq +aqp|

Nun ist entweéer (}cépl ;lcéql)

’ I 1 , Y
(3.3.55) apq taqp = —;—apq-+x agp
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4

oder (Icppl <|c&q|)

’ - ’ 1 r
(3.3.56) a + a = X a + — 2qp

Setzen wir

P 1 - , ,
apq(j:"l)'*aqp( x -1) , [cppl zlcqql,

K; :=
’ 4 1
apq( X - 1)+-aqp(:r-1) , sonst,
so gilt demnach
(3.3.57) apg taqp = apg *agpt K, ,

und wegen Lemma 3.3.9 i) gilt fir K,

A

(3.3.58) |K. | (Iai)q|+la('1pl)2.21—6§2—

A

2.21/7 = .
62

Nun gilt weiter (Bemerkung 1.2.6)

’ ’ . iai
(3.3.59) apq +aqp = sin 2¢, e Re(aqq-app)+-K2 ,
wobei
_— . 2iay  ——
(3.3.60) K, := cosz¢1(apq-+aqp)-31n2¢1e 1 1(apq+aqp)

und

lapq + 3qp|

A

IK, |

(3.3.61) =svV2¢e .
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Somit erhalten wir aus (3.3.54)

io
ia, e’ 'sin 261 Re(agq-app) + K1 + K,

(3.3.62) e = s 5
e” !sin 2¢1Re(aqq—app) + K, +K2|

und setzen wir noch

sin 2¢1Re(aqq—app)-+e_lal(K1 +K2)

(3.3.63) Ko 1= —
1a; .
| e sin 2¢1Re(aqq—app)'+K1'+K2|
so gilt
(3.3.64) e?®2 - g%, .

Es bleibt also noch zu zeigen, daB bis auf 0(g) gilt Kg=1.

Zundchst einmal ist nach Bemerkung 3.3.11 und Korollar 3.3.4

(3.3.65) leialsin 2¢; Re(a app)l > V0.99 0.78

qQq”

weiter gilt wegen (3.3.58),(3.3.61) und (3.3.5)

1
VZe (2.21—+ 1)

IA

IK1-+Kzl

(3.3.66a) < /Te(2.21+2)6—12-
(3.3.66b) s 4,21 /?12—3.

Damit kénnen wir den Imagindrteil von Ko abschdtzen gemaB

4.21/?3%
IIm(KO)I = S
v0.99 0.78 - 4.21 /’2"-1-6T
(3.3.67) < 8-6366—3 ,



und fir den Realteil von Ky, erhalten wir

IRe(Ko)| f |sin 2¢1Re(aqq—app)] + |K1 + K,
= |sin 2¢1Re(aqq—app)| 7 |K1-+K2|
_q s 2|K,+ K2 |
ISin 2¢1Re(app—aqq)' ; lKl +K2I
s 2|K1 + Ko
= Isin 2¢1Re(app_aqq)l - IK1+KZl
VT 4.21 —
S 1t 3
/0.99'0.76-/5‘4.21lg3
$1%17.26 563 .

(3.3.68)

Wegen (3.3.64) konnen wir schreiben

et%2 - ¢ elal(Re(Ko)-+iIm(Ko))

(3.3.69) = se ¥ gign(Re(Ko)) +se 1ilm(Ko) +

+ se® sign(Re(Ko)) {|Re(Ko)]| - 1}

Aus der Definition (3.3.63) von K, folgt nun aufgrund von

(3.3.65) und (3.3.66)

sign(sin 2¢1Re(aqq—app))

sign(Re(Kg))

und damit wegen (3.2.18)

fl
]
.

(3.3.70) sign (Re(Ko))




Somit folgt aus (3.3.69)
ia, ia,

e = e +eia1(|Re(Ko)l—]) +seialilm(Ko),

und mit (3.3.67) und (3.3.68) erhalten wir die Behauptung. B

Lemma 3.3.13: Fin die Winkel &, und ¢, den belden Jacobi -

Rotationen gili

|ctg2¢14-ctg2¢2‘ < 6.5—§%—

BEWEIS : Wieder betrachten wir nur den Fall
(3.3.71) lapq-+aép| 2 Iapq —aqp] ;

im anderen Fall 148t sich der Beweis analog ilbertragen.

Sei also (3.3.71) erfiillt. Dann ist nach (3.2.19)

Re(al.-a,.)
- PP 49
(3.3.72) ctg 2¢, = ¢ 'a" 4‘gn—l .
Pq qp

Im Beweis des Lemmas 3.3.12 haben wir gezeigt (vgl. (3.3.57)
bis (3.3.61), (3.3.66)), daB gilt

—— :

r’ re - 1a
(3.3.73) apq +agp = sin 2¢, e 1Re(aqq—app) +K; +K;
mit
(3.3.74) K, +K2| = 4.21/7652 .

Fiir app--a('lq gilt nach Bemerkung 1.2.6
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(3.3.75) aép-aaq = coSs 2¢1(app—aqq)-+K3 .
wobei

(3.3.76) Ka := sin 20,(e’ lagp+ € lapq)
und

(3.3.77) IKs| = Iapq|-+laqp| <v/7e.

Damit folgt aus (3.3.72)

cosZ¢1Re(app-aqq)-+Re(K3)

ctg 2¢2= % =5
| e lsin2¢1Re(app—am) +K; +K,|
(3.3.78) = cos 201 ‘Ko
el®1gin 20, + Ki +K2 l
Re@qq—app)
wobei
Re(K3)
(3.3.79) Ky := 3

eialsin.2¢1Re(aqq—app)-+K1-+K2I

Nach (3.3.77) und (3.3.65),(3.3.66) ist

IKHI < /76 -
V0.990.76 - 4,21V7 ——
1000
(3.3.80) < 2.1-%— )
Setzen wir nun noch
1
(3.3.81) Ks #= 3o K.+ Kz | ’

sin2¢1Re(aqq—app)
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so konnen wir (3.3.78) schreiben in der Form

(3.3.82) ctg 20, = tctg20,°Ks *Ky .

Wir missen nun noch Ictg 20; + ctg 2¢2I mit Hilfe von Ks und

K, abschdtzen; dazu unterscheiden wir zwei Fdlle.

FALLI : Es ist |ctg20,] Ks < |K4l

Dann gilt zunadchst

| K |
(3.3.83) lctg 20, § ———m
Ks
und aus (3.3.82) folgt
(3.3.84) lctg 2¢2] = 2]Ka] .
Also ist
(3.3.85) lctg 261 + ctg 262] s |Ku|(2 +.I_(1_.) )
S

Mit (3.3.81),(3.3.66), Korollar 3.3.5 und Bemerkung 3.3.11
gilt

ia, Ki +K», l

— = le +—
Ks sin 2¢1Re(aqq—app)
4.21 VT -5
< 1 + —= S
v0.990.7¢
€
(3.3.86) < 1 + 8.55 ria ,

so daB aus (3.3.85) mit (3.3.80) folgt
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V2

€
ctg 2¢; + ctg 2¢ < 2,1— (2+1+8.55 —m
l g 1 g 2! 5 1000 62

)

€
< 6.58? .

FALL IT: Sei nun |ctg2d:] Ks> |Kul| .

Dann ist nach 3.3.82 wegen Ks >0 das Vorzeichen von ctg 2¢;

bestimmt durch das Vorzeichen von ctg 2¢;. GemdB (3.2.19) gilt

sign(ctg 2¢,) = - sign(ctg 2¢,) ,

und wir erhalten aus (3.3.82)

(3.3.87)

Fir K

und daher

(3.3.88)

Zusammen mit

(3.3.87)

ctg 2¢, = -ctg 201 Ks * Ky .

s erhalten wir aus (3.3.86)

K5 > 1 z
1+8.55 =3
£
. 8.55 =7
1 + 8.55-%5~
63
1-Ks < 8.55 —— .

(3.3.80) und Bemerkung 3.3.3 erhalten wir aus
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NA

ctg 20, + ctg 2¢d,] £ Jctg 20, (1 -Ks)| +

A

0.855 — + 2.1 2&_
53

63

€

< 6.55

KOROLLAR 3.3.14 : Es gili

|sin(6,+0,)] < 4.6-;—3 :

BEWEIS : Nach Lemma 3.3.13 gilt

sin 2(¢1

[Ku |

+02) |

lctg 201 + ctg 2¢,] =
sin 2¢; sin

(3.3.89) < 6.5%
und somit
(3.3.90) |sin 2(61+062)] < 6.5 — .
Daraus folgt
(3.3.91) %;-é |¢1+¢2l §-%; +-l-arcsi
Nun ist

[o1] = L , 2] s %& ’

26,

n (6.5%) , ke,



und nach (3.2.21) gilt

sign(¢,) =-sign(dz) .
Somit erhalten wir

(3.3.92) |6,+62 ]

A

Also kann in (3.3.91) nur k= O sein, und wir haben mit

(3.3.5)
1 . £
|¢1+¢2| < ?;arc sin (6.5 ?;;)
< iarc sin (6.5 1 )
2 1000
(3.3.93) <
4
Somit ist
cos 2(¢1+492) > 0 ,

und es gilt

V/ 1 -cos2(d1+%2)

ISin(¢1+¢2)l =
2

="1 V/ 1 'C°522(¢1+¢2)j
2 1l + cos 2(¢1+¢):)
1 .

< Vﬂ; |sin 2(d1+02) |

< M/i 6,5.£L
2 §3

< €

(3.3.94) 4.6-33 .

B
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KOROLLAR 3.3.15: Es gild

lcos (b,+6,) -~ 1] < 0.03—6% )

BEWEIS : Nach Korollar 3.3.14 gilt

I].—cosz(¢1+¢2)' = Isin2(¢1+¢2)| < 21.16-5;

und damit

'l—lcos(¢1+¢z)l|< 21.161i- 1

§¢ 1+ lcos(¢1+¢2)!

2
< 21.165—
66
< 21 e 1
8% 1000
[
(3.3.95) < 0.03-(-3—3 )

Wegen (3.3.93) gilt cos(¢1+¢2) >0 und somit folgt die
Behauptung. [ |

rrs

Bevor wir nun zu der Abschatzung fir die Pivot - Elemente apq

und agé kommen, bendtigen wir zundchst noch eine weitere

Hilfsbemerkung.

BEMERKUNG 3.3.16 : <) Aus lagq+agl'p| 2 ]a;)'q- aé'p[ folgt

IRe(app-—aqq)I > 0.6676 .
ii) Aus [apq+-aqp 2 |apq--aqp Lolgt

|Im(a5§-—a€é)l > 0.6676 .



BEWEIS : Zui) :

ey _ 10 = oo . i(lz ’ -iaz ’r
app~aqq cos 2¢2(app aqq)-+s1n 2¢,(e agpte apq)
’ ’ - la v, _ia rr
(3.3.96) = cos 2¢2(app—aqq)-+31n 2¢,(e 2aqp+e 2apq) .
GemdB (3.2.18) ist et®2 gegeben durch
- ay.+al
e102 = s RS , sef-1,1} '
Iapq+aqp,
und daher gilt
l rr 2 rs I2+2 re rs
i -3 a + la a;.a
(3.3.97) el¥2gr etz 0 g 7RG qp! * “%pqiqp
qp pq l 2 +all'
8pq T “gp
Damit folgt aus (3.3.96)
rer rr - ; ’ - 4 - 24 —17-;
(3.3.98) Re(app aqq)—-COSZQZRe(app aqq)+s 51n2¢2[apq+aqp,.

Mit Bemerkung 3.

(3.3.99)

und daher

(3.3.100)

(3.3.101)
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Nach Bemerkung 1.2.6 ist

3.13, Bemerkung 3.3.3 und (3.3.5) ist

lctg 20,] < |ctg 24, + 6.5-§%

< 0.1 +6.5-L—

1000

<0.11

sin?2¢, >0.98 ,

cos?24, <0.02 .



Wie im Beweis von Lemma 3.3.13 gezeigt (vgl.(3.3.73),(3.3.74))
gilt

o LTI io, _
(3.3.102) apg *aqp = sin 2¢,e Re(aqq app)-+K1-+K2 ,
wobei
(3.3.103) |K1+K2| = 4.21.v€?7§%- .

Also folgt mit (3.3.100) und Korollar 3.3.4 fiir den rechten
Summanden aus (3.3.98)

|sin 20, ]agy +agpl > V0,98 ( /0.99-lRe(aqq—appﬂ—4.21vﬁ??%ﬂ

€
(3.3.104) > 0.98 [Re(aqq—app)l-5.894:;;.

Fiir den linken Summanden aus (3.3.98) gilt gem&dfl Bemerkung
1.2.6 und (3.3.101) sowie Korollar 3.3.4

-i

|cos 2¢, | |Re(a’ = |cos 202 | |cos 2¢,Re(a )+ sin 2¢1Re(elalaqp+e

’ s 51
pp2qq) | apg) |

pp 2qq

< V0.07 (0.1|Re(app-2aqq) | + lapgl + lagpl)

V2 V7
3.3.105 < X% |Re(ann—aqq)| + ==v7¢€ .
( ) 100 [Re(appaqq 10

Somit erhalten wir mit (3.3.104),(3.3.105) aus (3.3.98)

/7
Re(aZ/-a’’ 0.98 - —) {Re(a
| ( 100)! (

pp~3qq)

2 .\ €
- -(5.89%4+—2)— ,
ppagq) |~ T 52

und mit (3.3.5) und Bemerkung 3.3.11 (i) folgt
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rrs res ﬁ‘ 4 /f‘ 6
(3.3.106) Re(a”l-a’%)| > (0.98 - X5)0.768 - (5.894 + ——) L=2
| Pp72qq) | 100 10 ° 1000

> 0.6676 .

Zuii) : In diesem Fall ist wegen (3.2.20)

R a o -a s
(3.3.107) et®2 o g5 P94 9P , se{-1,1} .
laFq —2qp |
Daraus folgt
I r ’2 l rs 2 2 rs rr
i -1 a +a - cza a
(3.3.108) P N L R Y g -1 qp pa®qp
q p p q l Y4 -a r? l
8pq " %qp
und somit
| r’ 2 rr 2 2R rr re )
Im(el®2a7 4 e 1%2 7 y o o 12Pg + lagpl - 2Re(apqagy
q p pq l rr —-a rs l
8pq qp
(3.3.109) = - slapq-aqp} .
Damit folgt aus (3.3.96)
(3.3.110) Im(app-aqq) = coOS 2¢2Im(app-agq) - ssin.2¢ﬂapq—aqp

Die Behauptung folgt nun mit Bemerkung 3.3.11 (ii) analog zum

Beweis im Fall 1.
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Wir sind jetzt in der Lage, das folgende Lemma iber die
GroBenordnung der Pivot -Elemente apgq und aqp nach Aus -

fiihrung eines kompletten Iterationsschrittes zu beweisen.

LEMMA 3.3.17 : Es gilt
2
rer re s E:
l Pq |aqp <3.8_ZS_3- .
BEWEIS : Wir definieren zunidchst 2 x 2 - Matrizen qu, Agsx
Agd- und ng gemaB
rrr app apq
(3.3.111) Ay ,
1 8qp dqq
3 3 112 II+. AII AI'*
(3.3.112) Apq :=8pq * Bpqg >
3.3.113 AT - AT
(3.3.113) Apq *=Apq ~ Apq
(3.3.114) Coq :=C(qu)
Il* rs rr II*
= Apq Apq ~ ApgApq -
Dann gilt
(3.3.115) A= cart e arTy
.« Pq 5 Pq Pq

sowie
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rn” 2 r’

(3.3.116) licpgll™ = 2 (lagp ara(appaaq)-agp(appage)
Nun gilt
(3.3.117) apq(ppmaqq) ~aqp(appaqq) = 2pq(@pp aqq) ~2gp(app=agq) +R
wobei

1 77 7 . ’ ’ ’

- Dapqappmagq) = (x - Dagplapp=agg)s lepzleag
(3.3.118) R :=

’ 7 7 1 o , ’ , t o,
(x - Dapq(app-aqq) - G- Dagp(appagq)s lepp <legq

Mit Hilfe von Lemma 3.3.9 erhalten wir fiir |[R| die folgenden

Abschdtzungen.

i) Gilt Iaép—aéql se , so folgt aus Lemma 3.3.9 (i)

IR| < 2.21—5;5 (lapgl + lagpl)

A

2
(3.3.119) 2.21 /?%3- :

ii) Gilt dagegen laép—aaqf > e , so erhalten wir mit

Lemma 3.3.9(ii)

2.31 €2

§2af

IR —
pp_2qq

| lapp-agql (lapql + Tagpl)

2

/7231 .
62

A

(3.3.120)



Somit konnen wir festhalten, daB gilt

2

€
(3.3.121) |R| < 3.3-5? .

Zum anderen gilt nach Durchfihrung der vorbereitenden Jacobi-

Rotation

0= cpq= apq(appagq) - agplapp-agq) *E (ajpajq-2apiaqi)
i#pg

und damit mit Bemerkung 1.2.8

’ ’ ’ ’ ’ . 1 2
(3.3.122) Iapq(app—aqq) —aqp(app—aqq)} s 5€° .

Damit erhalten wir aus (3.3.117) und (3.3.121)

€2

52

Y 7. Fr ’, ’, ') 1
lapq(app-agq) - agplapp-aq)| < 32+ 3.3

2

WA

1 €
(§2+3.3)—6—2'

(3.3.123)

H
o~
w

Fir die Norm des Kommutators ng folgt dann mit Lemma 3.3.10
aus (3.3.116) die Abschidtzung

2 2
’r 2 €2 2
1C5ll" < 2(1.6—5) + 2(4.3_2-2-)

2 2
(3.3.124) < (7§30 :



. . . - - . rr, 'Il+ LE X - rrrs
Definieren wir die 2x 2 - Matrizen qu ,qu , qu und Cpq

analog zu (3.3.111) bis (3.3.114) , so gilt dann auch

T e2 [’
(3.3.125) legall™ < (7= s

rrs rrs

da die Norm des Kommutators Cpq =C(qu) unter der zweiten

unitdren Jacobi-Rotation erhalten bleibt.

Zur Abschdtzung von lag& und ]agﬁ betrachten wir nun zwei
Falle.
FALLTI) : Es sei Iapq-+aqpl E- Iapq-—aqp| .

Dann gilt nach Bemerkung 3.2.1

apq-+aqp =0 ,

und somit hat Agg'die Gestalt

Re(app) 0
”'+ _
(3.3.126) qu = 2 .
0 Re(aqq)

Fir Agé‘ gilt

ZiIm(app) 2apq

(3.3.127) ApL =

—2apq ZiIm(aqq)

T
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Wegen
rer 1 rre + 24y — rrr rrs +
(3.3.128) Cpq = 2(qu Apq™ - Apq” Apg™)
gilt dann
0 Za Re(app )
(3.3.129) Cpq =
ZanRe(app ) 0
und damit wegen (3.3.125)
rer 2 rrs re’ III
”Cpq I = 8' lRe(a )
(3.3.130) < (737-) .
Mit Bemerkung 3.3.16 i) folgt hieraus wegen Ia'" =|aa$
schlieBlich
rer rer 1 €2
a < e
lapq l qp 8 62|Re(all)ll 'll)l
2
< é7 £
§20.667+8
2
< 3.8 5 .
63



FALL I1): Sei nun J|apg+agpl < lagq ~ agpl
Dann gilt nach Bemerkung 3.2.1

(3.3.131) apq = aqp = o,

und die Matrizen qu ,qu‘ und Cpq lauten

Re(app) apq
III+ -
(3.3.132) qu =2 ,
apgq Re(aqq)
Im(agé) 0
(3.3.133) qu‘ =21 ,
0 Im(aqq)
0 Ziapqlm(app—aqq)
(3.3.134) Cpq =
-2iaggIn(agi-agq) 0

Der Rest des Beweises verlduft dann mit Hilfe von Bemer-

kung 3.3.16 ii) analog zu Fall I). B

Bis hierher hatten wir nach unserer Voraussetzung fir den
Fall A) nur die Situation untersucht, in der zu Beginn

des betrachteten Iterationsschrittes fiir das Pivotelement
Cpq des Kommutators galt Icpql >5¢2, Kommen wir daher nun

Zu



- 87 -

FALL B: Es gelte |cpq| =5¢€?.

Nach Schritt 1 unseres Verfahrens wird in diesem Fall nur
die zweite Jacobi -~ Rotation mit Parametern a; und ¢ aus-

gefihrt, Wir erhalten zundchst die

BEMERKUNG 3.3.18 : Es gidlt

ctg?2¢, 2 6.2-10" .,

BEWEIS : Wir beweisen nur demn Fall, in dem gilt

2 2 .
(3.3.135) Re (app—aqq) 2 Im (app—aqq) ;

anderenfalls verlduft der Beweis wieder analog.
Sei also (3.3.135) erfiillt. Aufgrund von Bemerkung 3.3.2
gilt

2 2 2
(3.3.136) Re (app—aqq)-flm (app-aqq) 2 (8§ -2e) ,

und mit (3.3.5) und (3.3.135) folgt

2 2

(6 - =559

[}
[T Ko

Rez(app—aqq)

(3.3.137) = 0.496 §% .

Fiir den durch (3.2.13) definierten Rotationswinkel ¢, gilt

dann
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2
Re”(app-aqq)
2
lapq +agpl

]

Ctg22¢>2

0.496 §2
(V2e)?

v

(3.3.138)

2
0.248 ,
€:2

und mit (3.3.5) folgt

6
0.248 6210
46

nw

ctg?2¢,

6.2:10% .

Aus dieser Bemerkung erhalten wir sofort das

KOROLLAR 3.3.19 : Es gidll

sin?2d, < 2:1075 ,

cos22¢, > 1 -2:10"° .

Fiir die Pivotlemente 5pq und gqp der durch die zweite

Jacobi -~ Rotation transformierten Matrix A erhalten wir

nun das folgende Lemma.
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LEMMA 3.3.20 : Sei A die Matrix A nach Dunchfihnung eines

kompletien Iterationszyklus mit Pivotindexpaar (p,qQ) unten

den Voraussetzung

5St2(A) =5¢€?2.

lcpql =
Dann g4t
2
- ~ €
lapql = lagpl < 6<% -
BEWEIS : Wir fihren zundchst die folgenden Bezeichnungen
ein. Es sei
pp  %pq
(3.3.138) qu t= ,
8qp  “%qq
- pp  ®pg
(3.3.139) qu = ,
%qp  %qq
(3.3.140) Cpq = C(Apg)
(3.3.141) Cpq = C(qu) .
Wegen
2
5?2 |epql

=lapq(app‘aqq)'aqp(app‘aqq)'*E (ajpaiq-apidqi) |
izpg

gilt zundchst
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11,
(3.3.142) [apq(app—aqq) - aqp(app—aqq)[ s —€?,

so dafl fiir den Kommutator Cpq folgt

2 2 2 2 2
IICquI = 2(|aqu ‘|aqp| )+ 2'"3p<1(app"’-‘qq)"aqp(app‘aqq”

A

2
2¢et 4 2(—12—1 €?)

A

(3.3.143) (8e2y .

Nach Durchfiithrung des Iterationsschrittes hat wegen |gpql =[§qp|

~

der Kommutator Cpq die Gestalt

. Pq
(3.3.144) Coq = | __ ,
cpg O
wobeil
~ ~ _~ 2 2
& pqRe(@ppaqq) | » Re*(app-aqq) 2 In*(app-aqq)
(3.3.145) |zpq| = 2

'aqum(app—aqq)l , sonst.

Da die Norm des Kommutators unter unitidren Ahnlichkeitstrans-

formationen invariant ist, folgt aus (3.3.143)

(3.3.146) 2]¢ < 8¢?

pql

Betrachten wir zundchst den Fall

2 _ 2 -
(3.3.147) Re (app aqq) 2 Im (app aqq) .
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Wegen Bemerkung 3.3.2 gilt

2 2 2
(3.3.148) Re (app-aqq) + Im (app—aqq) z (6 -2¢) ,
so dafBl aus (3.3.147) mit (3.3.5) folgt

2 6)2

nw

1
= (6-2
2 ( 1000

2 —
Re (app aqq)

(3.3.149) > 0.496 82 .

Mit Bemerkung 1.2.6 erhalten wir dann hiermit unter Verwen-

dung von Korollar 3.3.19

~ ~ . ig -iq
IRe(aqq—app)[ = |Re{cos 2¢2 (app-aqq) + sin 20,(e 2aqp-l»e 2apq)}|

>/1-2107° V0.496 6 - /2105 /2 ¢

3%

(/1- 2:10"° /0.496 - /2:10 ® /2“5%) 8

(3.3.150) > 0.76 .
Damit folgt aus (3.3.145) und (3.3.146)

|Re(8pp=8qq) |

~ ~ 1
Iapq, = Iaqpl ='Er

2
TS 3T

™

(3.3.151) < 6— .



Nun zu dem Fall, in dem gilt

2 2 -
(3.3.152) Re (app—aqq) < Im (app aqq)
Analog zu (3.3.148) erhalten wir dann

2 _ 2
(3.3.153) Im (app aqq) > 0.496 6° ,

und mit Hilfe von Bemerkung 1.2.6 erhalten wir aus (3.3.145)
und (3.3.146) wieder die Behauptung. ]

Wir konnen an dieser Stelle festhalten, daBl nach Lemma

3.3.17 und Lemma 3.3.20 nach Durchfiihrung eines Iterations-

8pgq ‘”;d 8qp

. . . . . €
der iterierten Matrix A klein sind von der Ordnung — ,

schrittes unseres Verfahrens die Pivotelemente

wenn die Nebendiagonalelemente von A vor diesem Iterations-

schritt klein waren von der Ordnung €.

Bevor wir nun den Satz iiber die as&mptotisch quadratische
Konvergenz unseres Verfahrens formulieren und beweisen konnen,
benotigen wir zunidchst noch eine Abschdtzung iiber die Abwei -
chung der Transformationsmatrix T eines vollen Iterations -
schrittes und ihrer Inversen T-1 von der Einheitsmatrix.

Hierzu dient das folgende Lemma.
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LEMMA 3.3.21 :

§d 3
€ £ (=
(10)
enfillt, Fin Icpql
x , falls Icépl
r =
1 . sonst ,
1, falls [cppl
s =
Xx , sonst;
Lin lcqu < 5e? sed
r:=s:=1 ,
d>1 <= O .
SchitielBlich selen die
dunch
tpp tpq
T =
Pa
tep ‘tqq
cosd; -e Plsind,| [ r
e—lalsin ¢ cosd; 0
AowLe
. 4 [fep Tra
Tpq = Tpq =
tgp ‘qq

Es sed die Voraussetzung

w

w

0 cos ¢,

> 5¢? 4eien r,s e R definiert dunch

leqql >

lcqql ’

~

2x2- Matrizen qu und qu definient

ia, |
—e  %sin ¢,

-ia

2 .
sin¢2 cos ¢;



W Y
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Ist dann

tp € {tpps tqqr Epps Tqql

ty € {tpq tap Tpqr Tqp!
40 gLt

ey - 1] <30—§—3, eyl <34-§-3—
BEWEIS : Wir betrachten zundchst den Fall

lepql > 5¢€?.

Dann ist
(3.3.154) tpp = T cOs ¢,cos ¢, - s ejmle_im2 sin ¢;s8in ¢, ,
(3.3.155) tqq = Scos ¢,cos ¢ -—re_imleio‘2 sin &31sin ¢2 ,
(3.3.156) thq = T eiazcos di1sin d)z--seiOL1 sin ¢,cos ¢, ,
(3.3.157) tep = re_ialcos¢2sin¢14-s€ia2sin¢2cos¢1 .

Gleichung (3.3.154) konnen wir nun schreiben in der Form

(3.3.158) tpp = cos d1cos ¢2 - sin d1sin 2 + cos di1cos d2(r -1) -

. . iag ~-ia -i
- sin¢;sind, (s-1+se (e 2 _e 0Ll))

Mit (3.3.5), Lemma 3.3.9, Lemma 3,.3.12 und Korollar 3.3.15

folgt dann hieraus
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ltpp‘ll s [cos(br+02) = 1| + |[r-1] + |s-1] + ls(e_iaz‘e_ml)l
< 0.03 é% + 2.21-§% + (14-2-21-53)26755
< (0.03+2.21 V2 + 26 (1+2.21 Igg%)) 755
(3.3.159) < 30}%? .

Ganz analog erhdlt man aus (3.3.155) die Abschdtzung

1] < 30 = .

(3.3.160) ltqq =

Nun zu tpqe Wir schreiben (3.3.156) in der Form

(3.3.161) ~tpq = eial(s sin($d:+¢,) —cos ¢y1sin d(s-1r) ) -

) ia ia
- rcos ¢1sin do(e” P -e " 2)

Wegen s=1 oder r=1 1ist entweder ]s-—rf =ll —r! oder
|]s-r}{=]1-s]; mit Lemma 3.3.9, Lemma 3.3.12, Korollar 3.3.14
und (3.3.5) folgt dann aus (3.3.161)

€ € £ £ €
|tpql < (1 + 2.21—5) 465 +2.21—5 + (1+2.21—5) 26—
s ((1+2.21-22)30.6 + 2.21/7) =
1000 62
£
(3.3.162) < 34 — .

63
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Analog erhdlt man aus (3.3.157) die Abschdtzung

(3.3.163) |t < 34 = .

ap|

Die Abschdtzungen fiir die Elemente der Inversen T;é gewinnt

man ganz analog aus den (3.3.154) bis (3.3.157) entsprechen-

t und © .

den Formeln fir t tpq’ qp qQq

PP’

Wir haben nun noch den Fall
2

Icpql s 5¢

zu betrachten. In diesem Fall gilt

(3.3.164) tpp=tqq=tpp=tqq=cos b2

_ _ > __iaz_
(3.3.165) tpq = tqp =tgp=-tpq=-e sin ¢2 .

Nach (3.3.138) ist

2 §2 §2
ctg 292 2 0.248—6? > 552
und somit
2 .2 5¢?
1l -cos“2¢s = sin“2¢, < 52 .

< m

Wegen |¢2l W

(3.3.165)

ist cos 2¢, 20, und wir erhalten

aus



e e g 1

1-cos?2¢,

1l ~cos 2¢, =
1+cos 2¢,
£ 1-cos?2d,
€2
(303.166) < 5? .
Hieraus wiederum folgt
sinZd, = 1l -cos 2¢,
2
€2
(3.3.167) < 2.5-87

und wegen cos ¢, > 0 damit auch

1 -cos?¢2

1l -cos ¢,
1 +cos ¢,

.2
< _Sin ¢,
1

(3.3.168) < 25— .

Mit (3.3.167) und (3.3.168) erhalten wir nun die
Abschatzungen aus (3.3.164) und (3.3.165), da

€ €
2.5 =5 < 30—

und

behaupteten
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Wir formulieren nun unseren Satz iiber asymptotisch quadra-
tische Konvergenz unseres Verfahrens im Falle getrennter

Eigenwerte.

SATZ 3.3.22 ; Gegebien sed eine nxn-Matrix A, nz3, fLir

denen Eigenwente Ay, 1=1,2, ..., n gili
(3.3.169) § := min |A; - A5 > 0 .
i7 ] J

Weiten gelie

(3.3.170) HAH <1
sowie
_L
(3.3.171) T2(A) = 1.141‘ (_1_%_)6 , N := n(nz—-l)

A lezeichne die Matrix A nach Dunchtithrung edines kompleiten
Iterationszykblus unsenes in Abschnitt 3.2 beschriebenen Ven-

Lahnrens.,

Dann existienil eine nun von n und 6 abhingige Konstante

K(&,n) >0, s0 daBi gitit

t2(R) s K(8,n) (T2(a))" .

IA

BEWEIS™ Wir bezeichnen mit Ay ,1=0,1,2, ..., N, die Matrix
A nach Durchfiihrung des i-ten Iterationsschrittes unseres Ver-

fahrens. Damit ist

(3.3.172) Ao= A , Ay= A.

*) Wir fiihren diesen Beweis in Anlehnung an den Beweis der asymptotisch
quadratischen Konvergenz des Verfahrens von Eberlein von RUHE [13].
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Weiter sei €4 definiert durch

(3.3.173) € 1= T?(Ay) , i=0,1,2, ..., N.

Wir beweisen zundchst die

Zwischenbehauptung 1 : Es gilt

2 2 - 1
€i+1 < 1.1461, i=0,1,2, «.. , N-1 .

Zwischen - Beweis : Aufgrund der Voraussetzung (3.3.171)

unseres Satzes ist fiir €4 sicher die Voraussetzung 3.3.1

erfiillt, Es gilt

ei-eb = ) e 18l T 1Y

i*p,q
1
b Ll o el
(3.3.174) . .
- ) Uaipl+ laggl+ lapsl+ lagsP
i#p,q
lapql + lagpl™ -

Mit Bemerkung 1.2.6 und den Abschdtzungen fiir die nicht -
trivialen Elemente der Transformationsmatrix und ihrer In-

versen aus Lemma 3.3.21 erhalten wir dann aus (3.3.174)

2 2 2 2 2 2 2, (34 42
et e < () Clagal s lagsl "+ laspl* + fazg] D) (109" (2%

i#p,q

+ 2( Z lapiaqil + Ia-

i#p,q

34 |(

a.

i+ |

(1)|

1)
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2 2 2 2 34
= (Z(]apil +lagil + laspl +1aipl) ) ( (1.03+1000 - 1)
izp,q
1 1
+ la(pq)l2 + la(qp)l2
(3.3.175) < 0.33eg + [T H 14T,

und mit Lemma 3.3.17, Lemma 3.3.20 und (3.3.5) folgt

2

2 2 2 €0 2
€1-€p < 0.133 € + 2 36 —;—80
8
72 5
£ (0.133 + 106) €
2
< 0.14€e, .

Wegen (3.3.171) ist somit auch fir €, wieder die Voraussetzung
3.3.1 erfiillt; mittels vollstdndiger Induktion folgt dann die
Zwischenbehauptung 1. o

Halten wir an dieser Stelle fest, daB wir aufgrund von Voraus-

setzung (3.3.171) damit gleichzeitig gezeigt haben
>y i=0,1,2 N
. < \T—— s 1 = sd s sy eee ’

(3.3.176) ;i = ',

so daBB wegen (3.3.169) und (3.3.170) fiir jeden Iterations -
schritt des betrachteten Zyklus’ sdmtliche in diesem Ab -
schnitt bisher bewiesenen Bemerkungen und Lemmata anwend -

bar sind.
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Als nédchstes bendtigen wir eine Abschatzung dafiir, um
wieviel bereits einmal als Pivot verwendete Elemente wdhrend
der weiteren Transformationen des Iterationszyklus’ wieder

anwachsen konnen. Dazu dient die

Zwischenbehauptung 2 : Fir j#p,q und i=0,1,2, ..., N gilt
(3.3.177) Ia(plj+1)l < 1.03]a(p1j)| 1) (1)] ,

(3.3.178) ) < 1.O3la(j1p)| L

wobeil

(3.3.179) 0 s oM< o34 S

Der Beweis dieser Zwischenbehauptung folgt unmittelbar aus
Bemerkung 1.2.6 und dem Lemma 3.3.21.

Die gefundenen Abschidtzungen wollen wir nun dazu verwenden,
Schranken fir €N , also fir die GroBe der AuBerdiagonalelemente
nach einem kompletten Iterationszyklus zu berechnen. Es sei
dazu

(k) . I(k)‘ ,(k%

(3.3.180) y k=0,1,2, ... ,N,

und es sei mit der Schreibweise k=1I(p,q) gemeint, daB der
k-te Iterationsschritt eines Zyklus’ das Pivotindexpaar (p,q)
habe.
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Zwischenbehauptung 3 : Es sei definiert

(3.3.181) € :=max{e. ,1i=0,1,2, ..., N}

und es sei
(3.3.182) k+1 = I(p+l,p+2).
Dann existierena fiir alle p, p=0,1,2, ... , n-1, reelle

Konstanten Pp , die jeweils nur von n abhdngen, so dafB
gilt

HA

2 (k) et
Sij Pp—éT

i<jsn,

l=sisp

Zwischen - Beweis : Wir beweisen diese Behauptung mittels

vollstédndiger Induktion.

Zundchst einmal gilt fir p=20

9 o,

i<jsn,

l=isp

so daB fiir p=9 die Konstante Py, =0 unsere Behauptung erfiillt.

Sei nun Pp-l bereits berechnet, d.h. es gelte

IA

k €
(3.3.183) s(ij) s P —_— .
i<jZn
l=sisp-1
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Zu zeigen ist, daf} dann eine nur von n abhidngige Konstante

P, existiert mit

p
k+n- e’
(3.3.184) £fn-p) < p = -
i<jzn,
l=isp

Wir teilen dazu den nichtdiagonalen Teil der Matrix A auf in
die drei Teile B,D und F, wobei B aus denjenigen AuBerdiago-
nalelementen von A besteht, die bereits als Pivot verwendet

wurden, D aus denen der p-ten Zeile und Spalte und F aus dem

Rest. B,D und F sind also definiert gemiB

ajj , i<p oder j<p, izj ,
le .=

0 , sonst ,

aj j , (i=p und i<j) oder (j=p und i>j),
le =

0 , sonst ,

aj j s i>p, j>p, i#j,
fij =

0 , sonst.

Die folgende Skizze mtége diese Aufteilung verdeutlichen :

F fig. 2
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Mit dieser Aufteilung nun ist unsere Behauptung (3.3.184)

dquivalent zu

(3.3.185) | pCk#n-p) , pCken-p)p2 o p €

P g6 "

A

Nach Induktionsvoraussetzung (3.3.183) ist Pp—l bereits be-~

kannt, und es gilt

(3.3.186) s ? < p_, £

A

Weiter ist

2
T2(Ag) = €, s €2 .

A

(3.3.187) !IF(k)H2

Mit Hilfe unserer Zwischenbehauptung 2 konnen wir fir jeden
einzelnen Iterationsschritt die Anderungen von apj und aip

abschdtzen, Verwenden wir nacheinander alle Elemente apj
(p<j) der p-ten Zeile als Pivotlemente, so miissen wir diese

Abschdtzung (n-j) - mal wiederholen und erhalten

(3.3.188) I (k+n p% < 1.03" J! (k+J P% + E 1.03%" i (k+1 p—l%
i=j+1
Eine entsprechende Abschdtzung gilt nach (3.3.178) auch fiir

(k+n p)
2ijp

Wir quadrieren die Ungleichung (3.3.188) und schatzen wie folgt
ab.

a (k+n-P%2 < 2.1.07%" J, (k+J P)l 2 (zz:l o3n~1 (k+1 p-l)l (k+1—p—1% )2
i=j+1
(3.3.189) < 2.1.07n'j{| (k+j~ P)l Z( (k+i- p—l)) ZI (k+1 p—l)!z} .

i=j+1 i=j+1
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Dabei haben wir die Cauchy - Schwarz’sche Ungleichung angewandt
und zugleich benutzt, daB fir i>j gilt

1.032(n=1) o1 032(n=3) .| ;"]

Wieder gilt eine (3.3.189) entsprechende Abschdtzung auch fiir

g§+n p), und durch Addition erhalten wir
n n n
é§+n -p) < g 1.O7n—JS§§+J—P)_+§ E.O7n—3 z (u(k+1—p—1) ,(k+1 p—l)]
Jj=p+l Jj=p+l j=p+1 i=j+l1 i=j+1
n . . n )
(3.3.190) = § 1.07“‘Js§§+J‘P>+ 2 2 107" g {kHiop-D) zi:}15k+1-p—l)f
J=p+l i=p+2 j=p+1 i=p+2

Um weiter abschédtzen zu konnen, ersetzen wir wegen p<j die
Faktoren 1.07"7J durch 1.07""P und benutzen, daB nach Lemma
3.3.17 und Lemma 3.3.20 gilt

4
(k+j-p) ki €
(3.3.191) Sp 3 <2 36——§g—2_ s 72 =

Zusammen mit

i-1
2
(3.3.192) s{HmPl) ol g s e
j=p+1
und (3.3.179) erhalten wir
s({KFD=P) o 1 0777 P ((n-p) 7254 (nop-1) €2 345 )
Jj=p+l

4

(3.3.193) =: Qp-%?— .
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Nach unserer Aufteilung des AuBerdiagonalteiles von A ist
dieses Ergebnis dquivalent =zu

4

(k+n—p)”2 Qp £ i
(56

A

(3.3.194) l|D

Fir die Elemente von B gilt, daB sie entweder unverédndert
bleiben oder aber mit Hilfe unserer Zwischenbehauptung 1

abgeschdtzt werden konnen. Somit haben wir

(3.3.195) I i PRI VAR TP AL N

Mittels unserer Induktionsvoraussetzung (3.3.186) erhalten
wir also aus (3.3.194) und (3.3.195)

Ek

(SG

A

(k+n-p) (k+4n-p) 2 e’ n-p
[|D +B H ng?-+1.14 Pro1

Eq

(3.3.196) =t Ppes

so daB wir gemdB (3.3.185) und der Tatsache, daBl Qp nur von

n abhdngt, die Zwischenbehauptung 3 bewiesen haben.

Aus der Zwischenbehauptung 3 folgt nun insbesondere

(k) 2 e
(3.3.197) SlJ = T (AN) S Pn__l Eg—
i<jsn
lzisn-1

Aufgrund von Zwischenbehauptung 1 gilt

e? = (1.14)Ne§
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so dafBl wir aus (3.3.197) schlieBBlich erhalten
~ N 1 2
T2(Ay) = T2(A) s Pp_q (1.14) —G?(TZ(A)) .

Setzen wir noch

K(8,n) := Py (1-14)N7%; s

so ist der Satz vollstédndig bewiesen.
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BEISPIEL 5 : Dies ist eine schiefhermitesche 5x 5 - Matrix

mit unbekannten exakten Eigenwerten.

CPU Zyklen Cond off
1 -12
I 0.31 6 0.48°10 0.58°10
-9
11 0.30 6 0.48+10°  0.54+10
BEISPIEL 6 : Diese reelle 4 x 4 - Matrix besitzt die doppelten
defektiven Eigenwerte 3 :V5 .,
CPU Zyklen Cond Off
9 -12
I 0.33 9 0.4410 0.20-10
9 -9
I1 0.89 38 0.15-10 0.67-10
BEISPIEL 7 : Die Eigenwerte dieser 40 x 40 - Matrix lauten

8, 6, 4, 3, -40, -30, -20, -15,
*40j, *30j, *20j, *15j, *8j, *6j, *4j, *3j,

wobei
j = -%41_:vﬁ?i ) .
CPU  Zyklen Cond Off
y -10
1 223 13 0.69¢10 0.20.10

-12
II 284 17 0.36+10" 0.5710
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4,2 PARAMETERANALYSE, NAIVE METHODE

In der Praxis stellt sich hdufig die Aufgabe, eine
gewisse Anzahl m von Matrizen A; zu diagonalisieren, die
stetig von gewissen Parametern abhdngen und sich voneinan-

der nur wenig unterscheiden. Es sei also gegeben

(4’02.1) Ai+1= Ai+ Ei’ i=1, . s 0 ,m‘l,
wobei
(4.2.2) HE; | < [lagll i=1,...,m.

Ein typisches Problem, das auf eine solche "Parameteranalyse"
fihrt, ist z.B. ein schwingendes dynamisches System mit ver-
schiedenen Ddmpfern, an dessen Verhalten bei kleinen Anderun-

gen der Ddmpfungsstdrken man interessiert ist.

Bei der Verwendung Jacobi - dhnlicher Verfahren zur Dia-
gonalisierung der A; bietet sich nun folgendes Vorgehen an.
Man berechnet zundchst wie gewdhnlich die Diagonalisierungs-

matrix U, mit

(4.2.3) U, AU =14 , A, Diagonalmatrix ,

und fihrt dann fiir A, eine Vortransformation durch gem&B

-1

(4.2.4) A,:=U, A, U,

-1
Al + Ul El Ul .

Bei kleiner Storung E, ist dann wegen Stetigkeit A, bereits
eine diagonal-dominante Matrix, fiir die das verwendete Jaco-

bi - Verfahren in relativ wenigen Iterationszyklen eine neue
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Diagonalisierungsmatrix U, liefert. Mit Uz’

(4.2.5) U :=u_ U,

wird dann entsprechend die Matrix A3 vortransformiert u.s.w. .

Fir diagonal-dominante Matrizen, wie sie bei dieser Ver-
fahrensweise auftreten, hat nun K. VESELIC eine sogenannte
"Naive Methode" zur Diagonalisierung vorgeschlagen, die nach
unserer Definition 1.2.9 ebenfalls Jacobi - d4hnlich ist. Mit

den dortigen Bezeichnungen gilt

t t 1 x 1 0

PP Pq
(4-206) = N ’ X,}’Gm s

t t /

qp aq o 1 y 94
wobei x zur Annihilierung des Pivotelementes apq und y zu
der von aqp bestimmt wird. Dies fiihrt auf

2
(4.2.7) e —2PPT%qq * /4 apq2qp * (8qq= 2pp)
2aqp
und
a
(4.2.8) y = qp > :
app” 8qq ~ X @gp

dabei wird in (4.2.7) der kleinere der beiden méglichen Werte

fiir x gewdhlt.

Der groBe Vorteil dieser Naiven Methode fiir diagonal-
dominante Matrizen liegt in dem minimalen Rechenaufwand, den
sie zur Bestimmung der Transformationsparameter bendtigt;
allerdings garantiert sie weder eine Abnahme in der Betrags-
groBe T der AuBlerdiagonalelemente noch die Reduzierung der
euklidischen Norm der iterierten Matrix. Daher muB bei einer
Implementierung dieser Methode dafiir Sorge getragen werden,
daB bei ihrem Versagen moéglichst ohne Verlust bereits ge-
leisteter Arbeit auf eines der iiblichen Jacobi - @hnlichen

Verfahren umgeschaltet werden kann.
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Wir haben nun die beiden folgenden Algorithmen zur

Behandlung von Parameteranalyse - Aufgaben erstellt.

I) Algorithmus ‘PARAM’:

1) Fir die Startmatrix A, wird unser neues Verfahren
gemdB Abschnitt 3.2 durchgefihrt. Die erhaltene

Diagonalisierungsmatrix sei T, .

2) Fir i=2,...,m wird zundchst die Vortransformation

ausgefihrt. Auf Ai wird dann wieder unser Verfahren
angewandt. Die Aufmultiplikation der erhaltenen

Transformationsmatrix Ti auf die alte gemdB

geschieht dabei laufend wdhrend der Iteration.

Wachst von einem Zyklus zum ndchsten die Kondition
der Transformationsmatrix um mehr als den Faktor 10
an, so wird die Diagonalisierung der Matrix A, mit
entsprechender Meldung abgebrochen. Damit wird ver-
hindert, daB bei einer Matrix mit defektiven oder

sehr schlecht konditionierten Eigenwerten die akku-
mulierte Transformationsmatrix unverniinftig stark

verfilscht wird.

II) Algorithmus °‘NAIV’

Dieser Algorithmus unterscheidet sich von ‘PARAM’
dadurch, dafl auf die bereits vortransformierte Matrix

jeweils die oben beschriebene Naive Methode angewandt
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Vergleichen wir schliefilich die mit dem QR - Verfahren er-
zielten Resultate mit denen unserer Jacobi - d@hnlichen
Methoden. Hier zeigt sich, daB die Naive Methode fiir be-~
reits vortransformierte Matrizen lediglich um einen Fak-
tor 1.8 langsamer als QR ist. Dabei ist zu bedenken, daB
das QR - Verfahren die berechneten Eigenwerte nach ihrer
GroBe sortiert ausgibt, so daB eine Verfolgung des Eigen-
wertverlaufs hier oft nur schwer moglich ist. Dariiber
hinaus besitzt man bei Jacobi - dhnlichen Verfahren zu
jedem Zeitpunkt der Parameteranalyse zusdtzlich die volle
Information iiber die zugehdrigen Eigenvektoren, so daB
zum Beispiel iiber die Kondition der Transformationsmatrix
eine Schrittweitensteuerung bei der Anderung der einge-
henden Parameter moglich ist. Wird schliefBlich die Kon-
trolle iiber die Eigenvektoren tatsdchlich bendétigt, so
wird wie bereits oben erwdhnt das QR - Verfahren um den
Faktor 2 langsamer und bendtigt damit sogar mehr Zeit

als die Naive Methode. In der Praxis sollte man hier

also die Startmatrix einmal mittels des QR - Verfahrens
unter Berechnung der Eigenvektoren diagonalisieren und

anschlieflend mit der Naiven Methode fortfahren.
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