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EINLEITUNG

In der angewandten Mathematik hat das algebraische Eigenwertpro-
blem

AX = AX

fiir die Klasse der sogenannten J-symmetrischen Matrizen in den letz-
ten Jahren stdndig an Bedeutung gewonnen. Formal ist eine J-symme-
trische Matrix A durch die Bedingung

aT = gag

definiert, wobei J als reelle orthogonale Matrix gegeben ist. Diese
Definition stellt eine Verallgemeinerung des iiblichen Symmetriebe-

griffs dar, und es ist klar, daB auch J-symmetrische Matrizen (ab-

hdngig von der speziellen Struktur der Matrix J) gewisse Symmetrie-
eigenschaften aufweisen, die sie wegen des reduzierten Speicher-

platzbedarfs fiir numerische Zwecke interessant werden lassen.

Der Ursprung der J-Symmetrie liegt nun in bestimmten praktischen
Anwendungen des mathematischen Matrizenkalkilils. Insbesondere k&nnen
verallgemeinerte Eigenwertprobleme, die aus physikalisch-technischen
Problemstellungen resultieren, auf J-symmetrische Eigenwertprobleme
zuriickgefiihrt werden. So reduziert sich beispielsweise das quadra-

tische Eigenwertproblem
(AM + AD + K) x = O

mit reellen symmetrischen positiv definiten Matrizen M,D und K,
welches sich in der Mechanik bei der Berechnung der Frequenzen ge-
dampfter Schwingungen ergibt, durch Linearisierung auf ein J-symme-
trisches gewShnliches Eigenwertproblem doppelter Dimension mit einer
Matrix J der Gestalt diag(i1,-1,...,1,-1).

BekanntermaBen haben sich zur LOsung des (allgemeinen) algebra-
ischen Eigenwertproblems in der numerischen Praxis zwei Klassen von

Iterationsverfahren durchgesetzt. Dies ist zum einen die Familie der



Jacobi-dhnlichen Verfahren, die auf der klassischen Jacobi-Methode
([28]) von 1846 zur Diagonalisierung reeller symmetrischer Matrizen
basieren und Variationen dieser Methode zur Blockdiagonalisierung
schiefsymmetrischer, beliebiger normaler und beliebiger nicht-normaler
Matrizen darstellen, und zum anderen die Familie der QR-Verfahren,
die durch Weiterentwicklung und Verallgemeinerung des QR-Algorithmus
von Francis ([131,1961) zur iterativen Transformation einer beliebi-
gen Matrix auf Quasidreiecksform entstanden sind. Natiirlich kOnnen
all diese Verfahren direkt auf das J-symmetrische Eigenwertproblem
angewandt werden, jedoch zerstdren die meisten von ihnen die J-Symme-
trie des Problems. Daher erscheint es sinnvoll, die Verfahren so zu
modifizieren, daB sie die J-Symmetrie w&hrend der Iteration erhalten.
Dies wird moglich, wenn die Ahnlichkeitstransformationen mit Hilfe
sogenannter J-orthogonaler Matrizen durchgefiihrt werden. Die nume-
rische Attraktivitdt solch modifizierter Algorithmen ist dann offen-
sichtlich, da sie im Vergleich zu den Originalverfahren nur fast die

Hilfte des Speicherplatzes und der Rechenzeit bendtigen.

Brebner, Grad ([5]) und Bunse-Gerstner ([6]) schlugen J-symme-
trische Varianten des QR-Verfahrens vor, und Veseli& ([49],[511,[27],
[53]) konstruierte mehrere Jacobi-dhnliche Verfahren fiir J-symme- ‘
trische Matrizen. Die vorliegende Arbeit soll einen Beitrag fiir die
"Jacobi-Richtung" leisten. Wir beschidftigen uns mit der Konstruktion
und Anwendung Jacobi-&hnlicher Blockverfahren zur Berechnung der

Eigenwerte und Eigenvektoren reeller J-symmetrischer Matrizen.

Der Begriff Blockverfahren bedarf hier einer kurzen Erl&uterung.
Es ist bekannt, daB die klassischen sogenannten normreduzierenden
verfahren der Jacobi-Familie von Eberlein ([9]) und Hari ([181]),
welche eine reelle nicht-normale Matrix durch gleichzeitige orthogo-
nale Transformationen zur Diagonalisierung und nicht-orthogonale
Transformationen zur Normreduzierung iterativ in reeller Arithmetik
auf eine Blockdiagonalform bringen, nicht notwendig quadratisch kon-
vergieren, wenn nicht-reelle Eigenwerte auftreten. Dies gilt auch
fiir die J-symmetrischen Varianten dieser beiden Methoden, die von
Veselic ([49]) formuliert wurden. Nun sind aber J-symmetrische Matri-
zen in der Regel nicht-normal, so daB8 man auf normreduzierende Metho-

den angewiesen ist, und fiir gewShnlich besitzen J-symmetrische Matri-



zen nicht-reelle Eigenwerte, insbesondere wenn die Matrizen aus den

oben zitierten Problemen der Mechanik stammen.

Um nun reelle Jacobi-dhnliche Verfahren fir J-symmetrische Matri-
zen zu konstruieren, die auch in diesen Fdllen guadratisch konver-
gieren, muB eine 2x2-Blockpartition der J-symmetrischen Matrix und
eine analoge Blockteilung der Transformationsmatrizen erfolgen. Vese-
1i¢ ([53]) konzipierte zwei solche Verfahren fiir Matrizen, die

J-symmetrisch beziiglich

I O
0 -I

sind. Auf dem Grundkonzept dieser Methoden aufbauend formulieren und
untersuchen wir in dieser Arbeit mehrere reelle Jacobi-dhnliche

Blockverfahren fiir Matrizen, die J-symmetrisch beziiglich
J=diag(1,'1,...,1,—1)

sind. Wir haben diese J-Symmetrie gewd@hlt, da sie gegeniiber der obi-
gen gewisse Vorteile hinsichtlich algorithmischer Transparenz be-

sitzt.

In § 1.2 geben wir zundchst zum besseren Verstdndnis unserer Ver-
fahren ein kurzes Reslimee der gebrduchlichsten Jacobi-d&hnlichen Al-

gorithmen.

Alsdann zeigen wir in § 1.3 einige wesentliche Eigenschaften
J-symmetrischer Matrizen auf. Unter anderem beweisen wir einen wich-
tigen Satz, der ein J-symmetrisches Analogon zum Satz von Mirsky

([34]) darstellt und die theoretische Basis unserer Verfahren bildet:

Fiir eine beliebige reelle J-symmetrische Matrix A mit den Eigenwer-

ten Al,...,kn gtlt

T LA D W L9

R reell,J-orthogonal =1




In Kapitel 2 definieren wir zwei elementare Blocktransformations-
matrizen §(x) und T(xl,x2), die uns zur Normreduzierung an Diagonal-
pivots bzw. AuBerdiagonalpivots dienen. Wie in [8] und [53] erhalten
wir durch Anwendung der beiden Transformationen gewisse normredu-
zierende Funktionen, die es fiir eine geeignete Ahnlichkeitstransfor-
mation zu minimieren gilt. Wir untersuchen die Eigenschaften dieser
Funktionen insbesondere hinsichtlich eines Zusammenhangs zwischen
nicht-endlichen Minima und mehrfachen Eigenwerten der J-symmetrischen
Matrix. Da eine exakte Minimierung der normreduzierenden Funktionen
nur in Ausnahmef&dllen m&glich ist, diskutieren wir die approximative
Minimumbestimmung mittels Newton-&hnlicher Iterationsverfahren, die
analog zu den Methoden von Eberlein ([8],[9]), Sacks-Davis ([44],
[45]) und Veselic¢ ([{53]) durchgefiihrt wird.

In Kapitel 3 definieren wir eine elementare orthogonale Block-
transformationsmatrix U(yl,yz), mit deren Hilfe sich wahlweise der
2x2-Pivotblock des symmetrischen bzw. des schiefsymmetrischen Teils
der Matrix eliminieren 1&8t. Wir kdnnen dann verschiedene Jacobi-
dhnliche Blockverfahren konstruieren, indem wir die elementaren
Transformationsmatrizen §,T und | mit alternativen Parametern nach
dem "Baukastenprinzip" kombinieren. Die weiteren Untersuchungen der
Matrizen §,T und || in Kapitel 3 zielen auf zwei spezielle Jacobi-

dhnliche Blockverfahren ab, die in § 4.1 formuliert werden.

In § 4.1 beweisen wir dann nach einer kurzen algorithmischen Be-
schreibung dieser beiden Verfahren deren asymptotisch quadratische
Konvergenz gegen Murnaghan-Form bei zeilenzyklischer Pivotstrategie
(unter der Voraussetzung, daf die J-symmetrische Matrix keine mehr-
fachen Eigenwerte besitzt). Wir folgen dabei den Ideen von Veselit
([53]), der fiir seine Methoden eine grobe Beweisskizze der quadra-
tischen Konvergenz gab. Ahnliche Beweise fiihrte Wenzel ([56]) fiir
zwei reelle Jacobi-dhnliche Blockverfahren, die filir beliebige nicht-
normale Matrizen konzipiert sind und mit ihren orthogonalen Trans-
formationen den schiefsymmetrischen Teil der Matrix blockdiagonali-
sieren. Unsere Beweise erhalten hier eine neue Qualitdt, da die Ver-
fahren wahlweise den symmetrischen Teil der Matrix diagonalisieren
oder den schiefsymmetrischen blockdiagonalisieren. In § 4.2 folgen

dann noch einige Anmerkungen zum Problem der globalen Konvergenz un-



serer Methoden.

In Kapitel 5 haben wir die numerischen Resultate unserer Ver-
fahren zusammengestellt. Wir haben alle entwickelten Algorithmen als
ALGOL60O-Programme formuliert und auf der Rechenanlage IBM 3031 des
Rechenzentrums der Fernuniversitdt Hagen implementiert und ausge-
testet. Zundchst diskutieren wir die Ergebnisse unserer Verfahren in
einer internen Gegeniliberstellung und ziehen dann einen direkten Ver-
gleich mit dem komplexen Eberlein-Verfahren ([8],[10]) und dem Stan-
dard-QR-Algorithmus ([13],[31],[40]). Alsdann resiimieren wir die Er-
gebnisse einer wichtigen Anwendung unserer Verfahren als Unterproze-
dur in einem Prozess der sogenannten Simultanen Iteration, in
welchem sie auf blockdiagonaldominanten Matrizen arbeiten (man be-
achte, daB unsere Algorithmen wie alle Jacobi-&hnlichen Verfahren
auf solchen Matrizen besonders schnell sind). Zum Schluf analysieren
wir eine fiir die numerische Praxis typische Problemstellung, in der
unsere Verfahren sukzessive auf eine Klasse von parameterabhdngigen
Matrizen angewandt werden, die auch wiederum eine gewisse Blockdia-

gonaldominanz aufweisen.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. K. Veselié& fiir die An-
regung zu dieser Arbeit, fiir seine wertvollen Hinweise und Ratschldge
sowie seine nimmermiide Bereitschaft zu zahlreichen kritischen Dis-

kussionen.



1. GRUNDLAGEN

1.1 ALLGEMEINE BEZEICHNUNGEN UND DEFINITIONEN

In diesem Abschnitt wollen wir einige grundlegende Bezeichnungen

und Definitionen einfiihren, wobei eine gewisse Vertrautheit im Um-

gang mit Matrizen vorausgesetzt wird.

Definition 1.1.1:

Es sei n=2m, m € N, m = 2. Die reelle nxn-Matrix

A= (

a;5)4,4=1(1)n
sei blockgeteilt in 2x2-Untermatrizen
q8yi-1,24-1 22i-1,23
ij
82i,25-1 821,25

d.h. es gelte

A= (A ) .

i37i,3=1(1)m

Dann bezeichnen wir A als Blockmatrix der Dimension

(1.17.1)

(1.1.2)

(1.1.3)

Die Forderung, daf die Dimension n von A geradzahlig ist, stellt

keine wesentliche Einschrinkung dar, da jede Matrix

ungerader Dimen-

sion durch Anfiigen einer Nullzeile und -spalte zu einer Matrix gera-

der Dimension mit einem zusdtzlichen Eigenwert O erweitert werden

kann. AuBerdem sind im Hinblick auf die Theorie und Anwendung J-sym-

metrischer Matrizen nur gerade Dimensionen von praktischem Interesse

(vgl. § 1.3). Somit sei im folgenden die Dimension n der Blockmatrix

A stets implizit als geradzahlig vorausgesetzt.

Der Fall m = 1, der in der Definition ausgeschlossen ist, bedarf

keiner weiteren Beachtung, da die Eigenwerte einer 2x2-Matrix durch

Aufldsen einer einzigen gquadratischen Gleichung berechnet werden



k6nnen.

Definition 1.1.2:

p sei eine Blockmatrix der Dimension n = 2m. Dann heiBt

m
D = diag(A, sA,,reeesA ) P »,; (1.1.4)

i=1
die Blockdiagonale von A und die 4x4-Untermatrix

; Pop Ppq
A

pg

I\
-
IA
‘g
A
Q
IN

8

(1.1.5)

A A
ap qq

die (p,q)-Restriktion von J. Der 2x2-Block qu wird als Pivotblock

bezeichnet.

Definition 1.1.3: ,
Fiir die Blockmatrix A (1.1.3) seien AT und A~ durch

A" = (A1) e (e T 3 (AT (1.1.6)
- - 1 T
A= (Aij)i,j=1(1)m -2 (A-A™) (1.1.7)

definiert. Dann heift AY der symmetrische Teil von A und A~ der

schiefsymmetrische Teil von A.
Y

Definition 1.1.4:

A sei eine reelle qguadratische Matrix. Der Kommutator von A wird de-

finiert durch

ca) = ATa - aaT . (1.1.8)

Wir setzen fiir die Blockmatrix A (1.1.3)

C= () =

ij7i,3=1()m = C(p) . (1.1.9)

€i30i,5=1(1)n

Den Kommutator der (p,g)-Restriktion von J schreiben wir als



~ pp pa
CA_) = y 1<Sp<gs<m (1.1.10)
joef . .
C
gp qg
mit
. C2i-1,29-1 S2i-1,27
cij = , i,3 € {p,q} (1.1.11)
€2i,25-1 €2i,25
und den Kommutator des Diagonalblocks App als
Cop-1,2p-1 S2p-1,2p
c(Aa = 1 < < m. 1.1.12
( pp) s A ' P ( )
czp,Zp-l c2p:29

Definition 1.1.5:

Es sei

R = (R,)) = (

ij’"i,j=1(1)m (1.1.13)

Ti5)i,5=1(1)n

eine reelle Blockmatrix der Dimension n = 2m, und es gelte
1 <p <g =<m. Wenn R sich nur in der Untermatrix qu von der Ein-

heitsmatrix unterscheidet, d.h. wenn
R..=I5686..,1i,3=11m, {i,3} n {p,g}l = ¢ (1.1.14)

gilt, so bezeichnen wir R als elementare Matrix. Eine Bhnlichkeits-

transformation mit einer elementaren Matrix R heiBt R-Transformation.

Definition 1.1.6:

Flir 1 € i £ n ist
i
(i) . v
vV = diag(1,...,1,-1,1,...,1), (1.1.15)

und fiir 1 < i,j < n ist



«p
“« ).

i 0] 1
plir3) ) (1.1.16)

3 1 0

Bemerkung 1.1.7:

Wir bezeichnen mit

[ die Euklidische Norm,

die Spektral-Norm,

|| .|[1 die Spaltensummen-Norm,
I die Zeilensummen-Norm,
. ]M die Maximum-Norm

fiir beliebige reelle Rechtecksmatrizen (vgl. [57]).

Definition 1.1.8:

/A sei eine reelle Blockmatrix der Dimension n = 2m. Die Abweichung
von der Blockdiagonalgestalt S(fp\) ist definiert durch

m

s2(p) = E I Ain2 . (1.1.17)

i#j

Definition 1.1.9:

A sei eine reelle Blockmatrix der Dimension n = 2m. Es seien Ai,

éi), i=1(1)m, k = 1,2 die Ei-

genwerte der Diagonalbldcke Aii' und es gelte 1 £ p < g < m. Dann

i = 1(1)n die Eigenwerte von A und u
ist
& = 6(A) =min {[A;-A,] | 1 1<3<nl, (1.1.18)

6 (A) = min {[uP-u | K1 € 01,23, 1 1< sm), (1.1.19)



5ép,q>(A) = min {Iuépt-u{q)l | x,1 € {1,2} 1}, (1.1.20)

(prq) :

d = min {la -a -

(A) 1 8)0-1,2p-1 2q-1,2q—1| '|a2p—1,2p—1 a2q,2q|'
| }

|/ ]a

a
l 2p.2p a2q—1,2q—1

+ | |a

-a
2p.,2p 29,29

2p-1,2p | = 13g-1,2q | | - (1.1.21)

Man beachte, das8 & = &(A) invariant unter Ahnlichkeitstransformatio-

nen ist, wdhrend dies nicht notwendig fir 6D(A), 6D

d(PrQ) (A) gllt.

Definition 1.1.10:

Eine reelle Matrix M ist in Murnaghan-Form, wenn sie sich als direk-
te Summe von Matrizen der Form (A) fiir jeden reellen Eigenwert A und
2x2-Blocken der Form

Re A Im A

(1.1.22)
-Im A Re A

fiir jedes Paar konjugiert komplexer Eigenwerte (A,X) darstellen 14Bt.
M heiBt Murnaghan—-Form einer Matrix A, wenn es eine reguldre Matrix
R gibt, so daB M = R-lAR Murnaghan-Form besitzt (s.[36]).

Das Ende eines Beweises werden wir im folgenden mit dem Symbol .

am rechten Rand kennzeichnen.
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1.2 JACOBI-AHNLICHE VERFAHREN

Zum besseren Verstadndnis unserer Algorithmen geben wir in diesem
Paragrarhen einen kurzen Uberblick i{iber die gebrduchlichsten Jacobi-
dhnlichen Verfahren, erldutern ihre Wirkensweise und skizzieren den

aktuellen Stand ihrer Konvergenzbeweise.

Unter dem Sammelbegriff Jacobi-dhnliche Verfahren verstehen wir
Verallgsmeinerungen des klassischen Jacobi-Verfahrens ({28]) wvon
1846. Dieses Verfahren zur Berechnung der Eigenwerte einer reellen
symmetrischen Matrix erzeugt eine Folge von Matrizen AO=A,A1,A2,...
mit Hilfe orthogonaler Ahnlichkeitstransformationen. Jede Transfor-
mationsmatrix R ist dabei eine Ebenenrotation, d.h. eine Matrix, die

nur in den Komponenten

r r CcCOs X -sin x
pp jofef - , X € R (1.2.1)
r sin x cOs X

von der Einheitsmatrix abweicht, wobei der Winkel x in jedem Schritt
so gewdhlt wird, daB die Summe der Quadrate der AuBerdiagonalelemente
von Ak durch Eliminieren des Pivotelementes apq minimiert wird. Die

Matrizenfolge (Ak) konvergiert dann gegen eine Diagonalmatrix mit den

Eigenwerten von A auf der Diagonalen.

Wegen des hohen Rechenaufwandes erwies sich das Jacobi-Verfahren
fiir lange Zeit als unpraktikabel. Erst durch den verstdrkten Einsatz
elektronischer Rechenautomaten in den fiinfziger Jahren dieses Jahr-
hunderts wurde es fiir die Numerik wieder interessant. Nach seiner
Wiederentdeckung durch Gregory ([17]) im Jahre 1953 wurde das Ver-
fahren aus Effektivitédtsgriinden nach der sogenannten zyklischen Pi-
votstrategie angewandt. Bei dieser Strategie werden die Pivotelemen-
te zur Rotation in einer bestimmten zyklischen Folge und nicht, wie
im klassischen Verfahren, der Betragsgr6B8e nach (optimale Pivotstra-
tegie) gewdhlt. Diese Anwendungen erwiesen sich als sehr effizient,
jedoch muBten die Konvergenzbeweise "nachgeliefert" werden. Die glo-
bale Konvergenz der Methode unter zeilenzyklischer Pivotstrategie

wurde ven Forsythe und Henrici ([12],1960) nachgewiesen, und Henrici



({24],1958), Schénhage ([46],1961,(47],1964) und Wilkinson ([58],
1962) bewiesen die asymptotisch guadratische Konvergenz bei allge-

meiner zyklischer Pivotstrategie.

Der Jacobischen Idee folgend entwickelte Paardekooper ([39],1971)
ein Verfahren zur Berechnung der Eigenwerte einer reellen schief-
symmetrischen Matrix. In diesem Verfahren wird in jedem Schritt ein
2x2-Pivotblock durch vier nacheinander ausgefiihrte Rotationen wvom
Typ (1.2.1) eliminiert, und die Matrizenfolge konvergiert dann gegen
die Murnaghan-Form der Ausgangsmatrix. Paardekooper bewies die glo-
bale Konvergenz der Methode unter optimaler Pivotstrategie, und Hari
([22],1982) erweiterte den Beweis auf gewisse zeilen- und spaltenop-
timale Pivotstrategien. Hari zeigte dabei auch die Probleme eines
Beweises der globalen Konvergenz unter zyklischer Pivotstrategie
auf. Die asymptotisch quadratische Konvergenz des Verfahrens unter
allgemeiner zyklischer Pivotstrategie wurde wiederum von Hari ([20],

[21],1982) nachgewiesen.

Zur Konstruktion Jacobi-d@hnlicher Verfahren fiir nicht-normale
Matrizen werden Ahnlichkeitstransformationen bendtigt, welche die
Euklidische Norm der Matrix reduzieren, denn nach dem Satz von Schur
(s.[59]) gilt fiir die Eigenwerte kl,...,kn einer Matrix A

n

1 2 2
I ajl* 2 E R (1.2.2)

i=1

und Gleichheit tritt in (1.2.2) genau dann auf, wenn A normal ist.
Da nun die Euklidische Norm unter unit&dren Ahnlichkeitstransforma-
tionen invariant bleibt, ist es nicht m&glich, mittels solcher
Transformationen eine nicht-normale Matrix zu diagonalisieren. Eber-
lein ([8]) fiihrte daher nicht-unitdre Scherungsmatrizen R ein, d.h.

Matrizen, die sich nur in den Komponenten

r r cosh x -i eiy sinh x
= -iy r XY € IR (1.2.3)
r r ie sinh x cosh x

von der Einheitsmatrix unterscheiden, und Voevodin ([54]) definier-
te nicht-unitidre Matrizen R, die lediglich in einer Komponente von

I abweichen:



pPp P4 = , X € IR. (1.2.4)

Die Grundidee der sogenannten normreduzierenden Verfahren ist nun
die, in jedem Schritt die Euklidische Norm der Matrix zu reduzieren,

d.h. mittels nicht-unitdrer Ahnlichkeitstransformationen eine Folge

AO=A,A1,A2,... zu konstruieren, so daB
Il
. 2 2
gl s a l o i a2 = D N (1.2.5)
l:

gilt. Das theoretische Fundament zu diesem Vorgehen liefert der Satz
von Mirsky ([34]):

Tl
inf  [[rR7'AR |2 = D> (A ]? . (1.2.6)
R reguléar i=1

Dabei wird das Infimum in (1.2.6) genau dann angenommen, wenn A dia-
gonalisierbar ist, d.h. genau dann, wenn eine nicht-singul&dre Matrix
R existiert, so daBs R_IAR normal ist. Eine normale Matrix ist nun
wiederum unitdr (orthogonal) &dhnlich zu einer Matrix in Diagonalform
(Murnaghan-Form) (s.[59],[38]). Aus diesem Grund kombinieren die
normreduzierenden Verfahren einen normreduzierenden und einen diago-

nalisierenden Prozess in dem Sinne, daf in jedem Iterationsschritt

Ak+1 = Tk Sk Ak Sk Tk v k=0,1,...
eine nicht~unitédre Matrix Sk bestimmt wird, so daf (Ak) gegen Norma-
litdt konvergiert (vgl.[38]), und eine unitdre bzw. orthogonale
Matrix Tk gewdhlt wird, die eine normale Matrix diagonalisiert bzw.

in Murnaghan-Form iUberfihrt.

Die wichtigsten Verfahren dieser Klasse sind das sogenannte reelle
Eberlein~-Verfahren ([9],1968) und das sogenannte komplexe Eberlein-
Verfahren ([10],1970). Das erstere arbeitet mit reellen Scherungen
(siehe (1.2.3) mit y = g) und orthogonalen Rotationen (1.2.1) zur
Annullierung des Pivotelements des symmetrischen Teils der Matrix.
Hari ([19],1982) bewies die globale Konvergenz der Methode bei zei-

len- und spaltenzyklischer Pivotstrategie, wobei die Konvergenz so



zu verstehen ist, daB die Folge (Ak) gegen Normalitdt konvergiert und
der symmetrische Teil von (Ak) gegen eine Diagonalmatrix strebt. Im
Falle getrennter Eigenwerte konvergiert dann (Ak) gegen die Murna-
ghan~-Form von A. Jedoch ist diese Methode nicht notwendig quadratisch

konvergent, sobald nicht-reelle Eigenwerte auftreten.

Hari ([18],1976) schlug eine Modifikation des reellen Eberlein-
Verfahrens vor, in der statt des symmetrischen Teils der schiefsym-
metrische Teil der Matrix (block-) diagonalisiert wird. Dies ge-
schieht nach der Strategie von Paardekooper ([39]) mittels vier or-
thogonaler Rotationen (1.2.1), und Hari zeigte, daB dieses Verfahren
unter optimaler Pivotstrategie global konvergiert, d4.h. die Folge
(Ak) strebt gegen Normalit&t und der schiefsymmetrische Teil von
(Ak) konvergiert gegen eine Matrix in Murnaghan-Form. Im Falle ge-
trennter Eigenwerte konvergiert (Ak) gegen die Murnaghan-Form von A.
Der Beweis der globalen Konvergenz unter zyklischer Strategie steht
noch aus, und analog zu der reellen Eberlein-Methode ist auch die-

ses Verfahren nicht notwendig guadratisch konvergent.

Das komplexe Eberlein-Verfahren ist fiir beliebige nicht-normale
komplexe Matrizen konzipiert. Es benutzt komplexe Scherungen (1.2.3)
zur Normreduzierung und komplexe Rotationen (d.h. komplexe Verallge-
meinerungen von (1.2.1)) zur wahlweisen Annullierung des Pivotele-
ments des hermiteschen oder schiefhermiteschen Teils der Matrix. Die
Matrizenfclge (Ak) konvergiert hier gegen eine komplexe Diagonal-
matrix mit den Eigenwerten auf der Diagonalen, und die Konvergenz
erweist sich als asymptotisch quadratisch, jedoch konnten bislang
selbst unter optimaler Pivotstrategie keine entsprechenden Beweise
gefiihrt werden. In der numerischen Praxis wird dieses Verfahren auf-
grund seiner schnellen Konvergenz hidufig angewandt, es hat aber
durch die komplexe Arithmetik gegeniiber den reellen Algorithmen den
Nachteil des doppelten Speicherplatzbedarfs und des zumindest zwei-

fachen Aufwandes fiir die arithmetischen Operationen.

Um nun ein reelles quadratisch konvergentes Jacobi-dhnliches Ver-
fahren fiir nicht-normale Matrizen zu konstruieren, bedarf es einer
Blockteilung der Matrix in 2x2-Bldcke und einer entsprechenden 4x4-
Verallgemeinerung der Transformationen (1.2.1),(1.2.3) und (1.2.4).
Veseli¢& ([50],[51]) fiihrte elementare Transformationsmatrizen dieses

Typs ein und formulierte ein solches Blockverfahren fiir beliebige

S
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reelle Matrizen ([50],[52],1979). Dieses Verfahren kombiniert ortho-
gonale Rotationen vom Paardekooperschen Typ zur Blockdiagonalisie-
rung des schiefsymmetrischen Teils der Matrix (vgl.[39]) mit norm-
reduzierenden Transformationen, die mit Hilfe der vierparametrigen

Blockverallgemeinerung von (1.2.4)

I X X b ¢
, X = 112 (1.2.7)

O I X, X,q
ausgefitihrt werden. Wenzel ([56],1983) bewies die globale Konvergen:z
der Methode (im Sinne der Konvergenz des Verfahrens [18]) unter opti-
maler Pivotstrategie und die asymptotisch quadratische Konvergenz
unter zeilenzyklischer Pivotstrategie, jedoch ist das Problem der

globalen Konvergenz unter zyklischer Strategie noch offen.

Viele der zitierten Algorithmen lassen sich nun flir J-symmetrische
Eigenwertprobleme so modifizieren, daB die Ehnlichkeitstransformati-
onen J-orthogonal ausgefiihrt werden und somit die J-Symmetrie erhal-
ten bleibt. Da J-symmetrische Matrizen in der Regel nicht-normal
sind (vgl. § 1.3), miissen diese modifizierten Verfahren normreduzie-
rend sein. Die theoretische Grundiage hierzu ist durch den Satz 1.3.4
im ndchsten Paragraphen gegeben, der eine zu (1.2.6) analoge Aussage

fiir J-symmetrische Matrizen darstellt.

VeseliC ([49],1976) konstruierte zwei Algorithmen dieses Typs fir
Matrizen, die J-symmetrisch beziglich J = (g _?) sind. Diese sind
im wesentlichen Modifikationen des reellen Eberlein-Verfahrens ([9])
und des Verfahrens von Hari ([18]). Veselit bewies die globale Kon-
vergenz beider Methoden unter optimaler Pivotstrategie, und Hari
([191,[231,1982) erweiterte die globale Konvergenz des erstgenannten
Verfahrens auf den Fall zeilen- bzw. spaltenzyklischer Pivotstrate-
gie. Jedoch sind diese Verfahren (wie die urspriinglichen Methoden)
nicht notwendig quadratisch konvergent, wenn nicht-reelle Eigenwerte

auftreten.

Auch fiir J-symmetrische Matrizen muf man nun eine 2x2-Blockparti-
tion vornehmen, um reelle Jacobi-dhnliche Verfahren zu formulieren,

die eine asymptotisch quadratische Konvergenz erm&glichen. Dabei er-




weisen sich die Transformationen (1.2.7) fir diesen Zweck als unge-
eignet, da sie die J-Symmetrie zerstdren. VeseliC ([53],1983) kon-
struierte mit Hilfe von zweiparametrigen Verallgemeinerungen der
reellen hyperbolischen Transformationen (1.2.3) zwei normreduzie-
rende Blockverfahren fiir Matrizen, die J-symmetrisch beziiglich

J = (é _g) sind. In diesen Verfahren wird im orthogonalen Teil
mittels zwei Rotationen (1.2.1) wahlweise der 2x2-Pivotblock des
symmetrischen oder des schiefsymmetrischen Teils der Matrix elimi-
niert. In den folgenden Kapiteln modifizieren wir nun diese Ver-

fahren, indem wir sie filir eine J-Symmetrie beziiglich
J = diag(11_1ro--I1l-1)
formulieren und einige kleinere algorithmische Ver&nderungen vor-

nehmen, und fiihren dann fiir diese Modifikationen die Konvergenzun-
tersuchungen durch.



- 12 -

1.3 J-SYMMETRISCHE MATRIZEN

In diesem Paragraphen wollen wir eine kurze Einfilhrung in die
Theorie der J-symmetrischen Matrizen geben und einige wichtige An-

wendungen in physikalisch~technischen Problemstellungen aufzeigen.

Definition 1.3.1:

A sei eine reelle quadratische Matrix, und J sei eine reelle ortho-
gonale Matrix gleicher Dimension. A heiBt J-symmetrisch, wenn gilt

AT = JAJ . (1.3.1)

Wie man sich leicht iiberlegt, ist die Bedingung (1.3.1) gleichbe-
deutend damit, daB die Matrix JA symmetrisch ist. Die gebrduchlich-

sten Formen von J sind

I o0
J1 = (Vg1°[49]l[53])l
o -I
J, = diag(1,=1,...,1,=1) (vgl.[511,[27]),
() 1
J. = - (vgl.[14]).

w0

Die Betrachtung J-symmetrischer Matrizen ist nun keineswegs nur
von theoretischem Interesse, da viele verallgemeinerte Eigenwertpro-
bleme mit symmetrischen Matrizen auf gewbhnliche Eigenwertprobleme
mit J-symmetrischen Matrizen zurilickgefiihrt werden kdnnen. Wichtige
Anwendungen ergeben sich beispielsweise aus der Untersuchung linearer
mechanischer Systeme. So flihrt die Berechnung der Frequenzen ge-

dampfter Schwingungen auf ein quadratisches Eigenwertproblem der Form
(A’M + AD + K) x = 0 (1.3.2)

mit symmetrischen positiv definiten Matrizen M,D,K. In der Regel be-

sitzen diese Matrizen eine Bandstruktur, wobei M und D in vielen F&dl-



len sogar Diagonalgestalt haben. *)

Das quadratische Eigenwertproblem wird dann linearisiert. Mit dem
Ansatz (vgl.{3],[53])

1 AX 0 M M 0]
u=ilz= r S = T = (1.3.3)

M D 0O =K
erhdlt man zundchst ein symmetrisches lineares Eigenwertproblem
Sz = uTz (1.3.4)

doppelter Dimension. Da M und K als positiv definit vorausgesetzt

sind, existiert eine Zerlegqung

T = CJ1C ’

wobei diese beispielsweise mit dem gewdhnlichen Cholesky-Verfahren
(s.[59]) auf stabile Weise durchgefiihrt werden kann. Das Problem

(1.3.4) ist dann &quivalent zu

Ay = uy (1.3.5)
mit

A = ch’ls(cT)'l, y =CcTz . (1.3.6)

Die Matrix A ist hier J-symmetrisch beziiglich Jl' d.h. von der Form
A = ’ (1.3.7)

wobei die Blockpartition wie in (1.3.3) ist und F und H symmetrisch
sind. Die J-Symmetrie beziiglich J1 entspricht damit, grob gesagt,

einer Symmetrie bis auf das Vorzeichen.

*) Der interessierte Leser sei hier beziiglich der Struktur der Matrizen auf [35],
[55] verwiesen, die algebraischen Eigenschaften des Problems (1.3.2) werden
ausfiihrlich in [29] diskutiert.



Man beachte, daB8 die Eigenwerte B des Problems (1.3.5) reziprok
zu den Eigenwerten Ai des urspriinglichen Problems (1.3.2) sind. Eine
andere Art der Linearisierung transformiert das quadratische Eigen-

wertproblem auf ein J-symmetrisches Problem der Form

(vgl.[53],{26]). Sei dazu M = MlMT die Cholesky-Zerlegung von M
(diese existiert, da M positiv definit ist). Mit
v a1 T, -1
D' = M1 D(M1)

, K' = lex(mffl , z = MT;< (1.3.8)

ist (1.3.2) &dquivalent zu
(A’ + AD' + K') z = O .

Die Matrix K' ist hier wieder positiv definit, also existiert auch

die Cholesky-Zerlegung K' = LLT. Der Ansatz

_ 7T -
y1 = Lz, y2 AZ

fihrt dann auf ein gewthnliches Eigenwertproblem der Form

O LT Y, Y,
= A ’ (1.3.9)
;L D Yy Yy

wobei die Matrix wieder J-symmetrisch beziliglich J1 ist.

Es sei hier am Rande vermerkt, daB8 gewdhnlich die Bandstruktur
der Matrizen M,D,K durch die Linearisierung zerstdrt wird. So sind
die Matrizen C! in (1.3.6) und M;1 in (1.3.8) in der Regel voll be-
setzt. Wenn jedoch M eine Diagonalmatrix ist, so behalten bei der
zweiten Linearisierung D' und K' weiterhin ihre Bandstruktur, und

diese iibertrdgt sich auf die Matrix (1.3.9).

Wie man sich leicht {iberlegt, 1&d8t sich nun jede reelle gquadra-

tische Matrix A der Dimension n = 2m, die J-symmetrisch beziiglich J1



ist, mit Hilfe der gleichzeitig auf Zeilen und Spalten angewandten

Permutation
(1,2,..., m, m+1,m+2,...,2m>
1,3,--.,21’[1—1, 2, 4, ...,2m
in eine Matrix, die J-symmetrisch bezliglich J2 ist, transformieren.
Da diese Permutation eine Ahnlichkeitstransformation darstellt, blei-

ben die Eigenwerte dabei invariant. Die Symmetrieeigenschaften einer

solchen Matrix lassen sich dann durch die "Schachbrett"-Struktur

P4+ 0+ 01+
+ v+ 1+ 1
I+ 1+ 1 +
+ L4+ 1+
4+ 0+ 1+
+ 1+ 1 + 1

illustrieren, wobei die "+"-Positionen den symmetrischen Teil und die
"-"-Positionen den schiefsymmetrischen Teil von A darstellen, d.h. es
gilt

 (_qyit] L
aij (-1) aji, i,j 1(1)n.
Die J-symmetrische Darstellung beziliglich J2 weist, wie wir spdter
sehen werden, einige Vorteile hinsichtlich der rechentechnischen
Transparenz auf. Daher wollen wir im folgenden unter J-Symmetrie
stets J-Symmetrie beziliglich J2 verstehen, es sei denn, es wird aus-

driicklich eine andere J-Symmetrie definiert.

Trotz der formalen Symmetrieeigenschaft (1.3.1) besitzen J-symme-
trische Matrizen einige "unschdne" Attribute. So sind die Eigenwerte
nicht notwendig reell, und die Matrizen selbst sind nicht notwendig
normal und k&nnen defektiv sein. Jedoch bedarf es auch hier wie im
Fall symmetrischer Matrizen keiner gesonderten Berechnung der Links-
eigenvektoren. Wie man leicht verifiziert, berechnet sich zu einem

Rechtseigenvektor x der zugehdrige Linkseigenvektor als y = Jx. *)

*) Der interessierte Leser sei hinsichtlich einer ausfiihrlichen Einfihrung in die
Theorie der J-symmetrischen Matrizen auf [30] und [14] verwiesen.



Um nun die J-Symmetrie einer Matrix unter einer Ahnlichkeitstrans-
formation zu erhalten, bendtigt man geeignete Transformationsmatrizen.

Dies fiihrt zu der

Definition 1.3.2:

Eine reelle quadratische Matrix R heiBt J-orthogonal, wenn gilt

RTJR = J . (1.3.10)

Wie man sofort sieht, ist eine J-orthogonale Matrix R nicht-sin-
guldr, und die Inverse berechnet sich als

rR™! = grT5 . (1.3.11)

Damit ist klar, daB eine J-orthogonale BAhnlichkeitstransformation
A' = R™!aR (1.3.12)

die J-Symmetrie von A erh&lt. Hier liegt nun die numerische Attrak-
tivitdt der J-Symmetrie begriindet: Ein Verfahren zur Berechnung der
Eigenwerte von A, welches auf J-orthogonalen Ahnlichkeitstransfor-
mationen basiert, reduziert den Speicherplatzbedarf und die Rechen-
zeit auf fast die H&lfte. Beispielsweise kdnnen die Rechnungen aus-
schlieflich auf dem rechtsoberen Dreieck von A ausgefiihrt werden.
Zudem bedarf es wegen (1.3.11) keiner expliziten Berechnung der lin-
ken Transformationsmatrix R_1 in (1.3.12), und die Kondition von R

kann fiir jede Matrixnorm durch
K(R) = |IR| IR7 ] < |lall® (IR]] [[RT] (1.3.13)

abgeschdtzt werden.

Das Ziel des genannten Verfahrens wird es nun sein, die J-symme-
trische Matrix A iterativ auf eine Gestalt zu bringen, aus der die
Eigenwerte ohne viel Miihe berechnet werden kdnnen {(man bedenke, daB
beispielsweise die Murnaghan-Form von A wieder J-symmetrisch ist).
Wir formulieren daher im folgenden zwei wichtige Sdtze, die die

theoretische Grundlage unserer numerischen Verfahren aus § 4.1 bilden.



Satz 1.3.3:

A sei eine reelle J-symmetrische Matrix der Dimension n. Falls die

Eigenwerte von A nicht-defektiv sind, so existiert eine reelle

J-orthogonale Ahnlichkeitstransformation von A auf Murnaghan-Form.

Der Beweis dieses Satzes wurde in [26,Theorem 2.2.11] unter der
Voraussetzung getrennter Eigenwerte gefiihrt. Er {ibertrdgt sich sinn-

gemdB auf den Fall nicht-defektiver Eigenwerte.

Satz 1.3.4:
A sei eine reelle J-symmetrische Matrix der Dimension n, und Ai,
i = 1(1)n seien die Eigenwerte von A (die Vielfachheiten mitgezdhlt).
Dann gilt
n
inf | r7!ar ||? = Z Nk : (1.3.14)

R reell,J-orthogonal i=1
Die Aussage dieses Satzes stellt ein J-symmetrisches Analogon zu
dem allgemeineren Resultat von Mirsky ([34],vgl.(1.2.6)) dar. Der Be-
weis stilitzt sich wesentlich auf einen Satz von Gohberg, Lancaster

und Rodman ([14]).

Beweis:

Aus [34] ergibt sich zun&chst

I
inf IIR"!aR ||? = inf ||R7'ar||? = E [Ailz. (1.3.15)
R reell,J-orthogonal R reguldr i1

Alsdann existiert nach [14,Theorem 5.3] eine reelle invertierbare

Matrix S mit

s''as = n, sTys =73, (1.3.16)
wobei
N = N1 ® ... & Nr -] Nr+1 ® ... ©® Nr+s
die reelle Jordansche Normalform von A ist, d.h. N1""'Nr sind vom
Typ
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.-:'1 ’ A. e ]R (1-3017)
0 .
und Nr+1""'Nr+s vom Typ
o tT}f1 O
-1 O}jjo 1 ()
3. , 0,T € R. (1.3.18)

Weiter ist die Matrix J definiert durch

~ ~ ~

J = lel ® ... & orJr ® Jr+1 e ... & Jr+s, Py € {+1,-1},
wobei die Sk' k = 1(1)r+s vom Typ J3 sind und dieselbe Dimension
wie die Nk besitzen (es sind nach [14] auch die Vorzeichen der Py

eindeutig bestimmt, dies ist jedoch fiir unseren Beweis unerheblich).

Wie man sich leicht iliberlegt, sind die Jordanbl&cke N, J-symme-
trisch bezliglich Sk‘ Damit ist dann die gesamte Matrix N J-symmetrisch
beziiglich J.

Mit Hilfe dieser Aussagen beweisen wir nun die folgende Zwischen-

behauptung:
n
_inf |7 int |12 = E A ]2 . (1.3.19)
T reell,J-orthogonal io1 *
Zunichst gilt wieder wie in (1.3.15)
n
_inf |t inT (| 2 E A, |2 . (1.3.20)
T reell,J-orthogonal i=1 1

Wir definieren dann die Diagonalmatrizen

(2t) 1 =2 -t)

. t 2 -
o} = diag(w ;.. s, O ;0,0 S0 T ,0 '
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2t+ . t 2 -1 -2 -t
Q( £+ diag(w reee, 0 ,0,17,0 ,0 T,..0,0 ),
4t . t t -1 - -t -t
Q( ) = diag(W ;O e r®W, 0@ SO je.e, O S0 )y
4t+2 . t t -1 -1 -t -t
Q( ) = diag(w ;0 see-,0,0,1,1,0 " ,0 ,.00,0 L0 )

mit t € N, w € R, w > 0. Der Index j bestimmt dabei die Dimension
von Q(j), und wir ordnen Q(zt)
(1.3.17) und Q{4%),g(4t+2)

Somit existiert zu jedem Jordanblock Nk eine Matrix

,Q(2t+1) den Jordanbldcken vom Typ
den Jordanblbcken vom Typ (1.3.18) zu.

Q0 € {Q(Zt)’ (2t+1)’ (4t)' (4t+2)}'

X Q

Q Q k =1(1)r+s,
und man weist leicht nach, daB diese J-orthogonal beziliglich Sk ist.
Hieraus folgt dann sofort, daB

Q=Q, & ... @& Qr @ Qr+1 ® ... & Q

1 r+s
J-orthogonal beziiglich J ist.

Alsdann betrachten wir die Matrix Q_lNQ. Diese Matrix ist eine

direkte Summe von Bldcken der Art

. 2
bzw. VO
- 1
o) Y 0 R
A
und
o Tfjo?
-t o w '
-1 . -1 0
o Tljw O () U (€ 0]
-1 oljo Q@1
. o Ttjjw™*0
-t @2
! . w 'O
: w10 . (¢ w !
w—1‘ . . ) -
. w ' 0
o T -3
0w
0 o 0]
O T
-T O
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Damit gilt
I
2 -2 -4
E \Ai[ + 1w+ 10, 1,1, €EN.

i=1

2
1

Il o™ Ing

Nun ist Q = Q(w) eine (matrixwertige) Funktion von w, und es folgt

_inf I Nt |2 < inf || Q) " 'NQ(@) ||?

T reell,J-orthogonal Q(w)
< 1lim || Q(w) ~INQ(w) |2

w—)m

Zi: N

i=1

gusammen mit (1.3.20) ergibt sich hieraus die Behauptung (1.3.19).

Wir zeigen als ndchstes, daB die Matrix J orthogonal &hnlich zu J
ist. Wie man sofort sieht, 1d8t sich jede Matrix vom Typ J3 durch

eine Ahnlichkeitstransformation mit

e g 1 -1
f%j 1-1 bzw. U, = f%j V2!

U, = 101, 2

1

(U1 bei gerader, U2 bei ungerader Dimension, die ilbrigen Komponenten
in Ul,U2 sind jeweils 0) auf die Gestalt diag(1,....1,-1,...,-1)
bringen. Da die Matrizen U1 und U2 eine direkte Summe von Jacobischen
Ebenenrotationen um 45° (und der Matrix (1) ) darstellen, sind sie
orthogonal (vgl.[59]). Somit existiert eine orthogonale Matrix U als
direkte Summe von Matrizen vom Typ Ul'Uz' so daB UTJU gleich einer
Diagonalmatrix mit Elementen +1,-1 ist. Die Signatur von J ist wegen
(1.3.16) gleich (g,g), daher besitzt UTSU nach dem Trdgheitssatz von
Sylvester (s.[62]) Je O Elemente +1 und -1. Mit Hilfe einer geeigne-

2
ten Permutationsmatrix P erhalten wir dann

pTutFup = g, (1.3.21)

und da P orthogonal ist (vgl.[59]), folgt hieraus die zweite Zwischen-

behauptung.



Aus (1.3.21) ergeben sich nun zwei wichtige Folgerungen. Aufgrund

von (1.3.16) erhdlt man zundchst mit V = UP
visTasv = g,

d.h. die Matrix SV ist J-orthogonal. Zum anderen existiert zu jeder
J-orthogonalen Matrix T eine J-orthogonale Matrix W = V-lTV (vgl.
[14,Proposition 2.3]). Damit gilt fiir eine beliebige J-orthogonale
Matrix T

| 77Nt || 2 Il 7" ls tasT || 2

H Vw-lv-ls-lAsvwv—l H 2

| wivis tasww ||? ,

wobei die letzte Gleichung aus der Orthogonalitdt von V folgt. Da
nun SV und W J-orthogonal sind, so folgt

|2

inf Il R™1aR < || T7inr || 2

R reell,J-orthogonal
und hieraus mit Hilfe von (1.3.19)

inf | R™!ar || 2 _inf Il o7 nt || 2
R reell,J-orthogonal T reell,J-orthogonal
n

= :E:: A 1%
i=1

Zusammen mit (1.3.15) ergibt sich dann die Behauptung des Satzes..

IA

Es soll hier nicht unerwdhnt bleiben, daB8 der Satz 1.3.4 auch mit
Hilfe der Konvergenzaussagen fiir die Verfahren von Veselic ([49])
bewiesen werden kann. Die nach diesen Verfahren konstruierten Ma-
trixfolgen Ak = R;1ARk, Rk reell und J-orthogonal beziliglich Jl’
konvergieren gegen Normalit#t (vgl.[49,Theorem 1 und Remark 4]), und

es folgt

n

| R ‘AR ||% ~ E Mk fiir k - = ,

i=1
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was wiederum (1.3.14) beweist.

Ferner sei hier noch angemerkt, daf mit Hilfe des Theorems von
Gohberg, Lancaster, Rodman ein alternativer Beweis des Satzes 1.3.3
gefithrt werden kann. Zudem ldB8t sich dieser Satz damit auf den de-
fektiven Fall erweitern. Es existiert dann eine reelle J-orthogonale
Ahnlichkeitstransformation auf eine allgemeine Blockdiagonalgestalt,
wobei die einzelnen Bldcke die Dimension der Jordanbldcke besitzen.
Jedoch ist diese Erweiterung filir unsere Anwendungen nicht interes-

sant.

Zum SchluB dieses Paragraphen wollen wir noch einen weiteren an-
genehmen Aspekt der J-Symmetrie aufzeigen. Wie man leicht nachweist,
hat der Kommutator einer J-symmetrischen Blockmatrix A der Dimen-

sion n = 2m die Darstellung (vgl.(1.1.9))

0] 0 .o 0 C

Ci1a

Ci2 1n
€,y 0Cyy O .o, O

C=cp) = . . (1.3.22)
c1n O c3n (0] . e cn_l'n (0]

mit
cij = -2 S aikajk' (1.3.23)
k=1
n2
Damit besitzt ( nur = von null verschiedene Elemente. Analog weist

die Matrix C(qu) (vgl.(1.1.10)) die Struktur

-~
~

° C2P‘1rZPA o c2p—1,2q
c2p-1,2p © c2p,2q—1 o

0 2t O a4 (1.3.24)
©2p-1,2q O C4-1,24 0

auf, wobei sich die zwei Elemente von Cpq als
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Cop-1,2q = 232p-1,2p-1 22p-1,2q9 ~ %32p-1,2p%2p,2q
+ 2 -
a2p—1,2q—1 a2q—1,2q 2a2p—1,2qa2q,2q !
- (1.3.25)
c = 2a a
2p,2q-1 2p-1,2p 22p-1,2q-1 T 325,202 2p,2g-1
- 2a a - 2a a
2p,29-1 "2g9-1,2g-1 2p,2q  2g9-1,2q
berechnen. Weiterhin gilt (vgl.(1.1.12))
o C2p-1,2p
c(a_ ) = 2 (1.3.26)
PP c o]
2p-1,2p
mit
Cop-1,2p = 23p-1,2p-1 22p-1,2p ~ 232p-1,2p%2p,2p ° (1.3.27)

Hieraus erhalten wir dann noch das folgende

Lemma 1.3.5:

A sei eine reelle J-symmetrische Blockmatrix der Dimension n = 2m.

Falls S(A) = 0 und || c(D)|| = 0 gilt, so besitzt A Murnaghan-Form.
Beweis:
aus || c(D) || = 0 folgt nach (1.3.26) und (1.3.27) sofort
3i-1,21 (@io1,2i-1 T 324,230 = 00 1= 1(Nm.
Wegen S(A) = 0 hat A damit Murnaghan-Form. .
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2, NORMREDUZIERENDE AHNLICHKEITSTRANSFORMATIONEN

Wie wir in § 1.3 gesehen haben, sind J-symmetrische Matrizen nicht
notwendig normal, und aus der Diskussion in § 1.2 wissen wir, dasB
Jacobi-dhnliche Verfahren fir J-symmetrische Matrizen aus normredu-

zierenden und diagonalisierenden Transformationen bestehen.

Flir Blockmatrizen ist es nun notwendig, sowohl eine Normreduzie-
rung der Gesamtmatrix A mit Pivotbldcken im auBerdiagonalen Teil von
A durchzufiihren als auch die Blockdiagonale [J zu normalisieren. Wir
untersuchen daher in § 2.1 zundchst Ahnlichkeitstransformationen zur
Normreduzierung auf der Blockdiagonalen und diskutieren dann in § 2.2
die Eigenschaften von Ahnlichkeitstransformationen zur Normreduzie-

rung an AuBerdiagonalblécken.
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2.1 NORMREDUZIERUNG AUF DER BLOCKDIAGONALEN

A sei eine reelle J-symmetrische Blockmatrix der Dimension n = 2m,
und es gelte 1 < p < m, p fest. Die elementare Matrix § = S(x) ist

definiert durch

cosh x sinh x
S = , X € IR,

PP sinh x coshx (2.1.1)

Sij = Iéij fiir i,3 = 1(1)m, (i,3) * (p.,pP).
S ist damit im Gegensatz zu den anderen elementaren Matrizen, die
wir spiter untersuchen, nur in einem 2x2-Diagonalblock von der Ein-
heitsmatrix verschieden. Diese Matrix wurde erstmalig von Eberlein
([8]1) zur Normreduzierung beliebiger Matrizen benutzt. Uns dient sie
hier zur Normreduzierung auf den Diagonalbldcken. Wir nennen S die

elementare Eberlein-Matrizx.

Mit Hilfe der bekannten Eigenschaften hyperbolischer Funktionen

verifiziert man leicht die folgenden Aussagen:

S ist J-orthogonal und damit nicht-singuldr. Fir x # O ist S nicht-

orthogonal. Es gilt

So) =1, Sx+y) = Sx) S(y),

-1 - (2.1.2)
Sx) = S(-x), Sx)" =S.
Es sei fiir festes x € IR
A' = Sx)TIAS(x) . (2.1.3)

Dann ist AA' aufgrund der J-Orthogonalitdt von S wieder J-symmetrisch.
Die Ahnlichkeitstransformation verdndert nur die p-te Blockzeile und
-spalte von A\, die restlichen Matrixbldcke bleiben invariant unter
(2.1.3). Die p-te Blockzeile berechnet sich dabei als




Api Spp(—X)Api, i=11)m, 1 # p,

(2.1.4)

I

A S -x)A S X
pp pp( ) pp pp( X

und die p-teBlockspalte ergibt sich aus der J-Symmetrie von A'. In

elementweiser Notation erhalten wir aus (2.1.4)

qp-1,i  22p-1,i T %2p,1 ®
, i=1(1)n, i # 2p-1,2p,
a2p,i - a2p,ic - a2p-1,is
(2.1.5)
a "= a c2 + 2a cs - a 82
2p-1,2p-1 2p-1,2p-1 2p-1,2p 2p,2p !
a ' = a 02 + (a - a )cs + a 52
2p-1,2p 2p-1,2p 2p-1,2p-1 2p.2p 2p-1,2p !
a ' = a c2 - 2a cs - a 52
2p,2p 2p,2p 2p-1,2p 2p-1,2p-1~ '
wobei wir ¢ = coshx, s = sinhx gesetzt haben.

In den folgenden Untersuchungen gilt es nun, den Parameter x fir

die S-Transformation geeignet zu wéahlen.
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2.1.1 EIGENSCHAFTEN DER NORMREDUZIERENDEN FUNKTIONEN £f(x) UND g(t)

Wir betrachten noch einmal die Ahnlichkeitstransformation S_IAS
(vgl.(2.1.3)). Es sei nun p fest, 1 < p £m und x € R beliebig.

Wir definieren dann

~

A = A(x) = S(x)’lAS(x), X € R. (2.1.6)

A ist somit bei vorgegebener Matrix A eine Funktion von x. Wir defi-

nieren weiter
£ = 3ULANZ - TAND, x e . (2.1.7)

Mit Hilfe von (2.1.5) und den Additionstheoremen fiir hyperbolische
Funktionen erhalten wir nach einer "Straightforward"-Rechnung die

folgende Darstellung von f:

f(x) = a(cosh 4x-1) + Bsinh4x + a(cosh 2x-1) + bsinh 2x (2.1.8)
mit
=1 2,1 - 2 a1 _
a=38 1,20 ¥ 8@p-1,2p-1 " 32p,2p " B=32 1,20 @p-1,2p-1 7 22p,2p""

n

n
a= 1- E (a 2 + a 2) b= -~ E a a (2.1.9)
2 2p-1,i 2p,i’’ 2p-1,i 2p,i

i*2p-1,2p i*2p-1,2p

(siehe [8],[451,[53]). Die Ableitungen von f berechnen sich als

£'(x) = 48 + 2b, £" (x) = 16a + 4a (2.1.10)
mit
a = a(x) = acosh4x + B sinh 4x,
g =8 = inh 4x + P cosh 4
B B(x) a sinh 4x B cos X, (2.1.11)
a = a(x) = acosh2x + bsinh 2x,
b = b(x) = asinh 2x + b cosh 2x,

o o -
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und es gilt das folgende Lemma, welches analog zu [53,Lemma 2.1] mit

Hilfe der Eigenschaften (2.1.2) bewiesen wird:

Lemma 2.1.71:

Es seien die Terme (2.1.9) als Funktionen von f\ aufgefaBt, d.h.es

gelte
a=a(f), B=8B(A), a=a(f), b=D>bA).
bann folgt
a=af), B=8M,3-= a(h), b = b(A), (2.1.12)

wobei A durch (2.1.6) gegeben ist.

~

Fiir die Kommutatormatrix ( C(pA) folgt hieraus mit (1.3.23),

(2.1.9) und (2.1.10) die Identitat

~

C2p-1,2p

= C2p—1,2p(x) = £'(x) . (2.1.13)

Unser Ziel ist es nun, durch die Khnlichkeitstransformation (2.1.3)

eine Normreduzierung der Matrix J| zu erreichen, d.h. es soll

LA < LAl

gelten. Da die Normabnahme mdglichst stark sein soll, sind wir daran
interessiert, einen Minimalpunkt der Funktion exakt oder zumindest
angendhert zu bestimmen, um anschlieBend mit diesem als Transforma-
tionsparameter die S-Transformation auszufiihren. Dabei beachte man,
daB wegen (2.1.13) bei exakter Bestimmung eines Minimalpunktes von f
das Kommutatorelement c2p—1,2p nach der Transformation verschwindet
(vgl. auch [42]).

Bevor wir nun die Minimumbestimmung n&dher untersuchen, wollen wir
einige interessante Eigenschaften der Funktion anfiihren, von deren
Richtigkeit man sich leicht iiberzeugt (vgl.[53],[37]):

f ist auf IR definiert, und fiir die Koeffizienten (2.1.9) gelten die
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Ungleichungen

1B} < a , Ib|] < a . (2.1.14)

Weiterhin ist f konvex und nach unten durch -a-a beschrédnkt. Ist
mindestens einer der Terme a,a echt grdBer als O, so ist f streng
konvex, und falls mindestens eine der Ungleichungen (2.1.14) streng
ist, so ist f gleichmdBfig konvex. Im letzteren Fall hat f ein eindeu-

tiges globales Minimum, und es gilt

lim f(x) = =
X>te

Der typische Funktionsverlauf sieht dann wegen £(0) = O folgender-

mafen aus:

r Y f (%)

Ist f nicht gleichmiBig konvex, aber streng konvex, so hat f als

Summe von Exponentialfunktionen die folgende typische Gestalt:

f(x)




A ————— et ——— s
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In diesem Fall besitzt f kein Minimum. Wir sprechen hier von einem
"Minimum in T = ". Der einzige Fall, in dem f konvex, aber nicht streng

konvex ist, ergibt sich als £ = O.

Es liegt nun die Vermutung nahe, daB bei einem "Minimum in % =
die Matrix ]\ defektive Eigenwerte besitzt. Wir untersuchen daher im
folgenden die F&dlle, in denen f streng konvex, aber nicht gleichmédBig
konvex ist, im Hinblick auf Vielfachheiten und Defektivitidten der

Eigenwerte von A.

Es gelte dazu o0.B.d.A. p = 1. Wir kdnnen uns auf die Fdlle

(i) B =a>0, b=a=0,
(ii) B = a = 0O, b=a>o, (2.1.15)
(iii) B = a > 0O, b=a>>o0

beschrinken, denn die i{ibrigen Konstellationen lassen sich durch eine
J-orthogonale Ehnlichkeitstransformation mit V(l) auf diese Fédlle
zuriickfiihren. Es ergibt sich jeweils, da8 f ein "Minimum in - =" be-
sitzt, und aus (2.1.9) erhalten wir nach einigen einfachen Rechnungen,

daf in allen drei Fdllen die Eigenwerte A von A mit den Eigenwer-

1,2
ten des 2x2-Blocks A11 identisch und diese jeweils reell und doppelt

sind, es gilt

a14%8;,

1,2 2

Im Fall (i) weist man leicht nach, daB sich das (1,2)-Element der
Resolvente (A - AI)”! von A als

242

2

(A A)

1,2

berechnet. Wegen # O besitzt die Resolvente damit in A einen

a
12 1,2
Pol der Ordnung 2, d.h. Al 2 ist hier ein defektiver Eigenwert (vgl.

[7,Theorem VII.18]).

In den F&dllen (ii) und (iii) k®nnen jedoch nicht-defektive Eigen-
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werte auftreten, wie die Beispiele

1 0 0 w
0O 1 0 -w
Alw) = 6 o 1 1 'wem'*1,2=1"‘3,4=1i1'
-0 -0 -1 1
(2.1.16)
T+ 0w 0
-0 1-w 0 -w
Alw) = 0o 0 2 o y w € R, A1,2 =1, A, =2, 2, =1-0

zeigen. Dabei beachte man, daB beide Matrizen fir w—>0O gegen Norma-
litdt konvergieren. Somit ist leider die obige Vermutung widerlegt,
und die Matrizen (2.1.16) zeigen eine weitere unschéne Eigenschaft
von f auf, denn selbst wenn die Matrix A fast-normal ist, kann fir f
ein "Minimum in ¥« " vorliegen.

Wir erhalten als Konsequenz aus den obigen Untersuchungen das

folgende

Lemma 2.1.2:

A habe getrennte Eigenwerte. Dann folgt

lim £(x) = = . (2.1.17)

Xt e

Man kénnte nun wiederum vermuten, daB bei guter Trennung der Ei-
genwerte das Minimum von f nicht allzu groB8 sein kann. Jedoch wird

a