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EINLEITUNG

In der angewandten Mathematik hat das algebraische Eigenwertpro-
blem

AX = AX

fiir die Klasse der sogenannten J-symmetrischen Matrizen in den letz-
ten Jahren stdndig an Bedeutung gewonnen. Formal ist eine J-symme-
trische Matrix A durch die Bedingung

aT = gag

definiert, wobei J als reelle orthogonale Matrix gegeben ist. Diese
Definition stellt eine Verallgemeinerung des iiblichen Symmetriebe-

griffs dar, und es ist klar, daB auch J-symmetrische Matrizen (ab-

hdngig von der speziellen Struktur der Matrix J) gewisse Symmetrie-
eigenschaften aufweisen, die sie wegen des reduzierten Speicher-

platzbedarfs fiir numerische Zwecke interessant werden lassen.

Der Ursprung der J-Symmetrie liegt nun in bestimmten praktischen
Anwendungen des mathematischen Matrizenkalkilils. Insbesondere k&nnen
verallgemeinerte Eigenwertprobleme, die aus physikalisch-technischen
Problemstellungen resultieren, auf J-symmetrische Eigenwertprobleme
zuriickgefiihrt werden. So reduziert sich beispielsweise das quadra-

tische Eigenwertproblem
(AM + AD + K) x = O

mit reellen symmetrischen positiv definiten Matrizen M,D und K,
welches sich in der Mechanik bei der Berechnung der Frequenzen ge-
dampfter Schwingungen ergibt, durch Linearisierung auf ein J-symme-
trisches gewShnliches Eigenwertproblem doppelter Dimension mit einer
Matrix J der Gestalt diag(i1,-1,...,1,-1).

BekanntermaBen haben sich zur LOsung des (allgemeinen) algebra-
ischen Eigenwertproblems in der numerischen Praxis zwei Klassen von

Iterationsverfahren durchgesetzt. Dies ist zum einen die Familie der



Jacobi-dhnlichen Verfahren, die auf der klassischen Jacobi-Methode
([28]) von 1846 zur Diagonalisierung reeller symmetrischer Matrizen
basieren und Variationen dieser Methode zur Blockdiagonalisierung
schiefsymmetrischer, beliebiger normaler und beliebiger nicht-normaler
Matrizen darstellen, und zum anderen die Familie der QR-Verfahren,
die durch Weiterentwicklung und Verallgemeinerung des QR-Algorithmus
von Francis ([131,1961) zur iterativen Transformation einer beliebi-
gen Matrix auf Quasidreiecksform entstanden sind. Natiirlich kOnnen
all diese Verfahren direkt auf das J-symmetrische Eigenwertproblem
angewandt werden, jedoch zerstdren die meisten von ihnen die J-Symme-
trie des Problems. Daher erscheint es sinnvoll, die Verfahren so zu
modifizieren, daB sie die J-Symmetrie w&hrend der Iteration erhalten.
Dies wird moglich, wenn die Ahnlichkeitstransformationen mit Hilfe
sogenannter J-orthogonaler Matrizen durchgefiihrt werden. Die nume-
rische Attraktivitdt solch modifizierter Algorithmen ist dann offen-
sichtlich, da sie im Vergleich zu den Originalverfahren nur fast die

Hilfte des Speicherplatzes und der Rechenzeit bendtigen.

Brebner, Grad ([5]) und Bunse-Gerstner ([6]) schlugen J-symme-
trische Varianten des QR-Verfahrens vor, und Veseli& ([49],[511,[27],
[53]) konstruierte mehrere Jacobi-dhnliche Verfahren fiir J-symme- ‘
trische Matrizen. Die vorliegende Arbeit soll einen Beitrag fiir die
"Jacobi-Richtung" leisten. Wir beschidftigen uns mit der Konstruktion
und Anwendung Jacobi-&hnlicher Blockverfahren zur Berechnung der

Eigenwerte und Eigenvektoren reeller J-symmetrischer Matrizen.

Der Begriff Blockverfahren bedarf hier einer kurzen Erl&uterung.
Es ist bekannt, daB die klassischen sogenannten normreduzierenden
verfahren der Jacobi-Familie von Eberlein ([9]) und Hari ([181]),
welche eine reelle nicht-normale Matrix durch gleichzeitige orthogo-
nale Transformationen zur Diagonalisierung und nicht-orthogonale
Transformationen zur Normreduzierung iterativ in reeller Arithmetik
auf eine Blockdiagonalform bringen, nicht notwendig quadratisch kon-
vergieren, wenn nicht-reelle Eigenwerte auftreten. Dies gilt auch
fiir die J-symmetrischen Varianten dieser beiden Methoden, die von
Veselic ([49]) formuliert wurden. Nun sind aber J-symmetrische Matri-
zen in der Regel nicht-normal, so daB8 man auf normreduzierende Metho-

den angewiesen ist, und fiir gewShnlich besitzen J-symmetrische Matri-



zen nicht-reelle Eigenwerte, insbesondere wenn die Matrizen aus den

oben zitierten Problemen der Mechanik stammen.

Um nun reelle Jacobi-dhnliche Verfahren fir J-symmetrische Matri-
zen zu konstruieren, die auch in diesen Fdllen guadratisch konver-
gieren, muB eine 2x2-Blockpartition der J-symmetrischen Matrix und
eine analoge Blockteilung der Transformationsmatrizen erfolgen. Vese-
1i¢ ([53]) konzipierte zwei solche Verfahren fiir Matrizen, die

J-symmetrisch beziiglich

I O
0 -I

sind. Auf dem Grundkonzept dieser Methoden aufbauend formulieren und
untersuchen wir in dieser Arbeit mehrere reelle Jacobi-dhnliche

Blockverfahren fiir Matrizen, die J-symmetrisch beziiglich
J=diag(1,'1,...,1,—1)

sind. Wir haben diese J-Symmetrie gewd@hlt, da sie gegeniiber der obi-
gen gewisse Vorteile hinsichtlich algorithmischer Transparenz be-

sitzt.

In § 1.2 geben wir zundchst zum besseren Verstdndnis unserer Ver-
fahren ein kurzes Reslimee der gebrduchlichsten Jacobi-d&hnlichen Al-

gorithmen.

Alsdann zeigen wir in § 1.3 einige wesentliche Eigenschaften
J-symmetrischer Matrizen auf. Unter anderem beweisen wir einen wich-
tigen Satz, der ein J-symmetrisches Analogon zum Satz von Mirsky

([34]) darstellt und die theoretische Basis unserer Verfahren bildet:

Fiir eine beliebige reelle J-symmetrische Matrix A mit den Eigenwer-

ten Al,...,kn gtlt

T LA D W L9

R reell,J-orthogonal =1




In Kapitel 2 definieren wir zwei elementare Blocktransformations-
matrizen §(x) und T(xl,x2), die uns zur Normreduzierung an Diagonal-
pivots bzw. AuBerdiagonalpivots dienen. Wie in [8] und [53] erhalten
wir durch Anwendung der beiden Transformationen gewisse normredu-
zierende Funktionen, die es fiir eine geeignete Ahnlichkeitstransfor-
mation zu minimieren gilt. Wir untersuchen die Eigenschaften dieser
Funktionen insbesondere hinsichtlich eines Zusammenhangs zwischen
nicht-endlichen Minima und mehrfachen Eigenwerten der J-symmetrischen
Matrix. Da eine exakte Minimierung der normreduzierenden Funktionen
nur in Ausnahmef&dllen m&glich ist, diskutieren wir die approximative
Minimumbestimmung mittels Newton-&hnlicher Iterationsverfahren, die
analog zu den Methoden von Eberlein ([8],[9]), Sacks-Davis ([44],
[45]) und Veselic¢ ([{53]) durchgefiihrt wird.

In Kapitel 3 definieren wir eine elementare orthogonale Block-
transformationsmatrix U(yl,yz), mit deren Hilfe sich wahlweise der
2x2-Pivotblock des symmetrischen bzw. des schiefsymmetrischen Teils
der Matrix eliminieren 1&8t. Wir kdnnen dann verschiedene Jacobi-
dhnliche Blockverfahren konstruieren, indem wir die elementaren
Transformationsmatrizen §,T und | mit alternativen Parametern nach
dem "Baukastenprinzip" kombinieren. Die weiteren Untersuchungen der
Matrizen §,T und || in Kapitel 3 zielen auf zwei spezielle Jacobi-

dhnliche Blockverfahren ab, die in § 4.1 formuliert werden.

In § 4.1 beweisen wir dann nach einer kurzen algorithmischen Be-
schreibung dieser beiden Verfahren deren asymptotisch quadratische
Konvergenz gegen Murnaghan-Form bei zeilenzyklischer Pivotstrategie
(unter der Voraussetzung, daf die J-symmetrische Matrix keine mehr-
fachen Eigenwerte besitzt). Wir folgen dabei den Ideen von Veselit
([53]), der fiir seine Methoden eine grobe Beweisskizze der quadra-
tischen Konvergenz gab. Ahnliche Beweise fiihrte Wenzel ([56]) fiir
zwei reelle Jacobi-dhnliche Blockverfahren, die filir beliebige nicht-
normale Matrizen konzipiert sind und mit ihren orthogonalen Trans-
formationen den schiefsymmetrischen Teil der Matrix blockdiagonali-
sieren. Unsere Beweise erhalten hier eine neue Qualitdt, da die Ver-
fahren wahlweise den symmetrischen Teil der Matrix diagonalisieren
oder den schiefsymmetrischen blockdiagonalisieren. In § 4.2 folgen

dann noch einige Anmerkungen zum Problem der globalen Konvergenz un-



serer Methoden.

In Kapitel 5 haben wir die numerischen Resultate unserer Ver-
fahren zusammengestellt. Wir haben alle entwickelten Algorithmen als
ALGOL60O-Programme formuliert und auf der Rechenanlage IBM 3031 des
Rechenzentrums der Fernuniversitdt Hagen implementiert und ausge-
testet. Zundchst diskutieren wir die Ergebnisse unserer Verfahren in
einer internen Gegeniliberstellung und ziehen dann einen direkten Ver-
gleich mit dem komplexen Eberlein-Verfahren ([8],[10]) und dem Stan-
dard-QR-Algorithmus ([13],[31],[40]). Alsdann resiimieren wir die Er-
gebnisse einer wichtigen Anwendung unserer Verfahren als Unterproze-
dur in einem Prozess der sogenannten Simultanen Iteration, in
welchem sie auf blockdiagonaldominanten Matrizen arbeiten (man be-
achte, daB unsere Algorithmen wie alle Jacobi-&hnlichen Verfahren
auf solchen Matrizen besonders schnell sind). Zum Schluf analysieren
wir eine fiir die numerische Praxis typische Problemstellung, in der
unsere Verfahren sukzessive auf eine Klasse von parameterabhdngigen
Matrizen angewandt werden, die auch wiederum eine gewisse Blockdia-

gonaldominanz aufweisen.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. K. Veselié& fiir die An-
regung zu dieser Arbeit, fiir seine wertvollen Hinweise und Ratschldge
sowie seine nimmermiide Bereitschaft zu zahlreichen kritischen Dis-

kussionen.



1. GRUNDLAGEN

1.1 ALLGEMEINE BEZEICHNUNGEN UND DEFINITIONEN

In diesem Abschnitt wollen wir einige grundlegende Bezeichnungen

und Definitionen einfiihren, wobei eine gewisse Vertrautheit im Um-

gang mit Matrizen vorausgesetzt wird.

Definition 1.1.1:

Es sei n=2m, m € N, m = 2. Die reelle nxn-Matrix

A= (

a;5)4,4=1(1)n
sei blockgeteilt in 2x2-Untermatrizen
q8yi-1,24-1 22i-1,23
ij
82i,25-1 821,25

d.h. es gelte

A= (A ) .

i37i,3=1(1)m

Dann bezeichnen wir A als Blockmatrix der Dimension

(1.17.1)

(1.1.2)

(1.1.3)

Die Forderung, daf die Dimension n von A geradzahlig ist, stellt

keine wesentliche Einschrinkung dar, da jede Matrix

ungerader Dimen-

sion durch Anfiigen einer Nullzeile und -spalte zu einer Matrix gera-

der Dimension mit einem zusdtzlichen Eigenwert O erweitert werden

kann. AuBerdem sind im Hinblick auf die Theorie und Anwendung J-sym-

metrischer Matrizen nur gerade Dimensionen von praktischem Interesse

(vgl. § 1.3). Somit sei im folgenden die Dimension n der Blockmatrix

A stets implizit als geradzahlig vorausgesetzt.

Der Fall m = 1, der in der Definition ausgeschlossen ist, bedarf

keiner weiteren Beachtung, da die Eigenwerte einer 2x2-Matrix durch

Aufldsen einer einzigen gquadratischen Gleichung berechnet werden



k6nnen.

Definition 1.1.2:

p sei eine Blockmatrix der Dimension n = 2m. Dann heiBt

m
D = diag(A, sA,,reeesA ) P »,; (1.1.4)

i=1
die Blockdiagonale von A und die 4x4-Untermatrix

; Pop Ppq
A

pg

I\
-
IA
‘g
A
Q
IN

8

(1.1.5)

A A
ap qq

die (p,q)-Restriktion von J. Der 2x2-Block qu wird als Pivotblock

bezeichnet.

Definition 1.1.3: ,
Fiir die Blockmatrix A (1.1.3) seien AT und A~ durch

A" = (A1) e (e T 3 (AT (1.1.6)
- - 1 T
A= (Aij)i,j=1(1)m -2 (A-A™) (1.1.7)

definiert. Dann heift AY der symmetrische Teil von A und A~ der

schiefsymmetrische Teil von A.
Y

Definition 1.1.4:

A sei eine reelle qguadratische Matrix. Der Kommutator von A wird de-

finiert durch

ca) = ATa - aaT . (1.1.8)

Wir setzen fiir die Blockmatrix A (1.1.3)

C= () =

ij7i,3=1()m = C(p) . (1.1.9)

€i30i,5=1(1)n

Den Kommutator der (p,g)-Restriktion von J schreiben wir als



~ pp pa
CA_) = y 1<Sp<gs<m (1.1.10)
joef . .
C
gp qg
mit
. C2i-1,29-1 S2i-1,27
cij = , i,3 € {p,q} (1.1.11)
€2i,25-1 €2i,25
und den Kommutator des Diagonalblocks App als
Cop-1,2p-1 S2p-1,2p
c(Aa = 1 < < m. 1.1.12
( pp) s A ' P ( )
czp,Zp-l c2p:29

Definition 1.1.5:

Es sei

R = (R,)) = (

ij’"i,j=1(1)m (1.1.13)

Ti5)i,5=1(1)n

eine reelle Blockmatrix der Dimension n = 2m, und es gelte
1 <p <g =<m. Wenn R sich nur in der Untermatrix qu von der Ein-

heitsmatrix unterscheidet, d.h. wenn
R..=I5686..,1i,3=11m, {i,3} n {p,g}l = ¢ (1.1.14)

gilt, so bezeichnen wir R als elementare Matrix. Eine Bhnlichkeits-

transformation mit einer elementaren Matrix R heiBt R-Transformation.

Definition 1.1.6:

Flir 1 € i £ n ist
i
(i) . v
vV = diag(1,...,1,-1,1,...,1), (1.1.15)

und fiir 1 < i,j < n ist



«p
“« ).

i 0] 1
plir3) ) (1.1.16)

3 1 0

Bemerkung 1.1.7:

Wir bezeichnen mit

[ die Euklidische Norm,

die Spektral-Norm,

|| .|[1 die Spaltensummen-Norm,
I die Zeilensummen-Norm,
. ]M die Maximum-Norm

fiir beliebige reelle Rechtecksmatrizen (vgl. [57]).

Definition 1.1.8:

/A sei eine reelle Blockmatrix der Dimension n = 2m. Die Abweichung
von der Blockdiagonalgestalt S(fp\) ist definiert durch

m

s2(p) = E I Ain2 . (1.1.17)

i#j

Definition 1.1.9:

A sei eine reelle Blockmatrix der Dimension n = 2m. Es seien Ai,

éi), i=1(1)m, k = 1,2 die Ei-

genwerte der Diagonalbldcke Aii' und es gelte 1 £ p < g < m. Dann

i = 1(1)n die Eigenwerte von A und u
ist
& = 6(A) =min {[A;-A,] | 1 1<3<nl, (1.1.18)

6 (A) = min {[uP-u | K1 € 01,23, 1 1< sm), (1.1.19)



5ép,q>(A) = min {Iuépt-u{q)l | x,1 € {1,2} 1}, (1.1.20)

(prq) :

d = min {la -a -

(A) 1 8)0-1,2p-1 2q-1,2q—1| '|a2p—1,2p—1 a2q,2q|'
| }

|/ ]a

a
l 2p.2p a2q—1,2q—1

+ | |a

-a
2p.,2p 29,29

2p-1,2p | = 13g-1,2q | | - (1.1.21)

Man beachte, das8 & = &(A) invariant unter Ahnlichkeitstransformatio-

nen ist, wdhrend dies nicht notwendig fir 6D(A), 6D

d(PrQ) (A) gllt.

Definition 1.1.10:

Eine reelle Matrix M ist in Murnaghan-Form, wenn sie sich als direk-
te Summe von Matrizen der Form (A) fiir jeden reellen Eigenwert A und
2x2-Blocken der Form

Re A Im A

(1.1.22)
-Im A Re A

fiir jedes Paar konjugiert komplexer Eigenwerte (A,X) darstellen 14Bt.
M heiBt Murnaghan—-Form einer Matrix A, wenn es eine reguldre Matrix
R gibt, so daB M = R-lAR Murnaghan-Form besitzt (s.[36]).

Das Ende eines Beweises werden wir im folgenden mit dem Symbol .

am rechten Rand kennzeichnen.
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1.2 JACOBI-AHNLICHE VERFAHREN

Zum besseren Verstadndnis unserer Algorithmen geben wir in diesem
Paragrarhen einen kurzen Uberblick i{iber die gebrduchlichsten Jacobi-
dhnlichen Verfahren, erldutern ihre Wirkensweise und skizzieren den

aktuellen Stand ihrer Konvergenzbeweise.

Unter dem Sammelbegriff Jacobi-dhnliche Verfahren verstehen wir
Verallgsmeinerungen des klassischen Jacobi-Verfahrens ({28]) wvon
1846. Dieses Verfahren zur Berechnung der Eigenwerte einer reellen
symmetrischen Matrix erzeugt eine Folge von Matrizen AO=A,A1,A2,...
mit Hilfe orthogonaler Ahnlichkeitstransformationen. Jede Transfor-
mationsmatrix R ist dabei eine Ebenenrotation, d.h. eine Matrix, die

nur in den Komponenten

r r CcCOs X -sin x
pp jofef - , X € R (1.2.1)
r sin x cOs X

von der Einheitsmatrix abweicht, wobei der Winkel x in jedem Schritt
so gewdhlt wird, daB die Summe der Quadrate der AuBerdiagonalelemente
von Ak durch Eliminieren des Pivotelementes apq minimiert wird. Die

Matrizenfolge (Ak) konvergiert dann gegen eine Diagonalmatrix mit den

Eigenwerten von A auf der Diagonalen.

Wegen des hohen Rechenaufwandes erwies sich das Jacobi-Verfahren
fiir lange Zeit als unpraktikabel. Erst durch den verstdrkten Einsatz
elektronischer Rechenautomaten in den fiinfziger Jahren dieses Jahr-
hunderts wurde es fiir die Numerik wieder interessant. Nach seiner
Wiederentdeckung durch Gregory ([17]) im Jahre 1953 wurde das Ver-
fahren aus Effektivitédtsgriinden nach der sogenannten zyklischen Pi-
votstrategie angewandt. Bei dieser Strategie werden die Pivotelemen-
te zur Rotation in einer bestimmten zyklischen Folge und nicht, wie
im klassischen Verfahren, der Betragsgr6B8e nach (optimale Pivotstra-
tegie) gewdhlt. Diese Anwendungen erwiesen sich als sehr effizient,
jedoch muBten die Konvergenzbeweise "nachgeliefert" werden. Die glo-
bale Konvergenz der Methode unter zeilenzyklischer Pivotstrategie

wurde ven Forsythe und Henrici ([12],1960) nachgewiesen, und Henrici



({24],1958), Schénhage ([46],1961,(47],1964) und Wilkinson ([58],
1962) bewiesen die asymptotisch guadratische Konvergenz bei allge-

meiner zyklischer Pivotstrategie.

Der Jacobischen Idee folgend entwickelte Paardekooper ([39],1971)
ein Verfahren zur Berechnung der Eigenwerte einer reellen schief-
symmetrischen Matrix. In diesem Verfahren wird in jedem Schritt ein
2x2-Pivotblock durch vier nacheinander ausgefiihrte Rotationen wvom
Typ (1.2.1) eliminiert, und die Matrizenfolge konvergiert dann gegen
die Murnaghan-Form der Ausgangsmatrix. Paardekooper bewies die glo-
bale Konvergenz der Methode unter optimaler Pivotstrategie, und Hari
([22],1982) erweiterte den Beweis auf gewisse zeilen- und spaltenop-
timale Pivotstrategien. Hari zeigte dabei auch die Probleme eines
Beweises der globalen Konvergenz unter zyklischer Pivotstrategie
auf. Die asymptotisch quadratische Konvergenz des Verfahrens unter
allgemeiner zyklischer Pivotstrategie wurde wiederum von Hari ([20],

[21],1982) nachgewiesen.

Zur Konstruktion Jacobi-d@hnlicher Verfahren fiir nicht-normale
Matrizen werden Ahnlichkeitstransformationen bendtigt, welche die
Euklidische Norm der Matrix reduzieren, denn nach dem Satz von Schur
(s.[59]) gilt fiir die Eigenwerte kl,...,kn einer Matrix A

n

1 2 2
I ajl* 2 E R (1.2.2)

i=1

und Gleichheit tritt in (1.2.2) genau dann auf, wenn A normal ist.
Da nun die Euklidische Norm unter unit&dren Ahnlichkeitstransforma-
tionen invariant bleibt, ist es nicht m&glich, mittels solcher
Transformationen eine nicht-normale Matrix zu diagonalisieren. Eber-
lein ([8]) fiihrte daher nicht-unitdre Scherungsmatrizen R ein, d.h.

Matrizen, die sich nur in den Komponenten

r r cosh x -i eiy sinh x
= -iy r XY € IR (1.2.3)
r r ie sinh x cosh x

von der Einheitsmatrix unterscheiden, und Voevodin ([54]) definier-
te nicht-unitidre Matrizen R, die lediglich in einer Komponente von

I abweichen:



pPp P4 = , X € IR. (1.2.4)

Die Grundidee der sogenannten normreduzierenden Verfahren ist nun
die, in jedem Schritt die Euklidische Norm der Matrix zu reduzieren,

d.h. mittels nicht-unitdrer Ahnlichkeitstransformationen eine Folge

AO=A,A1,A2,... zu konstruieren, so daB
Il
. 2 2
gl s a l o i a2 = D N (1.2.5)
l:

gilt. Das theoretische Fundament zu diesem Vorgehen liefert der Satz
von Mirsky ([34]):

Tl
inf  [[rR7'AR |2 = D> (A ]? . (1.2.6)
R reguléar i=1

Dabei wird das Infimum in (1.2.6) genau dann angenommen, wenn A dia-
gonalisierbar ist, d.h. genau dann, wenn eine nicht-singul&dre Matrix
R existiert, so daBs R_IAR normal ist. Eine normale Matrix ist nun
wiederum unitdr (orthogonal) &dhnlich zu einer Matrix in Diagonalform
(Murnaghan-Form) (s.[59],[38]). Aus diesem Grund kombinieren die
normreduzierenden Verfahren einen normreduzierenden und einen diago-

nalisierenden Prozess in dem Sinne, daf in jedem Iterationsschritt

Ak+1 = Tk Sk Ak Sk Tk v k=0,1,...
eine nicht~unitédre Matrix Sk bestimmt wird, so daf (Ak) gegen Norma-
litdt konvergiert (vgl.[38]), und eine unitdre bzw. orthogonale
Matrix Tk gewdhlt wird, die eine normale Matrix diagonalisiert bzw.

in Murnaghan-Form iUberfihrt.

Die wichtigsten Verfahren dieser Klasse sind das sogenannte reelle
Eberlein~-Verfahren ([9],1968) und das sogenannte komplexe Eberlein-
Verfahren ([10],1970). Das erstere arbeitet mit reellen Scherungen
(siehe (1.2.3) mit y = g) und orthogonalen Rotationen (1.2.1) zur
Annullierung des Pivotelements des symmetrischen Teils der Matrix.
Hari ([19],1982) bewies die globale Konvergenz der Methode bei zei-

len- und spaltenzyklischer Pivotstrategie, wobei die Konvergenz so



zu verstehen ist, daB die Folge (Ak) gegen Normalitdt konvergiert und
der symmetrische Teil von (Ak) gegen eine Diagonalmatrix strebt. Im
Falle getrennter Eigenwerte konvergiert dann (Ak) gegen die Murna-
ghan~-Form von A. Jedoch ist diese Methode nicht notwendig quadratisch

konvergent, sobald nicht-reelle Eigenwerte auftreten.

Hari ([18],1976) schlug eine Modifikation des reellen Eberlein-
Verfahrens vor, in der statt des symmetrischen Teils der schiefsym-
metrische Teil der Matrix (block-) diagonalisiert wird. Dies ge-
schieht nach der Strategie von Paardekooper ([39]) mittels vier or-
thogonaler Rotationen (1.2.1), und Hari zeigte, daB dieses Verfahren
unter optimaler Pivotstrategie global konvergiert, d4.h. die Folge
(Ak) strebt gegen Normalit&t und der schiefsymmetrische Teil von
(Ak) konvergiert gegen eine Matrix in Murnaghan-Form. Im Falle ge-
trennter Eigenwerte konvergiert (Ak) gegen die Murnaghan-Form von A.
Der Beweis der globalen Konvergenz unter zyklischer Strategie steht
noch aus, und analog zu der reellen Eberlein-Methode ist auch die-

ses Verfahren nicht notwendig guadratisch konvergent.

Das komplexe Eberlein-Verfahren ist fiir beliebige nicht-normale
komplexe Matrizen konzipiert. Es benutzt komplexe Scherungen (1.2.3)
zur Normreduzierung und komplexe Rotationen (d.h. komplexe Verallge-
meinerungen von (1.2.1)) zur wahlweisen Annullierung des Pivotele-
ments des hermiteschen oder schiefhermiteschen Teils der Matrix. Die
Matrizenfclge (Ak) konvergiert hier gegen eine komplexe Diagonal-
matrix mit den Eigenwerten auf der Diagonalen, und die Konvergenz
erweist sich als asymptotisch quadratisch, jedoch konnten bislang
selbst unter optimaler Pivotstrategie keine entsprechenden Beweise
gefiihrt werden. In der numerischen Praxis wird dieses Verfahren auf-
grund seiner schnellen Konvergenz hidufig angewandt, es hat aber
durch die komplexe Arithmetik gegeniiber den reellen Algorithmen den
Nachteil des doppelten Speicherplatzbedarfs und des zumindest zwei-

fachen Aufwandes fiir die arithmetischen Operationen.

Um nun ein reelles quadratisch konvergentes Jacobi-dhnliches Ver-
fahren fiir nicht-normale Matrizen zu konstruieren, bedarf es einer
Blockteilung der Matrix in 2x2-Bldcke und einer entsprechenden 4x4-
Verallgemeinerung der Transformationen (1.2.1),(1.2.3) und (1.2.4).
Veseli¢& ([50],[51]) fiihrte elementare Transformationsmatrizen dieses

Typs ein und formulierte ein solches Blockverfahren fiir beliebige

S
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reelle Matrizen ([50],[52],1979). Dieses Verfahren kombiniert ortho-
gonale Rotationen vom Paardekooperschen Typ zur Blockdiagonalisie-
rung des schiefsymmetrischen Teils der Matrix (vgl.[39]) mit norm-
reduzierenden Transformationen, die mit Hilfe der vierparametrigen

Blockverallgemeinerung von (1.2.4)

I X X b ¢
, X = 112 (1.2.7)

O I X, X,q
ausgefitihrt werden. Wenzel ([56],1983) bewies die globale Konvergen:z
der Methode (im Sinne der Konvergenz des Verfahrens [18]) unter opti-
maler Pivotstrategie und die asymptotisch quadratische Konvergenz
unter zeilenzyklischer Pivotstrategie, jedoch ist das Problem der

globalen Konvergenz unter zyklischer Strategie noch offen.

Viele der zitierten Algorithmen lassen sich nun flir J-symmetrische
Eigenwertprobleme so modifizieren, daB die Ehnlichkeitstransformati-
onen J-orthogonal ausgefiihrt werden und somit die J-Symmetrie erhal-
ten bleibt. Da J-symmetrische Matrizen in der Regel nicht-normal
sind (vgl. § 1.3), miissen diese modifizierten Verfahren normreduzie-
rend sein. Die theoretische Grundiage hierzu ist durch den Satz 1.3.4
im ndchsten Paragraphen gegeben, der eine zu (1.2.6) analoge Aussage

fiir J-symmetrische Matrizen darstellt.

VeseliC ([49],1976) konstruierte zwei Algorithmen dieses Typs fir
Matrizen, die J-symmetrisch beziglich J = (g _?) sind. Diese sind
im wesentlichen Modifikationen des reellen Eberlein-Verfahrens ([9])
und des Verfahrens von Hari ([18]). Veselit bewies die globale Kon-
vergenz beider Methoden unter optimaler Pivotstrategie, und Hari
([191,[231,1982) erweiterte die globale Konvergenz des erstgenannten
Verfahrens auf den Fall zeilen- bzw. spaltenzyklischer Pivotstrate-
gie. Jedoch sind diese Verfahren (wie die urspriinglichen Methoden)
nicht notwendig quadratisch konvergent, wenn nicht-reelle Eigenwerte

auftreten.

Auch fiir J-symmetrische Matrizen muf man nun eine 2x2-Blockparti-
tion vornehmen, um reelle Jacobi-dhnliche Verfahren zu formulieren,

die eine asymptotisch quadratische Konvergenz erm&glichen. Dabei er-




weisen sich die Transformationen (1.2.7) fir diesen Zweck als unge-
eignet, da sie die J-Symmetrie zerstdren. VeseliC ([53],1983) kon-
struierte mit Hilfe von zweiparametrigen Verallgemeinerungen der
reellen hyperbolischen Transformationen (1.2.3) zwei normreduzie-
rende Blockverfahren fiir Matrizen, die J-symmetrisch beziiglich

J = (é _g) sind. In diesen Verfahren wird im orthogonalen Teil
mittels zwei Rotationen (1.2.1) wahlweise der 2x2-Pivotblock des
symmetrischen oder des schiefsymmetrischen Teils der Matrix elimi-
niert. In den folgenden Kapiteln modifizieren wir nun diese Ver-

fahren, indem wir sie filir eine J-Symmetrie beziiglich
J = diag(11_1ro--I1l-1)
formulieren und einige kleinere algorithmische Ver&nderungen vor-

nehmen, und fiihren dann fiir diese Modifikationen die Konvergenzun-
tersuchungen durch.
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1.3 J-SYMMETRISCHE MATRIZEN

In diesem Paragraphen wollen wir eine kurze Einfilhrung in die
Theorie der J-symmetrischen Matrizen geben und einige wichtige An-

wendungen in physikalisch~technischen Problemstellungen aufzeigen.

Definition 1.3.1:

A sei eine reelle quadratische Matrix, und J sei eine reelle ortho-
gonale Matrix gleicher Dimension. A heiBt J-symmetrisch, wenn gilt

AT = JAJ . (1.3.1)

Wie man sich leicht iiberlegt, ist die Bedingung (1.3.1) gleichbe-
deutend damit, daB die Matrix JA symmetrisch ist. Die gebrduchlich-

sten Formen von J sind

I o0
J1 = (Vg1°[49]l[53])l
o -I
J, = diag(1,=1,...,1,=1) (vgl.[511,[27]),
() 1
J. = - (vgl.[14]).

w0

Die Betrachtung J-symmetrischer Matrizen ist nun keineswegs nur
von theoretischem Interesse, da viele verallgemeinerte Eigenwertpro-
bleme mit symmetrischen Matrizen auf gewbhnliche Eigenwertprobleme
mit J-symmetrischen Matrizen zurilickgefiihrt werden kdnnen. Wichtige
Anwendungen ergeben sich beispielsweise aus der Untersuchung linearer
mechanischer Systeme. So flihrt die Berechnung der Frequenzen ge-

dampfter Schwingungen auf ein quadratisches Eigenwertproblem der Form
(A’M + AD + K) x = 0 (1.3.2)

mit symmetrischen positiv definiten Matrizen M,D,K. In der Regel be-

sitzen diese Matrizen eine Bandstruktur, wobei M und D in vielen F&dl-



len sogar Diagonalgestalt haben. *)

Das quadratische Eigenwertproblem wird dann linearisiert. Mit dem
Ansatz (vgl.{3],[53])

1 AX 0 M M 0]
u=ilz= r S = T = (1.3.3)

M D 0O =K
erhdlt man zundchst ein symmetrisches lineares Eigenwertproblem
Sz = uTz (1.3.4)

doppelter Dimension. Da M und K als positiv definit vorausgesetzt

sind, existiert eine Zerlegqung

T = CJ1C ’

wobei diese beispielsweise mit dem gewdhnlichen Cholesky-Verfahren
(s.[59]) auf stabile Weise durchgefiihrt werden kann. Das Problem

(1.3.4) ist dann &quivalent zu

Ay = uy (1.3.5)
mit

A = ch’ls(cT)'l, y =CcTz . (1.3.6)

Die Matrix A ist hier J-symmetrisch beziiglich Jl' d.h. von der Form
A = ’ (1.3.7)

wobei die Blockpartition wie in (1.3.3) ist und F und H symmetrisch
sind. Die J-Symmetrie beziiglich J1 entspricht damit, grob gesagt,

einer Symmetrie bis auf das Vorzeichen.

*) Der interessierte Leser sei hier beziiglich der Struktur der Matrizen auf [35],
[55] verwiesen, die algebraischen Eigenschaften des Problems (1.3.2) werden
ausfiihrlich in [29] diskutiert.



Man beachte, daB8 die Eigenwerte B des Problems (1.3.5) reziprok
zu den Eigenwerten Ai des urspriinglichen Problems (1.3.2) sind. Eine
andere Art der Linearisierung transformiert das quadratische Eigen-

wertproblem auf ein J-symmetrisches Problem der Form

(vgl.[53],{26]). Sei dazu M = MlMT die Cholesky-Zerlegung von M
(diese existiert, da M positiv definit ist). Mit
v a1 T, -1
D' = M1 D(M1)

, K' = lex(mffl , z = MT;< (1.3.8)

ist (1.3.2) &dquivalent zu
(A’ + AD' + K') z = O .

Die Matrix K' ist hier wieder positiv definit, also existiert auch

die Cholesky-Zerlegung K' = LLT. Der Ansatz

_ 7T -
y1 = Lz, y2 AZ

fihrt dann auf ein gewthnliches Eigenwertproblem der Form

O LT Y, Y,
= A ’ (1.3.9)
;L D Yy Yy

wobei die Matrix wieder J-symmetrisch beziliglich J1 ist.

Es sei hier am Rande vermerkt, daB8 gewdhnlich die Bandstruktur
der Matrizen M,D,K durch die Linearisierung zerstdrt wird. So sind
die Matrizen C! in (1.3.6) und M;1 in (1.3.8) in der Regel voll be-
setzt. Wenn jedoch M eine Diagonalmatrix ist, so behalten bei der
zweiten Linearisierung D' und K' weiterhin ihre Bandstruktur, und

diese iibertrdgt sich auf die Matrix (1.3.9).

Wie man sich leicht {iberlegt, 1&d8t sich nun jede reelle gquadra-

tische Matrix A der Dimension n = 2m, die J-symmetrisch beziiglich J1



ist, mit Hilfe der gleichzeitig auf Zeilen und Spalten angewandten

Permutation
(1,2,..., m, m+1,m+2,...,2m>
1,3,--.,21’[1—1, 2, 4, ...,2m
in eine Matrix, die J-symmetrisch bezliglich J2 ist, transformieren.
Da diese Permutation eine Ahnlichkeitstransformation darstellt, blei-

ben die Eigenwerte dabei invariant. Die Symmetrieeigenschaften einer

solchen Matrix lassen sich dann durch die "Schachbrett"-Struktur

P4+ 0+ 01+
+ v+ 1+ 1
I+ 1+ 1 +
+ L4+ 1+
4+ 0+ 1+
+ 1+ 1 + 1

illustrieren, wobei die "+"-Positionen den symmetrischen Teil und die
"-"-Positionen den schiefsymmetrischen Teil von A darstellen, d.h. es
gilt

 (_qyit] L
aij (-1) aji, i,j 1(1)n.
Die J-symmetrische Darstellung beziliglich J2 weist, wie wir spdter
sehen werden, einige Vorteile hinsichtlich der rechentechnischen
Transparenz auf. Daher wollen wir im folgenden unter J-Symmetrie
stets J-Symmetrie beziliglich J2 verstehen, es sei denn, es wird aus-

driicklich eine andere J-Symmetrie definiert.

Trotz der formalen Symmetrieeigenschaft (1.3.1) besitzen J-symme-
trische Matrizen einige "unschdne" Attribute. So sind die Eigenwerte
nicht notwendig reell, und die Matrizen selbst sind nicht notwendig
normal und k&nnen defektiv sein. Jedoch bedarf es auch hier wie im
Fall symmetrischer Matrizen keiner gesonderten Berechnung der Links-
eigenvektoren. Wie man leicht verifiziert, berechnet sich zu einem

Rechtseigenvektor x der zugehdrige Linkseigenvektor als y = Jx. *)

*) Der interessierte Leser sei hinsichtlich einer ausfiihrlichen Einfihrung in die
Theorie der J-symmetrischen Matrizen auf [30] und [14] verwiesen.



Um nun die J-Symmetrie einer Matrix unter einer Ahnlichkeitstrans-
formation zu erhalten, bendtigt man geeignete Transformationsmatrizen.

Dies fiihrt zu der

Definition 1.3.2:

Eine reelle quadratische Matrix R heiBt J-orthogonal, wenn gilt

RTJR = J . (1.3.10)

Wie man sofort sieht, ist eine J-orthogonale Matrix R nicht-sin-
guldr, und die Inverse berechnet sich als

rR™! = grT5 . (1.3.11)

Damit ist klar, daB eine J-orthogonale BAhnlichkeitstransformation
A' = R™!aR (1.3.12)

die J-Symmetrie von A erh&lt. Hier liegt nun die numerische Attrak-
tivitdt der J-Symmetrie begriindet: Ein Verfahren zur Berechnung der
Eigenwerte von A, welches auf J-orthogonalen Ahnlichkeitstransfor-
mationen basiert, reduziert den Speicherplatzbedarf und die Rechen-
zeit auf fast die H&lfte. Beispielsweise kdnnen die Rechnungen aus-
schlieflich auf dem rechtsoberen Dreieck von A ausgefiihrt werden.
Zudem bedarf es wegen (1.3.11) keiner expliziten Berechnung der lin-
ken Transformationsmatrix R_1 in (1.3.12), und die Kondition von R

kann fiir jede Matrixnorm durch
K(R) = |IR| IR7 ] < |lall® (IR]] [[RT] (1.3.13)

abgeschdtzt werden.

Das Ziel des genannten Verfahrens wird es nun sein, die J-symme-
trische Matrix A iterativ auf eine Gestalt zu bringen, aus der die
Eigenwerte ohne viel Miihe berechnet werden kdnnen {(man bedenke, daB
beispielsweise die Murnaghan-Form von A wieder J-symmetrisch ist).
Wir formulieren daher im folgenden zwei wichtige Sdtze, die die

theoretische Grundlage unserer numerischen Verfahren aus § 4.1 bilden.



Satz 1.3.3:

A sei eine reelle J-symmetrische Matrix der Dimension n. Falls die

Eigenwerte von A nicht-defektiv sind, so existiert eine reelle

J-orthogonale Ahnlichkeitstransformation von A auf Murnaghan-Form.

Der Beweis dieses Satzes wurde in [26,Theorem 2.2.11] unter der
Voraussetzung getrennter Eigenwerte gefiihrt. Er {ibertrdgt sich sinn-

gemdB auf den Fall nicht-defektiver Eigenwerte.

Satz 1.3.4:
A sei eine reelle J-symmetrische Matrix der Dimension n, und Ai,
i = 1(1)n seien die Eigenwerte von A (die Vielfachheiten mitgezdhlt).
Dann gilt
n
inf | r7!ar ||? = Z Nk : (1.3.14)

R reell,J-orthogonal i=1
Die Aussage dieses Satzes stellt ein J-symmetrisches Analogon zu
dem allgemeineren Resultat von Mirsky ([34],vgl.(1.2.6)) dar. Der Be-
weis stilitzt sich wesentlich auf einen Satz von Gohberg, Lancaster

und Rodman ([14]).

Beweis:

Aus [34] ergibt sich zun&chst

I
inf IIR"!aR ||? = inf ||R7'ar||? = E [Ailz. (1.3.15)
R reell,J-orthogonal R reguldr i1

Alsdann existiert nach [14,Theorem 5.3] eine reelle invertierbare

Matrix S mit

s''as = n, sTys =73, (1.3.16)
wobei
N = N1 ® ... & Nr -] Nr+1 ® ... ©® Nr+s
die reelle Jordansche Normalform von A ist, d.h. N1""'Nr sind vom
Typ
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.-:'1 ’ A. e ]R (1-3017)
0 .
und Nr+1""'Nr+s vom Typ
o tT}f1 O
-1 O}jjo 1 ()
3. , 0,T € R. (1.3.18)

Weiter ist die Matrix J definiert durch

~ ~ ~

J = lel ® ... & orJr ® Jr+1 e ... & Jr+s, Py € {+1,-1},
wobei die Sk' k = 1(1)r+s vom Typ J3 sind und dieselbe Dimension
wie die Nk besitzen (es sind nach [14] auch die Vorzeichen der Py

eindeutig bestimmt, dies ist jedoch fiir unseren Beweis unerheblich).

Wie man sich leicht iliberlegt, sind die Jordanbl&cke N, J-symme-
trisch bezliglich Sk‘ Damit ist dann die gesamte Matrix N J-symmetrisch
beziiglich J.

Mit Hilfe dieser Aussagen beweisen wir nun die folgende Zwischen-

behauptung:
n
_inf |7 int |12 = E A ]2 . (1.3.19)
T reell,J-orthogonal io1 *
Zunichst gilt wieder wie in (1.3.15)
n
_inf |t inT (| 2 E A, |2 . (1.3.20)
T reell,J-orthogonal i=1 1

Wir definieren dann die Diagonalmatrizen

(2t) 1 =2 -t)

. t 2 -
o} = diag(w ;.. s, O ;0,0 S0 T ,0 '
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2t+ . t 2 -1 -2 -t
Q( £+ diag(w reee, 0 ,0,17,0 ,0 T,..0,0 ),
4t . t t -1 - -t -t
Q( ) = diag(W ;O e r®W, 0@ SO je.e, O S0 )y
4t+2 . t t -1 -1 -t -t
Q( ) = diag(w ;0 see-,0,0,1,1,0 " ,0 ,.00,0 L0 )

mit t € N, w € R, w > 0. Der Index j bestimmt dabei die Dimension
von Q(j), und wir ordnen Q(zt)
(1.3.17) und Q{4%),g(4t+2)

Somit existiert zu jedem Jordanblock Nk eine Matrix

,Q(2t+1) den Jordanbldcken vom Typ
den Jordanblbcken vom Typ (1.3.18) zu.

Q0 € {Q(Zt)’ (2t+1)’ (4t)' (4t+2)}'

X Q

Q Q k =1(1)r+s,
und man weist leicht nach, daB diese J-orthogonal beziliglich Sk ist.
Hieraus folgt dann sofort, daB

Q=Q, & ... @& Qr @ Qr+1 ® ... & Q

1 r+s
J-orthogonal beziiglich J ist.

Alsdann betrachten wir die Matrix Q_lNQ. Diese Matrix ist eine

direkte Summe von Bldcken der Art

. 2
bzw. VO
- 1
o) Y 0 R
A
und
o Tfjo?
-t o w '
-1 . -1 0
o Tljw O () U (€ 0]
-1 oljo Q@1
. o Ttjjw™*0
-t @2
! . w 'O
: w10 . (¢ w !
w—1‘ . . ) -
. w ' 0
o T -3
0w
0 o 0]
O T
-T O
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Damit gilt
I
2 -2 -4
E \Ai[ + 1w+ 10, 1,1, €EN.

i=1

2
1

Il o™ Ing

Nun ist Q = Q(w) eine (matrixwertige) Funktion von w, und es folgt

_inf I Nt |2 < inf || Q) " 'NQ(@) ||?

T reell,J-orthogonal Q(w)
< 1lim || Q(w) ~INQ(w) |2

w—)m

Zi: N

i=1

gusammen mit (1.3.20) ergibt sich hieraus die Behauptung (1.3.19).

Wir zeigen als ndchstes, daB die Matrix J orthogonal &hnlich zu J
ist. Wie man sofort sieht, 1d8t sich jede Matrix vom Typ J3 durch

eine Ahnlichkeitstransformation mit

e g 1 -1
f%j 1-1 bzw. U, = f%j V2!

U, = 101, 2

1

(U1 bei gerader, U2 bei ungerader Dimension, die ilbrigen Komponenten
in Ul,U2 sind jeweils 0) auf die Gestalt diag(1,....1,-1,...,-1)
bringen. Da die Matrizen U1 und U2 eine direkte Summe von Jacobischen
Ebenenrotationen um 45° (und der Matrix (1) ) darstellen, sind sie
orthogonal (vgl.[59]). Somit existiert eine orthogonale Matrix U als
direkte Summe von Matrizen vom Typ Ul'Uz' so daB UTJU gleich einer
Diagonalmatrix mit Elementen +1,-1 ist. Die Signatur von J ist wegen
(1.3.16) gleich (g,g), daher besitzt UTSU nach dem Trdgheitssatz von
Sylvester (s.[62]) Je O Elemente +1 und -1. Mit Hilfe einer geeigne-

2
ten Permutationsmatrix P erhalten wir dann

pTutFup = g, (1.3.21)

und da P orthogonal ist (vgl.[59]), folgt hieraus die zweite Zwischen-

behauptung.



Aus (1.3.21) ergeben sich nun zwei wichtige Folgerungen. Aufgrund

von (1.3.16) erhdlt man zundchst mit V = UP
visTasv = g,

d.h. die Matrix SV ist J-orthogonal. Zum anderen existiert zu jeder
J-orthogonalen Matrix T eine J-orthogonale Matrix W = V-lTV (vgl.
[14,Proposition 2.3]). Damit gilt fiir eine beliebige J-orthogonale
Matrix T

| 77Nt || 2 Il 7" ls tasT || 2

H Vw-lv-ls-lAsvwv—l H 2

| wivis tasww ||? ,

wobei die letzte Gleichung aus der Orthogonalitdt von V folgt. Da
nun SV und W J-orthogonal sind, so folgt

|2

inf Il R™1aR < || T7inr || 2

R reell,J-orthogonal
und hieraus mit Hilfe von (1.3.19)

inf | R™!ar || 2 _inf Il o7 nt || 2
R reell,J-orthogonal T reell,J-orthogonal
n

= :E:: A 1%
i=1

Zusammen mit (1.3.15) ergibt sich dann die Behauptung des Satzes..

IA

Es soll hier nicht unerwdhnt bleiben, daB8 der Satz 1.3.4 auch mit
Hilfe der Konvergenzaussagen fiir die Verfahren von Veselic ([49])
bewiesen werden kann. Die nach diesen Verfahren konstruierten Ma-
trixfolgen Ak = R;1ARk, Rk reell und J-orthogonal beziliglich Jl’
konvergieren gegen Normalit#t (vgl.[49,Theorem 1 und Remark 4]), und

es folgt

n

| R ‘AR ||% ~ E Mk fiir k - = ,

i=1
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was wiederum (1.3.14) beweist.

Ferner sei hier noch angemerkt, daf mit Hilfe des Theorems von
Gohberg, Lancaster, Rodman ein alternativer Beweis des Satzes 1.3.3
gefithrt werden kann. Zudem ldB8t sich dieser Satz damit auf den de-
fektiven Fall erweitern. Es existiert dann eine reelle J-orthogonale
Ahnlichkeitstransformation auf eine allgemeine Blockdiagonalgestalt,
wobei die einzelnen Bldcke die Dimension der Jordanbldcke besitzen.
Jedoch ist diese Erweiterung filir unsere Anwendungen nicht interes-

sant.

Zum SchluB dieses Paragraphen wollen wir noch einen weiteren an-
genehmen Aspekt der J-Symmetrie aufzeigen. Wie man leicht nachweist,
hat der Kommutator einer J-symmetrischen Blockmatrix A der Dimen-

sion n = 2m die Darstellung (vgl.(1.1.9))

0] 0 .o 0 C

Ci1a

Ci2 1n
€,y 0Cyy O .o, O

C=cp) = . . (1.3.22)
c1n O c3n (0] . e cn_l'n (0]

mit
cij = -2 S aikajk' (1.3.23)
k=1
n2
Damit besitzt ( nur = von null verschiedene Elemente. Analog weist

die Matrix C(qu) (vgl.(1.1.10)) die Struktur

-~
~

° C2P‘1rZPA o c2p—1,2q
c2p-1,2p © c2p,2q—1 o

0 2t O a4 (1.3.24)
©2p-1,2q O C4-1,24 0

auf, wobei sich die zwei Elemente von Cpq als
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Cop-1,2q = 232p-1,2p-1 22p-1,2q9 ~ %32p-1,2p%2p,2q
+ 2 -
a2p—1,2q—1 a2q—1,2q 2a2p—1,2qa2q,2q !
- (1.3.25)
c = 2a a
2p,2q-1 2p-1,2p 22p-1,2q-1 T 325,202 2p,2g-1
- 2a a - 2a a
2p,29-1 "2g9-1,2g-1 2p,2q  2g9-1,2q
berechnen. Weiterhin gilt (vgl.(1.1.12))
o C2p-1,2p
c(a_ ) = 2 (1.3.26)
PP c o]
2p-1,2p
mit
Cop-1,2p = 23p-1,2p-1 22p-1,2p ~ 232p-1,2p%2p,2p ° (1.3.27)

Hieraus erhalten wir dann noch das folgende

Lemma 1.3.5:

A sei eine reelle J-symmetrische Blockmatrix der Dimension n = 2m.

Falls S(A) = 0 und || c(D)|| = 0 gilt, so besitzt A Murnaghan-Form.
Beweis:
aus || c(D) || = 0 folgt nach (1.3.26) und (1.3.27) sofort
3i-1,21 (@io1,2i-1 T 324,230 = 00 1= 1(Nm.
Wegen S(A) = 0 hat A damit Murnaghan-Form. .
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2, NORMREDUZIERENDE AHNLICHKEITSTRANSFORMATIONEN

Wie wir in § 1.3 gesehen haben, sind J-symmetrische Matrizen nicht
notwendig normal, und aus der Diskussion in § 1.2 wissen wir, dasB
Jacobi-dhnliche Verfahren fir J-symmetrische Matrizen aus normredu-

zierenden und diagonalisierenden Transformationen bestehen.

Flir Blockmatrizen ist es nun notwendig, sowohl eine Normreduzie-
rung der Gesamtmatrix A mit Pivotbldcken im auBerdiagonalen Teil von
A durchzufiihren als auch die Blockdiagonale [J zu normalisieren. Wir
untersuchen daher in § 2.1 zundchst Ahnlichkeitstransformationen zur
Normreduzierung auf der Blockdiagonalen und diskutieren dann in § 2.2
die Eigenschaften von Ahnlichkeitstransformationen zur Normreduzie-

rung an AuBerdiagonalblécken.
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2.1 NORMREDUZIERUNG AUF DER BLOCKDIAGONALEN

A sei eine reelle J-symmetrische Blockmatrix der Dimension n = 2m,
und es gelte 1 < p < m, p fest. Die elementare Matrix § = S(x) ist

definiert durch

cosh x sinh x
S = , X € IR,

PP sinh x coshx (2.1.1)

Sij = Iéij fiir i,3 = 1(1)m, (i,3) * (p.,pP).
S ist damit im Gegensatz zu den anderen elementaren Matrizen, die
wir spiter untersuchen, nur in einem 2x2-Diagonalblock von der Ein-
heitsmatrix verschieden. Diese Matrix wurde erstmalig von Eberlein
([8]1) zur Normreduzierung beliebiger Matrizen benutzt. Uns dient sie
hier zur Normreduzierung auf den Diagonalbldcken. Wir nennen S die

elementare Eberlein-Matrizx.

Mit Hilfe der bekannten Eigenschaften hyperbolischer Funktionen

verifiziert man leicht die folgenden Aussagen:

S ist J-orthogonal und damit nicht-singuldr. Fir x # O ist S nicht-

orthogonal. Es gilt

So) =1, Sx+y) = Sx) S(y),

-1 - (2.1.2)
Sx) = S(-x), Sx)" =S.
Es sei fiir festes x € IR
A' = Sx)TIAS(x) . (2.1.3)

Dann ist AA' aufgrund der J-Orthogonalitdt von S wieder J-symmetrisch.
Die Ahnlichkeitstransformation verdndert nur die p-te Blockzeile und
-spalte von A\, die restlichen Matrixbldcke bleiben invariant unter
(2.1.3). Die p-te Blockzeile berechnet sich dabei als




Api Spp(—X)Api, i=11)m, 1 # p,

(2.1.4)

I

A S -x)A S X
pp pp( ) pp pp( X

und die p-teBlockspalte ergibt sich aus der J-Symmetrie von A'. In

elementweiser Notation erhalten wir aus (2.1.4)

qp-1,i  22p-1,i T %2p,1 ®
, i=1(1)n, i # 2p-1,2p,
a2p,i - a2p,ic - a2p-1,is
(2.1.5)
a "= a c2 + 2a cs - a 82
2p-1,2p-1 2p-1,2p-1 2p-1,2p 2p,2p !
a ' = a 02 + (a - a )cs + a 52
2p-1,2p 2p-1,2p 2p-1,2p-1 2p.2p 2p-1,2p !
a ' = a c2 - 2a cs - a 52
2p,2p 2p,2p 2p-1,2p 2p-1,2p-1~ '
wobei wir ¢ = coshx, s = sinhx gesetzt haben.

In den folgenden Untersuchungen gilt es nun, den Parameter x fir

die S-Transformation geeignet zu wéahlen.
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2.1.1 EIGENSCHAFTEN DER NORMREDUZIERENDEN FUNKTIONEN £f(x) UND g(t)

Wir betrachten noch einmal die Ahnlichkeitstransformation S_IAS
(vgl.(2.1.3)). Es sei nun p fest, 1 < p £m und x € R beliebig.

Wir definieren dann

~

A = A(x) = S(x)’lAS(x), X € R. (2.1.6)

A ist somit bei vorgegebener Matrix A eine Funktion von x. Wir defi-

nieren weiter
£ = 3ULANZ - TAND, x e . (2.1.7)

Mit Hilfe von (2.1.5) und den Additionstheoremen fiir hyperbolische
Funktionen erhalten wir nach einer "Straightforward"-Rechnung die

folgende Darstellung von f:

f(x) = a(cosh 4x-1) + Bsinh4x + a(cosh 2x-1) + bsinh 2x (2.1.8)
mit
=1 2,1 - 2 a1 _
a=38 1,20 ¥ 8@p-1,2p-1 " 32p,2p " B=32 1,20 @p-1,2p-1 7 22p,2p""

n

n
a= 1- E (a 2 + a 2) b= -~ E a a (2.1.9)
2 2p-1,i 2p,i’’ 2p-1,i 2p,i

i*2p-1,2p i*2p-1,2p

(siehe [8],[451,[53]). Die Ableitungen von f berechnen sich als

£'(x) = 48 + 2b, £" (x) = 16a + 4a (2.1.10)
mit
a = a(x) = acosh4x + B sinh 4x,
g =8 = inh 4x + P cosh 4
B B(x) a sinh 4x B cos X, (2.1.11)
a = a(x) = acosh2x + bsinh 2x,
b = b(x) = asinh 2x + b cosh 2x,

o o -
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und es gilt das folgende Lemma, welches analog zu [53,Lemma 2.1] mit

Hilfe der Eigenschaften (2.1.2) bewiesen wird:

Lemma 2.1.71:

Es seien die Terme (2.1.9) als Funktionen von f\ aufgefaBt, d.h.es

gelte
a=a(f), B=8B(A), a=a(f), b=D>bA).
bann folgt
a=af), B=8M,3-= a(h), b = b(A), (2.1.12)

wobei A durch (2.1.6) gegeben ist.

~

Fiir die Kommutatormatrix ( C(pA) folgt hieraus mit (1.3.23),

(2.1.9) und (2.1.10) die Identitat

~

C2p-1,2p

= C2p—1,2p(x) = £'(x) . (2.1.13)

Unser Ziel ist es nun, durch die Khnlichkeitstransformation (2.1.3)

eine Normreduzierung der Matrix J| zu erreichen, d.h. es soll

LA < LAl

gelten. Da die Normabnahme mdglichst stark sein soll, sind wir daran
interessiert, einen Minimalpunkt der Funktion exakt oder zumindest
angendhert zu bestimmen, um anschlieBend mit diesem als Transforma-
tionsparameter die S-Transformation auszufiihren. Dabei beachte man,
daB wegen (2.1.13) bei exakter Bestimmung eines Minimalpunktes von f
das Kommutatorelement c2p—1,2p nach der Transformation verschwindet
(vgl. auch [42]).

Bevor wir nun die Minimumbestimmung n&dher untersuchen, wollen wir
einige interessante Eigenschaften der Funktion anfiihren, von deren
Richtigkeit man sich leicht iiberzeugt (vgl.[53],[37]):

f ist auf IR definiert, und fiir die Koeffizienten (2.1.9) gelten die
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Ungleichungen

1B} < a , Ib|] < a . (2.1.14)

Weiterhin ist f konvex und nach unten durch -a-a beschrédnkt. Ist
mindestens einer der Terme a,a echt grdBer als O, so ist f streng
konvex, und falls mindestens eine der Ungleichungen (2.1.14) streng
ist, so ist f gleichmdBfig konvex. Im letzteren Fall hat f ein eindeu-

tiges globales Minimum, und es gilt

lim f(x) = =
X>te

Der typische Funktionsverlauf sieht dann wegen £(0) = O folgender-

mafen aus:

r Y f (%)

Ist f nicht gleichmiBig konvex, aber streng konvex, so hat f als

Summe von Exponentialfunktionen die folgende typische Gestalt:

f(x)




A ————— et ——— s

- 30 -

In diesem Fall besitzt f kein Minimum. Wir sprechen hier von einem
"Minimum in T = ". Der einzige Fall, in dem f konvex, aber nicht streng

konvex ist, ergibt sich als £ = O.

Es liegt nun die Vermutung nahe, daB bei einem "Minimum in % =
die Matrix ]\ defektive Eigenwerte besitzt. Wir untersuchen daher im
folgenden die F&dlle, in denen f streng konvex, aber nicht gleichmédBig
konvex ist, im Hinblick auf Vielfachheiten und Defektivitidten der

Eigenwerte von A.

Es gelte dazu o0.B.d.A. p = 1. Wir kdnnen uns auf die Fdlle

(i) B =a>0, b=a=0,
(ii) B = a = 0O, b=a>o, (2.1.15)
(iii) B = a > 0O, b=a>>o0

beschrinken, denn die i{ibrigen Konstellationen lassen sich durch eine
J-orthogonale Ehnlichkeitstransformation mit V(l) auf diese Fédlle
zuriickfiihren. Es ergibt sich jeweils, da8 f ein "Minimum in - =" be-
sitzt, und aus (2.1.9) erhalten wir nach einigen einfachen Rechnungen,

daf in allen drei Fdllen die Eigenwerte A von A mit den Eigenwer-

1,2
ten des 2x2-Blocks A11 identisch und diese jeweils reell und doppelt

sind, es gilt

a14%8;,

1,2 2

Im Fall (i) weist man leicht nach, daB sich das (1,2)-Element der
Resolvente (A - AI)”! von A als

242

2

(A A)

1,2

berechnet. Wegen # O besitzt die Resolvente damit in A einen

a
12 1,2
Pol der Ordnung 2, d.h. Al 2 ist hier ein defektiver Eigenwert (vgl.

[7,Theorem VII.18]).

In den F&dllen (ii) und (iii) k®nnen jedoch nicht-defektive Eigen-
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werte auftreten, wie die Beispiele

1 0 0 w
0O 1 0 -w
Alw) = 6 o 1 1 'wem'*1,2=1"‘3,4=1i1'
-0 -0 -1 1
(2.1.16)
T+ 0w 0
-0 1-w 0 -w
Alw) = 0o 0 2 o y w € R, A1,2 =1, A, =2, 2, =1-0

zeigen. Dabei beachte man, daB beide Matrizen fir w—>0O gegen Norma-
litdt konvergieren. Somit ist leider die obige Vermutung widerlegt,
und die Matrizen (2.1.16) zeigen eine weitere unschéne Eigenschaft
von f auf, denn selbst wenn die Matrix A fast-normal ist, kann fir f
ein "Minimum in ¥« " vorliegen.

Wir erhalten als Konsequenz aus den obigen Untersuchungen das

folgende

Lemma 2.1.2:

A habe getrennte Eigenwerte. Dann folgt

lim £(x) = = . (2.1.17)

Xt e

Man kénnte nun wiederum vermuten, daB bei guter Trennung der Ei-
genwerte das Minimum von f nicht allzu groB8 sein kann. Jedoch wird

auch diese Vermutung durch das folgende Matrixbeispiel widerlegt:

2 o O O
-0 20 O O 1
Alw) = 0o 0 A 0O 10 A A, ER, © 25 . (2.1.18)
3
O 0 0 A,

. . . = + _ . . .
Die Eigenwerte sind Xi,z 1+ o _JV20)1 i, A3,A4, wobei wir A3 und

A4 als gut getrennt voraussetzen. Es gilt hier a = 0" - w +

’

=
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B = —wz + w, a = b =0 und damit

4x

-1 + sinh 4x .

N

f(x) = ale”

Fir o = % ist das Eigenwertpaar Al N defektiv (vgl.(2.1.15) (1)),
wahrend die Eigenwerte Al,...,k4 fir o >> % gut getrenzt sind.
Dennoch wird das Minimum von f fir w=- (und damit o~ «) beliebig

groB.

Es stellt sich daher die generelle Frage, ©ob bei einem gut-kondi-
tionierten Eigenwertproblem mit nicht-defektiven Eigenwerten groBe
Parameter fiir die S-Transformation zugelassen werden sollen, da
diese eine schlechte Kondition der Matrix S bewirken, was wiederum
gefihrlich fiir die numerische Stabilitidt der Eigenvektoren von A
sein kann. Wir werden auf diese Frage im folgenden Paragraphen ein-

gehen.

Wir wollen nun noch eine andere Darstellung der Funktion f(x) dis-
kutieren. Ausgehend von (2.1.18) erhalten wir mit Hilfe der Vari-

ablentransformation
t = tanh x

nach einigen elementaren Umformungen unter Ausnutzung der bekannten

Eigenschaften hyperbolischer Funktionen

2 2 2
£ _ 4 ogp BT 2a

(1-t2) 2 (1-t%) 1-t2 1-t

. (2.1.19)

f(x) = g(t) = 8a

Dies ist eine gebrochen rationale Funktion von t, die wegen
ltanh x| < 1 in (-1,1) definiert ist. Bildlich gesprochen ist die
Funktion g durch seitliches "zusammendriicken" der Funktion f ent-

standen. Mit Hilfe von

g'(t) = £'(x) 5 g"(t) = £" (x) + £'(x) — (2.1.20)
1-t

iiberzeugt man sich leicht davon, daB fiir g die gleichen Konvexitdts-



aussagen und Minimumeigenschaften wie fiir f gelten. Auch die Aussa-
gen liber die "Minima in % «»" gelten analog, nur mit dem Unterschied,

daB8 flir g "Minima in *1" vorliegen.

Wir nennen die Funktionen f(x) und g(t) aufgrund ihres Charakters
normreduzierende Funktionen. Der Versuch, im Falle gleichmdBiger
Konvexitit das Minimum von f bzw. g exakt zu bestimmen, fihrt auf
eine homogene Gleichung 4. bzw. 6. Grades (vgl.[8],[45]). Da diese
nur in Spezialfdllen oder nur htchst instabil geldst werden kann,
untersuchen wir im folgenden die Minimumbestimmung mit Hilfe nume-

rischer Methoden.
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2.1.2 NEWTON-ITERATION ZUR MINIMIERUNG VON £ (x) UND g(t)

In Anbetracht der Konvexit&dtseigenschaften der Funktionen f und g
bietet es sich an, ihr Minimum jeweils mit Hilfe des Newton-Verfahrens
(vgl.[37]) ndherungsweise zu bestimmen. Insbesondere ist dieses Ver-
fahren lokal quadratisch konvergent, was wiederum fir die asymptotisch
quadratische Konvergenz der gesamten Matrixiteration wichtig ist. Be-

trachten wir zundchst die Funktion f.

Es sei # O und o.B.d.A. f gleichmdB8ig konvex (ansonsten

c2p—1,2p
ist das Minimum bekannt). Wir definieren dann

' (k)
x(o) =O, x(k+1) =x(k) —-i'-'-—(—x—(—}ﬁ—)*— r k=o,1,-.., (2.1-21)
f'"(x )

wobei aufgrund der Voraussetzungen stets f"(x(k)) # 0 gilt.

Diese Art der Minimumapproximation zur Normreduzierung geht auf
Sacks-Davis ([44],[45]) zuriick. Er unterschied dabei zwei Varianten
dieses Prozesses, indem entweder nur 1 Schritt in (2.1.21) ausgefiihrt
oder aber die Iteration fortgesetzt wurde, bis die Differenz der Ite-
rierten hinreichend klein war. Sacks-Davis zeigte, daB fiir x = x D

die Abschdtzung

2
L] c -
£y - £ O = 2T - 1AL = - —?-Pﬂg—uzgi (1+n) (2.1.22)
12

mit

ne€RrR, In] < 0.0758
gilt (vgl.[44]). Somit ist bei einer S-Transformation mit x = x (1)
als Transformationsparameter die Normabnahme garantiert. Weiterhin
deutete Sacks-Davis ohne Beweis an, daB die Newton-Iteration (2.1.21%)

global konvergiert. Wir geben hierzu einen kurzen Beweis (analog zu
[53,Theorem 2.3]).

Lemma 2.1.3:

Die Funktion f£(x) (vgl.(2.1.8)) sei gleichmdfig konvex, und es sei
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x*¥ € R das Minimum von f. Die Iterierten x(k), k € Iﬂ) des Newton-

verfahrens seien durch (2.1.21) bestimmt. Dann gilt

1im x %) = x* . (2.1.23)

k—-)oo

Beweis:
zZunichst einmal folgt aus (2.1.22) aufgrund von Lemma 2.1.1 zusammen
mit (2.1.10) und (2.1.13)

~ 2

(k)
Fe ) )y g - 2eeliZe L (g
12 [[Ax*)) || ?
. s ) (2.1.24)
Cop-1,2p % )
< - SR esR (14n) , k € N_,
12 |[All ©

wobei sich die letzte Ungleichung aus llA(x(k))ll < ||All ergibt.
Damit gilt (es sei denn, der Prozess ist nach einer endlichen Anzahl

von Iterationsschritten beendet)

fx*y > £x*)y 2 -a-a, k€N

und daher
£(x¥) >, Eem fir k> = .
Aus (2.1.24) und (2.1.13) folgt dann
£r(x*y >0 fir k> =
und damit aufgrund der gleichmd&B8igen Konvexitdt von f die Behauptung..

Eine §-Transformation mit dem optimalen Parameter X = x* wollen

wir dann so verstehen, daB8 die Transformation mit einem Parameter

x (K)

ausgefithrt wird, fir welchen || ¢ (x(k))ll eine vorgege-

2p-1,2p
bene Schwelle unterschreitet. Wegen

fx¥y < £xy , keNw



ist dabei die Normabnahme zumindest genauso stark wie bei einer
(1)

S-Transformation mit x = x .

Wir bezeichnen allgemein die variante, in der nur 1 Iterations-
schritt (2.1.21) ausgefiihrt wird, als Standard-Normreduzierung. Die-
sen Typ von Normreduzierung findet man u.a. auch in [8] und [54]. Die
zweite Variante, in der mehrere Schritte in (2.1.21) ausgefiihrt wer-
den, bis das Minimum von f hinreichend genau approximiert ist, nennen
wir generell Optimale Normreduzierung. Diese Art von Normreduzierung

wurde u.a. auch in [56] benutzt.

Die Vorteile der optimalen Normreduzierung liegen auf der Hand.
Mit dieser Variante kann eine wesentlich bessere Normabnahme als mit
der Standard-Normreduzierung erreicht werden, wobei der Aufwand zur
Bestimmung der Iterierten im Vergleich zur Berechnung der GréBen
(2.1.9) gering ist. Dieser letzte Aspekt verstdrkt sich noch mit
wachsender Dimension der Matrix A. Durch eine bessere Normabnahme
wiederum (insbesondere zu Beginn des Prozesses) kann man eine schnel-
lere Konvergenz der gesamten Matrixiterationsfolge erwarten (siehe
dazu § 5.1).

Andrerseits liefert unter Umstdnden der eine Schritt der Standard-
Normreduzierung eine hinreichend gute Normabnahme, so daB die Itera-
tion (2.1.21) nur unndtigen Rechenaufwand bewirkt. Dies ist insbeson-
dere dann mdglich, wenn die Matrix ;| schon annihernd normal ist. In
der praktischen Anwendung gilt es daher, diese Aspekte gegeneinander

abzuwdgen und die jeweils besser geeignete Methode zu benutzen.

Wir betrachten alsdann die Funktion g (vgl.(2.1.19)), wobei wir
wieder o.B.d.A. gleichmdBige Konvexitdt voraussetzen. Bei einer
Newton-Iteration flir g analog zu (2.1.21) ergibt sich hier das Pro-
blem, daB das Verfahren nicht notwendig global konvergiert. Veselic
([53]) schlug daher fiir diese Funktion einen modifizierten Iterations-

prozess vor, der aus einer wiederholten Anwendung des ersten Newton-
(0)

Schrittes zur Minimierung von g besteht. Fiir den Startwert t =0
liefert dieser wegen (2.1.20),(2.1.10) und (2.1.13)
' c
e - -9 (0 _ _ _"2p-1,2p (2.1.25)

g" (0) ~ 16a + 4a '
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und die Iteration wird somit unter Beachtung von (2.1.2) durch

y(O)= 0, y(k+1) - y(k)+ artanht(k+1),
(2.1.26)
~ (k)
(k+1) Crpo1,2pY ) _
t - " (k) ~ (k) ’ k - 011,--.
16a(y ) + 4daly )

definiert. Dabei sei darauf hingewiesen, daB8 sich aufgrund von
(2.1.13) die Iterierten direkt aus (2.1.10) und (2.1.11) berechnen,

(k)

ohne daBf die einzelnen S-Transformationen fir jedes y explizit

ausgefiihrt werden.

Wir unterscheiden auch hier wieder eine Standard- und eine opti-
male Variante. Dabei ist die Formel (2.1.25) der Standardvariante
mit der von Eberlein ([8],[9]) identisch. Eberlein bewies, ohne ei-
nen Hinweis auf die Herkunft ihrer Formel zur Berechnung der Trans-

formationsparameter zu geben, die Abschdtzung

2
] C .
ey —g(e ) = FlIATIZ - A% < - 2RslZe (2.1.27)
4 12 ||All 2

Also ist auch bei einer S-Transformation mit dem Parameter x = y(l)

die Normabnahme garantiert.

Flir die optimale Variante k&nnen wir wieder mit Hilfe von Lem-
ma 2.1.1 die Abschdtzung (2.1.27) im Sinne von (2.1.24) verallgemei-
nern, und es ld8t sich analog zum Beweis von Lemma 2.1.3 die folgen-

de Aussage verifizieren:

Lemma 2.1.4:

Die Funktion g(t) (vgl.(2.1.19)) sei gleichmdBig konvex, und es sei

t* das Minimum von g. Die Iterierten t(k), k € 1%) seien durch (2.1.26)

bestimmt. Dann gilt

lim t (k) = t*

. 2.1.
k > (2.1.28)
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Alle weiteren Aussagen bezliglich der optimalen Normreduzierung

(2.1.21) Ubertragen sich dann sinngemdf auf diese optimale Variante.

Damit stehen uns vier MOglichkeiten der Parameterbestimmung fir
die S-Transformation zur Verfligung, die alle eine globale Normredu-
zierung garantieren. Die optimale Normreduzierung beziiglich g ist

dabei durch die Berechnung von artanht(k)

in jedem Iterationsschritt
aufwendiger als die optimale Normreduzierung bezliglich f. Andrerseits
erscheint die Standard-Normreduzierung flir g zweckmdBiger als die

) in (2.1.21)

und t(l) in (2.1.25) identisch, jedoch lassen sich die Xomponenten der
(1) (1)

entsprechende fiir f, denn wie man leicht sieht, sind x

Matrix § schneller und stabiler aus t als aus x berechnen.

Im vorangegangenen Paragraphen wurde die Frage aufgeworfen, ob
groBe Parameter x fiir die S-Transformation zugelassen werden sollen.
Zundchst einmal ist klar, daB bei den Standard-Normreduzierungen die-
ses Problem nicht auftritt, da wegen (1.3.23),(2.1.9) und (2.1.14)

£t < o.55

x| < % ' ly‘*?| = |artanh
gilt. Jedoch kénnen bei Anwendung der optimalen Normreduzierungen die
Transformationsparameter x stark anwachsen, wie die Matrizen in
§ 2.1.1 gezeigt haben. Sacks-Davis ([45]) untersuchte das Ph&nomen
der groBen Parameter experimentell und befand, da8 diese die Stabili-
tdt der Verfahren (hinsichtlich der Verdnderungen der Matrix f) nicht
beeintrdchtigen. Diese Beobachtung wird durch eine Bemerkung wvon
Wilkinson ([60]) theoretisch untermauert, da die Norm von A abnimmt.
Hingegen kann sehr wohl die Stabilit&t der Eigenvektoren von f| darun-
ter leiden, daB aus groBen Parametern eine schlechte Kondition der
Matrix § resultiert. AuBerdem k&nnen groBe Parameter ein Indiz fiir
das Auftreten defektiver bzw. fast-defektiver Eigenwerte sein, wie
das Beispiel (2.1.15) (i) dokumentiert. In einem solchen Fall wiirde
eine optimale Normreduzierung den defektiven 2x2-Block zu normalisie-

ren versuchen.

Aus diesen Griinden werden wir uns in den Jacobi-dhnlichen Block-
verfahren in § 4.1 auf die Standard-Normreduzierung beziiglich g be-
schrédnken (generell fiir g #+ O, auch wenn g nicht gleichmdgig konvex

ist). Man beachte dabei, daB fiir diese Verfahren das Erreichen einer
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2x2-Blockdiagonalgestalt ohne vollstdndige Normalisierung der Matrix

2in sinnvolles Abbruchkriterium darstellt.

Zum SchluB dieses Abschnitts sei vermerkt, daB natilirlich auch eine
Kombination von Standard- und optimaler Normreduzierung denkbar ist,
=.B. in dem Sinne, daB8 anfdnglich bei voller Matrix eine optimale
Normreduzierung durchgefiihrt wird, um dann bei fast-blockdiagonaler
Matrix auf die Standard-Normreduzierung umzuschwenken. Experimen-
telle Untersuchungen dieser Art wurden von Sacks-Davis (s.[45]) an-

gestellt.
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2.1.3 EXAKTE MINIMIERUNG VON f(x) UND g(t) IN SPEZIALFALLEN

Wie wir in § 2.1.1 schon andeuteten, ld8t sich das Minimum von £
bzw. g in Spezialfdllen exakt bestimmen. Interessant ist insbeson-
dere der Fall a = b = 0. Hier erhalten wir flir a # 0 aus (2.1.10)
und (2.1.11)

asinhd4x + Bcoshi4x = 0 ,
d.h. das Minimum von f bzw. g berechnet sich exakt aus
tanh4x = -8 (2.1.29)

Hieraus ergibt sich das folgende

Lemma 2.1.5:

A sei eine reelle J-symmetrische Blockdiagonalmatrix der Dimension

n = 2m. Falls A nicht-defektiv ist, so existiert eine reelle J-ortho-
gonale Ahnlichkeitstransformation, die A auf Murnaghan-Form trans-
formiert.

Beweis:

Wir erhalten die gesuchte Transformationsmatrix als Produkt von

m Elementarmatrizen § (fir p = 1(1)m, vgl.(2.1.1)), d.h. als direkte
Summe von m 2x2-Matrizen der Form

cosh x sinh x

sinh x cosh x

Die Blockdiagonalgestalt von A impliziert a b = 0 fir jede Ma-
trix §, und aus der Nicht-Defektivitdt von A folgt aufgrund der Un-
tersuchungen fiir (2.1.15) (i) |B| < a. Damit existiert fiir jeden
2x2-Block App jeweils ein x € R, welches die Gleichung (2.1.29) er-
fiillt, und nach einer S§-Transformation mit diesem x gilt wegen

(2.1.10) und (2.1.13)

~
R

c2p—1,2p
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Also sind alle Blocke Ap; normal, d.h. die transformierte Matrix hat

Murnaghan-Form (vgl. Lemma 1.3.5).

Die Existenz dieser Ahnlichkeitstransformation ist im wesentlichen
aus zwei Grilinden interessant. Zum einen k&nnen wir den iterativen
Prozess, der die Matrizenfolge auf Murnaghan-Form bringen soll, bei
hinreichend genauer Blockdiagonalgestalt stoppen und ihn durch die
obige Transformation zum AbschluB bringen. Damit sind dann auch die
Eigenvektoren von A sofort bekannt, denn wie man sich leicht iber-
legt, besteht bei einer Endmatrix in Murnaghan-Form die akkumulierte
Transformationsmatrix spaltenweise aus den Real- und Imagindrteilen
der Eigenvektoren von A. Zum anderen kann diese Transformation bei
fast-blockdiagonalen Startmatrizen mit nicht-normalen Diagonalbl&dcken
angewandt werden. In § 4.1 werden wir sehen, daB die asymptotisch
quadratische Konvergenz der dort formulierten Jacobi-&hnlichen Block-
verfahren sowohl durch S(A) als auch durch || C(D) || bestimmt wird.

Wir kdnnen dann durch die obige Transformation || C(])) || zum Verschwin-
den bringen, und es ist zu erwarten, daB hierdurch die quadratische
Konvergenz eher einsetzt, vorausgesetzt, S(A) wurde nicht zu stark
gestdrt (man beachte, daB die Transformation fiir die Gesamtmatrix A

nicht notwendig normreduzierend wirkt).

In beiden Anwendungen besteht jedoch die Gefahr, daB groBe Para-
meter x in (2.1.29) auftreten. Diese konnen durch einen fast-defek-
tiven 2x2-Block App begriindet sein, aber auch bei nicht-defektiven
Bldcken k&nnen die Parameter beliebig groB8 werden, wie das Beispiel
(2.1.18) zeigt. Flir die numerische Praxis muf daher der Parameter x
sinnvoll beschr&nkt werden. Wir kommen auf dieses Problem in Kapi-

tel 5 zurlick.
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2.2 NORMREDUZIERUNG AN AUSSERDIAGONALBLOCKEN

A sei wieder eine reelle J-symmetrische Blockmatrix der Dimension

n = 2m, und es gelte 1 < p < g <m, p,q fest. Die elementare Matrix

T = T(xl,xz) ist definiert durch
cosh x 0 0] sinh x
_ 1 1
T = » T = ’
PP 0 coshx2 P4 sinhx2 (o]
xl,x2 € IR,
0] sinh x cosh x 0
T = ) .t = 2 ,
ap sinh x, 0 a9 0 coshx,
(2.2.1)
Tij = Iéij fir i,3 = 1 (V)m, (i,3) # (p:,p),(pP,q9),(qg,p),(g,q).

Diese zweiparametrige elementare Matrix, die in gewissem Sinne eine
Verallgemeinerung der Eberlein-Matrix § darstellt, wurde von Veselit
([53]) eingefiihrt und zur Normreduzierung von Matrizen, die J-symme-
trisch beziiglich J = (é _g) sind, angewandt. Auch wir benutzen T
zur Normreduzierung der Gesamtmatrix A, jedoch nach modifizierten
Wir nennen | die elementare

Strategien der Parameterwahl fir x_,x

17727

Eberlein-Veselié-Matrix.

Wie in § 2.1 verifiziert man wieder leicht mit Hilfe der bekannten

Eigenschaften hyperbolischer Funktionen die folgenden Aussagen:

T ist J-orthogonal und damit nicht-singuldr. Fir (xl,xz) £+ (0,0) ist T
nicht-orthogonal. Es gilt

T(OIO) = I, T(x1+Y11x2+Y2) = T(XI'XZ) T(ylryz)l
(2.2.2)

1

- _ _ _ T_
T(XI'XZ) = T( X1I xz)l T(XI’XZ) = T(XI'XZ).

Fliir feste x,,x

1 5 € IR sei

AT = T(Xllxz)_lAT(xl,xz) . (2.2.3)




e e e ey ve e

Dann ist A' wieder J-symmetrisch. Es wird unter (2.2.3) nur die p-te

und g-te Blockzeile bzw. -spalte transformiert, die ilibrigen Matrix-

bl&cke bleiben invariant. Die transformierten Bl&cke berechnen sich

dabei wegen (2.2.2) als

b
It

»
i

L

T A, -T A .
pp pi pq aqi ' _
i=1(1)m, i # p,/q,
- A .+ T A .
gp pi qq gi
T A T - T A T + T A T - T A T
PP PP PP P49 gp pp PP Pd gp P9 449 4gp
T A T -T A T 4+ T A T -T A T
PP PP P4 p9d 49p P49 PP P4 44 P49 99 49
~-T A T + T A T -7 A T +T A T
dp pPp Ppdg qq 9p pg gqp P9 4dg d9 949 449

(2.2.4)

14

’

’

und die p-te und g-te Blockspalte und Aq; ergeben sich aus der J-Sym-

; 1
metrie von fA .

Wenn wir (2.2.4) elementweise notieren,

L}
2 op-1,i
1
a2p,i
L
qog-1,i
L

a2q,i

1
8 2p-1,2p-1
1
a 2p-1,2p
L
a 2p,2p
1
8 op-1,2g-1
[ ]
22p-1,29
1

a2p,2q—1

a
2p.,2g

qop-1,i 1 T 22q,1 51
89p.i S22 7 %2g-1,i 52
p i=1(1")n,
qrg-1,i S2 T %2p,i%2
82q,:%1 7 %2p-1,1 %1
2 2

= + -

8o-1,2p-1 S1 T 2355.1,2¢%1%1 T 32q,2¢ S1°
= <+ -

qp-1,2p%1%2 F B2p-1,29-1 €152 T B2p,2q ©2°1

a 02 + 2a c.s., — a 82
2p.2p 2 2p,2q-1 272 2g-1,2q-1°2"

S

Bp-1,2g-1 €1%2 ¥ Bp1,25C152 F Byq-1,29 251

2
C.S 5

2
a -
2p.2p ©252 (cy*s;)

+
42p,2q-1

C

%p,2q €1°2 S

T 8yg-1,2q €152

a2p—1 12D €S 1

so erhalten wir

i#2p-1,2p,290-1,2qg

(2.2.5)

+
qr9-1,2q°152"

T @p,2¢51527

2. 2

+ —
Ao-1,2p-1 S151 F Bpo1,2q (C1751) 7 354,54 C15yr
qrg-1,29-1%2%52"

T 85p-1,2g-151527




v 2 2
3 5a-1,2q-1 © 22q-1,29-1%2 T 232p,2q-1%2%2 T F2p,2p S22
[ ]
= - +

2 2g-1,2q ay0-1,2q €12 7 ®2p,2q 152 F F2p-1,29-1 %251 t ay-1,2p51827
a ' = a c2 - 2a c,s, - a 52

29,29 2q,2q 1 2p-1,2q 171 2p-1,2p-1-1"'

wobeil wir c, = cosh X, r 8; = sinh X, i=1,2 gesetzt haben,.

In den beiden folgenden Paragraphen werden nun mehrere Strategien

zur Bestimmung der Transformationsparameter X, X, diskutiert.
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2.2.1 EIGENSCHAFTEN DER NORMREDUZIERENDEN FUNKTIONEN F(xl,xz) UND(S(ti,tz)

analog zu § 2.1.1 schreiben wir zundchst die Ahnlichkeitstransfor-
mation (2.2.3) in Abh&ngigkeit von (xl,xz). Es sei dazu 1 £ p < g £ m,

p,q fest, dann definieren wir

,5« = T(xl,xz)_lAT(xl,xz) ) X X, € R. (2.2.6)

Damit ist A = A(xl,xz) wieder bei vorgegebener Matrix /A eine Funk-

tion von xl,x2 € IR. Weiterhin definieren wir

Pix,oxy) = gCULATZE - A% 4 x %, € R, (2.2.7)

Es gilt (vgl.[53])

HA 2= A" 1N2 = IA 2= (1A 12

und aufgrund der J-Symmetrie von A und A

HANZ = AT+ A2 » AN =AY 2+ A2
Damit ergibt sich

Pix, ox,) = SCULATIZE = AT = JAIAT 1% - 1A%, (2.2.8)

1

Wie in § 2.1.1 erhalten wir dann mit Hilfe von (2.2.5) und den Addi-
tionstheoremen der hyperbolischen Funktionen nach einer recht mih-

seligen Rechnung die folgende Darstellung von F:

F(xl,xz) = a1 (c:osh4x1 -1) + Blsinh4x1+ o.ll(c:osth1 -1) + Bllsthx1
+ cxz(cosh4x2 -1) + stinh4x2+ cx.22(cosh2x2 -1) + B22s:mh 2x2 (2.2.9)
+ 6+(cosh(2x1+2x2)—1) + e+sinh(2x1+2x2)

+ 6_(oosh(2x1—2x2)-1) + e_sinh(2x1—2x2)

mit



21 2 1 _ 2 _1 _
O = 3351,2q T 8@2p-1,2p-17 22q,2¢ ' P1 T 2%p-1,2q'%2p-1,2p-1" 329,29’
1 2 1 2 1
= = + = - = = -
% 2a2p,2q—1 8(a2p,2p a2q—1,2q—1) ! B2 2a2p,2q—1(a2p,2p a2q—1,2q-1)'
1 2

)2+ Z( ) ’

:
+ = 2@p1,2q-1" %2p, 29 qg-1,2q" 32p-1,2p

:
= - +
+ = 30@ 1 0g-1722p, 29 Bag-1,2q" 22p-1,2p)

1 2 1 2
= - + + = -
6 =70, 1, 2q-1722p,2¢) * 7@q-1,2q" 22p-1,20
1 (2.2.10)
= - + ad
€ =350y 1,29-1Y32p, 29 @2g-1,2¢" 32p-1,2p
n n
°‘11=% (@, —1?+a2 ?)’Buz' qp-1,i%2q,i ’
i%¥2p°1,2p,29-1,2q “F7+* S i#2p-1,2p,2q-1,2q ‘P 1+ <4
n
Q.. = 1 (a 2 +a 2) ¢ B,, =~ a a
22 2 2p,i 2g-1,1 22 2p,i 2g-1,i

i*2p-1,2p,2g9-1,2q i*¥2p-1,2p,29-1,2q9

(vgl.[53]). Die partiellen Ableitungen von F berechnen sich als

3F  _ = ~ - i .

2°F ~ ~ . =

= 16a, + 4a.., + 456 + 46 , 1 =1,2 , (2.2.11)
2 i ii + -
oX.
1
2
¢ °F d°F =
45 =~ 46
axlax ax2ax1 + -
mit
a. = a,.(x.) = a,cosh4x, + B.sinh 4x_ ,
1l 1 1 1 1 1
Bl = Bi(x ) = ai51nh 4x. + Bicosh 4xi ,
6, = 6, (x,,x,) = étcosh(2x1f2x2) + eisinh(2x1i2x2),
(2.2.12)

€, = e+(x1,x2) = 6+sinh(2x1i2x2) + e+cosh(2x1j2x2),
a.. = a..(x.) = a, cosh2x, + B, . sinh 2x_ ,
11 11 1 11 1 11 1
B.. = B,..(x.) = a,,sinh2x_ + B, cosh2x, .
11 11 11 1 11 1
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Veseli¢ ([53]) bewies unter Anwendung der Eigenschaften (2.2.2) das

folgende wichtige

Lemma 2.2.1:

Es seien die Terme (2.2.10) als Funktionen von A aufgefaB8t, d.h. es
gelte

al = al(A)' Bl = Bl(A)I"’I 822 = BZZ(A) .
Dann folgt
G o= o (M), By =B, (A seers By, = By (R) (2.2.13)

~

wobei A durch (2.2.6) gegeben ist.

~

Hieraus erhalten wir fiir die Kommutatormatrix ( = C(K) nach
(1.3.23),(2.2.10) und (2.2.11)
~ o~ _ OF
Cyp-1,2q = S2p-1,2qF17%2) = 3%, (x, 0%,
(2.2.14)
c = C (x.,x.) = 2F (x.,%x.)
2p,2q-1 = “2p,2q-171'727 7 9x, 1720

Wie in § 2.1.1 sind wir auch hier daran interessiert, einen Mini-
malpunkt der Funktion F zu approximieren, um durch die [-Transforma-
tion (2.2.3) eine mdglichst gute Normreduzierung zu erreichen. Bei
exakter Bestimmung dieses Minimalpunktes verschwinden die Kommuta-

torelemente c nach der Transformation (vgl.(2.2.14j}),

2p-1,2q 'S2p,2q9-1
d.h. es gilt dann

(siehe auch [421]).

Ahnlich wie die normreduzierenden Funktionen f und g hat auch diese
Funktion einige interessante Eigenschaften, die es zundchst zu unter-
suchen gilt, bevor wir uns der analytischen bzw. numerischen Minimum-

bestimmung widmen. Man verifiziert leicht die folgenden Aussagen (vgl.
(53],[37]):
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F ist auf 122 definiert, konvex und nach unten durch

Ty TRy T Oy Ty, =6, =8,

beschridnkt. Fiir die Koeffizienten (2.2.10) gelten die Ungleichungen

| <a.. , i=1,2, (2.2.15)

11
le | <6, , le | s6_, 4|Bi| + ‘Biil < da, +a ., i=1,2. (2.2.16)
F ist streng konvex, wenn mindestens zwei der Terme
4o, + a y da . +a,,, & , &

1 11 2 22 + -

gréger als O sind, und gleichmdBig konvex, wenn zwei der Ungleichun-

gen (2.2.16) streng sind. Die Hessematrix von F

2
_ 2°F
Hxyhx,) = <ax‘_—‘ax.> (2.2.17)
i j/i,3=1,2

ist dann positiv definit bzw. gleichmdBig positiv definit, ansonsten

ist H positiv semidefinit.

Im Falle gleichm&figer Konvexitdt hat F ein eindeutiges globales
Minimum, und es gilt

. T
F(x, ,x,) > = fir [[(xl,xz) | > = .

F hat dann die typische "Kelch"-Gestalt:
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Ist F nicht gleichmd&Big konvex, so konnen folgende F&dlle auftreten:

(i) F ist nicht streng konvex. F ist dann Funktion nur einer Veré&n-

derlichen x1 bzw. x2, x1+x2 oder xl--x2 und als solche wieder

streng konvex. Wir unterscheiden die beiden folgenden typischen Ge-

stalten von F:

(2.2.18)

Im ersten Fall sprechen wir von einer Rinrne, im zweiten von einem
Hang. Die Funktion F hat in beiden F&llen kein eindeutiges globales
Minimum. Liegt eine Rinne vor, so ist jeder Punkt auf der horizonta-
len Geraden, die am "Boden" der Rinne verlduft, ein Minimum von F.
Im Falle eines Hanges ist F Summe von Exponentialfunktionstermen und
besitzt daher kein Minimum. Wie in § 2.1.1 sprechen wir hier wieder
von einem "MiInimum <m Unendlichen". Die Hessematrix H(X1’X2) ist in
diesen Fdllen singuldr, wobei die folgenden fiinf verschiedenen Kon-

stellationen fir H auftreten kdnnen:

<o o> (16a1+4a110> <o 0 > (4‘5+ 45+> <45_ —45_>

Die erste Konstellation ergibt F = O, und die librigen vier entspre-

chen Ebenendrehungen der in (2.2.18) skizzierten Figuren um jeweils450.
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Fiir die Kommutatorelemente c , C gilt fir diese finf
2p-1,2g 2p,2q9-1

Alternativen der Reihe nach

( (0,0)
(4B,+2B,,/0)

( ) = 1 (O’4BZ+2B22) (2.2.19)

c2p-1,2q'c2p,2q—1
(2€+,2€+)

L (26 _,-2€_) .

(ii) F ist streng konvex. Der Graph von F ist dann eine (additive)
Kombination der in (i) beschriebenen Rinnen und Héange. Dabei sind

die Kombinationen von zwei, drei oder vier Héngen verschiedener Rich-
tungen und von einer Rinne mit ein, zwei oder drei H&ngen mdglich.

F besitzt in allen Fillen kein Minimum, und wir sprechen wieder von

einem "Minimum im Unendlichen".

Diese Eigenschaften von F legen nun ihnlich wie in § 2.1.1 die
Vermutung nahe, daB die Matrix A bei einem "Minimum im Unendlichen"
defektive Eigenwerte besitzt, und daB bei einem Minimum am "Boden"
einer horizontalen Rinne mehrfache nicht-defektive Eigenwerte von A
auftreten. Aus diesem Grund untersuchen wir im folgenden die Fédlle,
in denen F # O nicht gleichm&Big konvex ist, im Hinblick auf viel-

fachheiten und Defektivitdten der Eigenwerte von A.

0.B.d.A. sei dazu p =1, g = 2. Wir stellen zundchst die Fdlle,

in denen der Graph von F eine Kombination von ein bis vier H&ngen

darstellt, tabellarisch zusammen. Es gilt dabei generell ]Bil = a
IBiiI = a, ., i=1,2 und le,| = &, , und die m&glichen Vorzeichenkon-
stellationen von 61,811,.:.,8_ ;ind in den ersten sechs Spalten der

nachfolgenden Tabelle aufgefiihrt. Diese Auflistung ist vollstdndig
in dem Sinne, daf alle nicht erwdhnten Konstellationen durch J-ortho-

gonale Bhnlichkeitstransformationen von A mit den Matrizen

V(l): V(2)’ V(3)r V(4)r P(1'3)r P(2,4) (2.2.20)

auf die verzeichneten Fidlle zuriickgefiihrt werden konnen.




In allen aufgefiihrten Fdllen besitzt F ein "Minimum im Unendlichen",
und mit Hilfe einiger elementarer Rechnungen l&8t sich jeweils nach-
weisen, daBAdie Eigenwerte kl,...,k4 von A mit den Eigenwerten des
4x4-Blocks A12 identisch und dabei paarweise doppelt reell sind, es

gilt

+ +
N _ a,ta,, N _ a a
1,2 2 ! :

Die Tabelle gibt nun AufschluB dariliber, ob die Eigenwerte notwendig
defektiv sind oder auch nicht-defektiv sein k&nnen. Ein D in der
siebten Spalte bedeutet, daB zumindest fiir eines der beiden Eigen-
wertpaare die Defektivitdt bewiesen werden kann, wobei der Beweis
analog zu dem Vorgehen in § 2.1.1 unter Betrachtung der Resolvente
(A-r1)~t

existjeren, in denen beide Eigenwertpaare und die Ubrigen Eigenwerte

von A gefiihrt wird. Ein ND wiederum besagt, daB Beispiele

der Matrix nicht-defektiv sind. Es wiirde den Rahmen dieser Arbeit
sprengen, alle Beispiele anzufiihren. Wir haben daher im Anhang einige

charakteristische 6x6-Beispiele zusammengestellt.

Sigmum Signum
8, 8,, B,B,, €, € |D/ND|Anhang B, B,, B, B,, €, €_|D/ND|Anhang
+1 0 O O O O D +1 O +1 +1 +1 O D
| Hang 0O +1 O O O O} ND (a1) +1 0 -1 -1 +1 O| ND
+1 +41 O O O O] ND +1 0 -1 -1 -1 O D
O O O O +1 O} ND (A2) +1 +1 O +1 +1 O] ND
+1 O 41 O O O} D +1 +1 ©0 -1 +1 O} ND
+1 O O +1 O O} D +1 +1 0 -1 -1 O}l ND
O +1 0 +1 O O} ND 3 Hange +1 +1 +1 +1 +1 O] ND (A4)
+1 O +1 +1 O O¢{ D +1 +1 -1 -1 +1 O{ ND
+1 41 O +1 O O} ND +1 O O O +1 +1} ND
+1 +1 +1 +1 O O] ND (a3) +1 0 O O +! -i|] D
2 Hange |+1 O O O +1 O D O +1 O O +1 +1| ND
+1 0 O O -1 O D O +1 O O +1 -1} ND
O +1 0 O +1 O}| ND +1 41 0 O +1 +1} ND (A5)
O +1 0O O -1 O| ND +1 41 O O +1 -1 ND
+1 +1 O O +1 O} ND +1 O +1 O +1 -1 D
+1 +1 O O -1 O} ND +1 O O +1 +1 +1} ND
O O O O +1 +11 D +1 0 O +1 +1 -1} D
+1 O 41 O +1 O] D O +1 O +1 +1 +1}] ND
+1 0 -1 0 -1 O} D 4 Hange |+1 O +1 +1 +1 +1} ND
+1 0O O +1 +1 O} D +1 O +1 +1 +1 -1 D
3 Hange |+1 O O -1 +1 O| ND +1 +1 O +1 +1 +1| ND
+1 0 0 -1 -1 O{ D +1 +1 O +1 +1 -1] ND
O 41 O +1 +1 O| ND +1 +1 +1 +1 +1 +1| ND (A6)
O 41 0 -1 +1 O} ND
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Somit ist bereits der erste Teil der obigen Vermutung widerlegt.
Auch der zweite Teil dieser Vermutung bewahrheitet sich nicht, wie
die nachfolgende Untersuchung der Fédlle, in denen der Graph von F

eine Rinne darstellt, zeigt.

Wir unterscheiden hier die Fdlle

(i) Bl = al > 0 , —611 = a11 > 0 ,

(i1) 4|8, | + |B < 4a, + a,, , (2.2.21)

11‘ 1 11
(iii) le | < 6

+ !

wobel jeweils die restlichen Koeffizienten (2.2.10) identisch O sind.
Alle ilibrigen Konstellationen lassen sich wieder durch J-orthogonale
Ahnlichkeitstransformationen mit den Matrizen (2.2.20) auf die Fdlle
(i) = (iii) zurlckfiihren. Nach einigen einfachen Rechnungen ergibt

sich hier fiir (i) und (ii), da8

doppelter reeller Eigenwert von A ist, und fiir (iii) erhalten wir
wieder, daf die Eigenwerte Al,...,k4 von A mit den Eigenwerten des
4x4-Blocks A12 identisch sind. Sie sind paarweise doppelt und berech-

nen sich als

N =a11+a22 + ‘/l(a —a )2 -a2+a2j
1,2,3,4 2 4'11 “22 12 13 ’

d.h. sie konnen reell und komplex auftreten. Es 1l&8t sich fiir alle
drei Fdlle leicht nachweisen, daf die Eigenwerte A1,2 bzw. k3’4
nicht-defektiv sind, wenn ihre Vielfachheit genau 2 ist. Wenn sie je-
doch grdBer als 2 ist, so konnen diese Eigenwerte defektiv sein, wie

die Beispiele (A7) - (A9) im Anhang zeigen.

Wir schlieBen die Untersuchung ab, indem wir noch die F&dlle be-
trachten, in denen der Graph von F eine Kombination von einer Rinne
mit ein bis drei H&ngen darstellt. Die nachfolgende Auflistung ist
vollstdndig, da sich wieder alle nicht verzeichneten Konstellationen

durch J-orthogonale Ahnlichkeitstransformationen mit den Matrizen



(2.2.20) aus den aufgefliihrten ergeben. Die Tabelle ist so zu verste-
_ — | _ .

hen, daB entweder generell |Bi| =a, ]Biil =a, . |et| = 61 gilt,

wobei dann das Vorzeichen von Bi,Bii,e+ angegeben wird, oder aber

es gilt 4{Bll + [811| < 4a, + a,, Dbazw. |e+l < 6, , was wir durch

"<" in der entsprechenden Spalte kennzeichnen.

F besitzt in allen Fdllen ein "Minimum im Unendlichen", und es
148t sich nachweisen, daB in den F&dllen, die die Konstellationen
(2.2.21) (1), (1i) beinhalten, die Matrix A den doppelten reellen Ei-

genwert

a, . +ta
_ %227 %33
Ay o, = (2.2.22)

besitzt. In den Fdllen mit {€+| < 6+ kann man zeigen, daB die Ei-

genwerte Al,...,h4 von A mit den Eigenwerten von A12 identisch sind

und sich als paarweise doppelt (reell oder komplex) ergeben:

a,  ta a, . +a n
11 44 22 "33 1 2

= + — -— - - -
A1'2!3’4 7 +—= _“/16(a11+a44 a,, a33) 8,85, 7838, - (2.2.23)

Wenn in der Tabelle ein D aufgefiihrt ist, so kann fir das Eigenwert-
paar (2.2.22) bzw. fliir mindestens eins der beiden Eigenwertpaare
(2.2.23) mit Hilfe der Resolvente von p die Defektivitdt bewiesen
werden, und ein ND gibt an, daB Beispiele existieren, in denen die
Matrix A ausschlieBlich nicht-defektive Eigenwerte besitzt. Einige

typische Beispiele der Dimension 6 sind wieder im Anhang aufgefihrt.

By B4 B, By, €, €_[P/ND| Anhang B, By B, By, €, €_{D/NDj Anhan
+1 -1 +41 O O O} D +1 -1 +1 O +1 O| ND
< +1 O O O D -1 41 +1 O +1 O} ND
+1 -1 0 +1 0 O| ND < +1 0O +1 O}l ND
< O +1 O O] ND +1 -1 O +1 +1 O}{ ND
+1 -1 +1 +1 O O| ND (a10) -1 +1 O +1 +1 O} ND
1 Rinne < +1 +1 O O} ND 1 Rinne < O +1 +1 O] ND
und +1 -1 O O +1 O} ND und +1 -1 +1 +1 +1 O} ND
1 Hang }{ -1 +1 O O +! O] ND 2 Hinge{~-1 +1 +1 +1 +1 O] ND
< O O +1 Ol ND | (All) < +1 +1 +1 O} ND
+1 0 0o 0 < 0} D +1 -1 0O O +1 -1} ND
0O +1 0 0 < O|ND < O O +1 -1|{ ND
+1 41 0 0 < O|ND (A12) +1 0 -1 0 < O} ND
O 0 0 0O K< +1| D 1 +1 O 0 -1 < O} ND




B, B, B, B,, €, € [D/ND|Anhang B,B,,B,B,, €, € [D/ND| Anhang
0O +1 0 -1 < O} ND +1 -1 +1 O +1 -1] ND
+1 0 -1 -1 < O} ND < +1 O +1 -1] ND
1 Rinne |+1 +1 0o -1 < OJ| ND +1 -1 0 +1 +1 -1| ND
und +1 +1 -1 -1 < O} ND < O +1 +1 -1} ND
2 Hinge (41 0 0 O < +1} D 1 Rinne +1 -1 +1 +1 +1 -1} ND | (Al14)
0O +1 0 0 < +1] ND und < +1 +1 +1 -1} ND
+1 41 0 O < +1{ ND (A13) 3 Hinge +1 0 -1 0 < +1| ND
+1 O O -1 < +1| ND
0 +1 0 -1 < +1} ND
+1 0 -1 -1 < +1| ND
+1 +1 O -1 < +1] ND
+1 +1 -1 -1 < +1} ND {A15)

Wir haben damit fir alle mdglichen F&dlle, in denen F nicht gleich-
mifig konvex ist, mehrfache Eigenwerte von /A nachgewiesen, und wir

erhalten als Konsequenz das folgende

Lemma 2.2.2:

A habe getrennte Eigenwerte. Dann ist F gleichm&Big konvex, und es
gilt

lim F(xl,xz) = . (2.2.24)
H(XI'XZ)TH > o=

Jedoch hat die Untersuchung unsere obige Vermutung liber die Ei-
genschaften von F im Zusammenhang mit mehrfachen Eigenwerten von A
widerlegt, und es stellt sich wie in § 2.1.1 die generelle Frage, ob
wir bei einem gut-konditionierten Eigenwertproblem mit nicht-defek-
tiven Eigenwerten grofe Parameter (xl,xz) fiir die T—Transformation,
die sich durch die Approximation eines "Minimums im Unendlichen" er-
ergeben k&nnen, zulassen sollen. Dabei beachte man, daB F selbst bei
fast-normalen Matrizen A ein "Minimum im Unendlichen" besitzen kann,
wie das Beispiel (A1) im Anhang zeigt (diese Matrix konvergiert fiir
w > O gegen Normalitdt). Wir werden diese Problematik der groBSen Pa-

rameter im folgenden Paragraphen diskutieren.

Zum SchluB dieses Abschnitts wollen wir nun noch eine zweite Dar-
stellung der Funktion F untersuchen. Mit Hilfe der Variablentransfor-

mation
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ti = tanhxi r 1=1,2

erhalten wir aus (2.2.9) nach einigen elementaren Umformungen

tf t1(1+t:i) tf t1
F(x. ,x.) = G(t. ,t.) = 8a, ——— + 48 ————— + 20 + 28—
17%5 1% 22 122 1172 1172
1 1 1 1
tg t2(1+t§) t; t,
b B2 4 4B 22 4 20—+ 2B ——
8(12(1—1:2)2 2 (1-t2)* 0221-1;3 22142
(2.2.25)
2
(t.+t.) (t,+t.) (1+t.t.)
11t 1t 152
+ 26 + 26+

+ 2 2 2 2
(1-£3) (1-t3) (1-£3) (1-t3)

2
(tl—tz) (tl-tz)(T—tltz)
+ 26 5 5 + 2¢e_ > >
(1-t1)(1—t2) (1—t1)(1-t2)

Wegen |tanh xi| < 1 ist G auf dem Gebiet D = (-1,1)x(-1,1) defi-

niert. Analog zu den Betrachtungen der Funktionen f und g in § 2.1.1
ist G bildlich gesprochen wieder durch gleichmdBiges "Zusammendrik-
ken" der Funktion F entstanden. Die partiellen Ableitungen von G be-

rechnen sich als

G _ 3F _1 2% _o% _ 1 aF _*4 o1 o
Bt T Ox, 12 T a2 ax? (-thH2 %% 32 T T
1 1 1 1 1
(2.2.26)
3%c _ 2% _ % 1
dtot,  dtpt, | Ixx, (165 (1-t2) '

und man iiberlegt sich leicht, daB sich die Minimumeigenschaften von
F auf G iibertragen, auch die Aussagen iiber die "Minima im Unend-
lichen". Diese entsprechen hier "Minima auf dem Rand von D". Jedoch
ist die Funktion G nicht mehr notwendig konvex, wie das folgende
Beispiel zeigt:

Fir e, = 6+ = 1, alle iibrigen Koeffizienten identisch 0, gilt




2x1+2x2

F ist konvex, G ist nicht konvex.

-+
tl t2

(1—t1)(1-t2) !

Analog zu § 2.1.1 nennen wir die Funktionen F(x1'X2) und G(t1't2)

aufgrund ihrer Anwendung normreduzierende
die exakte Minimumbestimmung fir F bzw. G
lich, da diese generell auf ein homogenes
Gleichungen und 2 Unbekannten) mindestens
suchen daher im folgenden Paragraphen die

numerischer Methoden.

Funktionen. Auch hier ist
nur in Spezialf&dllen mdg-
Gleichungssystem (mit 2

4. Grades fihrt. Wir unter-

Minimumbestimmung mittels
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2.2.2 NEWTON-ITERATION ZUR MINIMIERUNG VON F(xl,xz) UND G(t,,t,)

Wir betrachten zunidchst die Funktion F. Aufgrund der Konvexitdts-
eigenschaften von F bietet sich hier wie in § 2.1.2 ein Newton-dhn-
liches Iterationsverfahren zur Minimumbestimmung an. Man beachte da-
bei wieder den Aspekt, daB8 die lokal guadratische Konvergenz eines
solchen Verfahrens die Voraussetzungen fiir die asymptotisch quadra-

tische Konvergenz der gesamten Matrixiteration schafft.
Es sei || Cpql|> O . Wir definieren dann die Iterierten

k k
( )'Xé ))T

X = (x1

alternativ durch (i) oder (ii):

(i) F ist gleichmdBig konvex:

= (k)

c, (x
x© = 0,0 , x®M =x® -y wE®H™ | A ) k=0,1,..0,
C2p,2q-1(x ) (2.2.27)
wobei Y, Jjeweils als erste Zahl der Folge (Z_j)jE]N bestimmt wird,
so daB ©
g %) \\* ~ (k)
c (x7) c (x* %)
k - - -
P sy - Ty | 2R ) )T Eea T T (2.2.08)
c2p,2q—1(X ) ch,Zq-l(x )
gilt.
(ii) F ist nicht gleichmdBig konvex:
(0) _ ~ (k) ~ (k)
x ' = (0,0) . Falls lczp_1,2q(x )| = |c2p’2q_1(x )| , dann
~ (k)
c X
x1(k+1) = X1(k) + artanh(— = (K)o~ 2%—«)1'2% 1)<) Oz (K (K '
165, (x) 443, | ([ +48, () x,°))+48 x®), %K)
+ 71 2 -1 2
Lkt (k)

2 2 ! (2.2.29)
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sonst
LKD) (2.2.30)
1 1
k+1) (k) 52 2—1(x(k))
Xz( = x, ' + artanh | = ————Fp~—— i()1'<)q 2 (K (K y ax oK) (k)
160, (x, " )+4Q,, (%, )48, (x, ", x, ") +48_(x "1 x,")

fir k = 0,1,... .

Dabei ist aufgrund der Voraussetzungen die Matrix H(x(k)) in
(2.2.27) stets invertierbar, und die Nenner in (2.2.29) und (2.2.30)
sind ungleich O. Nach (2.2.14) berechnen sich die Iterierten direkt
aus (2.2.11) und (2.2.12), ohne daB die einzelnen [~-Transformationen

(k)

fiir jedes Parameterpaar x explizit ausgeflihrt werden.

Mit der alternativen Bestimmung der Iterierten in (i) und (ii)
tragen wir der Tatsache Rechnung, daB8 F bei mehrfachen Eigenwerten
von A nicht notwendig gleichmdB8ig konvex sein muB und in diesem Fall
die Hessematrix H singuldr sein kann (vgl. §2.2.1). In der numerischen

Praxis entscheidet man durch Abpriifen der Terme
6, - le,lr 8_-le_l, 4o, +a, -4a|B, |={B, |, 40, +0a,,-4|B,[-]B,, I,

nach welcher Strategie die Iteration durchgefiihrt wird.

Der Iterationsprozess (2.2.27) wird gemeinhin als gedimpftes
Newton-Verfahren bezeichnet (vgl.[37, §8.2]), wobei die spezielle
. von Goldstein ([151]),
Armijo ([1]) und Elkin([11]) stammt. Die Existenz der Y, wird durch

Form der Bestimmung der Ddmpfungsfaktoren Y

die gleichmdBige Konvexitdt von F garantiert (vgl. [37,Lemma 8.3.2
und S$.491]), und man beachte, daB ihre Berechnung durch einen end-
lichen Prozess erfolgt. Die Iteration gemdB (2.2.29) bzw. (2.2.30)
geht auf Eberlein ([8],[9]) zuriick. Wie man leicht nachweist, ent-
spricht sie der wiederholten Durchfilihrung des ersten Schrittes des
gewthnlichen Newton-Verfahrens zur Minimierung der (einparametrigen)
Funktion G(tl,O) bzw. G(O,tz) (vgl. auch § 2.1.2).

Beide Prozesse (i) und (ii) garantieren in jedem Iterationsschritt
einen Abstieg in Richtung des Infimums von F. Fiir (i) folgt dies aus
(2.2.28), da H(x™®)) und damit H(x(k)fq'positiv definit ist, und fir
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(ii) ergibt sich aus einer Abschd@tzung von Eberlein ([8]) zusammen

mit Lemma 2.2.1

2
P -r ) < '% = (K)o~ e i (2237
16a, (x, ) +a, , (% )+45+(x1 e X, )HAE_(x 7 %)
bzw.
2, (k)
c x"")
Py cp™®y < - % 2p.29-1 .(2.2.32)

~ (k) ~ (x) = (x) _(x) z (x) (k)
16a.2(x2 )+4a.22(x2 )+46+(x1 ' X, )+45_(x1 ’ X, )

Wiirde man die Iteration (2.2.27) generell mit Y = 1 durchfiih-
ren, so wdre sie identisch mit der gewdhnlichen Newton-Iteration.
Dann jedoch bestiinde die Gefahr des sogenannten "Overshootings",
d.h. die einzelnen Iterationsschritte erfolgen zwar in Abstiegsrich-
tung, aber man schieft {iber das Minimum hinaus (bzw. daran vorbei),
so daB nicht notwendig F(x(k+1)) < F(x(k)) gilt.

Lemma 2.2.3:

Fiir die Funktion F(xl,xz) (vgl. (2.2.9)) seien die Iterierten x(k),

k € I%) des modifizierten Newton-Verfahrens durch (2.2.27) bzw.
(2.2.29),(2.2.30) bestimmt. Dann gilt

F(x'¥)y > inf F fir k - = . (2.2.33)

Beweis:

Der Beweis wird getrennt fiir die F&dlle (i) und (ii) gefiihrt. In (i)
ist F gleichmdBig konvex und besitzt daher ein eindeutiges globales
Minimum x*. Elkin ([11]) bewies unter diesen Voraussetzungen

(k) *

lim x = X .

k-

Mit der Stetigkeit von F folgt hieraus die Behauptung.

In (ii) erhalten wir wie im Beweis von Lemma 2.1.3 aufgrund von
(2.2.31) und (2.2.32)
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F(x*)) €, Ee R? fir k -
und damit wegen (2.2.14)
grad F(x(k)) -0, k= =,

Aus der Konvexitdt von F ergibt sich hieraus dann wieder die Behaup-

tung. .

Wie in § 2.1.2 unterscheiden wir auch hier eine Standard-Normre-
duzierung, in der wir nur einen Iterationsschritt (2.2.27) bzw.
(2.2.29) oder (2.2.30) durchfiihren, und eine Optimale Normreduzierung,
in der die Iteration solange ausgefiihrt wird, bis das Infimum von F
hinreichend genau approximiert wurde, d.h. bis 1|§pq(x(k))|| fiir
ein k € W eine vorgegebene Schwelle unterschritten hat. Die garan-

tierte Normabnahme von /A bei einer [-Transformation mit den Parame-
(1)

1 :xél)) der Standardvariante kann wegen

tern (xl,xz) = (x
Fx™) - rx@) = ZALATIE- A D

durch (2.2.28) bzw. (2.2.31),(2.2.32) abgeschidtzt werden, und bei ei-
(k) (k)

ner |-Transformation mit den Parametern (x1 1%,

) der optimalen
Variante ist die Normabnahme wegen

F(x¥)y < rx'l))

zumindest genauso stark. Die allgemeinen Vor- und Nachteile dieser
beiden Varianten ergeben sich sinngemdf aus der Diskussion der ana-
logen Methoden in § 2.1.2 .

Abgesehen von einigen pathologischen F&dllen wird die Funktion F in
der Praxis gleichmdBig konvex sein, so daB die Iteration gemdB (2.2.27)
erfolgt. Dabei ist die Berechnung der Da&mpfungsfaktoren Yy weniger
aufwendig, als es zundchst scheint. Elkin ([{11]) bewies, daB abhdngig

vom Startwert x(O)

ein kO € N existiert, so daB Yy = 1 fir k 2 kO
gilt, und in § 3.2 zeigen wir, daB bei Anwendung dieser Iteration auf
Matrizen, die in einem gewissen Sinne fast Murnaghan-Form besitzen,

automatisch Y, = 1 folgt.
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Es deutet vieles darauf hin, daB durch die spezielle Gestalt von F
die Ungleichung (2.2.28) generell mit Y, = 1 erfiillt ist und damit
immer schon flir diesen Wert eine Normabnahme erfolgt. Einen Beweis
dieser Vermutung haben wir leider nicht erbringen k&nnen, jedoch ha-
ben wir auch kein Beispiel konstruieren kodnnen, welches die Vermu-
tung widerlegt, und auch experimentelle numerische Tests (wir kommen

hierauf in § 5.1 zurilick) haben keinen Widerspruch erbracht.

Somit erscheint diese modifizierte Newton-Iteration in der Praxis
weniger aufwendig als der analoge Prozess von Veseli& ([53]), der in
jedem Iterationsschritt eine doppelte Parameterberechnung gemdRf
(2.2.27) mit Yy = 1 und (2.2.29) bzw. (2.2.30) erfordert. In § 5.2
haben wir diese beiden Methoden hinsichtlich ihrer numerischen Effi-

zienz verglichen.

Aus den Untersuchungen des vorangegangenen Paragraphen ergibt sich
auch fiir die T—Transformation das Problem, daB groBe Parameter (x1’X2)

auftreten kdnnen. Bei der Standard-Normreduzierung ist dies zwar nicht

der Fall, da fiir die Transformationsparameter (x{l),xéz)) die Ab-
schatzungen
IxP ] <1 bzw. |x!Y] < artanh 1 < 0.55 , i=1,2
i i 2

(vgl.[53],[8]) gelten. Jedoch k&nnen bei Anwendung der optimalen
Normreduzierung die Parameter stark anwachsen, insbesondere dann, wenn
die Eigenwerte von A mehrfach bzw. fast-mehrfach, d.h. schlecht ge-
trennt sind. Die schon in § 2.1.2 zitierten Ergebnisse von Sacks-Davis
([45]) und wWilkinson ([60]) besagen, daB hierdurch die numerische Sta-
bilitdt der Berechnung von A' nicht beeintrédchtigt wird, da die
T-Transformation eine Normreduzierung bewirkt. Andrerseits sind wir
aber auch daran interessiert, die Eigenvektoren von /A stabil zu be-
rechnen. Da nun aus grofilen Transformationsparametern X, eine grofe
Kondition der Matrix | resultiert, welche wiederum gefihrlich fiir die
Stabilit&t der Eigenvektoren sein kann, werden wir in der Praxis (vgl.
Algorithmus 4.1.1)

x5V <, 1=1,2
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fordern, d.h. die optimale Normreduzierung (egal ob mit (2.2.27) oder
(k+1)! (k+1)|

1 2

als 1 wird. Man beachte, daf damit zumindest 1 Iterationsschritt aus-

(2.2.29),(2.2.30)) dann stoppen, wenn |X oder |x gréBer

gefiihrt werden kann.

Wir betrachten als nidchstes die numerische Minimierung der Funk-
tion G(t1't2)' Da G nicht notwendig konvex ist, 148t sich die Ite-
ration (2.2.27) nicht ohne weiteres auf diese Funktion {bertragen.
Wenn wir uns jedoch auf den ersten Schritt dieser Iteration mit

Yy = 1, d.h. auf den ersten Schritt des gewdhnlichen Newton-Verfah-

rens beschrdnken, so erhalten wir wegen (2.2.26) fiir t(O) = (0,0)
(1)
t C
H(0,0) 1(1) = - Zp-l.2q9)} | (2.2.34)
t, €2p,2q-1

wobei H durch (2.2.17) definiert ist, und damit, vorausgesetzt

H(0,0) ist nicht-singulér,

(16a2+4a22+46++46_)c2 - (46+—46_)c

t(l) — p-1,2g 2p,2g-1
1 det H(0,0) ’
(2.2.35)
t(l) _ (16a1+4a11+46++46_)c2£,zq_1 - (45+_46-)C29-1:23
2 det H(0,0) '
Also berechnen sich (t{l),tél)) nach den gleichen Formeln wie
(xil),xél)) bei der Standard-Normreduzierung fir F (mit Yy = 1) . Der
Vorteil der Parameterbestimmung (2.2.35) ist jedoch der, daB die
Komponenten der Matrix | schneller und stabiler aus t;l) als aus

xil) bestimmt werden k&nnen.

Diese Art der Parameterbestimmung stellt eine direkte Verallge-

meinerung der Strategie von Eberlein ([8],[9]) dar. Damit erhebt

sich sofort die Frage, ob auch dieser Ansatz bei einer T-Transforma-
(1)
i

nahme von A bewirkt, und ob sich die diesbeziigliche Abschédtzung von

tion mit den Parametern X, = artanh t eine garantierte Normab-

[8] analog verallgemeinern 1l&Bt.
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Diese erwilinschte Abschdtzung wirft jedoch Probleme auf. Zun&dchst
einmal ergibt sich im Gegensatz zu der Eberlein-Methode keine natiir-

liche Beschridnkung der Parameter, es gilt lediglich (vgl.[53])

i s, 1=,

Also existieren Fdlle, in denen in (2.2.35) til)

(1)
(t,

liegt, d.h. die Komponenten der Matrix [ sind nicht definiert.

= 1 gilt und damit

,tél)) auf dem Rand des (offenen) Definitionsbereichs D von G

Wir haben nachgewiesen, daB hier exakt 8 Konstellationen der Ko-
effizienten (2.2.10) mdglich sind. Diese k&nnen sdmtlich durch J-or-
thogonale Ahnlichkeitstransformationen mit den Matrizen (2.2.20) auf

1

(1) _ (1y _ 1 .
den Fall t1 =1, t2 =5 mit

—622 = a,, >0, =~ =6_>0,

alle Ubrigen Koeffizienten identisch O, zuriickgefiihrt werden. Dabei

zeigt das Beispiel der Matrix

1 o« w 0]l0 O
-0 2 0 wlw o
w 0 2 -~wjw
Alw) = 0 w w 1}J]0 O r @ € R
O -w w 0}0 O
O w=»o 010 O
mit den nicht-defektiven Eigenwerten A1,2 =1, A3'4 = 2, X5'6 = 0

(vgl. § 2.2.1), daB dieser Fall selbst bei fast-normalen Matrizen
auftreten kann (fiir ® - O konvergiert A(w) gegen Normalitdt).
(1)

1
der abgeschlossenen Menge DO C D 1liegt, wobei Do die folgende "Ro-

setten"-Gestalt besitzt:

Wir haben weiterhin nachgewiesen, daB8 (t ,tél)) notwendig in




Und wir haben andrerseits gezeigt, daf fir jeden beliebigen Punkt
(t1’t2) €D eine Koeffizientenkonstellation in (2.2.35) existiert,

so daB (t;?),

tél)) = (t1’t2) gilt, mit anderen Worten, Do ist "voll".
Leider haben wir aber keinen generellen Beweis filir die garantierte

Normreduzierung erbringen konnen, auch nicht unter einer erzwungenen

Parameterbeschrdnkung ltil < % , die die "HOrner" von DO abschneidet.

Es gilt jedoch das folgende

Lemma 2.2.4:

A sei eine reelle J-symmetrische Blockmatrix der Dimension n = 2m,

und fiir ein festes Pivotpaar (p,q) mit 1 < p < g < m gelte

- a2p'2q = O . (2.2.36)

a2p—1,2q—1

Es sei G durch (2.2.25) und H durch (2.2.17) definiert, und die Pa-

(1) (1)
t2

rameter t1 ' seien durch (2.2.35) bestimmt, dann folgt

T
c - -
2p-1,2qg H (0,0)

c2p,2q-1 c2p,2q—1

C
' 2p-1,2
G(tl(l),tz(l)) = % CIANA-TAID < - 21—7 ' P (2.2.37)
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Der Beweis so0ll hier nur angedeutet werden. Aus (2.2.36) erhalten
wir € = €e_ = 0. Mit Hilfe von (2.2.15) ergibt sich dann nach eini-
gen elementaren Abschdtzungen

1 1 .
eV s 5, =12,
d.h. die Parameter sind wie in [8] natlirlich beschr&nkt. Die Behaup-
tung folgt dann unter Ausnutzung von (2.2.34) aus einer Verallgemei-

nerung der Beweisschritte von Eberlein ([8]).

Natiirlich ist die Voraussetzung (2.2.36) relativ stark, jedoch
lassen sich Jacobi-&hnliche Blockverfahren formulieren, in denen die-
se Bedingung in jedem Pivotblock vor der [-Transformation gilt. So
definieren wir in § 3.3 die sogenannte Jacobi-Transformation. Falls
wir diese jedesmal direkt vor der [-Transformation ausfiihren, so ist
(2.2.36) stets erfiillt (vgl.(3.3.7),(3.3.8)). In § 5.1 werden wir

die Effektivitdt dieser Verfahren diskutieren.

Es deutet vieles darauf hin, daB eine [-Transformation mit den
Parametern X, = artanhntil) generell eine Normreduzierung von A be-
wirkt. Wir haben zwar, wie schon erwdhnt, keinen entsprechenden Be-
weis fiihren k&nnen, es ist uns aber auch nicht gelungen, ein Beispiel
zu konstruieren, in dem || A || nach der T-Transformation zunimmt. Auch
experimentelle Untersuchungen (siehe § 5.1) haben diese Vermutung

nicht widerlegen k&nnen.

Daher ist es fiir die numerische Praxis interessant, auch mit Hilfe
dieser [-Transformation Jacobi-#hnliche Blockverfahren zu konstruie-
ren. Natiirlich bediirfen dann die F#lle, in denen H(0,0) singuldr ist
bzw. [tél)l
einer Eberlein-Strategie wie in (2.2.29) bzw. (2.2.30). In § 5.1 ha-

ben wir ein solches Verfahren formuliert und diskutieren dort die

zu groB wird, einer Sonderbehandlung, beispielsweise mit

numerischen Resultate.
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3, ELEMENTARE TRANSFORMATIONSMATRIZEN FOR JACOBI-AHNLICHE
BLOCKVERFAHREN

Elementare Transformationsmatrizen sind gemdB Definition 1.1.5
reelle n-dimensionale Blockmatrizen R, die sich hdchstens in der
(p,qg) -Restriktion qu von der Einheitsmatrix unterscheiden. Somit
wird eine elementare Matrix durch die Vorgabe der vier 2x2-Bldcke

R , R , R und R eindeutig definiert,
bp Pg ap qq

In § 2.1 und § 2.2 haben wir bereits die elementaren Matrizen §
und [, die in den Jacobi-ihnlichen Blockverfahren zur Normreduzie-
rung auf Diagonalbldcken bzw. auf AuBerdiagonalpivots dienen, defi-
niert und einige wesentliche Eigenschaften diskutiert. In diesem
Kapitel wird fiir den diagonalisierenden Schritt der Verfahren eine

weitere elementare Matrix | eingefiihrt und untersucht.

Mit Hilfe dieser elementaren Transformationsmatrizen lassen sich
nun verschiedene Jacobi-&dhnliche Blockverfahren konstruieren, die
reelle J-symmetrische Blockmatrizen iterativ auf Murnaghan-Form
transformieren. In § 4.1 formulieren wir zwei spezielle Verfahren
dieses Typs. Fiir den Beweis der asymptotisch quadratischen Konvergenz
dieser Verfahren stellen wir in diesem Kapitel die Hilfsmittel bereit,
indem wir gewisse Abschitzungen fiir die elementaren Matrizen §,T und

U beweisen.
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3.1 DIE ELEMENTARE EBERLEIN-MATRIX

Wir verwenden die elementare Eberlein-Matrix § (vgl.(2.1.1)) zur
Normreduzierung auf der Blockdiagonalen. In § 4.1 formulieren wir
zwel spezielle Jacobi-dhnliche Blockverfahren, welche diesen Schritt
fiir einen festen Diagonalblock App mittels einer Standard-Normredu-

zierung fiir die Funktion g(t) ausfilihren.

Wir zeigen daher in Lemma 3.1.2, daB der Kommutator von App nach
obiger S-Transformation quadratisch klein wird, falls die Matrix f
fast Murnaghan-Form besitzt, d.h. A fast-blockdiagonal und die Block-
diagonale |) fast-normal ist (vgl. Lemma 1.3.5).

Diese letztere Voraussetzung wollen wir zundchst exakt formulie-
ren. A sei dazu eine reelle J-symmetrische Blockmatrix der Dimension

n = 2m. Es soll dann gelten:

s(f) £« —2___ 5,
5004/m-1
(3.1.1)
lca, )l < '5'<1>—o 82, 1i=1Mn .

Diese Ungleichungen werden als Generalvoraussetzungen fiir die nach-
folgenden Untersuchungen dieses Paragraphen gebraucht. Wir beginnen

mit dem Beweis eines technischen Lemmas.

Lemma 3.1.1:

A sei eine reelle J-symmetrische Blockmatrix der Dimension n = 2m.
Es gelte &6 > O und die Voraussetzungen (3.1.1). Dann gilt fiir die

Eigenwerte uéi), k=1,2 der Diagonalblécke A . von A

lul(l) _ uz(i)l > ;:_1 &6, i=11)m. (3.1.2)

Beweis:
Aus einer bekannten Abschdtzung fiir das sogenannte Henrici-MaB A(A)

fir beliebige quadratische Matrizen A (vgl.[25]) folgt mit dinLAii= 2



_68_

Nf—

4
. I
Ay = §g yller il < Voo & , i=1(Dm.

Weiterhin erhalten wir aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und

der J-Symmetrie von j

m
y_‘l .
?‘*——iHAin < I;? S(A) = §g>'6 &, i=1(Mm . (3.1.3)

Nach einem Satz von Meyer und Veseli& ,([33]), der eine Verallgemei-
nerung des klassischen Satzes von Gerschgorin (s.[59]) darstellt,

liegen die Eigenwerte von A in der Vereinigung der Kreisscheiben

m
i) (i .
k(D = qzen | Jut-z] sam o+ > Al ke(1,2), 151 (m .
j#i
Falls dabei 1 der Kreise ein zusammenhingendes Gebiet bilden, welches
disjunkt zu den {ibrigen Kreisen Kél) ist, so enthdlt dieses Gebiet

genau 1 Eigenwerte von A.

Die Radien dieser Kreise sind nun kleiner als é% 65, und damit
sind die Kreise aufgrund der Definition von & paarweise disjunkt,

und jede Kreisscheibe Kéi) enthdlt genau einen Eigenwert von A.

Die Mittelpunkte der Kii) sind die Eigenwerte der Diagonalbl&cke.

Gilte nun fiir ein i, 1 £ i £ m

INECRNCITIDEE LI

so wire der Abstand der zwei Eigenwerte aus den zugehdrigen Kreis-
(i)
1

Definition von &, und es folgt die Behauptung.

scheiben K und Kéi) kleiner als &. Dies ist ein Widerspruch zur

Wir kommen nun zu der wichtigsten Aussage dieses Paragraphen:

Lemma 3.1.2:

A sei eine reelle J-symmetrische Blockmatrix der Dimension n = 2m.
Es gelte & > 0 und die Voraussetzungen (3.1.1). Es sei 1 = p = m,

p fest, und die elementare Matrix § sei bestimmt durch
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c
- - 2 -1,2
tanh x _P——P_16a+4a (3.1.4)

(vgl.(2.1.25)). Dann gilt nach der S-Transformation fir A = S-lAS

2 2
|1c(Ap;)|ls 2.533 lu%g- |l c(a ) 12+ 3.373 lu¥¥- s (A . (3.1.5)
& PP )

Beweis:
Wir setzen o.B.d.A. p = 1 und schreiben wieder abkiirzend c¢ = coshx,

s = sinhx, t = tanhx . Es gilt wegen (1.3.23) und (2.1.9)

“12 - 2B4b (3.1.6)

t = - = = .

16a+4a 8a+2a

Dabei ist der Nenner, wie man aus den folgenden Abschétzungen sieht,

ungleich O.
Fiir die Eigenwerte von A11 gilt

2

(1)_. (1) (2 _ 2 )
luy w1 = l4a 5 - (ajmay,) 1

und hieraus folgt mit der Dreiecksungleichung und (3.1.2)

2 2 121 o2
4a12 + (all a22) 2 T—Z & . (3.1.7)
Es ergibt sich dann mit a 2 O
o) < 2Blxlpl 2/B|+|b] . 144 2]B[+[b]
8a 4a 2+(a -a )2 121 X
12 11 22
. 1,2 /2
Mit |B]| =Z|c12| =5 Il C(A“)H , |b] £ a und
a< s’ (3.1.8)
folgt weiter
36 1 2
[t] < =T —3 (/T|IC(A11HI+ s“ (A)) (3.1.9)
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und damit wegen (3.1.1)

lt| < 0.000844 . (3.1.10)
Aus s = 1 erhalten wir sofort
1-t
|s| < 1.0000004 |t] < 0.000845 , (3.1.11)
und aus ¢ = L und
1-t
1 E .
—_— - 1 £ fir 0 < E < 1 (3.1.12)
- 2(1-E)
1-E
folgt
c=14+7y, Yy < 0.5000004 t% . (3.1.13)

Es gilt nun a,. und a '-a.! abzuschdtzen. Wir haben (vgl.(2.1.5))

12 11" %22
' = (142s%) + (a,.-a..) cs
a1, T 815 117322
= a + (a,.—a..) —t + 2a 52 + (a,.-a..,)Ys
12 117 %227 o 12 117922 .
Einsetzen von (3.1.6) liefert
- 2+b -
LA - a,,(a;,73y,) + bla;,7a,)) 1 42a 24 (a. —a)ys
12 - %12 122 + (a a2+ 2a W_tz" 12 117 32"
12 11792
3
P 4a;; + 2a,,a - bla,;ma),) 1

Il
[

2
- + +2a,.,s" + (a,-a,,)Ys,
12 41t ta’ + (a,-a,,)” + 2a _\71-1:5 12 117%2

also
3
12!l < |a I( 1 1) N 4la,|” + 2]a,la+ |b| |a;,-a,,] ]
12" 7 712 [ 5 >
i day, + (ay7ay,)" + 2a 1-t
+2la |s° + |la,,-a | Y|s| .




Mit Hilfe der Ungleichung (3.1.12), a20 und (3.1.7) erhalten wir dann

3
£2 1aa 4lap,l +2la,la+ bl |a -y,

a5l < la,l + 1
12 121 5 =2 121 52 \/1—t’

2
+ 2[a12|s + |a11—a22|Y Is]

und hieraus mit |b| < a, (3.1.8),(3.1.10),(3.1.11) und (3.1.13)

! 2 2 12 2
la,,| < 2.501]a,[t" +0.000423|a, -a,, [t" + 0.596 " s (N

3
la, -a,,| la, |

r0.208 —L 22 ) + 4768 - .
&2 &°

Es gilt |a12l < é? tAll und ]all—a22| < v2 ||All, wobei die letzte
Abschitzung aus der Dreiecksungleichung und der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung folgt. Damit haben wir

|a

la o] < 1.7701|All? + 0.843 ﬂ%ﬂ s2(A) + 4.768 —=— . (3.1.14)
5 5

Analog zeigt man mit vertauschten Rollen von a, und a;17855

3
13,173,

62

. (3.1.15)

|a

1;—a2;| <3.540]|Allt% + 1.686 UAL s?(A) +1.192
62

2 '

. U t ' ¥ o N
Es gilt (vgl.(1.3.27)) Cip = 2a12(a11 a22). Zur Absché&tzung von c,,

fiihren wir nun eine Fallunterscheidung durch.

. Dann gilt wegen (3.1.7) und

Es sei zundchst |a, 6 -a > 2|a12

11 22'

‘/gm < /B'+ /n fir E,;n 20

N

1
1 1 2 2 11
lay -ay,1 2 slajma 1 + lay,| Zﬁ(au a,,)" ta;; 2 576

und somit




a = —_—— < 0.772 —MM— .
| 12| /8’ la,,-a 8

Wegen (2.1.27) gilt weiterhin

< Y2 Al < Y2 1AL

la,  -a, .|
1178,

so daB wir insgesamt

|IC(A11)H V2 ¢ = /@|a12[ |a

12l 11'322|

IA

3
16HAH(1-770HAHt2+o.843 UAL 62 gy 42,104 L0210 )
& &

A

2 2
2.533“—%L lcma, )%+ 3.373113-9— s% (A)
& &

erhalten, wobei in die letzte Abschdtzung (3.1.9) mit der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung, die Voraussetzungen (3.1.1) und &< Y2l|A]

eingeht,
Analog folgern wir im alternativen Fall Iall—azzl < 2[a12|
) ialzl 2 1—15 L4
i
also
e )l
la“—azzl < 1.544 ——— .

Die Abschitzungen |a < é? HA'l < é? IIAll und (3.1.15) implizie-

|
12
ren dann wieder

2 2
' 2 2
‘ lca Il < 2.533 -Ué-l% lca )%+ 3.373 J-Léli- s“(A) . .

Wir wollen nun noch den Normzuwachs in der AuBerdiagonalen nach

einer S-Transformation absch&tzen:
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Lemma 3.1.3:

Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.1.2 gilt nach der S-Transfor-
mation fir A' = S™AS

s(A') < 1.0017 s(p) . (3.1.16)

Beweis:
Wir schreiben A = ) + E und erhalten damit fiir die transformierte

Matrix die Zerlegung
A'=S7'DS + STIES = D'+ E'.

Aufgrund der Blockdiagonalgestalt von § (vgl.(2.1.1)) ist D' wieder
eine Blockdiagonalmatrix und E' eine Matrix mit verschwindender Block-

diagonale. Also gilt

' ' -1 -1
SA"Y = IE"Il < US™M I, HEN 1ISH, = US™ I, lISH, s .
Die Eigenwerte der Matrizen § und S—1 sind A =c¢c+ |s|], A =c - |s]
und (n-2) mal A = 1. Daher ist wegen c¢ 2 1 der betragsgrtfte Ei-

genwert von § und S_1 A=c+ |s|, und es folgt jeweils mit (3.1.10),
(3.1.11) und (3.1.13)

-1
ST I, = IS, = ¢ + |s]| s 1.000846

und hieraus die Behauptung. .
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3.2 DIE ELEMENTARE EBERLEIN-VESELIC-MATRIX

Wir haben die elemetare Eberlein-Veseli&-Matrix | bereits in § 2.2
definiert. Sie dient zur Normreduzierung der gesamten Matrix J, wobei
mehrere Wahlmdglichkeiten fiir die Transformationsparameter Xy 0%, exi-
stieren. Die speziellen Jacobi-#hnlichen Blockverfahren in § 4.1 fih-
ren diesen Schritt am Pivotblock qu mittels einer Standard-Normredu-
zierung bzw. einer optimalen Normreduzierung fiir die Funktion F(xl,xz)
aus (vgl. § 2.2.2). Wir untersuchen daher im folgenden die Eigenschaf-

ten der entsprechenden [-Transformationen.

Analog zu § 3.1 betrachten wir die [-Transformation ausschlieBlich
unter der Voraussetzung, daB die Matrix A fast Murnaghan-Form besitzt,
also A fast-blockdiagonal und [J fast-normal ist. Wir zeigen, daB dann
die geddmpfte Newton-Iteration (2.2.27) zur Normreduzierung mit der
gewdShnlichen Newton-Iteration identisch ist, d.h. die Dampfungsfak-

toren Y, = 1 gesetzt werden.

Die wichtigsten Aussagen dieses Paragraphen sind in Lemma 3.2.7
formuliert. Wir zeigen hier, daB fiir das oben zitierte Verfahren mit
Standard-Normreduzierung der Pivotblock Cpq der Kommutatormatrix von
A nach der T-Transformation quadratisch klein wird. Des weiteren wird
in diesem Lemma eine Abschdtzung fir die Transformationsparameter X

X, bei optimaler Normreduzierung bewiesen.

Zunidchst wollen wir die generelle Voraussetzung dieses Paragraphen,

daf A fast Murnaghan-Form besitzt, exakt formulieren:

A sei eine reelle J-symmetrische Blockmatrix der Dimension n = 2m,

dann gelte

1 s

1000 Ym-1  ||All*

s(th) < ||All e, e=

(3.2.1)

1
eIl < 758085 8% .

Diese Voraussetzungen sind wesentlich stdrker als die Bedingungen

(3.1.1) vor einer S-Transformation. Wir bendtigen sie im Hinblick auf
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die Anwendung des Satzes von Newton-Kantorovich (s.[37]) in Lemma 3.2.7.

Wir beginnen mit dem Beweis zweier technischer Lemmata, die unab-

hdngig von den Voraussetzungen (3.2.1) gelten.

Lemma 3.2.1:

A sei eine reelle J-symmetrische Blockmatrix der Dimension n = 2m,

und es sei 1 £ p < g £ m. Dann gilt

(p,q) (p,q) 1 ' !
&5 (A) = 4d (A) + 4‘/? (‘[ll C(App) |+ ‘fll C(Aqq) | ) . (3.2.2)

Beweis:

Wir fiihren den Beweis mittels einer dreifachen Fallunterscheidung.
Dazu betrachten wir die Eigenwerte uéj), k=1,2 , j=p,q der Diago-

nalblocke App und Aqq und unterscheiden dann die Fdlle von 4 nicht-

reellen, 4 reellen und je 2 nicht-reellen und 2 reellen Eigenwerten.

zur Vereinfachung setzen wir im folgenden o.B.d.A. p =1, g = 2.

Fall 1: (4 nicht-reelle Eigenwerte)

Die Eigenwerte von A11 und A22 seien jeweils nicht-reell. Es gilt
dann
a,,—~a

11 22l < 2laj,l lagsmay, | < 2lag, | (3.2.3)

und

a,,*a 1 a,.+a
w _ 1P o 1 2 @ F33aa 2 1 2y
H1,2 2 - \/a12 A TR PR ST e A ‘/a34 1(83373,) 1 -

Aus der Definition von Gép’q)(A) folgt

(1,2) (1)_. (2)
&, (A) = | wu " T-uy l

< | Re ufl)-Re u;Z)l + | Im u;l) - Im u;2)|
- | 3118, 33378y, |+ 1afa (e —a 12 - qfai-T(a- 2!
2 2 12 4'%117%22 a3, 703373, |-
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Man verifiziert leicht die Ungleichung

a,.,+ta a. .+a
11732 33374 :
| 2 2 | < min { |a11_a33l'|a11'a44|’la22 ay3lilayma,l )
W laj;=a,l
+ 3 + 2 ’
und aus -4E-n < -/E‘+ /ﬁ' fir E =2 n 2 0 ergibt sich
7l 2 2 _ la,yma),1 12573y,

l\[712 3(a;173;) \/ 34 4(a33'a44) | < |la12| 1a34|' + 2 * p) .

Also gilt
(1,2) (1,2) _ _
55 (A) = d (A + laj may,| + lagy-ay,

und damit wegen (3.2.3) und (1.3.26),(1.3.27)
\
- 1
at1r2) (p) +Zj—2=~(\/“ ca, )l +¢|I c(a,,) |l ) .

Fall 2: (4 reelle Eigenwerte)

IA

(1,2)
551 %) (M)

IA

Die Eigenwerte von A11 und A22 seien jeweils reell. Es gilt dann

> 2]a12| , la,-~a, | 2 2|a34l (3.2.4)

la may,l 2 33 44

a,,+a +a
(1y _J11° 722 . f1 2! (2) _ 3337%4 ‘[1 o2__ 2!
b= T¥1lay, azz) q12 ¥ ,2 5 ¥ 1(ay3ma) "3y,

Wenn wir nun den Satz von Gerschgorin (s.[59]) auf die 2x2-Matrix A
(1)
1,2
Vereinigung der Kreisscheiben mit den Mittelpunkten ay und a,, und

anwenden, so erhalten wir, daB die Eigenwerte u von A11 in der

dem jeweiligen Radius |a liegen. Nach (3.2.4) konnen sich diese

12|
Kreise hdchstens beriihren, so daB sich in jedem Kreis genau ein Ei-

genwert befindet. Analoge Aussagen gelten fir die 2x2-Matrix A22. Es
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sei nun o.B.d.A.

}oo.

la,; =831 = min{ lay;=2,,] rlayymag,lilay,mag,l JEWSC

Wir haben dann in dem Kreis um a mit dem Radius |a12| genau einen

i1
der Eigenwerte uilé und in dem Kreis um a mit dem Radius la34| ge-

33
;2; . Damit gilt

nau einen der Eigenwerte u
(1,2) _ (1,2)
%p () = lajy-ay;l +la,l+lag,l <4 (R + Jaj 1+ lag,l

und wegen (3.2.4)

2 1 ! !
gt )(A) + ~[§!a121 lall-azzl + ‘[%la34| la33-a44|

a2 py + %ﬁ? (yﬁ!c<A11>H'+ \ﬂlC(A22>H'> :

Fall 3: (2 nicht-reelle und 2 reelle Eigenwerte)

1

IA

(1,2)
812 ()

IA

Es seien o.B.d.A. die Eigenwerte von A11 reell und die von A22 nicht-
reell. Es gilt dann

la11_a22| > 2|a12| , la33—a44| < 2[a34| (3.2.5)
und
a .+a a..+ta
(1) _ "11 "22 4 ‘/1 . y2__ 2! (2) _ _33 44+‘/ 2_1 2
Moo= Yglamay)ta, s 5= T - Yoy, glag3ma,,) 1.

Es sei wieder o.B.d.A.

la, ;=235 = min {la } .

33! 1173330013y 1"l 2y 2551 v 1ay,may, ]

Mit der gleichen Argumentation wie im Fall 2 folgern wir nun, da8 in

dem Kreis um a,, mit dem Radius |a12|

A ., sagen wir u{!), 1liegt. Also gilt

genau einer der Eigenwerte von

(1,2) (1)_. (2)
6, (A) < Iul U, |
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< |u:1)-Re]J;2)| + |In1ui2)i
a..+a
_ 33 44 . (2_1 - 2!
< lay, | +la, 1+ Yay, - 7(a557a,,) .
2 _1 - 2 _ I
Aus a¢€34 3(83373,,) < [a34l < |a12[ +|!a12| |a34| folgt dann
sl1:2) (py < |a, . -a,,|+ Iéli_éﬁ.‘l_‘+2| |+|[ | -] ||
D = 18117233 2 312 412 434
la,.-a,,|
= g2 33 44
= d (A) + 5 + 2|a12|

und wieder wegen (3.2.5)

ML

(1,2)
6. "% (A)

IA

(1,2) 7 L ‘[ -
d (A)+‘/2!a34[ lay a1+ y2la,] lag -a,,

atted 4 Z—“[-z_—l (WC<A“>|F+ \/HC(Azz)”') -

IA

Lemma 3.2.2:

A sei eine reelle J-symmetrische Blockmatrix der Dimension n = 2m,

und es sei 1 £ p < g £ m. Dann gilt

L

alP 3 ) < ‘/16 min(a, ,a,) + 8 min(6,,6_) . (3.2.6)

Beweis:
Es sei wieder o.B.d.A. p =1, g = 2. Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-

schen Ungleichung zeigt man sofort

LS 2 R

2

at 2y < (2 min {(a,,-a,,)

2 2 2 2
(@730 1 (@ymagq)" s (ay,ma, )7 +2(la, [ =lay, ) ) .

Weiterhin gilt (vgl. (2.2.10))

2
- <
(a11 a44) < 80.1 , (a

2
- <
29 a33) < 8a2 ,

2 2
1< (ag*a, )< 46, , (Ja,,l - la,, [P s (a,,-a, ) < 46

IA

(laj,1 - Tag,

Zusammen folgt hieraus die Behauptung. .
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Als nichstes beweisen wir zwei weitere technische Lemmata, in die

die Generalvoraussetzungen (3.2.1) eingehen.

Lemma 3.2.3:
A sei eine reelle J-symmetrische Blockmatrix der Dimension n = 2m.

Es gelte &6 > O und die Voraussetzungen (3.2.1). Dann folgt

6,(A) 2 756 - (3.2.7)

Beweis:
Der Beweis wird mit der gleichen Argumentation wie der von Lemma 3.1.1

gefiihrt. Aus der Abschdtzung von Henrici ([25]) folgt zundchst mit

Il C(Aii)lis Il c(D)|| und den Voraussetzungen (3.2.1)
1
2 Co
A(Aii) < W 5 ’ 1 = 1(1)1’[1 .

Aus (3.1.3) erhalten wir dann mit (3.2.1) und & < Y2'||A]l

m

:E:: 1 —

: 'HAinSgo—aa, i=11)m .

JFi
Die Radien der Kreisscheiben Kéi) aus dem Satz von Meyer und Vese-
1i¢ ([33]) sind damit kleiner als = &, und die k() sind paarweise

96 k

disjunkt. Somit enth&lt jede Kreisscheibe wieder genau einen Eigen-

wert von A. Gdlte nun

47
6D(A) < 78 s,

so ldgen mindestens zwei Eigenwerte der Diagonalblocke Aii weniger
als %% & voneinander entfernt, und damit wdre der Abstand der zwei
Eigenwerte von JA aus den zugehdrigen Kreisscheiben kleiner als 6.

Hieraus folgt die Behauptung. .

Lemma 3.2.4:

Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.2.3 gilt

> . (3.2.8)
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Beweis:
Aus den Lemmata 3.2.3 und 3.2.1 folgt

>
(0]

48

(p,q)
6 < 75 8, (A < 45 &} (A)
48 (p,q) 1 ' !
Y (d (R + ‘V? (VIH ca I+ Vm CAgg) I )) .

Mit /EB'+ /' < /24E+n fiir E,n 2 O und \|C(APP)H+1|C(Aqq)|[s@||C(D)||
gilt dann

JIca i flica T < Yo yicol

Insgesamt erhalten wir damit

48 [ . (p,q) /2!
& < 47(d (A + 355 2 ) ¢

und hieraus folgt die Behauptung. .

Bevor wir die wichtigste Aussage dieses Paragraphen in Lemma 3.2.7
mit Hilfe des Satzes von Newton-Kantorovich (s.[37]) beweisen, miissen
wir dazu in den folgenden zwei Lemmata einige wesentliche Hilfsmittel

bereitstellen.

Lemma 3.2.5:

A sei eine reelle J-symmetrische Blockmatrix der Dimension n = 2m.
Es gelte & > O und die Voraussetzungen (3.2.1). Es sei 1sp<g=sm,

p,q fest, und die elementare Matrix T sei durch

X c
Y = -H,07t [ 212 (3.2.9)
X C2p,2q-1
bestimmt, wobei H durch (2.2.17) definiert ist. Dann gilt
(i) || Ho,07 Y, < 282 (3.2.10)

1
’
2 72 52
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X
(ii) I 1|
)

(Man beachte, daB die Hessematrix H(0,0) wegen 6 > O und Lemma 2.2.2

< 3.042-U-A-L-LS(A) < 0.00609 . (3.2.11)
&

invertierbar ist.)

Beweis:
T
)

(i) Es gilt allgemein flir y = (yl,y2 + 0

yTH(0,0)y

2 2
(16a1+4a11+46++46_)y1 + (85,-86 )y,y, + (16a2+4022+46++46_)y2

2 2 2 2
(16a1+4a11)y1 + (1602+4022)y2 + 46+(y1+y2) + 46_(y1—y2)

)2 )2 (3.2.12)

[\

2 2
160y, + 16a,y) + 46 (y,+y,)" + 45_(y,-y,

v

. 2,2 , 2.2
16 mln(al,az) (y1+y2) + 8 min(6_,8)) (y1+y2)

und damit wegen (3.2.6) und (3.2.8)

yTH(0,0)y 2 (@® P (MR yTy 2 ;—2% 82 yTy .

Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt nun

Il #H(0,0) ¥y |l llyll =2 y'H(O,00y

d.h. wir haben

I Ho,0 vyl = 222 6 |Iyll .

Hieraus ergibt sich dann sofort

| H(o, 07 |, = su Lyl 784 1

|
g#0 || Ho,0 v || 72 &7

(ii) Mit (3.2.9) und (3.2.10) erhalten wir aufgrund der Vertrdglich-
keit der Spektral-Norm und der Euklidischen Norm
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*1 . 184 1 C2p-1,2¢q
% - 729 62 c *
2 ZPIZq‘l
Es gilt nun
C
2p-1, 2!
“ p-1,2q l = Jlc |l s 7% sic))
c Pq
2p,2g-1

und wegen S(C(A)) =< 4l|All sS(A) (vgl.[56]) ergibt sich dann insgesamt

X

< 3.042 ﬂf%} S(A) £ 0.00609 ,
X (5}

wobei die letzte Ungleichung aus (3.2.1) und 6 < v2'|[A]l folgt. .

Lemma 3.2.6:

A sei eine reelle J-symmetrische Blockmatrix der Dimension n = 2m.
Es gelte & > 0 und die Voraussetzungen (3.2.1). Es sei 1sp<g=m,
p,q fest, und M C Iiz sei definiert durch

M = (-0.0122,0.0122)7% .

Dann gilt fir x,y € M

(i) | (grad F) (x) - (grad F) (y) || < 4.00716 HAIR llx-yl] » (3.2.13)

(11) [ H&) = Hp I, = 1.893 [[AIP Ix-yll . (3.2.14)
wobei F und H durch (2.2.7) und (2.2.17) gegeben sind.

Beweis:
Zunidchst gilt fir E = (51'52)T EM

| tanh gi{ < |§i{ < 0.0122, i=1,2 .

Hieraus folgt sukzessive aus den Additionstheoremen der hyperboli-
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schen Funktionen

| sinh 251' < 0.0245 , cosh2E, £ 1.000298 , i=1,2 ,
| sinh 4511 < 0.0491 , cosh4g < 1.00120 , i=1,2 , (3.2.15)

sinh (2E,%¥2E.) ] < 0.0491 , cosh(2g %2E, ) < 1.00120 .
1 2 1 2

Alsdann erhalten wir aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

fir vektorwertige Funktionen
|| (grad F) (x) - (grad F)(y)|| <L || x-yl|l, x,y€EM
mit

L = max |{H(§)||2 ,
Eec{ x+w(y-x)|] 0<w<1}

wobei die Vertridglichkeit der Spektral-Norm und der Euklidischen Norm

eingeht.

Es gelte nun filir ein beliebiges E € M fiir die Komponenten der Hesse-

» C ~ ~ ~ ~ -4 -~
matrix H(E) o.B.d.A. 4a1+a11 > 4o.2+c.22 r 6, 2 & , dann folgt

i H(g)H2 < 16&1 + 4&11 + 85+ ,

denn die Eigenwerte einer symmetrischen 2x2-Matrix

841 312
ay5 @
sind durch
a +a
_ 31178 o _ 2 2
Ao T 2 T ¥ glamay,) +a,,

gegeben, und somit wird die Spektral-Norm dieser Matrix durch

1
+ 2|a1 a..| + |a

]
3lagta,,l 17922 12|
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majorisiert. Mit (2.2.12) erhalten wir dann
| H(E) ]|, < 160 cosh4E, + 168, | |sinh 4E, | + 4a, cosh 2B + 4|B,,| |sinh2€ |

+ 86, cosh (2E +2E,) + 8le, | [sinh(2E+2E)) | .

Es miissen nun die Koeffizienten der hyperbolischen Terme abgeschatzt

_fzfsq\) und |a | < /3 ||Al folgt

werden. Aus |a 2p-1,2p-1 22q,2q

I <
2p-1,2qg

18,1 =3 s AL

und aus |811| < a,, erhalten wir
1 &2
B, =78 A .

. . . - | H
Weiterhin folgt mit la2p—1,2q—1 azp'2q| <S(f) und lazq_1,2q+a2p_1'2pl < |IAll

le,| <3 s@ AL
und es gilt

to, +a,, + 28, < AIZ .

11

In diese letzten Abschidtzungen ging mehrfach die Cauchy-Schwarzsche

Ungleichung ein.

Insgesamt erhalten wir dann mit (3.2.15), den Voraussetzungen
(3.2.1) und & < Y2'||All

| HE) I, < 1.00120(16a,+4a, +86,) + 0.00236 IIAIP < 4.00716 ||AIP
fiir E €M. Somit gilt insbesondere
L < 4.00716 ||AlI®

und es folgt die Behauptung (i).

Fiir den Beweis der zweiten Behauptung fassen wir H(x) als Funktion
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H: IR2 - lR4 auf. Es sei also

_ T
H = (Hl'Hz'HB’H4)
mit
H1(X) = 16a1+4a11+46++46_ , H4(x) = 16a2+4a22+46++46_ '
H2 (x) = H3(x) = 46+—46_ '
und

H' =
0
5 /i=1(14,3=1,2

sei die Funktionalmatrix von H. Man verifiziert leicht die folgende

Abschitzung fiir ein beliebiges E€M:

aH
|| H'(EY]l,, = 2 max = <§>l
M y<i<a | 2%y
1<§<2

IA

. | >
128a1|smh4§1[ + 128161|oosh4§1+ 16a11]sml'12§1| + 16|B,, |cosh 2E,
+ 166+|sinh(2§1+2§2)! + 16!€+[cosh(2§1+2§2)

+ 166_isi_nh(2§1—2§2)| + 16]e_lcosh(2§1—2§2) .
Wie im Beweis von (i) zeigt man dann mit (3.2.15) und (3.2.1)
I H )l < 1.893 [All® , Eem,

und mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt dann wieder,

da auch die Maximum-Norm und die Euklidische Norm vertrdglich sind,

HE-H I, < [IHE)-HEI] < max @ Iy lix=yll
E € {x+w(y—x) [0<w< 1}
< 1.893 [[AIPllx-yll » x,yeM . ||
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Wir kénnen nun die Hauptaussage dieses Abschnitts beweisen:

Lemma 3.2.7:

A sei eine reelle J-symmetrische Blockmatrix der Dimension n = 2m.
Es gelte & > O und die Voraussetzungen (3.2.1). Es sei 1sp<g=sm,
p,q fest. Zur Bestimmung der Parameter X = (xl,x2)T der elementaren
Matrix T werde die gedampfte Newton-Iteration

(0)

X = 0, x(k+1)

= x(k)-w(kv‘ﬁl(x(k))'1 (grad F) (x(k)), k=0,1,... (3.2.16)

nach der Strategie (2.2.28) durchgefiihrt.
Dann gilt Y = 1 fir k = 0,1,..., und die Iterierten (3.2.16)
konvergieren quadratisch gegen das eindeutige Minimum x= von F.

(1)

Nach einer [-Transformation mit x (Standard-Normreduzierung)

folgt fir A' = T AT

6
I Cpc'l || < 150.982 M—Q— s (A) (3.2.17)
)

und fiir eine [-Transformation mit x" (optimale Normreduzierung) gilt

l|x¥|| < 6.084 ﬂéAz‘U' S(A) £ 0.0122 (3.2.18)
und

leg !l = o . (3.2.19)
Beweis:

Zunichst einmal sei vermerkt, daf aufgrund der Voraussetzung & >0
die Funktion F gleichmdfig konvex ist (vgl. Lemma 2.2.2). Damit ist

H(x(k)) invertierbar, und F besitzt ein eindeutiges Minimum x".

Alsdann sei M wie in Lemma 3.2.6 definiert. Wir setzen vorldufig
x(k) € M fiir die Iterierten (3.2.16) voraus. Spdter zeigen wir, daB
dies automatisch aus den Voraussetzungen folgt. (Man beachte, daB mit

« (%) )| <y,

€ M natiirlich auch unsere Zusatzforderung |xi i=1,2 er-

fillt ist.)
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Als erstes gilt es nun zu beweisen, dag fir vy = 1

k

gilt (vgl.(2.2.28)). Wegen Lemma 2.2.1 genligt es aber o.B.d.A., diese

Ungleichung fiir k=0 zu beweisen.

Aus der Taylorentwicklung von F um O erhalten wir allgemein fir

XxXeM
F(x) = (grad F) (O x +1x"H(E)x , EeM .
Fir x = x'!) folgt hieraus mit (3.2.16)
F(x‘l) = -x(l)TH(O)x(l) + %x(lﬂ‘H(E)x(l) , EEM .

Es gilt nun fiir E§ =(§1,§2)T € M wegen (3.2.15),(2.2.12) und (2.2.15)

a : 20
al(El) < alcosh 4E, + a1|51nh.4§1| < A

und analog zeigt man

N
N

~ 0 ~ 0
a, » o (E)) S g5 o, v Gy (E)) =35 Ay

8, (E,,E,) =326, , B (E.,E) <326 .

Somit haben wir fiir x(l) = (xfl),xél))T (vgl.(3.2.12))

T

(16a, (E.)+4d, , (E.)) (D%, (163 (E.)+45. . (E ))x“’2
151 115177 ¥4 5 (Ey)+4a,, (E))) X,

()2 + 45_(g,,E,) (=, x{1)?

. (1)
+ 48 (€, ,E)) (%, "4x, 1 %

T
72-‘92 D Hoy V.

IN

Insgesamt erhalten wir also

2

T -
FxtM) < - ZxM o) x™M = - 2 (graa ) 07 H©O)! (grad P) (0)
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wobei die letzte Identitidt wieder aus (3.2.16) folgt. Damit ist
(3.2.20) flir k=0 bewiesen.

Da die Iteration (3.2.16) nun mit der gewthnlichen Newton-Itera-
tion identisch ist, kann der Konvergenzsatz von Newton-Kantorovich

angewandt werden. Wir setzen

: K, =[x

K, = 1.893 ||All®, x, = [HOT I, , K,

1

Hieraus folgt fiir

mit (3.2.10),(3.2.11) und den Voraussetzungen (3.2.1)

3
k < 6.103 LA sy < 1
54 2

Wir setzen weiter

r = K1K (1—‘/1—21()

12
und erhalten mit 1 - V‘1—-ZK <€ 2K und (3.2.11)
r < 2K3 < 0.01218 . (3.2.21)

Also ist auch
S(O,r) = {xeR’> | |lx|]]sricwm .

Da M konvex ist, sind hiermit alle Voraussetzungen des Satzes von
Newton-Kantorovich ([37,Theorem 12.6.2]) erfiillt, und es folgt, daB
die x(k) quadratisch gegen die Nullstelle von grad F und damit gegen

das Minimum von F konvergieren.
Die Abschitzung [37,Theorem 12.6.2,(5)] ergibt fiir k=1

(2, (3.2.22)

1 *
Il x-x* 1] < 2k X [|x




_89_

Mit (2.2.14),(3.2.13) und (grad F)(x") = O folgt dann fiir die Stan-

dard-Normreduzierung

= |l graa®) (xV) || < 4.00716 [IA] 2] xP-x* ||

L]
C
logg = J( 27

Cop,2q-1
und hieraus mit (3.2.22),(3.2.10) und (3.2.11)
- AP 42
lc " || £ 150.982 s“(A) .
pq 66

Wird die [-Transformation mit x* ausgefiihrt, so gilt wegen (2.2.14)

und es folgt die Behauptung (3.2.19). Aus [37,Theorem 12.6.2] erhal-

ten wir noch mit (3.2.21)

1
1x*)l < r < 2 [|xP

und hieraus sofort mit (3.2.11) die Abschdtzung (3.2.18).

Wir hatten zu Anfang des Beweises generell vorausgesetzt, daB die

Iterierten x(k) in M liegen. Jetzt kdnnen wir induktiv beweisen, dag
x¥) eMm fir x=0,1,... gilt.

Trivialerweise ist x(o) = 0 € M. Es seien dann x(o),...,x(k)EDd
fiir ein k € n%). x(k+1) wird nun durch (3.2.16) zundchst mit Yy = 1

bestimmt. Aus [37,Theorem 12.6.2] folgt, das x(k+1) in S(0O,r) und da-

mit wieder in M liegt. Da jetzt wieder bewiesen werden kann, daB mit
Yy = 1 die Ungleichung (3.2.20) gilt, ist x (k+1) definitiv bestimmt,
und es gilt somit x(k+1) € M. .

Die Aussagen tiiber eine T-Transformation mit x* wollen wir im fol-
genden so verstehen, daB x* durch die Iteration (3.2.16) hinreichend
approximiert wird, d.h. in dem Sinne, daB fiir ein k € N der Term
l| (grad F)(x(k))H

rem 12.6.2] gilt dann fiir dieses x

unter der Rechnergenauigkeit liegt. Nach [37,Theo-

(k) ebenfalls die Abschidtzung
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(3.2.18), wdhrend die Identitdt (3.2.19) als Ungleichung

I CP;II < Rechnergenauigkeit

zu interpretieren ist.

Um die folgenden Rechnungen zu vereinfachen, wollen wir die Para-

meter X, X einer [-Transformation generell mit (3.2.18) absché&tzen,

2
obwohl im Falle einer Standard-Normreduzierung eine bessere Abschidt-

zung gilt (vgl. (3.2.11)).

Wir miissen nun die Verinderungen der Matrix A unter einer [-Trans-
formation untersuchen. Dazu beweisen wir zundchst einige Aussagen

iiber die nicht-trivialen Bldcke der Matrix T.

Lemma 3.2.8:

Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 3.2.7, und die Parameter x

I
(1) !

x, der elementaren Matrix | seien durch x bzw. X' bestimmt. Dann

2
folgt
i = ||T < . 074 2.
(1) HTPPH2 Il aqll 1.0000745 , (3.2.23)
s | -
(i) [lquIB = lquP|B < 6.085 ilg%L S(A) £ 0.0123 . (3.2.24)
C (o
(iii) Fir T =T - I, T =T - I gilt
pp pp q4g q99g
O @]
T -_— L] L]
Tl = Tl (3.2.25)
o R - 2
T + 27T = T . .2.
1R Tty = 11T 1 (3.2.26)
Beweis:
Wir setzen wieder abklirzend s; = sinh:&_, c, = cosh}%_ , 1i=1,2. Aus
(2.2.1) erhalten wir
HTppHZ = ”qul‘z = maX(CI,Cz) ’
-1
und mit cosh E = (1-tanh?E) 2, |tanh E| < |E| fiir EER und (3.2.18)

folgt dann sofort Behauptung (i).
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Aus (2.2.1) ergibt sich weiterhin

I ll, = il ll, = maxCls,luls,D)

gl
1

und mit sinh € = tanh £ (1-tanh2 g)—5 fiir E€ IR erhalten wir aus (3.2.18)
lsi| < 1.0000745 Ixil <6.085 -UAJZL S(p) £0.0123 , i=1,2
o)
und damit die Behauptung (ii).

Alsdann iiberlegt man sich leicht

(o] o]
Tl = NT M, = max(e;=1,c,-1)
Es sei 0.B.d.A. ¢, = max(c,,c,) . |sll = max(lsll,lszl). Hieraus folgt
o] o
2 = —1y2 Cay = <29 = <2 - 2
T 1l + 2lT = (=17 + 2(cy=1) = ey =1 =5 T, oIl

und somit Behauptung (iii).

Wir k&nnen jetzt die Anderung des Pivotblocks qu und der Diago-

nalblécke App und Aqq unter einer |[-Transformation absch&tzen.

Lemma 3.2.9:

Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.2.7 gilt nach einer T-Trans-

formation mit x'!) bzw. x* fir A' = T AT
3
. ' 2 .
(1) A=A, +W. . Hwiill < 69.579-‘%—9— s“(A) , i=p.,q, (3.2.27)
2
(ii) A '=a_ _ +wW__ , llw__|| = 8.608-“—A-U- s(p) . (3.2.28)
Pq Pq pq Pq 52
AuBerdem gilt
2
' !A 1
. S S o~ 5 . . 02
(iii) HquH < 10.023 = (A = =5 (3.2.29)
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Beweis:
(i) Aus (2.2.4) erhdlt man fir AP; die Darstellung

mit
o] O o o]

W T A +A T 4T A T -T A T +T A T -T A T
PP PP PP PP PP PP PP PP P4 dp PP PP P9 9P PQd 49 9P

Es folgt dann aus (3.2.24),(3.2.26) und der J-Symmetrie von A

2 |
Hw_ || < [|T H2(llApp|1+|lAqqll)+2llTp

T A .
pp pa pHZl‘ pq|E ] joXef

| < 22
i 2

IA

Mit ||A ||+HAqu < V2'1{All und [[qu] S(A) und den Absch&tzun-

gen von Lemma 3.2.8 gilt damit

I

IA

3
||w 52.365-U-A-U— sz(A) + 8.607 MAJJ-sz(A)
PP 54 62

IA

’

3
69.579-1-[-A-y— s?(A)
5

wobei in die letzte Ungleichung & < V2'||A|| eingeht. Analog zeigt

man die zweite Aussage von (i).

(ii) Fir Ap; erhilt man ebenfalls aus (2.2.4) die Darstellung

A = A + W
pa pPa Pq
mit
[»] (o] o] (o]
w =T A T" -T A T +T7T A +A T +T A T -T A T .
pg PP PP P9 P9 dP P9 PP P9 Pd 99 Pp P9 49 P49 499 494

Es folgt mit (3.2.23),(3.2.25),(3.2.26) und der J-Symmetrie von A

W = Tl 1T

2
A +|{A + 2T A .
. o la, fl+lia 1 + 2T 12 fia, |

quZ pg

Wie im Beweis von (i) ergibt sich dann unter Anwendung von Lemma 3.2.8

und & < Y2'||All
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| 2
Ilw__|| < 8.608 UAL 2 (py
pd 52

(1ii) wegen [[A_ [l = g s(A) und & s vZ'||All folgt aus (3.2.28)
sofort
V2! 2 2
A 'HS -—2-S(A)+ 8.608 -U-A-U—-S(A)S 10.023 .M_A.U_S(A)

und damit aus den Voraussetzungen (3.2.1)

v 1
a0l <956 - |

q

Als nichstes schitzen wir die Normzunahme in der AuBerdiagonalen

nach einer T-Transformation ab.

Lemma 3.2.10:
Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.2.7 gilt nach einer T-Trans-

formation mit x(l) bzw. x. fiir A' = T'IAT
2
s(A') < 14.315 -U-A-él—s(A) . (3.2.30)
&
Beweis:

Nach (2.2.4) gilt wegen der J-Symmetrie von A und Al

SR - ® =2 > afliag B -2 > din i+ liag 1P

i*p,qg i*p,q

2
-2l If

+2[a’
pq

Weiter folgt aus (2.2.4) fir i#*p,qg

Haill < iyl 1Ay I+ el ag, 1l

Al <
1 qu lqup

I, 1, |

1A, 11+ I m

q4d

und damit nach Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und

und Lemma 3.2.8
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IA

2.000299 ||A__ | +0.000303 ||a_.|F ,
pP1 gi

2
1

IA

0.000303 ||A_. |[? + 2.000299 ||A
pi gi

Hieraus ergibt sich

m m
"2 "2y - 2 2
2 > diagIF+liaglf) - 2 z (la, 17+ 112,15

i*p,q i*p,q

m
2 2
< 1.000602 E @lla_; 17 +2{la; [1%)
i*p:q

1.000602 S2(f) . (3.2.31)

IA

Aus Lemma 3.2.9 erhalten wir

2 H2

Al < 1ia

: +20la W, I+ 11w

q

H<_’/Z

und damit wegen ||Ap < = S(A) und (3.2.28)

q

|2

2 4
"IP- A P < 12.174 AL 2 oy + 74.0908 LA s2(p) .
pPa Pgq 52 64

Insgesamt ergibt sich dann mit (3.2.31) und & < Y2'||Al]
2 ' A4 2
S“(A") < 204.895 5= S7(A)
&

und daraus die Behauptung. .

Wir miissen jetzt noch fiir die nachfolgenden Rechnungen untersuchen,
wie sich der Kommutator der Diagonalbldcke und der (p,q)-Restriktion

von A unter einer [-Transformation verhdlt.

Lemma 3.2.11:
Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.2.7 gilt nach einer T-Transfor-
mation mit x‘!) bzw. x* fir Al = T-IAT

1
1522

62 , i=p,q , (3.2.32)

@ lem )l
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IA

. . ] ' 4 2
(ii) | C(App) I+ | C(Aqq) < || C(App) I+l C(Aqq) Il +393.599 ﬂAﬂ_@“ s (A)

1
1076

& . (3.2.33)

IA

Beweis:
(i) Nach (3.2.27) kdnnen wir die transformierten Diagonalbldcke Ap;

und A ' in der Form
qq
A=A . +W,., , i=p,q

ii ii ii

darstellen. Hieraus erhalten wir nach einer einfachen Rechnung

ca,'y =a'"a ' -a a7
11 11 11 11 11
_ T v 1 T T _ T =
C(A ;) + Wy A, = A W, + AW, ~ W By I7P0C

und damit

Hea il te@a I+ 2la F w b+ 20ia I Hwg lEri=pea . (3.2.34)

i

Es gilt [[A_ || < [|All und wegen (2.2.28) [[a /Il < [[A"[l s [IAll , also

haben wir

fea Dlls e )i+ allAll w1l . i=psa .

Mit || C(Aii)H < |lc!l, (3.2.27), den Voraussetzungen (3.2.1) und
& < V2'||All folgt dann die Behauptung.

i< Y2ZUIAll .

(ii) Aus (3.2.34) erhalten wir mit HAPPH+ HAq
“Ap;”* la Il < 2UA" I < /2 Al und (3.2.27)

q

' ' ”A” 2
IIC(APP)||+'“ C(Aqq)“ < ||C(App)!|+ H C(Aqq)||+-393.599 54 S (A)

und hieraus mit || C(App) I+ | C(Aqq) < 2)lc]l , (3.2.1) und
wieder & < V2' ||All
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v ' 1
fea Hll+lcna Dl < 5 & - |

Lemma 3.2.12:

Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.2.7 gilt nach einer T-Transfor-

mation mit x‘!) bzw. x* fur A' = T_IAT

. A ' 2
(i) I Cpq” < | Cqu + 0.513 s“(A) , (3.2.35)
.. S S 4 2
(i1) | cpp][ + || qull < || C(_ ) I+ 1 C@_ ) I + 795.442 Mﬂ_&‘* s“(A) .
(3.2.36)
Beweis:

(i) Nach (1.3.23),(1.3.25) und (2.2.10) haben wir

11
pa Pa '
2822 0

. o 2B

Aus (2.2.12),(2.2.15),(3.2.18) und (3.2.15) folgt

|B

..l € a,, |sinh2x_ | +a,, cosh2x, < 1.0248 a.. , i=1,2 ,
11 11 1 11 1 11

und mit V§+n < /E'+/r? fiir E,n =2 O und a11 + a22 < % SZ(A) erhal-
ten wir dann
oy ' % 121 ' 2
< + < . .
Il Coq = 1lcq i 2‘/511 +B,, [ | + 0.513 s“(A)

(ii) wWie man leicht nachweist, gelten die Identitdten

A

=C(A )+ATa -a AT,
pp pp ap-ap ' pq pg
=C(A )+ATA -a AT,
gq gqqg P9 pg gp 49p

Hieraus folgt dann aufgrund der J-Symmetrie von AI

A A 1 ' V2
Feli+le s llea i+ lem i+ allai?,
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und mit (3.2.33) und (3.2.29) ergibt sich hieraus die Behauptung. .

Zum SchluB dieses Abschnitts beweisen wir noch zwei technische Aus-

(p,q)

sagen, die die Anderung von 6D(A) und d (A) unter einer T-Trans-

formation betreffen.

Lemma 3.2.13:

Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.2.7 gilt nach einer [-Transfor-
mation mit x ') bzw. x* fir Al = T'lAT

6, (A" 2356 . (3.2.37)

Beweis:

Der Beweis wird analog zum Beweis von Lemma 3.2.3 gefiihrt. Wir haben

hier
4‘/1'
') < {1 HCA')H1< 2_ 5, i=1(1
AR ) < Y3 Byl = === 0. 1=10m
Dabei werden I[C(Ap;)ll und ||C(Aqé){| nach (3.2.32) abgeschdtzt, wih-

rend die Diagonalblécke Aii fir i # p,q unter der [-Transformation in-
variant bleiben und daher die Abschitzung fiir [|C(Ai;)|[, i*p,q aus

den Generalvoraussetzungen (3.2.1) folgt.

Weiter erhalten wir aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, (3.2.30),
(3.2.1) und & =< Y27||All

1(1)m .

ME
IA
;451
1
wn
>
IA
o
gt
N

Es folgt dann

m
' v 1 .
A(A ) + E ' HAij | < ¢ &, i=1(M"m
J¥1i

und daraus mit derselben Argumentation wie in Lemma 3.2.3 die Behaup-

tung. .
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Lemma 3.2.14:

Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.2.7 gilt nach einer [-Transfor-
' -
mation mit x!) bzw. x* fiir A =T 1AT

alPra A"y 2 %6. (3.2.38)
Beweis:

Der Beweis verliduft analog zum Beweis von Lemma 3.2.4. Es gilt hier

wegen (3.2.37)

6 <13 (dw'q’ A") + ‘*/1_? (\/ lea Dil+y llcagy u'))

und damit wegen VYE'+/n' < Y2'4¢E+n fiir E,n 2 O und (3.2.33)

4
6<13 (d(PIQ)(A') +_£_6)

=72

Hieraus folgt die Behauptung. .
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3.3 DIE ELEMENTARE JACOBI-PAARDEKOOPER-MATRIX

Es sei A' eine reelle J-symmetrische Blockmatrix der Dimension
n = 2m, und es gelte 1 < p< g <m, p,g fest. Wir definieren die ele-

mentare Matrix | = U(yl,y2) durch

cos y, 0 -siny 0
1
U = ’ U = ’
PP 0 cosy, pq 0 -sin Y,
TN
¥y1¥,8 (=331,
sinvy, 0] cos vy, 0]
U = * ’ U = ’
ap 0 sin Yo a4 0 cosy,
(3.3.1)
Ujy = I8y fir 1,3 = 1(Mm, (,3) * (pyp) s (pr3) s (asP) s (qs9) -

Diese elementare Matrix kann man als zweiparametrige Verallgemeine-
rung der klassischen Rotationsmatrix von Jacobi ([28]) auffassen. An-
drerseits stellt sie auch einen Spezialfall der vierparametrigen Ro-
tationsmatrix von Paardekooper ({39]) dar. Jacobi benutzte seine Ma-
trix zur Eliminierung eines AuBerdiagonalelements einer symmetrischen
Matrix, wdhrend Paardekooper durch Anwendung seiner Matrix einen au-

Berdiagonalen 2x2-Block einer schiefsymmetrischen Matrix annullierte.

In § 4.1 werden Jacobi-&hnliche Blockverfahren formuliert, welche
die elementare Matrix |] zu zwei verschiedenen Zwecken verwenden. Ei-

v+

nerseits dient sie zur Annullierung des Pivotblocks qu des symme-

)
trischen Teils A ¥ von A', andrerseits eliminiert sie den Pivotblock

Ap;- des schiefsymmetrischen Teils A'~ von A'. Dies ist mit zwei Ro-
tationen mdglich, da die Pivotblocke Ap;+ und Ap;_ aufgrund der

J-Symmetrie von A' jeweils nur aus zwei Elementen bestehen.

Wir nennen || die elementare Jacobi-Paardekooper~Matrix. Eine Zhn-
lichkeitstransformation mit |J nennen wir Jacobi-Transformation, wenn
] -—
qu+ eliminiert wird, und Paardekooper-Transformation, wenn AP; eli-

miniert wird.

Die Verfahren aus § 4.1 fiilhren an einem festen Pivotblock qu zZu-

ndchst eine [-Transformation und anschlieBend eine |J-Transformation




aus. Wir setzen daher im folgenden stets voraus, daB sich fiir ein
<

festes Pivotpaar (p,q), 1 € p < g £ m die Eingangsmatrix A' fiir die
U-Transformation als Ausgangsmatrix einer [-Transformation ergibt.
Die Eingangsmatrix A der J-Transformation erfiille dabei die Voraus-
setzungen (3.2.1), d.h. sie besitze fast Murnaghan-Form. Wegen (3.2.30)

und (3.2.32) hat dann aber auch A' fast Murnaghan-Form.

Die wichtigste Aussage dieses Paragraphen wird in Lemma 3.3.8 for-
muliert. Wir zeigen hier, daf unter den obigen Voraussetzungen der

Pivotblock qu nach einer |J-Transformation quadratisch klein wird.

Zundchst aber konstatieren wir einige grundlegende Eigenschaften
der Jacobi-Paardekooper-Matrix, von deren Richtigkeit man sich leicht

iberzeugt:

U ist orthogonal und J-orthogonal und damit nicht-singuldr. Es gilt

-1

U(OIO) =1, U(y1,y2) = U(_Yll-yz) ’
(3.3.2)
U = U ’ U = -U .
PP aq bgq ap
Fiir feste Y,1Y, € (-g,g] sei
LU 1A
A = Uly,yy)) AUy ey, - (3.3.3)

Dann ist A" wieder J-symmetrisch. Es wird unter (3.3.3) nur die p-te

und g-te Blockzeile und -spalte von AI transformiert. Wegen (3.3.2)

berechnet sich A" als

ij=Aij.i*p,q,j*P:qr
p; - UppAp;L - quq;
. i=1(1)m, i # P.q .
A'"=-u A'+U A
qi gp pi qq qi
" : ‘ (3.3.4)

=U_A U -~ A U+ U_A - A 'y ,
PP PP PP PP pq qQp pp PP PQ qp P9 499 gp
A"=u a'v - A'U +u Aa' - A'U ,
pa pp PP P9 P9 9P pg PP P4 qq Pq 94 qqg
A"=-u A'U +U A'U - AU  + AU ,
aq ap pp pP9q aq 9p pgq qp’ P49 4q aq aq qq
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und die p-te und g-te Blockspalte und Aq;'ergeben sich aus der J-Sym-

. T
metrie von A

Aus der Orthogonaliti#t von |J folgt

|
>

i=1(1)m, i+p,gq (3.3.5)
V2 V2
a1+ llay

1
>

und daraus aufgrund der J-Symmetrie von A' und A"

1no,0 \ ' 2

52 - s2 2||A - 2||A . 3.3.6
A" (AD) 12 o 1l 12,1 ( )

Die Parameter YirY, (auch Winkel genannt) der Jacobi-Paardekooper-

Matrix werden nun folgendermaBen bestimmt:

Zur Eliminierung wvon AP;+ (Jacobi-Transformation) berechnen sich

Y,+¥, aus (vgl.[28])

2a
-1,2qg-
tan 2y, = pctefal oy e (R (3.3.7)
a2p—1,2p—1 2g-1,2g-1
'
22, ,2q T T
tan 2y, = ——= T Y, € (=5,5] . (3.3.8)

a
2p.2p 24,29

Dabei ist Yy durch (3.3.7) eindeutig definiert, wdhrend fir (3.3.8)

zwel Losungen yé ), i=1,2 existieren. So ist aufgrund der n-Perio-
dizitdt des Tangens mit y‘l) E(—%,O] auch

(2) (1)

Y T ¥ 2
(1) i
und mit Y, E(O'Z] auch
(2) (1) _ .
Y, Y, 5

eine L&sung von (3.3.8). Es gilt dann fiir yél)e (-%,o]
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cos yéz) = —sinyz(” ’ siny?fz) = COS y2(1)
und damit
2 1 2p,2 2
Uty, v,2) = Uty vty i2er2aipza),

und fir yél)E (O,%1

cosy§2)= sinyél), sinyé2)= —cosyél),
2 1 2p.2 2
Uty, vi?H = Uty, vyt Hyteer2aipier),
Eine Jacobi-Transformation mit den Winkeln yl,yé2) entspricht daher

(1)
2 "
tion der 2p-ten und 2g-ten Zeile und Spalte von A und einer Skalie-

einer Jacobi-Transformation mit YyrY , gefolgt von einer Permuta-

rung der 2p-ten oder 2g-ten Zeile und Spalte von A"mit -1.

Diese alternative Parameterwahl ermdglicht uns, das Phé&nomen der

"gestreuten" Diagonalbldcke zu verhindern. So kann die 4x4-Matrix Ap"

(1)

5 das Aussehen

nach einer Jacobi-Transformation mit YyrY

QO e
* ok
* ok
e O

*
@]
)
*

haben, wobei "+" fiir ein "groBes" und "e" filir ein "kleines” Element

steht. Die oben beschriebene Permutation ergibt dann

[ 0O *

%k

fiir Ap; (vgl.[53],(26]1,[27]). Die folgende Abfrage stellt ein sinn-
volles Kriterium flir die Entscheidung dar, ob eine Vertauschung mit

anschlieBender Skalierung vorgenommen werden soll:
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" - '
Bs sei A" = Uy, vi'H AUty v, . Falls

' [1]
la, |+ | _'|> la, | +]a, _ |
2p-1,2q' © '%2p,2q-1 2p-1,2p 2q-1,2q (3.3.9)

1,

" |
A (la 2p-1,2ql v ‘a2p,2p a2q—1,2q~-1

"l<2|a

2p-1,2p-1 a2q,2q' | <2]a

2p, 2q-1

so berechne A'.als U(y1,Yé2))‘1A'U(Y11Yé2)) (vgl.[53]).

Hierbei stellt die zweite Bedingung von (3.3.9) sicher, daB die
Eigenwerte der gestreuten Bl&cke nicht alle reell sind. In einem sol-

chen Fall ist eine Permutation unndtig.

Nach der Jacobi-Transformation gilt dann Ap;*_= O und (s.[28))

'+H2

2 LU LS N
S“(A T)Y=8“"(A) 2]]qu

. (3.3.10)

Zur Annullierung von Ap;— (Paardekooper-Transformation) berechnen
sich y,,y, aus (vgl.[39])

a a -a a
- - -1,2q%2p-1,
q5-1,2p 2g-1,2q P2p-1,2q 2p,2g-1
( a 'cosy, + a 'sin
2p-1,2p5 Y1 ¥ 81,2450 Yy
1] | IS
Bp-1,2p°8 Y1 T Fp,2q-1% Yy
- _nn
tany, = 1 ' ' ' yze( 2,2]. (3.3.12)
. .
35,2q-105 Y1 T By, 25 Yy
L L N
L B0g-1,2¢%8 Y17 Bp1, 265 Yy

! Hierbei widhlt man die obere Formel von (3.3.12), wenn

] ] . 1 ] | ] .
lazp_ilzpcosy1 a2p’2q_lsmy1| >|a2q_1,2qcosy1 azp_l'zqsmyll (3.3.13)

gilt, ansonsten die untere.

Durch (3.3.11),(3.3.12) und (3.3.13) sind Y, und Y, eindeutig de-

. finiert, und nach der Paardekooper-Transformation gilt AP;“_= O und

(s.[39])
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s2(A" Ty =820y - 2/|a_"If

. (3.3.14)
Pq

Die Entscheidung, ob wir eine Jacobi- oder Paardekooper-Transfor-
mation durchfihren, wird mit Hilfe des folgenden Kriteriums getrof-

fen:

Falls

L L 1
29—1,2p—1—a2q—1,2q—1’"a2p-1,2p-1-a2q,2ql'

'llla

L]
2p,2p q2q-1,2q-1

a7l + min {|a

la ' (3.3.15)

[}
2p,2p °2q,2q

v _ ' ]
> ATl 1 ey ool =y sl |
gilt, so wird eine Jacobi-Transformation ausgefiihrt, sonst eine Paar-

dekooper~-Transformation.

Diesem Kriterium liegt die folgende Idee zugrunde: Solange noch
keine Blockdiagonaldominanz vorliegt, ist es wegen (3.3.10) und
(3.3.14) ginstiger, den Teil von Ap; zu eliminieren, der gr&Ber ist.
Daher riihren die jeweils ersten Summanden in (3.3.15). Hat die Ma-
trix A' jedoch schon fast Murnaghan-Form, so liefern die zweiten Sum-
manden N&dherungen flir die Trennung der Real- bzw. Imaginérteile der
Eigenwerte von A'. Diese bestimmen dann, da die Terme ||A oq *1| und
A oq “|| unbedeutend klein sind, welche Transformation durchgefiihrt
wird. Ahnliche Kriterien wurden von Eberlein ([10]), Veseli& ([531)
und Wenzel ([56]) benutzt.

Flir die nachfolgenden Untersuchungen miissen wir nun die Winkel der
Jacobi- bzw. Paardekooper-Transformation absch&dtzen. Dabei setzen wir

fiir den Winkel Y, der Jacobi-Transformation zundchst Y, ] vor-

€(-
4 r
aus. Spdter zeigen wir dann, daB diese Einschrdnkung unter den gege-

benen Voraussetzungen immer gilt.

Lemma 3.3.1:

A sei eine reelle J-symmetrische Blockmatrix der Dimension n = 2m.

Es gelte & > O und die Voraussetzungen (3.2.1). Es sei 1<p<g<m,

p,q fest, und A' sei durch eine T-Transformation fiir den Pivotblock




- 105 -

(1)

qu mit den Parametern Xx bzw. X (vgl. Lemma 3.2.7) gegeben.

Die elementare Matrix |J sei durch (3.3.7) und (3.3.8) bestimmt,
wobei y2E(—%,%] gelte. Dann geniigen die Winkel YyrY, den Ungleichun-
gen
'+
| o |
Isinyils 2.324 — i=1,2 . (3.3.16)

Beweis:

Es gilt wegen yle(—%,g]
lsiny1| < |tany

und damit nach (3.3.7)

la2p-1,2q—1l

IA

}sinydl -

1
ia2p—1,29—1_a2q—1,2q—1I

Aufgrund von (3.3.15) gilt weiter

1 l_ v l (p,q) ' l [ _l 'y

851, 2p-1"32g-1,2¢-1 = 2 ¢ A +3lla -3 1A I
25 a® DAY -3l (3.3.17)
>2Ls

wobei die letzte Abschdtzung aus (3.2.29) und (3.2.38) folgt. Mit

la 'I' < |Ia_'*|| erhalten wir dann schlieBlich
2p-1,29-1' ' pg
s
1a,2t
|siny, | < 2.324 —Pa

Die Abschdtzung fir sin§ezwird analog bewiesen, da wir yze(—%,%]

vorausgesetzt haben. -

Lemma 3.3.2:

Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 3.3.1. Die elementare Matrix
J sei durch (3.3.11),(3.3.12) und (3.3.13) bestimmt. Dann geniligen die
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Wwinkel yi,y2 den Ungleichungen
| .
2 g i
[sinyll < 2,327 —R&2 (3.3.18)
&
| -
= 1ae
|siny,| < 4.678 —k1 (3.3.19)
5

Beweis:

Der Beweis folgt im wesentlichen den Ideen von Hari ([20]). Jedoch
138t Hari die Entscheidung fiir eine der beiden Formeln (3.3.12) gene-
rell offen und widhlt dann im Beweis die jeweils geeignete. Durch Ein-
beziehung des Kriteriums (3.3.13) zur Berechnung von Y, wird die Be-

weisfiihrung bei uns aufwendiger.,

Wir setzen zur Vereinfachung wieder o.B.d.A. p =1, g = 2, und es
sei C; =cosy,, s; = sinyq_, i=1,2. Zundchst einmal gilt wegen
(3.3.15),(3.2.29) und (3.2.38)

) 12 ' '
Vﬁa2 +a;,” 2z max {!a121,|a34|}

lla1;l '!a3;1'

2
1.(1,2) p" 1 V4 1 '-

> a2 A+ Sl LTI - sla LT (3.3.20)
1.(1,2 ' 1 '

> 2a P A - Sllag,ll
241

2 %o 6 .

Alsdann erhalten wir mit Hilfe der Dreiecksungleichung und der Cauchy-

Schwarzschen Ungleichung

la, 2l la, 2] +la,]la,,|
1211853 341 1314
h |tan 2y, | < 2 |] ENEINNE T
a4, T34 814 "853 I
‘I '2+ !2'4 v2+ 127
< 15 T3, 814 *a53
< Ila |2_a |2I_|a v2_a |2||
12 ~ 334 14 323
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| -
Fa,7)

= 2
' ' v 2 2 ’
lay, [ +lay,l a2 |-la,t1] - 3,773,357
2 %2l 34 !
8yp T34 815 T3y

und es folgt mit (3.3.20) und YE+n' < VE'+ /n' flir E,n 2 O

la,,1+]la,, |
12 34 ' ' 241
S 2. '|a12‘ ]a34|l 2 560 ©
12 34
] L
und wieder mit (3.3.20) und [a142—a232]_.a1;2+a232‘_||A12|F_.4;OOE¥
(vgl. (3.2.29))
”a '2_a 12
%14 %23 | _ 4
a +a T - 8435 *
12 34
Hieraus ergibt sich dann insgesamt wegen yle(—%,%]
'—
. 1 12, |l
!SIHYE! < ltanyll < §|tan2y1| < 2.327 ———— (3.3.21)

Es sei nun die Ungleichung (3.3.13) erfiillt. Dann gilt

] [ ]
lajiey +layslls 2 Ja 0p-a, 58, |

v
V)]

und damit

[ ] L ] L
gl = lal < (Jag ] +la, D) [tany,

'V _ . v _ '
23| < /§1HA12 lund (3.3.21) folgt dann mit [|A IIS|LA12H

T
Aus [a14[+|a
und (3.2.29)
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T L}
1
lag ! -la,l = 5795 6 -

zusammen mit (3.3.20) impliziert diese Ungleichung

|a12| > Ia34| . (3.3.22)
7ur weiteren Beweisfiihrung wird nun eine Fallunterscheidung durchge-
s . . | 241
fijhrt. Es sei zundchst la.34| < %5 6 -

Nach (3.3.13) berechnet sich Yy, aus der oberen Formel von (3.3.12).
Es gilt somit

la,sley + lag,lls, ]

: 4% 4

| [s:.nyzl < |tany2| < = 1' 3| L . (3.3.23)
| |lay;le, = lagsllsy ]

Aus (3.3.21) folgt wieder mit [|A,, 7|l < [[A,,]l und (3.2.29)

151I < 0.0333 (3.3.24)
und hieraus mit v 1-E'2> 1 ————é——— fir O <€ E < 1
2 /1-E
c, = 0.999445. (3.3.25)

1

Wegen (3.3.20),(3.3.22) und a ‘| < ||a ' S-J— 6 (vgl.(3.2.29)) er-
23 12 70
gibt sich dann

' ]
l1a,2lc, = layalls, 1| 2 0.420 6,

1
und aus (3.3.21) und |a < HA12H erhalten wir insgesamt

L
"

a7l
. 12
151ny2| < 4.678 : .
. ' 241 . . .
Alsdann sei |a34|> ) &. Wie in (3.3.23) gilt
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14!
» '| c1-+|sll
. 1834
|siny,| < T , .
|2y, la,sl
[ ] 1 | ] sll
lag, | !a34|

Mit Hilfe von (3.3.22),(3.3.24),(3.3.25) und erneut mit |a,,| < - 6
erhalten wir '

2 0.99833 ,

und aus (3.3.21) und |a1;[ < |la folgt dann auch in diesem Fall

die Behauptung (3.3.19).

o I

Wenn nun die Ungleichung (3.3.13) nicht erfiillt ist, so zeigt man
analog

lag,l = lag,l

Die Abschidtzung (3.3.19) wird dann mit der unteren Formel von (3.3.12)
' ' ] ' .

und vertauschten Rollen von a,, und a3, bzw. a4 und a, s bewiesen. Il
Wie man sieht, sind die Abschadtzungen flir die Jacobi-Transforma-

tion wesentlich schd@rfer als die fiir die Paardekooper-Transformation,

insbesondere flir den Winkel Y. Jedoch wollen wir im folgenden, um

die weiteren Rechnungen einheitlich durchfiihren zu k&nnen, die Winkel

Y, immer mit (3.3.18) und (3.3.19) abschdtzen, unabhdngig davon, wel-

che der beiden Transformationen ausgefiihrt wird.

Analog zum Vorgehen in § 3.2 untersuchen wir nun die Veranderungen
der Matrix A' unter einer |J-Transformation. Zu diesem Zweck beweisen

wir zunichst einige Aussagen iiber die nicht-trivialen Bldcke von |J.

Lemma 3.3.3:

Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 3.3.%1. Die Parameter Y0¥,
der elementaren Matrix |J seien durch (3.3.7) und (3.3.8) bzw. (3.3.11),
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(3.3.12) und (3.3.13) bestimmt. Dann folgt

(i) IlUppII2 <1, (3.3.26)
2
(1i)  Hu__ll, < 46.888-U-A-U——S(A) < 0.0669 . (3.3.27)
pg''2 63
(o]
iii) Fir U__=U__ - I gilt
(iii) Fir pp PP gi
° 2 ° 2
U +2||0 < 1.00450 ||U . 3.3.2
o, 1B +2]lu__ 1, o, 11 (3.3.28)
Beweils:
Wir setzen wieder abklirzend s, = siny@_, C, = cosy, ., i=1,2. Aus
(3.3.1) folgt dann sofort
IlUpplb = max(c,,c,) < 1.
Weiterhin gilt
0, 1l = max(is,l.1s,])
und damit nach Lemma 3.3.1, Lemma 3.3.2 und (3.2.29)
LAIR
llu_ ||, < 46.888 S(A) £ 0.0669 .
pa 2 83
Alsdann verifiziert man leicht
Q
llUpPH2 = max(1-c,,1-c,) .
Es sei nun 0.B.d.A. 1-c,=max(1-c,,1-¢,), !szi== max(|s,|,|s.,|). Hier-
1 2
aus ergibt sich dann wegen 1- 71-E < —£ ___ fiir o< E <1 und
(3.3.27) 271-8
(] (]
2 _ _ 2 _ - _ _ 2
1o,1 + 21U 1l = (1-c,)" +2(1-¢c,) = 4(1-c)) -5,
52
< 2——2_ - s2 < 1.00450 Jlu_ 1} .
1-s Pq 2
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In den nichsten zwei Lemmata schitzen wir die Anderung der Bldcke
¥

)
ApP ,Aqq und Ap; und die Normzunahme in der AuBerdiagonalen unter ei-

ner |J-Transformation ab.

Lemma 3.3.4:

Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.3.1 gilt nach einer Jacobi-

bzw. Paardekooper-Transformation fir A" =U"tA'Y
' 1 5
. ' ' ' 2 .
(1) Aii=Aii+wii P Hwii” < 4453 66 S (A) , i=p,q , (3.3.29)
' ' ' 3
(ii) A=A _+W__ , |Iw__| <66.437 HAIF S(A) . (3.3.30)
Pg pa jofs| jo3e| 53
Beweis:
(i) Aus (3.3.4) erhalten wir
A "o ' W '
PP pPp PP
mit
] o [ ] IO o lo L} 1
W =U A +A U +U A U =-=-U_ A +4U A U -~-U A U .
Pp Pp PP bPp pP Pp PP PP pa gdp ppPp Pp pPQ 9P rPqd dq dp

Aufgrund der J-Symmetrie von Al kdnnen wir WP; mit Hilfe von (3.3.2)
und (3.3.28) folgendermaBen abschdtzen:

[N

pd

1 ! 2 i ' '
<
Hw_ || < 1.OO450Hqu[|2(!gAppH+||Aqu) +21|U

U
o I 1

PP P4

Hieraus folgt dann mit HAPI'>H+HAC1<IIH <A < V2 AL, mit (3.2.29),

den Abschitzungen von Lemma 3.3.3 und & < /2'||A]]

- JAIP 42
prpn < 4453 oG sS“(A) .

Die zweite Aussage von (i) wird analog bewiesen.

(ii) Fir a "
p

q erhalten wir nach (3.3.4) die Darstellung
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mit

o] o o (o]
v v ' ' ' ] '

W =U__A_ U -U_A U +U__A +A_ U +U__A -Uu_ A U
pa PP PP P4 pa gp P4 Pp P4 pa 9gq PP Pad 4dq P9 g9 d4dq

Es folgt dann wieder mit (3.3.2),(3.3.28) und der J-Symmetrie von A'

> Ia .l

< U

W, g

I, v

(HAPPH+HAqu) +2.00450 HquH

PP P4 ”2

und hieraus mit den gleichen Absch&tzungen wie im Beweis von (i)

' 3
W ol < 66.437 a'“é-y— S(A) . B

Lemma 3.3.5:

Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.3.1 gilt nach einer Jacobi-

bzw. Paardekooper-Transformation fir A"= U_lA'U

3
S(A") £ 114.044 Jl_l;\%l_ s(pA) . (3.3.31)
&

Bewelis:
Nach (3.3.6) gilt

s2(A") = sZA) + 2fia 1P - 2lla I .
Weiterhin gilt nach (3.3.30)
Ia i< N+ dw
p4 Pgq Pa
und damit
" ' ' ' 6
a1 = N1l IP s 2lia Ll wall =l g P < 6208 LA 2y

wobei die letzte Ungleichung aus (3.2.29),(3.3.30) und 6 < V2'|[[A]l
folgt. Mit (3.2.30) und nochmals & < v2'||A||l erhalten wir dann

(A1 6
s2(A") < 13006 -LLA-GU—sz(A)
5
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und somit die Behauptung. .

In den folgenden zwei Lemmata untersuchen wir, wie sich der Kom-
mutator der Diagonalbldcke und der (p,q)-Restriktion von A' unter ei-

ner |J-Transformation veré&ndert.

Lemma 3.3.6:
Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.3.1 gilt nach einer Jacobi- bzw.

Paardekooper-Transformation fiir A" = U—lA'U
1) lem, )|l <5 6° , i=pa, (3.3.32)
6
(ii) |lc@™ 1l € Y2'lcD ] + 36744 J-LA-(EI—SZ(A) . (3.3.33)
6
Beweis:

(i) Zunidchst einmal erhalten wir aus den Lemmata 3.2.9 und 3.3.4
5
=a, +w ., |w [l <4593 J-l-é-eu—sz(A) , i=p.,q o

wobei & < V2'||All in die Abschdtzung eingeht. Dann gilt analog zu
(3.2.34)

Hea, Ol < llea i+ 2la L wh+20a Wl i=pia .
(3.3.34)
aus U0l < AN wna fia 1< UATH = AN < AN (vel.(2.2.280)
ergibt sich dann insgesamt
6
e, < |lc, )]l + 18372 LA s2(py , 5=p,q , (3.3.35)
ii ii 66
und hieraus folgt mit ||C(Aii)||$ Il c() || , den Voraussetzungen

(3.2.1) und & < YZ'||A|ll die Behauptung (3.3.32).

(ii) Es gilt

m

m
" 2 _ " 2 _ 2 ] 2 " 2
le@™ 2 =2 licmif= ;pq lea P+l DI+ llca P,

i=1
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da die Diagonalblé&cke Aii fir i #+ p,q unter der T- und |J-Transforma-
tion invariant bleiben. Daraus ergibt sich mit (3.3.35) und der

Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

" 12
led™ 17 < 2llc@ P + 4183722 LALZ 52 p)
]

und hieraus mit YE+n < VE + /0 fiir €,n 2 O die Behauptung (3.3.33)...

Lemma 3.3.7:

Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.3.1 gilt nach einer Jacobi- bzw.

Paardekooper-Transformation fir A" = U 'A'U
- 6 2
llc_ 1] = 261.272 HAL” ¢ (A) +66.310 lU&U—[[c(D)Ils(A). (3.3.36)
=t &6 83
Bewelis:

Aus der Struktur der elementaren Matrix |J] ergibt sich

~

R R

pq P9 "pq

Aufgrund der Orthogonalit#dt von |] ist auch qu wieder orthogonal, und
da fiir jede orthogonale Matrix R die Identitét

c(RTAR) = RTC(A)R

gilt, folgt

T A_l o, ~
C(qu) qu C(qu) qu

d.h. wir erhalten C(qu) aus C(Ap;) mit denselben Transformationen,

die Ap; zu Ap; machen. Insbesondere gilt (vgl. (3.3.4))

-y Cc'U -U C U +U C U =-U C 'U
pa PP PP PAa P9 49dp PpPg PP P9 4qgq P9 499 4qg

Hieraus folgt wegen (3.3.2), der Symmetrie von C(Ap;) und Lemma 3.3.3
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1)

q

e ]

A

(o 1B+ To 1By lle 1l + Hug 1l o Il clic i+l

PP Pq

IA

2
., o ~ |A]
1.00448 Hcpq||+ 46.888 (HCPP»V*Hqull) 3 s(h) .

Mit Hilfe der Lemmata 3.2.12 und 3.2.7 erhalten wir dann unter Beach-
t c(a + | < V2
ung von [lc@a )l +llca il s ZlcDl

~ 6
IC o Il < 1.00448 (150.982 UBIZ 2 (p) +0.513 sz(A)>
5

4 2
+ 46.888 (/T1|C(D)H +795.442 ﬂl%}-sz(A)> iU&Q—S(A)
6 6

und hieraus mit (3.2.1) und & < V2'||All die Behauptung. .

Es sei hier noch einmal betont, daB wir auch im Fall cp; =0
(optimale Normreduzierung) mit der Abschatzung (3.2.17) gearbeitet
haben, um einheitlich rechnen zu kénnen. Ansonsten ergdben sich bes-

sere Konstanten in (3.3.36).

Wir kommen nun zu der Hauptaussage dieses Paragraphen:

Lemma 3.3.8:

Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.3.1 gilt nach einer Jacobi- bzw.

Paardekooper-Transformation fir A" = U= tA'U
" 6 2 2
Ia Il = 313.004 lLAQ—S (A) +79.440 lu%’-—Hc(D)lls(A) . (3.3.37)
6 o}
Beweis:

Fiir den Beweis setzen wir wieder zur Vereinfachung o.B.d.A. p=1,g9=2.
Wir untersuchen die Jacobi- und die Paardekooper-Transformation ge-

trennt. Zundchst sei A" die Matrix nach der Jacobi-Transformation. Es
" 11 11]

" . _ _
a,; =a,, =0 und damit € _=€_ = O. Aus (1.3.25) und

(2.2.10) folgt somit

gilt dann

"
coon " " " 11} A~ " 11 "

Ciy = 4By =
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Hieraus erhalten wir mit (1.3.24)

-
[\
N1 Rt

1 . 2
"oy =J "o n2 _ 1 1 1 "
2y, i 14 * 3y, 2\ LT w2 14 F " 2 €23

11~ %44

e, i

2 min(la;;'~a,, Iilay, —az5 )

IA

Aus der

T
Es sei nun o.B.d.A. la“--a44 | = min(lall-a44|,|a22-a33l).
Dreiecksungleichung ergibt sich
la,-a, | -la,=a,"| < la,-a,i-(a, ~a,,) |
11 44 11 44 11 44 11 44
" Y " 1
< Jay, mayl+lag -a,l
" 1 \ " 1
und hieraus mit (3.3.29),(3.2.1) und & < v2'[|All
l l_ [ l " n < 1 6
a11>a44[ a;, ~a,, | <= =56 . (3.3.38)
Wie in (3.3.17) folgt dann
i " " ' r oA 241 _ A
lay a1 2 layma,,l-55862 55586 - 55 6 -
Insgesamt erhalten wir somit
e, |
" 12
HAlZ{] < 1.198

und wegen (3.3.36)

t [ 2
A < 313.004 JJ_AJ7J_52(A) + 79.440 iJ-Agll—ll cOilsAy . (3.3.39)
& &
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"
Es sei nun ;A die Matrix nach der Paardekooper-Transformation. Aus

" " 1A ]
a,, = a23 = 0 erhalten wir hier B1 = B;'= O und damit aus (1.3.25)

und (2.2.10)

~ 1 " " 11} L n "

Cig = 2e + 2e_ = 23,5 a5, ~ 2a,, @55 7

~ 1" 1] " " 11 1A "

o3 = <&, _ = 23,5 a8, " 2a,, aj, -

|
[\
(Y]

I
N
[yl

|

Diese beiden Identititen stellen ein lineares Gleichungssystem fir

" "

a, und 354 dar, und es gilt
" " " -1 A T
343 ! 34 T30 €14
1] - 5 " " ~
3s4 10 T834 €23
" " ~ o
: Q34 349 Ciq
= w2 "2 .
2(6. a ) " " T
12 34 a,, as, C,5
Hieraus folgt
[} ] n ”"n
N %13 ] 334 %12 .
a, |l = < e,
%12 LA "2 12101+°
11 2la12 _a34 l _ [ 1] 1" 2
824 815 @34
Man verifiziert leicht
12 "
T834 242 N "
" " 2 - la12 I+|a34 l '
812 834
und wir erhalten damit
" ~
‘] "
HA12 H " " il ||C12 H .

2||a

1o 1= lagy,
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Mehrmaliges Anwenden der Dreiecksungleichung ergibt wieder

1 ] ] "
| 1a,3l-lag, | = [layy 1=Tag 1] = [lag l-lag - dayy I=lay, D]
(B ] 1) "n ¥

< [lay; I-lag 1]+ [y, 1=lag,l]
| " ' " '

< laj, —a,l +lag,—ag,l
/7 " ' o) "

< 5 llay -adl + T”Azz'Azé“ ’

und daraus folgt wie in (3.3.38)

i

I[a 1=lay, !-l‘a1;|'|a3:ll 571—26 y

Mit Hilfe von (3.3.20) erhalten wir dann

LI n v ! _ 1 241 . 1 - 59
[Tag, 1=lay, ] = laypl-lag,l] - 1138 2 5656~ 7178 = 758
Insgesamt folgt hieraus mit (3.3.36)
i" "
a1 < 19 15, |
P12 0759 &
(3.3.40)
<

A6 2
309.984 ié-y—sz(A) + 78.673 -I-Léi-l— el sh) .

Die Absch&dtzungen (3.3.39) und (3.3.40) ergeben dann zusammen die Be-
hauptung. .

Bislang hatten wir vorausgesetzt, daB fiir den zweiten Winkel der
Jacobi-Transformation die Einschrdnkung yZEE(-%,%] gilt. Wir haben
jetzt die Hilfsmittel bereitgestellt, um zu zeigen, daf dies unter

den Voraussetzungen (3.2.1) immer gilt.

Lemma 3.3.9:

Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 3.3.1. Die Parameter Y, 1Y,

der elementaren Matrix |] seien durch (3.3.7) und (3.3.8) bestimmt.
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Dann gilt

y, € (-TZ‘,’Z‘] . (3.3.41)

Bewelis:

Es sei yél) E(—%, ]. Wir betrachten dann

P

= (1) -1 50 1
und zeigen, daB das Permutationskriterium (3.3.9) nicht erfiillt ist.

1
Zunidchst einmal gilt fiir die Matrix A'

" 3
6, (A7) 2 6 . (3.3.42)

Denn analog zum Beweis von Lemma 3.2.13 erhalten wir mit (3.3.32)
und (3.2.1)

4 k 4\/-1—‘
sg) s Y3 WC‘AJ)H S J2=6, i=1(n

und mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, (3.3.31) und wie-
der (3.2.1)

o 11 /ey |
| vy m-1 " 1 .
3};1 la Il s = 8A ) = 536, 1=10)m.

Zusammen ergibt sich

m
L) " 1 .
AR, )+ E HAij | < 6, 1= 1(1)m
j¥i

und hiermit die Ungleichung (3.3.42).

Alsdann folgt wie im Beweis von Lemma 3.2.14 mit (3.3.32)

5 (prq) " _1_ " ' T Y
(a2 ™« 2= (Yilea T +ylica D))

o
IA
wiv

IA
wiun

4
(prq) " V8 )
ad ( ) + —— 8
( A /54"
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und hieraus

& < %1 alPradpy . (3.3.43)

Wir nehmen nun an, es sei (3.3.9) erfiillt. O.B.d.A. gelte dabei

[a2p—1,2p—1 ~ 834,2q

2p—1,2ql

| < 2]a

Dann haben wir einerseits aufgrund der Cauchy-Schwarzschen Unglei-
chung, (3.3.37),(3.2.1) und & < V2'||All

NI S AAIE

14
|
'a2p-1,2q [+"a2p.2q—1 | Pq

Andrerseits erhalten wir aus (3.3.9) und der Dreiecksungleichung

ETP R N I T E ) EWE DI S O T g0 |
14p-1, 29 2p,2q-1 3V1%p-1,2p 2q-1,2q 3 18p-1,2p-1 " %2q,2q
ll ", o ..‘ l "o "
z3 laZp—l,Z | Ia2q—1,2ql + 3|a2p-1,2p—1 a2q,2q|

Z%d(qu)(A")

und damit nach (3.3.43)

Also ist das Kriterium (3.3.9) nicht erfiillt, und es gilt y, = yél),

a.n. y, e (-5,F1. B

Wir haben damit gezeigt, daB die Jacobi-Transformation im asympto-
tischen Bereich keine Vertauschungen von Zeilen und Spalten erfor-

dert.

Zum AbschluB dieses Paragraphen beweisen wir noch ein technisches

Lemma iiber die maximale Anderung der AuBerblockdiagonalen von A nach

einer T- und |/-Transformation.
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Lemma 3.3.10:

Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.3.1 gilt nach einer Jacobi-

bzw. Paardekooper-Transformation filir A"= U_IA'U
] | " n 2 — .
(1) ,lAiPIF+HAiq IP < 2.001 ([[a | +HAqu2) ,i=1()m, i%p,q, (3.3.44)

11 2
(ii) IIApi || £ 1.000898 HApiH + 55.497 ﬂAﬂ—63 s(A) HAqu , i=1(1)m, i+p,q.(3.3.45)

Beweis:

(i) Zundchst einmal gilt nach (3.3.5)

P

q 112

_ v2 | ]
= lia 1P+ 1A

HA."
ip

2
RIS

yi=1(1)m,1*p,q

und dann wegen (2.2.4), der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und Lem-
ma 3.2.8

1% s

2

1)
< 2 2 2
a1 s 20 12 11a, 1P+ 20T 15 lla

IN

’

2.000299 ||a. |? +0.000303 ||A, |P
ip 19q

A

: Y2 12 2 . .
HAqu 0.000303 &, |I* +2.000299 2, F s i=1(m, i+p.q.

Zusammen ergibt sich die Behauptung (3.3.44).

(ii) Aus (2.2.4) folgt wieder fiir i#p,q

agill < i 2+ izl Iagll

.

T

IA

[E o lla 1251+ Hlmg ll, lag,

Mit (3.3.4) erhalten wir dann

1
I 1A, |

I+ llo -

pi

I, 1A

Pq

|+ llo_ |, llT

pp

< oIl 11T,y 1A, [

I, 1A

gi

PP

pPq




fir i
und &

IA

1(1)m,
/2 [ All
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i # p,g und hieraus mit den Lemmata 3.2.8 und 3.3.3
die Behauptung (3.3.45). .
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4, KONVERGENZBEWEISE

Wir haben in den vorangegangenen Kapiteln die Eigenschaften ele-
mentarer Transformationsmatrizen studiert, mit deren Hilfe nun zahl-
reiche Jacobi-dhnliche Blockverfahren zur Blockdiagonalisierung re-
eller J-symmetrischer Matrizen konstruiert werden k&nnen. In § 4.1
formulieren wir zwei Verfshren, die bei zeilenzyklischer Pivotstrate-
gie neben gewissen normredéuzierenden Schritten wahlweise Transforma-
tionen zur Reduktion des auBerdiagonalen symmetrischen bzw. schief-
symmetrischen Teils der Matrix durchfiilhren. Wir beweisen unter der
Voraussetzung, daB die Eigenwerte der Matrix getrennt sind (&6>0),
die asymptotisch quadratische Konvergenz dieser Verfahren gegen eine
Endmatrix in Murnaghan-Form. Man beachte, daB die Voraussetzung 6> 0
auch die Fdlle identischer Real- oder Imagindrteile der Eigenwerte
beinhaltet.

Wenn man sich im orthogonalen Teil der Verfahren auf die (Block-)
Diagonalisierung entweder des symmetrischen oder des schiefsymmetri-
schen Teils der Matrix beschrdnkt, so 148t sich auch hier unter star-
keren Voraussetzungen die asymptotisch quadratische Konvergenz gegen
Murnaghan-Form beweisen. Im einen Fall ben&étigt man die Trennung der
Realteile, im anderen die Trennung der Imagindrteile der Eigenwerte
(vgl.[56]). Die Beweisstrategien verlaufen dann analog zu denen von
§ 4.1, wobei in die Absch&tzungen neben Lokalisierungsaussagen vom
Gerschgorinschen Typ (s.[59],[33]) auch die S&itze von Wielandt und
Hoffmann fiir symmetrische bzw. schiefsymmetrische Matrizen (s.[59],
[20]) eingehen. Dadurch ergeben sich im Vergleich zu unseren univer-
sellen Verfahren wesentlich bessere Konstanten in den Abschdtzungen,
jedoch brechen die Beweise zusammen, falls gleiche Real- bzw. Imagi-

ndrteile der Eigenwerte auftreten.

In § 4.2 machen wir einige Anmerkungen zur globalen Konvergenz un-

serer Methoden.
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4.1 ZUR ASYMPTOTISCH QUADRATISCHEN KONVERGENZ DER JACOBI-AHNLICHEN
BLOCKVERFAHREN

Wir beschreiben im folgenden zwei Jacobi-dhnliche Blockverfahren
zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren beliebiger reeller
J-symmetrischer Blockmatrizen, wobei die beiden Verfahren abgesehen
von einer unterschiedlichen Normreduzierung im auBerdiagonalen Teil
der Matrix identisch sind. Sie bestehen aus der wiederholten Anwen-
dung einer Sequenz von Transformationen, die durch den nachfolgenden
Algorithmus charakterisiert wird. Wir haben diesen Algorithmus in
den vorangegangenen Kapiteln bereits stlickweise formuliert und resit-

mieren ihn jetzt noch einmal als Ganzes:

4.1.1 Algorithmus:
Gegeben sei eine reelle J-symmetrische Blockmatrix A der Dimension

n = 2m.

Schritt 1 (Normreduzierung):

Es sei p = 1(1)m.

Fiir jedes p berechne sa,a mit Hilfe von (2.1.9),

Cop-1,2p

Cop-1,2p
16a + 4a

tanhx = -

bestimme cosh x , sinh x und flilhre die Transformation
-1
A~ S °AS

gemdB (2.1.4) aus.

Schritt 2:
Die Pivotindizes (p,q) laufen in der Reihenfolge

1,2),0,3),...,0(1,m),
(2,3),...,(2,m),

. .
. .
4 .

(m-1,m) .




- 125 -

Fiir ein festes Pivotpaar (p,q) filhre die Schritte 2a und 2b aus:

Schritt 2a (Normreduzierung):

Berechne

() 6, -le, | ,6_-]e_| , d4a+a -4|B, |8, | , data, —4[B,|-[8,,]

mit Bilfe von (2.2.10).

Setze x1 = x2 = 0.

~

(#*) Berechne c¢ bﬁ,xz),c 1(xl,x2) und Hbﬁ'xz) nach (2.2.12).

2p-1,2q 2p,2g-
Falle mindestens drei der Terme (*) gleich null sind (im Sinne der

Rechnergenauigkeit), so setze

E (x, ,x,)
] .
v = x, + artanh (-— 2p-1,29 1 2 ) '

16a1(x1)+4a11(x1)+46+(x1,x2)+46_(x1,x2)

X, = X,
s P~ > ~
fir ic2p—1,2q(xl'x2)"—lc2p,2q-1(x1'x2)| bzw.
' —
X T Xy
c _ (x, ,X,)
X; = x, + artanh (-— — — 29'2q~1 12 - )
16a2(x2)+4a22(x2)+46+(x1,x2)+45_(x1,x2)

. p o~ o~
fiir |c2p_1’2q(x1,x2)| < |c2P'2q_1(x1,x2)| .

~

2y Cop-1,2q ¥y 1%2)
= H(x,,x y L
1% _
25 Cp,2q-1 ¥ r%2)
und setze
! X z
X 1 1
. = -Y v
X X VA
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wobei v = 277, jEN_ gemiB (2.2.28) so bestimmt wird, das

. T -
o ! Cop-1,2q %1% ) C2p-1,2¢ %1%
- & - -
F(X1'X2) F(xl,xz) S-3Y ) H(X1'Xz) )
C)p,2q-1 K1 7% Cop,2g-1 %1 %2)
gilt.
] ]
Setze x1 = x1 ,x2 = x2 .

Fithre die ab (**) aufgelistete Folge von Anweisungen nur einmal (Stan-
dard-Normreduzierung) bzw. solange aus, wie Ixil <1,i=1,2 gilt und
bis c2p_1’2q(x1,x2) und c
male Normreduzierung).

2p'2q_1(x1,x2) hinreichend klein sind (Opti-

Bestimme cosh;g_, sinh)%_, i=1,2 und fiihre die Transformation
-1
A- T AT

gemdB (2.2.4) aus.

Schritt 2b (Diagonalisierung):
Falls

| + .
+ - -
“A'pqli min {[a2p-1,2p—1 a2q—1,2q—ll']a2p—1,2p—1 89,29’

lazp,2p-a2q~1,2q-1I’!a2p'29.-a2qr2q’}

> I+ 1]a

12 2p-1,2p ~132q-1, 24! |

gilt, so berechne

2a
2p-1,2g9-1 T
2p-1,2p-1 2g-1,2g-1
2a
= 2pL2q ._T.r' E‘
tanzY2 ’ Yze( 212]

a -
2p,2p a2ql 2q

unter Beachtung von Kriterium (3.3.9). Sonst berechne
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tan2y, = -2 azp—1,§p a2p,2q—;—a2q—1,2<§ a23—1,2q2 v e (LB,

a2p-—1,2p--a2q—1,2q+a2p—1,2q.-a2p,2q—1

.
Bp-1,2q 98Y1 T 3q-1,2g siny,
a2p-1,2p oosyl _a2p,2q—1 Sinyl ' -

tany, = 4 ¥y € (3431

3p,2q-1 Y T84, 2p siny,

L Arg-1,2 %Y1 T8p-1,2q siny, '

(wenn la29—1,2p COSYy @y, ooy si_ny1| > lazq_llzqc:osy1 "ay1,2q sinyll , wihle

die erste, sonst die zweite Formel).

Bestimme cos vy, ,sinyi , i=1,2 und flihre die Transformation
-1
A-U AU
gemdB (3.3.4) aus.

Die Wahl der Normreduzierung (Standard- oder Optimale) imSchritt 2a
ist so zu verstehen, das man sich definitiv fiir eine entscheidet und
diese einheitlich im Algorithmus anwendet. Insofern beschreibt 4.1.1

zwei verschiedene Verfahren.

Wir haben in der Formulierung des Algorithmus die Bestimmung der
Eigenvektoren von A nicht beriicksichtigt. Sollen sie auch berechnet
werden, so ist eine zusitzliche Akkumulierung der Transformationsma-
trizen erforderlich. Fiir die numerische Praxis bedarf der Algorith-
mus natiirlich noch weiterer Spezifizierungen (Abbruchkriterien,
Schwellen, stabile Berechnung der Transformationsparameter, Ausnut-
zung der J-Symmetrie in den Transformationen, etc.). Auf diese Pro-

bleme werden wir in § 5.1 eingehen.

Fiir den Beweis der asymptotisch quadratischen Konvergenz der bei-
den im Algorithmus beschriebenen Verfahren fiihren wir nun noch eini-

ge Bezeichnungen ein:

Die in 4.1.1 beschriebene Sequenz von Transformationen nennen wir ei-

nen Zyklus. A(N), NeEN, bezeichne die Matrix A nach der Durchfiihrung
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des N-ten Zyklus und AiN) = (Ai?'N))i S=1()m * k,N(EI%) die Matrix

nach der k-ten Transformation des (N+1)-ten Zyklus. Wir setzen fir

den ersten Teil eines 2Zyklus (Schritt 1 aus 4.1.1)
A(O) = A, AéN) - A(N) ,

(N) _ o-1p(N) =
A = S, AL Sy +k=1(m

und fiir den zweiten Teil eines Zyklus (Schritt 2 aus 4.1.1)

(N) _ -17-1, (N) _
Ak = Uk Tk Ak—lTkUk , k = m+1(1)m+M ,
(N+1) _ (N)
A - Am+M
mit M = m(m2—1) .

Wenn wir nur Transformationen eines festen Zyklus betrachten, so
wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit der obere Index N weggelassen.
Bei Transformationen an einem festen Pivotblock lassen wir auch den
Index k weg und schreiben wie in den vorbereitenden Lemmata aus den
vorangegangenen Kapiteln A' und A"fﬁr die Matrix nach der ersten

bzw. zweiten Transformation.

Wir zeigen die asymptotisch guadratische Konvergenz fiir beide Ver-
fahren aus 4.1.1 in einem gemeinsamen Beweis. Nach Lemma 1.3.5 wis-
sen wir, daB das Paar (S(A),|l c(D)||) fiir J-symmetrische Matrizen A
in gewissem Sinne ein MaB fir die Abweichung von der Murnaghan-Form
darstellt. Da wir nun die asymptotisch quadratische Konvergenz der
Matrizenfolge A(N) gegen Murnaghan-Form nachweisen wollen, geniligt es,
die asymptotisch quadratische Konvergenz von S(A(N)) und !lC(D(N))H
gegen O zu beweisen. Dieser Beweis ist recht aufwendig und kompli-
ziert. Daher geben wir hier zundchst eine Beweisskizze mit Landau-

Symbolen:

Gegeben sei eine reelle J-symmetrische Blockmatrix A mit getrennten
Eigenwerten (6>0). Es gelte fiir ein Eg>O , welches hinreichend

klein ist,

sA™) = o) , D™= o).
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Wir haben dann zu zeigen:
s(AM*) =0 , e I= o)) .

zunichst erhalten wir durch die Normreduzierung auf den Diagonalbldk-
ken |[C(Ap;)|(= O(eg) fiir jedes p=1(1)m (Lemma 3.1.2). Da die Dia-
gonalbl&cke, die nicht Pivotblock sind, sich bei der Transformation

nicht dndern, k&nnen wir
(N) _ 2
el = o

zeigen (Satz 4.1.3). Die Grdgenordnung des auBerblockdiagonalen Teils

von A bleibt nach dem ersten Teil des Zyklus erhalten:

s(A™M) = o(ey)

(Lemma 3.1.3, Satz 4.1.3). Im zweiten Teil des Zyklus gilt fiir ein
festes Pivotpaar (p,q)

>

2 2
I4—O(eN) O(eN) B I-+O(EN) O(eN)

pa 0(ey) I-+O(e§) Pq o(e,) I-FO(es)

(Lemmata 3.2.8 und 3.3.3). Hieraus folgt zundchst Ai;==Aii-+O(e§),
i;5=Ai;-+0(e§), i=p,q (Lemmata 3.2.9 und 3.3.4) und damit

LA _ 2
lc@ Il = o)

(Lemma 3.3.6). Es wird also die im ersten Teil des Zyklus fir ||C(D)]|
erreichte Ordnung nicht wieder zerstdrt. Weiterhin folgt S(A')=(J(5N)

(Lemma 3.2.10) und daraus
11
S(A ) = O(ey)
(Lemma 3.3.5). Nach Lemma 2.2.2 ist wegen 6>0 die Funktion F

gleichmidBig konvex, so daB gewdhrleistet ist, daB die Normreduzie-

rung in Schritt 2a gemdB der gedidmpften Newton-Iteration (2.2.27),

(2.2.28) erfolgt. Da nach der [-Transformation somit lle;H==O(s§)




- 130 -

(Lemma 3.2.7) und damit ||C 2l = 0(e2) (Lemma 3.2.12) gilt, folgt
mit Hilfe von |lc_'I|l+ ]IC 'lT = 0(e?) (Lemma 3.2.12)
PP aq N

~ ” 2
C =0
e, o1l = oed)
(Lemma 3.3.7). Hieraus erhdlt man
(3] 2
A =0
a1l = oted)
(Lemma 3.3.8). Wir zeigen, daB filir den zweiten Teil des Zyklus
N N 2
s(A M) =otey) » Hed™ll= 0l , k=m(1)mm

(Satz 4.1.5) gilt, und beweisen dann, einer Idee von Ruhe ([41]) fol-
gend,

s(AN)) = oed)

(Satz 4.1.6). .

Wesentliche Teile dieses Beweises sind mit den Lemmata aus Kapi-
tel 3 bereits abgedeckt. Wenn wir nun die neu eingefiihrte Notation
auf die Voraussetzungen und Aussagen dieser Lemmata {ibertragen, so

ist unter ||A]| jeweils HA;N”[ zu verstehen. Jedoch behalten die Aus-
sagen wegen

N 0
A< AN ke m,

ihre Giiltigkeit, wenn wir mit ||A]| die Norm der Startmatrix A = AéO)
bezeichnen.

Wir haben diese Lemmata unter den Generalvoraussetzungen (3.1.1)

und (3.2.1) bewiesen. Daher bedarf es nun noch einer Untersuchung, wie
klein S(A™) wund || c(DP™)|| sein miissen, damit die Bedingungen
(3.1.1) ,(3.2.1) fiir alle Iterierten AéN)wéhrend eines Zyklus gelten.

Zundchst betrachten wir den ersten Teil eines Zyklus:
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Lemma 4.1.2:

Es sei A(N) ,NEJNO eine reelle J-symmetrische Blockmatrix der Di-

mension n=2m zu Beginn des (N+1)-ten Zyklus. Es gelte 65>0 und

s(A™) < [IAlE ., led™) Il < [[AIPE (4.1.1)
mit
. 3\ M 4
g < 1 ( ! 53> e, €= 1 54.(4.1.2)
1.0017" /M \114.044 ||A|] 1000 Y m-1' ||All
Dann folgt fir k=0(1)m-1
S(A}((N)) « 72§ ,
500 v m-1
(4.1.3)
lc@® ™y < '5%6 62 , i=1(Mm .

Beweis:
Der Beweis wird per vollstédndiger Induktion tber k gefiihrt. Wegen
m>2,M>21 und &< Y2'||All] gilt dabei

1 1 &3 \M
<1, ( 3) <1, (4.1.4)
1.0017" /™ 114.044 ||All

Wir erhalten zunichst fir k=0 mit (4.1.1),(4.1.4) und 6 < Y2 || Al
N ~
s(AN) < [IANIE < [IAlle =

O,N N 9 ~ 5 1 5 .
le@{O™My|| < He@™ < [[AIPE < IAPe s 555 8%, i=1(nm.

Es sei dann (4.1.3) fir die Matrizen A(N),...,AéN) k <m-1 erfiillt.

Mit Lemma 3.1.3, sukzessive angewandt auf A(N),...,A(N), folgt
(N) (N) k+1 (N)
S(A,,,) S 1.0017 S(A, ') < 1.0017 s(AO )

(4.1.5)

IA

1.0017" S(AéN)) < 1.0017™ [|Al] €
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und damit nach (4.1.4) und & < Y2'|[A]]

T 500 /e

Weiter folgt zundchst fiir i=k+2(1)m
k+1,N O,N N
le@E ") = NeaQ ™ < (el

und dann fir i=1(1)k+1 mit Hilfe der Lemmata 3.1.2 und 3.1.3, wie-

der angewandt auf die Matrizen AiN),...,AéN)

[

(k+1,N) _ (i,N)

IN

i-

2 . 2
2.533 LAID ) c@t-1my 2 4 3373 LAID g2,
64 ii 52 1

IA

!2 | 2
2.533 JJA‘J;— eI 1% + 3.373-1.0017°® LAJzL s?A)
5 &

IA

() 4
2.533MA§- 2 4 3.373-1.00172‘“-U-AJZL g2 . (4.1.6)
& &

In beiden Fillen ergibt sich dann wiederum mit (4.1.4) und &< /2'||All
(k+1,N) 1 2
HC(Aii )|l < =55 & - .

Wir konnen nun abschitzen, wie gro8 S(A™Y)) wund |lc(D™) || nach

dem kompletten ersten Teil des Zyklus sind.

Satz 4.1.3:

Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.1.2 folgt

s(A;N)) < 1.0017" [|All € ,

(4.1.7)

6
1 C(D;N)) | < 9.279m 1.0017°"® -U-AAU- X
&
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Beweis:
Wie in (4.1.5) ergibt sich zundchst wegen (4.1.3)
s(A;N)) < 1.0017™ ||A]l E.

Alsdann folgt aus

m m
N 2 (m,N 2 i,N 2
He@™yP=> llcal™)P= > llcali™

i=1 i=1

wie in (4.1.6) unter Beachtung von (4.1.3)

6 4
el < m<2.533-|-LA-‘11-L c2 4 3.373 .1.00172" 1AL 52)
&

62

und damit wegen 1.0017°® > 1 und & < v2'||Al]

)
(N) 2m ~ 2
IRION )|] £ 9.279m 1.0017 -LLA-U—64 £ ° . .

Wir betrachten dann den zweiten Teil eines Zyklus:

Lemma 4.1.4:

Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.1.2 gilt fiir k=m(1)m+M-1

sANM) < Al e

(4.1.8)

N 1 2
ed ™)1l < 5555 & -

Beweis:
Wir beweisen die Behauptung wieder induktiv iiber k. Flir k=m gilt zu-
nidchst wegen (4.1.7) und (4.1.4)

s(A™M) < 1.0017" [IAll € < [[All €

6
e < 9.279m 1.00172® LA g2 o _1 42
o 54 70000

[4

wobei in die letzte Ungleichung noch —— < 2 und & < V2'||A]l ein-
geht.

m-1
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Es gelte dann (4.1.8) fiir die Matrizen A(N),...,A(N), k < m+M-1.
Wenn wir Lemma 3.3.5 nacheinander auf A(N),...,A(N) anwenden, so er-
halten wir mit (4.1.7)

IA

AR 3\ k-m+1
114,000 JBLC sa ™) < (114.044 LAl s(A ™)

S0

(4.1.9)

IA

| M
(114.044 lLAJ;) 1017 IAIE < [IAlle
6

Analog erhalten wir durch sukzessives Anwenden von Lemma 3.3.6 auf
(N) (N)
ALY, Al

6
He@) 1 = V2l eI + 36744 -U-éJéI— s? (A
. k
< /2R e M) | + 36744 ﬂA—Q— E ELs2 (M.
6 l=m

Mit Lemma 3.3.5 ergibt sich dann wie in (4.1.9)

k L 3\2(1-m)
Z k-1 s2(A§N’) < E /k-1 <114.o44 HA-U—3 ) sZ(A;N’)
l=m l=m ' =
13\ 2 (k-m)
< (k-m+1) <114.o44 ﬂA—_l;—) sZ(A;N’) )
s

Insgesamt erhalten wir mit (4.1.7)

3\2(k-m+1)
| k-m+1 (N) LAl 2,5 (N)
| C(Dk+1)H < V2 Il c@_ ) || + 2.826 (k-m+1) {114.044 = s“(A,)
M 3\2M
< /2 c@™y| + 2.826 M (114.044 JJA“—) s (A™)
m 63
om M 6 ) 2m AR ¥ 4122
< 9,279m1.0017" V2 - € +2.826M1.00177 { 114.044 420 )2 1A
& &
4 3
Aus m < 2M und V2'< 114,044 -LLAJ3-L folgt schlieBlich mit & < V2'[[All
&
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3\2M 6
cD™) | < 29.862 M 1.00172™ (114.044 UALL HAIP &2
(4.1.10)
6
2 1 2
< 29.862 -U-A-U—64 e’ < 5505 & - .

Als Konsequenz aus diesem Lemma ergibt sich der folgende

Satz 4.1.5:

Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.1.2 folgt fiir k=m(1)m+M

3
M ~
s ™) < 1.0017" (114.044 ﬂéQ-) Al ,

(4.1.11)
3\2M
cO™) || < 29.862 m 1.00172® (114,000 LA YV LAIP 52
IR0 . L
& &

Beweis:
Die Aussagen folgen wie in (4.1.9) und (4.1.10) direkt aus Lemma 4.1.4..

Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir nun die wichtige Aussage,
daB unter den Voraussetzungen (4.1.1),(4.1.2) S(A) nach einem voll-

stédndig durchgefihrten Zyklus quadratisch klein wird.

Satz 4.1.6:

Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.1.2 folgt

>M_UAJE 22

o . (4.1.12)

| 6
SA™) < 648.995 M 1.00431" (18398 LAIP
+M 6 5

6

Beweis:
Der Beweis wird in Anlehnung an eine Beweisstrategie von Ruhe ([41])
gefiihrt. Die Grundidee ist dabei die folgende:

Die Pivotbl&cke des rechtsoberen Dreiecks von A werden zeilenzyk-
lisch durchlaufen und jeweils quadratisch klein gemacht (vgl. Lem-
ma 3.3.8). Hierbei bleiben die behandelten Bl&cke quadratisch klein,

wenn an den ndchsten Pivotblocken derselben Zeile transformiert wird

(vgl. (3.3.45)). Wenn eine Blockzeile dann insgesamt quadratisch klein
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ist, wird sie durch Transformationen in den folgenden Zeilen nicht
mehr wesentlich gedndert (vgl.(3.3.44)). Auf diese Weise wird sukzes-

sive das gesamte rechtsobere Dreieck von A quadratisch klein gemacht.

Der Index k der Matrix Ak = A;N) sei nun fiir ein festes p mit
O £ p £m-1 durch die Position (p,m) bestimmt, d.h. man betrachtet
die Matrix, nachdem die Pivotindizes die komplette p-te Blockzeile

durchlaufen haben. Die ndchsten Pivotindizes sind (p+1,p+2).

Wir beweisen die Behauptung des Satzes, indem wir zundchst zeigen,

dag8 fiir p=0(1)m-1 Konstanten KP existieren, so daB

) m
> > HAi“;)II2 < K, Al & (4.1.13)
i=1 j=i+1

gilt, und berechnen dann Km rekursiv aus Km—z""’Ko‘ Der Beweis

-1
von (4.1.13) wird per vollstdndiger Induktion iiber p geflihrt.

Induktionsanfang:

Fiir p = O ist die Summe in (4.1.13) leer und damit gleich O. Also
erfiillt KO==C) die Ungleichung.

Induktionsvoraussetzung:

Es existiere eine Konstante Kp_1 , die (4.1.13) am Ende der (p-1)-ten
Zeile erfillt, d.h. fiir die

p-1 m
> 1207 <k AN €

i3

1 j=i+1
gilt.

Induktionsschritt:

Das Pivotpaar (p,q) durchlaufe nun die Folge (p,pt+1),(p,p+2),...,{(p,m).

Zundchst schdtzen wir den maximalen Normzuwachs der Zeilen 1 bis p-1
unter diesen Transformationen ab. Die Blé&cke Aij dieser Zeilen blei-
ben entweder unberiihrt, oder der Zuwachs kann nach (3.3.44) abge-

schdtzt werden. So gilt filir das letzte Pivotpaar (p,m)

(k-1)
im

o VIE IR TR i) pe

a2+ 1al™N? < 2.001(]|A!
ip im i
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und damit

1A

Z }: 1A < 2.001 i Z [ES Sl

j=i+1 j=i+1

Es folgt sukzessive

Z Zu AP < 2.001m7P }: Z [[a{kmmee))p?

j=i+1 j=1i+1

IA

und damit nach Induktionsvoraussetzung

S E Iaf k’||2 < 2.001" Pk, IIAl? §4 . (4.1.14)

J=i+1

Es bleibt die p-te Zeile abzuschdtzen. Dazu verfolgen wir zundchst,

(k+i-m)

wie ein als Pivot benutzter Block A i , i=p+1(1)m sich veran-

dert, wenn anschlieBend die weiteren Blocke der p-ten Zeile als Pivot

verwendet werden. Nach (3.3.45) gilt

”A‘k)n < 1.000898" % HA(k mri))

m
s PA N2 _
+ E 1.000898™ 7 55,497 LAQ— SA,__,._y) | a(km*3-1))
&

— m+j-1 ij
j=i+

fir i=p+1(1)m. Hieraus erhalten wir mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-

schen Ungleichung

llAé?)Hz < 1.0008982m {2 HA‘k—m+1)H

2
+ 6160 .U.A.U_(E S(Ak +31 ) | ilj( -m+3j- l)H) } .

j=i+1

Nach Lemma 3.3.8 und Satz 4.1.5 ergibt sich mit (4.1.2), & = Y2 A
und M 2 1

. 6
HA;‘;'“‘“)H < 313.004 HAQ— S? (A __,;_,) *+79.440 Mﬂ— lc@, )
&

k-m+i- 1||S(Ak-m+i-1
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IA

332M [IAIB -
313.004-1.0017°" (114.044 ML) M AL &2
&> s’

HAIBN2M AP ~
+ 2,373 M 1.0017°" (114.044 JlAU—) HAD ;2
& &

A

3\2M 8 .
319.716 /M 1.0017%" (114.044 HAQ—) -U-AJJ- €2 , i=p+t1(Mm .
& &

Weiterhin gilt aufgrund der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und
Satz 4.1.5

2
(k-m+3j-1) (k—m+j 1)
E S(Ak—m+j-1) ]]AlJ II) max {S(A ) jm<k <M} (m—-1) _;_ lla H2

=i+l j=i+l

IA

1 .
Lnax? (S(A) Im<k <) (i) SZA_ L )

IA
|

IA

15( ~1) 1.0017°"  (114.044 -UAH—) IIAIP €

fir i=p+1(1)m . Insgesamt haben wir damit

3 4M d6
1.0008982" {204437 M 1.0017*" (114.044 “A” ) ”A' 24

IA

+ 3080(m-1)1.0017°™ (114.044 HAH3)4M HAI’8 ~4 }

IA

1 anl6
(204437M+ 12320 (m-1)) 1.00215%™ (114.044 -UAM-) JJA{JZ— et ,i=pH1(Mm,
&

wobei die letzte Abschitzung aus & < VY2 ||A|| folgt. Summation iiber

die p-te Blockzeile liefert dann wegen Z (m-i) = %(m-p-1)(m—p)
i=p+1

S IaPiF <o IAIPE

i=p+1

3 4 14
Q_ = (204437 M(m-p) + 6160 (m—p~1) (m—p)) 1.00215%" (114.044 JJA%I-) M JJAJ1J4_ .
5

und mit (4.1.14) folgt
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P m
(k)12 < TN _ m-p
12 5°11° <k NAIT €™, K= 2.00007F Ko\ +Q
i=1 §=i+1
womit der Induktionsbeweis abgeschlossen ist.
Es gilt nun
m-1 m
2,4 (N)y _ ZZ (m+M) 2 2 ~4
S (Am+M) 2 HAl] H - 2 Km_lllAH € d
i=1 =i+l
Durch rekursives Einsetzen erhalten wir mit KO==O
i (m-p-1) (m-p)
Km_1 = 2.OO1Km_2+ Qm_1 = p=12.001 2 Qp

und damit wegen (m-p-1) (m-p) < (m=1)m = 2M

m-1
M
<
Km—l < 2.001 E Qp .
p=1

Aus
m-1 1
> (m-p) = Amn oy
p=1
und
m-1 m-1 m-1 2
E (m-p-1) (m-p) < E (m-p) % < (E (m—p)) = M2
folgt dann
2 4m 3 M "
K < 21059747 1.00215%™ (135.639 ﬂAﬂ—)" LAl
m-1 63 614
und somit die Behauptung des Satzes. -

Es folgt nun der eigentliche Hauptsatz, der alle bisherigen Ergeb-

nisse zusammenfaBt:
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Satz 4.1.7:
Es sei J eine reelle J-symmetrische Blockmatrix der Dimension n = 2m.

Es gelte &6 > O und

[WRY

s < HALE . llcil s [IAIPE (4.1.15)
mit

67

1 1
(7e553 HAHG) Al

648.995M 1.00431"

<

[URY

(4.1.16)

Dann konvergieren die durch 4.1.1 definierten Matrixfolgen (A(N)) NEN
o]

gquadratisch gegen die Murnaghan-Form von A in dem Sinne, daB8 die

Folgen (s(A™N) ) /AID g, and (e 1 7 AP )wem, durch eine
gemeinsame quadratisch konvergente Nullfolge majorlslert werden.

Beweis:
Es sei die Folge (eN)NED%) definiert durch
- = = 2
€y = € €ni1 = K €y 7 NEZNO (4.1.17)
mit

;6 7
K = 648.995 M 1.00431™ (18398 Mg—)M HAL®
&

= 7
Wir beweisen nun zunidchst per Induktion iliber N
sA™)/ 1Al < ey 1 c@™) |1/ IIAIP < ey ey SE, NEN . (4.1.18)
Fiir N = O haben wir aufgrund von (4.1.15)
s/ A< e« eIl 7 AP <

Es seien dann die Ungleichungen (4.1.18) fiir ein NGEI%) erfiillt. Aus
m-1 <M und & < V2'||A|l erhalten wir

<

MmN

/73 /23
(18398 IIAIP) I

648.995 /m-1 VM 1.00431% AH4
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<

1 ( 1 53 )M 64
1000 Ym=T A 1.0017" ©114.044 AP Al

Damit sind fiir € = e, die Voraussetzungen (4.1.1),(4.1.2) erfiillt,

und es folgt aus den S&tzen 4.1.5 und 4.1.6
1 2 N+1 2 2
s(AM*Yy <k |IAlled , eIl s x [IAIF ey

wobei in die zweite Abschitzung nochmals & < v2'||A|| eingeht. Es er-

gibt sich
sSA™ D/ A< e, o @™/ IAIR < e,y o
und aus €y < E und E < % folgt
e <E .
Die Folge (EN)NelNo majorisiert also die Folgen

(s A /7 IAID g,

und

@™ 7 AP g, -

Nach (4.1.18) gilt €x < % ’ NGEI%) und somit
€gpy < By r NEN, .
Daher ist (€ ) streng monoton fallend und schlieBlich nach (4.1.17)

N’ NENg
eine quadratisch konvergente Nullfolge. Il
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4.2 ZUR GLOBALEN KONVERGENZ DER JACOBI-AHNLICHEN BLOCKVERFAHREN

Das Problem der globalen Konvergenz der zwei in § 4.1 formulier-
ten Verfahren ist nicht trivial. Die Praxis zeigt (vgl. auch § 5.1),
daB die durch diese Verfahren erzeugten Matrizenfolgen fiir eine be-
liebige J-symmetrische Startmatrix gegen eine Endmatrix in Murna-
ghan-Form konvergieren. Man bedenke jedoch, daB fiir das &hnlich
strukturierte komplexe Eberlein-Verfahren [10] kein Beweis der glo-
balen Konvergenz selbst unter optimaler Pivotstrategie existiert.
Zudem scheint ein entsprechender Beweis fiir unsere Verfahren durch

die Blockarithmetik erheblich schwieriger und aufwendiger zu sein.

Wenn wir uns im orthogonalen Teil der Verfahren entweder generell
fir die Diagonalisierung des symmetrischen Teils oder generell fiir
die Blockdiagonalisierung des schiefsymmetrischen Teils der Matrix
entscheiden, so lassen sich bei optimaler Pivotstrategie Konvergenz-
sdtze analog zu [48,Theorem 1] und [18,Theorem 1] beweisen. Die glo-
bale Konvergenz ist dann so zu verstehen, dag die Matrizenfolge ge-
gen Normalitdt konvergiert (vgl.[38]) und der symmetrische Teil der
iterierten Matrizen gegen eine feste Diagonalmatrix bzw. der schief-
symmetrische Teil gegen eine feste Matrix in Murnaghan-Form strebt.
Im Falle getrennter Eigenwerte konvergiert die Matrizenfolge gegen

die Murnaghan-Form der Ausgangsmatrix.

Weiterhin scheint eine Ubertragung des Konvergenzsatzes von Hari
({19, Theorem 2.1]) auf die zeilenzyklische Version des erstgenannten

Verfahrens mo6glich zu sein.

Die notwendigen Untersuchungen wiirden jedoch den Rahmen dieser Ar-
beit sprengen, so daB wir uns auf diese Anmerkungen beschrédnken wol-

len.

Hiermit sind die theoretischen Betrachtungen abgeschlossen, und
wir kommen im n&dchsten Kapitel zur Diskussion der numerischen Resul-
tate.
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5. NUMERISCHE ANWENDUNGEN

wir haben alle entwickelten Verfahren als ALGOL60-Prozeduren pro-
grammiert. Die numerischen Berechnungen wurden auf der Rechenanlage
IBM 3031 des Rechenzentrums der Fernuniversitdt Hagen unter Benutzung
des "Fast ALGOL60 Compiler of Delft, Release 1/2/1977" mit "Double-
Precision"-Arithmetik (14-stellige hexadezimale bzw. 16-stellige de-
zimale Mantisse) durchgefiihrt. Aus Platzgriinden haben wir darauf ver-
zichtet, die ALGOL60-Programme in diese Arbeit aufzunehmen. Der in-
teressierte Leser kann sie jedoch jederzeit bei dem Autor einsehen.
Wir beabsichtigen, die Programme demndchst an anderer Stelle zu pub-

lizieren.
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5.1 NUMERISCHE RESULTATE DER JACOBI-AHNLICHEN BLOCKVERFAHREN

Im Algorithmus 4.1.1 haben wir zwei Verfahren durch Beschreibung
eines vollstidndigen Zyklus definiert. Flir die folgenden numerischen
Untersuchungen bezeichnen wir diese Verfahren als Algl (Standard-
Normreduzierung) und Alg2 (Optimale Normreduzierung). Sie bendtigen
als Eingabe eine beliebige reelle J-symmetrische Matrix A und fihren
so viele Zyklen aus, bis eins der beiden folgenden Abbruchkriterien
erflillt ist:

(i) ;Fiiqrnax {’azp-1,2q—1,’!a2p—1,2q"|a2pr2q-1l'Ia29'2q|}
(5.1.1)
*)
/ ~ max max{'a2p—1,2p-1!'{a29—1,2pl"aZPr2P|} = s

p=1(1)m

(normales Ende) .

(ii) Es wurde keine Transformation in einem vollen 2Zyklus ausgefiihrt,
oder
es sind 50 Zyklen ausgefiihrt worden

(abnormales Ende) .

Als Ausgabe liefern die Verfahren dann bei normalem Ende eine (im
Sinne von O(es)) blockdiagonale J-symmetrische Matrix A und die J-or-
thogonale Transformationsmatrix R, die die Startmatrix A durch eine

Ehnlichkeitstransformation in die Endgestalt J Uberfiihrt.

Die Endmatrix A mufB nicht notwendig Murnaghan-Form besitzen, so
daB die Ndherungen der Eigenwerte direkt aus den Diagonalblécken "ab-
gelesen" werden kdénnten. Sie berechnen sich dann durch Ldsen von

m quadratischen Gleichungen als

a +a 1
_ 2i-1,2i-1 %2i,2i 4 [1,= _= 2 = 2,
Aai-1,2i 2 “/ (@)i-1,21-1 7 224,24 8gi-1,21 ¢ 1= 1(Mm.

(5.1.2)

*) €_ ist eine vorgegebene Schwelle, die in Abhdngigkeit von der Maschinengenauig-
keit gewdhlt wird.
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Durch eine einfache Rechnung erh&lt man hieraus die Rechtseigenvek-
toren z, von A (vgl.[26]), und die Rechts- und Linkseigenvektoren

X, bzw. Y; der urspriinglichen Matrix A ergeben sich als

x, =Rz, » vy, =3JRz, , i=1(n . (5.1.3)
In Lemma 2.1.5 haben wir eine alternative Methode zur Bestimmung der
Eigenwerte und Eigenvektoren aus der Endgestalt A aufgezeigt. Im Hin-
blick auf mogliche defektive oder fast-defektive 2x2-Diagonalbloécke
von A erscheint jedoch die Berechnung nach (5.1.2) und (5.1.3) sta-
biler.

Wir wdhlen €q in (5.1.1) als es = VEM“/1OO, wobei € die kleinste

positive Zahl ist, flir die das Ergebnis der Maschinenoperation 1-+EM

gréBer als 1 ist. Bei der verwendeten Rechenanlage IBM 3031 ist

-52 -16

e, = 2 ~ 2.220446-10 .

M

Zur Speicherung der Matrix A wird aufgrund der J-Symmetrie nur das
rechtsobere Dreieck (inklusive der Hauptdiagonalen) bendtigt, w&hrend
fir die Akkumulierung der einzelnen Transformationsmatrizen eine vol-
le nxn-Matrix bereitgestellt werden muf. Die Transformationen der
Zeilen und Spalten von A werden (abweichend von der Formulierung fir
den Beweis der quadratischen Konvergenz) nicht blockweise, sondern
elementweise ausgefiihrt. Dabei erfolgt die Berechnung der Elemente

'

a; gemidB der in [26] formulierten speicherplatzsparenden 3-Schritt-

Strategie, d.h. flir jedes Pivotpaar (p,q) in der Reihenfolge

(i) (p:P);(P,q),(q,q),(P;q+1),(q,q+1),---:(p,n),(q,n),
(ii) (1,p),(1,q)r(2rp),(2,q),---,(p,p),(p,q),(q,q)r

(iii) (p,P+1):(P+1pq),(P:P+2)r(p+21q)ro--:(P,q‘1):(q’T:q),

und die Transformationsparameter werden aus den definierenden Glei-

chungen (3.1.4),(3.2.16),(3.3.7),(3.3.8), etc. mit Hilfe der bekann-
ten stabilen Formeln (vgl.[16]) bestimmt. Um eine zu zeitaufwendige

Iteration zur Bestimmung des Infimums von F(xl,xz) im Verfahren Alg2
zu vermeiden, begrenzen wir in der Praxis die Anzahl der Iterations-
schritte flir den Newton-Prozess (2.2.27) auf 5 und flir den Eberlein-
Prozess (2.2.29),(2.2.30) auf 10.
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In § 2.2.2 haben wir die Normreduzierung mittels der Funktion
G(t1

allgemeinen Fall nicht nachweisen konnten, formulieren wir hier ein

,t2) beschrieben. Obwohl wir die garantierte Normabnahme fiir den

Verfahren, welches den normreduzierenden Schritt fir jeden Pivotblock
qu auf diese Weise ausfilhrt. Wir bezeichnen dieses Verfahren als
Alg3. Es ist bis auf den Schritt 2a im Algorithmus 4.1.1 identisch
mit den beiden Verfahren Algl und Alg2. Der Schritt 2a wird nun fol-

gendermaBen ersetzt:

Schritt Za*:

Berechne , H(0,0) mit Hilfe von (2.2.10).

c2p—1 ,2q ' c2p,2q—1
Falls det H(0,0) > €y gilt, so setze

(16a+ 40, +46 +46 )c, | , - (46-46 )c, .,

ty = - et H(0,0) '

. (160 +d4a, +46 +46 )c, = (4646 )c, | .o
2 det H(0,0) :

Falls detH(0,0) < e, oder [t | > 2 fir i=1 oder i=2 gilt, so

M
.o |>1
setze fiir !c2p_1'2q!..,c2p,2q_1|
t = - CZE—l'Zq t =0
1 16a,+4a,  +46 +46 ! 2
i 11 + -
bzw. fiir [czp_1'2q|<:Ic2p,2q_1|
t =0 t = - “2p,29-1
1 ! 2 160 +4a,_ +456 +46 *
2 22 + -

Bestimme cosh X, sinh X, s i=1,2 aus ti = tanh X, und fiihre die

Transformation
-1
A~ T AT

gemdf (2.2.4) aus.
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Man beachte, daB durch diese Strategie die Parameter t1’t2 be-

tragsmdfig durch % beschrankt sind (vgl.[8]).

Fiir die Rechenpraxis haben wir alle drei Verfahren um einen zu-
sitzlichen Programmschritt erweitert. Quasi als Vortransformation
(oder als Schritt 1 im 1.Zyklus) wird die Eingabematrix A einer Ahn-
lichkeitstransformation gemdf Lemma 2.1.5 unterzogen, so daB nach
diesem Schritt || c(D)|l= 0 gilt. Die Parameter der Matrizen § wer-
den dabei mit (2.1.29) und

COShX =l 8Ji“l_-‘hl:?-p8.1_;-£1 Slnhx =1 8.1_42—8_1_—_1:.
2 1-t 1+t ! 2 V1—t 1+t

fir t = tanh4x, |t] < 1 bestimmt. Da jedoch dieser Schritt nicht

notwendig die Norm der Gesamtmatrix A reduziert (es existieren Bei-
spiele, wo ||A|| zunimmt), soll er nur fiir blockdiagonaldominante Ma-
trizen ausgefiihrt werden. Wir fordern daher, daB8 der Quotient in
(5.1.1) nicht gréBer als 5-10_2 sein darf. Um das Auftreten grofBer
Transformationsparameter in § zu vermeiden, fordern wir schlieBlich

noch, daB

| tanh 4x| < 0.999

und damit

x| £ 0.951 bzw. |tanh x| < 0.740

gilt.

Zum Vergleich unserer drei Verfahren haben wir die folgenden

J-symmetrischen Testmatfizen ausgewdhlt:

(1) 10 J-symmetrische Zufallsmatrizen*q der Dimension 20.
(2) 10 J-symmetrische Zufallsmatrizen der Dimension 40.
(3) Die Matrizen aus Beispiel (1) mit

_ 1 . . 1 U .
(a) Aij =100 Aij fiir i # 3, (b) Aij *= 75000 Aij fir i %3 .

#) Unter Zufallsmatrizen verstehen wir Matrizen, deren Elemente a,, von einem Zu-
fallszahlengenerator ("random") mit aij € (-1,1) erzeugt wurdefi?
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(4) Die Matrizen aus Beispiel (2) mit

_ 1 e x4 N e s s
(a) Aij =750 Aij fir i #3j, (b) Aij = 15000 Aij fir i#3 .

Die Eigenwerte dieser Matrizen treten reell und nicht-reell auf, sie
sind in allen Beispielen gut getrennt (6>0). Die Beispiele (3) und
(4) stellen blockdiagonaldominante Matrizen dar, wie man sie in &hn-
licher Form bei der Simultanen Iteration (vgl. § 5.3) und bei der Pa-

rameteranalyse (vgl. § 5.4) erhdlt.

(5) w -1 1 ~w

1 © 0 1
0o-1 1 0O
: 1 -1 -1 1

Alw) = 3 1 1 1 1 '

.0 1 -1 0

1 0. .0 1

w 1 -1 -w

dim A(w) =n=2m, m gerade, w20, alle freien Positionen sind gleich O
(vgl.[53]).

Die Eigenwerte dieser Matrix sind die komplexen n-ten Wurzeln von w.
Fiir w=1 1ist A(w) normal. Mit w~=>0 verschlechtert sich die Kondi-
tion der Matrix, und fiir w=0 1ist A =0 n-facher defektiver Eigen-

wert (mit nur einem Eigenvektor). Die Abweichung von der Normalitat

—~
A(A) =‘/w2— nw?/®+ n - 1

bestimmt. Wir betrachten die F&lle

wird durch

(a) w = 100, (b) w= 20, (¢c) w=5, (d) w=1, (e) w = 0.5,

(f) w = 0.01, (e) w=20

mit n=20.
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(6) 0 1l

1
-11 —d1 -T, ()
r, 0] l2
A = -1, -4, -,
r, .
: —rm-l
r 0 1l

mit

_ m-j+2 = — _m=3
lj = (m+1) n3+1 ! rj (m+1) o3+

(vgl.[261,[53]).

Diese Matrix ergibt sich aus der Linearisierung eines quadrati-
schen Eigenwertproblems (vgl. § 1.3), welches die geddmpften Schwin-

gungen eines Systems von m Massen beschreibt. Wenn

dj =d, 3=1(1)m

gilt, so ist die D&mpfung proportional, und die Eigenwerte sind exakt

bekannt. Sie berechnen sich als

N
1 (_5 + 2 _ 2 .2 _Jm .
Azj—l,Zj = 2<d-¢d 16 (m+1)” sin ACTED) >, j=1(1)m.

Wir untersuchen fiir n = 2m = 20 die F&dlle

— = 4 = LN
(a) dj =d=1, (b) dj = d = 44 sins5
(c) dj =d = 30 , (a) dj =d = 50
und fir n = 2m = 40
(e) dj = 0.13, (£) dj =d= 1.

Dabei sind in (a) alle Eigenwerte nicht-reell, in (b) ebenfalls bis
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auf einen doppelten reellen defektiven Eigenwert ("kritische" Damp-
fung), in (c) treten 10 reelle und 10 nicht-reelle Eigenwerte auf,
und in (d) sind alle reell. In (e) und (f) sind wiederum alle Eigen-
werte nicht-reell. Die Abweichung von der Normalitdt berechnet sich

hier fir dj =d als

1
AA) = \ﬁm—ml)d2 +8m, (m+1)?

wobei 2m1 mit O < m, < m die Anzahl der reellen Eigenwerte von A

bestimmt.
(7) o1 o0 1 _ .. 01
-1 -0 -1 O -1 0
o 1 0 1
-1 0 -1 -w .
Alw) = . . : ,
: ' o 1
-1 0
o 1 o 1 0 1
-1 0 -1 0-1-0

dim A(w) =n=2m, w20.

Die Eigenwerte dieser Matrix sind A, , = %(—m f?Vu?-—nz) , m—1 mal
(4

A=0 und m-1 mal A=-w. Dabei sind die (m-1)-fachen Eigenwerte O
und -w nicht-defektiv, widhrend fiir w=n der doppelte Eigenwert

Al 5 = —%w defektiv ist. Die Abweichung von der Normalit&dt wird hier
durch

w fiir w £ n

A(p) =

n fiir w > n

bestimmt. Wir betrachten

(a) w =1, (b) w = 10, (c) w= 20, (d) w = 30

fiir n=20 . Hierbei ist das Paar Al 9 fiir (a) und (b) nicht-reell,

fiir (c) doppelt reell defektiv und fiir (d) reell und getrennt.




(8) O 1m O 1 . o 1
-14m - -1 O -1 O
0O 1 O 1m
-1 0 -H+m=-w .

Alw) = '
. ) o 1
-1 0
o1 ... 0O 1 0 1m
-1 O -1 0 -Hm-w

dim A(w) =n=2m, w20.

Hier sind die Eigenwerte A =0 und A=-w (jeweils einfach) und

m-1 Paare A, , = %(—m +vw? -n? ). Die (m-1)-fachen Eigenwerte Ay

bzw. AZ sind jeweils nicht-defektiv, unabhéngig davon, ob sie reell

oder nicht-reell sind, nur fiir w=n ist der (n-2)-fache Eigenwert

A=-%w defektiv. Hier gilt
A(AY =

Wir untersuchen
(a) w =1, (b) w = 10, (c) w = 20, (d) w = 30

fiir n=20. Die Aussagen iliber die Eigenwertpaare Al 5 gelten hier
[}

analog zum Beispiel (7).

(9) Die J-symmetrischen Matrizen der Dimension 6 aus den Untersuchun-

gen von § 2.2.1

(a) (A6) mit den nicht-defektiven Eigenwerten

_ _ -9+ /3,
A =2, Ay 4, =30 Ay g =53 -3 1

(b) (A15) mit den nicht-defektiven Eigenwerten

x1’2= 1+/31, x3,4= 1-/31, x5'6= 1,
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(c) (A7) mit dem defektiven Eigenwert A, , ., , =1 wund
Ao = 0, A = 4.
(10) oY1/22 o o©
-/172' Y2' /372" o
A =
0-/3/2' 0 /2!
o o -/2'-/2

(vgl.[26]1,[53]).

Diese Matrix beschreibt eine Schwingung von zwei Massen, und die

Eigenwerte sind Al = 1 und A3 = -i, jeweils defektiv.

2 4
(11) Zwei Beispiele aus der Praxis, die bei der L&sung von Schwin-
gungsproblemen auftreten. Wir betrachten zwei J-symmetrische Matri-

zen der Dimension
(a) 90 , (b) 180 ,

die aus quadratischen Eigenwertproblemen (1.3.2) mit symmetrischen
Matrizen M,D und K resultieren. Diese Probleme beschreiben jeweils
die gedémpften Schwingungen eines dynamischen Systems einer mit Fe-
dern und Dampfern gelagerten Maschinenkonstruktion. Hierbei sind die
Matrizen M und D jeweils Diagonalmatrizen, und die Matrix K weist in
beiden Fdllen eine Bandstruktur mit "L&chern" auf, so daB die J-sym-
metrischen Matrizen A diinn besetzt sind und ebenfalls eine Bandstruk-
tur mit "L&chern" besitzen (vgl. § 1.3). Die Eigenwerte sind fiir bei-
de Matrizen ausschlieBlich nicht-reell, wobei sowohl die Real- als
auch die Imagindrteile getrennt sind. Fir (a) liegen die Realteile
zwischen -2.142 und —8.650-10_6, die positiven Imagindrteile zwischen
8.870 und 755.890, und fiir (b) die Realteile zwischen -25.488 und
~6.180-1071°
1565.333 .

und die positiven Imagindrteile zwischen 16.830 und

Bevor wir die Ergebnisse der drei Algorithmen im Detail beschrei-

ben, wollen wir einige Bemerkungen zu unseren allgemeinen Rechener-

fahrungen machen.
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Fiir alle oben beschriebenen Beispiele liefern unsere Algorithmen
eine Endmatrix in (O(es)-) Blockdiagonalform. Dies ist ein Indiz da-
fiir, daB unsere Verfahren generell global konvergieren, obwohl ein
Beweis dieser Tatsache sehr schwierig sein diirfte (vgl. § 4.2). Ein
gewisser Nachteil Jacobi-&hnlicher Verfahren ist bekanntlich der, daB
sie keinen Nutzen aus einer Bandgestalt oder einer dhnlichen schwach
besetzten Struktur der Startmatrix ziehen kOnnen. Dieses Phdnomen
konnten wir auch beobachten. So wird in den Beispielen {(5), (6) und
(11) Jjeweils schon im 1.Zyklus die Struktur der Matrix zerstdrt, so
daB die Verfahren vom 2.Zyklus an auf vollbesetzten Matrizen arbeiten

miissen.

Im normreduzierenden Schritt fiir die AuBerdiagonalbldcke konnten
wir fir Algl und Alg2 registrieren, daB das Kriterium (2.2.28) immer
schon fir Yk==1 erfiillt ist, und daB fir Alg3 die Parameterwahl ge-
mdB (2.2.35) stets eine Normabnahme bewirkt (vgl. dazu die Anmerkun-
gen in § 2.2.2). Im direkten Vergleich der Normabnahme in Alg1 und
Alg3 zeigte sich, daB die Normreduzierung mittels G(t1't2) nie wesent-
lich schlechter als die mittels F(xl,xz) (htchstens in der 6. oder
7. Dezimalstelle), stattdessen aber in den meisten F&dllen deutlich
besser als diese ist. Bei der optimalen Normreduzierung in Alg2 regi-
strierten wir, daf im Durchschnitt 2 - 3 Iterationsschritte zur Mini-
mierung von F(x1'X2) ausgefiithrt werden, wobei in den ersten beiden
Zyklen in der Regel 3 -5 Schritte und in den letzten Zyklen nur
1 Schritt bendtigt wird. Bei allen drei Verfahren war zu beobachten,
daB die Normreduzierung fast ausschlieBlich mittels F(xl,x2) bzw.
G(ti'tz) durchgefiihrt wird. Die alternative Methode gemdB der Eber-
lein-Strategie wird in unseren Beispielen lediglich fiir die (konstru-
ierte) Matrix (9c¢) angewandt (man beachte hierbei die verschiedenen
Kriterien zum Aufrufen der Alternativ-Strategie in Alg1 bzw. Alg2 und
Alg3).

Wir fassen nun unsere numerischen Resultate in den folgenden Tabel-

len zusammen. Die Bezeichnungen sind dabei

ACA) Abweichung von der Normalitdt fiir die Startmatrix A

(wenn die Eigenwerte nicht explizit bekannt sind, wird

dieser Wert aus einem Programmprotokoll berechnet),
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CPU Rechenzeit in Sekunden (inklusive der Akkumulation der
Transformationsmatrizen, ohne Ein- und Ausgabe der Ma-

trix),

Zyklen Anzahl der Iterationszyklen,

Kond Konditionszahl der Transformationsmatrix R, definiert
_1 .
als K(R) = [[RIl, IR7*1l, = IIRI, IRIl. (aufgrund der
J-Orthogonalitdt von R),
s (A) Abweichung von der Blockdiagonalgestalt fiir die Endma-
trix A.

Ergebnisse der Beispiele (1) - (4):

CPU Zyklen Kond
Algl Alg2 Alg3 Algl Alg2 Alg3 Algil Alg2 Alg3
(1) 5.16 5.83 4.94 7.5 7.2 7.7 57.01 56.92 57.43
(2) 44.33 46.21 42.64 9.4 8.8 9.5 154.65 149.96 157.92
(3a) 2.65 2.73 2.47 3.9 3.7 3.9 13.47 13.25 13.47
(3b) 1.49 1.56 1.40 2.1 2.1 2.1 8.46 8.46 8.46
(4a) 20.83 21.85 20.15 4.7 4.5 4.7 38.37 38.56 38.47
{4b) 11.34 11.71 10.93 2.3 2.3 2.3 15.74 15.74 15.74

Die aufgelisteten Werte sind Mittelwerte. S(A) ist in allen Beispie-
len h6chstens 10—10. Wir konnten hier unser theoretisches Resultat

aus Kapitel 4 bestdtigen, alle drei Verfahren sind fiir alle Beispiel-
matrizen asymptotisch gquadratisch konvergent. Es f&dllt auf, daB die
Methode Alg2 mit Ausnahme der stark blockdiagonaldominanten Matrizen
(3b) und (4b) weniger Zyklen als Algl bendtigt, jedoch in der CPU-Zeit
aufgrund der aufwendigeren Parameterbestimmung nicht besser liegt.

Die Kondition der Transformationsmatrizen ist fiir Alg2 nur bei den
Matrizen (4a) ein wenig schlechter als die fiir Algl. Dies ist eine
Bestdtigung der sinnvollen Parameterbeschradnkung fiir diese Methode
(vgl. § 2.2.2). Als schnellstes Verfahren erweist sich Alg3. Es er-
fordert in etwa die gleiche Zyklenzahl wie Alg1l und liefert vergleich-
bare Konditionszahlen, ben&tigt aber deutlich weniger CPU-Zeit als
Algi.

Die oben beschriebene Vortransformation, die im Schritt 1 des
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1. Zyklus die Blockdiagonale [] normalisiert, erweist sich als sehr
wirkungsvoll. Sie wird bei s&@mtlichen blockdiagonaldominanten Matri-
zen (3a),(3b),(4a) und (4b) aufgerufen und bewirkt dort eine soforti-
ge quadratische Konvergenz von S(A‘™) und || c(D™)|| gegen 0. Dabei
wird die Norm der Gesamtmatrix A in keinem Beispiel vergr&Bert. Im
Vergleich dazu erweisen sich zusdtzlich getestete Programmvarianten,
die diesen Schritt nach der {iblichen Eberlein-Strategie ausfilhren, als
deutlich langsamer. Das Problem ist hierbei, daB filir die Startmatrix
zwar S(A) schon klein, aber || C(])) || noch groB8 ist und somit die qua-

dratische Konvergenz erst spdter einsetzt.

Ergebnisse Beispiel (5):

CPU Zyklen Kond s (A
o | A(Qfargt aAlg2 Alg3 |Algl alg2 Alg3} Algl Alg2 Alg3 | Algl alg2 aAlg3

ta) | 100)99.94}8.79 7.34 7.75 § 13 9 12 [324.02 271.96 323.915157° 1572 1M
(b) 20]19.8086.22 6.37 6.18 9 8 10 l102.68 82.14 103.58}15'° 15775 157¢
(c) 5§ 4.53§4.55 4.76 4.23 7 6 7 | 30.68 30.36 30.670J15'% 15'° 15°
(@) 1 of2.55 2.77 2.12 6 6 5 9.28 9.28 9.28§10'% 103 157°
(ey} o.50.77§4.09 4.58 3.76 6 6 6 § 14.86 14.84 14.86)107 15 15
(£) }o.o1} 2.53}6.97 8.04 6.44 | 10 10 10 §322.48 232.18 322.48f15"" 155 1512
(g) ol 4.36]33.80 39.83 32.46] 49 48 50 f6-10'3 6.10"* s5.10' W12 15 1M
Ergebnisse Beispiel (6):

CPU Zyklen Kond S(A)

a, | A(Q)]algt alg2 Alg3falgl Alg2 Alg3| Algl Alg2 Alg3 §Algl Alg2 Alg3

(a) 1§ 3.16§3.55 3.76 3.37 5 } 9.74 9.74 9.74}157'% 152 1512
(b)) 6.26436.343.98 4.29 3.66 51.95 52.08 51.99 f 15" 15" 1571
(cy)] 30l96.64}4.20 4.72 4.0t 39.85 37.98 39.85 J 15'° 15'° 157°
()] sof98.39)4.15 4.55 3.96 25.28 25.28 25.28 J10'% 16" 1572

(e)]o.13] 5.95]34.85 34.36 32.01 53.26 53.26 53.26 Q15" 16'* 1M
(£) 1] 4.47§29.33 30.77 28.98 18.71 18.71 18.71 f10'° 15'° 151°
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Auch hier ist in allen Beispielen mit getrennten Eigenwerten die Kon-
vergenz von S(A(N)) und i[C(D(N))I{gegen O asymptotisch quadratisch.
Fiir die Matrix (5g) mit dem 20-fachen Eigenwert A =0 ist die Konver-
" genz nur linear, wdhrend flir das Beispiel (6b) mit einem doppelten
reellen defektiven Eigenwert zwar || C(D™)) || im Laufe der Iteration
grofB bleibt, aber S(A(N)) asymptotisch gquadratisch gegen O konver-
giert. Die Methode Alg2 bendtigt im Beispiel (5) bei starker Abwei-
chung von der Normalitdt wesentlich weniger Zyklen als Algl, jedoch
ist sie auch hier nur im Beispiel (5a) schneller als Algil. Im Bei-
spiel (6) hingegen erzielt Alg2 gegeniiber Algl trotz starker Abwei-
chung von der Normalitdt wie in (b),(c) und (d) keine Verbesserung
der Zyklenzahl und bewirkt damit eine deutlich schlechtere CPU-Zeit.
Die Aussagen Uber Alg2, die wir bei den Beispielen (1) - (4) hinsicht-
lich der Kondition von R gemacht haben, best&dtigen sich auch hier.
Generell sind die Konditionszahlen zufriedenstellend, und es f&llt
auf, das8 wir im Beispiel (6b) trotz des doppelten defektiven Eigen-
wertes keine grogen Konditionszahlen erhalten (man beachte, daf unse-
re Methoden den defektiven 2x2-Block nicht zu normalisieren versu-
chen) . Lediglich im Beispiel (5g) widchst K(R) katastrophal an, und
der Eigenwert O wird nur auf 2 Dszimalstellen genau berechnet. Schlie8-
lich ist das Verfahren Alg3 wieder beziiglich der Zyklenzahl und der
Kondition mit Alg1 nahezu identisch, jedoch in allen F&llen deutlich

schneller.

Wir kdnnen an diesen Beispielen zwei interessante Phdnomene beo-
bachten. So zeigt das Beispiel (%), daB unsere Methoden bei starker
Abweichung von der Normalitdt bzw. bei schlechter Kondition der Matrix
aufwendiger und langsamer werden. Andrerseits vergroB8ert sich die Zyk-
lenzahl aber auch bei vergleichbaren Matrizen (s.(6a) und (6f)) mit

wachsender Dimension.

Ergebnisse Beispiel (7):

CPU Zyklen Kond S (A)
w A(A)FAlgl Alg2 Alg3]algl Alg2 AXlg3] Algl Alg2 Alg3 ] algl Alg2 Alg3

)] 1l 1]t.88 1.99 1.72] 3 3 3} 8.61 8.61 8.61})15" 15" 1673
(b){10] 103.00 3.21 2.29 5 4 J11.79 12.38 10.94 15 15672 15°
(c)]20] 203.58 3.75 3.27 6 6 |83.13 84.68 79.56 | 16'° 15" 1M
(@) )30} 20j1.61 1.75 1.48 3 3 §13.21 13.21 13.21 ) 16?2 153 1073

w o un
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Ergebnisse Beispiel (8):

CPU Zyklen Kond s
o ja(Q)|a1gt alg2 Alg3|algl Aalg2 Aalg3] Algl Alg2 Alg3 |Algl Alg2 Alg3

()] 1} 3]t.e0 1.21 1.55) 3 2 3 8.43 8.53 8.90[16'% 15'° 1572
(o) 10l 30 }1.63 1.78 1.50] 3 3 3 | 12.02 11.03 10.66 }16° 157'° 157°
(c) {20} 60 }4.20 4.49 3.97] 6 6 6 l141.40 145.18 141.52 }15'° 157° 157°
(@)l30] 60 J1.65 1.82 1.49) 3 3 3} 11.98 13.88 11.98 }15"° 165° 157°

Ergebnisse Beispiele (9) und (10):

CPU Zyklen Kond ] (A)
A(A) Algl Alg2 Alg3])Aalgl Alg2 Alg3} Algl Alg2 alg3 JAalgl BAlg2 Alg3

(9a)j10.05}0.21 0.17 o0.19]| 6 4 6 J11.62 12.91 11.59 [ 165'° 15" 15
(9b) g8lo.21 0.17 o.18] 6 4 6 }15.37 17.83 16.16 15'° 15" 1516
(9c)| 2.83}0.63 0.23 0.60} 37 12 37 l6-107 2-10® 5107 108 108 158

(10)] 2.83}0.64 0.29 0.55} 39 15 36 J1-10® 2-10® 1-10% 15 15 1517

Alle Matrizen in diesen Beispielen besitzen mehrfache Eigenwerte. Wir
konnten hier die interessante Tatsache beobachten, daB unsere Metho-
den fiir die Matrizen mit mehrfachen nicht-defektiven Eigenwerten
((7a) ,(7b) ,(74) , (8a) , (8b),(8d), (%a),(9b)) eine asymptotisch quadrati-
sche Konvergenz von S(A™) und ||C(D(N))|I gegen O (im Sinne des Sat-
zes 4.1.7) aufweisen, selbst wenn die algebraische Vielfachheit der
Eigenwerte grdfer als 2 ist. In den iibrigen Beispielen (es tritt je-
weils mindestens ein defektiver Eigenwert auf) ist die Konvergenz 1li-
near. Dabei ist bemerkenswert, daf im Beispiel (7c¢) schon ein doppel-
ter reeller defektiver Eigenwert die quadratische Konvergenz verhin-
dert. Hier bleibt || c(D™)) || gros, wihrend S(A'N)) zwar schnell, aber

nur linear gegen O konvergiert (vgl. dazu Beispiel (6b)).

Die Konditionszahlen der Transformationsmatrizen sind bei den nicht-
defektiven Problemen erwartungsgemdf gut. Bei den defektiven Matrizen

(9¢) und (10) wird K(R) katastrophal groB, wogegen die Kondition bei

den defektiven Beispielen (7c) und (8c) akzeptabel ist. Hier stecken
die reellen defektiven Eigenwerte in 2x2-Diagonalbldcken. Ansonsten
werden unsere bisherigen Resultate hinsichtlich der internen Verglei-

che zwischen den drei Verfahren durch die obigen Zahlen bestdtigt.

§
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Ergebnisse Beispiel (11):
CPU Zyklen Kond S (A)
A(A) Algl Alg2 Alg3 |algl Alg2 Alg3] Algl Alg2 Alg3 |Algl Alg2 Aalg3

(a)] 19.93| 224.60 223.64 222.82| 9 8 10 |19.27 19.27 19.27 |16® 15° 1573
(b) |265.45(1521.95 1556.07 1452.71| 9 9 9 {54.20 54.20 54.20 | 167'° 165'° 152

© e o b

Unsere bisherigen Beobachtungen und SchluBffolgerungen werden durch
diese Untersuchung von grofen Matrizen aus der Praxis unterstrichen.
Insbesondere sind alle drei Methoden wieder asymptotisch quadratisch
konvergent, da die Eigenwerte getrennt sind. Auffdllig ist hier je-
doch die Anzahl der (orthogonalen bzw. normreduzierenden) AuBerdiago-
naltransformationen. So werden von allen drei Verfahren bei der L&-
sung des 90x90-Problems (a) vom 2. Zyklus an statt der mSglichen 990
Transformationen nur héchstens 540 und bei der Behandlung des
180x180-Problems (b) vom 1. Zyklus an statt 4005 nur h&chstens 1980
Transformationen ausgefiihrt. Dieses Phdnomen erkldrt sich aus der
speziellen Struktur der Matrizen. Wie wir erwdhnten, sind beide Ma-
trizen schwach besetzt, und offenbar werden einige Null-Bldcke durch
Transformationen an anderen Pivots nur so schwach gestdrt, dag fiir

sie selbst keine Transformationen erforderlich sind.

Allgemein ist die Genauigkeit der berechneten Eigenwerte zufrie-
denstellend, der relative Fehler liegt bei den nicht-defektiven Pro-
blemen in der GrdBenordnung K(R)eM , d.h. die Eigenwerte sind auf
13 -14 Stellen genau. Natiirlich verschlechtert sich die Genauigkeit
bei defektiven Eigenwerten. Tritt ein doppelter reeller defektiver
Eigenwert auf, so wird er nur auf 7 -8 Stellen exakt bestimmt, und
in den Beispielen (5qg),(9c) und (10), fir die wir sehr groBe Kondi-
tionszahlen erhielten, werden die Eigenwerte auch wieder nur mit ei-

nem Fehler der Gr&B8enordnung K(R)eM berechnet.

Als Fazit unserer praktischen Untersuchungen kdnnen wir festhal-
ten, daR alle drei betrachteten Algorithmen zuverldssige global kon-
vergente Verfahren zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren
beliebiger J-symmetrischer Matrizen darstellen. Filir nicht-defektive
Probleme erweist sich die Konvergenz als asymptotisch quadratisch

(was hoffen l8B8t, daB sich unser Konvergenzsatz 4.1.7 auch auf den
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Fall mehrfacher nicht-defektiver Eigenwerte erweitern 1&d8t, zumindest
wenn die Normreduzierung filir die AuBerdiagonalbl&cke ohne Eberlein-
Schritte durchgefiihrt wird), wogegen sie flir defektive Matrizen (wie
bei allen bekannten Jacobi-&hnlichen Prozessen) nur linear ist. Auf-
grund des 2x2-Block-Charakters unserer Methoden konvergieren die Gro-
Ben S(A(N)) auch dann noch asymptotisch quadratisch gegen O, wenn ein
doppelter reeller defektiver Eigenwert auftritt, jedoch nur, wenn die

Matrix keine weiteren mehrfachen Eigenwerte besitzt (vgl. (6b) und (7c)).

Im internen Vergleich der drei Algorithmen hat sich Alg2 gegeniliber
Alg1l nicht so gut bewdhrt. Alg2 ist nur bei extrem starker Abweichung
von der Normalitdt schneller als Algl, selbst wenn die Zyklenzahl in
vielen F&llen glinstiger ist. Somit ist in der Praxis Alg1l vorzuziehen.
Als schnellste Methode erwies sich jedoch Alg3. Da sie zuverldssig ar-
beitet, auch wenn ihre normreduzierenden Eigenschaften nicht vollstdn-
dig bewiesen sind, werden wir uns in den Untersuchungen in den folgen-

den Paragraphen stets auf diese Methode beziehen.

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit zwei Resultaten negativen
Charakters. Zum einen haben wir Untersuchungen mit modifizierten Ver-
fahren, die im Schritt 2 in 4.1.1 zundchst die Diagonalisierung und
dann die Normreduzierung vornehmen, durchgefiihrt. Nach dem diagonali-
sierenden Schritt gilt entweder € = €_ = O (Jacobi-Transformation)
oder B, =B

1 2
rechnung der normreduzierenden Funktion F(x

= O (Paardekooper-Transformation), so daB sich die Be-
1,x2) vereinfacht. Jedoch
erweist sich diese Strategie als ineffizient. Die Verfahren werden

im Schnitt um 2 2Zyklen langsamer.

Des weiteren haben wir Tests mit einer anderen Pivotstrategie an-
gestellt. Da viele der von uns betrachteten Matrizen eine Bandstruk-
tur aufweisen, liegt es auf der Hand, bei diesen Matrizen die Pivot-
indizes in zyklischer Diagonal-Reihenfolge laufen zu lassen in der
Hoffnung, daB die Bandgestalt nicht sofort vollst&@ndig zerstdrt wird.
Jedoch bringt auch diese Strategie keine Vorteile gegeniliber der {ib-
lichen zeilenweisen Pivotreihenfolge, im Durchschnitt werden genauso
viele Transformationen bendtigt. Zudem scheinen die Konvergenzbewei-

se bel dieser Strategie ungleich schwerer zu sein.
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5.2 NUMERISCHER VERGLEICH MIT STANDARD-ALGORITHMEN ZUR EIGENWERTBE-
RECHNUNG

In diesem Paragraphen vergleichen wir unsere Methode Alg3 mit den
in der numerischen Praxis gebrduchlichsten Verfahren zur L&sung des
vollstdndigen J-symmetrischen bzw. allgemeinen algebraischen Eigen-
wertproblems, mit dem Verfahren von Veseli& ([53]), dem komplexen

Eberlein-Verfahren ({8]) und dem QR-Verfahren von Francis ({13]).

Die Bezeichnungen sind dabei

Alg3 wie in § 5.1 definiert,

Ves das Veselil-Verfahren (optimale Variante) als ALGOL-Proze-
dur, wie in [53] beschrieben, inklusive Eigenvektorberech-
nung,

Eber das komplexe Eberlein-Verfahren, als ALGOL-Prozedur "comeig’

in [10] beschrieben, inklusive Eigenvektorberechnung,

QF das QR-Verfahren, zusammengesetzt aus den ALGOL-Prozeduren
"orthes" ({31]), "ortrans" ([40]) und "hgr2" ([40]), in-

klusive Eigenvektorberechnung.

Zum Vergleich der Verfahren wdhlen wir exakt die Testmatrizen aus
[53], d.h. mit den Bezeichnungen aus § 5.1 die Matrizen (1), (2),(3a),
(3b) ,{(4a),(4b), hier aber jeweils 20 statt 10 Matrizen, und (54), (5e),
(5f),(6a),(6b), (6c),(6d), (6e), (10).

In den nachfolgenden Tabellen haben wir die Resultate fiir Ves, Eber
und QR aus [53] iibernommen. AudZag bezeichnet dabei fiir Alg3, Ves und
Eber das betragsgr6Bte AuBer (block)diagonalelement, und CPU und Zyklen

sind wie in § 5.1 definiert.

CPU Zyklen Audiag
Alg3 Ves Eber QR Alg3 Ves  Eber Alg3 Ves Eber

()Yl 5.08 6.67 29.66 2.36 | 7.90 7.25 9.85
(2) | 42.49 49.35 256.65 16.20 | 9.35 8.65 11.25
(3a) 2.37 2.92 23.23 2,20 | 3.70 3.55 7.60 | Far alle Matrizen
(3b) 1.38  1.79 21.53 2.17 | 2.05 2.15 7.10 héchstens
(4a) } 20.08 21.64 196.31 14.58 | 4.75 4.30 8.70 10”10
(4b) § 10.85 11.97 178.00 14.05 | 2.30 2.45 7.95

—



CPU Zyklen Audiag

Alg3 Ves Eber QR Alg3 Ves Eber Alg3 Ves Eber
5a) 1 2.12 2.25 16.51 2.17 5 5 6 107" 1072 10778
(5e) | 3.76 4.97 24.82 2.54 6 6 8 1071 1073 107"
(5£) § 6.44 9.40 40.21 3.40 o 11 13 10712 107** 10713
(6a) I 3.37 4.52 18.48 2.66 5 5 7y 10772 107%'2 107
(6b) § 3.66 4.93 48.48 2.50 6 6 35 107" 107'% 107
(6c) § 4.01 5.20 26.40 2.61 6 6 9 107'° 1072 1072
(6a) § 3.96 5.37 14.27 2.38 6 6 6 1072 1072 10712
(6e) §32.01 37.29 202.44 13.89 8 7 11 1071 1072 10714
(10) § 0.55 o0.66 0.82 o0.150 36 32 35 Q10" 1007 10°°

%) Die maximale Zyklenzahl fir Eber ist 35.

Hinsichtlich der Genauigkeit erweisen sich die vier Methoden als ad-
dquat. In allen nicht-defektiven Beispielen werden die Eigenwerte bis
auf die letzten 2 -3 Stellen exakt bestimmt, und die defektiven Eigen-

werte in (6b) und (10) berechnen sich auf 7 -8 Stellen genau.

Fazit der Resultate fir (1) - (4):

Die tabellierten Werte flir die Beispiele (1) - (4) sind wieder Mittel-
werte. Unser Verfahren Alg3 ist hier gegeniiber der Methode von Veselié
zwischen 7% und 24% schneller, obwohl die Zyklenzahl teilweise leicht
zugenommen hat. Im Vergleich zur Eberlein-Methode ist Alg3 bei den
"vollen" Matrizen ungefdhr um einen Faktor 6 schneller, bei den schwach
blockdiagonaldominanten um ca. einen Faktor 10 und bei den stark block-
diagonaldominanten um ca. einen Faktor 16. Die Tatsache, daB die Eber-
lein-Methode bei den Matrizen (3) und (4) im Vergleich zu (1) und (2)
nur unwesentlich schneller wird, liegt darin begriindet, daB diese Me-
thode echte Diagonaldominanz zur schnelleren Konvergenz benStigt und
kaum Nutzen aus einer Blockdiagonaldominanz ziehen kann. Jedoch treten
gerade diese Matrizen, wie schon in § 5.1 erwdhnt, in Unterproblemen
bei Verfahren der Simultanen Iteration auf (vgl. § 5.3). Gegeniiber dem
QR-Verfahren ist Alg3 bei den "vollen" Problemen (1) und (2) im Mittel
um einen Faktor 2.2 bzw. 2.6 langsamer. Jedoch kann der QR-Algorithmus
nahezu gar nicht von der Blockdiagonaldominanz der Matrizen profitie-
ren, so daB Alg3 bei 1O_2—Blockdiagonaldominanz fast gleich schnell
wird und bei 1O_4—Blockdiagona1dominanz die CPU-Zeit des QR-Verfah-
rens deutlich unterbietet. Interessant ist hier, daBf Alg3 bei gr&Berer
Dimension eine stdrkere Blockdiagonaldominanz bendétigt, um das QR-Ver-

fahren zu schlagen.
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Fazit der Resultate fir (5),(6) und (10):

Bei diesen Beispielen betrdgt die Verbesserung der Rechenzeit von Alg3
gegeniiber der Methode von Veselil zwischen 14% und 32% mit Ausnahme
der normalen Matrix (5d), wo der Zeitgewinn nur ca. 6% ausmacht. Der
Vergleich von Alg3 mit dem komplexen Eberlein-Verfahren bringt hier
wieder, abgesehen von dem kleinen 4x4-Beispiel (10), einen Vorteil zu-
gunsten Alg3 um einen Faktor zwischen 3.5 und 13.5. Dabei ist die Dif-
ferenz in Beispiel (6b) so deutlich, weil die Eberlein-Methode den de-
fektiven 2x2-Block der Matrix zu diagonalisieren versucht. Das QR-Ver-
fahren erhdlt bei den Matrizen (6) und (10) einen zus&dtzlichen Vorteil,
da hier aufgrund der Tridiagonalit&dt die Prozeduren "orthes" und
"ortrans" nicht aufgerufen werden miissen. Unsere Methode Alg3 ist im
Vergleich zum QR-Verfahren bei der normalen Matrix (5d) ein wenig
schneller, ansonsten mit Ausnahme von (10) um einen Faktor zwischen

1.2 und 1.9 langsamer, bei (10) betrdgt der Faktor ungefihr 2.3 .

Als Gesamtfazit k&nnen wir festhalten, daB unsere Methode Alg3 ge-
geniiber dem gleichartigen Verfahren von Veseli€ Verbesserungen hin-
sichtlich der Rechenzeit zwischen 7% und 32% erzielt, obwohl sich die
Zyklenzahl in manchen F&dllen leicht vergr&Bert hat. Der Vergleich ge-
genliber der komplexen Eberlein-Methode sieht unsere Methode um einen
Faktor 3.5 bis 16 schneller, wobei der Unterschied bei blockdiagonal-
dominanten Matrizen besonders drastisch wird. Ein weiterer Nachteil
der Eberlein-Methode ist der, daB sie die J-Symmetrie der Matrizen
zerstSrt und zudem mit komplexer Arithmetik arbeiten muf. Somit hat
sie einen ungefdhr 4 mal gr&Beren Speicherplatzbedarf als Alg3. Im
Vergleich mit dem QR-Algorithmus ist unser Verfahren bei den physika-
lischen Problemen um einen Faktor zwischen 1.2 und 1.9 und bei den
"vollen" Zufallsmatrizen um einen Faktor 2.2 bzw. 2.6 langsamer. Je-
doch gleicht sich die CPU-Zeit bei schwacher Blockdiagonaldominanz
der Matrizen an und sieht unser Verfahren um so deutlicher im Vor-
teil, wie die Blockdiagonaldominanz stdrker wird (vgl. dazu auch
§ 5.4). Somit kann unser Verfahren zumindest dann mit dem QR-Algorith-

mus konkurrieren, wenn es darum geht, blockdiagonaldominante Probleme

(wie sie in der Praxis h&dufig auftreten) zu 18sen (vgl. dazu auch
[16,5.300]). Dabei ist zu beachten, daB Alg3 gegeniiber dem QR-Verfah-
ren nur in etwa die H&lfte des Speicherplatzes bendtigt, da das QR-

Verfahren ebenfalls die Symmetrie des Problems zerstdrt. In [53] wird

Ill‘IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIlIIIIIIIIIIIIIIIIIIlIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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auf einen weiteren, nicht unwesentlichen Aspekt im Vergleich der bei-
den Methoden hingewiesen. So ist es bei der Behandlung sehr groBer
Matrizen oft zwingend erforderlich, eine geeignete Blockteilung vor-
zunehmen, um dann nur gewisse Bldcke im Zentralspeicher des Rechners
zu bearbeiten. Hierbei hat sich jedoch gezeigt, daB Jacobi-&hnliche
Prozesse gegeniiber QR-#hnlichen Verfahren weitaus weniger Zeit fiir

die entsprechenden Ein- und Ausgabetransfers benttigen (vgl.[4]).
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5.3 KOMBINATION DER JACOBI-AHNLICHEN BLOCKVERFAHREN MIT DEM VERFAHREN
DER SIMULTANEN ITERATION

In diesem Paragraphen beschreiben wir eine wichtige Anwendung un-
serer Verfahren bei der L&sung eines Unterproblems innerhalb der so-
genannten Stimultanen Iteration. Dazu betrachten wir das verallgemei-

nerte reelle lineare nxn-Eigenwertproblem
Ax = ABx . (5.3.1)

In der Praxis ist es h&ufig nicht erforderlich, alle n Eigenwerte des
Problems zu berechnen, sondern nur eine gewisse vorgegebene Teilmenge.
Sollen beispielsweise nur die r betragsmdfig gr&B8ten bestimmt werden,

so wird durch die Iterationsvorschrift

BX, = BX, , ., k=1,2,3,... (5.3.2)

eine Folge von reellen nxr-Matrizen Xo’Xl’X generiert, deren

Feoe
Spaltenvektoren unter gewissen Bedingungen éegen den Vektorraum der
zu diesen Eigenwerten geh&rigen Eigenvektoren konvergieren, d.h. im
Konvergenzfall spannen die r Iterationsvektoren den Eigenvektorraum
iber € auf, womit dann natlirlich auch die gesuchten Eigenwerte be-

stimmt sind.

Die Grundidee zu dieser Iteration (auch Subspace-Iteration oder
Treppeniteration genannt) stammt von Bauer ([2]). Natiirlich mu8 die
grobe Iterationsvorschrift (5.3.2) in der praktischen Anwendung wei-
ter verfeinert werden, um eine stabile Konvergenz der Matrizen Xk zZu
gewdhrleisten. So muB unter anderem dafiir gesorgt werden, daB die
Spaltenvektoren von Xk linear unabhdngig bleiben. Dazu wird in geeig-

net gewdhlten Abst&dnden das rxr-Eigenwertproblem

AY = uBky (5.3.3)
mit

— —3 T
A =X'AX , B XkBXk

vollstdndig geldst, und die Matrix Xk wird durch Rechtsmultiplikation
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mit der erhaltenen Eigenvektormatrix Y "verbessert".

Wenn nun das Problem (5.3.1) aus einem guadratischen Eigenwertpro-
blem (1.3.2) mit symmetrischen positiv definiten Matrizen M,D und K
resultiert, d.h. wenn A symmetrisch und B symmetrisch, aber indefinit
mit einer Signatur (%,g) ist (vgl.(1.3.3)), so Ubertrdgt sich diese
Struktur unter gewissen Voraussetzungen im Laufe der Iteration auf
das kleinere Problem (5.3.3) (vgl.[26]). Aus § 1.3 ist aber bekannt,
daB ein solches Problem &dgquivalent zu einem J-symmetrischen gewlhn-
lichen Eigenwertproblem ist. Somit k&nnen wir dieses Unterproblem mit
unseren Jacobi-dhnlichen Blockverfahren 1l&sen, wobei diese entschei-
dend davon profitieren, daB die J-symmetrischen Matrizen mit fort-
schreitender (simultaner) Iteration immer stdrker blockdiagonaldomi-

nant werden.

In [26] haben wir in Weiterentwicklung der Methode von Borri und
Mantegazza ([3]) ein Verfahren der Simultanen Iteration fiir das oben
beschriebene Problem formuliert. Dieses Verfahren haben wir hier mit
unserer Methode Alg3 kombiniert. Hinsichtlich der technischen Details
sei der interessierte Leser auf [26] verwiesen. Wir zeigen im folgen-

den einige typische Resultate auf.

Dazu betrachten wir die quadratischen Eigenwertprobleme der Dimen-
sion 45 bzw. 90, die wir in § 5.1, Beispiel (11a) und (11b) beschrie-

ben haben. Die Bezeichnungen bedeuten

Stm Anzahl der Iterationsschritte fiir die Simultane Iteration,

Jac Anzahl der Zyklen fiir Alg3.

CPU ist wie in § 5.1 erkldrt, und r,k sind wie in diesem Paragraphen

definiert.

Ergebnisse Beispiel (11a):

r CpPU Sim Jac

12 135.38 36 20
18 194.89 26 16
28 587.55 41 15
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r=12: x |11}1e]l21]26 31|36|
Jgac| 6f3|al3 2| 2 |
r=18: k 11116121126
Jac | 61433
r=28: x |26]31]36|a1
Jac 6131313
Ergebnisse Beispiel (11b):
r CPU Sim Jac
12 140.24 36 21
18 267.84 36 19
28 877.03 66 38
r=12: k |16]21)26(31}36
Jac 63151413
r=18: x |11|16}21]26]31]36
Jac 71413121211
r=28: x l1e]21l26}31]36 a1 46|51|56|61|66‘
gac |7 |slalslalzi2 |2| 2 [2]2]

Beide Beispiele demonstrieren deutlich, wie sich im Laufe der Simulta-

nen Iteration die Zyklenzahl von Alg3 verringert. Hinsichtlich der ab-

soluten CPU-Zeit sehen wir hier ein Kriterium von Rutishauser ([43])

bestdtigt, welches besagt, daB das Verfahren der Simultanen Iteration

nur dann angewandt werden soll, wenn

gebnisse aus § 5.1).

r < g gilt (vgl. dazu die Er-
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5.4 NUMERISCHE ANWENDUNGEN IN PHYSIKALISCHEN PROBLEMSTELLUNGEN
(PARAMETERANALYSE)

In der physikalischen Praxis geschieht es h&dufig, daB das mathema-
tische Modell, welches das gegebene physikalische Problem beschreibt,
parameterabhdngig formuliert wird. So ist es m&glich, durch Anderun-
gen der Parameter verschiedene physikalische Bedingungen zu simulie-
ren. Natlrlich hofft der Mathematiker, daB sich durch eine kleine
Parameterdnderung die mathematische L&sung nicht wesentlich &dndert
und daf sich durch eine einmal gewonnene L&sung die Berechnung der
"benachbarten" Probleme stark vereinfacht. Wir beschreiben im folgen-
den eine typische Problemstellung dieser Art und demonstrieren die

Leistungsfdhigkeit unserer Verfahren bei ihrer numerischen Behandlung.

Dazu betrachten wir das reelle gquadratische Eigenwertproblem

(A°M + AD(T) + K)x = O (5.4.1)
mit
M = diag(ml,...,mm) , D(t) = Tdiag(dl,...,dm)
und einer symmetrischen Bandmatrix K (vgl.(1.3.2)). Es beschreibt die

geddmpften Schwingungen eines linearen dynamischen Systems von m Mas-
sen, wobei die Ddmpfung (linear) variabel gehalten wird. Wenn wir die-
ses Problem nach der Strategie (1.3.8),(1.3.9) mit anschlieBender Zei-
len- und Spaltenpermutation in ein gewdhnliches J-symmetrisches Eigen-
wertproblem doppelter Dimension transformieren, so erhalten wir eine
Matrix der Form
. dl dm
Alt) = AO + leag(O,—a—,...,O,-a—) ’ (5.4.2)

1 m

d.h. eine Anderung des Parameters T bewirkt hier lediglich eine Ande-
rung der Hauptdiagonalen von A(t). Nun wird die D&mpfung variiert,

indem 1 sukzessive die vorgegebenen Werte O==ro,r ,...,TS annimmt.

1
Somit miissen s+1 J-symmetrische Eigenwertprobleme fiir die Matrizen

A, = Atz , k=0(Ns
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geldst werden. Fiir die Praxis ist dann interessant, wie sich die Ei-
genwerte der Ak und damit die Frequenzen der Schwingungen filir die
verschiedenen Werte von 1 verhalten. Man startet mit dem ungeddmpften
Problem (Tt =0) und verfolgt die "Wanderung" der Eigenwerte mit lang-

sam zunehmender Dampfung.

Natiirlich kann man bei dieser sogenannten Parameteranalyse jedes
einzelne Problem unabhidngig von den anderen 18sen, jedoch arbeitet
man sehr viel rationeller, wenn man statt der Matrizen Ak die "vor-

behandelten" Matrizen

>0

- R;flAkRk_1 , k=1(1)s (5.4.3)
betrachtet, wobei Rk_1 die J-orthogonale Matrix bezeichnet, die Ak—1
per Ahnlichkeitstransformation auf Blockdiagonalgestalt bringt. Denn
aus Stetigkeitsgriinden wird Ek nicht stark von der Blockdiagonalge-

stalt abweichen, wenn T, nahe bei Tt liegt. Ist gann ﬁk die resul-
tierende J-orthogonale Transformationsmatrix, die Ak blockdiagonali-

siert, so erhalten wir Rk als

o

Ry = Ry_iRy -

O
Es gilt nun, die Berechnung von Ak mit geringst mbglichem Aufwand

auszufihren. Aus (5.4.2) folgt

d d
— - i --_l -2 =
A, = A, + (t -7, _,)diag(o0, ml,...,o, mm), k=1(1)s
und damit aus (5.4.3)
o -1 -1 . d dy
A = RectAo iRy + (5ot IRy d1ag (0 p=0 o0y 2Ry Ly - (5.4.4)

1 mm
In dieser Darstellung ist der erste Summand aus der Blockdiagonali-
sierung von Ak—l bzw. Kk-1 bekannt, und der zweite Summand ergibt

sich aufgrund der J-Orthogonalitidt von R nach einigen elementaren

k-1
Umformungen als

m
d
i T T T
(Tk_rk-l)ZEZ; EETJ(EZiRk—l) (e)Reoy) - (5.4.5)
-
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Natiirlich ist die Matrix (5.4.5) wieder J-symmetrisch, so daB bei der
(o]

Berechnung von A, nur das rechtsobere Dreieck in Betracht gezogen wer-

k
den muf.

Diese geschickte Realisierung der Parameteranalyse ist aufgrund
der Blockdiagonaldominanz der Kk speziell auf unsere Jacobi-dhnlichen
Verfahren abgestimmt. Selbstverstdndlich ist es auch m&églich, eine
solche Analyse mit Hilfe anderer Algorithmen durchzufiihren. Wir be-
trachten zum Vergleich das gebrduchlichste Verfahren zur Eigenwertbe-
rechnung, das QR-Verfahren ([13]). Bei diesem Verfahren hat R;ikale_l
in (5.4.4) jeweils rechtsobere Quasidreiecksform, und da die Transfor-
mationen bei einer stabilen Implementierung ausschlieBlich orthogonal
durchgefihrt werden, ist der zweite Summand in (5.4.4) symmetrisch

und berechnet sich als

o d
i, T T, T
—(Tk-rk—l)z : m_i(eZiRk-l) (eyiRye_y) - (5.4.6)

i=1

o]
Jedoch weisen die Matrizen Ak keine Symmetrieeigenschaften auf, so das

das QR-Verfahren auf den vollen nxn-Matrizen arbeiten muB. Hier be-
(o]
sitzen die Ak aus Stetigkeitsgriinden eine Fast-Quasidreiecksform, wenn

die Parameter Ty und T nahe beieinander liegen.

k-1

Wir haben beide beschriebenen Parameteranalysen jeweils fiir zwei
Probleme der Form (5.4.1) durchgefiihrt. Die erstgenannte haben wir mit
Hilfe unseres Verfahrens Alg3 realisiert, und fiir die zweite haben wir
den QR-Algorithmus aus den ALGOL-Prozeduren "orthes" ({31]), "ortrans"
({40]) und "hgr2" ([40]) kombiniert, dabei jedoch die eigentliche Ei-
genvektorberechnung in "hqgr2" unterdriickt, so daB nur die Transforma-
tionsmatrizen akkumuliert werden. Als Beispiele haben wir wieder die
in § 5.1, (11a) und (11b) beschriebenen quadratischen Eigenwertproble-
me der Dimension 45 bzw. 90 gewd&hlt. Diese sind von der Form (5.4.1),
wenn man die Ddmpfungsmatrix D durch den Faktor T parametrisiert, wo-
bei fiir beide nur jeweils 12 der 45 bzw. 90 Dampfungskonstanten di
ungleich O sind, so daB sich die Berechnung der Matrizen (5.4.5) und

(5.4.6) weiter vereinfacht.

Die Parameter T, seien dquidistant aus dem Intervall [0,2] gewidhlt,

d.h. es gelte
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2k

T, = =

K < , k=0(1)s .

Wir untersuchen fiir beide Probleme jeweils die F&lle s =10, s =20 und
s = 40,

Resultate:

TO==O braucht Alg3 je 8 Zyklen fiir (11a) und (11b) bei einer
CPU-Zeit von 122.55 bzw. 801.85 Sekunden, wdhrend das QR-Verfahren
110.98 Sekunden fiir (11a) und 847.35 Sekunden fiir (11b) bendtigt. Man

beachte hierbei, daB die Matrix Ao rein schiefsymmetrisch ist, so das

Fir

das Verfahren Alg3 ausschlieBlich mit Paardekooper-Transformationen
arbeitet.

@]
Die Generierung der Matrizen Ak dauert dann (flir alle Werte von s)

fiir Alg3 im Durchschnitt 4.60 Sekunden ((17a)) bzw. 18.13 Sekunden
((11b)) und fiir das QR-Verfahren 7.48 Sekunden bzw. 31.59 Sekunden.

(]
Fiir die Blockdiagonalisierung der Ak bzw. fiir deren Transformation

auf Quasidreiecksform ergeben sich die folgenden durchschnittlichen
CPU-Zeiten und Zyklenzahlen:

CPU Zyklen CPU Zyklen

(11a) : s | alg3 QR | (Alg3) (11b) : s Alg3 QR (Alg3)
10 155.02 94.91} 3.50 10] 502.19 740.31} 3.60

20 | 50.24 94.60] 3.15 20 ] 455.69 739.85} 3.40

40 1 44.36 94.61}] 2.55 40} 411.66 739.73} 3.00

SchlieBlich erhalten wir als totale CPU-Zeiten fiir die vollstdndig
durchgefiihrten Parameteranalysen (Generierung und Behandlung aller
(o]
Matrizen AO,Kl,...,AS):

(11a) : s Alg3 QR (11b) : s Alg3 QR
10 718.83 1134.83 10 6000.31 8566.29
20 1219.07 2152.69 20 10278.89 16276.25
40 2080.73 4195.07 40 17996.70 31700.18
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Es sei hier am Rande erwdhnt, daf in der Praxis die Abbruchkrite-
rien der beiden Methoden oftmals abgeschwidcht werden kdnnen. So ist
es beispielsweise fir unser Verfahren Alg3 nicht unbedingt erforder-

~10_Blockdiagonalgestalt zu bringen.

lich, die Matrizen Kk auf eine 10
Es langt vielfach schon eine 10-5-Blockdiagonalitét, wodurch der Auf-

wand um ca. 1 Zyklus verringert wird.

Als Fazit k&nnen wir festhalten, daf8 unsere Methode Alg3 wesent-
lich st&drker von der "Vorbehandlung” profitiert als das QR-Verfahren.
Wadhrend das QR-Verfahren fiir die Fast-Quasidreiecksmatrizen Kk nur
zwischen 12% und 15% weniger CPU-Zeit als flir die "volle" Matrix Ao
benttigt (und zwar unabhdngig von der Schrigtweite der rk), wird
Alg3 auf den fast-blockdiagonalen Matrizen Ak im Vergleich zur ersten
Matrix Ao wesentlich schneller, was sich in der Zyklenzahl und in der
Rechenzeit ausdriickt, und dieser Effekt verstdrkt sich noch mit einer
kleineren Schrittweite fiir die Parameter Ty » Hinsichtlich der totalen
CPU-Zeit fiir die komplette Parameteranalyse erweist sich unsere Me-
thode Alg3 gegeniiber dem QR-Verfahren um einen (gerundeten) Faktor
1.4 bzw. 1.6 schneller, wenn die Analyse mit einem groben Raster
(s = 10) durchgefiihrt wird, und bei feineren Rastern betrdgt der Fak-
tor 1.6 bzw. 1.8 flir s =20 und 1.8 bzw. 2.0 flir s = 40. Diese Ergeb-
nisse unterstreichen noch einmal deutlich die Effektivitdt unserer

Methoden auf blockdiagonaldominanten Problemen.

In beiden beschriebenen Parameteranalysen werden die Transforma-
tionsmatrizen Rk mitgefihrt. Damit kdnnen die Eigenvektoren der Ma-
trizen Ak jederzeit ohne groBen Aufwand berechnet werden. Dies wie-
derum erm&glicht es, in jedem beliebigen Schritt Riickschliisse auf
die vollstadndige LOsung des linearen Systems ziehen zu kdnnen. Des
weiteren ist es mdglich, mit Hilfe der Kondition der Rk die Schritt-
weite der Parameter T, 2u steuern, wenn diese nicht &quidistant son-
dern variabel gew&hlt werden. Falls jedoch keine Notwendigkeit zur
Akkumulation der Transformationsmatrizen besteht, d.h. wenn bei-
spielsweise bei fester Schrittweite ausschlieflich die Eigenwerte
der Ak von Interesse sind, so ld4Bt sich die QR-Parameteranalyse
effektiver durchfiihren. In diesem Fall wird das QR-Verfahren (ohne
Eigenvektorteil) direkt auf die urspringlichen Matrizen Ak angewandt.
Wir haben dazu den QR-Algorithmus aus den ALGOL-Prozeduren "orthes"

([31]) und "hgr" ([32]) zusammengestellt und wiederum auf die be-



schriebenen Beispiele angewandt. Die folgenden Daten sind die abso-
luten CPU-Zeiten fiir die Behandlung aller Matrizen Ao'Al""’As’ Zum

Vergleich haben wir noch einmal unsere obigen Ergebnisse filir die
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vollstdndige Alg3-Parameteranalyse mit aufgefliihrt:

(11a):

s Alg3 QR

10 718,83 536.47
20 1219.,07 1015,02
40 2080.73 1972.12

(11b) ¢

s nlg3 OR

10 6000.31 4034.82
20 10278.89 7628.84
40 17996.70 14816.89

Hier ergeben sich also Gesamtrechenzeiten, die bis zu

1.5 zugunsten des QR-Verfahrens ausfallen. Jedoch sei

tont, daB diese QR-Parameteranalyse keine Informationen liber die Ei-
genvektoren der Ak liefert. Falls diese fiir gewisse Parameterwerte

benbtigt werden,
stimmt werden.

Alg3-Analyse nur dann schneller, wenn die Eigenvektorberechnung nicht

Somit ist die QR-Parameteranalyse im Vergleich zur

zu oft erforderlich wird.

einem Faktor

noch einmal be-

sO miissen sie in einer zusdtzlichen Rechnung be-
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