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Kapitel 1
Einleitung

Es ist ein inkompressibles Fluid gegeben, dessen Geschwindigkeitsfeld der
Eulerschen Gleichung

ov 1
— — =0 1.1
T (Vv)v + pr (1.1)
sowie den Gleichungen
div v =0, (1.2)
rot v=20 (1.3)
und der Bedingung
‘ l‘im v(x,t) = Ve (1.4)

geniigt. Die Geschwindigkeit im Unendlichen v, sei von ¢ unabhéngig. Die
Geschwindigkeit und der Druck héngen nicht von der z—Komponente ab, d.h.
es gelte v =v(x,y,t), p = p(z,y,t), wobei x,y € R, t > 0 gilt. Sei ' C R2
eine (geschlossene oder nicht geschlossene, beschrénkte oder unbeschriankte)
doppelpunktfreie stiickweise glatte Kurve. Die Giiltigkeit der Formeln (1.1),
(1.2) und (1.3) sei auf R*\I" beschrinkt. Es gelte

(v-v)y=(v-v)- (1.5)

und

(v-v)e =7(p- —p+) (1.6)
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auf I, wobei v die Normale der Kurve I', “+” und “—” zwei verschiedene

Seiten von I' und v : I' — [0, oo] eine Funktion sind.

Die Gleichungen (1.1) bis (1.4) beschreiben die Stromung eines idealen
Fluids. Die Stromungsbedingung (1.5) ist eine Folgerung der Kontinuitéts-
bedingung. Die Funktion v - v kann auch nur als ein schwacher Grenzwert
(im Sinne der Spurensétze in LIONS-MAGENES [10]) und als verallgemeinerte
Funktion aus L*(T") existieren. Genauer gesagt, die Gleichung (1.5) gilt in der
Form

/(v-y)+dS - /(v-y)_dS (1.7)
M M
fiir jede melbare Menge M C I'. Dies ist eigentlich die breiteste noch physi-
kalisch vertretbare Interpretation der Kontinuitdtsbedingung.

Die Gleichung (1.6) ist das Filtergesetz fiir I'. Der Fall v(x) = 0 ent-
spricht der vollkommenen Undurchléssigkeit von I' in x, d.h. das Fluid fliefit
in diesem Punkt nicht durch. Der Fall v(x) = oo dagegen entspricht der
vollkommenen Durchléssigkeit in x, d.h. in x besteht kein Hindernis fiir die
Stromung. Es wird vorausgesetzt, dafl ein solches x entweder ein isolierter
Punkt ist (im Sinne, dafl in einer Umgebung von x v(y) > 0 fir y # x gilt)

oder daf} zusatzlich
vi(x) = v_(x), Vx:y(x) = oo, (1.8)

gilt, d.h. die Geschwindigkeit sei in solchen Punkten stetig. Um den mathe-
matisch unprézisen Fall 7(x) = oo zu vermeiden, kann das Filtergesetz, falls
7(x) > ¢ >0, als

o(v-v)=p-—ps, (1.9)

wobei § = 47!, oder ganz allgemein als

1(V - V) = Y2(P- — P+), (1.10)



gegeben werden, wobei v = 1—? und v1,7v2 > 0 ist. Die Wahl von ~q, 7, ist
natiirlich nicht eindeutig, aber es gilt 71 (x) +72(x) > 0, x € I'. Die Funktio-
nen 7y, v seien stiickweise Holder-stetig (sieche Anhang) und beschréinkt. Es
wird sowohl der stationére als auch der instationére Fall betrachtet. Im sta-
tiondren Fall wird vorausgesetzt, daf§ das Druck- und Geschwindigkeitsfeld
von t unabhéngig sind. Im instationédren Fall wird vorausgesetzt, dafl die Ge-
schwindigkeit im Zeitpunkt ¢ = 0 gegeben ist und (1.2), (1.3) (1.4) und (1.5)
geniigt. Eine solche Stromung ist mit einer Funktion hy(x) = (v - v)+(x,0)
eindeutig bestimmt.

Dies alles konnen wir in ein formelles Problem zusammenfassen:

Problem 1.0.1 Gegeben sind:
Kurve I' C R?,
Y1, Yo : I' — R zwet beschrinkte stiickweise Holder-stetige Funktionen,
ho € L*(T),
p>0, vo € R2.
Gesucht wird das Paar (v,p), v:R?2x R, — R? p: R xR, — R mit
den Eigenschaften:

t 1
avgz, ) (Vv(x t)v(x.t)+ SVp(x.t) =0, x€RAT, >0, (1.11)
P
div v(x,t) =0 x € R?*\T, t >0, (1.12)
rot v(x,t) =0 x€ RA\T, t>0, (1.13)
| l|im v(x,t) = Ve, t >0, (1.14)
(v-v)i(x,t)=(v-v)_(x,t) xeI', t>0, (1.15)

NE)(v-v)i(xt) = 2X)(p-(x,t) —p.(x,t)), xel, t>0, (1.16)
vi(x,t) =v_(x,t), xeTI\supp(n), t>0 (1.17)

(v-1)s(x,0) = ho(x), x€T. (1.18)

Dieses Problem wird als Ausgangspunkt fiir weitere konkrete Probleme

und Spezialfélle dienen.
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Sehr oft werden Probleme mit sog. scharfen Punkten nicht oder gesondert
betrachtet. Dies sind die Punkte auf I', wo I' links von diesem Punkt voll-
kommen undurchléssig ist und rechts von ihm vollkommen durchléssig ist,

oder umgekehrt. Hier ist die prézise Definition dieses Begriffs:

Definition 1.0.2 Es sei I' C R? eine doppelpunktfreie stiickweise glatte
Kurve und v1, 72 : I' — [0,00) zwei stickweise Holder-stetige Funktio-
nen. Fin Punkt xq € T' heifst ein scharfer Punkt, wenn jeweils mindestens
einer von den zwei einseitigen Grenzwerten von vy, und ys in Xo gleich Null

18t.

Aus (1.13) folgt
v = grad ® (1.19)

(mindestens lokal), welches zusammen mit (1.11) und (1.14) die Bernoullische

Gleichung ergibt:

) 1, 1 B
E(I)(x,t) + 5V (x,t) + EP(X,t) = C(t). (1.20)

Aus (1.12) und (1.19) folgt
A®(x,t) =0, x € R®\T, t >0, (1.21)

und deswegen haben wir ®(.,t),v(.,t) € C*°(R?\I') fiir jedes ¢t > 0.

Die Kurve I' kann auf ein breiteres I'y erweitert werden, indem man

setzt und die Bedingung (1.8) auf I'\\I" verlangt. Dadurch wird das urspriing-
liche Problem nicht gedndert (wegen des Satzes iiber analytische Fortsetzung,
Satz 7.5.3). Damit kénnen z.B. beim Betrachten des Problems, wenn I' ein
Kreis ist, auch die Teile dieses Kreises eingeschlossen werden.

Unter Beriicksichtigung von (1.20) lautet das Filtergesetz (1.10)

1 1 0
M(V-v)=pra <C_ —Ci + ivi - §v3 + a(fILr - <I>_)> . (1.23)

Dies ist eine nichtlineare Gleichung. Ist aber ' z.B. der Kreis 0K (0,1), so
konnen wir schreiben
v(x,t) = v +grad ®.(x,t), x| <1,

(1.24)
Vv(x,t) = Voo +Zvi(x)+grad ®_(x,t), |x|>1,



wobei

Vl(XaY)=< A ) (1.25)

X2+y2 X2+y2

gilt und Z eine Konstante (die Zirkulation) ist. Unter diesen Bedingungen

kann
ob, _ Od_
ov - ov
und (1.26)
0by 9D
0o - 0o

wobei ¢ die Einheitstangente von 0K (0, 1) ist, auf dem Kreis gezeigt werden.

Damit erhalten wir

11(%) (ZP4(x,t) + Voo - V(X)) = pr2(x) [C_(t) — C (t)+

(1.27)
+2(4(x) — P_(x)) + (2Veo - 0(x) + Z) (%@+(x,t) _ %ZH 7

und diese Gleichung ist nun linear. Damit wird das Problem wesentlich ver-
einfacht. Die gleiche Uberlegung gilt auch fiir jeden Kreis und jede Gerade.
Wenn nur ein Teil eines Kreises oder ein Teil einer Geraden porés oder un-
durchléssig ist, setzen wir 7;(x) = 0 auf dem durchlissigen Teil des Kreises
bzw. der Geraden und betrachten das Problem 1.0.1, wobei I' ein ganzer
Kreis bzw. eine ganze Gerade ist. Somit erhalten wir wiederum an dieser
Stelle eine lineare Gleichung.

Die erste dem Autor bekannte Arbeit aus diesem Gebiet stammt von H.
JA. BAJTSCHOROW. Er gibt in [1] die allgemeinen Grundlagen fiir das Pro-
blem, wenn I' ein Kreiszylinder ist. Das Filtergesetz wird in ganz allgemeiner
Form betrachtet:

p-—pr=F(v-v,A), (1.28)

wobei F' eine (allgemein nichtlineare) Funktion ist und A ein Parameter ist,
der vom Fluid selbst, der Geschwindigkeit im Unendlichen und den Dimen-
sionen des Kreiszylinders abhéngt. In seinen Arbeiten ist die Wirbelfreiheit
der Stromung nur aulerhalb des Zylinders vorausgesetzt, und innerhalb des
Zylinders ist entweder die Tangentialkomponente der Geschwindigkeit in der
Innenseite des Zylinders Null oder der Druck an der Innenseite des Zylinders
konstant. Das Problem ist in Form einer Integralgleichung gestellt. In [2] ist

eine ndherungsweise Losung fiir das Filtergesetz in der Form

p-.—pr=a+pv-v (1.29)
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bzw. in der Form
p_—py=av-v+Bv-v)? (1.30)
gegeben, jedoch nur fiir geniigend grofles S3.

Sir G. TAYLOR betrachtet in [18] das Problem, wobei I' ein Winkel oder
ein Konus oder wiederum ein Kreiszylinder ist. Das Verschwinden der Tan-
gentialkomponente der Geschwindigkeit auf einer Seite des Hindernisses ist
wiederum vorausgesetzt. Das Filtergesetz wird in den Formen (1.29) und
(1.30) mit a = 0 aufgestellt. Er stellt das Problem in Form einer Integralglei-
chung dar und gibt im Fall (1.29) die explizite Losung an. Seine Ergebnisse
sind auch experimentell bestétigt.

E. WEGERT und L. v. WOLFERSDORF untersuchen in [19] das lineare
Filtergesetz von H. JA. BAJTSCHOROW unter beiden genannten Vorausset-
zungen und geben jeweils einen allgemeinen Existenzsatz an. R. KUHNAU
gibt in [8] die expliziten Losungen fiir diese zwei Probleme. In [22] wird
das lineare Filtergesetz fiir den Kreiszylinder in der Form (1.6) von L. V.
WOLFERSDORF betrachtet, wobei die Stromung innerhalb des Zylinders auch
wirbelfrei ist (wie in dieser Arbeit). Dort wird eine explizite Formel fiir diesen

Fall gefunden und ein Eindeutigkeitssatz fiir die allgemeine Form
v-v=F(x,p-—py) (1.31)

des Filtergesetzes bewiesen. In [20] sind drei Existenzsétze fiir diesen allge-
meinen Fall bewiesen.

A. MIKELI¢, A. SUHADOLC und K. VESELIC betrachten in [12] die
Stromung einer idealen Fliissigkeit iiber eine allgemeine abgeschlossene porose
Oberfliche im R? und R® mit dem Filtergesetz (1.6) unter der Voraussset-
zung p., = 0 und geben einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir gentigend
kleines v an. Im Fall I' ein Kreiszylinder ist die Existenz der Losung fiir jedes
~ bewiesen.

Der instationére Fall fiir den Kreis in R? ist von L. v. WOLFERSDORF
in [23] untersucht worden. Fiir die wirbelfreie Stromung und v = Konst. in
(1.6) ist ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz bewiesen. In REISsIG [17] ist

fiir den allgemeinen Fall
v-v=F(xt,ps—p-) (1.32)

ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz einer lokal (im Bezug zu Variable )

definierten Losung bewiesen.



Die vorliegende Arbeit betrachtet das Problem 1.0.1. Sie gibt die Antwort
auf die Frage, in welchen Féllen dieses Problem auf ein im wesentlichen linea-
res Problem reduziert werden kann: wenn I' ein Kreis, ein Teil eines Kreises,
eine Gerade oder ein Teil einer Geraden ist. Im stationéren Fall (d.h. alles
von ¢ unabhéngig) sind fiir I" ein Teil eines Kreises, eine Gerade und ein Teil
einer Geraden explizite Losungen des Problems gefunden und ihre Eindeu-
tigkeit bewiesen. Im allgemeinen (instationéren) Fall ist fiir I' ein Kreis, ein
Teil eines Kreises und eine Gerade unter Voraussetzung, dafl die stationére
Losung existiert und I' nirgendwo vollkommen undurchléssig ist, die Exi-
stenz und Eindeutigkeit einer in der Variable t stetigen und im Unendlichen
beschrinkten Losung bewiesen.

In Kapitel 2 wird die Linearitédt des Problems betrachtet. Fiir die stiick-
weise glatten Kurven I', die R? in zwei offene Gebiete aufteilen wird eine
Eigenschaft, hier als lineare Eigenschaft genannt, eingefiirt, die das Problem
linearisiert, und es wird gezeigt, dafl diese Eigenschaft im R? nur Kreise und
Geraden besitzen. Im letzten Abschnitt werden auch andere Kurven betrach-
tet (die R? in mehrere Gebiete aufteilen), und es wird ohne ausfiihrlichen
Beweis gezeigt, dafl bei diesen Kurven das Problem nicht linear ist.

In Kapitel 3 wird der stationédre Fall, wobei I" eine Gerade oder ein Teil
einer Geraden ist, betrachtet. Im Fall einer ganzen pordsen Geraden, wenn
:% einen Grenzwert im Unendlichen hat und die Geschwindigkeit im Unend-
lichen nicht senkrecht zu I' steht, wird gezeigt, dafl genau eine Losung in
(R?\I') existiert, und diese Lésung wird explizit

1
einem Unterraum von H2 .

angegeben. Im Fall, wenn nur ein Teil einer Geraden pords ist, wird bei

lim n(@)
200 Yo ()
das gleiche Ergebnis erreicht. Im Fall, wenn v, senkrecht zu I' ist, wird auf

=0 (1.33)

die Formel von Keldysch und Sedow verwiesen.

In Kapitel 4 wird der stationédre Fall, wobei I' ein Kreis oder ein Teil ei-
nes Kreises ist, betrachtet. Es wird wie bei der Geraden die Eindeutigkeit der
Losung in einem Unterraum von H, Z%C(Rz\I‘) fiir jede gegebene Zirkulation
um den Kreis bewiesen, wohingegen im Fall, daf§ I' ein Teil einer Geraden
ist, nur eine Losung fiir genau eine Zirkulation existiert. Bei einem nirgendwo
ganz durchléssigen Kreis wird fiir jede Zirkulation eine explizite Losung ge-
funden. Diese Losung ist nicht neu, sondern schon in WOLFERSDORF [22] ge-

funden, wurde aber vollstandigkeitshalber auch hier noch einmal angegeben
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und (mit einem anderen Beweis) bewiesen. In anderen Féllen wird bewiesen,
fiir welche Zirkulationen eine Losung existiert, und fiir diese Zirkulationen
eine explizite Losung angegeben.

Die instationéren Fille werden unter der zusétzlichen Voraussetzung, dafl
die porose Kurve nirgendwo total undurchléssig ist, betrachtet. In Kapitel 5
betrachten wir den instationdren Fall mit I' ein Kreis oder ein Teil davon. Es
wird die Existenz einer auf ¢ € [0, 00) beschrinkten Losung in L7 (R?) be-
wiesen. Im Fall eines nirgendwo total durchléassigen Kreises wird gezeigt, daf3
diese Losung auch asymptotisch stabil ist und gegen die stationédre Losung
strebt. Es wird auch in Abhéngigkeit von der Glattheit der Funktion § = %
die Existenz der Losung in hoheren Sobolewrdumen bewiesen.

In Kapitel 6 wird der instationére Fall bei einer pordsen Geraden be-
trachtet. Die Fille, wenn nur ein Teil der Geraden poros ist, werden nicht
betrachtet. Genauso wie bei dem Kreis wird die Existenz einer auf ¢ € [0, co)
in L? (R?) beschrinkten Lésung bewiesen.

An dieser Stelle mochte ich mich bei den Herren PROF. DR. 1. AGANO-
vi¢, DR. Z. DRMAC, DR. D. KEIM, DR. E. PIETZSCH, DR. I. SLAPNICAR,
PROF. DR. K. VESELIC und DR. A. WIEGNER fiir geduldiges Zuhéren und
hilfreiche Diskussionen bei den zahlreichen Seminaren bedanken, in denen
Teile dieser Arbeit vorgetragen wurden. Vielen Dank auch K. BRABENDER
und DR. A. WIEGNER fiir die grammatische Korrektur dieses Textes. Mein
besonderer Dank aber gilt Herrn PROF. DR. K. VESELIC fiir die Anregung
zu dieser Arbeit, seine wertvollen Hinweise und seine stédndige Bereitschaft

zu kritischen Diskussionen.



Kapitel 2

Uber die Linearitit des

Filtergesetzes

2.1 Einfiihrung

Dieses Kapitel zeigt, wie unser allgemein nichtlineares Problem in bestimm-
ten Fillen auf ein im wesentlichen lineares Problem reduziert wird. Wann
diese Fille auftreten, hiangt allein von der Form der poroésen Kurve I' ab. Die
Kurven, bei denen unser Problem linearisiert werden kann, nennen wir hier
,Kurven mit der linearen Eigenschaft®. (Einige Hyperflichen im R™ besitzen
auch eine analoge Eigenschaft.) In diesem Abschnitt wird das Problem for-
mell aufgestellt, seine Linearitéit betrachtet und Kurven bzw. Hyperflichen
mit der linearen Eigenschaft prézise definiert. Im zweiten Abschnitt werden
Beispiele von Kurven und Hyperflichen mit und ohne die lineare Eigenschaft
angegeben. Im dritten Abschnitt wird bewiesen, daf§ Kurven mit der linearen
Eigenschaft im R? nur die Kreise und die Geraden bzw. deren Teile sind. Im
ersten und dritten Abschnitt werden nur die Kurven oder Teile der Kurven
betrachtet, die R? in zwei offene zusammenhiingende Gebiete aufteilen. Im
vierten Abschnitt werden breitere Klassen von Kurven betrachtet (Kurven,
die sich beriihren oder schneiden, oder die R? in mehrere Gebiete aufteilen)
und ohne ausfiihrlichen Beweis gezeigt, dal auch in anderen Fillen unser
Problem nicht linear ist.

Dieses Kapitel gibt keinesfalls eine allgemeine Antwort auf die Frage,
wann iiberhaupt unser Problem linearisiert werden kann. Diese Antwort ist

schon deshalb nicht moglich, weil man sowieso nicht alle Methoden aufzédhlen
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kann, die zur Linearisirung eines nichtlinearen Problems fiihren. Es fiihrt le-
diglich eine Eigenschaft (hier als lineare Eigenschaft genannt) ein, die hinrei-
chend fiir eine mogliche Linearisierung des Problems ist, und zeigt, dafl nur
Kreise, Geraden und deren Teile die einzigen Kurven im R? sind, die diese

Eigenschaft besitzen.

Wenn wir eine groflere Kurve I'y nehmen (d.h ein T’y mit I' C T'y) und

setzen

7n(x)=0, xeI4\T', (2.1)

erhalten wir ein mit Problem 1.0.1 dquivalentes Problem. In der Tat, auf I')\I"
wird nun (1.15), (1.17) und p_ —p,; = 0 verlangt, was schon im Problem 1.0.1
mit I" erfiillt war, und es entfallen die Bedingungen (1.12) und (1.13), die
wegen des Satzes 7.5.3 im neuen Problem (Problem 1.0.1 mit I'y) erfiillt sein
miissen. Somit kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit I' als eine

doppelpunktfreie stiickweise glatte Kurve annehmen, die R? in zwei offene
Gebiete R? und R? aufteilt.

Im Rest dieses Kapitels bezeichnen wir mit
Kurve eine doppelpunktfreie stiickweise glatte Kurve und mit

Kurve T’ eine doppelpunktfreie stiickweise glatte Kurve, die R? in zwei offene
Gebiete R? und R? aufteilt.

Man merke auch, daf} eine beschrinkte Kurve I' geschlossen sein mufl und
eine unbeschriankte Kurve I' homéomorph zu einer Geraden ist. Im Fall, daf3

I' eine unbeschriankte Kurve ist, schreiben wir

- {Voo + grad ®,(x,t), x€R2, 22)

Vo +grad ®_(x,t), x € R?,
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und im Fall, daf I" eine beschréankte geschlossene Kurve ist, schreiben wir

Voo + grad ®, (x, t), x € R? |

2.3
Voo + Z(t)vi(x) + grad ®_(x,t), xe€ R2, (2:3)

vt = {

wobei vy ein harmonisches Vektorfeld ist, das im Unendlichen verschwindet
und dessen Normalkomponente auf I' null ist. Die Existenz einer solchen
Funktion ist im Hilfssatz 7.5.7 bewiesen. Die Funktion Z wird durch Zirku-
lation des Fluids um I' bestimmt. Nun kann die Eulersche Gleichung durch

die Bernoullische Gleichung

00, V(XU plx.t)
5 (x,t) + 5 + p

=C.(t), xcR2 (2.4)

ersetzt werden. Das Einsetzen von (2.4) in das Filtergesetz (1.16) ergibt

(2.5)
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wobei
C(t) =C_(t) = C+(1) (2.6)

ist. Damit erhalten wir das Problem nur in &, ®_:

Problem 2.1.1 Gegeben sind:
Kurve T,
Y1, Yo : I' — R zwet beschrinkte stiickweise Holder-stetige Funktionen,
ho € L*(T"),
p>0, voe € R2.
Gesucht wird das Tripel (o4, ®_,C), &, :R2UT xRy — R, &_:R2 U
I'x Ry, — R, C:R; — R mit den Eigenschaften:

Ad(x,t) =0 xeR2, t>0,
|lllm grad 4 (x,t) =0, t>0,
2+ (x,t) = 22 (x, t) xel,

71 (G2, 1) + Voo - ) = pra(x)[C(t)+
+(Voo - 0)(x,1) (T (x, 1) — Z3=(x, 1)) +
+Z%wxw+( = (x, )) (2= (x,t)) +

+a(Pr(x,t) — @ (x,t))—
—Uoo - 0(X)Z(t) — 1Z3(t)] xel', t>0,
grad &, (x,t) = grad ®_(x,t) x € T\ supp (11),
t>0,
2%+ (x,0) = ho(x) xeT.

(2.7)

Dieses Problem ist dquivalent mit dem Problem 1.0.1. Gilt nun

oD, > (0D ?
((&7<ng> —-<£%T(ng> =0 (2.8)

fiir jedes x € I und jedes t > 0, so werden alle Gleichungen in Problem 2.1.1

linear. Dies tritt auf, wenn fiir jedes x € I" und jedes t > 0 entweder

0., 0B

W(X’ t) = 870(){’ t) (2.9)
oder

0D, 0

o) = =T (k) (2.10)
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gilt.
Fiir eine offene Menge ) bezeichnen wir mit H(®) die Menge aller har-

monischen Funktionen auf €.
Satz 2.1.2 Wenn aus

¢p € CYRLUT)NH(RY),

(%) = = (x ) xeT (2.11)
|l|1m grad @4 (x) =

folgt

0o, \° [od_ .\’
(Grw) = () =0, 212

0d ., 0P _
—_— =0. 2.1
(G0 + (G e0) =0 213
Beweis. Nehmen wir an, es gibe ein Paar (&7, P;_),

4 € CH(R2UT)NH(R2Z), das (2.11) erfiillt und fiir das (2.13) nicht iiberall
auf I' gilt. Es sei I'; der Teil der Kurve I', wo (2.13) fiir (®1.4, ®;_ ) nicht erfillt

ist. Dann gilt
0Py, (0D
( 50 (X)) = ( o (x)) #0, xely. (2.14)

Da die Funktionen &4 stetig differenzierbar sind, ist I'; eine Menge, die einen

dann gilt auch

glatten Bogen von positiver Lénge enthélt. Es sei nun (®gop, Py ), $oy €
CY(R2 UT) N H(R32) ein beliebiges anderes Paar, das (2.11) erfiillt. Aus

<8(<I%+a;r<1>2+)<x)>2 - (W()@)Q —0, xeT, (215)

) 2 o \?
a2+() - 82(@ =0, xeTl (2.16)
do do
und aus (2.14) folgt

(82?( )> = <ag>; <X>> , xely, (2.17)

"Unter C1(R2 UT)NH(R32 ) wird die Menge von Funktionen verstanden, die auf R3 UT

definiert sind, dort C''—Funktionen sind und deren Einschriinkungen auf R2 harmonisch

sind.
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d.h. (2.17) ist dann fiir jedes Paar ®oy mit (2.11) erfiillt. Es sei nun I'y ein
beschrinkter zusammenhédngender und glatter Teil von I'y mit der Lange
grofler als null, z : [a,b] — C eine glatte Parameterdarstellung von T'y mit
der Eigenschaft

Z'(©) =1, ¢€lab], (2.18)

und u : [a,b] — R eine Holder-stetige Funktion mit den Eigenschaften

/u(g)dg —0 (2.19)
und
u(a) =u(b) =0. (2.20)

Ferner sei u nicht {iberall gleich null. Wir definieren zwei analytische Funk-

tionen ¥, : C4 — C durch

b

V. (q) = 217” / m g€ Cy, (2.21)

a

und zwei harmonische Vektorfelder wy : R2 — R?
wi(x,y) = (Re ¥i(x+iy), —Im ¥, (x+1y)). (2.22)

Ist T" unbeschrankt, so gibt es zwei harmonische Funktionen
®,,d :RIUL — R mit

grad &4 (x) = wi(x), (2.23)

weil die Gebiete R2 einfach zusammenhéingend sind. Ist T' beschrinkt, so
folgt aus Satz 7.5.12
/ w_(x) - o(x)dx = 0, (2.24)
r

und dies is geniigend fiir die Existenz zweier harmonischen Funktionen &, :
R2 — R mit (2.23). Da die Funktionen w. dem Raum C(R2 UT) an-
gehoren, sind @4 in C'(R3 UT). Weil Ty beschréinkt ist, haben wir

i W (q) =0, (2.25)
und daraus folgt
lim grad @4 (z) =0. (2.26)

|x|]—00
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Satz 7.5.12 ergibt

0 G, 1 [ uln)?'(§)dn
und
0 0
5o D3+ (2(8)) = 5-®s-(2(8)) = u(&), € € [a0], (2.28)

was im Widerspruch zu (2.17) ist. Q.E.D.
Somit sind im R? nur die Kurven interessant, wo (2.10) gilt. Wir fiihren

nun die folgende Definition ein:

Definition 2.1.3 Sei I' C R™ eine doppelpunktfreie stetige stiickweise glatte
Hyperfliche, die R™ in zwei offene Gebiete aufteilt, und I'y C I' die Menge
allerx € T', wo I glatt ist. I' heifit Hyperfliche mit der linearen Eigenschaft,
wenn fiir jedes Paar &1 € CY(R: UTo) N'H(RY) mit den Eigenschaften?

lim grad ®,(x) = 0 falls sinnvoll, (2.29)
gy
0 0

wobei v die Einheitsnormale von T in x ist, gilt 3
Grad ¢, (x) + Grad ®_(x) =0, xeT. (2.31)

Bemerkung 2.1.4 Im R2? sprechen wir iber Kurven mit der linearen Ei-
genschaft und die Gleichung (2.31) gilt als

2(IDJF(X) + g'ZI>_(X) =0, xel, (2.32)
Jo Oo

wobei o die Finheitstangente der Kurve I' ist.

Bemerkung 2.1.5 Die Gleichungen (2.31) und (2.32) sind dquivalent mit

d,(x)+ P (x) =Konst., xeT. (2.33)

*Unter “falls sinvoll” wird “falls das Unendliche dem Raum R32 bzw. R% angehort”
gemeint.
3Grad @ ist der sog. Flichengradient, d.h. die Projektion des Gradienten auf die

Tangentialebene von T'. (Siehe MARTENSEN [11], §2.1.3 .)
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In der Definition der Kurven mit der linearen Eigenschaft sind nur die Funk-
tionen aus C'(R% U To) N H(RYE) erwihnt. Der folgende Satz besagt nun,
dafl diese Eigenschaft nicht nur fiir die stetig differenzierbaren Funktionen
gilt. Einfachheitshalber ist der Satz nur fiir beschréinkte geschlossene Kurven
" bewiesen. Ein analoger Satz fiir die Geraden im R? ist im Beispiel 2.2.2
angegeben. Die Rdume H*(€2) und D3 (€2), wobei © eine offene Menge ist,
sind in §7.2.5, §7.2.6 und §7.2.7 definiert.

Satz 2.1.6 Sei I' C K(0, R) C R? eine beschrinkte Kurve mit der linearen
Eigenschaft und (94, ®_) ein Paar Funktionen mit* @, € H*(R2) N'H(R2),
d_ € H*(R?2 n K(0,R)) N H(R?) fir s > 2 bzw. mit &, € Di(R2) N
H(R32), o € DA(RZNK(0,R)) NH(R2) fir 0 < s <2, und

lim grad ®.(x) = 0 falls sinvoll. (2.34)

|x|—00

Gilt 50 50
Jr —
—_— = — 2.35
v v (2.35)
n HS_%(F), wobei die Randwerte im Sinn von Satz 7.3.1 bzw. 7.3.3 genom-

men werden, so gilt auch

0b, 9B

bo = or (2:36)
in H*=2(T).

Beweis. In LIONS-MAGENES [10], Sdtze I1-5.4 und II-7.2, ist bewiesen,

daBl die Abbildung
0d

P:®
i!—)(@y

|ps A@) (2.37)
ein algebraischer und topologischer Isomorphismus von
H*(R2NK(0,R))/R bzw. D% (R2NK(0,R))/R (2.38)
in
H* 2(T') x H*>(R2NK(0,R)) N N(R2ZNK(0O,R)) (2.39)

bzw.

H* 2(I') x " 2(R2 N K(0,R)) NN(RZNK(0O,R)) (2.40)

4R2+ sei hier das Gebiet innerhalb der Kurve I
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ist, wobei

NE) = Cly 2o o] (D) €H02) x /(@)

(2.41)
1 1) = [ g(x)dx

ist. Die Urbilder von H*~2(I') NN/ (=) x {r} dieser Abbildungen, wobei
N(-) :CIH%(_ {H e H(—)| /I_I } (2.42)

ist, sind genau H*(R2NK(0,R))NH(R3) bzw. D% (R2NK(0,R))NH(R?).
Es sei nun xq ein Punkt innerhalb I'. Die Abbildung

Qp— Uy

AV, _ 9D,

oz Oy 2.43
oV, 9%y ( ) )
oy oz

U (x0) = @4 (xo0)

definiert einen (algebraischen und topologischen) Isomorphismus von
H*(R2 N K(0,R)) N H(R?2) in sich selbst. (Die Norm in diesem Raum sei
von H*(R2NK(0,R)) iibernommen.) Die tangentielle Ableitung von @, auf
I ist gleich der normalen Ableitung von W, auf I'. Damit ist bewiesen, dafl
die Abbildung

0P 0P 0P
h+:87;»—>87;<:>87;|—>¢+»—>\11+»—> =— (2.44)

(siche (2.43)) ein algebraischer und topologischer Isomorphismus von
H*2(I') N N(—) in sich selbst ist. Analog kann die gleiche Aussage fiir h_
mit ®_ bewiesen werden. Da nun hy(u) = —h_(u) auf einer dichten Teil-
menge von H*~3(I') NN (—) gilt, (genauer gesagt auf dem Bild von C*((R2.N
K(0,R)) UT), was eine dichte Teilmenge® von H*(R2 N K(0,R)) N H(R2)
bzw. D4 (R?> NK(0,R)) N'H(R?2) ist) und, da h, und h_ beschrinkte Ope-
ratoren von H*~2(I') N N (=) in sich selbst sind, gilt h(u) = —h_(u) auch
in ganz H* 2(I') NN (—). Q.E.D.

Wenn die pordse Oberfliche in einer Hyperflache mit der linearen Eigen-
schaft enthalten ist, dann gilt (1.26) und die Gleichung (1.23) wird in diesem

®Diese Dichtheit ist in LIONS-MAGENES [10], Satz 1-9.3 bewiesen.
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Falle im gewissen Sinne eine lineare Gleichung. Im Problem 2.1.1 setzen wir

f= —ﬂ(vOO v) f:T —[0,0] (2.45)
Y2
und
§=Ve-0 g:I'—10,00). (2.46)

Ist T' eine Kurve mit der linearen Eigenschaft, so ist Problem 2.1.1 im fol-
gendem Sinne linear:

Ist (P14, D1, C1) die Losung fir (fi1,9) und (Pop, o, Cy) die Lisung
fir (fa,9), so ist APy + uPoy, A1 + u®s, ACy + pCy) die Lisung fir
(M1 + pfar9).

Das Problem ist nicht ,echt“ linear, da ® und C. nicht linear von Eingangs-
daten p, %, Voo abhingen. Ist im Problem 1.0.1 eine Kurve I' gegeben, die
R? nicht in zwei offene Gebiete aufteilt, (sondern R?\I' zusammenhéngend
ist), erhalten wir mit (2.1) ein fquivalentes Problem mit einer Kurve I' D T,
die R? in zwei offene Gebiete aufteilt. Gibt es eine solche Kurve I' D T, die
die lineare Eigenschaft besitzt, so ist das Problem 1.0.1 mit I' insofern linear,

dafl es durch ein lineares Problem ersetzt werden kann.

2.2 Beispiele

Beispiel 2.2.1 Der Kreis.

Sei I' = 9K (0, R) in R? und x — x* die sogenannte Inversion

X" = —x. (2.47)

Fiir ein gegebenes Paar &, ®_ aus der Definition 2.1.3 definieren wir die
Funktion @, durch

b, (x) = —®_(x"(x)), x€R2. (2.48)

Die Funktionen ®, und ®, sind beide harmonisch und haben gleiche Nor-
malableitungen auf 0K (0, R) . Daraus folgt

D, (x) = P, (x)+c, (2.49)

wobei ¢ eine Konstante ist. Da fiir das Paar (®,, ®_) die Gleichung (2.32)
erfiillt ist, gilt sie auch fiir (&, ®_). Somit ist gezeigt, daBl jeder Kreis im

R? cine Kurve mit der linearen Eigenschaft ist.
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Beispiel 2.2.2 Die Hyperebene.

Sei I' eine Hyperebene im R™ und x —— x’ die Spiegelung an dieser Hyper-

ebene. Genauso wie in Beispiel 2.2.1 definieren wir

P, (x) =—-®_(x'(x)). (2.50)

Die Funktionen ®, und @, sind wiederum beide harmonisch, haben auf T
gleiche Normalableitungen, und ihre Gradienten verschwinden im Unendli-
chen. Daraus und aus Satz 7.3.5 folgt (2.49), und (2.31) gilt fir (&, ¢_),
weil es fiir (&, ®_) gilt.

In Satz 2.1.6 ist bewiesen, daf} die lineare Eigenschaft einer beschrinkten
Kurve I nicht nur fiir die Funktionen aus C'(R2 UT") gilt, sondern auf einige
Sobolev Raume erweitert werden kann. Nun beweisen wir einen analogen

Satz fiir eine Gerade in R2.

Satz 2.2.3 Sei ' die Gerade y = 0 im R?, R? bzw. R? das Gebiet oberhalb
(unterhalb) dieser Gerade und @5 : RAUT — R zwei harmonische Funktio-
nen mit . € H3(R?)), ¢_ € H3(R2?) fir s > 3 bzw. mit . € Di,(R?),
d_ e Di4(R2) fir 0 < s < 3. Gilt

‘llim grad &4 (x) =0 (2.51)
xeRi
un 0, 09
= (2.52)
dy Oy
mn H;fg(R), wobet die Randwerte wie in Satz 7.3.5 genommen werden, dann
gilt auch
0d, 0d_
—_— = 2.53
Ox Oz (2.53)

s=3
in Hy *(R).

Beweis. Wir setzen &L = W, o f, wobei f aus (7.57) ist. Wir haben ¥, €
H(K(1,00)), ¥_ € H(R?\K(0,1)), ¥, € H*(K(0,1)) und ¥, € H*(K(0,R)\K(0,1))
fiir jedes R > 1. Wir wenden den Satz 2.1.6 auf die Funktionen ¥, und W_

an. Da die Abbildung f eine konforme Abbildung ist, erhalten aus &, = ¥, of

die gewiinschte Aussage. Q.E.D.
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Beispiel 2.2.4 Das Quadrat.

Es sei
Q=A{(z,y)|lz| <1, |yl <1} (2.54)

ein Quadrat im R2%. Wir setzen

Oy (z,y) = 2(x+1)arctan Lﬁ — 2(x — 1) arctan "”;1+

+1
+2(y + 1) arctan £ — 2(y — 1) arctan y+1+
(

+2(y + 1) arctan ¥ y+1 —2(y — 1) arctan L1+

+2(z + 1) arctan ”} —2(z — 1) arctan S+

(z—1)24(y+1)? (z+1)24(y—1)>
+y + 1 In G + (0 — D In G e+

)?
o+ 1) In EHEHEEE 4 (o — 1) In 0

—2msign (y + 1) — 2wsign (y — 1)—

(2.55)

—2msign (z + 1) — 27sign (v — 1) .

Es gilt &, € CY(Q), ®_ € CY(R?\Q), (2.29) und (2.30). Die Eigenschaft

0P, 0P _
 — = 2.
(G + (G e) =0 (256)
ist aber fiir kein x € 0Q erfiillt. Damit ist das Quadrat keine Kurve mit der

linearen Eigenschaft.
Beispiel 2.2.5 Die Kugel.

Es sei K(0, R) eine Kugel im R3. Wir setzen

D (r, 1, = ZLcost,
O _(r,d,p) = —2% cosv,

wobei (1,9, ) die sphérischen Koordinaten sind. Die Bedingungen ¢, €
CY{K(0,R)), ®_ € CYR3*\K(0,R)), (2.29) und (2.30) sind erfiillt. Wir er-
halten

fiir ¥ # 0, 7 und somit ist die Kugel keine Flédche mit der linearen Eigen-
schaft.
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Beispiel 2.2.6 Der Streifen.

Es sei das poroése Gebiet im R? innerhalb der zwei Geraden y = 0 und y = 1
enthalten. Hier wird R? nicht in zwei, sondern in drei Gebiete aufgeteilt, und
somit kann die Definition 2.1.3 nicht angewendet werden. Die Linearitéat kann
analog wie folgt definiert werden: Es sei 2; das Gebiet y < 0, 2 das Gebiet
0 <y < 1 und schlief8lich €25 das Gebiet y > 1. Das Problem ist linear, wenn
fiir jedes Tripel (@, @y, ®3), ®; € C'(Q;) harmonischer Funktionen mit den
Eigenschaften
lim grad ®;(x) = 0,

[x]—o0
2 (x,0) = %2(x,0), (2.59)
8;;2(1:,1) = ag;?’(;z:,l)
el 0P 2 ® 2
(8;(:5,0))2—(8;(:;:,0))2 — 0, (260
(Z2(2,1))" = (%(2,1)) = 0

Wir setzen
Bi(2,y) = o + e
Bo(,y) = G T i (2.61)
s(z,y) = (y+§§;§+x2 - (51%2_22 .

Die Bedingungen (2.60) sind erfiillt und (2.61) nicht. Somit ist das Problem

in diesem Fall nicht linear.
Beispiel 2.2.7 Der Kreisring.

Es sei das pordse Gebiet im R? innerhalb der zwei Kriesen 0K (0,1) und
0K (0,2) enthalten. Hier ist wiederum die Definition 2.1.3 nicht anwendbar.
Wir definieren die Linearitédt auf folgende Weise: Es sei §2; die Kreisscheibe
K(0,1), Q der Kreisring K(0,2)\K (0, 1) und Q3 das AuBere des AuBenkrei-
ses. Das Problem ist linear, wenn fiir jedes Tripel (@, &y, ®3), ®; € C1()
harmonischer Funktionen mit den Eigenschaften

lim grad ®3(x) = 0,

x| =00

Grle) = (1), (2.62)

82(2,0) = 22(2,¢)
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gilt , )
oof-ea) <o
(e@e) - (52@9) =0 |
Wir setzen
Oi(r,p) = 2rcosp,
Dy(r,p) = rcosp — Lcosy, (2.64)

O3(r,p) = —%cosgp.

Die Bedingungen (2.63) sind erfiillt und (2.64) nicht. Somit ist das Problem

in diesem Fall nicht linear.

2.3 Kurven mit der linearen Eigenschaft im
R2

In diesem Abschnitt beweisen wir, dal die Kurven mit der linearen Eigen-
schaft in R? nur Kreise und Geraden sind. Wir kénnen zwei Fiille unterschei-

den:

1. I ist eine unbeschrénkte Kurve (d.h. homéomorph zu einer Geraden)

und

2. T ist eine beschrinkte geschlossene Kurve (d.h. homéomorph zu einem
Kreis).

Satz 2.3.1 Die Geraden sind die einzigen stetigen unbeschrdnkten

stiickweise glatten Kurven im R2 mit der linearen Eigenschaft.

Beweis. Aus Beispiel 2.2.2 folgt, daf} alle Geraden Kurven mit der linearen
Eigenschaft sind. Es geniigt zu zeigen, dafl es keine andere unbeschrankte
Kurve mit der linearen Eigenschaft gibt. Sei I' eine unbeschrinkte Kurve
mit der linearen Eigenschaft, mit dem glatten Teil I'j und mit einer stetigen

stiickweise glatten Parameterdarstellung z : R — C mit der Eigenschaft

12'(&)] =1, (2.65)

fiir jedes & aus Ry, der Menge aller ¢ € R, wo z stetig differenzierbar ist. Fiir

jedes u aus C§°(Rg) (der Menge aller reelwertigen u aus C*°(R), die einen
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kompakten Tréger in Rg haben) definieren wir ¥, : C. — C durch

_ 17 uln)dn
Vi) = 5 / S g 9€Cs (2.66)

dann zwei Vektorfelder w. : R3 — R?%:
wi(x,y) = "(Re ¥i(x+1iy),—Im ¥ (x+iy)) (2.67)
und schlieBlich zwei harmonische Funktionen @ : R¥ — R durch:
wy = grad P.. (2.68)

Die Funktionen ®; und ®_ sind wohldefiniert, weil beide Mengen R2 und
R? cinfach zusammenhingend sind. Alle diese Funktionen kénnen auf T

stetig fortgesetzt werden. Satz 7.5.12 ergibt

9 oo = 2o (s(6)) —tm | Lyp [ M0 (Edn
und
D o (6N = L i) s Re | Lyp [ M2 (€)dn
- 04(:(6)) = 25u(§) + R 2m,v.p_zo Z(ﬁ)_z(@] . (2.70)

Da wir eine Kurve mit der linearen Eigenschaft haben, muf

0

0
S (2(€)) + 50 (2(9) =0, 271)

gelten. Daraus folgt

1yp [ um2@dn| _ 1.
Re 7TZ_V.P.ZO o @] I

z(n) = 2(§)

—00

n) —z T

vr O8] g oy

fiir jedes u aus C§°(Ryp) und jedes € aus Rg. Das Lemma von Lagrange liefert
Z(§) ]

————| =0 2.73

EoErs 27

fiir alle £,7 € Ry, & # n. Man merke, daf fiir die Funktion £ — pz(&) + g,
wobei p,q € C, |p| = 1 sind, gilt

Im [(pz+;§f7)+,q)(;ff)+q)(@} = Im [ = ]

Im

(2.74)
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d.h. pz + ¢ erfiillt die Bedingung (2.73). Unter den stetigen Funktionen z :
R — C mit der Eigenschaft

12/ (&) =1 f.iL (2.75)
fithren wir die Aquivalenzrelation
21~z & dp,qeC, |p|=1, za =pz1 +q (2.76)

ein, und aus jeder Aquivalenzklasse wihlen wir den Vertreter mit den Eigen-
schaften

2(0) =0, 2(0)=1 (2.77)

aus. Wir setzen £ = 0 in Gleichung (2.73) und erhalten

m lzozn)] 0. (2.78)

Daraus folgt Im zg = 0, d.h. zy ist die reelle Achse. Wir gehen nun zuriick

zu (2.76) und betrachten die ganze Aquivalenzklasse, deren Vertreter zj ist.
Durch pzg + ¢, p,q € C, |p| = 1, erhilt man alle Geraden aus C. Somit
konnen unbeschrinkte Kurven mit der linearen Eigenschaft nur die Geraden
sein. Q.E.D.

Dieser Beweis kann nicht auf beschrinkte Kurven I' angewendet werden,
da die Existenz der Funktionen @ in (2.68) nicht klar ist. In der Tat ist eine
analoge Konstruktion der Funktionen ®. in (2.68) bei einer beschriankten
Kurve I" mit den Funktionen ¥ und w in (2.66) und (2.67) nur bei u €
C>°(M) mit

/u(g)dg —0 (2.79)
M
moglich. Mit einer solchen Menge der Funktionen ist die direkte Anwendung

des Lemmas von Lagrange in (2.72) nicht méglich.

Satz 2.3.2 Die Kreise sind die einzigen beschrinkten stetigen stiickweise

glatten Kurven im R? mit der linearen Eigenschaft.

Beweis. Der Beweis verlauft dhnlich wie der Beweis zu Satz 2.3.1. Aus Bei-
spiel 2.2.1 folgt, dafl alle Kreise Kurven mit der linearen Eigenschaft sind.

Sei I' eine beschréinkte Kurve mit der linearen Eigenschaft, R? das Gebiet
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innerhalb I" und z : M = [a,b] — C eine stetige, stiickweise glatte Parame-

terdarstellung von I' mit
1'(€)] = 1, (2.80)

fiir jedes & aus My C M, der Menge aller £ € M, wo z stetig differenzier-
bar ist. Sei auch I'y = z(My). Fiir jedes u aus C§°(My) (der Menge aller

Funktionen, die einen kompakten Trager in My haben) mit der Eigenschaft

b
/u(n)dn =0 (2.81)
definieren wir ¥, : C;. — C:
L[ u(n)dn
Uy (q) = 7/ C 2.82
i(Q) 270 Z(n)_qa g€ Uy, ( 8 )

a

und zwei harmonische Vektorfelder wy : RZ — R?:
wi(x,y) = (Re ¥y(x+1iy), —Im ¥, (x +1iy)). (2.83)

Aus Satz 7.5.12 folgt
/ w_(x) - o(x)dx = 0 (2.84)
I

und dies liefert die Existenz zweier harmonischen Funktionen @4 : R2 — R
mit
wy = grad @, . (2.85)

Wir erhalten

0 g ten — | Ly (€
S0 (2(6) = @ (:(6) =Im |5 VP / =) _Z@] (2.:56)
und
9 ! L [u(n? (€)dn
- 04 (2(€)) = £3u(€) + Re mVP'a/z(n)—z(g)] (2.87)
(siehe Satz 7.5.12). Die lineare Eigenschaft von I' impliziert
g (+(6) + -0 (=(€)) = 0. (289

oo oo
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Dies ergibt

[e.o]

Re 1Z_V.P. / “<”)2/(§)d”] =Ll

z(n) = 2(§)

—00

m 2(n) = 2(¢) 7T

V.P. 7“(”)Z(£)d71 =0 (2.89)

fir jedes u aus C§°(Mp) mit (2.81) und jedes & aus M. Jedes w aus C(I)

kénnen wir in folgender Form schreiben

w(©) = = [windn+w (@), (290)
und w; geniigt
/wl(n)dn —0. (2.91)

Dann ergibt sich fiir jedes w aus C*°(I)

b, w
Im [V.P. {j(g?_;(@)dn] —
b

bz'<s>b - f (©)dc (2.92)
=Im |V.P.[ o dn+VPfZ<5 Dan| .

z(n)—=2(&)

Da das letzte Integral verschwindet, konnen wir schlieen

b , 1 b b dc
. lvpf z(s)dnl - [VP{Z( Ji=a [ wlQdC- [ 5=

(2.93)
fiir jedes w aus C*°(M), wobei f eine von w und 7 unabhéngige Konstante
ist. Das Lemma von Lagrange liefert

Im

i) -0 (2:99

fiir jede Wahl von &, € My, € # n. Weiter gehen wir wie im Beweis von
Satz 2.3.1 vor. Fiir die Funktion pz(£) 4 ¢, wobei p,q € C, |p| = 1 sind, gilt

(pz+9)' (¢ _ — 2@
Im [(szrQ)() (pz+q 1]%({)} = Im Lj(n)fz(g) fz(f)}
= ()7

(2.95)
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d.h. pz + ¢ erfiillt auch die Bedingung (2.94) mit demselben f,. Unter den
Funktionen z : R — C mit der Eigenschaft

I2'(&)] =1 fii (2.96)
fithren wir die Aquivalenzrelation
21~ 29 & dp,q€C, ’p’ =1, zz2=pz1 +q (297>

ein, und aus jeder Aquivalenzklasse wihlen wir den Vertreter mit den Eigen-
schaften
20(0) =0, 2,(0)=1 (2.98)

aus. Wir setzen & = 0 in Gleichung (2.94) und erhalten

1
Im [20(77)] = f.(0) = Konst., (2.99)

d.h. % ist eine Gerade parallel zur reellen Achse. Dann ist zy entweder ein
Kreis, der durch den Ursprung des Koordinatensystems lauft, oder die reelle
Achse. Die letzte Moglichkeit entfallt, weil die reelle Achse eine unbeschrink-
te Kurve ist. Alle beschrinkten Kurven mit der linearen Eigenschaft sind nun
mit pzo + ¢, p,q € C, |p| = 1, gegeben, wobei z; ein Kreis ist, der durch den
Ursprung des Koordinatensystems lduft. Dies sind nur die Kreise, d.h. die
Kreise sind die einzigen beschrinkten Kurven im R? mit der linearen Eigen-
schaft. Q.E.D.

2.4 Nichtzusammenhingende Kurven und
Kurven, die sich selbst beriihren oder

schneiden

Bisher wurden bis auf zwei Beispiele in §2.2 nur einfach zusammenhéngen-
de Kurven I, die sich weder selbst schneiden noch beriihren und die R? in
zwei offene Gebiete aufteilen, oder deren Teile betrachtet. Es bleibt noch
das Problem mit porésen Kurven, die R? in mehrere Gebiete aufteilen. Wir
beschrianken uns hier einfachheitshalber nur an die Kurven, die R? in endlich
viele offene Gebiete R?, R2, ..., R2 aufteilen. Die Linearitéit des Problems

kann wie folgt definiert werden: Fiir jede in R?\I' harmonische Funktion
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®, deren Gradient im Unendlichen verschwindet und deren Einschrénkungen
auf R? zusammen mit der ersten Ableitungen von ® stetig fortsetzbar auf

R? sind, gilt: Aus
0d,  0%_

= - 2.1
ov ov (2.100)
auf ganz I" folgt
0P, 0P _
—_— = 2.101
do Oo (2.101)

auf ganz I', wobei + und — zwei verschiedene Seiten von I' sind. Es ist of-
fensichtlich, daf8 jeder Teil von I', der z.B. R? nur in zwei Gebiete aufteilt,
die lineare Eigenschaft besitzen soll. Dies ist darin begriindet, daf3 die Menge
aller @, die (2.100) nur auf einem Teil von I erfiillen und sonst harmonisch
sind, eine Teilmenge von der urspriinglichen Menge der Funktionen & ist.
Somit miifite I' nur aus Kreisen und Geraden oder deren Teilen entstehen.
Genauso wie in den Beispielen 2.2.6 und 2.2.7 kann auch in anderen Kombi-
nationen (zwei Geraden, die sich schneiden, ein Kreis und eine Gerade oder
zwei Kreise, die sich schneiden oder nicht schneiden) gezeigt werden, daf in
diesen Féllen das Problem nicht linear ist. Nun kénnen wir als allgemeine
Tatsache annehmen, dafi das Problem linear ist, nur wenn I' ein Kreis, eine

Gerade, ein Teil eines Kreises oder ein Teil einer Geraden ist.



Kapitel 3

Der stationare Fall fiir die
Gerade

3.1 Einfiihrung

Dieses Kapitel betrachtet den stationédren Fall, wenn die portse Linie in ei-
ner Geraden I' enthalten ist. Zunéchst wird im zweiten Abschnitt der Fall
behandelt, dal die ganze Gerade I' pordse oder undurchléssig ist. Unter Ein-
schrankung, dafl

fim 08 gy @) (3.1)

7= p() oo ya(2)

gilt, daBl es keine scharfen Punkte auf der Geraden I' gibt und daBl die Ge-
schwindigkeit im Unendlichen nicht senkrecht zu I' steht, wird eine Losung
explizit angegeben und ihre Eindeutigkeit bewiesen. Im dritten Abschnitt
wird der Fall betrachtet, wenn nur ein Teil von I' poros oder undurchléssig

ist. In diesem Fall wird unter Einschrankung, daf}

lim 71@)
o0 7 (2)

=0 (3.2)

gilt, dafl es wiederum keine scharfen Punkte auf I' gibt und dafl die Geschwin-
digkeit im Unendlichen nicht senkrecht zu I' steht, wiederum eine Losung
angegeben und ihre Eindeutigkeit bewiesen. Wenn der pordse und der un-
durchlassige Teil der Geraden beschrankt sind, erhalten wir nur eine Losung
mit einer bestimmten Zirkulation. Wenn wir auf einem beschréankten Teil von

" 75 gegen null streben lassen (d.h. die Strecke wird immer undurchlissiger),
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erhalten wir die durch die Formel von Keldysch und Sedow gegebene Losung,
wobei die Zirkulation so gewihlt wurde, da§ die Tschaplyginsche Bedingung®
nur auf einem (immer linken oder immer rechten) Ende des Hindernisses
erfiillt ist. Im letzten Abschnitt wird der Fall, dal die Geschwindigkeit senk-
recht zu I' steht, betrachtet. Hierbei gibt es entweder keine oder mehrere
gleichwertige Losungen, und somit hat sich die Aufstellung einer Existenz-
Eindeutigkeitstheorie als unmoglich erwiesen. Ergénzend zeigen die in diesem
Fall existierenden Losungen eine physikalisch unvertretbare Eigenschaft, daf3
das Fluid nicht durch sondern um das Hindernis flief3t.

Wir wihlen das Koordinatensystem so, dafi die porose Gerade die Gerade
y = 0 ist. Im Problem 1.0.1 ist also I' die Gerade y = 0, und die Abhéngigkeit
von t entféllt. Damit entfillt auch die Anfangsbedingung (1.18), da sie nun
keinen Sinn hat. Die Halbebene y > 0 nennen wir hier R?, die Halbebene
y < 0 R? und die Gerade y = 0 nennen wir R. Diese Gerade wird hier mit
der Menge der reellen Zahlen identifiziert. Anstatt v;(x), 72(x) schreiben wir
7 (), y2(z) mit der Identifikation x = (z,0) = x. Die Eulersche Gleichung

im Problem 1.0.1 kann durch die Bernoullische Gleichung

N

v P
3, =Cs (3.3)

ersetzt werden. Die Gleichung (1.16) lautet somit

(@) () = S (AC + v, (0? — v (x)%), (3.4

wobel

oz;m;—ag (3.5)

ist. Nun taucht der Druck p nur in der Bernoullischen Gleichung auf. Diese
Gleichung dient nur als Bestimmungsgleichung fiir p und die Geschwindigkeit
des Fluids soll aus den anderen Gleichungen im Problem ermittelt werden.
Die Grenzwerte der Geschwindigkeitskomponenten werden im Sinn des Satzes
7.3.5in Di¢(R:2t) bzw. in HJ(R) genommen (siche §7.3.2). Wir unterscheiden
zwei Fille:

1. supp 71 = R, d.h die ganze Gerade ist entweder poros oder undurchléssig.

2. supp 71 # R, d.h. nur ein Teil der Geraden ist poros oder undurchléssig,

Lauch Kuttasche oder Kutta-Joukowskische AbfluBbedingung genannt
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Im ersten Fall brauchen wir wegen supp 73 = R = T’ die Stetigkeit der
Geschwindigkeit auf I'\ supp v; nicht zu verlangen, da diese Menge leer ist.
Es taucht aber im Filtergesetz die Konstante C' auf, die nicht zu den Ein-
gangsdaten gehort, sondern auch zu bestimmen ist.? Nun haben wir die Ge-
schwindigkeit des Fluids und die Konstante C' aus der Losung des folgenden

Problems zu suchen:

Problem 3.1.1 Es seien v1,7v : R — R zwei nicht negative stiickweise
Holder-stetige Funktionen mit v, (z) + y2(x) > 0, supp 117 = R; p > 0 und
Voo € R2. Gesucht wird das Paar (v,C), v: R? — R2?, v,, v, € Di(b(Ri)ﬂ
D%A¢(R3), C € R, das

div v(x) = 0, x € R*\R, (3.6)
rot v(x) =0, x € R*\R, (3.7)
| llim V(X) = Voo = (Vooxs Vooy), (3.8)
vyy = vy, in HY(R) (3.9)
und .
Ny = 5072 (40 +v3 - V%) ,in HY(R) (3.10)
genigt.

Im zweiten Fall mufl die Geschwindigkeit auf dem durchléssigen Teil der

Geraden stetig sein. Daraus folgt
1

Die Geschwindigkeit des Fluids soll dann aus dem folgenden Problem be-

stimmt werden:

Problem 3.1.2 FEs seien 71,72 : R — R zwei nicht negative stiickweise
Hdlder-stetige Funktionen mit v1(z) + vy2(z) > 0, p > 0, voo € R? und

S =supp 11 C R. (3.12)

2Es wire auch sinnvoll, das Problem mit der Konstante C als einem freien Parameter
zu betrachten. Da sich aber herausgestellt hat, dafl eine Losung des Problems nur fiir ein

bestimmtes C existiert, haben wir uns fiir diese Form der Problemaufstellung entschieden.
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1 1
Gesucht wird die Funktion v : R? — R? mit v,,v, € D34,(R?)ND3,(R?),
die

div v(x) = 0, x € R?\S, (3.13)
rot v(x) =0, x € R?\S, (3.14)
Jim V) = Voo = (Vi Vo) (3.15)
vyy =vy—, in H)(R) (3.16)
und
YUy = ;pw (vi - VE) ,an Hg(R) (3.17)
genugt.

Gilt vo0z # 0, 72 # 0 in einer Umgebung vom Unendlichen, ist % Holder
stetig im Unendlichen und gibt es keinen scharfen Punkt auf der Geraden
I', so wird jeweils eine Losung der beiden Probleme explizit angegeben und
die Eindeutigkeit der Losung in Did,(Ri) N Di¢(R§) bewiesen. Der Fall
Voo = 0 wird im letzten Abschnitt dieses Kapitels betrachtet. Hier wird auf

die Formel von Keldysch und Sedow verwiesen.

3.2 Fall I (Die ganze Gerade)

In diesem Abschnitt betrachten wir das Problem 3.1.1. Hier ist das Gebiet
der idealen Stromung nicht zusammenhéngend. Es taucht daher im Problem
3.1.1 die Konstante C' auf, die die Differenz der Bernoullischen Konstanten
in den beiden Gebieten ist. Die Losung wird explizit durch eine Formel ange-
geben. Diese Formel wurde auf folgende Weise gefunden: Zunécht wurde das
Problem auf eine singulére Integralgleichung auf der Geraden reduziert, dann
ist die explizite Losung dieser Gleichung aus GACHOV [4] genommen, und
die Losung wurde mit Hilfe einiger Sétze in PICHTEEV [16] vereinfacht. Die-
ser Vorgang wird hier nicht durchgefiihrt, sondern es wird bewiesen, dafl die
angegebene Formel die Losung ist. Es werden die Eigenschaften der Losung

betrachtet, und die Eindeutigkeit der Losung wird bewiesen.

Satz 3.2.1 Das Problem 3.1.1 hat héchstens eine Lidsung.
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Beweis. Es seien (vy,Cy) und (vq, Cy) zwei Losungen des Problems 3.1.1
und (v, C), v.= vy — vy, C = (Cy — Cy ihre Differenz. Es gilt v,, v, €
1 1
D34(R2)NDZ,(R?). Die Funktion v geniigt (3.6), (3.7), (3.9),

‘ llim v(x) =0 (3.18)
und .
YUy = §p72 (40 + Vf+ —v - V§+ + v%_) (3.19)

in H)(R). Die lineare Eigenschaft der Geraden und (3.16) reduzieren die
letzte Gleichung auf

1(2)0y () = 209(2)(C + Voeates (2)). (3.20)
Die Funktion
9(x +iy) = va(,y) — ivy(2,y) (3.21)
ist auf C\S analytisch. Die Funktion
SR
h(z) =q(2)g(z) =e —== + ivoom sign (Im z) | g(2) (3.22)

ist somit auch analytisch. D1e reellen und i 1mag1naren Teile der Funktionen ¢
und ¢ gehoren zum Raum D A¢(R2) NnD A¢(R2) Ihre Grenzwerte, im Sinn
des Satzes 7.3.5 angenommen, gehoren zu HJ(R). Aus (3.20) folgt

Re [q(x + 0i) - g(z + 04)] = 0. (3.23)

Dies zusammen mit Satz 7.3.7 ergibt Re h = 0. Daraus folgt nun Im h =
Konst. Die Beschrénktheit von ¢ und das Verschwinden von g im Unendli-
chen liefern Im h = 0. Daraus folgt nun ¢ = 0, da ¢ nirgendwo null ist, und
dies liefert v =0. Q.E.D.

Satz 3.2.2 Ist Ve, # 0, 12(x) # 0 in einer Umgebung vom Unendlichen,
die Funktion 1—; Hélder-stetig im Unendlichen, gilt

=d< o0 (3.24)
und gibt es keinen Punkt xo € R mit der Eigenschaft

T(zot) = 0,  m(ve—) = 0 falls Vooy > 0, (3.25)

M(wo—) = 0 ,  m(re+) = 0 falls Veow < 0
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so ist die Losung des Problems 3.1.1 durch

C' = Vooalooytan f(o0) = %tg;)
1VP f T—x— zydT C X
U$($7 y) = Vooz T cosf( )Im € - — ESlgn Y, (326)
vy(T,y) = o sRee = -
gegeben, wober
(z)
f(z) = arctan (m) 72(x) # 0 (3.27)
581gN Voor Ya2(x) =0

ist. Die Lisung gehort zu C°(R®*\R\). Ihre Einschrinkungen auf R% und
R? sind auf R2 URg bzw. R2 URy Holder-stetig fortsetzbar, wobei Ro die
Menge aller Punkte ist, wo vy, und o beide Hélder-stetig sind. In den Punkten

xo = (x0,0), wo y1 oder v, Sprungstellen haben, ist die Losung in der Form

V(X) = Voox€1 + as(X)|x — Xo|* (3.28)
darstellbar, wobei
1 1
a=—(f(zo=) = flzo+)) > —5 (3.29)

und ag zwei in R3 UR definierte beschrinkte und in einer punktierten Um-

gebung von xq stetige Funktionen sind.

Beweis. Wir definieren die Funktion
Aus (3.26) folgt

lyp f 15 g7

= . Uso c .
Z(2) = Voow — ZW(Z;O)G __signy, z e C\R. (3.31)

Damit ist (3.6) und (3.7) erfiillt, weil = eine in C\R analytische Funktion
ist. Es gilt

A VP /T_Z = if(co)sign (Im 2). (3.32)
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(GAcHOV [4], §4.6). Dies ergibt (3.8). Die Plemeljschen Formeln auf das
Integral

VP / o (3.33)

angewendet ergeben auf der Geraden y = 0

M(x + 0i) = +if(z) + VP/ (3.34)

7'—33‘

Die Funktion IT ist auf C.URg Holder-stetig fortsetztbar, und auf Rg werden
die gerade erwéhnten Werte aus den Plemeljschen Formeln angenommen. In
der Umgebung der Unstetigkeitspunkte von 7; oder 7, ist die Funktion II in
der Form

[(z) = aln(z — 20) + q(z) £ if(2) (3.35)

darstellbar, wobei 2y der Unstetigkeitspunkt,

@ = ~(f(a0=) = f(ao+)) (3.30)

und ¢ eine in 2z, Holder-stetige Funktion sind. Es gilt

f(z)€[0,Z] falls vo, >0,

2 (3.37)
f(z) € [-5,0] falls v, <O.
Daraus folgt v > —3. Der Fall v = —3 ist wegen (3.25) ausgeschlossen. Nun
ergibt sich
E (x4 00) = Vg — i0sy(e /@@ _ 5
(a+00) I ) 538
E (24 0i) = Vpor — iUy (e F@HIE) 450,
o cos F(¥) 116
Uyt (2,0) = —Im (2L (x +0i)) = vmyme”( ) (3.39)
und
- : sin f(z) ;4w C
Um:t(x, O) = Re (:t(l‘ + 07,)) = VUsozx + Umymelf( ) + @, (340)

wobei

If VP / S (341)
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ist. Die Gleichung (3.9) ist damit bewiesen. Die Eigenschaften der Funktion
IT ergeben die Holder-stetige Fortsetztbarkeit von v auf Rg und das in der
Satzaussage angegebene Verhalten in den Umgebungen der Unstetigkeits-

punkte von ~; und .. Aus a > —% folgt vyp , vy € Hg(R), und aus Satz
7.3.5 folgt nun v, v, € D3,(R3) NDZ,(R?). Es sei

X(@) = /i (@)? + 4p202 s (2)2. (3.42)
Auf R erhalten wir

Lo (@)(AC + v (2 = v_(2)?) =

_ 2p72(2)Vooz Vooy Sin f(x)elf(z)
cos f(o0)

_ Vooy X () sin f(z) cos f(ac)elf(“““> _
cos f(o0)

= m(x)vy(2),

(3.43)

und damit ist (3.10) erfiillt. Q.E.D.

Bemerkung 3.2.3 Gibt es einen Punkt mit (5.25), so ist mit (3.26) eben-
falls eine Ldosung des Problems 3.1.1 gegeben, die aber die Bedingung
Vg, Uy € Di¢(Ri) N D%A(b(RE) nicht erfillt. Die Losung gehort noch immer
zu C*(R?*\R), und ihre Einschrinkungen auf R% und R? sind auf R2 UR,
bzw. R?2 URg Hélder-stetig fortsetztbar. In den Punkten x¢ = (x0,0), wo v

oder 75 Spungstellen haben, ist die Losung in der Form

V(X) = Voox€1 + a4 (X)|x — Xo|* (3.44)
darstellbar, wobei
1 1
a = ~(f(a0=) = fao+) = (3.45)

und ag zwei in R2 UR definierte beschrinkte und in einer punktierten Um-
gebung von Xq stetige Funktionen sind. Diese Lisung befindet sich nicht mehr

im Raum, wo die Findeutigkeit der Lisung bewiesen wurde.

3.3 Fall Il (Ein Teil der Geraden)

In diesem Abschnitt wird das Problem 3.1.2 betrachtet, d.h. der Fall, daf}

mindestens ein eindimensionales Intervall positiver Lange vollkommen durchléssig
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ist. Wir erhalten eine Losung, nur wenn es keine scharfen Punkte gibt und
wenn die Bedingung

lim 7 (%)

o= 35(x)

=0 (3.46)

erfiillt ist. Diese Bedingung ist in den Fillen, wenn eine Umgebung vom
Unendlichen vollkommen durchléssig ist (d.h. der porése und undurchléssige

Teil der Geraden beschrinkt sind), immer erfiillt.
Satz 3.3.1 Das Problem 3.1.2 hat héchstens eine Lidsung.

Beweis. Das Problem 3.1.2 kann auch als Problem 3.1.1 mit zusatzlichen

Bedingungen C' = 0 und
vi(x)=v_(x), (x,0)€8 (3.47)

verstanden werden (siehe Satz 7.5.4). Aus Satz 3.2.1 folgt nun, dafl auch

dieses Problem nicht mehr als eine Losung besitzen kann. Q.E.D.

Satz 3.3.2 Ist Veoy # 0, 12(x) # 0 in einer Umgebung vom Unendlichen,
die Funktion % Hélder-stetig im Unendlichen, gilt

lim ()
r—+o0o Yo (q;)

-0 (3.48)

und gibt es keinen Punkt xqg € R mit der Figenschaft

ro—) = 0 , zot+) = 0 alls vVeey > 0
Y1(zo—) Y2(zo+) f (3.49)
m(xo+) = 0 Ya(xo—) = 0 falls vsr < 0

so st die Losung des Problems 3.1.2 durch
1] i g,
Vg, = Vsog + VUsoyIm e —o° ! ,
(z-9) g (3.50)
% f T—fa(cT—)iydT

vy(z,y) = voyRee —=

gegeben, wobei

_m(@)
f(.%) — arCtan (2P'Uoo;c'72(m)> ’ 72(1') 7é O ’ (351)
gSign Vooz 72(1‘) =0
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ist. Die Losung gehirt zu C*°(R2\S). Ihre Einschrinkungen auf R2 und R?
sind auf R URg bzw. R? U Ry Hélder-stetig fortsetztbar, wobei Ry C R
die Menge aller Punkte ist, wo v; und o beide Holder-stetig sind. In den

Punkten xo = (x0,0), wo v, oder vy Sprungstellen haben, ist die Lisung in

der Form

V(X) = Voox€1 + a4 (X)|x — Xo|” (3.52)
darstellbar, wobei

o= —(flw=) ~ flzot)) > — (35)

ist und ay zwei in RE UR definierte beschrinkte und in einer punktierten

Umgebung von xq stetige Funktionen sind.

Beweis. Die Losung ist gleich wie die Losung fiir die ganze Gerade (3.26)
mit cos f(oo) = 1 und tan f(co) = 0. Damit ist (3.13) und (3.14) in R*\R
sowie (3.15), (3.16), v € C*(R?\R), da v auf R2 U Ry Holder-stetig fort-
setzbar ist, vt ,vy+ € HY(R), und vy, v, € DZ)(Ri) N DZ(R%) erfiillt.
Aus tan f(oco) = 0 folgt C' = 0 in (3.26), und dies ergibt (3.17). Wir haben
(siche (3.40))

Vs (T) = Voop £ sin f(x)e!/@ (3.54)

und dies ergibt auf S
Vet () = Voo (3.55)
da dort sin f(z) = 0 gilt. Dies liefert nun

vi(x)=v_(x), (x,0)€R\S (3.56)
und dies ergibt (3.13) und (3.14) auch auf R\S. Q.E.D.

Bemerkung 3.3.3 Gibt es einen Punkt mit (3.49) so ist durch (3.50) eben-

falls eine Losung des Problems 3.1.2 gegeben, die aber der Bedingung v,, v, €
1 1

D34s(R2)NDZ4(R?) nicht geniigt. Wie in Satz 3.3.2, gehirt die Lisung zu

C>*(R2\S). Ihre Einschrinkungen auf R% und R? sind auf R2 URg bzuw.

R? URy Hdolder-stetig fortsetztbar. In den Punkten xo = (Xg,0), wo vy, oder

Yo Sprungstellen haben, ist die Losung in der Form
V(X) = Voox€1 + a4 (X)|x — Xo|* (3.57)

darstellbar, wobei

@ = ~(fao+) = f(0-) 2 - (3.5%)
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und ax zwei in R2 UR. definierte beschrinkte und in einer punktierten Um-
gebung von xXq stetige Funktionen sind. Diese Lésung gehort nicht mehr dem

Raum an, in dem die Eindeutigkeit der Lisung bewiesen wurde.

Bemerkung 3.3.4 Im Satz 3.3.2 wurde die Zirkulation nicht erwdhnt, da
die Losung nur fir eine Zirkulation existiert. Die Zirkulation um ein Intervall

la,b] der Strecke ist laut (3.54) gleich

b
7 - 2/sinf(x)elf(””)da: > 0 fiir vagy > 0. (3.59)
Beispiel 3.3.5
1 zel-1,1],
mn(r) = | |
0 sonst, (3.60)

c=Konst. >0 ze[-1,1],

1 sonst.

(@) = {

In diesem Fall erhalten wir

=M ~1,1
flz) = {arctan T xre[-1,1], (361)
0 sonst,
0a(2,) = oos — vyl M),
2 M1 z+iy—1 (362)
Uy(xv y) = UooyRe er n<z+iy+1)
(siche Abbildung 3.1). Der Grenzfall ¢ = 0 ergibt
- _ TFiy=1
Va(2,Y) = Voo = Voeym THiy+1 (3.63)

"Uy(l‘,y) = UooyRe \/ %7
wobei die komplexe Wurzel aus der Halbebene Im z-v,,, > 0 genommen wird
(siche Abbildung 3.2). Bei diesem Fluf ist die Zirkulation so bestimmt, daf3
die Tschaplyginsche Bedingung (bei v, > 0) am linken Ende der Strecke

erfiillt wird. Am rechten Ende hat der Fluf} eine Singularitit. Man merke
auch, daf die komplexe Darstellung

vg(x,y) — vy (z,y) (3.64)

des Flusses genau die Formel von Keldysch und Sedow ist (siehe LAWREN-
TJEW-SCHABAT [9], §3.54).
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Beispiel 3.3.6

0 sonst, (3.65)

Wir erhalten

t L == Mz 2] b’L ’
f(zv):{arc an 5--— x € [a;, by (3.66)
0 sonst,
23 a2
UI(IE, y) = Voox — UooyIm e =1 ' 5 (3 67)
23 a5
vy(z,y) = voyRee =
(sieche Abbildung 3.3). Der Grenzfall ¢; =0, i = 1,...n ergibt
Vo (T,Y) = Voog — VogyIm ﬁ ol
S o (3.68)
vy(T,y) = vsyRe Z,l;ll z+f§_b§ ’

wobei die komplexe Wurzel aus der Halbebene Im z - vy, > 0 genommen
wird (siche Abbildung 3.4). Die Zirkulation ist wiederum so bestimmt, daf3
die Tschaplyginsche Bedingung an den linken Enden der Strecken erfiillt

wird.
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Flow through afinite porous line with constant porosity
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Flow around a finite imprevious line
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Flow through multiple porous lines with constant porosity
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Flow around multiple porous lines
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3.4 Der Fall v, =0

3.4.1 Ein Teil der Geraden

Setzen wir 71, ¥2, Usoy fest und &ndern nur ve,, so erhalten wir

i 0, 7€8, 560
und
lim_f(r) {0’ Tes (3.70)
im f(r)= - )
bt -5, TER\S
Dies ergibt
vy(z) =0, z€8. (3.71)

bei beiden Grenzwerten. Ganz allgemein erhalten wir aus (3.16) und aus der

linearen Eigenschaft der Geraden

1 (@)vy (@) = 72() (Ve (2)° = v, (2)) = 0, (3.72)

da vey (z)+v,—(x) = 0 gilt. Deswegen ist (3.71) bei jeder Losung von Problem
3.1.2 erfiillt. Aus der Stetigkeit von v in R%\S folgt

vp(r) =0, z€R\S. (3.73)

Die Formel (3.50) liefert unabhéngig von f, zwei verschiedene Losungen un-
seres Problems. Man merke, daf§ das Fluid nicht durch sondern um das Hin-
dernis flieit. Dies entspricht nicht der allgemein erwarteten Situation und
zeigt eine Schwiiche des Modells.? Beide Losungen sind eigentlich die klassi-
schen Losungen fiir das UmflieSen eines Hindernisses, wobei bei der ersten
Losung die Tschaplyginsche Bedingung auf allen “linken” Enden erfiillt wird
und bei der zweiten Losung auf den “rechten” Enden des Hindernisses. Weil
das Problem linear ist, ist jede lineare Kombination dieser zwei Lésungen
auch eine Losung. Die Grenzwerte dieser Losungen auf der Geraden y = 0

gehoren nicht zu H)(R) (wie in anderen Féllen), sondern nur zu Lj,.(R). Im

Fall S = [—1, 1] lauten diese zwei Losungen:
r+iy—1
) = —iyim L a7
( ) — R z+iy—1 )
Uy\T, Y Vooy € \/ 51

3Hieraus folgt z.B., dafl beim Eintauchen eines Siebs in flieBendes Wasser senkrecht zur

FluBrichtung das Wasser nicht durch sondern um das Sieb flief3t.
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und

- z+iy+1
Uy (2,y) = —Vogylm Ty

vy(2,y) = vayRe ,/iigf}, (z,y) € R2\S,
wobei die komplexe Wurzel aus dem Argumentenbereich [0, 7) genommen

wird (siehe Abbildung 3.5). Die komplexe Darstellung der Geschwindigkeit

ergibt wiederum die schon im Beispiel 3.3.5 erwdhnte Formel von Keldysch

(3.75)

und Sedow.

Satz 3.4.1 Im Fall vy = 0 und vy 7# 0 gibt es keine Losung von Problem
3.1.2 in D3 4,(R2) N D3, (R2).

Beweis. Es sei
E(x +iy) = (val, y) — ivy(z,7))> (3.76)
Aus (3.71) und (3.73) folgt
Im =(z 4 10) = v,(z,0) - v,(2,0) =0. (3.77)

Der Satz 7.3.7 liefert Im = = 0, und dies liefert Re = = ¢ = Konst.. Das

Verhalten von = im Unendlichen ergibt

=_ .2 .2 2
Re E=v; —v, = —vg,,. (3.78)

Nun haben wir auf S
v+, =0, (3.79)

was nur fiir v, = 0 moglich ist. Q.E.D.

Satz 3.4.2 Es sei

S = U [ai, bi], (380)
i=1
by = —00, apy1 = 00 und
0 xe€R\S
filw)=q¢35 €8, x<a . (3.81)

r€S, x>bjq,i=1,...,n+1
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Abbildung 3.5: The flow through a finite porous line with perpendicular

velocity in infinity
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Die allgemeine Lisung des Problems

divv=rot v=20 in R?\S

v, =0 auf S (3.82)
‘ llim v(x) = (0, Vooy)
lautet
Ve(T,Y) = Vooy » qilme — ,
i=1 N (3.83)
Uy (T,y) = Vooy > a;Re e — ,
i=1
wobei
;=1 (3.84)
k=1
15t.

Beweis. Jede von diesen Funktionen ist ein harmonisches Vektorfeld in
R2\S. Die Plemeljschen Formeln ergeben v, = 0 auf S. Da f; in einer

Umgebung des Unendlichen verschwinden, erhalten wir auch lim v(x) =

|x|—00
(0, Vooy). Laut MUSCHELISCHVILI [14], §94 und 95, gibt es n + 1 linear un-
abhéngige Losungen von Problem (3.82) ohne die Bedingung im Unendlichen.

Damit sind in (3.83) alle Losungen dieses Problems aufgelistet. Q.E.D.

3.4.2 Die ganze Gerade

Satz 3.4.3 Das Problem 5.1.1 hat im Fall voy = 0 und vs, # 0 keine

Lésung.
Beweis. Es sei

V(X) = Uy +grad &4(x) x € R?,

(3.85)
V(X) = Uy +grad ®_(x) x € R2,
Da die Gerade eine Kurve mit der linearen Eigenschaft ist, folgt aus
vyr = v,—  in HY(R), (3.86)

daB gilt
0%, 0b.
Ty('rvo) = Ty(x’o) (3.87)
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und weiter 9% 5%
R + — — —_ —
Vot = 5 (x,0) 5 (x,0) Vg (3.88)

Somit gilt auf der Geraden R
2 2 _
vi(x)"—v_(x)"=0. (3.89)
Die Gleichung (3.10) lautet nun

n(@)vy(x) = 2pCy2(x). (3.90)

Aus (3.8) folgt
C = lim 2210 (3.91)
7= 2pa(x)
Damit ist im Fall, dafl dieser Grenzwert nicht existiert, die Nichtexistenz der
Losung wegen v;(z) # 0 fast iiberall schon bewiesen. Andernfalls erhalten
wir nun 2pCy ()
2
i) = flz) = L2,
Gehort diese Funktion nicht zu Hg(R), so ist die Nichtexistenz der Losung
ebenfalls schon bewiesen. Ist dies nicht der Fall, so ist die einzige Losung der
Laplaceschen Gleichung in Di(b(Ri) N D%A(b(Rg) (der v, geniigt) mit dem
Randwert f(x) durch

(3.92)

vy(z,y) = 71TRe (V.P. 70 %dT) (3.93)

gegeben. Fiir C' = 0 ergibt sich v = 0. Fiir C' # 0 erhalten wir aus (3.6) und
(3.7)

s T—x—1y

ve(x,y) = lIm (V.P. 7 de) , (3.94)

und fiir diese Funktion gilt

lim  v,(x,y) = f(oco)signy # 0, (3.95)

|(z,y)[—o00

und somit ist die Bedingung v, = 0 nicht erfiillt. Q.E.D.
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Kapitel 4

Der stationare Fall fiir den

Kreis

4.1 Einfiihrung

Dieses Kapitel betrachtet die ebene Stromung iiber eine porose Linie, die in
einem Kreis enthalten ist. Dies schliefft auch die Félle ein, wo nur ein Teil
des Kreises poros ist. Zunédchst wird in diesem Abschnitt das Problem auf-
gestellt und prézise formuliert. Eng mit dem Problem verbunden sind der
Operator H, der der Normalableitung auf dem Einheitskreis einer in der Ein-
heitskreisscheibe harmonischen Funktion ihre Tangentialableitung auf dem

Einheitskreis zuordnet, und die Gleichung

sin f(@)u(p) + cos f(p)Hu(p) =g(v), ¢ € [-m 7], (4.1)

die wir hier Hilbert-Gleichung nennen. Es werden im zweiten Abschnitt der
Operator H und im dritten Abschnitt die Hilbert-Gleichung nidher betrachtet.
Im vierten Abschnitt wird das Problem fiir einen ganzen pordsen Kreis gelost.
Im fiinften Abschnitt wird ein nur teilweise poroser Kreis betrachtet, und
am Ende des Kapitels werden einige Beispiele angegeben. Das Ergebnis des
dritten Abschnitts (der volle Kreis) ist schon in WOLFERSDORF [22] erhalten.
Das hier erreichte Ergebnis unterscheidet sich dadurch, dafl es auch die Fille
einschlieBft, wenn die Permeabilitdt gegen unendlich strebt, (d.h. die Fliche
wird immer durchléssiger), z.B. wenn ~;(x) = 0 auf einer Menge vom Maf}
null gilt. Das Ergebnis im vierten Abschnitt (ein Teil des Kreises) ist neu.

Im Problem 1.0.1 ist nun I' ein Kreis, und es fillt die Abhéngigkeit von ¢
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weg. Damit fillt auch die Anfangsbedingung (1.18) als sinnlos weg. Einfach-
heitshalber legen wir das Koordinatensystem so, dafl I' genau der Einheits-
kreis und die Geschwindigkeit im Unendlichen in x—Richtung gerichtet ist.
Wir fithren das polare Koordinatensystem (7, ¢) ein. Anstatt v;(x), v2(x)
schreiben wir hier v;(¢) und ¥2(¢). Wie bei der Geraden kann auch hier die
Eulersche Gleichung durch die Bernoullische Gleichung

+E =0y (4.2)

v: p
2 p

ersetzt werden, und somit wird nun die Gleichung

NV v)s =72(P- — P+) (4.3)
Ti(p)vr(p) = ;072(90) (20 —v2 + V%) : (4.4)

wobei
C= ;(C_ -Cy) (4.5)

ist. Wie bei der Geraden taucht der Druck p nur in der Bernoullischen Glei-
chung auf, die jetzt nur als bestimmende Gleichung fiir p dient, wihrend die
Funktion v aus allen anderen Gleichungen zu bestimmen ist. Die Grenzwer-
te der Geschwindigkeit auf dem Kreis 0K (0,1) werden im Sinn des Satzes

1
7.3.3 von der inneren Seite in DZ(K(0,1)) und von der &dufleren Seite in
DX(K(0,R)\K(0,1)) genommen, wobei R > 1 ist. Den Grenzwert von der

inneren Seite des Kreises bezeichnen wir mit v, (¢) = (ve1+(¢), Vet (¢)) und

den von der dufleren Seite mit v_(¢) = (ve—(¢), Vp—(¢)). Wir unterscheiden

zwel Falle:

1. supp 71(¢) = [—m, 7], d.h. der ganze Kreis ist poros oder undurchléssig.
Hier entféllt die Gleichung (1.17).

2. supp 71 # [—m, 7). In diesem Fall folgt aus der Stetigkeit der Geschwin-
digkeit auf dem nicht porosen Teil des Kreises C' = 0.

Als ein freier Parameter taucht die sogenannte Zirkulation!

Z = 21/ vo—(1,s)ds (4.6)

™

'Die iibliche Definition der Zirkulation ist 27 mal groBer.
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auf. Da wir z.B. im ersten Fall fiir jedes Z jeweils eine Losung erhalten, wird
sie im Problem auch vorgegeben. Die Geschwindigkeit des Fluids soll also

aus einem von den folgenden zwei Problemen bestimmt werden.

Problem 4.1.1 Es sind zwei nicht negative stiickweise Holder-stetige Funk-
tionen y1, 7o : [—m, 7] — R mit der Figenschaft v1(¢) + v2(¢) > 0 und drei
reelle Konstanten p > 0, v, Z gegeben. Es gelte

supp v = [—7, 7. (4.7)

Gesucht wird das Paar (v, C) mit v,, v, € Di(@K(O, 1))n

Di(9K(0, R\JK(0,1)), VR > 1, C € R, das

div v(x) = 0, x € R?\0K(0,1), (4.8)
rot v(x) =0, x € R*\0K(0,1), (4.9)
| xlligloov(x) = V€ (4.10)

Vpy = Uy, (4.11)

] vy (p)dp = 217, (4.12)

1
N(Q)vr(0) = 5,1(9) (2C +v_(9)* = vi(9)?) , p € [-m ] (413)
geniigt.
Problem 4.1.2 Es sind zwei nicht negative stiickweise Holder-stetige Funk-

tionen y1,7s : [—m, 7] — R mit der Eigenschaft v1(¢) + Y2(p) > 0 und drei
reelle Konstanten p > 0, v, Z gegeben. Es sei

T = Int{p € [-m, 7] : 71(p) =0} £ 0. (4.14)

Gesucht wird die Funktion v mit v,, v, € DZ(0K(0,1)) N

DI(OK (0, R\DK(0,1)), VR > 1, die

div v(x) =0, x € R*\0K(0,1), (4.15)
rot v(x) =0, x € R*\0K(0,1), (4.16)
lim v(x) = vyer, (4.17)

[X|—o0
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Upy = Up_ (4.18)

/ﬂvw(gp)d@ =27, (4.19)

(@) (9) = 3ole) (v-(oF ~ Vi) , pel-ma],  (420)
vo(p)=vi(p), peT (4.21)

genigt.

In den Gleichungen (4.13) und (4.20) taucht der Ausdruck

2

v_(9)? = vi(p)® (4.22)

auf. Der Satz 7.3.3 ergibt, daf§ die Komponenten von vi(y¢) dem Raum
L*([—m,7]) angehoren. Somit ist (4.22) als Differenz zweier Funktionen aus

L'([—m, 7]) zu verstehen. Schreiben wir

V(X) = Vs + grad &, (x), x| <1,
(x) grad @, (x) o o)
V(X) = Vo + Zvy(x)+grad ®_(x), |z| > 1,
wobei
V1<X7 y) = <X2 + y27 X2 +y2) (424>

ist, so kann dieser Ausdruck in folgender Form

Vo(9)2 = V()2 = (0-(9))* — (e () + (222(0)) = (222(0)) " +

+ (20 Sinp — 7)) (%(@ - %(S@) - %Z>

(4.25)
geschrieben werden. Die Gleichheit der Normalableitungen auf dem Kreis
ergibt

(0, ()" = (04 ()" = 0 (4.26)

in L' ([—m, 7)), und die lineare Eigenschaft des Kreises (Satz 2.1.6 und Beispiel

2.2.1) ergibt 2 2
(Gew) - (Gew) o (127

(%@) - %‘«o)) 9%, (4.28)

in L*([—m,7]) und
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in L([—m,7]). Somit ist

V_(0) Ve (p) = (2vsing — 2) (285:;@) - Z) )

Da die rechte Seite dieser Gleichung dem Raum L?([—m, 7]) angehort, muf

auch die linke Seite diesem Raum angehdren. Wir setzen

T9) = ulp) € (-, (4.30)
Pt () = Hul) € (1~m,7). (1.31)

Der Operator H ist durch
Hu(p) = 217TV.P. / u(s) cotan <S _2 90) ds (4.32)

gegeben. Die Gleichung (4.13) lautet nun

71(#)(Hu(p) + Voo cos ¢) =

' . (4.33)
= p1a() (20 + (Queesing — 2) (ul(p) = 32)) . ¢ € [-m,7],
und die Gleichung (4.20) lautet
71(9) (Hu(0) + Vo €08 ) = p1a(10)(2vew sin 0 — Z) (u(p) = 32) @3
(S [_7?7 ﬂ-] :
In beiden Fiéllen erhalten wir mit
f() = arctan (’”2“0)(2““’ e Z>) (4.35)
71(p)

eine Hilbert-Gleichung (4.1).

4.2 Die Eigenschaften des Operators H

Wie schon erwahnt, betrachten wir in diesem Abschnitt den Operator H von
L?([—m,7]) in L?([—7,7]) definiert durch

Hu(p) = v.P.217T ; u(s) cotan <5_290> ds. (4.36)

—T
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Zunichst wird im Hilfssatz 4.2.1 gezeigt, wie der reelle und der imaginére Teil
auf dem Einheitskreis einer in der Einheitskreischeibe analytischen Funktion
mit diesem Operator verbunden werden und wie dieser Operator mit dem
gewohnlichen Cauchy-Operator verbunden ist. Aus Hilfssatz 4.2.3 folgt, daf3
dieser Operator die tangentielle Ableitung auf dem Einheitskreis einer in der
Einheitskreisscheibe harmonischen Funktion in ihre Normalableitung abbil-
det. In der Losung der Hilbert-Gleichung (4.1) tauchen héufig die Ausdriicke
vom Typ

H (e "@g(p)) (4.37)

auf. In Hilfssédtzen 4.2.5 und 4.2.6 werden diese Ausdriicke in einigen Féllen
vereinfacht. Die meisten (alle bis auf einige Teile von 4.2.5 und 4.2.6) hier
angegebenen Hilfssétze wurden im GACHOV [4], PICHTEEV [16] und HEIER-
WOLFERSDORF [5] bewiesen.

Hilfssatz 4.2.1 Sei ¥ : K(0,1) — C eine analytische Funktion, u(yp) =
Re U(e*), v(p) = Im W¥(e'?). Dann gilt

™

v(p) — i_{r v(s)ds = wv(p) —Im ¥(0) = —Hu(yp), 38)
ulp) = 3 J uls)ds = u(p)—Re W(0) = Hv(p). '
Fiir eine Funktion w : [—m, 7] — R gilt
Hw(—ilnt) = 71T / hd T_'_hiT — 2i7r/w(s)ds, t e 9K(0,1). (4.39)
9K(0,1) -7

Bemerkung 4.2.2 Ist u € C%([—m,7|), so existiert das Integral
Hu(yp) in jedem Punkt ¢ € T', wo u Holder-stetig ist, und Hu ist in die-
sen Punkten auch Hélder-stetig. Ist ¢y ein Punkt, wo u eine Sprungstelle

hat, so haben wir in einer Umgebung von ¢q

u(po—) — u(wot)

Hu(yp) = In [ — ol + Co(p), (4.40)

wobei Co(p) in o Holder-stetig ist. Der Operator u +—— Hu ist in
LP([-m,7]) fir 1 < p < oo beschrankt. Dieser Operator ist in
H™([—m,x]) fir m € NU{O} auch beschrinkt.
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Hilfssatz 4.2.3 Es gilt
H(cosk = —sinkyp,
(cos k) @ (4.41)
H(sinkp) = cosky, k€ N.
Hilfssatz 4.2.4 Es gilt
/u(s)Hv(s)ds: —/v(s)Hu(s)ds. (4.42)

Hilfssatz 4.2.5 Sei f : [-m,m) — R eine stickweise glatte beschrinkte

Funktion. Es gilt
H (er(“") cosf(gp)) = —e"@ sinf(p) + sinf,

H (er(‘p) sinf(gp)) = M) cos f(p) — cost,
H ("9 cos[f(p) + kg]) = —e" @ sin[f(i0) + k],
H (er(‘p) sin[f(¢) + kng = M) cos[f() + ke,
H (") cos[f(p) — ¢]) = —e @ sin[f(p) — o]+
+o- [ e sin[f(s) — s]ds,

= —e"@Psin[f(p) — o]+
b T 0 i) s,

H (" sin[f(p) — ¢]) = " cos[f(p) — ¢]
~1 Jsings - F)f(s)ds

—T

= " cos[f(p) — ¢
—i_}r ") cos[f(s) — sds,

H (") cos[f() — 2¢]) = —e"@sin[f () — 2¢]+
+ }r M) sin[f(s) — 2s]ds,

H (er<<p> sin[f(¢) _290]) = €M) cos[f() — 2¢]
_i,}r M) cos[f(s) — 2s]ds,

(4.43)

(4.44)
(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)
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wobei k € N und
f=— / f(s)ds (4.51)
sind.

Beweis. Die Behauptungen (4.43) bis (4.46) erfolgen durch Anwendung

von Hilfssatz 4.2.1 auf die Funktionen

. iS4 g
i f f(s):istgds

Or(0) = OFe -~ (4.52)

fir £ € N UO. Die Funktion

| L E T rema
A(9) = 9 (©0(0) — ©o(0)) = ale — e (4.53)

hat eine hebbare Singularitdt in 6§ = 0. Es gilt

Re A(e?) = M@ cos(f(p) — @) — cos(p — ),

| ! (4.54)
Im A(e®?) = M@ sin(f(p) — @) +sin(p — f),
el T
A(0) = ©4(0) = == / e~ f(s)ds (4.55)
Re A(0) = 2 }rsin(s — f)f(s)ds,
- ) (4.56)

Im A(0) = 2 };cos(s — f)f(s)ds.

Nun folgt aus den Hilfssétzen 4.2.1 und 4.2.3 die Richtigkeit der Gleichungen
(4.47) und (4.48). Da der letzte Term nur eine Konstante ist und

T

/ Hf (p)dg = 0 (4.57)

—T

fiir jede Funktion f gilt, erhalten wir den zweiten Ausdruck fiir diese Formel.
Die letzten beiden Gleichungen erhélt man durch analoge Betrachtung der
Funktion

(6) = 25 (Ou(6) — ©4(0) — 68}(0)) (1.59)

(1]

Q.E.D.
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Hilfssatz 4.2.6 Sei f : [—-m,m) — R eine stickweise glatte beschrinkte

Funktion. Es qilt

H (e_Hf(“’) COSf((p)) = e M@ sinf(p) — sinf,

H (e @ sinf(p)) = —e M) cos (i) + cosf,
H (7@ cos[f(p) — ke]) = e " sin[f(p) — kel
H (e @ sinf(p) — kgl ) = —e " cosff(p) — kel
H (e @) coslf() + ¢]) = €™ sin[f(p) + ¢]
—L ] e M) sin[f(s) + s]ds,
- M il f () +

—i ]’r cHf(s) sin[f(s) + s|ds,

H (e M@ sinff(p) + ¢]) = —e ™ cos[f (i) + ]
—1 _}; sin(s + f)f(s)ds
= —e M) cos[f(p) + @]+
i T e con{f(s) + slds,

H (e—Hf(so) cos[f() +2¢]) = M@ sin]f() + 2¢]
B }refo(s) sin[f(s) + 2s]ds,

H (e sinlf(p) +2¢]) = —e ™) cos[f(p) + 2¢]+

+3 }r ) cos[f(s) — 2s]ds,

wobet k € N und
1 7
F= [ 1)

sind.

(4.59)

(4.60)
(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

Beweis. Die Behauptung erfolgt direkt durch Einsetzen von — f statt f

in Hilfssatz 4.2.5. Q.E.D.
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4.3 Die Hilbert-Gleichung

Es seien f, g : [—7, 1] — R zwei stiickweise Holder-stetige Funktionen mit

der Eigenschaft

f(m) = f(-7) = mm, meZ. (4.68)
Es gelte auch
T

fa+) = fa) < )
fiir jedes x, wo f nicht stetig ist. Wir betrachten die Gleichung

sin f(p)u(p) + cos f(p)Hu(p) = g(y) (4.70)

in L*([—m,7]), wenn m = 0, 1, —1 ist.

(4.69)

Es sei

¢ = 217r / u(s)ds (4.71)

Die Funktion u — ¢; geniigt der Gleichung

sin f () (u(p) = e1) + cos f(p)H(u(p) —c1) = gly) —arsinf(p) . (4.72)

Diese Gleichung kann durch die Substitution v = u — ¢; auf eine dominante
Gleichung (siehe §7.6)

sin f () (v(p)) + 512 p iy —
K@) (4.73)

= g(¢) — e sin f(p)

reduziert werden. Die Windungszahl dieser Gleichung (siehe Definition 7.6.2)
ist gleich

_osin fp) —idcos f) 2
k = Ind () Ficos T (o) =Ind (—*/%) =m. (4.74)

Die Losungen der dominanten Gleichung werden in §7.6 betrachtet. Hier wird
mit Hilfe dieser Losungen die Losung der Hilbert-Gleichung fiir m = 0, m = 1
und m = —1 betrachtet.

Satz 4.3.1 Ist m =0 in (4.68), gilt (4.69) und

f= 1 flp)de#0, (4.75)

A~
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so ist die einzige Losung der Gleichung (4.70) in L*([—w,7]) durch

u(p) = sin f(p)g(ep) — cos f(p)eMOH (e~ g )

— oS f(go)er(w) cotza: f f G_Hf(s)g(s) (476)
gegeben.
Beweis. Laut Satz 7.6.5 ist
v(p) = ulp) —a
= sin f(p)(g9(p) — crsin f(p)) s
— cos f(p)ef® [ —Hf() (g(p) — ¢ sinf(go))] (®.77)

)
_QL cos f(g)eHf(® f e M) (g(s) — ey sin f(s)) ds

—Tr

die einzige (komplexwertige) Losung der Gleichung (4.73) und somit auch

von (4.72) in L?([—m, w|. Wir erhalten eine reellwertige Losung nur fiir

]’r e MG)g(s)ds
CcC1 = 7 (478)
F e=H60 sin £(5)ds

—Tr

Unter Benutzung von

j’r e M) cos f(s) = cosf,
“m i (4.79)
[ e ™G gin f(s) = sinf,

was aus (4.57), (4.59) und (4.60) folgt, erhalten wir (4.76). Q.E.D.

Satz 4.3.2 Ist m =1 1in (4.68), gilt (4.69) und
/ =5 HH(EH9) cos F(p)dyp # 0, (4.80)

so st die allgemeine reellwertige Lésung der Gleichung (4.70) in
L3([—m, 7]) durch

u(p) = sin f(e)g(y)
— cos f(go)e_ig+H(f(“’)_%)H (eig_H(f(W)_i)g(Qp» (4.81)
+(b+ ic) cos f(gp)e_i%’LH(f(S")_%)
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gegeben, wober

b +ic = = - 1 271'61
[ eosfgpe EHH(O-5) g,

+ok [ sin f(p)e EHIO-5) g, [ o5 HIO-5) g()dy
—i_}r eii(%fjafH(f(‘p)*%)g((p)dgp

(4.82)
und ¢y eine reelle Konstante sind. Fiir die Lésung gilt
/ u(p)dp = 27mey . (4.83)

Beweis. Laut Satz 7.6.5 ist

v(p) =u(p) —c =
sin f(2)(g(¢) — crsin f(p

— cos f(p)e 50—

—con f(g)e F (10

~—
~—

2’;_}; e 35 g (5)ds (4.84)
tey Cosf(we—z%w(f(cp)—% H [ei‘g—H(f(w)—é’) Sinf(gp)}

+c; cos f(go)e*ingH(f(“D)*%)i }r '3 H(f6-3) gin f(s)ds

+(by + icy) cos f(go)e_’%_"'(f #)-%)

die allgemeine Losung der Gleichung (4.73) bzw. (4.72) in L*([—m, 7). Sie

kann unter Benutzung von Hilfssatz 4.2.5 vereinfacht werden. Wir erhalten
u(p) —c1 = sin f(p)g(p)
— cos f(p)e  ETH(P-F)Y [eif—H(W)—f)g(SO)} (4.85)
—c1+ (b+ic+ c1e'®)) cos f(gp)e_i%+H(f(s0)—%) 7
d.h.

u(p) = sinf(e)g(y)
— coS f(gp)e_i%’LH(f(‘P)_%)H |:ei<§_H(f(<p)_f>g<90):| (4.86)

+(b+ic+ Clei(¢’_f)) coS f(go)e_i%”(f(w—%) _
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Aus
/u(gp)dcp = 27y (4.87)
folgt
. _ 1 m .
bic = o { 2w = [sin flolatoldos

J eos o)™

+ ] cos flppe T DR [F 100 Dg(p)| dp  (488)

Die Benutzung von den Hilfssétzen 4.2.5, 4.2.6 und 4.2.4 ergibt

b+ic = }'Cosf(w)e_i(2i+H(f(w)—‘§)d<p{27Tcl
+W217r J sin f()e EHIO-) gy | EHEO-F)g()dyp
i ]’rZ‘i(g‘f)‘”“(“")‘f)g(@)dw W
a1 ] cos (e D),
- (4.89)

Es bleibt noch zu zeigen, daf die Losung reellwertig ist. Die Funktion Im u(yp)
erfiillt die Gleichung

sin f(p)Im u(p) + cos f(¢)H(Im u(yp)) =0 (4.90)
unter der Bedingung

] Im u(p)dp = 0. (4.91)

Bei den Funktionen, die dieser Bedingung geniigen, haben Cauchysche und
Hilbert-Operator gleiche Wirkung (Hilfssatz 4.2.1). Somit gilt laut Satz 7.6.5

Im u(p) = (b3 + ic3) cos f(gp)e*ingH(f(v)*%) ; (4.92)

wobei by und c3 zwei reellwertige Konstanten sind. Aus (4.80) und (4.91)
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Folgerung 4.3.3 Ist m =1 in (4.68), gilt (4.69) und

/e_’%JrH(f(“”)_%) cos f(p)dp # 0, (4.93)
so ist die einzige reellwertige Lésung der Gleichung (4.70) in L*([—7, ), die
auch

/ u(p)dp =0 (4.94)
gentigt, mit

u(p) = sinf(e)g(e)
— cos f(p)e E IO E)H (ei§+H(§+f(“"))g(s@>> (4.95)

+(b +ic) cos f(p)e i ETH(EH(2)

gegeben, wobet

b+ic=— j >
[ cos f(ppe EH(O-5) 4,
{ —i [ e iEDHEDO-5) g (0)dy (4.96)

3= [ sin f(p)e EHO -y ] eiﬁ_H(f“")—?)g(so)dw}
18t.

Satz 4.3.4 Ist m = —1 in (4.68), gilt (4.69) und

[ sin f()e TR a5 2 0, (4.97)

so kann die Gleichung (4.70) eine Lésung in L*([—n,w]) nur dann haben,
wenn die Grofe

c= " . . (4.98)
[ sin f(p)e' M5 g

reell ist. Fine Losung mit

/ u(p)dp = (4.99)
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ist nur bei ¢ = 0 mdglich. Falls eine reellwertige Losung der Gleichung (4.70)

mit (4.99) existiert, so ist sie durch
u(ip) = sin f()g(p) — cos f()e T MY |12 H(@+5) ()| (4.100)
gegeben.

Beweis. Laut Satz 7.6.5 hat die Gleichung (4.73) eine Losung nur dann,

wenn gilt

] [9(p) — ersin f(p)] €5 H@+3) gy — 0. (4.101)

Daraus folgt

co=c=—" — " . (4.102)
[ sin f(p)e” 5 M@ )a

Ist diese Groe nicht reellwertig, so ist die erhaltene Losung wegen (4.71)
auch nicht reellwertig. Daraus folgt auch, dafl es keine Losung mit (4.99) im
Fall ¢ # 0 gibt. Der Satz 7.6.5 liefert ebenfalls (4.100) als einzig mogliche
(komplexwertige) Losung im Fall ¢ = 0. Q.E.D.

4.4 Fall I (Der volle Kreis)

In diesem Abschnitt wird das Problem 4.1.1 betrachtet. Es wird eine explizite
Losung angegeben und ihre Eindeutigkeit bewiesen. Dieses Problem wird nur
vollstandigkeitshalber betrachtet, weil das Wesentliche schon in WOLFERS-
DORF [22] gezeigt wurde. Dort wurde eine Quelle und ein Wirbel innerhalb
des Kreises, eine beliebige fiir Innen- und Aulengebiet gleiche Zirkulation und
beliebig zugehorige Massen und Geschwindigkeitsverteilung im Innengebiet

angenommen. Eine durch eine Formel angegebene Lésung wurde fiir

K(p) = zjgz; (4.103)

beschrankte Holder-stetige Funktion angegeben und die Eindeutigkeit be-
wiesen. Die hier gegebene Losung setzt nur supp v, = [—7, 7] und die stiick-
weise Holder-Stetigkeit von 7, und 2 voraus, d.h. 7; kann auch in einzel-

nen Punkten null sein. Hier ist die Stréomung innerhalb der Kreisscheibe
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quellen- und wirbelfrei, und die Zirkulation auflerhalb der Kreisscheibe ist
frei wahlbar. Fiir jede Zirkulation Z € R erhélt man eine Losung, aufler
fir Z = 2v..sin g, wenn 71(pg) = 0 gilt. Fiir solche Zirkulationen sind
im sechsten Abschnitt zwei Beispiele gegeben. In WOLFERSDORF [22] wur-
de fiir den Fall ohne Massen- und Geschwindigkeitsverteilung die komplexe

Geschwindigkeit in der Form

_ 1 1
o(2) = {qoo (1 ZQ) + -w(z) auBerhalb I' (4.104)

Tw(z) innerhalb T'

dargestellt. Man erhielt ein Riemann-Hilbertsches Problem, das explizit gelost

werden konnte. Bei uns wurde die Geschwindigkeit in der Form

o d® i halb T"

vix) = Us€1 + grad @, (x) innerha (4.105)
Uo€1 + grad ®_(x) aufBerhalb I'

betrachtet. Man erhielt dann eine Hilbert-Gleichung fiir %, und sie wurde

gelost. Dadurch ergeben sich in beiden Féllen auf den ersten Blick zwei ver-
schiedene Formeln fiir v, (x), x € T", die eigentlich gleich sind. Wie bei der
Geraden wird hier nicht der Ldsungsvorgang aufgestellt, sondern lediglich
die Formel angegeben. Dann wird bewiesen, dafl die Formel das Problem 16st

und die Losung eindeutig ist.
Satz 4.4.1 Das Problem /4.1.1 hat hichstens eine Ldsung.

Beweis. Es seien (vq,C1), (v, Cy) zwei Losungen von Problem 4.1.1 mit
denselben 7, vy, und sei (v,C) = (v — vy, C; — Cy) ihre Differenz. Fiir das
Paar (v, C) gilt

divv=0,

rot v=20,

lim v(x)=0, (4.106)

|x|—00

Ury = Up—,
_f Vp— (p)dp = 0.

Daraus folgt
v(x) =grad &, (x), z € K(0,1),

(4.107)
v(x) = grad ®_(z), r € R*\K(0,1).
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1 1 -
Wegen v,, v, in DR (K(0,1)) N DX(K(0, R)\K(0,1)) gilt v, = v,_, vy,
v,— € L*([-m,7]). Die Gleichheit der Normalableitungen auf dem Einheits-

kreis und die lineare Eigenschaft des Kreises ergeben

_ 9y

4.1
0 (4.108)

u(p) = %(I)-i-

r=1 r=1

Nun lautet das Filtergesetz fir (v, C)

() (e) = 37(p) (2C = vii(9)? 4+ vi_(p)*—
+var(p)? = va_(¥)?) (4.109)
= pralp) (C— ( — 2000 SIN )V, )

d.h.
_ B sinf(yp)
sin f(p)u(p) + cos f(¢)Hu(p) = Cm ; (4.110)
wobei
py2(5)(2vs0 sin s—2)
f(s) = § Arctan ( () )+ ls) 0, (4.111)
Zsign (2 sins — Z) 7(s)=0.

und u(¢) = vy () sind. Dies ist eine Hilbert-Gleichung. Die Windungszahl
dieser Gleichung ist gleich

B sin f(p) —icos f(p) _ 2if(9)) _
k: = Ind o) T 7008 7o) =Ind (—e*/@) =0, (4.112)

denn wir haben

[0,3]  2vssing —Z >0,

flo) € 4 [=5.0] 2ussing —Z <0, (4.113)
{0} 2 sinpg —Z =0.

Somit hat diese Hilbert-Gleichung nur eine Losung, und die lautet:

_ sin f sin? f
ulp) = C [ cos f(p)H (e o) oinlle) ) i) )

. (4.114)
— M) cos f(p) [ e HIE_SnTls) g

2000 Sin S— 2

Aus (4.107) folgt unmittelbar

/u(w)dsoz : (4.115)
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Wir haben aber

jﬂ u(p)de = —C:Q [H (er(S") cosf(go)) e_Hf(@%—l—
_sin? f(p)
2V00 Sinp—2

Vo0 SIN §— 2

+e7 1) cos f(p) f eHf(s) _sinfls) ds] dp

= —2C f M) cos () f e M) _SnI() g6

Vo0 SIN §— 27

Hf(s)

= —920 pyi( w)“/z(S)eH“‘P)e
—f7r f7r Y1 ()2 +4p272(0)2(Z —2v00 sin )2

dyds ,

(4.116)

und dies verschwindet nur fiir ¢ = 0. Somit ist v = 0. Daraus und aus

der Bedingung im Unendlichen folgt v, = 0 in ganz R?. Die Bedingung im

Unendlichen und die Divergenz- und Rotationsfreiheit von v ergeben weiter

v, = 0 in ganz R? Q.E.D.

Satz 4.4.2 Gilt v1(p) # 0 fir die Punkte ¢ mit 2v,,sinp = Z und gibt es

keinen scharfen Punkt in [—m, 7|, so ist die Losung von Problem 4.1.1 durch

w
o 1 u(s) sin(ep—s
v (rg) = vecospt 1 [ U s,

v(r, ) = — Voo SIN G + = f%ds

innerhalb der Kreisscheibe und durch

i
_ 1 _uls)sin(p=s)
(1T, 0) = Vs COSP+ W_fﬂ T orcos(po S+,,2ds
_ : Z 1 [ us)(cos(p=s)—r)
,UQO(Tv 90> - Voo SIN + r + ﬂ-—{r 1—2r cos(p— s+r2d$

auflerhalb der Kreisscheibe gegeben, wobei

u(s) = sin f(s)g(s) — cos f(s)e™OH (e MC)g(s)) |

RN

f(s) = {arctan (072(8)(277)1?S§ins—2)>  mi(s) #£0),
0

5sign (204 sin s — Z) m(s) =

g(S) _ Yeom (s) cos s+%Zp72(s)(2'uoo sin s—Z)—pCy2(s)
V/71(5)2 49272 (5)2 (2000 sin 5— Z)2

= Vs Cos f(s)cos s+ 3Zsin f(s) — C sin /(s)

200 SINS—27

(4.117)

(4.118)

(4.119)

(4.120)

(4.121)
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f o—Hf(s) [voo cos f(s) cos s—i—%Zsin f(s)]ds

C = == =
_Hf(s sin f(s)
f e Hi( )21;00 sin(p)—Zds

. o (4.122)
[ et pv2(5) (2voo sin s—2)2ds
_r (5)24p279(5)2 (2v00 sin s—2)2
— 71 P2 - < 0’
2 [ e—Hf(s) pyg(s)ds
_fﬂ V71 ()2 402 72()2 (2000 sin s—2)2

und H aus (4.56) sind. Die Lisung gehirt zu C*(R?*\0K(0,1)). Ihre Ein-
schrinkungen auf K(0,1) und R*\K(0,1) sind auf K(0,1) UK, bzw.

(R?\K(0, 1)) UK, Hélder-stetig fortsetztbar, wobei K, die Menge aller Punk-
te (1,p) ist, wo v1(p) und vo(p) beide Hélder-stetig sind. In den Punkten

xo = (1,0), wo y1(po) oder vo(po) Sprungstellen haben, ist die Lisung in
der Form
v(x) = aL(x)|x — Xo| ! + by (x) (4.123)

darstellbar, wobei

(F(zo-) — fzot)) > —= (4.124)

- > —
@ 2

1
T

unday, a_, by, b_ vierin K(0,1) bzw. in R*\K(0, 1) definierte beschrinkte

und in einer punktierten Umgebung von Xq stetige Funktionen sind.

Beweis. Aus der stiickweise Holder-Stetigkeit von ~; und 7, folgt,
dafl die Funktion f auch stiickweise Holder-stetig ist, und daraus ergibt sich,
daBl u iiberall auer in endlich vielen Punkten Hoélder-stetig ist. Das Cauchy-
sche Integral Hf(¢) ist in der Nihe eines Unstetigkeitspunktes ¢q von v, oder

~9 in der Form
Hf () = alnp — @o| + Q(¢) (4.125)

darstellbar, wobei
1
Q= ;(f(%fﬁo—) — f(wot)) (4.126)

und (@ eine in ¢y Holder-stetige Funktion sind. Fiir die Funktion f gilt
0,2] 2vesins—2Z >0

’2

f(s) € {[-5,0] 2v,sins—2Z <0 (4.127)
{0} 205 sins —Z =0

Daraus folgt |a| < § und die Abwesenheit von scharfen Punkten ergibt [a| <
5 - Die Funktion
e M@ g(p) (4.128)
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ist bei a > 0 in einer Umgebung vom Punkt ¢q in der Form

e M@ g(p) = B(p)|p — wo| ™ (4.129)

darstellbar, wobei B eine stiickweise Holder-stetige Funktion ist. Laut GA-

CHOV [4], §8.4, ist nun die Funktion u bei o > 0 auch in der Form
u(p) = C(p)le — ol ™+ D(p) C, D stiickweise Holder-stetig  (4.130)

darstellbar. Bei a@ < 0 ist die Funktion (4.128) Holder-stetig, und fiir die
Funktion e gilt

M) = E(p)|¢ — po|*  E stiickweise Holder-stetig,, (4.131)
und somit ist die Funktion u in der Form
u(p) = C(e)|le — wol* + D(¢) C, D stiickweise Holder-stetig ~ (4.132)

darstellbar. Daraus folgt u € L?([—m, . Hieraus folgt auch, dafl Hu iiberall
auBer in endlich vielen Punkten Holder-stetig ist und Hu € L?([—m, 7).
Die Konstante C' ist so gewahlt, daf gilt

us

/ e M@ g(p)dp = 0. (4.133)
Fiir die Funktion
1 ifﬂf(s)i:;z s 7 e’ — 0
V() = —e / —Hf(s) g (5) < 1) (4.134
0) = —e /e 9(s) s 0 € C\IK(0,1) (4.134)
gilt
Re W,(e%) = u(y) (1.135)
Im W (%) = —cos f(p)g(p) —sin f(p)eOH (e Hlrg(p)) .
Daraus folgt
Hu(p) = cosf(p)g(p) + sinf(gp)er(W)H (e’Hf(w)g(gp)) (4.136)

und

/u(w)dsoz : (4.137)
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Sei nun

E(x +1iy) = vy(z,y) —ivy(2,y) — Vo , (4.138)

d.h.

Z(re™) = (va(r, ) — ivy(r, ))e ™™ — vy (4.139)

innerhalb der Einheitskreisscheibe bzw.

17
= 1Y) = —1 — 4.14
(& +iy) = vo(2,y) = ivy(2,y) = voo + — i (4.140)
d.h.
—r . i 1z
E(re?) = (v.(r, ) —iv,(r, )™ — v + —e ¥ (4.141)
r
auferhalb der Einheitskreisscheibe. Aus (4.117) und (4.118) folgt
1 —1l
=(0) = — - / rulziln) (4.142)
T T—0
dK(0,1)

Dies ist eine in C\0K(0, 1) analytische Funktion, die im Unendlichen gegen
null strebt, und damit ist (4.8), (4.9) und (4.10) erfiillt. Die Plemeljschen

Formeln ergeben
Vg () = v, () = Voo cOs @ + Re (ei‘pEi(ew) = Voo 08 p — Hu(p) (4.143)
(siehe Hilfssatz 4.2.1),
Upt () = —Im (ei“’EJr(ew)) — Voo SN = () — Voo SIN @, (4.144)
und
Vp— () = —Im (ei‘pE_(ew)) — Voo SN+ 7 = —u(p) — Voo sinp+ 2. (4.145)

Der Satz 7.3.3 und die Tatsache u € L*([—m,7]) ergeben nun v,, v, in

DI(K(0,1)) N DL(K(0, R\K(0,1)) fiir jedes R > 1. Die Gleichung (4.11)
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ist auch schon bewiesen. Aus (4.137) folgt (4.12). Wir erhalten nun

%mz(w)(%”rv (¢)2—V+(<p)2) Y1(p)voc cosp

V/ P272(9)%(Z—2v00 sin 0) 2471 ()2 N
%072(90)[2C+(Z 2u( N(Z—2ve0 sin )] =71 (p)voo cOS

V/P272()%(Z 2000 sin 0)2 471 ()2 -
— nde), 5(2 — 2u(p)) sin f() — veo cos p cos f(p) =
= —g(p) +sin f(p)u(p) =
= —g() + sin® f()g(p) (4.146)
—sin f(p) cos f(p)e"OH (e Mg (p)) =
= cos f(ip) | cos f(9)g(ip) — sin f(p)eMH (e H)g() )| =
(¢)Hu(p) =

11(9) (vr () —veo cOs 0)
\/p 72 (0)2(Z—2v00 sin )2 +v1 (¢)2

und damit ist (4.13) bewiesen. Q.E.D.

= —cos f

Bemerkung 4.4.3 Wenn es scharfe Punkte auf I gibt, erhalten wir durch
(4.117) und (4.118) ebenfalls eine Losung von Problem 4.1.1 ohne v,, v, €
Di(@K(O, 1))ﬂDi(8K(O, R)\OK (0,1)). Diese Lisung gehort auch zu C*°(R2\0K(0,1)).
Ihre Binschrinkungen auf K(0,1) und R*\K(0,1) sind auf K(0,1)UK, bzw.
(R2\K(0,1)) UK, Holder-stetig fortsetzbar, wobei K, die Menge aller Punk-
te (1,p) ist, wo v1(v) und vo(p) beide Hélder-stetig sind. In den Punkten
xo = (1,%0), wo Y1(po) oder v2(po) Sprungstellen haben, ist die Lisung in
der Form
v(x) = a(x)|x — xo| 1 4+ bi(x) (4.147)
darstellbar, wobei
1 1
o= L(fleot) - fla)). ol <2
unda,, a_, by, b_ vierin K(0,1) bzw. in R*\K(0, 1) definierte beschrinkte

und in einer punktierten Umgebung von Xq stetige Funktionen sind.

(4.148)

Bemerkung 4.4.4 Durch Benutzung von Hilfssatz 4.2.6 kann die Formel
fir w in (4.119) vereinfacht werden. Wir erhalten

u(s) = wacos f(s)sin(f(s) —s)+ 32
+ (COSf— = }T cos(¢ — f)f(C)dC) e~M) cos f(s) (4.149)
+C [er(s) cos f(s)H (e*Hf(s) sin f(s) ) _ sin’f(s) } .

2V Sins—7 2Voo Sins—7
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Bemerkung 4.4.5 Die Funktion u ist die Losung der Gleichung

sin f(p)u(p) + cos f(p)Hu(p) = g(e) . (4.150)

Im Beweis von Satz 4.1.1 ist gezeigt, daf$ die Windungszahl dieser Gleichung
Null ist. Somit hat diese Gleichung genau eine Lésung fiir jedes C', und C

wird aus

/ u(s)ds = 0 (4.151)
bestimmdt.
Bemerkung 4.4.6 Ist v, = 0, so erhalten wir g(s) = vy coss, u(s) =
—VUsoSIn S, U,1(s) = 0, v,_(5) = —2vxsins, s € [—m, 7|, d.h. die klassische

Losung fiir das Umflieffen eines Kreises.

Bemerkung 4.4.7 In WOLFERSDORF [22] ist die Formel

—Hv 2 . 0o —Hv 3 v
U= Dphe™ — g sing — e H | sy sinse™ (4.152)
c c —Hv A Hv
—WH[K] + AeC H L/HTH[K]e } ’

wobei W(s) = v,_(s) — v sin s, v(s) = arctan A(s), goo = Voo, K (s) = 2
A(s) = 2pgc K (s),

T

1
D= tan’/%l \/117)\2(%0 sins — cH|[K])e""ds, (4.153)
L ] d (4.154)
V= o rvas .

-7

und
i

J Mgoo sin s + W)ds
c=— (4.155)
| Kds

ist, angegeben. Unter Benutzung der Hilfssdtze 4.2.5, 4.2.6 und von Satz 4.3.1

kann man zeigen, dafs
u(s) + U (s) = vy sinp (4.156)

gilt, wobei u aus (4.119) ist.
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4.5 Fall IT (Ein Teil des Kreises)

In diesem Abschnitt wird das Problem 4.1.2 betrachtet. Hier wird nicht fiir
alle moglichen Zirkulationen eine Losung existieren. Wir definieren zunéchst
die Funktion f durch

f(gp) = arctan (W) e [0, g] (4.157)

und die vier Mengen )1, ()2, 03, Q4 durch

Q1 = {2voosingngpeT,|90|<g,7r—g0,—7r—gp§ZT}

Qy = {QUOOSiHQpZQOGT,|g0|>%,7‘r—(,00der—W—QDET}
Qs = {2vxsinp:p € TH\(Q1UQ2),

Qe = R\(Q1UQ2UQ3),

(4.158)

wobei T aus (4.14) ist. Es wird gezeigt, daf§ eine Losung nur fiir Z € @
existiert. Man merke, da die Menge (); auch leer sein kann. Andernfalls
kann es eine Losung nur in bestimmten Ausnahmefillen geben. Zunéchst
betrachten wir den Fall Z € Q):

Satz 4.5.1 Ist Z € ()1, so hat das Problem 4.1.2 héchstens eine Lisung.

Beweis. Es seien vy, vy zwei Losungen von Problem 4.1.2 mit denselben

Z, Vs und sei v = v; — vy ihre Differenz. Fiir die Funktion v gilt

divv=0,
rot v=20,

lim v(x)=0, (4.159)

|x|—00

Ur+ = Up—,

_}; vy (p)dp = 0.

Daraus folgt
v(x) =grad &, (x), v € K(0,1),

(4.160)
v(x) = grad ®_(z), » € R*\K(0,1).
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1 1
Wegen v, v, in DR (K(0,1)) N DA(K(0, R)\K(0,1)) ist v,y = v,_, Voo,
v,— € L*([-m,7]). Die Gleichheit der Normalableitungen auf dem Einheits-

kreis und die lineare Eigenschaft des Kreises ergeben

0 0
u(p) = —o =——¢_ 4.161
( ) 8g0 r=1 8SO r=1 ( )
Nun lautet das Filtergesetz fiir v
n@)or(p) = 3072(0) (Vie(9)? = vi_(p)*~
—Vai(9)? + va_(9)?) (4.162)
= —p2(9) (Z = 2ve sinp)vyy )
d.h.
sin f()u(p) + cos f()Hu(p) =0, (4.163)
wobei
arctan (pW(s)(iqf(‘;?ns*Z)) ; 1(s) #0, s < o,
arctan (Wz(s)(iﬁ"("s?m‘s_z)) +7, m(s)#0, s> o,
f(s) = 5sign (204 sins — Z) 7(s) =0, s < o, (4.164)
Zsign (2uesins — Z) + 7 7(s) =0, s> g,
% §=o,

ist. Dies ist eine Hilbert-Gleichung. Laut Folgerung 4.3.3 ist die einzige

Losung dieser Gleichung mit

/ u(p)dp =0 (4.165)
durch
u(p) = (b+ic) cos f(p)e "7 THI@=3) (4.166)
gegeben, wobei
b+ic=0, (4.167)

da g(p) = 0, ist. Somit ist w = 0. Daraus und aus der Bedingung im Un-
endlichen folgt v, = 0 in ganz R?. Die Bedingung im Unendlichen und die
Divergenz- und Rotationsfreiheit von v ergeben weiter v, = 0 in ganz R2.
Q.E.D.
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Satz 4.5.2 Ist Z € ()1, gilt

/Cosf(go) —ig (T %>dgo #0, (4.168)
wobet
f(s) = h(s)+3
arctan (”72(5)(2,Y1’1°("S§1n8_2)) , m(s) 0, s <o,
5)(2v00 Sin s—
arctan (’”2( )(Wl(s) )) +7, m(s)#0, s> o, (4.169)
= 4 5sign (2usins — Z) 11(s) =0, s <o,
Tsign (2ussins — Z) +m 7(8) =0, s> ¢q,
3 s = o,

ist, und gibt es keinen scharfen Punkt, so ist die Losung von Problem 4.1.2

gegeben durch

Ur(r> @)

v, (7, ) —Vgo SIN —l— f

innerhalb der Kreisscheibe und mit

Ur(r> 90)

U, (7, ) —VUso SIN 0 + 2M —|—

auflerhalb der Kreisscheibe, wobei

sin f(s)g(s) — Cos f(s)

+cos f(s ) sin Zeh

u(s) cos

2

™
1 u
Voo COS 0 + — f Tor

u(s) sin(p—s)

™
l _uls)sin{p—s)
Voo COS Y + f 1—2r cos(p—s)+r2

s

®H (sin %e*H

(s) sin(p—s)
cos(p—s)+r2

ds,
(4.170)

u(s)(cos(p—s)—r)
1— 2rcos(i s)+r2d8

ds,
(4.171)

u(s)(cos(p—s)—r)
1— 2rcosi s)+r2 ds

f

eHhsIH (cos Se—Hh

"eg(s))

©g(s))
(4.172)

(bcosf—i-csm )cosf( )ehh() |

1
efingH(?(go)fg)

b+ic=

1

—l—i i Sinf(gp)eﬂ?

™

[ cos f()

—i(%—f

de

™

—i [e
—Tr

(4.173)
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g(8) = Voo cos f(s) cos s + ;Z sin f(s) (4.174)

und H aus (4.56) sind. Die Lisung gehirt zu C*(R?*\0K(0,1)). Ihre Ein-
schrinkungen auf K (0,1) und R2\K(0, 1) sind auf K (0, 1)UK, bzw. (R?\K(0, 1))U
IC, Hélder-stetig fortsetztbar, wobei K, die Menge aller Punkte (1, ) ist, wo

7 (p) und vo(p) beide Hilder-stetig sind. In den Punkten xo = (1, ), wo

71 (po) oder y2(po) Sprungstellen haben, ist die Lisung in der Form

v(x) = a. (x)[x — xo| ™ + b (x) (4.175)
darstellbar, wobei
1 1 - ~ 1
5> a= —(f(zo—) — f(xo+)) > —= (4.176)
s 2

unday, a_, by, b_ vierin K(0,1) bzw. in R2\K(0, 1) definierte beschrinkte

und in einer punktierten Umgebung von xq stetige Funktionen sind.

Beweis. Genauso wie im Beweis von Satz 4.4.2 kann man sehen, dafl u
und Hu iiberall auler in Unstetigkeitspunkten von v; und o Hoélder-stetig

sind und dem Raum L*([—7, 7] angehdren. Es sei

E(x +1iy) = vy(z,y) —ivy(2,Y) — Vo , (4.177)
d.h.
E(re?) = (v,(r, ) — iv,(r, 0))e™™ — vy (4.178)
innerhalb der Einheitskreisscheibe bzw.
- ‘ : 14
E(x 4 1y) = vz, y) —ivy(2,y) — voo + (et iy)’ (4.179)
d.h. 7
E(re'?) = (v,(r, ) — (1, 0))e ™ = voe + e (4.180)
r
auferhalb der Einheitskreisscheibe. Aus (4.170) und (4.171) folgt
=(6) = - / W(h. (4.181)
r—

T
9K (0,1)

Dies ist eine in C\0K(0, 1) analytische Funktion, die im Unendlichen gegen
null strebt, und damit ist (4.15), (4.16) und (4.17) erfiillt. Die Sokhotski-

Plemelj Formeln ergeben

Vg () = V() = Vo cOs @ + Re (ei‘pEi(ew) = Voo cos @ — Hu(p), (4.182)
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Ut (p) = —Im (€i<ﬂ5+(ei<ﬁ)) — Uso SIN p = u(p) — Voo SIN P, (4.183)
und
Voo = —Tm (e¥E_(e")) — vaosing + Z = —u(p) — vsosing + Z. (4.184)

Der Satz 7.3.3 und die Tatsache u € L*([—m,7|) ergeben nun v,, v, in
DX(K(0,1)) N DA(K(0, R)\K(0,1)) fiir jedes R > 1. Die Gleichung (4.18)

ist auch schon bewiesen. Die Gleichung (4.20) lautet nun

Y1(p) Voo cos p — Hu(p) =

(4.185)
= p72(¢) (Qusou(p) sin — Z(u(p) + vaosing)) , ¢ € [-m, 7.
Das Dividieren durch
h() = \/p*12(0)2(Z — 2vs0 5in )2 + 71 ()7 (4.186)
ergibt
sin f(@)u(y) + cos f(p)Hu(p) = g(yp) . (4.187)
Es gilt ) )
Ina S/ @) Ficos Jlo) (~e9) =1. (4.188)

sin f (g — i cos f(¢)
Satz 4.3.2 ergibt, daf§ u genau die Losung der Gleichung (4.187) ist, wobei

die Konstanten b und ¢ so gewéhlt wurden, dafl

]u(s)ds =0 (4.189)

gilt. Daraus folgt nun (4.19) und (4.20). Auf T gilt cos f(s) = 0, sin f(s) =
+1. Wir erhalten . .
u(p) = §Zsin2 flp) = §Z, (4.190)

und damit ist (4.21) erfiillt. Q.E.D.

Bemerkung 4.5.3 Wenn wir y2(s) =0, s € [—m, w]\T setzen, erhalten wir

auch eine Losung fiir das Umfliessen eines Kreisbogens.

Nun betrachten wir die anderen drei Félle: Z € (), Q3 und Qy:

Satz 4.5.4 Das Problem 4.1.2 hat fiir Z € Q)4 keine Losung.
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Beweis. Problem 4.5.2 kann auch als Problem 4.4.2 mit zusétzlicher Be-
dingung (4.21) verstanden werden. Laut Satz 4.4.2 hat das Problem 4.1.1
genau eine Losung, und diese Losung ist mit (4.117) bis (4.122) gegeben. Auf
T erhalten wir

u(p) = ;Z+C(2sin<p—Z). (4.191)

Somit ist die Bedingung (4.21) nur dann erfiillt, wenn C' = 0 gilt. Aus (4.122)
ist aber sichtbar, dafl immer C' < 0 gilt. Q.E.D.

Satz 4.5.5 Sei Z € Q3, po € T mit 2u,singy = Z,

flo) = flo)  ©<¢o,
fleo) = —%, (4.192)
fo) = flo) =7 o>
und |
G() = vao cos () cos g — §Z sin f() . (4.193)
Gilt
.7 i£+H(F(p)+%)
sin f(p)e'? 2)dp # 0 (4.194)
und _
[ sty a2 0, (4.195)
so hat das Problem 4.1.2 keine Lésung.
Beweis. Die Funktion
u(p) = Ver + Voo Sin (4.196)
r=1

geniigt der Gleichung (4.20), die unter Benutzung der linearen Eigenschaft
des Kreises und der Gleichheit der normalen Komponenten der Geschwindig-

keit in der Form

sin f(@)u(p) + cos f(p)Hu(p) = gly), (4.197)

geschrieben werden kann, wobei

g(p) = vo cos f(p) cos p — ;Z sin f(p) (4.198)
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ist. Aus (4.15), (4.16) und, weil die Einheitskreisscheibe einfach zusammenhéngend
ist, folgt

]u(gp)dgp =0. (4.199)

In einer Umgebung von ¢ gilt sin f(¢) > 0 fiir ¢ < ¢ und sin f(y) > 0 fiir
@ > 0. Sind 7; und v, im Punkt ¢y Holder-stetig, so ist v, in einer Umgebung

von (g positiv, und wir erhalten

lim sin f(¢) = F1. (4.200)

p—po£0

Die einzige Mdoglichkeit, den Sprung von f im Punkt ¢y kleiner als 7 zu ma-
chen ist die Funktion f durch die Funktion f und g durch § in der Gleichung

(4.197) zu ersetzen. Nun haben wir

flo) € [-5.00 v <,
flpo) = -2, (4.201)
fle) € (-m-3) >,

und die Funktion f erfiillt die Bedingung (4.68) im Punkt ¢g. Die Gleichung
(4.197) und

sin f() + cos f(p)Hu(p) = &() (4.202)

sind dquivalent, und es gilt

f(eot) — flo—)| =0 (4.203)

(sieche (4.69)). Wir haben

1nq S f(p) +icos flo) o (—e 2F)) = 1. (4.204)
sin f () — icos f(y)

Laut Satz 4.3.2 gibt es keine Losung dieser Gleichung in L?([—m, 7]) mit

/ﬂu(s)ds =0. (4.205)

—T

Q.E.D.
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Es bleibt noch der Fall Z € Q. Im Fall |Z| # 2v4, gibt es zwei ¢ aus T
mit der Eigenschaft 2v., sinp = Z. Wir bezeichnen mit ¢ das ¢ € T mit

2vs sin p = Z, fiir das auch || < 7 gilt. Wenn ¢ < 0 gilt, setzen wir

f(p) $ < —T — o

3 o =—T— o
flo) =1 flo)+7 —1— 0 <9 < g

—% ¥ = %o

f(p) ¥ > %o,

und andernfalls setzen wir

f(p) » < ¥o

. —% ¥ = %o

(@)= fle) =7 w0 <o <m—o
% P=T—=¢0
f(p) Y>T—Qo-

Dazu kommt noch

Satz 4.5.6 Gilt

und

so hat das Problem 4.1.2 keine Lésung.
Beweis. Die Funktion

u(p) = Vot + Voo Sin

r=

() = v cos (@) cosip — 3 Zsin [ ().

(4.206)

(4.207)

(4.208)

(4.209)

(4.210)

(4.211)

geniigt der Gleichung (4.20), die unter Benutzung der linearen Eigenschaft

des Kreises und der Gleichheit der normalen Komponenten der Geschwindig-

keit in der Form

sin f(p)u(p) + cos f(p)Hu(p) = gly)

(4.212)
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geschrieben werden kann, wobei

() = v co5 f() cosp — £ Zsin () (4.213)

ist. Diese Gleichung ist bis auf die Punkte ¢y, sign (¢o)m — o dquivalent mit
der Gleichung

sin f(g) + cos f(p)Hu(p) = g(). (4.214)

Die Funktion f erfiillt die Bedingung 4.68 in allen Punkten aus [—m,7]. Es
gilt

sin f(p) + i cos f(¢)

Ind -
sin f(p) —icos f(p)

=Ind (—e /) = 0. (4.215)

Aus (4.15), (4.16) und aus der Tatsache, daf} die Einheitskreisscheibe einfach

zusammenhéngend ist, folgt
/ u(p)dy = 0. (4.216)

Laut Satz 4.3.1 gibt es nur eine Losung dieser Gleichung in L?([—m, 7]), und

fiir diese Losung gilt

]ru(s)ds = — #0. (4.217)

Q.E.D.

Damit ist das Problem bis auf die Fille, wenn eine der Bedingungen
(4.168), (4.194), (4.195) (4.209) und (4.210) nicht erfiillt ist, vollstandig
gelost. Fiir jeden dieser Félle konnen wir durch die Betrachtung der Hilbert-
Gleichung wie in §4.3 in jedem einzelnen Fall erfahren, ob eine Losung exi-

stiert oder nicht, und eine explizite Losung berechnen.
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4.6 Beispiele

Beispiel 4.6.1 v, =1, o= K = Konst., Z =0.

Sei M = 2pv,, K. Wir erhalten
f(s) = arctan(M sin s) . (4.218)

Nun ist

—
cos f(s) = Vst s (4.219)
sinf(S) _ M sin s

vV 1+M?2sin? s .

Unter Benutzung der Ergebnisse von HEIER-WOLFERSDORF [6] ergibt sich

nach etwas ldngerer Berechnung

Hf(s) _ V14+M24Mcoss
V1+M?2sin2s
e—Hf(s) _  V1+M2—Mcoss
V1+M2sin?s
C _ 21)20
1+Vi+M? 7 (4.220)
— Voo M
g(s) = Sl M2sin2s (COSS + 1+\/1+M2> ’

H(g(s)e_Hf(S)) - \/1+1J]\22ji-r]1\;coss’

Voo SIN S

U(S) - V14+M?2—M cos s

e

(Abbildung 4.1).
Beispiel 4.6.2 v, (p) = ¢(1 + cos ), 2pv72(p) =1, Z =0.

Hier ist der ganze Kreis ports bis auf eine Liicke bei ¢ = +7. Satz 4.4.2
gibt keine Antwort, ob in diesem Fall eine Losung existiert oder nicht, und wie
sie aussieht. Anstatt die Funktion u durch die Formel (4.119) zu berechnen,

stellen wir v in der Form

u(p) =Y axcosky + by sinkep (4.221)
k=1
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Abbildung 4.1: Die Stromung durch einen pordsen Kreis mit konstanten

Y15 V2
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dar. Die Gleichung (4.150) fithrt zu den Differenzengleichungen

(c+1)b = wvec— <,

2ca; + (c+1)ay = 0,
2cb + (c+ 1)by = 2v40,
(et 1k, (4.222)
(c+ Dags1 + 2cap + (¢ — Dag—y = 0, k>2,
(c+ 1)bs+2chy + (¢ — )by = wvec,
(C =+ 1)bk+1 + QCbk + (C — 1)bk_1 = 0, k>2.
Die allgemeine Losung der Gleichung
(c+ 1)ag+1 + 2car + (¢ — Dag—1 =0 (4.223)
ist
ar = azy + 25, (4.224)
wobei a, § € R, z1 = —1 und 2z, = L’ri ist. Ist a # 0, so erhalten wir eine

Losung u, die nicht zu L?([—7, 7] gehort. Wir setzen a = 0 sowohl bei ay, als

auch bei b;. Die Anfangsbedingungen liefern

ar = 0, k>1 s
bl - 10)006 3
2:;0(1_C)k—2 (4.225)
bk W ) k Z 2 )
C =0

Dies ergibt

Voo CSIN 2(1+c)cosp—1+c¢
u(p) = =2—"—F 5 . (4.226)
c+1 1+ +(c2—1)cosy
und
Hu(e) Voo € _}_(c—i—l)congp—(c—l)cosgo (4.227)
u(p) = cos :
7T 4 1+c24+(c2—=1)cosp
Die Stromung ist gegeben durch
rlryp) = vcosip— 3 (cos o+ 21 e e )
: Voo € SIN 2(1+c) cos p+r(c—1
U@(Ta 90) = —UsoSInp + Tcw (1 +2r- (1+c)2—£(1—i)2r2i-2(£2—1))r cosgo)

(4.228)
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innerhalb der Kreisscheibe und durch

_ Voo C (c+1)r cos 2¢+(c—1) cos
Ur (T’ 90) = U COSY — 72(c+1) (COS Y+ 2(1+c)2r2+(1—0302+2(c2—l)riosLp) ’
: Voo € SiN 2r(14-c) cos p—1+c
U@(T’ SO) = U Sy — r2(cs+1;p (1 + (1+C)2T24(’(17)C)2+§(6271)T cos«p)
(4.229)

auBerhalb der Kreisscheibe (Abbildung 4.2).
Beispiel 4.6.3 v1(¢) = ¢(1 — cosp), 2pv7a(p) =1, Z =0.

Dieser Fall ist auch nicht in Satz 4.4.2 enthalten. Wir betrachten dieses Pro-

blem wie im vorherigen Beispiel. Die Funktion v wird in der Form

u(p) =Y ax cos kp + by sin ke (4.230)

k=1
dargestellt. Die Gleichung (4.150) fiihrt zu den Differenzengleichungen
(c—=1)b = vec+ %,
2ca; — (c—1)ay = 0,
2ch; — (¢ — )by = 2vc,

(4.231)
(¢ — Dagy1 — 2ca, + (c+ 1)ax—y = 0, k>2,
(c—1)bg —2¢cby + (c+ 1)y = v,
(C — 1)bk+1 — 2cby, + (C + 1)bk_1 = 0, k>2.

Fiir ¢ = 1 hat dieses System offensichtlich keine Losung (siehe die erste

Gleichung). Sei nun ¢ # 1.Die allgemeine Losung der Gleichung

(¢ — Dags1 — 2car, + (¢ + 1)ag_; =0 (4.232)
ist
ap = azy + 325 (4.233)
wobei
c+1

z1 =1und z9 =

4.234
o (4.234)

ist. Es gilt |23] > 1, und § # 0 wiirde zu physikalisch unvertretbaren Losun-
gen fithren. Wir setzen 3 = 0 sowohl bei ay, als auch bei b. Die Anfangsbe-

dingungen liefern

ar = 0, k Z 1 s
bl _ 'Uooc(c+23)
2<;+i> ’ (4.235)
bk = (c+°i’)2 s ]{f Z 2,
C = -4
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Abbildung 4.2: Die Strémung bei einer Liicke auf der vorderen Seite des

Kreises
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Dies ergibt

Vo€ SIN Y 1
und C
Hu(p) = G j—ol)2 (2m6(0) — 1 — (c+ 1) cosyp) . (4.237)

Die Geschwindigkeit hat eine Singularitédt vom Typ der Diracschen Delta-Di-
stribution im Punkt ¢ = 0. Wir erhalten

0 () = Wacosp — 5z ((c+3) cosp+ 2 §EREGERE) (4.238)
USO(T’ ) = —Ussing+ U?Zisli;l;p ((C +3) +2r- 1+2r§(f2i;gsg0>

innerhalb der Kreisscheibe und

v (r, ) = vmcosgo—%((chi)’)COS%O‘FQ’%)’ (4.239)
Up(r ) = —vsesing — BEE (4342 )

auBerhalb der Kreisscheibe (Abbildung 4.3).
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Abbildung 4.3: Die Stromung bei einer Liicke auf der hinteren Seite des Krei-

ses
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4. Der stationére Fall fiir den Kreis




Kapitel 5

Der instationiare Fall fiir den

Kreis

5.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel wird das urspriingliche instationédre Problem fiir den Fall
betrachtet, dafl I ein Kreis oder ein Teil davon ist. Wir beschrénken uns auf
die Fille, wenn alle Rand- und Unendlichkeitsbedingungen von ¢ unabhéngig
sind, d.h. v, p(c0), Z sind drei willkiirliche Konstanten, und vy, 72 héngen
nur von x ab. Im Fall, daf§ einer dieser Parameter von ¢ abhéngt, wiirden

solche Probleme auf die Operator-Differentialgleichungen vom Typ

du
i A(t)u(t) (5.1)

zuriickfithren, die in der Theorie der Halbgruppen von Operatoren von KATO
[7] und YOSIDA [24] nicht betrachtet wurden.

Das instationdre Problem fiir den Fall, da3 I" ein Kreis ist, ist schon in
WOLFERSDORF [23] betrachtet worden. Dort wurde mit Hilfe der Riccati-
schen Differentialgleichung die Existenz und die Eindeutigkeit der Losung fiir
den Fall 2 = Konst. bewiesen. In REISsIG [17] ist der allgemeine Fall

v-v=Fxpy—p-) (5.2)

betrachtet worden. Das Problem ist auf ein nichtlineares Cauchysches Pro-
blem auf I' x {¢ > 0} reduziert worden und dort ist die Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losung in einer Skala von 27-periodischen Holder-Gevrey Funk-

tionen der Ordnung 1 fiir hinreichend kleine Zeiten ¢ bewiesen.
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In dieser Arbeit sind ; und 7, beliebige stiickweise Holder-stetige Funk-
tionen unter der Einschrankung v(x) # 0, d.h. die pordse Linie ist nirgendwo
vollkommen undurchléssig. Das Problem wird auf eine Operator-Gleichung
reduziert, und mit Hilfe der schon erwéhnten Theorie iiber Halbgruppen von
Operatoren in KATO [7] und YOSIDA [24] wird die Existenz einer auf dem
Intervall [0,00) beschrinkten Losung des Problems bewiesen. Die Lésung
ist eindeutig im Sinne, daf} es keine andere in einer Umgebung von ¢ = oo
beschréankte Losung gibt.

Im Problem 1.0.1 sei nun I' ein Kreis. Einfachheitshalber legen wir das
Koordinatensystem so, dafl dieser Kreis genau der Einheitskreis ist und die
Geschwindigkeit im Unendlichen in x—Richtung gerichtet wird. Wir fiithren
auch die Polarkoordinaten (r, @) ein. Anstatt v, (x,t), 12(x,t), (v-v)+(x,t),
(v-0)s(x,t) setzen wir v1 (¢, t), 12(¢, 1), vre (@, t), Vot (@, t). Da 9 nirgendwo
Null ist, fithren wir die Funktion

71(p)
Ip) = 5.3
() pY2() 53)
ein. Wir setzen
Voo + grad @, (x,y,t), 2?4+ ? < 1,
v(x,y,t) = N . (5.4)
Voo + Zvi(x,y) +grad ®_(x,y,t), x*+y* > 1,

wobei vy aus (1.25) ist. Jetzt kann die Eulersche Gleichung durch die Berno-

ullische Gleichung

0P, 1
TS +2V +p=C(t) (5:5)

ersetzt werden. Hier sind C4 (t) zwei reellwertige Funktionen. Aus der Zeitu-
nabhéngigkeit von v, und p(oo) folgt C_(t) = C_ = Konst. Die Darstellung
(5.4) und die Bernoullische Gleichung reduzieren das Filtergesetz (1.16) auf

() (22 (1, 9, 1) + Voo COS ) = C’(zf)—voosingpag)I> (1,p,t)—
— (2000 sin  — Z)( =(1,¢,t) — 1Z> (Bq;*) (1,0, t)—

- (agzp )2(1 ¥ )+ g ((I)—(LSO’ )_ (I>+(17307 ))a @ € [—7’(‘,7’(‘), t Z 07
(5.6)
wobei

C(t) = C_ — C.(1) (5.7)

ist. Nun taucht der Druck p nur in der Bernoullischen Gleichung auf und wird

durch diese Gleichung bestimmt. Aus den anderen Gleichungen sollen @, , ®_
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und C(t) bestimmt werden. Die Grenzwerte von v auf dem Kreis werden im
Sinne des Satzes 7.3.3 in DX (K (0,1)) bzw. D (K (0, R)\K(0,1)) fiir jedes
R > 1  genommen. Somit gilt &, € DX (K(0,1)),
®_ € DA(K(0,R)\K(0,1)). Unter Stetigkeit der Losung in der Variable

t wird @, € B(0,00; DA\(K(0,1)) und ®_ € B(0, 00; DA(K (0, R)\K(0,1)))

verstanden. Das Problem 1.0.1 lautet nun:

Problem 5.1.1 Es sind eine nicht negative beschrinkte stiickweise steti-
ge Funktion ¥ : [—m,7] — R, die nur auf einer Menge vom Mafl null
den Wert null annimmt, eine Funktion go aus L*([—m,7]) und drei reel-

le Konstanten p > 0, vy, Z gegeben. Gesucht werden die Funktionen &

aus B(0, 00; DX(K(0,1))) und ®_ aus B(0, 00; DA (K (0, R)\K(0,1))) fiir je-
des R > 1, die

AP, (r,p,t)=0,r<1, p€|-mm), t >0, (5.8)
AP _(r,p,t)=0,r>1, p €[-mm), t >0, (5.9)
lim O _(r,p,t) =0, Yo, Vt (5.10)

0P, oD _
— (L, t) = —(1,p,t 5.11
et = 2 (L) G.11)

I(P) (%= (1, 9,t) + oo €08 ) = C + oo sin %= (1, 0, 1) -

2
—(2U0 sin + Z2) (%(1,go,t) - %Z) + (%) (1,0,t)—
2

(%) (17 SO,t) + % (¢—(17 (107 t) - ®+<]‘7 ()07t)>7 ()0 E [_71—7 7r)’ t 2 07

(5.12)
und
genigen.
Da der Kreis eine Kurve mit der linearen Eigenschaft ist, gilt
0P, 0d_
— | (1L, p,t — | (1, ,t) = 0. 5.14
(T ) e+ (52 ) e (5.14)

Daraus folgt

(%?)2(1,90,t) - (%)2 (1,,t) = 0. (5.15)
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Die Funktion ®, kommt in den Gleichungen nur in Ableitungen vor. So ist

sie nur bis auf eine Konstante bestimmt, und die wahlen wir so, dafl

O, (1,0,t) = —D_(1,9,1) (5.16)

gilt (siehe (5.14)). Die Funktionen u = agi und w = 82)}# sind miteinander
© T

mit dem Hilbert-Operator H verbunden:

u(p,t) = —Hw(gp, 1), (5.17)

wobei ]
Hw(p, t) = 217T [ wi ot (1”;“)) d) (5.18)

ist (siehe §4.2). Sei h
glp.t) = Py (L,0,t) = —P_(1,0,1). (5.19)

Aus @, € B(0,00; DA(K(0,1))) und ®_ € B(0, 00; DA (K (0, R)\K(0,1))) fiir
jedes R > 1 und Satz 7.3.3 folgt g € B(0, 00; H2([—m, 7]). Ist die Funktion
g schon bekannt, so erhalten wir &, und ®_ als Losung des Dirichletschen
Problems innerhalb bzw. auflerhalb der Einheitskreisscheibe. Danach erhal-

ten wir v aus (5.4) und p aus

P (C+ —C - %V(r@,t)Z - %(I)*(rv 307t)> y > 17

(5.20)
p(Cr = Sv(re, t)2 — 2@ (r,0,1)), r<l.

p(?“, ¥, t) = {

Damit ist bei Kenntnis von g Problem 5.1.1 geltst. Die Funktion g geniigt
der Gleichung

¥ ) (—H (%) (¢, 1) + Voo COS w) =C- (5.21)
—(2us sinp — Z2) (g—i(go,t) - %Z) — 2%(go,t),g0 €[-m,m), t >0,

und der Anfangsbedingung

9(#,0) = go(¢p). (5.22)

Von der Funktion g subtrahieren wir die Losung des zugehorigen stationédren

Problems g;:

I(o)H () + (2voo singp — 2) %8 =

(5.23)
= —0(p) Voo cOs o + C — 3 2% + voo sin 7
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und erhalten

25 (p,1) = DM (52) (0.1) — (veesing — D) (0.1) = 0,

(5.24)
p € [-m,m), t >0,
wobei
h(e,t) = g(e,t) — gs() (5.25)
ist. Die Funktion g, ist durch
@
9:(¢) = [ ulw)ay (5.26)

gegeben, wobei u aus (4.119) ist. Aus u € L*([—m, 7]) folgt g, € H'[—7, 7].
Es werden zunéchst die Sobolew-Raume HY der Funktionen von [—m, 7]

in R mit der Eigenschaft
/uwm¢:0 (5.27)

eingefiithrt. Dann wird Gleichung (5.24) in eine Operator-Gleichung in HY
umgewandelt. Mit Hilfe des Satzes von PHILLIPS und LUMMER wird die
Existenz, Eindeutigkeit und Beschranktheit der Losung dieser Gleichung fiir

t € [0,00) bewiesen.

5.2 Die Raume H/, 0 >0

Definition 5.2.1 Der Raum H, ist der Raum aller Funktionen u aus
L3 ([~m,m)), die

™

/uwm¢:0 (5.28)

—T

geniigen. Der Raum wird mit der Norm

o = (i / u<w>2dw) (5.20)

—T

[

sowie mit dem Skalarprodukt

1
(’LL, U)O = —
T

[ uyow)ay (5.30)

versehen. Dieser Raum ist ein Hilbertraum.



98 5. Der instationdre Fall fiir den Kreis

Bemerkung 5.2.2 Die Folge der Funktionen
sin @, cos ¢, sin2yp, cos2p, sin3ep... (5.31)

bildet eine orthonormale Basis fiir ‘H,. Die Funktion

u(p) =Y axcosky + by sinkep (5.32)
k=1

gehort zu 'H, genau dann, wenn
i 2, 32
k=1

qgilt.

Wir definieren im Raum H, die folgenden Operatoren (u aus (5.32)):

Wulp) = d(p)ulp) =37 | I(W)u(@)dy

Hu(p) = 3 —aisinky + by cos ke,

Su(ip) = singu(p) — 3 J sinpu(v)dy. (5.34)
Pu(p) = SOT(sO),

D7u(p) = 3 k"(akcoshy + bisinkp), o € R,

Die Definitionsbereiche dieser Operatoren seien maximal. Der Operator H
aus (5.18) stimmt mit demjenigen aus (5.34) tiberein (Hilfssatz 4.2.3). Der

Operator % ist DH. Es gilt H> = —I. Damit nimmt die Gleichung (5.24) die
Form
oh
25 + WDh — (2v,,S — ZI)HDh =0 (5.35)
an.

Bemerkung 5.2.3 Die Operatoren D? sind alle selbstadjungiert. Fir o > 0
sind sie alle positiv definit mit Definitionsbereichen dicht in H,, und der
Wertebereich ist ‘H,. Fiir o < 0 sind alle beschrinkt positiv semidefinit und
ingektiv. Ihr Definitionsbereich ist ganz 'H,, und ihre Wertebereiche sind dicht
n H,.
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Definition 5.2.4 Der Raum HY, o > 0 ist der Raum aller Funktionen aus
‘H,, die dem Definitionsbereich von D? angehéren. Der Raum wird mit der

Norm
|[ulls = |[D7ul[o (5.36)

sowie mit dem Skalarprodukt
(u,v), = (D%u, D%V)g (5.37)
versehen. Dieser Raum ist ein Hilbertraum.

Fiir jedes o, > 0 werden durch (5.34) fiinf Operatoren von HY in H/
als Einschrankungen der gleich genannten Operatoren in H, definiert. Ihre
Definitionsbereiche D seien auch maximal , d.h. zB. HZ 3 M € D(W) &
W(u) € H/, wobei W(u) durch (5.34) definiert ist. Alle Operatoren, die sich
nur in Start- und Zielrdumen sowie in Definitionsbereichen unterscheiden,
bezeichnen wir aus Bezeichnungssparsamkeitsgriinden gleich. Wenn in diesem
Kapitel Start- und Zielraum eines Operators nicht besonders angegeben sind,
handelt es sich um einen Operator von H, in H,. Fir ¢ € N U {0} ist
HY ein abgeschlossener Unterraum von W, , in WEIDMANN [21] (eigentlich
der Raum aller Funktionen aus Ws,, die zusétzlich (5.28) geniigen). Fiir
jedes o > 0 ist HY ein abgeschlossener Unterraum von H7([0,27)) in LIONS-
MAGENES [10]. (Es gilt die gleiche Bemerkung wie fiir Ws,.)

Bemerkung 5.2.5 Fiir oy < o9 ist H;/ als Unterraum von HI> in der
Norm von H7> dicht in HJ>.

Bemerkung 5.2.6 Die Funktion
oo
u(p) =Y ax cos kp + by sin ke (5.38)
k=1
gehort zu HY, o > 1 genau dann, wenn

> k*(aj + b;) < oo. (5.39)
k=1
Bemerkung 5.2.7 Der Operator D7 : H]>* — H]< ist

a) fiir o < ny —m beschrinkt und injektiv,
D(D?) = H;=, R(D?) = H;>"7 dicht in H}¢ und ||D?|| = 1.
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b)fiir 0 = ng —m ein Isomorphismus, und ||D7|| = 1.

Ne—o
!

c)fiir o > ng — m unbeschrinkt und injektiv mit D(D7) =
dicht in H7>=, R(D”) = H/<.
Fiir ny = n9 ist D7 in jedem Fall selbstadjungiert. Dann gilt auch in
Fall a) D7 ist positiv semidefinit,
Fall b) D7 =1,
Fall ¢) (D%u, u),, > [Jul?,.

Bemerkung 5.2.8 Fiir o1,00,7 € R, D7 D%, D7*t%2 . H] — H]' gilt
D7Dy — D77y (5.40)
fiir jedes u € H}™7 ,wobei
o = max{oy, 09,01 + 02,0}. (5.41)

Bemerkung 5.2.9 Flir jedes 0 > 0 st H: H — H; ein beschrdinkter und
injektiver Operator mit D(H) = H?, |[H|l, = 1, H> = —I. Der Operator iH

ist selbstadjungiert.

Bemerkung 5.2.10 Firo e R, D7, H: ' H — HY gilt
D?Hu = HD u

fiir jedes u im Definitionsbereich von D?.

Bemerkung 5.2.11 Der Operator S : HY — HY, o € R ist beschrdnkt
und injektiv. Es gilt D(S) = H?, SH = HS, wobei H : HY — HY.

Beweis. Fiir u aus (5.32) gilt

Su(p) = 2(bacosp — agsinp)+

N

+% kz_:z(bkﬂ — bg_1) coskp — (g1 — ag—1) sinkp
Hu(ep) = ki_o:l b COS  — ag sin ¢
HSu(p) = —1(azcosp+ bysing)+ (5.42)
+1 k§2(ak,1 — agy1) cos kg + (br—1 — bgy1) sin ke
SHu(p) = —3(azcosp + bysinp)+
—I—% 1§2(ak_1 — agy1) coskp + (bp—1 — bpr1) sin ke
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Damit ist
SHu = HSu (5.43)

bewiesen. Es gilt weiter

ISull2 = B2+a2+ > B2 ((arys — ar 1) + (brps — br1)?)
k=2 (5.44)

< 2Pljulf?.
Q.E.D.

Bemerkung 5.2.12 Der Operator P : H) — H, ist beschrankt und injektiv.
Es gilt D(P) = H,, ||Pllo = 1. R(P) ist dicht in H,. Der Operator iP ist
selbstadjungiert.

Beweis. |H|lo = 1, ||S|lo = 1, damit ist ||[P|lo < 1. Dazu gilt P(e?*%) =
s(e3v —e?), [|e¥?]lg =1, ||P(e?¥)]jo = 1. Also ist ||P[lo = 1. S und ¢H sind in
'H, selbstadjungiert, damit ist iP = iSH = iHS selbstadjungiert. P ist injektiv,
weil S und H injektiv sind. Aus u L R(P) folgt (u, P?u)y = 0, weiter Pu =0

und schliefllich © = 0. Deswegen mufi R(P) dicht in H; sein. Q.E.D.
Bemerkung 5.2.13 Der Operator W : 'H, — 'H, ist beschrdinkt selbstad-

Jungiert und positiv semidefinit.

Beweis. Die Beschrinktheit folgt direkt aus Beschréanktheit von 9. Es gilt

Wuv)o = & ] o(@ulp)olp)de - 34 [ v(e)do- | I(w)ulv)d
= 1 dpulevlp)de
= L ] eleule)d - 5 | ule)dp- | dw)(w)dy
= (Wv,u),
(Wu,u) = - [ d(eulp)*dp = 0
(5.45)
Q.E.D.

5.3 Die Lo6sung in B(0, OO;H/OEO)

In diesem Abschnitt wird zunéchst die Existenz und Eindeutigkeit der Losung
der Gleichung

22]; +WDh — (25 — ZI)HDh = 0, h: [0,00) — H,® . (5.46)
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mit der Anfangsbedingung
h(0) = ho(e) (5.47)

betrachtet. Dies wird alsdann auf das Problem 5.1.1 angewendet. Sei

m[8

Ty HS — M, Ty= (W (Z - 25)H)D. (5.48)

1
2

Satz 5.3.1 Ist hy € H,, so gibt es genau eine stetige Losung h : [0, 00) —

>

H,© der Gleichung (5.46) mit der Eigenschaft

Bl < 1, vi >0 (5.9

Beweis. Wir beweisen zuerst, dal der Wertebereich des Operators T 1 +1:

H,¢ — H,© dicht in H,€ ist. Diesen Operator schreiben wir in der Form

Ty +1=D3D"*(W+ ZH — 2SH + D™D, (5.50)
wobei N
D: 7_{/E E— H/,
D=2(W +ZH — 2SH + D) : H, — H, und (5.51)

D} H, — M,
ist. Der Definitionsbereich dieser Verkniipfung von Operatoren ist H;°, was
eine Teilmenge des Definitionsbereiches des urspriinglichen Operators T 1+ |
ist. Der Wertebereich von D ist offensichtlich ganz H,. Der Wertebereich des
Operators D=2 (W +ZH —2SH+D™1) ist dicht in H,, denn aus y LR(D~2 (W +
ZH — 2SH + D 1)) folgt

(D"2(W + ZH — 2SH + D)D" 2y, y)o =

e K (5.52)
= (WD~ 2y,D"2y)o + (D?y,y)o = 0

und daraus folgt y = 0. Schliellich ist der Operator Dz : H, — H,% ein Iso-
morphismus. Damit ist die Dichtheit des Wertebereiches von T ! + 1 bewiesen.

Fiir jedes u aus dem Definitionsbereich von T% gilt

(T%u, u)1 = (WDu, Du)y > 0. (5.53)

1
2

Nun folgt aus Satz 7.7.3 die Behauptung des Satzes. Q.E.D.
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Satz 5.3.2 Ist hg € H,% und (@) > ¢ > 0 fir jedes p € [—m, ), so gibt es
genau eine stetige Losung h : [0,00) — H,% der Gleichung (5.46) mit der
Figenschaft

|h(t)]lo < e, Vt > 0. (5.54)

Beweis. Die Eindeutigkeit der Losung folgt direkt aus Satz 5.3.1. Aus dem
Beweis dieses Satzes kann man auch direkt entnehmen, dal der Wertebereich
von T 1+ | dicht in H, ist. Fiir jedes u aus dem Definitionsbereich von T 1
gilt

(T%u, u)1 = (WDu, Du)o > c||ul|? > 0. (5.55)

1
3
Dann erfiillt der Operator —%T% + cl die Voraussetzungen des Satzes 7.7.3.
Daraus folgt

lew 2 <1 (5.56)
und schlieBlich
le” 8] < e (5.57)

Q.E.D.

Satz 5.3.3 Das Problem 5.1.1 hat genau eine Lisung (P4, P_), wobei &

nur bis auf eine Konstante bestimmt ist.

Beweis. Die Losung ist gegeben als die Losung der Dirichletschen Proble-

me
AD (r,p,t) = 0, r<l,pée€|—mmn|t>0,
+(r,0,1) ¢ €| ] (5.58)
(I)+(17()07t> = g(@,t), 2 € [_7-‘-77]-]7 t Z 07
und
AD_(r,p,t) = 0, r>1,pe|—mm,t>0,
(r, 1) p €[ ] (5.50)
(I)_(L(p’t) = _g(¢7t>7 NS [_ﬂ-vﬂ-]v t> 07
wobei g(¢,t) aus
g(p,t) = h(p,t) + gs(), (5.60)

gs(p) aus (5.26) und h(yp,t) als einzige beschrankte Losung von (5.46) zu be-
stimmen sind. Es gilt h € B(0, oo;H,%) und g, € H([—m,7]). Da die Funkti-
on ¥ stiickweise Holder-stetig ist, ist %—iﬁ aus (5.23) auch stiickweise Holder-
stetig, und g, ist stiickweise Holder-stetig differenzierbar. Damit gehort g, zu
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H'([—7,7)). Aus Satz 5.3.1 und go € H*([—, 7)) folgt h(t) € H,° ([, 7),
so gehdrt g aus (5.19) bzw. (5.25) zu B(0, o0; Hz ([—, m))). Satz 7.3.2 ergibt
D, € B(0, 00; DA(K(0,1)) und

®_ € B(0,00; DA(K(0,R)\K(0,1))) fiir jedes R > 1. Die Behauptung fiir
v folgt nun direkt aus (5.4). Q.E.D.

Satz 5.3.4 Ist ¥ eine stiickweise Hdélder-stetige Funktion, gehdren 9, gy zu
H2([—m,7)) und gilt 9(p) > ¢ > 0, so ist die Lésung von Problem 5.1.1 als
®, :[0,00) — HYK(0,1)) und &, : [0,00) — H..(R*\K(0,1)) bzw.
v :[0,00) — L% (R2?) asymptotisch stabil.

loc

Beweis. Aus Satz 5.3.2 folgt

tlirglo h(t) = 0. (5.61)
Dann gilt
tlim g(.,t) = gs (5.62)

in der Topologie von H?z. Der Satz 7.3.2 liefert nun die Behauptung. Q.E.D.

5.4 Die Losung in B(0,00; H7) fiir ¢ > 1.5

Es ist schon bewiesen, dafl die Losung der Gleichung (5.46) fir ¢t € [0, 00)
existiert, eindeutig und beschriankt ist. Wenn die Funktion ¢ ausreichend
glatt ist, kann auch die Existenz der Losung fiir ¢ € [0, 0o) in hoheren Sobolev-

R&umen bewiesen werden.

Hilfssatz 5.4.1 Firo >1 und x > 0 gilt

(14+2) —1<ox(l+z)" (5.63)
Beweis. Sei
flx)=(1+2)7 —1—ox(l+x)° " (5.64)
Es gilt
[0 =0 (5.65)

f'(z) = —o(c—1x(1+2)72<0firz>0,0>1.
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Daraus folgt
f(z) <0 firz>0,0 > 1. (5.66)

Q.E.D.

Hilfssatz 5.4.2 Fir0 <z <1, a>0, o >1 gilt

(x+a) —2° <(14+a)? —1. (5.67)
Beweis. Sei
flx)=(x+a) =27 —(1+a)” + 1. (5.68)
Es gilt
sy =0 (5.69)
fl(x) = olx+a) -0zt >0

fir0<ax <1, a>0, > 1. Daraus folgt
f(z) <0 (5.70)
fir0<z<1,a>0, c>1 QE.D.

Hilfssatz 5.4.3 Der Operator D°T2PD~°2 — D2PD2 : ‘H! — H! ist fir
o > 1 beschrinkt.

Beweis. In der orthonormalen Basis
(cosp, sing, cos2p, sin2p, cos3p,...) (5.71)

lauten die Elementen der unendlichen Matrix [a; ;] des o.g. Operators wie

folgt: o
- e

» 1 14+ 1\97 .
(9i41,2i—1 = 2429 = [Z(Z + 1)]é {1 — ( ; ) :| , 1€ N (573)

=

Qi 12i41 = Qi 2ive = [i(i + 1)]

und die anderen «; ; sind Null:

0 0 * 0o ...
o 0 0 =« 0

a;;]=1* 0 0 0 = 0 (5.74)
0 = 0 O
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Aus Hilfssatz 5.4.1 folgt

=) = 0+d) 0
< (40 (5.75)
< g297t
- (2
Nun haben wir
1
|2i—1,2i41] = |@2i2iro| < |oaip12i-1] = |2iro] < 02772, (5.76)
Daraus folgt
ID°*2PD "2 — D2PD2||o < 0272, (5.77)

Q.E.D.

Hilfssatz 5.4.4 Wenn fir o > 1 und e > 0 gilt 9 € H°™'([—7, 7)), so ist
der Operator Do+3WD~7+2 — D2WDz : H, — H, beschrinkt.

Beweis. Seil

V(o) = L+ X cpcosp + ssin,
k=1
dk — k0+1+£Ck, (578)
€ = k0+1+85k

Aus ¥ € HOHHe([—m, m)) folgt
> di +ep < . (5.79)
k=1

Wir setzen
Cuulp) = crcospu(p) — & [ cpcosu(p)dy, k € NU{0},

Swilp) = sesingu(p) — & [ spsinu(v)de.

(5.80)

Sei zunéchst k£ > 0. Die Elemente der unendlichen Matrix [3; ;] des Operators
D7+2C,Do*2 — D2CD2 : H, — H! in der Basis (5.71) lauten

Boic12i-ok—1 = cli(i —k |% [( ) } 1>k, 1€ N,
Boigi—ok = ckli(i — k) |% {( ) } i>k, i €N, (5.81)
Boic12k—2i-1 = cili(k+1)|2 Kzik) } 0<i<k,i€N,
%

Boigitor = —cili(i+ k)| {(F%k)g — 1} , 0<1<k, 1 €N,
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und die anderen 3; ; sind Null:
*
* *
* *
6:) ' ) (5:82)
A * '
* *
* k
Aus den Hilfssétzen 5.4.1 und 5.4.2 folgt
1. 1 i \?
|Bai—1,2i-2k-1] = |dk||ké+g‘l|2|2 — k| [(f) k% - k%]
gL 1 i g
= ldl Al =kl (G + ) -
R 1 o
< ldil il = k= [(1+ ) - 1)
a1, 1 i o—1
< il = kot (14 ) (589
1
1 i |2 o—1
< |dk||k‘? 5| 02
1
1|1 1|2 o901
< ldels |5+ 2| 02
1 o—1%
< |dk||k‘%+602 3.
Analog beweist man
1 _1
| Boi2i—2ks | B2i26—2i] s | B2im1,26—2i-1| < |di|—5—027"2. (5.84)
k|27
Daraus folgt
1 1
||Ck||0 < |dk| ‘k|%+6020+2 . (585)
Analog beweist man
1
[[Sklfo < fex] |k|%+6020+2' (5.86)
Es gilt auch Cq = 0. Wir erhalten
D7 WD —DIWDLly < 027 5 (fda] +[ex)
< o2tEy Sl Y d4er (5.87)
k=1 k=1
< 0Q.

Q.E.D.
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Folgerung 5.4.5 Wenn fiiroc > 1 unde > 0 gilt 9 € H°V([—7, 7)), dann

st der Operator
Q =D7"2(W — 2vooP + ZH)D "2 — D2(W — 2v,,P + ZH)Dz  (5.88)
von ‘H, in H, beschrdnkt.

Beweis. Dies folgt direkt aus Bemerkung 5.2.10 und den Hilfssétzen 5.4.3
und 5.4.4. Q.E.D.

Satz 5.4.6 Gilt ¥ € H°'""([—m, 7)), wobei ¢ > 1, € > 0 ist, und hg €
H) T so hat die Gleichung (5.46) eine Léosung h : [0,00) — HTE die

[1P(0)]] sy < ellQet (5.89)
gentigt. Gilt zusdtzlich 9(p) > ¢ > 0, so erhalten wir
[1P(1)][ sz < ellIQl07e, (5.90)
Beweis. Den Operator T 1 He — H, schreiben wir in der Form

]. 1 1 1
T, =D (2D"+2(W — v P+ ZH)D"+2> D73, (5.91)
wobei D=~% : H; T — H,, LDTHE(W — 2v P + ZH)D 7+ L H, — H,,
Dod 1 H, — H; " F ist. Man beachte, da D=7~} : H; T E — H,, D7+

o+Z . . . .
‘H, — H, € unitére Isomorphen sind. Nun schreiben wir den Operator

1
U=+ 5fo+%(vv — 2vooP + ZH)D 72 (5.92)
in der Form
U=V, +Q, (5.93)
wobei )
Vy = Al +§D%(W—2VOOP+ZH)D—% H, — H, (5.94)
ist. Es gilt
1
(Vau, u)g = A(u, u)o + 5(WD%U, Dzu) > Aljul2, (5.95)

und der Wertebereich des Operators V) ist dicht in H,. Daraus folgt

1
< —-.
0o A

1 1\ !
H ()\I +SDHW = 20 P+ ZH)D2> (5.96)
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Damit gehort Vo zu G(o0,7) (siche KaTo [7], IX-1.4). Gilt ¥(¢) > ¢ > 0, so
erhalten wir

1
(Vau, u)o = A(u, u)o + 5(WD>u, D2u) > (A + ) Julfs (5.97)

und damit gehort Vo zu G(oo, |). Die Behauptung des Satzes folgt nun direkt
aus Satz 7.7.5. Q.E.D.

Satz 5.4.7 Isto > 1, v eine stiickweise Hélder-stetige Funktion und gehoren
O 2u HOHYE ([—m, 7)) und go 2u HO2 ([—7, 7)), so erfillt die Losung &, ®_
vom  Problem 5.1.1 &, (.,t) € H°Y(K(0,1)), @_(,.t) €
HHK(0, R\K(0,1) fiir jedes R > 1 und jedes t > 0. Die Abbildungen
t — @, (.,t) von [0,00) in H"TH(K(0,1)) und t — ®,(.,t) von [0,00) in
H (K (0, R)\K(0,1) sind stetig.

Beweis. Die Funktion g, gehdrt zu H7+2 ([—m, m)). Aus Satz 5.3.1 und gy €
Hotz([—7, 7)) folgt h(t) € H7+%([—7T,7r)), so gehort g(.,t) aus (5.19) bzw.
(5.25) zu H 2 ([—m, )). Satz 7.3.1 ergibt @ (.,¢) € H T(K(0,1)), ®_ €
H (K (0, R)\K(0,1)) fiir jedes R > 1 und jedes t > 0 und die Stetigkeit
von &, ®_ in ¢ (in dem in unserem Satz beschriebenen Sinn) folgt aus der
Stetigkeit von ¢ in ¢t. Q.E.D.
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Kapitel 6

Der instationire Fall fiir die
Gerade

6.1 Einfiihrung

Dieser Fall wird dhnlich wie der instationdre Fall fiir den Kreis behandelt.
Das Ergebnis erhalten wir hier nur unter den Einschrankungen, dafl die Ein-
gangsdaten v, 71 und 72 von t unabhéngig sind und dafl v, # 0 iiberall
und v; # 0 fast iiberall gilt. Die letzte Eigenschaft impliziert, da} nur die
ganze porose Gerade, die nirgendwo volkommen undurchléssig ist, behandelt
wird und dafl der vollkommen durchléssige Teil der Geraden eine Menge der
Lange null ist. Wie beim Kreis beweisen wir die Existenz und Eindeutigkeit
einer im Unendlichen beschrénkten Losung unseres Problems.

Im Problem 1.0.1 ist nun I" die Gerade y = 0. An Stelle von 7, (x), 72(x),
(v-v)£(x,t), (v-0)s(x,t) schreiben wir hier v1(z), 72(x), vya(x, 1), vox (2, ).
Wir fithren die Funktion 1 ein:

S(w) = 28 (6.1)

Anstatt mit v stellen wir nun das Problem in ®,, ®_, wobei

Voo grad ‘I)+(X7Y7t)> y > 07

(6.2)
Voo +grad ®_(x,y,t), y <0

vy, t) = {

ist. Die Eulersche Gleichung kann hier durch die Bernoullische Gleichung

8<I>i 1 2 | S
e + 5(Voo + grad ®,)° + e C.(t). (6.3)
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ersetzt werden. Da im Unendlichen alle Glieder dieser Gleichung aufler C ()
konstant in ¢ sind, sind auch C'; und C_ zwei reelle Konstanten. Das Filter-

gesetz (1.16) wird nun zu

2p0(x) (% + vooy) =

=20 + (Uoog;—l-%)Q_ (Uoox+6§x_>2+%((1)+—(b_)7 (64)

wobei .

C= i(C, - CY) (6.5)

ist. Die lineare Eigenschaft der Geraden und Gleichheit der Normalableitun-
gen von &, und ®_ liefern

0od, 09_

Ox - Ox

auf der Geraden y = 0. Da &, und ®_ nur in den Ableitungen vorkommen,

=0 (6.6)

wahlen wir sie so, daf} gilt
S, (x,0,t) = —D_(z,0,1). (6.7)

Dies vereinfacht das Filtergesetz. Wir erhalten

d d o
p??(:(}) <ai + Uooy) =C + 27}009:87—’— + 0 hs

dy or ot (68)

Dies alles fassen wir in ein Problem zusammen:

Problem 6.1.1 Gegeben sind eine nicht negative beschrdnkte stiickweise Hélder-
stetige Funktion 9 mit supp 9 = R, p > 0, voo € R2 und eine Funktion

g : R — R aus HE (R). Gesucht werden die harmonischen Funktionen
®, : R} x [0,00) — R aus B(0,00; Dj,(R?)), ®_ : R? x [0,00) — R
aus B(0, 00; Dj,(R?)) und eine reelle Konstante C, die

AV, (z,y,t)=0, z€ R, y >0,t >0, (6.9)
AU _(z,4,1)=0, z€R, y <0,t >0, (6.10)
lim U (z,0,£) = lim ¥ _(z,0,¢) =0, ¢ >0 (6.11)

a(I):t a®+ a@_,_
— = 2 —_—+ —. 12
pd(x) < By + vooy> C + 2050, % + 5 (6.12)

und

., (2,0,0) = go(z) (6.13)

genigen.
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Sei
g(x,t) = &, (2,0,t), z€ R, t >0. (6.14)
Die Funktionen % und % sind durch den sog. Hilbert-Operator verbun-
den: 90 90
+ +
—(x,t) = t 6.15
o) = ), (6.15)
wobei
1 T w(E, )
0 =—VP. [ 5 1
wiet) = TV [ e (6.16)

ist. Ist die Funktion g(x,t), € R, t > 0 schon bekannt, so erhalten wir

L7 yg(& t)de
® ,,t:—/—, 6.17
i(l‘ Yy ) ﬂ_ia (x_€>2+y2 ( )
v(x,y,t) = grad, ®4(x,y,t) + Voo, (6.18)
1
pi(xa Y, t) =p <C + _§V<X7 Yy, t)z - aat@i(Xa Yy, t)) ) (619)
und ¢ geniigt
pO() (J(3) (%, 1) + Vooy ) = C' + 20000 (1) + % (x, 1), (6.20)
reR, t>0,
9(x,0) = go. (6.21)
Es sei
Wz, t) = g(x,t) — gs(x), (6.22)
wobei gy der stationdren Gleichung
pO() (J (%) (x,t) + Vooy ) = C' + 20000 %2 (1, 1) (6.23)
geniigt. Wir erhalten
oh _ oh oh
pI() ) (B(%, 1)) = Voo g2 (%, 1) + 290 (x,1), (6.24)

reR, t>0,
mit der Anfangsbedingung

lir% h(z,t) = ho = go — gs (gegeben). (6.25)
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6.2 Die Losung in B(0, co: H2(R))

Hilfssatz 6.2.1 Der Operator J aus (6.16) ist als J : L>(R) — L2(R)
beschrinkt. Es gilt J> = —1 und

(JU,V)LQ = —(U,JV)L2 (6.26)

fiir alle u aus L*(R).

Beweis. Die Beschréanktheit folgt aus Bemerkung 7.4.5. Sei u eine Holder-
stetige Funktion mit einem kompakten Trager in R. Die Sokhotski-Plemeljschen

Formeln auf die Funktion

1 7 u(§)
= _ d 2
ra = | oy (627
angewendet ergeben Re fi|g = v und Im fi|z = —Ju. Da die Menge aller

Hélder-stetigen Funktionen mit einem kompakten Triger in R dicht in L?(R)
ist und Operator J beschrankt ist, gilt (6.27) auch fiir jede Funktion u aus
L*(R). Betrachten wir nun die Funktion if, so erhalten wir Re if} |z = Ju
und Im if} |g = u = —J?u. Daraus folgt J> = —I. Die Wechsel der Integrati-
onsordnung (MICHLIN-PROSSDORF [13], Kap. 11,§4.3, Satz 4.4) liefert

o0

Quvie = [ o(n)dy | "2

—0o0

- _ _Z u(€)de _ZZ “(n"f)g" (6.28)

= —(U, JV)L2 .

QED.
Hilfssatz 6.2.2 Fir den Operator 2 in L*(R) gilt D (%) = H'(R),R (8%) =

L*(R) und
<au, v) = — (u, a’u) (6.29)
ax L2 ax L2

fiir alle u, v aus H'(R).

Der Beweis ist trivial.
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Hilfssatz 6.2.3 Die Operatoren J und ~ kommutieren, d.h. fiir jedes u aus
H'(R) gilt

J <axu> = - (Ju). (6.30)

Beweis. Es gilt

e z ) Ea
R GE=TG
= — ] Ok s (6.:31)
= J Gu(e)- &ide

Q.E.D.

Hilfssatz 6.2.4 Der Operator D = Jo 2 ist in L*(R) selbstadjungiert. Es
gilt D(D) = HY(R) und R(D) = L*(R).

Beweis. Fiir alle u, v aus H'(R) haben wir

(Du,v)2 = <Jo—u V)L2
~ (& )

- (’awoJV)B

~ (e 2),

= (U, DV) L2

(6.32)

d.h. D ist symmetrisch. Definitions- und Wertebereich von D sind wegen
J?2 = —I gleich dem Definitions- und Wertebereich von a%' Weil sie maximal
sind, ist D auch selbstadjungiert. Q.E.D.

Hilfssatz 6.2.5 Der Operator D = Jo % ist in L*(R) negativ semidefinit.

Beweis. Sei u € H'(R). Die Funktion u schreiben wir in der Form:

= i ap cos(nz(§)) + by sin(nz(§)), (6.33)
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wobei z(z) = 2arctan z. Die Menge aller Funktionen u, fiir die die Summe

> a; +b; (6.34)
n=1

konvergiert, ist die Menge aller reellwertigen Funktionen, fiir die die Funktion
1
——u
V1422

der Menge L*(R) angehort. Natiirlich sind alle Funktionen aus L?(R) auch
in dieser Menge enthalten. Wir haben weiter

(6.35)

J(sin(nz(x))) = cos(nz(x)),

(6.36)
J(cos(nz(x))) = —sin(nz(z)).
Nun ist . .,
(Du,u)2 = —nZ::laiif 1Jr1§2$in2(nz(§))df+
+bi;£ e cos(n=(€)dg -
= -7 Z_:lai+bz
< 0.
Q.ED.

Nun sind wir in der Lage, den Raum Hz(R) als D(D?) zu definieren. Wir

versehen diesen Raum mit der Norm

[lull ;3 = (D2l (6.38)

(u,0) .3 = ((—D)?u, (=D)7u).2. (6.39)
Vollig analog kénnen auch die Raume H?(R) fiir o > 0 definiert werden.

Satz 6.2.6 Ist ¥ : (—a,a) — R eine stickweise Hoélder-stetige Funktion
und hy € H2(R), so hat die Gleichung (6.24) genau eine stetige Lisung
h:[0,00) — Hz(R) mit der Bigenschaft

IR,y < 1. (6.40)
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Beweis. Fiir den Operator

T = 2Vooxaé9 —2p¥(x)Jo —: H%(R) — H%(R) (6.41)
X

gilt
(Tu,u)y = (u, %U)H% — (2p9(2)Du,u) 1
= — (J (%u) , %U)L2 + (2pY(x)Du, Du)H%

= (2pY(x)Du,Du),,

(6.42)

> 0.
Den Operator T + | schreiben wir in der Form
T+1=D2D"2 (—2vod — 200(x) + D7) D, (6.43)

wobei

D:Hz(R) — L2(R),

D=2 (—2veexd — 209(x) + D71) : L2(R) — L2(R), (6.44)

D2 : L2(R) — H2(R)
ist. Der Definitionsbereich dieser Verkniipfung von Operatoren ist H!(R)
und ist eine Teilmenge des Definitionsbereiches des urspriinglichen Operators

T+1. Der Wertebereich von D ist offensichtlich ganz L?*(R). Der Wertebereich
des Operators D72 (—2vqJ — 2p9(x) + D71) ist dicht in L2(R), denn aus

yLR(D™2(—2veexd — 2p0(x) + D7) (6.45)

folgt
(D3 (—2vaoed — 2p0(x) + D 1)D 3y, y)o =

(6.46)
— —(2p0(x)D"2y, D 2y)g + (D 2y, y)o = 0

und daraus folgt y = 0. SchlieBlich ist der Operator D2 : L2(R) — Hz(R)
ein Isomorphismus. Damit ist auch die Dichtheit des Wertebereiches von T +1
bewiesen. Nun folgt aus dem Satz 7.7.3 die Behauptung des Satzes. Q.E.D.

Satz 6.2.7 FEuxistiert eine stationdre Lisung des Problems 3.1.1 fiir ein Paar
(v1,72) mit (6.1), und gehort hy aus 6.25 zu Hz(R.), so hat das Problem 6.1.1

genau eine Ldsung.
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Beweis. Da die Funktion 9 stiickweise Holder-stetig ist, ist aa—g; aus (6.23)
auch stiickweise Holder-stetig, und g, ist stiickweise Holder-stetig differen-

zierbar. Damit gehort g, zu Hj(R). Aus Satz 6.2.6 und hy € Hz(R) folgt
=) 1

h € B(1,00;H,° (R)), also gehért g(.,t) aus (6.14) bzw. (6.20) zu H;(R).

Die Funktionen ®, und ®_ sind durch (6.17) gegeben. Satz 7.3.5 ergibt

@, € B(0,00; Dj4(R2)) und ®_ € B(0, 00; D3,(R?)). QE.D.
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Anhang

7.1 Stiickweise glatte Flichen und stiickweise
Holder-stetige Funktionen

Definition 7.1.1 Eine Funktion f : R™ D 2 — R", wobei 2 ein Gebiet
ist, ust stiickweise glatt, wenn sie stetig ist, die Menge IC aller x € Q, wo sie
nicht unendlich oft stetig differenzierbar ist, eine Vereinigung endlich vieler
m — 1—dimensionaler beschrankter Mannigfaltigkeiten ist und alle Ableitun-
gen stetig fortsetzbar auf der abgeschlossenen Hiille jeder Zusammenhangs-
komponente von Q\KC sind. Im Fall m =1 besteht die Menge KC aus endlich

vielen Punkten.

Definition 7.1.2 FEine Fliche 1" ist stiickweise glatt, wenn sie mindestens

eine stiickweise glatte Parametrisierungsfamilie besitzt.

Definition 7.1.3 Es sei xg ein Punkt im R™, Q C R™ ein Gebiet, das xg
enthdlt und o eine reelle Zahl aus (0,1). Eine Funktion v : Q@ — R st

Holder-stetig in xq mit dem Koeffizienten o, wenn

[’7]04;1:0 = sup M

z€eQ) ‘.Z‘ - I0|a

(7.1)

endlich ist. Die Funktion v ist Holder-stetig mit dem Koeffizienten o auf €,
wenn sie in jedem Punkt von ) Hélder-stetig mit dem Koeffizienten « ist.
Die Menge aller auf Q2 mit dem Koeffizienten o Holder-stetigen Funktionen
bezeichnen wir mit C%*(Q). Die Funktion vy ist Holder-stetig auf 2, wenn sie

Hoélder-stetig mit mindestens einem Koeffizienten o aus (0,1) ist.



120 7. Anhang

Definition 7.1.4 FEs sei xy ein Punkt in [a,b], wobei —0o < a < b < oo gilt.
FEine Funktion 7y : [a,b] — R ist Hélder-stetig von rechts bzw. von links in
xo mit dem Koeffizienten o, 0 < o < 1, wenn sie einen reellen Grenzwert

f(xo+) von rechts bzw. f(xo—) von links besitzt und

|f(x) = f(zot)]

ao+0 = Su 7.2
[V aszo+o0 woql';b Iz — o] (7.2)
e |f(z) — f( )|
f(x) — f(xo—
oo — 7-3
h/] w0 aﬁsﬂlclfxo |ZL‘ :E0|a ( )

endlich ist.

Definition 7.1.5 Die Funktion v : [a,b] — R ist stickweise Hélder-stetig
mit dem Koeffizienten o auf [a,b], wenn die Menge KC aller Punkte aus (a,b),
wo sie nicht Hdélder-stetig mit dem Koeffizienten « ist, endlich ist, und sie
Hélder-stetig mit dem Koeffizienten o in a von rechts, in b von links und in
jedem Punkt aus IKC von rechts und von links ist. Die Menge aller auf [a, D]

mit dem Koeffizienten o stiickweise Holder-stetigen Funktionen bezeichnen
wir mit C>*([a, b]).

Definition 7.1.6 Eine Funktion v : R — R heifst Holder-stetig mit dem

Koeffizienten o im Unendlichen, wenn

lim v(z) = lim v(x) :=vy(c0) € R (7.4)

T—00 T—00

gilt und es eine Konstante A > 0 mit

[y(z) = ~(o0)| < — (7.5)
qibt.

Definition 7.1.7 Die Funktion v : R — R st stiickweise Hélder-stetig mit
dem Koeffizienten o auf R, wenn sie Holder-stetig mit dem Koeffizienten o
im Unendlichen ist, die Menge K aller Punkte aus R, wo sie nicht Holder-
stetig mit dem Koeffizienten « ist, endlich ist, und sie in jedem Punkt aus

K Holder-stetig mit dem Koeffizienten o von rechts und von links ist.
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Definition 7.1.8 Es sei I' C R? eine stiickweise glatte Kurve, a; : R D
M| — —, | = 00,€,...,|| eine stickweise glatte Parametrisierungsfamilie
von I' und v : ' — R eine Funktion. I' heifit stiickweise Hélder-stetig,
wenn alle Funktionen yo oy : M| — R, j = 1,2,...,k stiickweise Hélder-
stetig sind. Eine Funktion ¢ : I' — C st stiickweise Holder-stetig, wenn die

Funktionen Re ¢ und Im ¢ stiickweise Hélder-stetig sind.

7.2 Verschiedene Sobolewriume;

der Spurensatz

Die meisten hier angegebenen Definitionen und Sétze sind von LIONS-MAGENES
[10] iibernommen. Die Sétze werden deshalb nicht bewiesen. Die Beweise

konnen im oben genannten Buch gefunden werden.

7.2.1 Die Riaume H™(Q2), m € NU {0}

Es sei 2 ein Gebiet im R™ und m € N U {0}. Wir definieren den Raum
H™(Q) durch

H™(Q) = {u|D"u € L*(Q) V[a], |a| < m}, (7.6)
wobei
aa1+...+an
pled — 9T a=(a,.,a,), loj=ar+..+a, (7.7)

ist. Diesen Raum versehen wir mit der Norm
1
2
[wllzm (o) = ( > IID[“]UII%2(9)> (7.8)
o] <m

und dem Skalarprodukt

(w, V) gmy = Y (Dley, D[a}v)[ﬂ(g). (7.9)

laj<m

Dieser Raum ist ein Hilbertraum.
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7.2.2 Die Interpolation

Es seien X und Y zwei Hilbertraume, die
X CY, X dicht in Y mit stetiger Einbettung (7.10)

geniigen, und A : Y — Y ein selbstadjungierter, positiv definiter, unbe-
schrinkter Operator, der D(A) = X und R(A) = Y geniigt. Die Existenz
eines solchen Operators ist in LIONS-MAGENES [10], I-2.1 bewiesen. Der
Raum [X, Y]y wird durch

[X,Y]p=D(A""), 0<0<1 (7.11)
definiert und mit der Norm
ullixvye = llully + 1A ully (7.12)

versehen. Der Raum [X, Y]y héngt nicht von der Wahl des Operators A ab:
Sind A1, Ay zwei selbstadjungierte positiv definite Operatoren, die D(A;) = X,
R(A;) =Y, i=1,2, geniigen, so gilt

D(A1™%) = D(ALTY), (7.13)

und die entsprechenden Normen sind dquivalent (Bemerkung I-2.3 in LIONS-
MAGENES [10]). Es gilt

[X7Y]0 = XJ

vy (7.14)

7.2.3 Die Raume H*(R"), s€ R

Es sei F : u — 1 die Fouriersche Transformation einer Funktion v € L*(R™).

Wir definieren den Raum
H*R") = {uju e D'(R"), (1+|y[*)24 € L*(R")} (7.15)

und versehen ihn mit der Norm

[l e mmy = [[(1 + |y]?) 24 £2(Rm)- (7.16)

Mit
Av=(1+]yH%v (7.17)
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und
Au = F'AFu (7.18)
erhalten wir
[H™(R"),H*(R")]y = H"™(R"). (7.19)
Es gilt
H*(R™) c H°(R™) c H°(R™) (7.20)
firoc <0< s,
(H*(R™)) =H°(R"), (7.21)
[Hs1 (Rn)’ HS2 (Rn)]9 — H(1—9)S1+982 (Rn)’ (722)
und die Abbildung
ur— Dl (7.23)

fir ein ¢ € D(R™) ist eine stetige lineare Abbildung von H*(R™) in
H*~l*l(R®). Die Menge D(R?) ist dicht in H*(R™®) fiir jedes s € R.

7.2.4 Die Riume H*(I')

Im Rest dieses Kapitels sei {2 C R™ ein beschrénktes Gebiet, dessen Rand
I" eine unendlich oft stetig differenzierbare (n — 1)—dimensionale Mannigfal-
tigkeit ist. (2 sei lokal auf einer Seite von T'.

Sei 0; C R®, j = 1,2,...,v eine offene Uberdeckung von T, so daf fiir
jedes 7 eine unendlich oft stetig differenzierbare Abbildung

p:0;, —A={yly={y .}, V[ =1} zr— @)=y (7.24)
mit folgenden Figenschaften existiert:

1. Es gibt jeweils eine unendlich oft stetig differenzierbare Inverse
yr— ;' (y) = (7.25)

2. Wenn 0,N0; # 0 ist, dann hat die Abbildung gpl-ogoj_l :0;N0; — 0;N0;

iberall eine positiv definite Jacobi-Matrix .J;;.
Sei weiterhin {«a;} die Zerlegung der Eins auf I mit den Eigenschaften

1. Q; € D(—),
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2. supp «a; € 0; NI ist kompakt,

3. Zyjajzlauff‘.
=1

J

Eine auf I integrierbare Funktion u zerlegen wir in

u=>_ aju (7.26)
j=1
und setzen
w5 (au)(y') = (egu)(@; (', 0)). (7.27)
Nun definieren wir
H(I) = {ulgj(aju) € H*(R™),j=1,2,..,v}. (7.28)

Diesen Raum versehen wir mit der Norm

[lull sy = (Zl\w}f(aﬂ)llﬂan—l)) : (7.29)
=1

Es kann gezeigt werden, da8 H*(I") von der Wahl von {0;, ¢;, o;} unabhéngig

ist. H°(I') ist ein Hilbertraum, und die mit verschiedenen

{0,,¢j,a;} erhaltenen Normen sind dquivalent. Die Menge D(—) ist dicht

in H*(T") fiir s > 0. Es gilt

(H*(T))' = H~*(T") (7.30)

und
[H* (), H*2(T)]g = HUI-0s1+0s2(T), (7.31)

7.2.5 Die Riaume H*(2), s > 0. Der Spurensatz

Wir definieren
() = [H™(Q), H(Q)]1- (7.32)

fiir 0 < s < m. Es kann gezeigt werden, daf3 die Wahl von verschiedenen m
dieselben Réume mit dquivalenten Normen ergibt. H*(2) ist auch gleich dem
Raum aller Einschrankungen auf €2 der Elemente von H*(R"™). Die Menge
D(®) ist dicht in H*(Q2) fiir jedes s > 0. Die Menge C*°(£2) ist dicht in H*(£2)
nurfﬁrogsgé.
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Satz 7.2.1 Sei 2 C R™ ein beschrinktes Gebiet, dessen Rand I' das eine
unendlich oft stetig differenzierbare (n — 1)—dimensionale Mannigfaltigkeit
ist. ) sei lokal auf einer Seite von I'. Die Abbildung
du
U= o € {0,1,...,u} (7.33)

g%j ist die Ableitung der Ordnung j nach der Auflennormalen auf T"), wobei

i die gréfste ganze Zahl mit der Figenschaft

1
p<s—g (7.34)
ist, von D(®) in D(—) kann stetig auf eine stetige lineare Abbildung von
H™(Q) in Hm_j_%(F) fortgesetzt werden. Diese Abbildung ist surjektiv und

hat eine stetige rechte Inverse.

7.2.6 Die Riaume H;(2), s >0, H*(2), s <0

Der Raum H§(€) ist die abgeschlossene Hiille von D(®) in H*(Q2) fir s > 0.
Fiir 0 < s < 3 gilt H§(Q) = H*(Q). Sonst ist H3(2) C H*(Q). Der Raum
H=(Q) (s < 0) ist definiert durch
H™(Q) = (H5(2))", (7.35)
d.h H7*(Q) ist der Dualraum von H{(2). Die Abbildung von H§(2) in
H*(R")
u— 1, (7.36)

wobei u die Fortsetzung von u durch 0 auflerhalb €2 ist, ist fiir s > 0, s &€
{%, 33, } stetig.

7.2.7 Die Riume =Z°(Q2) und D} (Q)

Es sei o(x) eine Funktion aus D(®), die auf 02 = I' verschwindet und die
von derselben Gréfenordnung wie die Abstandsfunktion d(x,I") von z zu I'
ist, d.h
o)
1
xﬂlctI?GF d(x’ F)

Da I' eine unendlich oft stetig differenzierbare Mannigfaltigkeit ist, existiert

=d#0 VageTl. (7.37)

eine solche Funktion. Fiir s € N U {0} definieren wir den Raum

[1]

(@) = {uld*' Dl € LX(Q), |a| < s} (7.38)
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und versehen ihn mit der Norm

SIS

[l

=) = (Z HQl&DMUH%Q(Q)) : (7.39)

laf<s

=5(Q) ist ein Hilbertraum, und wir haben
20Q) = L (), H*(Q) C=5(Q) C L*(Q) (7.40)

mit jeweils stetiger Einbettung. Der Raum D(®) ist dicht in =%(2). Fiir
s=k+0, ke NUO, 0 <6 <1 definieren wir

=4(0) = [251(), 25 Q)]0 (7.41)
Auch fiir jedes s > 0 ist D(®) dicht in Z°(€2). Wir definieren weiter (s > 0)
E70(Q) = (2°(Q)). (7.42)
Fiir » > 0 definieren wir den Raum
Dy(Q) = {ulu € H7(Q), Auec E27(Q)}. (7.43)
und versehen ihn mit der Norm
e 2y = Nl + 18] 2 s vy, (7.44)

Der Raum D(®) ist fiir r > 0, r + 1 ¢ N dicht in D;"(2). Der Spurensatz

in diesem Raum lautet
Satz 7.2.2 Fir jedes r >0, r + % ¢ N ist die Abbildung
U — ulp (7.45)

von D(®) in D(—) auf eine noch immer gleich genannte Abbildung von
D"(Q) in H2(T) stetig fortsetzbar.

Auch fiir 0 < s < 2 definieren wir den Raum
DA(Q) = {ulu € H*(Q), Au e E72(Q)}. (7.46)

und versehen ithn mit der Norm

|l QDZ\(Q) = ||ul 12%(9) + [|Aul 255—2(9)- (7.47)
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Definition 7.2.3 Der Raum H?

2 .(Q) ist der Raum aller Funktionen von R™

in R, deren Finschrinkungen auf jedes beschrinkte Gebiet (23 C Q) dem Raum
H?*(§Yy) angehdren. Der Raum Hj (R™) ist der Raum aller Funktionen von
R" in R, deren Finschrankungen auf jedes beschrinkte Gebiet ) dem Raum

H*(Q) angehoren. In diesem Raum ist die Konvergenz wie folgt definiert:
D, — g in H;, () = D|g — Dolg, in H* () (7.48)

fiir jedes 21 C Q beschrdnkt.

7.2.8 Der Raum B(a,b; F)

Definition 7.2.4 FEs sei E ein Hilbertraum. Wir definieren

C%([a,b]; E) (die Menge aller stetigen Funktionen

von [a,b] in E), wenn —oo < a <b< oo

Die Menge aller stetigen und beschrinkten Funktionen
von [a,00) in E, wenn —oo < a und b = oo

Die Menge aller stetigen und beschrinkten Funktionen
von (—o0,b] in E, wenn —oo = a und b < o0

Die Menge aller stetigen und beschrdinkten Funktionen

von R in E, wenn a = —00, b = o0
(7.49)
Der Raum B(a,b; E) ist mit der Norm
[elleapimy = sup [le(t)]le (7.50)
te(a,b]

versehen.

7.3 Das Dirichletsche Problem fiir die Lapla-

cesche Gleichung

In diesem Abschnitt wird das Dirichletsche Problem fiir die Laplacesche Glei-
chung zuerst fiir ein beschranktes Gebiet mit glattem Rand im R™ in den
soeben definierten Sobolewriumen und dann in der Halbebene im R? be-
trachtet.
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7.3.1 Ein beschrinktes Gebiet 2 im R™

Sei €2, wie oben, ein beschrinktes Gebiet, dessen Rand I' eine unendlich oft
stetig differenzierbare (n — 1)—dimensionale Mannigfaltigkeit ist. €2 sei lokal

auf einer Seite von I'.
Satz 7.3.1 Fiir s > 2 definiert der Operator P, gegeben durch
P(u) = (Au, uly), (7.51)

wobei A im verallgemeinerten (Distributions-) Sinn und u|p als stetige Fort-
setzung derselben Abbildung von D(®) in H*(Y) verstanden werden, einen

(algebraischen und  topologischen) Isomorphismus wvon H®*(Q)  auf
H*2(Q) x H2(T).

Satz 7.3.2 Fir s < 2, g — s & N definiert der Operator P, gegeben durch
P(u) = (Au, ul), (7.52)

wobei A im verallgemeinerten (Distributions-) Sinn und u|,. als stetige Fort-
setzung derselben Abbildung von D(®) in DX (Q) verstanden werden, einen
(algebraischen und topologischen) Isomorphismus von D% () auf Z°72(Q) x
H*2(T).

Fiir 2 — s € N wissen wir nicht, ob der Raum D(®) dicht in D3 () ist.

Es gilt aber

s s—3 s+3 s—1 s— s
DA() = (D 3(@), DX 3@, HHD) = [N, D)y (7.59)
und wir definieren den Operator
U — ulp (7.54)

von D3 () in H*~2(I') als die Interpolation zwischen den gleich genannten

Operatoren von DSA*%(Q) in H5~Y(T') und von D**2(Q) in H*(I'). Mit ande-
ren Worten: Es sei A; ein selbstadjungierter positiv definiter unbeschrink-
ter Operator von DZ_%(Q) in D¥2(Q) mit D(A;) = D**2(Q) und R(A;) =
DS_%(Q), A5 ein selbstadjungierter positiv definiter unbeschrankter Opera-
tor von H* }(T') in H*~!(T') mit D(Ay) = H*(T') und R(Ay) = H* (T, =,
die Abbildung u —— u|. aus Satz 7.3.2 von DZ_%(Q) in H5~YT) und Z, die
Abbildung u — u| aus Satz 7.3.2 von D*t2() in H*(T"). Da das Diagramm
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Dy Q) - H(I)
A7 A
D5(Q) H*3(I)

y A
AZ AZ
s+1 El
DA () - HY(T)

kommutativ ist, kann die Abbildung u —— ulp von D3 () in H*3(I) ent-

weder als A2Z5A, 2 oder als A; 2Z;A2 genommen werden. Wir erhalten
Satz 7.3.3 Fiir g — s € N st der Operator P, definiert durch
P(u) = (Auul,). (7.55)

ein  (algebraischer und topologischer) Isomorphismus wvon D3%(Q) auf

=5-2(Q) x H2(TD).
Folgerung 7.3.4 Das Problem

Au = 0 m

(7.56)
u = g€ HI) aufT

hat genau eine Losung in HSJ“%(Q) fir s > 3 und in DL(Q) fir s < 3.

7.3.2 Die Halbebene im R?

Ohne die Allgemeinheit zu beschrénken, betrachten wir hier nur die Halb-
ebene y > 0. Natiirlich gilt alles entsprechend fiir jede andere Halbebene im
R2. Diese Halbebene (y > 0) nennen wir Ri, und die Gerade y = 0 nennen

wir R. Zunéchst definieren wir die Abbildung

B 2x 1-x2—y?
foy)= ((y +1)2+x27 (y+1)2+ x2> ' (7.57)
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Diese Abbildung bildet die Kreisscheibe K (0,1) in die Halbebene R? ab. Die
Jacobideterminante dieser Abbildung betrigt

f(e) = ~10(e.9) = H;f‘ - (7.58)
Nun definieren wir die folgenden Raume:
H3R%) = {ul(uof) e H*(K(0,1))}, s€R,
=Z5(RY) = {u|(uof) € B5(K(0,1))}, seR, (7.50)
Djy(R2) = {ul(uof) e DA(K(0,1))}, seR,
H3R%) = {ul(uof) € H*(0K(0,1))}, s€R,

und versehen sie mit entsprechenden Normen. Natiirlich sind die R&dume
H3(R?) und H°(K(0,1)) bzw. Z5(R3) und Z°(K (0, 1)) bzw. D3,(R?) und
HR(K(0,1)) bzw. H(R) und H*(0K(0,1)) miteinander isomorph. Ein Iso-
morphismus ist durch

ur——uof (7.60)

gegeben. Eine dquivalente Definition fiir den Raum HJ(R2) ist durch

) = fulou = e R 2R | (o)

und fiir den Raum H)(R) durch

1
0RY — _ 0OR) _ T2
HY(R) = {u|\/$u =t € R =L*(R) } . (7.62)
gegeben.
Satz 7.3.5 Die durch
u— (Au,ulg) (7.63)

definierte Abbildung definiert einen (algebraischen und topologischen) Iso-
morphismus von H3(R2) in H >(R2)xH, 2 (R) fir s > 2 und von D3 ,(R?)
in 25 (R2) x H, *(R) fir s < 2.

Beweis. Dies folgt direkt aus Sétzen 7.3.1, 7.3.2 und 7.3.3. Q.E.D.
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Folgerung 7.3.6 Das Problem

Au = 0 in R2

(7.64)
u = g€ H;(R) auf R

sl
hat genau eine Lisung in H¢+2(Ri) fir s > 2 und in D3 4(R2) fir s < 3.

Satz 7.3.7 Sei R? als C und R? als C. angenommen. Gilt fir zwei analy-
tische Funktionen g,h : C. — C mit Re g, Im g, Re h, Im h € Dz(b(Ri)

Re (go - ho) = 0, (7.65)

wobei go, hg € Ho(R) die Grenzwerte der Funktionen g, h auf R = 0C,
sind, so gilt
Re (g-h) =0 (7.66)

i ganz Cy .

Beweis. Die Funktionen f o f und g o f sind analytisch, und ihre reellen

und imaginiren Teile gehren zu DX (K (0,1)). Dann gilt
lim(g o)l ya_ye =goof lim(hof)la oo =hoof,  (7.67)

wobei die Grenzwerte als Grenzwerte der Funktionen in L?([—m,71]) zu ver-
stehen sind. Die Funktion Re [(g - h) o f] = Re [(gof) - (h o f)] geniigt der
Laplaceschen Gleichung in K(0,1) und es gilt

llm[(g . h) (0] f”x2+y2:r2 — 0 (768)

r—1

in L'([—7,7]). Daraus folgt Re [(g - h) o f] = 0 und weiter Re (g - h) = 0.
Q.ED.

7.4 Das Cauchysche Integral

Sei I' C C eine doppelpunktfreie stiickweise glatte Kurve und ¢ : I' — C

eine Funktion. Wir betrachten hier das komplexe Integral

) = Lo o(7)
MK(w,e)
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Bemerkung 7.4.1 Ist ¢ € C¥*(T") und T beschrdinkt, so existiert das Inte-
gral C(p;w) in jedem Punkt w € T, wo ¢ Hélder-stetig ist, und C(p;-) ist in
diesen Punkten Hélder-stetig. Ist wy ein Punkt, wo ¢ nicht Hélder-stetig ist,
so haben wir in einer Umgebung von wy

wo—) — p(wo+)
2mi

Cloyw) = il In(w — wp) + Co(w), (7.70)
wobei Co(w) in wy Holder-stetig ist.

Der Beweis befindet sich in GACHOV [4], §5.1 und 8.2.

Bemerkung 7.4.2 Ist y:€ C%*(R), so existiert das Integral

Jy(x) = — lim / + yV(Y) dy (7.71)

in jedem Punkt x, wo ~ Hélder-stetig ist, und dort ist auch Jy(x) Hélder-

stetig. Ist xo ein anderer Punkt, so gilt

Jy(x) = (v(x0—) = v(x0+)) In(x — x0) + Jo(x), (7.72)
wobei Jo(x) Holder-stetig in xq ist. Im Unendlichen haben wir

1

T o

(Y(x0—=) = (xo+)) In x| + J1(x), (7.73)

x0EK

Jy(x)

wobei nun Jy(x) Holder-stetig im Unendlichen ist.

Der Beweis kann aus GACHOV [4], §4.6 und Bemerkung 7.4.1 abgeleitet

werden.

Bemerkung 7.4.3 Ist I beschrinkt, so ist der Operator p(w) — C(p;w)
in LP(T") fir 1 < p < oo beschrankt.

Der Beweis befindet sich in MICHLIN-PROSSDORF [13], §II-2.

Bemerkung 7.4.4 Ist I beschrinkt, so ist der Operator ¢(w) — C(p;w)
in H™(I') fir m € N beschrdnkt.

Der Beweis befindet sich in MICHLIN-PROSDORF, §I1-6.

Bemerkung 7.4.5 Der Operator v(x) — Jy(x) ist in LP(R) fir 1 < p <

oo beschrankt.

Der Beweis befindet sich in CALDERON [3].
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7.5 Plemeljsche Formeln

Definition 7.5.1 Eine Funktion v : R™ O @ — R™ heifit harmonisches

Vektorfeld, wenn sie stetig differenzierbar in € ist und in jedem Punkt von €)

ov;  Ovj . .
=—, V 1,2,... 7.74
ax] axl ) Z’ ] E { ) ) ) /n’} ( )

und

divv=0 (7.75)
gilt.

Die Menge R? kann als ein topologischer Raum mit C identifiziert werden.

Das Hauptergebnis dieser Identifikation ist der folgende Satz.

Satz 7.5.2 Ist v: R2 D Q — R2 ein harmonisches Vektorfeld, so ist die
Funktion F': C D Q — C, die durch

Fla +iy) = v,(2,y) — iv,(,y) (7.76)

definiert wird, eine analytische Funktion. Umgekehrt: Ist F': C 2 Q2 — C

eine analytische Funktion, so ist die Funktion v : R® O Q — R2, die durch
v(x,y) = (Re F(x +1iy), —Im F(x +1iy)) (7.77)
definiert wird, ein harmonisches Vektorfeld.
Der Beweis dieses Satzes ist trivial.

Satz 7.5.3 (Analytische Fortsetzung)

Es seien €2y und €y zwei benachbarte Gebiete in C mit einer gemeinsamen
glatten Randkurve T'. Sind die Funktionen Fy : Q1 — C und F5 : Q9 — C
analytisch mit tibereinstimmenden Grenzwerten auf I', so sind sie beide eine

direkte analytische Fortsetzung voneinander.

Den Beweis findet man z.B. in NEHARI, [15]. Eine direkte Folgerung dieses
Satzes und der R? = C-Identifikation sind die folgenden zwei Sétze.

Satz 7.5.4 Es seien ; und Qo zwei benachbarte Gebiete in R? mit einer
gemeinsamen glatten Randkurve T'. Ist die Funktion v : @ UQ UT —
R? stetig und als v : Q3 — R2 und v : Qy — R2? ein harmonisches
Vektorfeld, so ist sie auch als v : Q1 U Qo UT — R2 ein harmonisches
Vektorfeld.
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Satz 7.5.5 Es seien Q; und Qy zwei benachbarte Gebiete in R? mit einer
gemeinsamen glatten Randkurve . Ist die Funktion ® : Q; UQ UL — R
stetig differenzierbar und als ® : Q; — R und ® : Qs — R harmonisch,

so ist sie auch als ® : Q; UQy UL — R harmonisch.

Bemerkung 7.5.6 Die Sdtze 7.5.3 bis 7.5.5 gelten auch, wenn I' nur eine
stiickweise glatte Kurve ist, falls alle Punkte, wo I' nicht glatt ist, isoliert

sind.
Der Beweis dafiir ist trivial.

Hilfssatz 7.5.7 Es sei I’ eine doppelpunktfreie stiickweise glatte beschrinkte
geschlossene Kurve und ). das Gebiet aufferhalb I'. Es existiert ein harmo-
nisches Vektorfeld vy : Q¢ — R? mit den Eigenschaften:

(vi-v)(x) = 0, xeT,
lim vy(x) = 0, (7.78)

x| =00

1f(vl co)(x)dx = 27.

Beweis. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit kénnen wir voraussetzen,
dal der Ursprung des Koordinatensystems innerhalb der Kurve I" liegt. Es

sei @ die Losung des dufleren Dirichletschen Problems

Ad(x) = 0 x € Q,
®(x) = —In(|x]) xel, (7.79)
O (x) beschréankt in oo .

Nun definieren wir ein harmonisches Vektorfeld vy durch
va(x) = grad [In(|x|)] + grad ®(x). (7.80)

Dieses Feld verschwindet im Unendlichen, hat die tangentielle Ableitung
gleich Null auf I' und es gilt

/ (va - v)(x)dx = 27 (7.81)
Durch
Oo = B (7.82)

Viy = Vg
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wird ein neues harmonisches Vektorfeld mit den gesuchten Eigenschaften
erreicht. Q.E.D.

Satz 7.5.8 (Sochotski 1873, Plemelj 1908) Sei I' C C eine beschrinkte
nichtselbstschneidende glatte Kurve und ¢ : I' — C eine Hélder-stetige
Funktion. Dann hat das Cauchysche Integral

M) = L [ 20 g, (7.83)

2y ) T — 2
r

die Grenzwerte 11 (w) und I1_(w) von beiden Seiten von I' in jedem Punkt

der Kurve aufSer an den Enden, und sie geniigen'?

I (w) = %go(w)Jri.VP.!f(er,

21

(7.84)

211

M (w) = —;gp(w)+L.V.P.Ff%dT.

Umgekehrt: Besitzt eine in C\I' analytische beschrinkte Funktion die Grenz-
werte I1, (t) und I1_(t) auf beiden Seiten von I' in jedem Punktt € T aufler
wielleicht an den Enden von T', sind 11y wund II_ in jedem Punkt, wo sie

definiert sind, Holder-stetig, und strebt 11 gegen 0 im Unendlichen, so gilt

V() = 21m f(_TldT, (7.85)
wobes

p(w) = I (w) — I1_(w) (7.86)
18t.

Der Beweis der ersten Richtung dieses Satzes befindet sich im GACHOV
[4]. Die andere Richtung folgt direkt aus dem Satz von LIOUVILLE (eine be-
schrankte ganze Funktion ist eine Konstante) und dem Satz iiber analytische
Fortsetzungen (Satz 7.5.3).

'Mit V.P. wird lim J gemeint.
€0\ K(z,e)
2Ist T' geschlossen und das Integral im positiven Sinne genommen, so ist die innere

Seite von I' die ”+” Seite. In anderen Fillen wird die 747 Seite auf entsprechende Weise

bestimmt.
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Bemerkung 7.5.9 Satz 7.5.8 gilt auch dann, wenn ' nur stickweise glatt
und ¢ stickweise Hélder-stetig sind. Die Gleichungen (7.84) gelten dann nur
fiir die Punkte, wo I glatt und ¢ Hélder-stetig sind. Auch fir die umgekehrte
Aussage geniigt schon, daf§ I' stiickweise glatt und ¢ stiickweise Holder-stetig
sind. In den Punkten, wo I' nicht glatt ist, gilt

Me(w) = (1-2)ew)+ VP 2@ g,

(7.87)
I_(w) = —%go(w)—l—ﬁVP.!‘png,

T

wobei o der Winkel zwischen den Einheitstangenten in w 1st.
Dies kann aus Satz 7.5.8 und GACHOV [4], §4.5 abgeleitet werden.

Bemerkung 7.5.10 Ist I' unbeschrdnkt und hat o einen kompakten Trdger,
so bleibt die Giiltigkeit der Gleichungen (7.84) erhalten.

Beweis. Das Integral iiber I' wird als Integral {iber supp ¢ aufgefaft.
Q.E.D.

Bemerkung 7.5.11 Auch wenn I' die reelle Achse ist, gilt Satz 7.84, wenn
@ stiickweise Hdélder-stetig ist.

Dies ist in GACHOV [4], §4.6 bewiesen.

Satz 7.5.12 Es sei I’ C C eine stiickweise glatte doppelpunktfreie Kurve und
z: R DM — T eine Parameterdarstellung von I' mit der Eigenschaft

KOl =1, &€ M,, (7.88)

wobei My C M die Menge aller stetig differenzierbaren Punkten von z ist.
Ist u € Cy*(My) (Co*(My) ist die Menge aller Holder-stetigen Funktionen
mit einem kompakten Triger in My), uw: M — R eine Funktion, dann ist

durch

w(x,y) = (Re ¥(x+1iy), —Im ¥(x+1iy)) , (7.89)
wobei
W(g) = 21m / m, g€ C\T (7.90)
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ist, ein harmonisches Vektorfeld gegeben. Die Komponenten von w sind auf

I' von beiden Seiten Holder-stetig fortsetzbar. Es gilt

-v(z = w_(z - u(z — Im z'(§) 11(777)(3177
w(z(£)) - v(z(§)) = w_(2(¢)) - v(2(§)) =1 [2wfVI:£zm)—z@)

(7.91)

w(2(¢)) - 0(z(§)) = +5

2u({) + Re

27i z(§)

2 p /d”] (7.92)

fir & € My. Ist T eine geschlossene Kurve und gilt

/U(é)dé =0, (7.93)
dann gilt auch
/ wa(x) - o(x)dx =0, (7.94)

T

Beweis. Das Integral (7.90) ist ein Cauchysches Integral der Funktion :/(é)) :

Aus (7.88) folgt 2/(€) # 0. Deswegen ist ¥ eine in C\I" analytische Funktion,
und dann ist w ein harmonisches Vektorfeld (Satz 7.5.2). Die Plemeljschen

Formeln ergeben

UL (2(6)) = i;:(é)) + ;mVP.AZ m. (7.95)
Es gilt
w(z(§)) - v(2(§)) = Im [2/(§)V+(2(E))]
= Im |£lu(¢)+2EV.P f 5)] (7.96)
= Im |Z8V.P fjm&ﬂ
und
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Damit ist (7.91) und (7.92) bewiesen. Ist I' eine geschlossene Kurve und gilt
(7.93), so haben wir

Jw(x) - o(x)dx = A{IWﬁ:<Z(€)>'U<Z(§>)|Z/(€>|d§

= i;éu@M§+Re[ \/Pfdffi%f%?
(7.98)

Die Integrationsordnung darf hier vertauscht werden (MICHLIN-PROSSDORF
[13], Kap. 11,§4.3, Satz 4.4) . Die Funktion

§)dg

nr+— V.P. /7 7.99
) (729
ist eine Konstante und betrégt —im. Dies ergibt
1
/wi X)dS = +=~ / d£+§/ummn:0, (7.100)
M

und damit ist (7.94) bewiesen. Q.E.D.

7.6 Dominante Gleichung

Hier wird folgendes Problem betrachtet:

Problem 7.6.1 (Die dominante Gleichung)
Sei I' eine beschrinkte geschlossene Holder-stetige Kurve. Gesucht wird eine

Hélder-stetige Losung ¢ : I' — C der Gleichung

aw)p(w) + 1

f(w), werT, (7.101)

wobei a,b, f : ' — C drei Héolder-stetige Funktionen mit der Eigenschaft
a(w)* —b(w)* #0, weTl (7.102)

sind. Von besonderem Interesse ist der Fall, daf$ a reellwertig und b ima-

gindrwertig sind, d.h. der Fall

p(w)e(t) + v p

(w), weT, (7.103)

wobei p, q zwet Hélder-stetige reellwertige Funktionen sind. Das Problem
heifst homogen, falls f =0 ust.
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Dieses Problem wurde in GACHOV [4] und in MICHLIN-PROSSDORF [13]

betrachtet. Wir geben nur die Ergebnisse an.

Definition 7.6.2 Sei I eine geschlossene glatte Kurve und G : I' — C eine
stetige Funktion, die nirgendwo verschwindet. Die Windungszahl der Funkti-
on G ist der Zuwachs des Arguments von G bei einem Durchlauf entlang der

Kurve T' in positiver Richtung dividiert durch 2.

Ist z : [a,b] — T eine stiickweise stetig differenzierbare Parameterdar-
stellung von I und G fast iiberall stetig differenzierbar, so ist die Windungs-
zahl von G gegeben mit:

b
1 [ #G((6))

Y N E3)

Nun definieren wir die Windungszahl von G im Fall, dal G nur stiickweise

de. (7.104)

stetig ist.

Definition 7.6.3 Sei G : I' — C ecine stiickweise stetige und stiickwei-
se stetig differenzierbare Funktion, z : [a,b] — T eine stickweise stetig
differenzierbare Parameterdarstellung von I', und &, k = 1,2,...,n die Un-
stetigkeitspunkte von G o z. Es gelte weiter G(t) # 0, t € I' und

arg G(&+t)

G (&)

wobei das Argument aus dem Bereich (—m,m| genommen wurde. Die Win-
dungszahl der Funktion G ist

#m, k=1,2,...,n, (7.105)

b+n
_ 1G9
Ind G = % ;1/ Gz(g)

d, (7.106)

wobei G, : [a,b+n] — C,
G(2(6)) £ <&,

aG(2(§+) + (1 —)G(2(&—)) E=&+khk—1+a,
k=1,2,...n, a€l0,1],

G.(§) = G(2(€ — k)) p+ k<& <&+ kK,
k=1,2,...,n—1,
G(2(¢ —n)) &> &ntn.
(7.107)

18t.
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Ist ¢ eine Losung der Gleichung (7.101), so ist es offensichtlich auch eine
Losung der Gleichung

b(t)c(t

(et + Wy p / SO(TidT = f()e(t), t €T, (7.108)

v T —
r

wobei ¢ : I' — C eine Holder-stetige Funktion ist, die nirgendwo auf I'

verschwindet. Umgekehrt: Ist ¢ eine Losung von (7.108), so ist es auch eine

Losung von (7.101). Daher kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

voraussetzen, dafl gilt

a(t)> —b(t)* = 1. (7.109)
Definition 7.6.4 Die Zahl
a—>b
= Ind 7.110
" . a+b ( )

heifit die Windungszahl der Gleichung (7.108).

Satz 7.6.5 Sei zg € ) ein Punkt innerhalb T,

at)* —bt) =1, teT, (7.111)
a—>b
= Ind 7.112
e a+b ( )
und (r)=b(7)
1 [ Go—n) e

Z(t) = —— e r e (7.113)

(20 — )"

Gilt k > 0, so sind alle Holder-stetigen Losungen der Gleichung (7.101)
durch

o(t) = a(t)f(t) — b(tirzi(t) / é((:)) Td_Tt LU ZH) P (t),  (T.114)

gegeben, wobei P,_q ein Polynom vom grad k — 1 ist. Gilt kK = 0, so lautet

die einzige Holder-stetige Losung der Gleichung (7.101):

pl(t) = alt) f(t) - b(t)fi () / é((:)) Td_Tt. (7.115)

Gilt k < 0, so hat die Gleichung (7.101) nur dann eine Holder-stetige Losung,

wenn

for—t _
F/Z(T)df_o, k=1,2,..,—k (7.116)

gilt, und diese Losung ist durch (7.115) gegeben.
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Bemerkung 7.6.6 Im Fall (7.103) erhalten wir
1 ;—;.fln(zo—’r)%—% farctan %%
Z(t) = ————e ¥ r " (7.117)
(20 — 1)"
Bei k = 0 ergibt sich
—%farctan%%
Z(ty=e T (7.118)
Satz 7.6.7 Ist die Funktion
a—>b
= 7.119
a+b ( )
stiickweise stetig und beschrdankt und gilt
G(ty+)
ar s 7.120
in allen Unstetigkeitspunkten von G, so hat der Operator
b(e) u()
- “Elyp. / d 7.121
Qu(p) = alp)ulp) + J 7 T (7.121)

im Fall Ind G < 0 bzw. Ind G = 0 bzw. Ind G > 0 eine linke Inverse bzw.

eine Inverse bzw. eine rechte Inverse in L(L*(T)).

Dies ist zusammen mit der Definition der Windungszahl fiir stiickweise

stetige Funktionen nur ein Spezialfall von Satz 4.2 in MICHLIN-PROSSDORF

[13], §4.4.

7.7 Halbgruppen von Operatoren

Sei X ein Hilbertraum und A : X — X ein linearer Operator. Gesucht wird

die Losung der Differentialgleichung

du
L Au=
7 +Au=0

mit der Anfangsbedingung

u(0) = ug, ug € D(A),

wobei u : [0,00) — X eine stetige Funktion ist.

(7.122)

(7.123)
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Definition 7.7.1 Gilt fir {Ty;t >0} CL(X, X)

Tth — Tt+$ (fur t, S Z 0),
To =1, (7.124)
5 — thn? Tix = Tyx, Vo >0, Vxe &,
—10

so heifst {Ti} eine Halbgruppe der Klasse Cy. Gilt zusditzlich
[Tell < 1, (7.125)

so heifst {Ti} eine Kontraktionshalbgruppe der Klasse Cy. Gilt (7.124) und
gibt es fiir jede stetige Halbnorm p auf X eine stetige Halbnorm q auf X mit
der Eigenschaft

p(Tex) <q(x), Vt >0, Vx e X, (7.126)

so heifst {T.} eine gleichmdfig stetige Halbgruppe der Klasse Cy. Der Ope-
rator A, definiert durch

1
Ax = — hli%ﬂr E<Th —1)x, (7.127)
wobei {Ty} eine gleichmdfig stetige Halbgruppe der Klasse Cy ist, heifst der

infinitesimale Generator der Halbgruppe {T.}.

Bemerkung 7.7.2 Ist A der infinitesimale Generator einer gleichmdfig ste-
tigen Halbgruppe {T} der Klasse Cy und ug € D(A), so ist die durch

u(t) = Teug (7.128)

definierte Funktion u : [0,00) — X in jedem Punkt t € [0,00) differenzier-

bar, und es gilt

1 .
—H(t) = lim > (u(t +h) = u(t) = —Au(t), lim u(t) =uo.  (7.129)

t—0+

Beweis. YOSIDA [24], §IX-3.

Satz 7.7.3 (PHILLIPS und LUMMER). Es sei X ein Hilbertraum und A :
X — X ein linearer Operator, dessen Definitionsbereich D(A) dicht in X
ist. Die durch

Tex = lim e A ATy (7.130)

n—oo
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definierte Halbgruppe ist eine Kontraktionshalbgruppe genau dann, wenn
Re (Ax,x) >0 (7.131)

und R(I + A) = X gilt. Der infinitesimale Generator dieser Halbgruppe ist
A. Dies ist auch die einzige Kontraktionshalbgruppe mit dem infinitesimalen

Generator A.
Beweis. Erfolgt durch Ersetzen A durch —A in YOsIDA [24], §IX-8.

Hilfssatz 7.7.4 Es sei X ein Hilbertraum und A : X — X ein abgeschlos-

sener linearer Operator, dessen Definitionsbereich D(A) dicht in X ist. Gilt
Re (Ax,x) >0 (7.132)
und ist R(1 + A) dicht in X, so ist R(I+ A) = X.

Beweis. Es gilt
Re ((I+A)x,x) > 1 (7.133)
und R(l + A) ist dicht in X. Dann ist | + A injektiv und fiir den linearen
Operator (1+A)™1 :R(I1+A) — X gilt
114+ A7 < 1. (7.134)

Der Operator (I+A)~! kann dann stetig auf ganz X fortgesetzt werden. Diese

Fortsetzung erfiillt
(I+A)1+A)x=x, Vx €R(I+A). (7.135)

Nun kann auch der Operator (I + A)7 (I + A) stetig auf ganz X fortgesetzt
werden. Weil A abgeschlossen ist, mufl R(I + A) = X gelten. Q.E.D.

Satz 7.7.5 FEs sei X ein Hilbertraum und A : X — X ein abgeschlossener
linearer Operator, dessen Definitionsbereich D(A) dicht in X ist, und ¢ € R.
Es gelte

Re (Ax,x) > ¢, Vx € D(A) (7.136)

und R(Al 4+ A) sei dicht in X fiir ein X > 0. Die durch

Tex = et lim e HA-D(Hn i (A—e) ™y (7.137)

n—oo
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definierte Halbgruppe ist eine gleichmdfig stetige Halbgruppe der Klasse Cy

mat der Eigenschaft
[Tell < e (7.138)

Der infinitesimale Generator dieser Halbgruppe ist A. {Ti} ist auch die ein-
zige gleichmdflig stetige Halbgruppe der Klasse Cy mit dem infinitesimalen
Generator A, die (7.138) gendigt.

Beweis. Gemaf KATO [7], §V-10 ist R(Al + A) dicht in & fur jedes A mit
Re A > —c. Wir wenden Hilfssatz 7.7.4 und Satz 7.7.3 auf den Operator
A — cl an und erhalten die Behauptung. Q.E.D.
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Symbolverzeichnis

Menge der reellen Zahlen (auch Gerade
y =0 im R?)

{(z,y)lz,y € R}

siehe Seite 14

als Menge das gleiche wie R2, R?

ein Intervall im R

ein (meistens beschriinktes) Gebiet im R?,
Seiten 129 und 131

cartesische Koordinaten im R2

polare Koordinaten im R?

ein Punkt im R2

die Zeit, t > 0

die porose Kurve

Einheitsnormale des I’

Einheitstangente des I'
Geschwindigkeit des Fluids

die Geschwindigkeit des Fluids im Unendlichen

der Druck des Fluids

die Grenzwerte der Geschw. bzw. des Drucks auf I'

Funktion der Porositat

die Zirkulation des Fluids dividiert durch 27,

Seiten 15 und 59
die Dichte des Fluids
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c,c.,C_ die Konstanten in der Bernoullischen Gleichung
S supp 11 € T’
T '\ supp 1
A,B,C,Q, T wversch. lineare Operatoren
K(x,¢) die Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt x und Radius ¢
Re der reelle Teil einer komplexen Zahl
Im der imaginére Teil einer komplexen Zahl
supp der Trager einer Funktion
V, grad der Gradient-Operator, Vp = (g—i, %)7
Ovz Oy
or Oy
div der Divergenz-Operator, div v = ‘%‘ + E%y
rot der Rotationsoperator, rot v = %L; — %ny
Grad der Fliachengradient, Seite 20
f.i. fast iiberall
V.P der Hauptwert eines Integrals, Seite 144
Ind Windungszahl, Seite 148
I die Identitét, Ix = x
D(T) der Definitionsbereich des Operators T
R(T) der Wertebereich des Operators T
X’ der Dualraum von X
(X, Vo Interpolationsraum, Seite 130
A der zu [X, Y]y zugehorige Operator, Seite 130
(@] Index, Seite 129
|[c]] siehe Seite 129
Dl die partielle Ableitung, Seite 129
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f =FF Fouriersche Transformation

L(S,R) Raum der stetigen linearen Operatoren von S in R

C>*(Q) = D(®) Raum der unendlich oft stetig differenzierbaren
Funktionen auf €2

Ce () Raum der unendlich oft stetig differenzierbaren
Funktionen auf 2 mit einem kompakten Trager in €2

D'(®) Der Dualraum von D(®)

L3(2) Raum der quadratisch integrierbaren
Funktionen in (2

11(0) das Cauchysche Integral, Seite 140,143

Co(t) der Hilbert-Operator (allgemein), Seite 140

Jv(x) der Hilbert-Operator (Gerade), Seite 141

Hv(p) der Hilbert-Operator (Kreis), Seite 61, §4.2

W,R,S,P,D? Operatoren auf H, Seite 105
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Raum Seite

C%(Q) 128

C%(Q) 128

H3(Q), H™(Q), H¥(R") 129,131,132

H;(Q) 133

=5(Q) 134

DX (Q), DA (Q) 134,135
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Hy'(R2), H3(R2), H3,(R2), ©3(R2), Dy (R3) 138
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