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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit beschéftigen wir uns mit dem reellen nichtsinguléren
schiefsymmetrischen Eigenwertproblem. Nach Einfithrung in eine Stérungstheo-
rie werden wir ein reelles Verfahren zur Eigenreduktion vorstellen, mit dem wir
nachstehendes Ziel verfolgen: Haben kleine relative Storungen der Matrixelemen-
te im Sinne der Storungstheorie nur kleine relative Anderungen der Eigenwerte
zur Folge, so haben die in endlicher Genauigkeit berechneten Eigenwerte kleine
relative Fehler. In diesem Sinne ist das Adjektiv ,,genau“ im Titel zu verstehen.
Die Bestimmung oberer Schranken fiir die relativen Fehler in den berechneten
Eigenwerten ist weiterer zentraler Bestandteil vorliegender Arbeit.

Nichtsingulére schiefsymmetrische Eigenwertprobleme entstehen beispielswei-
se aus physikalisch-technischen Problemstellungen. So fiihrt die Betrachtung gy-
roskopischer Systeme auf das quadratische Eigenwertproblem

(N +AX +Y)z =0

mit schiefsymmetrischem nichtsinguldrem X und symmetrischem positiv defini-
tem Y. Mit Y = ZZ7 ist das quadratische Eigenwertproblem #quivalent zum
nichtsingulédren schiefsymmetrischen Eigenwertproblem

0o Z7
g _x |Y=Hmy-

Wir werden uns in vorliegender Arbeit auf nichtsingulédre Eigenwertprobleme be-
schréanken. Bei singuldren Eigenwertproblemen, z.B. solchen ungerader Ordnung,
wére die Betrachtung relativer Genauigkeit der in endlicher Arithmetik berech-
neten Eigenwerte nicht moglich.

Demmel, Kahan [12] untersuchten die relative Genauigkeit bei der Berechnung
von Singuldrwerten bidiagonaler Matrizen. Barlow, Demmel [4] verallgemeinerten
die Resultate fiir skaliert diagonaldominante Matrizen und Demmel, Veselié¢ [13]
fiir symmetrische positiv definite Matrizen. Veseli¢ [31] préisentierte ein Jacobi-
dhnliches Verfahren fiir indefinite symmetrische Matrizen, von dem Slapnicar
[29] Genauigkeit im obigen Sinne untersuchte. Deichmoller [10] behandelte Ver-
fahren und Genauigkeitsanalyse fiir verallgemeinerte Singulédrwertprobleme. Die
Betrachtung schiefsymmetrischer Matrizen in vorliegender Arbeit ist im Lichte
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4 FEinleitung

der zitierten Resultate zu sehen.

Das vorzustellende Verfahren basiert auf einer Grundidee von Veseli¢ [31], [32]
und besteht im Wesentlichen aus zwei Schritten:

1. Von der gegebenen nichtsinguliren Matrix S € R*?", S = —ST n > 2
wird eine schiefsymmetrische Faktorisierung

0 I

T T _
PSP = LJLT | J—[_[ ;

] , IeR™" (0.1)

mit vollstdndiger Pivotierung geméf einer von Bunch [6] angegeben Metho-
de vorgenommen, wobei die Permutationsmatrix P durch die Pivotierung
bestimmt wird.

2. Der Faktor L wird so von rechts mit einem symplektischen 7' (d.h. TTJT =
J bzw. dquivalent TJTT = J) transformiert, dafl LT = UA mit unitirem
U und diagonalem positiv definitem A = E @ E gilt. Dann ist PSPT =
LILT = LTJTTLT = UAJAUT, dh. UTPSPTU = AJA. Die Quadrate
der Spaltennormen der resultierenden Matrix UA sind also die positiven
Imaginérteile der Eigenwerte von S, wédhrend die normierten Spalten die
orthogonale Eigenvektormatrix von S bilden. Die Transformation mit T
erfolgt in einem iterativen Proze8.

Der erste Schritt ist eigentlich ein Schritt des LR-Verfahrens. Man kann ihn
als Priakonditionierer auffassen. Er bildet die Grundlage, um im zweiten Schritt
implizit das zu (S, I) dquivalente Eigenwertproblem des Paares (LTL,J), d.h.

T
Kz =i\Jx | K:LTL:[g % ] , it =—1 (0.2)

zu losen. Die gegebene schiefsymmetrische Matrix S wird also nicht, wie bei
der Methode von Paardekooper [25], orthogonal transformiert. Vielmehr werden
die Spalten des Faktors L in einem iterativen Prozefl orthogonalisiert. In die-
sem zweistufigen Vorgehen liegt gerade der Vorteil der vorgestellten Methode,
denn der iterative Prozefl kann als eine stabile Diagonalisierung des positiv de-
finiten K mittels Kongruenztransformationen aufgefafit werden ([13], [29], [31]):
TTKT = TTLTLT = AUTUA = A?. Dariiber hinaus ist in einem Programm
die Akkumulation der Transformationsmatrizen zur Bestimmung der Eigenvek-
toren von S nicht nétig; grundsétzlich wird auf einem einzigen zweidimensio-
nalen Feld gearbeitet. Gegeniiber dem Verfahren von Paardekooper spart man
dadurch Speicherplatz und Rechenzeit. Wir werden in vorliegender Arbeit ei-
ne neue Jacobi-dhnliche Methode fiir den iterativen Prozefl des obigen zweiten
Schrittes vorstellen.



FEinleitung D

Der zweite Schritt besteht aus einer Folge symplektischer Transformationen
LD — pmptm) -y =1 2. (0.3)

mit L) = L. Die Transformationen kann man wie bei Jacobi-Verfahren iiblich
zu Zyklen gruppieren. Wir werden zwei Arten solcher Zyklen unterscheiden. In
normalen Zyklen gibt es ausschlieflich Skalierungen und orthogonale Rotatio-
nen, die sich hochstens in Submatrizen der Ordnung 4 von der Einheitsmatrix
unterscheiden. Jeweils einige aufeinanderfolgende Transformationen sind so auf-
einander abgestimmt, daf} ihre Konkatenation eine Submatrix

Flgm) FIEZ]") B(m) B(pm)
5n> Fm) B(m) plm)

Bim Bm clm clw | o 1Spsn-l, prlsgsn,  (04)
) o) m)  iom)

qu qu Cpq qu

von

(m) BT
(m) — " pom _ | &
K =L L —le) Cm) 1
diagonalisiert. In der Tat kann man durch geeignete Vortransformation von K
sogar
=cm | Fm=cm = BMm=pmn=g (0.5)

pp

fiir smtliche Submatrizen (0.4) und alle m annehmen. Die Diagonalisierung
einer solchen Submatrix wollen wir hier kurz skizzieren. Dazu fithren wir eine
symbolische Schreibweise fiir Matrizen der Ordnung 4 ein. L&t man die Umrah-
mungen von Positionen zunéchst auler Acht, so représentiert das linke Symbol

von
® ® ®
® ®
—
® ® ® *
® ® *
eine blockdiagonale Matrix der Ordnung 4, wihrend rechts aulerdem der erste
Block diagonal ist. Mit Sternen wird die Beliebigkeit von Matrixelementen sym-
bolisiert, wéhrend gleiche andere Symbole (in der linken Matrix die beiden gefiill-
ten Kreise) Gleichheit von Elementen darstellen. Mit dem Pfeil deuten wir den
Ubergang der linken in die rechte Matrix mittels symplektischer Transformation
an. Dabei unterscheidet sich die Transformationsmatrix nur in den in der linken
Matrix umrahmten Positionen von der Einheitsmatrix, und sie diagonalisiert die
erste Blockdiagonale. Die in der rechten Matrix umrahmten Positionen deuten
die anschliefende Anwendung einer Skalierung an, wobei die Verschiedenheit der

Rahmen (Kreis oder Quadrat) auf die Verschiedenheit der Parameterbestimmung
hinweist. Mit dieser symbolischen Schreibweise kénnen wir die Diagonalisierung
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einer Submatrix (0.4) mit der Eigenschaft (0.5) auf sehr kompakte Weise veran-
schaulichen:

® x O ® x* ® ® @
*E*D_}*E _)@@ .
O x ® x ® x* ® ® @ *
* [ * [m] * [m] ® ® * [
® O ® i
_)O@ . (o] . =
® ® ® i
® ® o

Die diagonale Matrix hat also wieder die Eigenschaft (0.5). Alle verwendeten
nichtdiagonalen Transformationen sind orthogonal. Bei den Transformationen ist
zu bedenken, daf Blockdiagonalmatrizen U & V nur fiir V = U~ symplektisch
sind. Daher sind neben den orthogonalen Transformationen Skalierungen not-
wendig, die der Kontrolle der relevanten Kondition der transformierten Matrizen
dienen.

Wir werden die globale Konvergenz der auf diese Weise entstehenden Folge der
K™ gegen eine Diagonalmatrix, d.h. von L™ T(™ gegen ein UA, zeigen. Hat S
mehrfache Eigenwerte, so wird sich i.A. jedoch keine asymptotisch quadratische
Konvergenz einstellen. Dazu betrachten wir das numerische Beispiel

106 +0 —84e—6 1.6e—4 0 —2le—5 —8.6e—5
—84e—6 1.0e+0 1.6e—5 —2.le—5 0 89 —5

K_| 16e—4 16e—5 10e+0 —86c—5 89e—5 0
0 —21le—5 —86e—5 10e+0 84e—6 —1.6e—4

—2.1e—5 0 89 -5 84e—6 1.0e+0 —1.6e—5

| —86e—5 89¢—5 0 —1.6e—4 —16e—5 1.0e+0 |

Gerundet auf eine Dezimalstelle ist hier ||K — diag(K)|» = 2.1e — 4 und nach
einem wie oben beschriebenen Zyklus gilt ||K — diag(K)||s = 4.4e — 5 fiir die
transformierte gerundete Matrix

K=
[ 1.0e + 00
1.1e — 16
4.1e — 07
—2.2e — 17
2.1e — 17
| —4.3e — 05

1.1e — 16
1.0e 4+ 00
—1.1e — 07
2.1e — 17
4.8¢ — 17
1.2e — 05

4.1e — 07
—1.1e — 07
1.0e + 00
—4.3e — 05
1.2e — 05
—5.8e — 17

—2.2e — 17
2.1e — 17
—4.3e — 05
1.0e + 00
5.6e — 17
—4.1e — 07

2.1e — 17
4.8¢ — 17
1.2e — 05
5.6e — 17
1.0e 4+ 00
1.1e — 07

—4.3e — 05
1.2e — 05
—5.8¢e — 17
—4.1e — 07
1.1e — 07

1.0e + 00
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Also ist die Abweichung von der Diagonalmatrix in derselben Groflenordnung

geblieben. Ursache fiir die lineare Konvergenz ist die Struktur von K: es gilt
F—I=1—-Cund B = BT. Wird zu Beginn eines Zyklus’ eine derartige Struktur
erkannt, so werden zur Vermeidung linearer Konvergenz statt eines normalen
Zyklus’ zuerst Transformationen

F BT
BC}’T

-1
K =TTKT |, K:[ lR 0

T
0 RT] , F=R'R (0.6)
und

/ T _
K// — T/TKIT/ ’ K/ — [ g/ %/ ‘| ’ T/ — [ é )I( ‘| ’ X — 71(31 _I_ B/T)
(0.7)

vorgenommen. Diese sind auf obige Struktur von K abgestimmt und fithren bei
vorliegendem Beispiel gerundet zu

K// —
1.0e +00 —5.9e —22 —4.4e—21 0 —78¢—09 21le—10 ]
—59e¢—-22 10e+00 —1l1le—21 7.8e—09 0 —2.0e -09
—44e—-21 —11le—21 10e+00 —2.1le—10 2.0e — 09 0
0 78—09 —21le—10 1.0e+00 5.1le—09  2.0e— 09
—7.8e — 09 0 20e—-09 51le—09 1.0e+00 —4.6e—10
2.0e =10 —2.0e — 09 0 2.0e—09 —4.6e—10 1.0e+00 |

mit || K" — diag(K")|| = 1.1e — 8, also zu quadratischer Konvergenz. Zeigen Sub-
matrizen von K die oben beschriebenen Strukturen, so erstrecken sich auch die
Transformationen (0.6), (0.7) nur auf diese Submatrizen. Auf den restlichen Ele-
menten von K wird wie in einem normalen Zyklus verfahren. Einen Zyklus, in
dem Transformationen (0.6), (0.7) vorkommen, werden wir modifizierten Zyklus
nennen. Die Grundidee zu derartigen Modifikationen Jacobi-dhnlicher Verfahren
stammt von Veseli¢ und Hari, im vorliegenden Fall konkret von Veseli¢. Numeri-
sche Experimente bescheinigen diesem Vorgehen stets asymptotisch quadratische
Konvergenz.

Wenden wir uns nun Aussagen zur Genauigkeit des zuvor skizzierten Verfah-
rens zu und nehmen an, wir rechneten mit endlicher Genauigkeit €. Von jedem
der beiden Verfahrensschritte werden wir eine Riickwértsfehleranalyse vorneh-
men. Dabei werden wir fiir den ersten Schritt

LILT =PSPT+F |, |F| < 3n(|PSPT|+|L| |J| |L/")e,

wenn L der in endlicher Genauigkeit berechnete Faktor ist, zeigen und daraus fiir
die jeweils geordneten Eigenwerte +i); von PSPT = LJL" bzw. £iX; von L.JL"

A — N, 12n? —— -
| N il o soan 0 M= (0WSEIITRDT), D= ding(|Lil) (08)
5 min
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fiir alle j schlieBen. Aufgrund numerischer Experimente kann man moderate
Amin (M), also kleine maximale relative Fehler, erwarten.

Bei der Fehleranalyse des zweiten Verfahrensschrittes werden wir fiir jede
einzelne endlich genaue Transformationen (0.3) eine Analyse der Art

L(m) Rechnung in ﬂ(L(m+1))

endlicher Genauigkeit

+o LM

exakt

L) 4 §Lm

vornehmen, sie also als das Ergebnis einer exakten Transformation einer gestorten
Matrix darstellen und jeweils eine kleine obere Schranke fiir die Norm der ska-
lierten Storung

m m m_l : m
I6LE |y = 6L Dy . D = diag(||L7]),) -

angeben. Mit Hilfe der storungstheoretischen Aussage

|\ | ||6L(m)||2
1-n)? < 2L < (14n)? = S 0.9

fiir die geordneten Eigenwerte +i)\; von S := L JLT by, i)} von

S0m) = (L 45 L0m) (L(m)T+5L(m)T) haben wir dann bereits Schranken fiir die
relativen Fehler in den Eigenwerten von S gegeniiber S+ . Die Eigenwerte
von S und SV sind némlich gleich.

Eine giinstige Abschitzung (0.9) kénnen wir nur fiir moderate

1
Tanin (LW D™

o) .

erwarten. Wir werden zeigen, da8 o) allein abhingig von der Ordnung 2n be-
schrankt ist. Auerdem ist o) aufgrund der Prikonditionierungseigenschaft des
ersten Verfahrensschrittes zumeist recht klein (< 100), wie numerische Experi-
mente ergaben. Dariiber hinaus gilt die Abschitzung o™*t) < /20 die je
nach vorgenommener Transformation noch verbessert werden kann. Wie in [13],
[29] verwenden wir 1/amin(L(m)D(m)_1) statt 1/omim(L™) als Konditionsmas,
denn oft gilt O'min(L(m)D(m)_l) > Opin (LM).

Fassen wir alle im zweiten Verfahrensschritt entstehenden maximalen relati-
ven Fehler additiv zusammen, so erhalten wir eine Schranke fiir den relativen
Gesamtfehler in den berechneten Eigenwerten von LJLT, den wir nur noch zum
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maximalen relativen Fehler (0.8) zu addieren brauchen, um zum maximalen Ge-
samtfehler in den berechneten Eigenwerten von S zu gelangen. Trotz des recht
hohen Aufwandes bei der Fehleranalyse des zweiten Verfahrensschrittes ist der
dort entstehende Fehler zumeist gering im Vergleich zu dem des ersten Schrittes.

Das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren tibertrifft QR-Verfahren [25] und
das von Paardekooper [34] vorgestellte Jacobi-dhnliche Verfahren in der Genau-
igkeit der berechneten Eigenwerte hiufig bei weitem. Besonders das Verfahren
von Paardekooper liefert zumeist bei Matrizen mit Eigenwerten verschiedener
Groflenordnung keine brauchbaren Ergebnisse. Wir kénnen die Vorteile unseres
hier vorgestellten Verfahrens wie folgt zusammenfassen:

- Man kann eine obere Schranke fiir die maximalen relativen Fehler in den
berechneten Eigenwerten angeben. QR-Verfahren sind zwar um etwa den
Faktor 6 schneller als unser Verfahren, bieten jedoch kein derartiges Genau-
igkeitsverhalten. Es muf} allerdings konstatiert werden, dafi die Genauigkeit
von QR~Verfahren oft besser als erwartet ausfallt.

- Unser Verfahren ist zumeist um ein vielfaches schneller als das Verfahren
von Paardekooper. Das Verfahren von Paardekooper liefert bei Matrizen mit
Eigenwerten verschiedener Gréffordnung zumeist katastrophal ungenaue Ei-
genwerte.

- Liegt S = LJL" bereits in faktorisierter Form vor, so gewinnt unser Ver-
fahren gegeniiber QR an Geschwindigkeit. Auflerdem wird es genauer.

- Der iterative Teil unseres Verfahrens ist inhdrent parallel.

Die vorliegende Arbeit ist folgendermaflen aufgebaut. Im nachfolgenden Kapi-
tel 1 bringen wir einige Ergebnisse aus der Storungstheorie. In Kapitel 2 kommen
wir dann zuerst zur Entwicklung des zweiten Verfahrensschrittes. Wir beschrei-
ben zunéchst die Strukturen, die zu den modifizierten Zyklen fithren. Anschlie-
Bend stellen wir eine explizite Version des Verfahrens vor. Sie dient dem besseren
Verstéandnis der recht komplizierten impliziten Version. Die formellen Algorith-
men beider Versionen sind in einem Pseudocode abgedruckt. Der Nachweis glo-
baler Konvergenz der Verfahren schlieft das Kapitel 2 ab. In Kapitel 3 nehmen
wir eine Fehleranalyse des impliziten Verfahrens vor. In Kapitel 4 wenden wir uns
schlieBlich dem ersten Verfahrensschritt, der schiefsymmetrischen Zerlegung und
deren Fehleranalyse, zu. In Kapitel 5 fassen wir die Ergebnisse der Fehlerana-
lysen zusammen und geben eine obere Schranke fiir den relativen Gesamtfehler
in den in endlicher Genauigkeit berechneten Eigenwerten von S an. Schlieflich
setzen wir unser Verfahren im abschliefenden Kapitel 6 der Konkurrenz mit QR-
Verfahren und Paardekooperschem Verfahren aus. Die numerischen Ergebnisse
untermauern die theoretischen Resultate der vorangehenden Kapitel.



Kapitel 1

Storungstheorie

In diesem Kapitel werden einige Ergebnisse aus der Storungstheorie angegeben.
Sie sind Modifikationen der Ergebnisse von [4], [13], [28], [29], [33]. Zum Teil
konnen die Ergebnisse der vorgenannten Arbeiten direkt fiir schiefsymmetrische
Matrizen S iibernommen werden, so samtliche Ergebnisse aus [33], wenn man
hermitesche Stérungen der hermiteschen Matrix iS = —iS7T, 2 = —1, betrach-
tet. Der Vollstdndigkeit halber seien einige grundlegende Ergebnisse vorstehen-
der Arbeiten, angepafit auf die hier behandelten Eigenwertprobleme, aufgefiihrt.
Ergebnisse dieses Kapitels werden wir bei der Bestimmung von Schranken fiir
berechnete Eigenwerte verwenden.

Satz 1.0.1 Fiir schiefsymmetrisches S € IR**" oder S € IR®*=1*n=1) sei dje
positiv semidefinite Matrix
S| = V=57 (1.1)

gegeben. §.S sei eine schiefsymmetrische Storung von S, so daf fir einn < 1 und
alle x €@* baw. x € @*!

|z*6Sx| < na|S|z

gilt. Die Figenwerte von S seien £iX;, 1 < j <mn, i? = —1, und \o = 0 im Falle
S c R(2n—1)><(2n—1) mit
0< MM <...< N\,

und die Figenwerte von S" = S+ dS seien :I:i)\;-, 1 <j<n,und \j; =0 im Falle
S/ c R(2n—1)><(2n—1) mit
0< N, <...< N, .

Dann haben iS und 1S’ dieselbe Tragheit und fiir die nichtverschwindenden \; gilt

l—n < <l+n, 1<j<n.

>/|
<SS~
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Beweis:
Anwendung von [33], (Th. 2.1) auf H = iS. Q.E.D.

Mit folgenem Satz wollen wir ein weiteres Ergebnis aus [33] zitieren. Die darin
definierten Matrizen werden uns in Abschnitt 6.2 wieder begegnen.

Satz 1.0.2 Sei S = —ST = D(Q+ R)D € IR*™ " nichtsingulir mit diagonalem,
positiv definitem D und Q = —QT = —Q71, sowie QD = DQ und ||R]|, < 1.
Sei 65 eine Storung von S mit [0Sk < €lSjkl, 1 < j, k < 2n. Dann gilt fir die
Eigenwerte +i);, i* = —1, mit

O< A <...< A\,
von S bzw. die Bigenwerte £i\; mit

0< AN <...<\)

von S+ 05 | |
A=A L+ [[1R]]]2
Ol < gpe— MR l...n, (1.2)
Aj 1— Rl
falls die rechte Seite von (1.2) kleiner als 1 ist.
Beweis:
Anwendung von [33], (Th. 2.30) auf H =iS,E = Q, N =iR. Q.E.D.

Die Aussagen der letzten beiden Sétze sind auch dann giiltig, wenn man statt
schiefsymmetrischer Storungen von S allgemeine hermitesche Storungen von .5,
i? = —1, betrachtet. Weil wir in dieser Arbeit ausschlieBlich reelle numerische
Verfahren betrachten werden, brauchen wir auch nur rein imaginédre hermitesche

Storungen von S zu behandeln.

Wir betrachten anschlieBend noch kurz die Stérung des Faktors L, wenn fiir
S die Zerlegung
S=LJL"

gilt. Dazu bendtigen wir die unitidren Hilfsmatrizen

11l B 5
U_E[U [] und Sy =1 (-1), i*=-1, (1.3)

fiir die U*JU = iJ; gilt, und die es uns ermoglicht, einen Teil der nachfolgenden
Storungstheorie auf bereits bekannte Ergebnisse zuriickzufiihren.

Wir schicken ein Lemma voran:
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Lemma 1.0.3 Seien A, B € R™™", o € IR. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent
| Az]l2
| Az]]

al||Bz|ly fir alle z € @™ (1.4)

<
< «l|Bx|y fir alle x € IR"

Beweis:
(1.4) = (1.5) ist trivial und fiir die umgekehrte Richtung gilt mit z = u + v,
u,v € IR"
|Az]]7 = 2*A*Az = (uf — i) AT A(u + iv) = uT AT Au + o7 AT Av
[ Aull3 + || Av]3
a(||Bullz + ||Bv||3) = a(u” BT Bu + v B" Bv) = a(2*B*Bz)

a || B2f3

IN

Q.E.D.

Satz 1.0.4 Sei L € IR**" nichtsingulir und 0 < n < 1, i* = —1. Fiir ein
OL € IR*™ 2" sei

L' = L+6L, wobei ||0Lz|y <nl||Lz|y fir alle x € R*™ . (1.6)
Dann haben iS = iLJLT undiS' = iL'JL'" dieselbe Trigheit. Fiir die Figenwerte
+i\;, 1 < j <nwvon S mit
O< A <...< N\,
bzw. die Eigenwerte ﬂ:)\;, 1<j<nwvonS mit
0< A <...< )\,

qgilt

/

(1—n)2§%§(1+n)2 k=1...n. (1.7)
k

Dasselbe gilt, wenn statt S das Paar (LT L,J) und statt S" das Paar (L'"L',J)
mit J aus (0.1) betrachtet wird.

Beweis:

Sei G = LU mit U aus (1.3). Dann ist —iS = —iLJLT = —iLUiJ,U*L* =
GJ,G*. Fiir G’ = L'U gilt analog —iS" = G'J,G"*. Setzt man noch 6G = JLU,
so kann die Zeile (1.6) wegen 1.0.3 dquivalent als

G' =G+ G, wobei [|0Gz|ly < n]||Gz||, fiir alle z € @*"

ausgedriickt werden. Aus [33], (Th. 3.3) folgt nun (1.7). Weil die Eigenwerte von
S bzw. S’ mit denen des Paares (LTL,J) bzw. (L'TL’,J) iibereinstimmen, gilt
auch die Aussage beziiglich dieser Paare. Q.E.D.
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Satz 1.0.5 Sei L = LgD € IR*™ " pichtsingulir mit D = diag(||L||2). Sei
L' =L+ 0L mit L = 6LsD, wobei n = ||0Lgl||2/0min(Ls) < 1 gelte. Dann sind
die Voraussetzungen von Satz 1.0.4 erfillt, also gilt seine Aussage.

Beweis:
Fiir z € R*" gilt

16Lxl2 = 6LsDallz < [I0Ls|lz [ D]z < [0Ls]l2 |Ls" |2 | Ls Dall2 -

Wegen 1 = [|0Ls|2 [|Lg"|l2 = [|6Ls||2/0min(Ls) < 1 ist bereits alles gezeigt.
Q.E.D.

Wir betrachten nun in IR*"*?" das Eigenwertproblem (0.2). Zu K bendtigen
wir haufig auch die assoziierte skalierte Matrix, die wir mit

Ks=D kD = | 5 Bs | it D= dia (KM (1.8)
S By Cg g\ j; :
bezeichnen wollen. Definieren wir noch die Kondition x(X) = || X||2 || X2, so

gilt

Satz 1.0.6 Sei K = DKgD € IR*™ " symmetrisch und positiv definit mit D =
diag(\/Kj;), also Kgj; = 1,5 = 1...2n. Sei 0K = DOKgD eine symmetrische
Storung mit [[0 Ks|l2 < Amin(Ks). Die Eigenwerte des Problems Kx = i\Jx seien

—)\ng...é—)\1<0<)\1§...§)\n
und die Eigenwerte des Problems K'z = i\Jx fiir K' = K + 0K seien
A< SN <0< <L <N

Dann gilt fir1 <j<n

A=Al 9Kl
< < k(Kg) - [[0K . 1.9

T < s < (i) 9K (19)
Ist |0K k| < |Kjile mit vV2n||Ksll2e < Amin(Ks), dann gilt

A — N,
% < V2nk(Kg) - € .

J
Ist |0 K| < \/K;jKpe mit 2ne < Apin(Kg), dann gilt

=Xl e
)\j B Amin(KS)

< 2nk(Kg) - € .
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Beweis:
Sei
diag(y/ Kjtn,j+n/ Kjj) 0

0 dlag( \4/ ij/Kj—l—n,j—i-n)
und K, = TTKT. Fiir 6K sei 6K, = TTSKT und fiir K’ = K + 6K sei K| =
TTK'T. Die Skalierung mit 7" dienet dazu, die Aussagen des Satzes auf bereits

bekannte Ergebnisse zuriickzufiihren. Es gilt K¢ = Kg, 0K13 = 0Kg und die
Zeile

T —

K'=K+0K mit K=DKsD , 0K =DiKsD , |[0Ksl|l2 < Aun(Ks)
kénnen wir dquivalent durch

K| = K| + 6K, ,

Kl = TTDKsDT , 5K1 = TTD(;KlSDT ’ ||5K1S||2 < )\min(Kls) (110>

ausdriicken. Weil die Eigenwerte des Paares (K,J) bzw. (K',J) identisch sind
mit den Eigenwerten des Paares (K, J) bzw. (K {, J), geniigt es, die Aussage des
Satzes fiir (K, J), (K7, J) statt (K, J), (K’,J) zu zeigen. Fiir Ky, K5, K{, K{g
seien also die Voraussetzungen des Satzes erfiillt (d.h. 7" = I). Mit U, J; aus (1.3)
gilt

Kix =iNJr <= KUy = iNJUy <= U"K,Uy = —\J1y .
Dabei ist fir H = U*K,U

Hjj = Hjinjin = (Kljj + K1j+n,j+n)/2 =Ky, = Kijingin » J=1...1n

Mit H' = U*K1U ist (1.10) daher dquivalent zu

H =U*K\U+ U*0K U ,
K1 = DKsD , 5K1 D(SKlSD , H5K15H2 < )\min(Kls)

und zu

H' =H+6H ,
§H = U*DSK14DU = DU*§K1sUD = DSHgD , |[6Hsl|2 < Amin(Hs) -

Die Eigenwerte der Paare (K4, J) und (H, J;) bzw. (K1, J) und (H’, J;) sind also
bis auf das Vorzeichen gleich und die Aussage des Satzes folgt aus [28], (Th. 1.2).
Q.E.D.

Im vorangehenden Satz ist der Fehler in den Eigenwerten in Abhéngigkeit
von k(Kg), der skalierten Kondition, dargestellt. Der Fehler kann auch abhéngig
von der Kondition x(K') dargestellt werden. Das gewéhlte Vorgehen ist jedoch
oft giinstiger. Nach [30] gilt

k(Ks) <2n min k(DKD),
p=diag
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die gewéhlte Skalierung ist also ,nahezu“ optimal. Es kann zwar x(Kg) > k(K)
gelten, numerische Experimente zeigen jedoch, da8 wir fiir diejenigen K = LT L,
die aus unserer schiefsymmetrischen Zerlegung S = LJL” entstehen, zumeist
k(Ks) < k(K) erwarten konnen. Wir kommen in den Kapiteln 4, 6 darauf
zuriick.

Wir schliefen dieses Kapitel mit einigen Aussagen iiber skaliert diagonaldo-
minante Matrizen ab. Sie basieren auf Ergebnissen in [4]. Dazu benétigen wir

0 1 = 0 ;

gj
Definition 1.0.7 Sei J, gemdf (1.11) und A = @&"_0;I, mit §; > 0, j =
1...n. Eine schiefsymmetrische Matriz S = AJ,A + R heift v— diagonaldomi-
nant (y—d.d.), wenn es ein vy, 0 <y < 1, mit

< in ¢
1Rll2 < v min 6;

gibt. S heift skaliert y—diagonaldominant (skaliert y—d.d.), wenn A“1SA™!
y—d.d. ist.

Wir werden nun zeigen, daf} skaliert y—d.d. Matrizen ihre Eigenwerte gut be-
stimmen, also kleine Anderungen der Matrixelemente nur zu kleinen Anderungen
der Eigenwerte fithren. Dazu verwenden wir hilfsweise die Matrix

2 111 4 ,
Un:@Ul ) Ul:ﬁli i} s 12:—1. (1.12)
j=1

Sie ist unitar mit

» 11 0 0 1
U1J1U1:Z[0 _1] s Jl:[—l 0‘|

Satz 1.0.8 Sei S = —ST € IR*™ " skaliert y—d.d., d.h. es sei S = A(J, +R')A

mit A = @7 _0;15, 6; >0, j=1...n, und |[R'||a <. Sei 65 eine schiefsymme-

trische Storung von S mit n = ||[ATMSAT |y < (1 —7)/n. S+ 8S sei ebenfalls

skaliert y—d.d.. Dann sind S und S + 0S5 nichtsinguldr und fir die Figenwerte
D<M <...< )\,

von S bzw. die Eigenwerte +i\; mit
0< N <...< )\

von S+ 085 gilt

1<j<n (1.13)
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Beweis:
Sei U,, geméaf (1.12). Wir betrachten die hermitesche Matrix

H =U'iSU, = AAA .
Mit J,, gemafl (1.11) gilt
A= ATUNSU,ATY = U AYNSATIU, = Ui (id, +iR)U, = E+ N |

wobei
—O'j 0
0 O'j

E:mmm:@l

Jj=1

] , N=iU'RU, .
Nach Voraussetzung ist dabei ||N||s = || R[] < v < 1. Weiter betrachten wir
0H = UidSU, .

Nach Voraussetzung ist

HA”&HA‘N2:HU}&*MSA‘W&MQ:HA‘%SA‘ﬂ2<}5%z.
Mit den soeben eingefiihrten Bezeichnungen folgt die Aussage des Satzes sofort
aus [4], Proposition 4, denn die dortigen Ergebnisse gelten unveréndert fiir hermi-
tesche Matrizen. Dabei ist zu bedenken, dafl die in [4] gemachte Voraussetzung,
die Diagonale von N miisse verschwinden, entfallen kann. Aus dem Beweisgang in
[4] ergibt sich leicht, dal (1.13) tatsdchlich n enthélt (und nicht die volle Ordnung
2n). Q.E.D.

Analog zu [4], Th. 4, kénnen wir den Faktor n in (1.13) unterdriicken. Es gilt
Satz 1.0.9 Sei S = —ST € IR*?*" skaliert y—d.d., d.h. es sei S = A(J,+ R)A
mit A = @©F_10;15, 0; >0, j=1...n, und ||R'||2 < . Sei §S eine schiefsymme-
trische Storung von S mit n = ||[ATYSSATY|y. Fiir alle £, 0 < € <1 sei S+ £6S
skaliert y—d.d.. Fiir die Eigenwerte £i)\; mat

O< A< <A,
von S bzw. die Eigenwerte +iX; mit

0< N <...< )\

von S+ 9085 gilt dann

N,
exp(——-) < F Sexp(—=) . 1<j<n
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Beweis:
Sei U,, gemif (1.12), H = U}iSU, = AAA, sowie 0H = U}idSU,. Anwendung
von [4], Th. 4, auf H und 0H liefert sofort die Aussage des Satzes. Q.E.D.

Nachfolgender Satz besagt, daBl Nebendiagonalelemente skaliert ~-d.d. schief-
symmetrischer Matrizen bereits Ndherungen an die Imaginérteile der Eigenwerte
sind.

Satz 1.0.10 Die Matriz S = —ST € ]Ran2n mat |Sgk,2k_1| S |Sgk+2,2k+1|, k =
1...n—1, sei skaliert y—d.d.. S habe die Eigenwerte £i\; mit

D<M <...< N\, .

Dann gilt

Ak

1—v< <l+~vy, k=1...n.

|52k,2k—1|

Beweis: .
Mit U,, geméB (1.12) und J,, geméafl (1.11) haben wir

H = P'U*SU,P ,
wobei P eine Permutationsmatrix sei, die zu
Hyp <...<H,, <0< Hpi1p41 < ... < Hopop
fithrt. Wegen Definition 1.0.7 gilt

H = PTU'AAYNSATIAU,P
= PTUAi(J, + AT'RATHAU, P
PTAUYiJ,U, + AT'UMRU,A™Y)AP

— A’PT(@[_“J' X ]+A—1U;¢RUHA-1)PA' , A'=PTAP

N 0 o;
j=1 J
= A(D+N)A
mit
D=P'P [ _oaj (S ] P, N=PTA'URU,AT'P .
j=1 j
Dabei ist

[Nl = 1A RA™ o < A3 7 min 6 = .

1<i<n

H ist also y—s.d.d. gemé$ [4]. Anwendung von [4], Proposition 2, auf H liefert
nun die Aussage des Satzes. Q.E.D.
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Wir fithren noch einen weiteren Begriff von Diagonaldominanz ein. Er wird
erst in Kapitel 4 seine Niitzlichkeit erweisen. Sei S € IR?*"*?" in m? Blocke der
Ordnung r mit rm = 2n partitioniert:

S = (S"N1cijem S = (Spg) G- 1yra1<p<i - (1.14)

G-Dr+1<qg<jr

Definition 1.0.11 FEine schiefsymmetrische Matriz S mit der Partitionierung
(1.14) heifit v — r—diagonaldominant (v — r—d.d.), wenn fir ein v, 0 < v < 1,
und alle j, 1 < 53 <m,

S ), <y sH,
i=1,ij
ist. S heift skaliert y—r—diagonaldominant (skaliert y—r—d.d.), wenn A71SA™?
mit A = EB;’"LZI(]|S[j’j]||§/2IT) v —r—d.d. ist.

Definition und Lemma 1.0.12 Die fir die partitionierte Matrix
X e Rnxn ’ X = (X[i’j])lgi,jgm ., n=mr, X[Lﬂ c RTXT’
durch

m
IX1l> = max ;:1: X

definierte Abbildung ist eine Matriznorm. Gilt || X5, = || XV, fir alle i, 7,
1<i4,5<m, soist| X2 < X|||2-

Beweis:
Die Eigenschaften

L[ Xl =0

2. IX|la=0<«= X =0

3. MeXllla = lef [IX 2 c € R
4 IX + Yl < X2+ Y2

werden trivialerweise erfiillt. Zu zeigen ist noch

S5 XYl < N2 YAl



Es gilt
XYl =
<

<

19

< gl N T AN
a3 (X)) = i 21 ZX[ )

max, ZZ XY = max Z Iyt HZIIX[”“

lk 1

max Z Y| max ZHX”“]H = [IXll2 IY1ll2

1<i<m 1<k<m

Nun zum Beweis der letzten Behauptung. Es ist mit entsprechender Partitionie-
rung von Vektoren z € IR*"

(A =113 A,

(3 12 7 12 y
< ZIIA[ A2 ABI 22

[é,5] 1/2 [4.4] [1]1112Y1/2
ma ZHA ) ZHA lellz)

und daher
Izl = (3 Nda)
< (O A1) - SO Al 1)
< (1A (0 191 s, 5 14° )
< o ZHA”]II 2)"/%) max (( ZHA”]H )2 o]l
womit alles gezeigt ist. Q.E.D.

Lemma 1.0.13 FEine schiefsymmetrische, skaliert v — 2—d.d. Matriz ist auch

skaliert v—d.d..

Beweis:

Sei J,, gemaﬁ (1.11) und S = A(J, + R)A € IR*?", gkaliert v — 2—d.d.. Dabei
sei R = (Rl J])lgmgn mit RV =0, j =1...n. Dann ist

[1B]l2 < [[R]ll2 = max Z IRy <y

1<j<n
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Q.E.D.

Auch die skaliert v — 2—d.d. Matrizen bestimmen ihre Eigenwerte gut:

Korollar 1.0.14 Die Sdtze 1.0.8, 1.0.9, 1.0.10 behalten ihre Giiltigkeit, wenn
yskaliert y—d.d.“ durch ,skaliert v — 2—d.d.“ und die Spektralnorm || - ||2 durch
die Norm ||| - |||2 ersetzt werden.

Beweis:
Triviale Anwendung des letzten Lemmas. Q.E.D.



Kapitel 2

Jacobi-dhnliche Verfahren

Ein Hauptanliegen vorliegender Arbeit ist die Vorstellung eines neuen Verfahrens
zur Losung des nichtsinguléren schiefsymmetrischen Eigenwertproblems Sz = Ax.
Den ersten Teil dieses Verfahrens, namlich die schiefsymmetrische Zerlegung

0 I

PSPT =LJLT | P Permutationsmatrix , J= l I o0

‘| ’ ]ERnxn

werden wir erst in Kapitel 4 behandeln. Im vorliegenden Kapitel gehen wir hinge-
gen davon aus, der Faktor L der schiefsymmetrischen Zerlegung liege bereits vor.
S konnte z.B. auch durch einen gegebenen Faktor L definiert sein. Wir betrachten
dann die symmetrische, positiv definite Matrix K = LT L. Es gibt symplektisches
T, das K diagonalisiert!, d.h.

TTKT =TTL"LT =A*> , A=E®FE, E =diag (2.1)

Setzt man V = LT, so ist U = VA™! offensichtlich orthogonal. Wegen der
dquivalenz von T7JT = J und TJTT = J gilt auflerdem PSPT = LJLT =
LTJTTLT = UAJAUT, d.h. UTPSPTU = AJA. Die Quadrate der Spaltennor-
men von V' sind also die positiven Imaginérteile der Eigenwerte von S, wahrend
die normierten Spalten orthogonale Eigenvektoren von S sind. Die Eigenwertpro-
bleme (S, ) und (K, J) sind dquivalent.

!Der Existenzbeweis sei wie folgt skizziert: Es gibt ein orthogonales @ und ein positiv defi-
nites diagonales E mit
QTSQ=AJA , A=E0FE.

Mit obiger Zerlegung von S haben wir daher A~'QT PTLJLT PQA~! = J, alsoist A='QTPTL
und seine Inverse symplektisch und es gilt

(AflQTPTL)fTLTL(AleTPTL)fl — AQ .

21
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Im vorliegenden Kapitel werden wir iterative Verfahren zur Durchfiihrung von
(2.1) vorstellen. Zuvor werden wir jedoch in Abschnitt 2.1 Strukturen solcher Kg
untersuchen, fiir die (K, J) mehrfache Eigenwerte hat, denn an diesen Strukturen
werden wir einen Teil der Verfahren orientieren. Dann werden wir ein explizites
Verfahren zur Diagonalisierung von K in (2.1) vorstellen. Nach der Entwicklung
des Verfahrens geben wir den formalen Algorithmus an. Hauptséchlich werden wir
uns aber einem #quivalenten impliziten Verfahren widmen, mit dem die Spalten
von L in (2.1) orthogonalisiert werden. Auch vom impliziten Verfahren werden wir
den recht komplizierten formalen Algorithmus aufschreiben. Die Darstellung des
expliziten Verfahrens dient eigentlich nur dem besseren Verstdndnis des impliziten
Verfahrens. Das implizite Verfahren basiert auf einer Idee von Veseli¢ [31]. Es
fand auch in [32] Verwendung. Ein Abschnitt iiber die globale Konvergenz der
Verfahren schliefit das Kapitel ab.

2.1 Strukturen bei mehrfachen Eigenwerten

Bereits in [36] wurde gezeigt, daf Matrizen A mit mehrfachen Eigenwerten und
gentigend kleinem [|A — diag(A)||2 gewisse Strukturen zeigen. Auch [16] enthélt
derartige Aussagen fiir Matrizenpaare (A, I, ®(—1,,)), A symmetrisch. Man kann
analoge Aussagen auch fiir das Paar (K, J) zeigen. Weil wir in vorliegender Ar-
beit jedoch vorwiegend relative Aussagen iiber Eigenwerte formulieren wollen,
betrachten wir in diesem Abschnitt Strukturaussagen fiir die skalierte Matrix
Kg, wenn ||Kg — I||2 klein genug ist und (K, J) mehrfache Eigenwerte hat. Auf
Strukturaussagen fiir K selbst verzichten wir hingegen aus Platzgriinden. Ansch-
lieBend werden wir strukturerhaltende Transformationen einfithren und deren Ei-
genschaften betrachten. Einige Aussagen iiber Matrizenpaare (K, J) mit nur ei-
nem einzigen Eigenwert schlieflen den Abschnitt ab.

In diesem Abschnitt konnen wir z.T. dhnliche Beweistechniken wie in [16], [36]
verwenden, obwohl die Verhéltnisse in diesem Abschnitt zumeist komplizierter
sind.

Sei
R (2.2)
T

symmetrisch und positiv definit, wobei auflerdem
fjj = Cjj und fjj 2 fj—i—l,j-{-l fiir alle moghchen] . (23)

gelte. Diese Eigenschaften lassen sich durch symplektische Skalierungen bzw. sym-
plektische Permutation erzielen. In diesem Abschnitt werden wir kleine Buchsta-
ben fiir Matrixelemente und grofie Buchstaben fiir Submatrizen verwenden. Die
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skalierte Matrix Kg durch
_ | Fs B§
s = |

= l DO_ DO_1 ] K l DO_ DO_1 1 , D= diag(\/E)
2 _

definiert. Die Eigenwerte i\, = —iXg,41-5, 7 = 1...2n, * = —1, des Paares
(K, J) seien gemaf
A= = A > A1 = = A, > > A 1= = A, >0
> Agp1= ... = A S>> A 1= = A,

Sq+1

(2.5)

mit s, = n und s, = 2n geordnet. Aus Konsistenzgriinden definieren wir zusétz-
lich
A

und damit sei

0 =00 , Ay, =-00, S=0, s11=2n+1,
N, =58 —S_1, 1L<r<p

die Vielfachheit des Eigenwertes i\;,, 1 < r < p. Bg,Cg, Fg und D seien geméaf
ny ...n, partitioniert, also

Fsiyy -+ Fgyy
Fg = : : , Bg,(Cg analog, (2.6)
Fsp - Fsg
und es sei
F., BT Fs,. Bgt
— rr — rr rr < < X
KT [ BT’T’ CTT‘ ‘| ’ KST [ BS’I‘T‘ CS’I‘T‘ ’ 1 - T - q
Sei auflerdem
. ‘)‘s _)‘s +1| ‘)‘s —1 _)‘s ‘
g, = min{ - - ) - L d (2.7)
max{[As, [, [As [} - max{|As, [, [ A |}
€ = min g, .
1<r<p

Dann gilt im iibrigen € < ¢, < 1.

Lemma 2.1.1 Seien K und Kg gemdfS (2.2) bis (2.4) mit den Eigenschaften
(2.5) bis (2.7) gegeben. Sei |Kg — I|ls < €/(y+ ¢€) fir ein v > 2. Dann gilt fir
gedesr, 1 <r <gq,

(||FSTT + CST’T’ - 2A87"D7”_7"2||2E + ||BSZ~ - BSTT||2E)1/2

YHE 2 T 2
< FTT_C rr B B rr
< g5 (1P = ol + 1B, + B
q
+2 Y (1Fsuill% + 11Csill % + [ Bsislls + | Bsje %))
=1j#r
Y+eE

— L ||Kg—T|% .
= (7_2){5“ S HE
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Dasselbe gilt fiir A statt A, .

Sp+1—r
Beweis:

Die Beweistechnik orientiert sich an [36]. Fiir beliebiges r, 1 <7 < ¢, und 2 = —1
betrachten wir die Matrix

~ : 0 D~
M, = KS*“S’{—D* 0 ]
D™t 0 : D™t 0
= l 0 D_l ] (K—i—l)\sre]) [ 0 D_1 ‘|

Sie hat Rang 2n—n,.. Es gibt eine symplektische Permutationsmatrix P, = PaPp,
fiir die

Fs,, Fs." Bgy, +iX,, D)2 Bs."
PTMS P’r‘: Fs; FSZ Bng Bsng -+ ZS:STDT:?
T Bg,., — iXs, D;? Bg), Csypr Cs,.
By, B — i\, D2 Cy. Cs"

gilt, wobei D, ® DW = pTT Dpr ist. Mit Hilfe der unitdren Matrix

1 [ 1, il,
U‘%[un In]

definieren wir

Mg, = U*PTMg P.U
%(FSTT + CSTT - 2)‘er7“_7“2 + Z(BSZ; - BST?“)) GS:
GST’ HST ’

die ebenso Rang 2n — n, hat und deren Submatrizen uns nun interessieren. Ist
Hg, invertierbar, so gilt

| I, GsrHs?
MSr_l 0 [2n—nr ’
. %(FSTT + CSTT - 2A87‘D7‘_7‘2 + Z(BSZ; - BSTT‘)) - GS:HST_IGST 0
GSr HST’

und die obere Blockdiagonalmatrix ist hermitesch vom Rang 0, weil Hg, Rang
2n — n, hat, also ist

1
§(Fsm~ + Cspp — 20, D;? +i(Bs), — Bs,,)) = GsiHg, 'Gs, .
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Daraus folgt

||FST’7” + CST’T’ - 2)\ST-D7’_7"2 + Z(BSZ—‘T - BSTT)HE
= (HFSTT + CSrr - 2)‘STD7“_7“2||2E + ||BSZ; - BST‘T‘H2E)1/2
< 2[|Gs % 1 Hs, 2

mit

1
2||GS7‘||2E = §(||FS7‘T—CST7‘||2E+||BSTT+BSZ“||2E

q

+2 ) (1Fsujll + 1Csisll% + [ Bsrsll % + 1 Bsyrll3)) -
j=Lj#r

Also ist zum Beweis der ersten Ungleichung des Lemmas nur noch ||Hg ||y <
(v + &) /(e-(y — 2)) zu zeigen. Dazu reicht es aus zu beweisen, dafl die Betrige
aller Eigenwerte von Hg, grofier oder gleich €,.(y —2) /(v +¢,) sind, womit wegen
€ > 0 gleichzeitig auch die Invertierbarkeit von Hg, gezeigt ist. Wir setzen nun

P ., 1<j<n
T —kengi—jonsi—; . nH+1<j<2n.

Fiir v > 2 gilt nach Voraussetzung || Kg — I||2 < ¢/(y +¢) < 1. Daher kann Satz
1.0.6 auf diag(K') und die Stérung

e [5 8]wmon[2 8

angewendet werden und aus (1.9) folgt

|kjj — Al MEs =1l _ ¢

= < < , 1<j5<2n (2.8)
‘kjj‘ )\mln(l> v+e
Durch Umformung erhalten wir
s
Nl 7 oo, (2.9)
kil — v t+e
und daraus
[Bjs = Mgl TRis = Al TRl < S atE_ e <o, (210
A K55 Al T y+e oy vy

Sei nun Q = {1,...,2n} und

Ql:{jeg‘w<

£
<—-}, 1<I<p.
N =)
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Wir werden zeigen, daf} die €); disjunkt sind. Sei dazu 1 < [, < p, [ # r. Wegen
(2.5), (2.10) ist {s,_1 + 1,...,s.} C Q. und nach (2.7) gilt

|)\5r - )\Sl|
max{|As, [, [As,|}

> max{e,, e} .

Fiir j € ), ist daher

‘k.?]_ksl| > ‘)\Sr_)\sl‘ _|]%].7_)\5r| > ‘)\Sr_)\sl‘ _ |]%]_)\S'r‘
Al T max{[A [ A} T max{[As, [, [As [} |As, |
2
> max{e,e) - o> =5 (2.11)

Y Y v
d.h. 7 ¢ Q. Wir haben also Q, = {s,_1 + 1,...,s.}, 1 < r < ¢. Seien ngg»r),
Jj € Q\Q,, die Eigenwerte von Hg,. Sie konnen so geordnet werden, dal aus dem
Satz von Weyl [20]

>~

)| < ||Hs, — diag(Hg,)||2 < || Ms, — diag(Ms,)]|2

s\ — (1 -2
’ kjj

folgt. Aus || Mg, — diag(Ms,)||2 = || Ks — I||2, was wir im nachfolgenden Lemma
noch zeigen werden, ergibt sich dann

. As, €
st — (1= 225)| < || Kg — I||; <

]{ij '7“—5

Wegen j ¢ ), gibt es ein [ # r mit j € ; und aus (2.7), (2.8), (2.9) folgt

, As,. € kii — As; + A5, — s, €
|775j)| > [1- 2| — :|JJ LT sy |_
]{ij ’Y‘l‘g ‘kjj| '7“—5
|)‘Sz _)\57"| . |%‘Sz| o |kjj~_ )‘81| - €
- [ As| k5 |kl Tte
> max{e,, &} T c
Yy+e ~v+e vy+e¢
Er
> . —2).
Z T ra (v—2)

Damit ist die erste Ungleichung des Lemmas bewiesen. Die zweite Ungleichung
folgt aus

||F57‘7‘ - CSTT||2E + HBSZ;’ + BS’I‘T‘H2E
q
+2 Y (1Fsslls + 11Csill% + | Bsisllz + | Bsjr | %)

Jj=L,j#r
< 2HFS7‘7‘ - ]H% + 2HCS7"7“ - I||2E + 4||BST7“H%J
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q

+2 > (1FsnllE + 1ConsllE + | Bsus i + 1Bsjell72)

Jj=1,j#r
q q
= 2(||FST’T’_[||2E+ Z ||FST’]||2E'+||CST’T’_I||2E+ Z ||CST’]||2E'
Jj=1jg#r Jj=1,j#r
q
+ > (I1Bsysll + | Bsje %))
=1

< 2Ks 1%

Schlielich gelten die beiden Ungleichungen des Lemmas wegen |Ay,,,_ .| = [, |
auch fiir A statt A, . Q.E.D.

Sp+1—r

Folgendes Lemma tragen wir zur Vervollstindigung vorstehenden Beweises
noch nach.

Lemma 2.1.2 Sei K = (k;;) € R*™ " symmetrisch und positiv definit mit
kjj = kjsnjin, j=1...n. Sei P =P @® P € R *" eine symplektische Permu-
tationsmatriz. Seien

0 A 1 [ 1 I
A = . - » 2nXx2n
o] vl e

mit diagonalem A. Sei || - || eine unitir invariante Norm. Fiir
K = U*P*(K —iA)PU

gilt dann . )
|1 K — diag(K)|| = || K — diag(K)]| .

Beweis:
Es gilt
K —diag(K) = U*P*KPU —iU*P*APU
—diag(U*P*K PU) — idiag(U* P*APU)
Die Matrix U*P*APU ist bereits diagonal. Wegen
(P*Kp>jj:(P*KP)j+n,j+n y jzln,
gilt
diag(U*P*K PU) = diag(P*KP) = U*diag(P*K P)U = U* P*diag(K)PU .

Daraus folgt

|K — diag(K)| = |U*P*KPU — diag(U*P*KPU)||

|U*P*KPU — U* P*diag(K)PU ||
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und wegen der unitédren Invarianz der Norm ergibt sich daraus bereits die Aussage
des Lemmas. Q.E.D.

Die Aussage von Lemma 2.1.1 &ndert sich nicht, wenn dort statt K ein sym-
plektisch permutiertes PT K P betrachtet wird, solange noch eine Zuordnung der
Diagonalelemente zu Eigenwerten moglich ist. Dies bedeutet, dafi die Vorausset-
zung (2.5) zu

)\1:...:)\51 , )‘81+1:"':)‘S2 S e, )\sq,1+1:---:>\sq>0

mit \; = —Agp41-; abgeschwicht werden kann, wenn die Diagonalelemente von
F und C geeignet den Eigenwerten zugeordnet werden kénnen [16]. Dies wollen
wir nicht in voller Allgemeinheit vertiefen. Eine Aussage in dieser Richtung liefert
jedoch das nachstehende Korollar, auf das wir noch zurtickkommen werden.

Korollar 2.1.3 Sei K' = D'Ky D’ symmetrisch und positiv definit mit

, [ FL BET] ,_[DF 0]
Ks l B, ¢ | 0 P 0 pe
und F§, By, Cy € IR™™ und diagonalen Dy, Cp € IR™™, wobei die Diagonal-
elemente Ky gleich 1 seien. Es gebe ein symplektisches diagonales T sowie eine
symplektische Permutationsmatrizc P mit K' = PTTTKTP, und K erfille die
Voraussetzungen von Lemma 2.1.1. Partitioniert man K§ genauso wie Kg und
istP=Q®Q, Q=&_,Q,, Q. R" " so gilt fir jedesr, 1 <r <gq,

(HFé’rr + Cg’rr - QAST('DFT’I"DC’I‘T)_1||2E + ||B§;Fr - Bgrr"%)1/2

'7"’57“ T
< m(HFérr — C4, % + 11 Bs,, + B, | %
q
+2 Y (1Fs 1% + 1Cs, 1% + 1 Bs,s I + 11 Bsy. 1)
j=lj#r
v +eE / 2
— ||Kg =I5 -
—= (fy . 2)8 H S HE
Dasselbe gilt fiir g, ,,_, statt A, .

Beweis:
Es gilt K = PTKgP und daher fiir alle 7,5, 1 < 71,5 < ¢

Fé’r’s = Q;{FST’sQS ) Bgrg = Qngrst ) Cgrs = Q;:FCSrst .

Die Eigenwerte von (K, J) und (K’,J) sind gleich. Und schlieflich gilt Dp,, =
QT D,.Q,, Doy, = QTT'D,.Q,, r = 1...q, wenn man T genauso wie die

anderen Matrizen partitioniert. Daraus folgt Dr, D¢,, = QF D? Q... Die Aussage
des Korollars ergibt sich nun durch Einsetzen in Lemma 2.1.1. Q.E.D.
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Mit folgendem Satz vereinfachen wir die Aussage von Korollar 2.1.3. Unter
Vernachlassigung der Details macht er die Struktur der skalierten Matrix Kg bei
mehrfachen Eigenwerten von (K, J) und kleinem || K¢ — || deutlich.

Satz 2.1.4 K’ erfiille die Voraussetungen von Korollar 2.1.3. Dann gilt

q
Z(HFérr_l_Cgrr 2[nr||E+ ||BS’I"!‘ B{S'M“H%})

r=1

q
S Z ||FS7‘7‘+CS7‘T‘ - )\ST'(DFTTDCTT) ||E+ ||BS7“7" Bgrr||2E)
r=1

(y+e)?
(v — 2)%?

VAN

AL ] R

Beweis:
Die Giiltigkeit der ersten Ungleichung ist offensichtlich. Die zweite Ungleichung
folgt durch Anwendung von Korollar 2.1.3 aus

q
Z(’|F;§TT+C»§TT - )‘ST(DFWDCM> 1HE+ HBSrr BZS‘MH?E)

r=1

L (v +e) 1Ky — 1|7
S Z 2 L (||FST7‘_CST7‘HE+HBSTT_'_B»/STTH%

r=1 26%(7 - 2)2
q
+2 Y (1Fs 1% + 110,11 % + 11 Bs,, 1% + |1 Bs;, 1 %))
Jj=Lj#r
(VeI —1E &
252(’}/ 52 L 22 HFérr - InrH%} + ||C./9rr - InrH%} +2 ||B./S'rr||2E'

q
+ Z (1Fs 15 + 1Cs 1% + 11Bo, s + 1 BS;, 1))

j=1,3#r

(’Y+€) 4
Ky—1|% -

52(7 2) || S ||E'

Q.E.D.
Satz 2.1.4 gilt auch im Falle getrennter Eigenwerte von (K’,.J). Dann lautet
seine Aussage

f/1/2 /1/2 >\T ) v+e

Jrr Trr  7TN2Y1/2 _rre rT2
7«:1( 7/»}»/2 ;17,/2 ) ) — 2(7_ 2)8 ||KS [HE )
wobei die f/., ¢, Diagonalelemente von K’ sind. Ist also a = ||K§ — I||g klein

genug, so sind die relativen Fehler der skalierten Diagonalelemente von K’ ge-
geniiber den Betriigen der Eigenwerte von (K’, J) von der Ordnung O(a?).
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Bei Verfahren zur Berechnung der Eigenwerte von (K, .J) wollen wir den Fall
mehrfacher Eigenwerte besonders beriicksichtigen. Sind mehrfache Eigenwerte
vorhanden und erfiillt K die Voraussetzungen von Lemma 2.1.1, so sollen ge-
rade die Submatrizen K, transformiert werden, und zwar so, dafl die Normen
\Fsvr — Illg, ||Csyr — I||g und ||Bg,.||g nach diesen Transformationen von der
Ordnung O(w?) sind, wenn sie zuvor von der Ordnung O(w) mit einem geeigneten
w waren.

Wir werden nun Transformationen mit der soeben angedeuteten Wirkung
einfithren und deren Eigenschaften untersuchen. Zuvor jedoch geben weitere Fol-
gerungen von Lemma 2.1.1 an. Es sind algorithmisch leicht nachpriifbare Eigen-
schaften von K, die uns spéater der Formulierung von Bedingungen dienen, unter
denen vorgenannte Transformationen vorgenommen werden. Wir bendtigen die
folgenden beiden Hilfsaussagen.

Lemma 2.1.5 Seien die Voraussetzungen von Korollar 2.1.3 erfillt und sei~v >

1+ /2. Setzt man
y+e

_ K,—]Z,
0 7&@—2)5” S ||E

so qilt fir alle r, 1 <r <gq, und alle t,7 mit s,_1 +1<1,j5 < s,

1/2 1/2 1/2 1/2
‘ Jj CJJ | < 212
f1/2 1/2+f1/2 iz =0 (2.12)
und f.l,/QC?/Q X
L < : (2.13)
f];J/zc;]/2 1-20
Beweis:
Aus | f;; faReR s, | > |f2-12-/2ci12-/2 1/2 1/2| | f5] fi2 1/2 — As,.| und Korollar 2.1.3
folgt
1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
| fii fij ¢ | |fn'/ Cn'/ — A, | 4 ‘fjj Cjj — A, |
1/2 1/2 1/2 1/2 = 1/2 172 1/2 1/2
fzz Cii _'_f fu i fjj 77
1/2 1/2 1/2 1/2
< ﬂ((fu/ Cii/ - A,)? 4 (fjj Cjj _>‘sr)2>1/2
B Jiicii iicis
1 As.  \o Ase \2y1/2
= B2+ 2
1) () 373 73
+e
< |55 115

V2(y - 2)e
Damit ist (2.12) bewiesen. Nun zum Beweis von (2.13). Ist fiici; < fj;cjj, so ist
nichts zu zeigen. Andernfalls sei v > 1 + /2. Dann ist 0 < 1/2 und aus
1/2 1/2 1/2 1/2  (1/2 1/2 12 1/2  (1/2 1/2
1_ fi;7¢5 _ fil i — 17 fil “ai” — 157 <2
1/2 1/2 172,1/2 212 12 1/2 =
¥ /2 1/ 2L / / £t 1212 4 £ / /

) (2 i Cii
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folgt schlieflich (2.13). Q.E.D.

Lemma 2.1.6 Seien die Voraussetzungen von Korollar 2.1.3 erfillt und v > 3.
ound d;, 1 < i < n seien die Diagonalelemente von K'. Dann gilt fir r,
1<r<q—1,undallei,j miti<s, <]

f/1/2 11/2

(i (X
nj2 /2 -
JJj JJj

1+ (v =2) [ Ks — 1|l <

Beweis:
Seil <r<g—1undi < s, < j. Wir verwenden die Bezeichnungen aus dem

Beweis von Lemma 2.1.1. Permutiert und skaliert man K’, so ergibt sich wie in
(2.11) ein Ay, # A5, mit

6" =l o P = Al = 1£52” = 0|

v

As, max{As,, A, }
1/2 1/2
R T W B Ve
— max{\, A} As,
> e _(=le
Y Y Y
Wegen f’l/2 SEIS f]/;/z 12 folgt daraus mit (2.9), (2.10)
f/1/2C/1/2 f-/-l/ch/z f/1/2cll/2
i i -1 > 1 i 77 77
11/2 11/2 = 11/2 11/2
fjj Jj fjj Ji
1/2 /2 1/2 1/2
Y P R i T N
= 172 11/2
As ’\Sl fy/'j/ C;'j/
(v=1e e, 7« (v—2)e
> (——-2) = > (v —2)[Ks—1]p -

Y Vyt+e  v+te
Q.E.D.

Satz 2.1.7 Seiy > 30. Seien die Voraussetzungen von Lemma 2.1.1 fir dieses
v erfillt und sei 1 <r <gq. Seiw = |Ks —I||g, w. = ||Ks, — I||g und
2 o 9
v +e

Wy .

Dann gilt

) sr—l_l'l SZSJ SST’ (214)
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1 2
Tr (Fs, = I)(Cs,, =)= |Bs, + BE Ilh+ 1267 < =75 (215)
%>1—|—(7—2)wr , 1< s8.1<j oder i<s.<j (2.16)
Jj
Beweis:

Zum Beweis von (2.14) wenden wir 2.1.5 an. Durch Ausrechnen erhélt man

namlich
<< < <14+ .

fig T 1=207 1= 20,/(V2(y-2)) © g
Die Ungleichung (2.15) erhélt man aus

1
Tr (Fsy — I)(Cgpp — 1) — ZHBSM + Bs? ||% + 1202
1
= U Fsp + Cspr = 21|% = 1 Fspr — Il = 1Csyp — 11I3)
1
_||BST’T’||2E' + ZHBSTT - BSZ;H2E + 12(“17?"

1 1
= §(||Fsrr + Cspr — 215+ || Bssr — Bsh||3) — EHBSW — B |l%

1 1
1 Fspr = T = 311 Csr = 11 — 1By s + 126
L(y+efw 1, 5wy 1
< ZVUTHE 2100 (14 240,
S S yogpe aer RSy (g i)
w? 1 2
— -1+ < —0.11w?
2 ((7—2)2 AESL
Schlielich folgt (2.16) sofort aus 2.1.6. Q.E.D.

Die Relationen (2.14), (2.15), (2.16) werden wir zur Formulierung numerischer
Verfahren noch vereinfachen.

Wir fithren nun Transformationen von K ein, die sich an der Struktur von
K g orientieren. Dazu betrachten wir wieder die Matrix K gemif (2.2), (2.3) mit
Eigenwerten gemaf (2.5), die wie in (2.6) partitioniert sei. R, sei der Faktor der
Cholesky-Zerlegung

1
R;:FRT = ﬁFrr , Op = ftr'71+17tr71+1 , r=1...q,

(0, wurde nur zur Abkiirzung definiert) und es sei
F’ B/T R—l 0 q
B o 0 RT ] , R=R. . (217

r=1

K- | |~rrr 7|
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K’ und seine Submatrizen F’, B’, C' seien genauso wie K bzw. F, B, C' parti-
tioniert. Zur Definition einer zweiten Transformation sei

26?2

T

X,=—(B,+BY) , r=1...q,

und

F// B//T
B// C//

I X

q
"o . 1T / / _
K_l ]_TKT, T_[OI],X_TQ:?XT. (2.18)

Man priift leicht 77 JT = J und 77 JT" = J nach, T und 7" sind also symplek-
tisch. Die Matrizen K", F" B”, C" seien ebenfalls wie K, F', B, C' partitioniert.
Dann 148t sich auch

1
F;;“:F;r:(sq%]mr 9 B;/rzi(B;r_Bg:), Tzlq

leicht nachrechnen. Wir definieren noch
q
A= @AT , Ay = (var>1/2 = 5TIST
r=1

und halten die Form der Matrizen fest, wie wir sie spéater verwenden wollen:

_[D o D 0 PR’
K = i O D ] KS [ O D ‘| ; D= dlag(fn )
r [ A 0 / A O I —1 7 /1/2
K = i 0 AD/ ] KS [ 0 ADI ‘| ) D'=A dlag(cii )
" [ A 0 " A 0 " -1 7 !
=1y AD”]KS[ 0 AD//] . D" = A"'diag(c}’?) .

Dariiber hinaus setzen wir D = A~1D, und fiir die skalierten Matrizen schreiben
wir auch

_ | Fs Bg I Fé Bg " _ Fg BgT
KS_[BS co | M=l oy ST B ocr |

Die diagonalen Matrizen D, D, D', D” und A seien genauso wie die anderen
Matrizen partitioniert. Dann ist das (1,1)-Element jedes Blockes D,, gleich 1.
Wir iibernehmen dieselbe Partitionierung auch fiir Kg, Kg und Kg.

Liegen fiir K und K” die Voraussetzungen des Satzes 2.1.4 vor, so haben wir
mit einem geeigneten "

d (o +2)
(3 1CE,, = Ln, I + 411 Bg,, I1)"? < 1K — 115 - (2.19)
r=1

("= 2)e
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War also w = ||[Ks — I||g vor dem Transformationspaar (2.17), (2.18) klein
genug und ist auch || K% —I]|g = O(w), so sind die Normen ||Kg!' — I ||z nach dem
Transformationspaar von der Ordnung O(w?). Dies werden wir mit Satz 2.1.8
prézisieren.

Satz 2.1.8 Seien die Voraussetzungen von Lemma 2.1.1 erfillt und sei v > 30.
Auf K werde das Transformationspaar (2.17), (2.18) angewendet. Dann gilt
KL — 1| < % fir alle ' mit 1<+ <025y—0.75.  (2.20)
v +e

K’ erfiillt die Voraussetzungen von Korollar 2.1.3. Auflerdem gilt

K — 1|z < fir alle +" mit 1<7"<0.08y—092. (2.21)

v+ €
Auch K" erfiillt die Voraussetzungen von Korollar 2.1.3.

Beweis:
Der Beweis ist langwierig und erfolgt durch Ausrechnen. Wir verwenden, falls
erforderlich, fiir alle auftretenden Matrizen dieselbe Partitionierung. Zur Abkiir-
zung verwenden wir w = || Kg — I||g, und wir bemerken vorab

€ 1 1 31

< < — K'ls < <. 2.22
w_’}/—|—€_31 ) || S||2—1_||KS_[||2—30 ( )

Wir verwenden die Bezeichnung || X || g o¢ = || X — diag(X)||z (wobei diag(X) =
diag(z;;)) und bemerken fiir allgemeine X, Y und diagonale Z noch

[ XY |lpor < | XY e < [[X[2Yle , (12X ]|z < 1212l X508 -
Fiir Ly = DL ist LgLL = @’_, Fs,, und nach [17] gilt

V2

2
Le=1+S Sllp < —MM——
s=1+5 8le < =5

w< 072w . (2.23)

Auflerdem gibt es ein M mit
Li'=1-S+M , |Mlp<|Fs' IS5 < 053w
A kommutiert mit L und es gilt

P 0 L'FL=T L7'BTL | [ A 0
5 = 0 A'D-' || LTBLT L'CL 0 Al'D!
B LglfingT Lng~gD2L~SD/_1
| DT'LED*BsLgT D'T'LED*CsD*LgD'!
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Es gilt somit
1K =115 = I1Ls' FsLs" | pon+ 21D LED* Bs L™ |3
+H|D' T LED*CsD*Ls D' 1% g -

Fiir jeden der vorstehenden Summanden werden wir eine obere Schranke bestim-
men. Als erstes haben wir

1Fsllmor = L5'FsLs" [|,0m
I(I = S+ M)Fs(I = 5" + M")|| g.on

< | Fsllmor+ 21| Fsll2 |M = S|le + || Fsll2 |M — S||%
< w+(1+w)(2w(0.72+0.53w) + w? (0.72 + 0.53 w)?)
< 254w. (2.24)

Nun schétzen wir den zweiten Summanden ab. Wegen des Cauchyschen Zwi-
schenwertsatzes gilt Amin(D"?) > Amin(A™'C'A™") und daher unter Verwendung
von D' = A=1D!

DM < [(ATCAT) Y = |ALG DT DO DT DT LT A"

<
~_ — 1/2 — 1/2 ~ _
< 1D ESHPICE S < 1D 72l K52

wobei wegen 2.1.5 fiir v > 30

1
1—wV2(y+¢)/((7v - 2)e)

gilt. Damit erhalten wir wegen ||D|| < 1 und (2.22)

ID72||; < <1.01

1D LED?BsLs"le < D72l K5 ol Lsllll D[l Bsll 1l Ls 2

31 0.72. w 0.72 0.53
< 10l—(1+—)—14+ — +—
- O30(+31)\/§(+31+312>
< 0.78w .

Schliellich bestimmen wir eine obere Schranke fiir den dritten Summanden. Es
gilt
| D' LED?*CsD*Ls D' Y| p.ofr
< | DT'LED*(Cs — I)D*LsD' Y| p + || D' ' LED* Ls D' poft
< D" (1Fs |2l D*12l|Cs — I]ls + |ILE D Ls|| £.0)

und wegen

ILED Lllpor = [I(1+ST)D*(I+ S)||p.or < |D*]|2(2]|S] 5 + IS]%)
< w(2-0.72+0.72%w) < 146w
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ist mit (2.22

- - 312
DT LED*CsD* Ls D" por < 1017 2 (14 w)w + 146 w)
< 272w.

Insgesamt haben wir also

W= Ky —I|lp < (2.542+2-0.782 +2.72%)2

<
< 3.89w.

Hinreichende Bedingung fir o’ < /(v + ¢) ist o' < 0.25v — 0.75. Damit ist
(2.20) gezeigt. Fiir den ersten Teil des Satzes verbleibt zu beweisen, dafl K" den
Voraussetzungen von Korollar 2.1.3 geniigt. Dabei verwenden wir fiir X = ()
die Notation min(diag(X)) = min;(x;;) und max(diag(X)) = max;(x;;). Es reicht
aus, firr=1...q—1

max(diag(Fyy; ,1y) - diag(Cryy ) < min(diag(F,) - diag(CY,))  (2.25)

zu zeigen, weil dann die in Korollar 2.1.3 erwédhnten Skalierungen und Permutatio-
nen existieren. Sei r, 1 < r < g, fixiert. Wegen (2.23) ist Fs,, = (I+S,,)(I+5L) =
I+S,+8% + 5,5 und deshalb

i 1. 1
| diag(Sy)ll2 = | = §d1ag(5rr55)!|2 < 1Sz < 0.2607

Es gibt daher ein R, mit

diag(F),) - diag(C;,) = Aldiag(L}C,,L,)
62diag((I + ST)DypCrrDyy (I 4 Syr))
= 02(diag(C,,) + 02diag(R,)) , (2.26)

wobei wir ||diag(R,)||2 noch abschétzen werden. Wegen 2.1.5 ist

| diag(R, )]l
< ||6:-2diag(—Chy + Dy Chy Dy + 2D1rCrv Dy Syy + ST Dy Cror D1y Sy
< ||diag(D?,Cs,, D2, — DpvClsyp Do) 2
+||diag(2D2 (Cs,p — I + I)D2.S,, + ST.D? (Cs,, — I+ 1)D2.S,.)]|2

< |D}, = D}z + 2 ||diag(D2,(Cs,r — 1)D2,5:0) |12 + 2 || diag( DS ) 2
+||diag(S7,. D7 (Cspr — 1) D7 Spr) |12 + [|diag(S7. Dy, Sy 2

< 2042w 072w+ 2-0.26w? + 0.722 W + 0.72° W?

< 20+25007. (2.27)
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Mit Hilfe von 2.1.5, 2.1.6 schlieBen wir aus (2.26), (2.27)
min(diag(F7,) - diag(C;,)) — max(diag(Fy ., ,41) - diag(Cryy,41))

> 02021 —20) — 62(20+ 2.50w?)) — 62,1 (62,1 + 021 (2 0+ 2.50w?))
4
> 5ff+1(—5f} (1—40—250w?) — (1+20+250w?%)

> a1+ (v —2)w)(1— 27{5;" —250w?) — (1 + % +2.50w?))
> wir(v—(2+ 5’—_\[22) —w(5.042v2) —w?-2.50 (y — 2))

> 0.

Also ist (2.25) erfiillt und K’ geniigt den Voraussetzungen von Korollar 2.1.3.
Wir wenden uns nun dem zweiten Teil des Satzes, also den Aussagen iiber K",
K¢, zu. Es gilt
K¢ =
AN 0 F’ BT+ F'X AL 0
0 (AD" Y XF'+B XF'X+BX+XBT+C| 0 (AD")!
mit X geméf (2.18) und wegen der Kommutativitdt von A und X
1KE = III3 < IF§l5 o+ 2I1D" " (X F§ + D'BY)|1%
H|D"HXFLX + XB'¢D' + D'ByX + D'CyD"\D" |3 o -
Die Summanden werden wir wieder einzeln abschétzen. Als erstes haben wir

|Féllgor = ||Fél|lpor < w'. Fiir die anderen beiden Summanden miissen wir
jedoch weiter ausholen. Es gilt

1Dl diag(A™'C"ATY)||o = [|diag(AT LTCLAT) |2
|diag(L D*CsD* L) |2

ldiag(LED*(Cs — I)D*Ls)||2 + |[diag(Lg D" Ls)|»
1Es 21D |2 Cs = 2 + (1 Fsl2

(1+w)?<1.07.

IAIAIA

Daraus folgt

/
1X ||z < || D)2l Bl < \/—1.07% <074 .

Es gilt auflerdem

ID? —1Illy = |diag(L§D*CsD*Ls) — 1|2
|diag(L5D3(Cs — 1)D?Ls) + diag(LED*Ls) — I
1521 Cs — 11|z + | diag(LE(D* — I)Ls) + diag(LELs) — I
1Esl2l|Cs = s + [ Fs |2l D? + 1]1o] D = 1|
(I+w)(w+4o).

IA A A
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Aufgrund des Cauchyschen Zwischenwertsatzes ist weiterhin

q
ID"|l; < |[(diag(A™ (D Cr)AT)) 2

r=1

< (1 — [|diag(A EBC” —1I]2)™"

Dabei gilt wegen der Kommutativitat von A und X und 2.1.5

q

Idiag(A~HED CF)A™) = I]l2

r=1

< IIX@ Fg )Xz +2 II@ Bs )X |2+ |ID? = I
< ||Xy|2+2||XH2~0.74w +(1+w)(u}+4g)
< 0.069 ,
also
D" 2y < — = <1.08
2=1-0069 —

Nun kénnen wir endlich die beiden Abschéatzungen
ID"NXFg+D'By)lle < D" H2(1X| el Fsll2 + [1D[121 Bslle)
/
< VI.08(0.74W/(1+ ') + \/1.07\%)
< 1.63W

und
ID" "N (XFLX + XB'yD' + D'ByX + D'Cy D)D" || posr
< ID"2(IX N Fellz + 2 1 Do X (| 2l Bslle + 1D [|2[ICs — 1)
!/
< 108w (0.742w/(1 + ') + 2V/1.07 - 0.74 % +1.07)

< 1.39u
vornehmen, woraus wir zusammenfassend
W= ||Kt—1I|p <w'(1+2-1.63%+1.39%)2 < 288w

erhalten. Hinreichende Bedingung fiir w” < ¢/(7"+¢) ist v < 0.08 y—0.92. Damit
ist auch (2.21) bewiesen und es verbleibt zu zeigen, dafl K" den Voraussetzungen
von Korollar 2.1.3 geniigt. Dazu reicht es aus, fir 1 <r <q—1

max diag(C, ,.,;) < mindiag(Cy,.) (2.28)

T
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zu zeigen. Es gilt
diag(Cy,) = diag(X, ), Xop + B, Xpr + X Bj1 4+ C),)
= diag(X,, I, X,,) + 2 diag(B,,X,,) + diag(C},)
diag(CY,) + 0, diag(R}) ,
wobei wegen F = 621,
|diag 7 |2 16, diag( X, F, X,,)[l2 + 216, 2diag(B;, X, ) |12

<
< Xl + 2185, 51D |l X | 2

/
< 0742072 + 2 \% VI.07- 074w < 1.64w2

gilt. Es folgt fiir 1 <r <g-—1

min diag(C},) — max diag(C}, ;)
> mindiag(C,,) — 6%(2 0+ 2.50w? + 1.64 w'"?)

—max diag(Ciy1i41) — 071 (2 0+ 2.50w* + 1.64 ")
52
67 (5= (1—-20—20—250w* — 1.64w")

B 0741

—(1420+250w? + 1.64w"?))
> 52 (14 (7 —2)w)(1—4—2 950w —1.64-3.892u?
2 S+ =21 — 4 — 250w W)

w
—(14+2————+42.50w?+ 1.64 - 3.89% W?
—4 V2

> W  (——+ (v - 2) - —=

—w (2250 +2-1.64 - 3.89% + 2v/2) — w? (v — 2)(2.50 4 1.64 - 3.89%))
> 0,

womit schliellich alles gezeigt ist. Q.E.D.

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit einigen Aussagen fiir den Fall, daf§ (K, J)
nur ein einziges Eigenwertpaar besitzt, ab. In diesem Fall ist K nédmlich bis auf
einen Faktor symplektisch. Genauer gilt

Satz 2.1.9 Hat (K, J) ausschliefilich das Figenwertpaar £i\, A € IR, X # 0,
so ist (1/N)K symplektisch und es gibt ein symmetrisches X sowie ein nichtsin-
guldres R mit

RT 0 I 0]l[I X|[R o
gl A T T ]
_ | R'R RTXRT
- M TXR RV I+ X)RT
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Beweis: .
Es gibt ein symplektisches T mit T7TKT = M, also ist K = (1/\)K = T-TT!
symplektisch. Fiir

[P BT o R0
k-[E ) pewn, s[R 8]

gilt
- I B/T -
K'=| %2 ", | =58TKS, (2.29)
B C
wobei S und K’ symplektisch sind. Es folgt

B-B" C—(B")

J:K,TJK/: ~ 2 ~ ~ ~ ~ ~T
B —C" BC —(C'B

und daher B' = B und I + B’ = C’, also

. I B I 0 I B
/_ — ~
K_l~/ H~,2]_[B,IHO [] (2.30)

Aus (2.29), (2.30) folgt schlieflich die Aussage des Satzes. Q.E.D.

Mit Hilfe von (2.19) kann man sich leicht plausibel machen, daf die r-Blocke
eines Paares (K, .J) mit mehrfachen Eigenwerten bis auf einen kleinen Fehler die
Eigenschaft des letzten Satzes haben. Die Matrizen des Transformationspaares
(2.17), (2.18) haben namlich die Struktur der Matrizen des letzten Satzes.

Im iibrigen haben wir fiir Matrizen der Ordnung 4

F BT
B C
bi; = 0,1 =1,2, hat genau dann ausschliefllich das Figenwertpaar £i\, X € IR,
A #£ 0, wenn gilt

Lemma 2.1.10 Das Paar (K,J) mit K = € R¥™4, f,; = ci; und

f ¢ 0 b
e f b 0
K= 0 b f —c
b 0 — f

In diesem Falle ist A\ =/ f? — b> — 2.

Beweis:
Zum Beweis der einen Richtung setzen wir zunéchst voraus, daf (K, J) nur ein
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Eigenwertpaar +i\ habe. Wegen [26], (2.3.13) gilt dann

f fiz 0 by
fiz f bz O
K —
0 biz [ ci2
bay 0 co f

mit
det(JK — M) = a* +22%(f% — bioboy + frac12)
1= 20T, + b3y 4 [T+ o) + (bizbar — fizciz)®

Es gibt daher genau dann eine doppelte Nullstelle, wenn
(f? = biobar + frocio)? = f* = f2(0y + 05, + fiy + i) + (bizbar — frzcia)?
gilt. Dies formen wir dquivalent um:

2f%(fracra = biobar) = —f(biy + b3y + fiy + 1)
— (.f12 + 012)2 + (b12 — b21)2 = 0
— .f12 == _012/\b12 :bQI .

Die umgekehrte Richtung der Behauptung ist gezeigt, wenn man die Eigenwerte
von (K, J) aus dem charakteristischen Polynom

$4+2$2(f2—b2—Cz)+(f2—b2—02)2:0

von —J K bestimmt. Die angegebenen A ergeben sich gleichfalls aus vorstehendem
Polynom. Q.E.D.

2.2 Jacobi-s#hnliche Verfahren fiir (LTL,J)

In diesem Abschnitt werden zwei Jacobi-dhnliche Verfahren zur Lésung des Eigen-
wertproblems des Matrizenpaares (K, J) beschrieben. In ihrer Grundidee basieren
sie auf einem in [31] beschriebenen Verfahren zur Losung des Eigenwertproblems
fiir definite Matrizenpaare.

Als erstes wird ein explizites Verfahren behandelt. Es besteht aus einer Folge
symplektischer Konkruenztransformationen der symmetrischen positiv definiten
Matrix K. Das Verfahren wird zunéchst auf eine Weise beschrieben, die seine
Struktur verdeutlichen soll. Die Details der Parameterbestimmungen spielen da-
bei nur eine untergeordnete Rolle. Auf die Bestimmung der Eigenvektoren von
(K, J) wird nicht eingegangen. Der Beschreibung schlieft sich der formale Algo-
rithmus an.



42 Kapitel 2. Jacobi-dhnliche Verfahren

Beim anschliefend angegeben impliziten Verfahren wird nicht die Matrix K
selbst, sondern ein Faktor L, K = LT L, mit einer Folge symplektischer Matrizen
von rechts multipliziert. Auch hier wird zuerst eine Beschreibung gegeben, der sich
der formale Algorithmus anschliefit. In exakter Arithmetik sind beide Verfahren
dquivalent.

Zum besseren Verstédndnis wird bei der Beschreibung des expliziten Verfah-
rens auf Hinweise zu Laufzeit- und Speicheroptimierungen verzichtet. Im Unter-
abschnitt {iber das implizite Verfahren hingegen werden derartige Optimierungen
berticksichtigt.

2.2.1 Explizites Verfahren

In diesem Unterabschnitt werden wir ein Verfahren zur Diagonalisierung von K in
(2.1) entwickeln und im nachfolgenden Unterbschnitt den formalen Algorithmus
angeben. Wir werden stets die Partitionierung

F BT nxn
K_[B c | F,B,CelR ,
fiir K und .
Fs B
KS:[BE Ci’ ] ) FS>BS>CS€]RHXH

fiir die auf 1-Diagonale skalierte Matrix verwenden.

Das Verfahren besteht aus einem endlichen vorbereitenden Teil ( Vorbereitung)
und einem iterativen Teil. In beiden Teilen wird K mit symplektischen Matrizen
kongruent transformiert und die entstehende Folge von Transformationen wird
K schlieflich diagonalisieren.

2.2.1.1 Vorbereitung

Die Vorbereitung ist ein endlicher Prozef3. Sie wird zu Beginn des Verfahrens
vorgenommen wird und dient dazu, K so zu transformieren, daf§ die Diagonalele-
mente von F' und C' iibereinstimmen und die Diagonalelemente von B verschwin-
den. Dies wird nicht nur die Formulierung der anderen Teile des Algorithmus’
erleichtern und die Beweisfithrung bei spéter nachfolgenden Sétzen vereinfachen,
sondern hat auch numerische Vorteile, wie sich in Abschnitt 3.1 zeigen wird. Bei
der Vorbereitung wird folgendermafien verfahren:

K wird zuerst mit der symplektischen Matrix

‘/1 _ diag({*/ CM/FM) 0 (231)
0 diag(/ Fii/Ci)



2.2. Jacobi-dhnliche Verfahren fiir das Paar (LT L,.J) 43

transformiert (zum formellen Vorgehen siehe 1.1 von Verfahren 2.2.2). Der einfa-
chen Darstellung halber werde dies mit der Notation K := V; KV, beschrieben.
Es gilt nun

F,=Cyi , 1=1...n (2.32)

und die Diagonalelemente von B konnen auf einfache Weise anulliert werden,
indem K mit

1[5, I,
%_E[—In [n] (2.33)

transformiert wird: K := V, KV, (1.2 von Verfahren 2.2.2). Die Eigenschaft
(2.32) wird dadurch jedoch zerstort und durch erneute Transformation mit

dlag( \4/ CM/FM) 0

0 diag(/ Fii/Cii)
wiederhergestellt: K := V' KV, (1.3 von Verfahren 2.2.2). Die Vorbereitung ist
damit beendet und es gilt

‘/'3:

F BT

KZ[B C

Das Verfahren ist so konzipiert, dafl die Eigenschaft (2.34) wihrend des sich
nun anschlieenden iterativen Teiles erhalten bleibt. Insbesondere werden die
Transformationen so durchgefiihrt, daf§ die Diagonalelemente von B exakt Null

bleiben.

2.2.1.2 TIterativer Teil

Der iterative Teil des Verfahrens besteht aus einer Folge von Zyklen. Zu Beginn
jeden Zyklus’ wird gepriift, ob (K, J) evtl. mehrfache Eigenwerte haben konnte,
indem die Giiltigkeit dreier aus Satz 2.1.7 abgeleiteter Bedingungen iiberpriift
wird. Dazu wird K zuerst symplektisch permutiert, um die Diagonalelemente
von F' und C' absteigend zu ordnen. Anschliefend werden Submatrizen (Cluster)
moglichst grofer Ordnung ermittelt, die wir hier mit der Bezeichnung

el [l B[l7u}T]
Blul  oliu]
_ | o e N (2.35)
0 DI Bl ol o Dl
[ D0 1 [l,u}lD[l’u} 0 ]
- 0 D[l,u} S 0 D[l,u}

mit

FU = (Fyhicijea » B" = Byhizigew » O = (Ciphisigzu
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und
diag(F’ g“]) = diag(Cgi’?]) =1

versehen wollen, fiir die wl* = ||[K4" — I|| 5 die Bedingungen
1wl <1/(10(u — 1+ 1)),
2. Fy < (1 +wh)E,, und

T
3. Tr (F — nyci — 1) — | BE + BE )2 /4 + 120 < —TOL? /10

erfiillt. Algorithmisch geschieht dies auf folgende Weise. Zuerst werden die Be-
dingungen fiir [ = 1 und v = [ + 2 = 3 gepriift. Dann wird der Index u solange
um 1 erhoht, bis fiir u+ 1 eine der Bedingungen nicht mehr erfiillt ist, oder u = n
gilt. Ist eine der Bedingungen bereits fiir u = [ + 2 nicht erfiillt, so wird [ um 1
erhoht und die Priifung fiir u = [ 4 2 fortgesetzt. Andernfalls werden die Indizes
l,u des Clusters K" abgespeichert und die Priifung fiir [ = u + 1 fortgesetzt.
Ist | = n — 2, so wird der Prozel beendet. Auf diese Weise gilt stets u — [ > 3.

Die Bedingungen sind algorithmisch leicht tiberpriifbar. Die auf diese Weise
bestimmten Cluster haben nicht immer die maximal mogliche Ordnung, es werden
insgesamt jedoch lediglich O(n?) Operationen benétigt.

TOL ist eine Abbruchkonstante (s. 2.2.1.3) in der Groflenordnung der Ma-
schinengenauigkeit. Numerische Experimente zeigten, dafl an dieser Stelle auch
auch noch TOL = 0 gewahlt werden kann. Zur Priifung der dritten Bedingung
miissen natiirlich nicht alle Elemente von K L[ql’"} bestimmt werden, sondern z.B.
nur diejenigen oberhalb der Diagonale.

Die drei obigen Bedingungen sind aus Satz 2.1.7 abgeleitet. Wegen Satz 2.1.7
ermitteln sie im Falle mehrfacher Eigenwerte gerade diejenigen Cluster, die den
mehrfachen Eigenwerten zugeordnet werden konnen, falls die || K g,u} — I|| g nicht
bereits klein gegeniiber ||Kg — I||g sind.

Werden auf diese Weise Cluster ermittelt, so wird angenommen, (K, .J) habe
mehrfache Eigenwerte und Kg trage die in Kapitel 2.1 beschriebene Struktur.
Beim nachfolgenden Zyklus handelt es sich dann um einen modifizierten Zyklus,
andernfalls um einen normalen oder unmodifizierten Zyklus. In modifizierten Zy-
klen werden die ermittelten Cluster wie in (2.17), (2.18) transformiert.

Die drei obigen Bedingungen durchaus auch dann erfiillt sein, wenn keine
mehrfachen Eigenwerte vorliegen, wie das Beispiel

1/50 0 0
T
K:[% ?] ., B=| 0 1/100 0

3 0 0  1/200

fir TOL < 0.07 zeigt. Anwendung des Transformationspaares (2.17), (2.18) dia-
gonalisiert dieses K aber.
Wir werden in Kapitel 2.3 sehen, dafi Transformationen (2.17), (2.18) der
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nach obigen Bedingungen ermittelten Cluster stets zur Konvergenz beitragen,
auch dann, wenn (K, J) tatséchliche keine mehrfachen Eigenwerte hat.

In den normalen Zyklen werden ausschlieflich Diagonalisierungen von 4 x 4-
Submatrizen vorgenommen. Auch in den modifizierten Zyklen werden auflerhalb
der ermittelten Cluster nur solche Diagonalisierungen vorgenommen. Wir werden
zuerst das Vorgehen in den normalen Zyklen behandeln, also davon ausgehen, es
gibe keine Cluster (2.35).

Normaler Zyklus

Hier werden n(n — 1)/2 Submatrizen

R o7 Fpp qu 0 BQP
. F B F, F, B, 0 p=1...n—1
K: R R — pq q9q Prq , ) 236
lB C ] 0 By, F, Cy g=p+1...n ( )
BQP 0 Cpq qu

der Ordnung 4 von K so mit einer endlichen Folge elementarer symplektischer
Transformationen diagonalisiert, dafl fiir die diagonalisierte Submatrix wieder
(2.34) erfiillt ist.

Die Reihenfolge der Paare (p,q) folgt einer zu Beginn des Verfahrens fest-
gelegten Pivotstrategie. In vorliegender Arbeit kommt lediglich die bereits oben
angedeutete zeilenzyklische Pivotstrategie

(1,2) (1,3)
(2,3)

(n—1n)

zum Einsatz. Auf die Darstellung paralleler Strategien (siehe z.B. [5], [27]) ver-
zichten wir hier.

Die Transformationsmatrizen, deren Folge K diagonalisiert, unterscheiden
sich hochstens an den mit K korrespondierenden Positionen von der Einheits-
matrix. Dort sind sie vom Typ

Lo 0 0

: 0t 0 0

m_ 2

r 1t 0 |
00 0 1/t
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vom Typ
CS1 SNy 0 0
T[Q] o —SNn1 CS1 0 0
0 0 csy  sm
0 0 —S8Nn; CS1
oder vom Typ
CSo 0 sna O
T[g] _ 0 CS3 0 STn3
—SNo 0 csy 0
0 —sny 0  cs3

mit sn? +cs? = 1,4 = 1,2,3, und t;,¢, > 0. Es handelt sich also ausschlieﬁlicb
um orthogonale Rotationen und Skalierungen. Bei der Diagonalisierung von K
wird konkret folgendermaflen vorgegangen:

Zuerst wird B mit einer Transformation vom Typ T8 anulliert (zum for-
mellen Vorgehen siehe 3.1 von Verfahren 2.2.2). Die Wirkung einer derartigen
Transformation von K erkennt man leicht nach einer Vertauschung der zweiten
und dritten Spalten und Zeilen von A'. Dann ergibt sich ndmlich die permutierte
Matrix

Fpp 0 qu qu
0 Fpp qu Cpq

FP‘] BP‘] qu 0

B(IP Cpq 0 qu

und die Transformation von K mit einer Matrix vom Typ T8 ist dquivalent zur
Transformation der letztgenannten Matrix mit

cs, sn, 0 0
—sn, c¢s, 0 0
0 0  csq sny
0 0 —sng csq

Man erkennt, da§ die Anullierung von B dquivalent ist zur Singulérwertzerlegung
von

[qu qu‘|
BP‘] Cpq

ist, wobei die Parameter gemé8 [19] bestimmt werden. Man erkennt ferner, da8
die Transformation weder die Diagonalelemente von F und C noch die bereits
bestehenden Nullen in der Diagonale von B veriindert.

Nach der Transformation gilt daher (der Einfachheit halber unter Verwendung
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stets gleichbleibender Bezeichnungen auch fiir verdnderte Elemente)

R Fp, F,y, 0 0
i F O _ | Fyy Feq 0 0
0 C 0 0 Fp Cpy
0 0 Cp Fy
und als néchstes wird eine Skalierung
\/ Eop 0 0

0
VFa 0 0

qu 1/\/F7p 0 (2.37)
0 0 1/\/Fy

vom Typ T angewendet (3.2 von Verfahren 2.2.2), um 1 als Diagonalelemente
von C' erhalten; nach der Skalierung ist daher

) Fp Fy 0 0
b [ F O] _| Fu Ew 0 0
0 C 0 0 1 Gy

In Satz 3.1.3 werden wir sehen, dafl die skalierte Kondition der so skalierten
Matrix in den nachfolgenden Operationen nur ein geringes Wachstum erféhrt. Die
letztgenannte Matrix wird nun so mit einer orthogonalen Matrix vom Typ 7
transformiert (3.3 von Verfahren 2.2.2), daf F,, verschwindet. Die resultierende
Matrix K wird erneut mit einer Transformation

1\Fp 0

0
0 1/\/F4 0
0 0 \JF»
0 0 0 \/Z

vom Typ T El] skaliert (3.4 von Verfahren 2.2.2), diesmal um 1 als Diagonalele-
mente von F' zu erhalten. Dies fithrt zu

0 J—
o=

Eine anschlieBende orthogonale Transformation vom Typ 712 anulliert C,,, ohne

o O O

!

0 0
0 0
Cpp Chq

CP(] qu

=

|
1
o My
o O O =
S O = O
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A

F =1 zu verdndern (3.5 von Verfahren 2.2.2). AbschlieBende Skalierung mit

JCp 0 0 0

YCw 0 0

0 1/ Cyq
(3.6 von Verfahren 2.2.2) ergibt schliellich die diagonale Matrix

) Fp 0 0 0
L [FO0]_| 0 Fy 0 0
0 C 0 0 F, 0 ’
0 0 0 Fy,

mit der Eigenschaft (2.34).

Falls einzelne Auflerdiagonalelemente von K bereits klein genug sind, so kon-
nen die entsprechenden Transformationen weggelassen werden. Dies wird in Ver-
fahren 2.2.2 nicht beriicksichtigt, wohl aber beim impliziten Verfahren 2.2.4.

Modifizierter Zyklus

Bei einem modifizierten Zyklus werden zu jedem festgestellten Cluster (2.35)
Transformationsmatrizen wie in (2.17), (2.18) bestimmt, die sich hoéchstens dort
von der Einheitsmatrix unterscheiden, wo sie mit dem jeweiligen Cluster kor-
respondieren. Die Cluster K lewlelulupplel] gejen fiir clu= 1...num durchnumme-
riert mit entsprechenden Bezeichnungen fiir die Submatrizen. Entsprechend der
Bezeichnung in (2.35) ist dabei low ein Ganzzahlvektor der unteren Indizes der
Cluster und upp ein Ganzzahlvektor mit den entsprechenden obereren Indizes.
Die erste Transformation (2.17) erhdlt man mit Hilfe der Cholesky-Zerlegungen

1
F’IOW[CIU} Jow][clu]

und (2.3.1 von Verfahren 2.2.2)

num

R= @ ([Iow[clu}—upp[clu—l}—l S Rclu) S In—upp[clu} )

F[Iow[c]u],upp[clu]] _ RT R

clu clu=1...num

clu »

clu=1
wobei clu[0] = 0. Die erste Transformation (2.3.2 von Verfahren 2.2.2) lautet
dann in abkiirzender Notation
F BT T Rt 0
K_[BC]_TKT, T_[O RT]' (2.38)
Anschliefend wird fiir

1

- 2Flow[c]u] Jow][clu]

Xy = (B[Iow[clu},upp[clu] + B[Iow[clu],upp[clu}T) ’ cli = 1.. num :
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und (2.3.3 von Verfahren 2.2.2)

num

X = @ (Olow[clu]— upp|clu-1]—1 D Xclu) D [n—upp[clu]

clu=1

die zweite Transformation (2.18) gebildet, die wir abkiirzend als

[F BT s (1 x
K_lB C]_TKT, T_lo ]]. (2.39)

darstellen (2.3.4 von Verfahren 2.2.2). Weil die transformierten Submatrizen von
B nun schiefsymmetrisch sind, gilt noch B;; = 0, ¢ = 1...n, so daf§ nur noch
geeignete Skalierungen vorzunehmen sind, um die Eigenschaft (2.34) wiederher-
zustellen (2.3.5 von Verfahren 2.2.2).

Man erkennt, daf§ die Transformationen (2.38) und (2.39) zusétzlichen Spei-
cherplatz fiir L und X von etwa n?/2 Elementen erfordern, wenn sie so wie
hier geschildert durchgefithrt werden. Eine Methode ohne bzw. mit minimalem
zusétzlichen Speicherplatz wird im Unterabschnitt iiber das implizite Verfahren
beschrieben.

Auflerhalb der Cluster werden Transformationen angewendet, wie sie im Un-
terabschnitt {iber den normalen Zyklus behandelt wurden. Auch die dort fest-
gelegte Pivotstrategie wird verwendet. Genauer werden Submatrizen K gemiB
(2.36) diagonalisiert, fiir die nicht low[clu] < p,q < upp|clu], clu € {1...num}
gilt.

Von den modifizierten Zyklen erwarten wir den Eintritt asymptotisch qua-
dratischer Konvergenz der Folge der iterierten symmetrischen Matrizen gegen
eine Diagonalmatrix. Diese Erwartung ist in der Tat begriindet. Sind némlich
alle Eigenwerte von (K, J) einfach, so wird man die asymptotisch quadratische
Konvergenz genauso wie bei anderen Jacobi-dhnlichen Verfahren zeigen konnen
(siehe z.B. [16]). Das Konvergenzverhalten basiert dann auf der Konvergenz der
Folge der skalierten Transformationsmatrizen gegen die Einheitsmatrix. Weil dies
im Falle mehrfacher Eigenwerte auch fiir die Transformationsmatrizen in (2.38),
(2.39) gilt, konnen wir auch im Falle mehrfacher Eigenwerte asymptotisch qua-
dratische Konvergenz erwarten.

2.2.1.3 Beendigung des Verfahrens
Das Verfahren wird beendet, wenn nach einem Zyklus das Konvergenzkriterium

K; . o

M<TOL, 1<4,j<2n, 1<y (2.40)
KiiKjj

mit einem geeigneten TOL, z.B. TOL= 2ne mit der Maschinengenauigkeit ¢,

erfiillt ist. Die Diagonalelemente von K sind dann Néherungen an die positiven
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Imaginérteile der Eigenwerte von (K, J).

Wir verwenden also eine Abbruchbedingung wie in [13]. Sie ist konsistent mit
Satz 1.0.6, wonach die relative Genauigkeit der Eigenwerte von der Kondition
der skalierten Matrix x(Kg) abhéngt. Das Verfahren ist also dann abzubrechen,
wenn die AuBerdiagonalelemente der skalierten Matrix klein genug sind.

Die Eigenvektoren von (K, J) kénnten mittels Akkumulation der Transforma-
tionsmatrizen bestimmt werden. Dies erfordert etwa den doppelten Speicherplatz
und etwa den zweifachen Rechenaufwand. Auf die Darstellung wurde verzichtet,
weil uns die Eigenvektoren von (K, J) nicht interessieren.

2.2.2 Der formale Algorithmus des expliziten Verfahrens

In diesem Unterabschnitt geben wir ausschliefilich das formelle Vorgehen beim
expliziten Verfahren zur Bestimmung der Eigenwerte des Paares (K, J) an. Wir
werden spéter darauf zuriickkommen; vorwiegend dient es allerdings dem leich-
teren Verstandnis eines spéter angegeben dquivalenten impliziten Verfahren.

/* The most important variables we use in the algorithm are stated as follows

name type usage comment

TOL  scalar input  stopping bound with 0 < TOL < 1, e.g TOL = 2n-
macheps, where macheps is the machine precision.

O max scalar  input  determines the minimal increase of the Hadamard
measure in modified cycles, e.g. 0. = — TOL?/10.

K matrix input/ symmetric positive definite matrix to be diagonali-
output sed; we write

T
K:[F B ] F,B,C € R™™ .

B C
T matrix inter-  transformation matrix; T is the identity matrix ex-
mediate cept at the positions of a submatrix 7T'. In a computer
program only components of 7" are stored. */

/* 1. preparation */
/* 1.1 scale K for F,,=C,,,p=1...n%*/

F BT . o o
set K = [ B C ] = TTKT with T = diag(\/C,p/ F}p) @ diag(\/ Fpp/Cop)

/* 1.2 annihilate diagonal entries of B */
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[ F B"] ., : L1
setK—_B C——TKTWIthT——2[_I I]

/* 1.3 rescale K for F,,=C,,,p=1...n, ¥/
[ F BT ] . . .
set K = B O =TTKT with T = diag(\/Cyp/ F}p) ® diag({/ Fpp/Cop)

/* now we have F,, = C,, and B,, =0, p=1...n*/

/* begin cycle */
WHILE maXj<i<2n,1<j<i—1 |Kij|/1/Kiinj Z TOL DO
/* 2.1 prepare for modification */
apply symplectic permutation to K to get decreasing order
of diagonal elements of F' and C'

/* 2.2 determine clusters */

num= 1 /* number of clusters */
=1 /* lower index of first cluster */
A:IF [+ 1 <n THEN /* begin new cluster */

0= (2F41,Cri10 — (Biy1g + Biis1)?/2)/(Frori1 Fi)
W= Q(FI%rl,l + Cl2+1,l + Bl2+1,l + Bl2,l+1)/(Fl+1,l+1Fll)

ENDIF
u=14+2 /* upper index of actual cluster */
B: IF v > n THEN
num=num-—1 /* finish */
ELSE

U:U+22i_( iCui) [ (FuuFii) — (2 z—ll( m"‘BW) [ (FuuFii))/2
w=w+23 (F2 + C? + B2, + B2) /(FuuFy)

w=o
IF10(u—1+1)w<1AF;<(1+w)Fu A o+ 12w < opax THEN

IF w =n THEN /* finish last cluster */
low[num|= 1, upp[num|= u
ELSE /* increase upper index of actual cluster */
w=u+1, GOTO B:
ENDIF
ELSE

IF v =142 THEN /* restart cluster with increased lower index */
l=1+4+1, GOTO A:
ELSE /* begin next cluster */
low[num|= [, upp[num|]=u — 1
num=num+1, | = u, GOTO A:
ENDIF
ENDIF
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ENDIF
/* the extremal indices of clusters are now stored in integer vectors “low”
and “upp” of length “num” */

/* 2.3 eventual modified cycle with rescaling */
IF num> 0 THEN
FOR clu=1 TO num DO
/* 2.3.1 make first transformation matrix */
FOR i =1 TO upp[clu]—low[clu] + 1 DO
Rc]u“- = (Eow[clu]—l—i—i,low[clu}—1+i/ﬂow[elu],]ow[c]u} - Zz_zll Rgluki)l/z
FOR j =i+ 1 TO upp|clu] — low|[clu] + 1 DO
Rc]uij = (Flow[du]—l—i-j,low[du]—1+i/}7]ow[clu},low[c]u]
- 2_:11 Rclukj Rcluki>/Rcluii
ENDFOR
ENDFOR
ENDFOR

/* 2.3.2 apply first transformation */
set R = @gﬁln:ll([low[du}—upp[clu—l}—l S Rclu) S In—upp[num} with Upp[o] =0

F BT T R 0
setK—lB C}—TKT,WhereT—l 0 RT]

/* 2.3.3 make second transformation matrix */
FOR clu =1 TO num DO
FOR ¢ =1 TO upp|clu]—low|clu] + 1 DO
FOR j =i TO upp[clu]—Ilow|clu] + 1 DO
Xcluz-ﬁj = _(Blow[clu]—1+i,]ow[c]u]—1+j
+ Blow[ct]—14j,lowlcli —1+i ) / (2F low{clu]  low[el])
IF ¢ 7£j THEN set Xduji = Xc]uij
ENDFOR
ENDFOR
ENDFOR

/* 2.3.4 apply second transformation */
set X = 69211111;1;1(Olow[clu}—upp[clu—l}—l S Xclu) s> In—upp[num} with upp[O] =0
F BT . I X
set K = lB c 1—T KT,WhereT—[O I ]
/* 2.3.5 scale K for F),, = C},, within clusters */
FOR clu =1 TO num DO
FOR p =low|clu] TO uppl|clu] DO

setK:TTKTwithT:[t 0

0 41 ], so that F,, = Cpp
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ENDFOR
ENDFOR
ENDIF

/* 3. begin cyclic rotations */
FORp=1TO n—-1DO
FOR ¢=p+1TO n DO
rotate= TRUE
FOR clu =1 TO num DO
IF low|clu] < p,q <upp|clu] THEN rotate= FALSE

ENDFOR
IF rotate THEN

/* 3.1 annihilate B,, and B, */
IF |qu|/(Fpquq)1/2 >TOL Vv |qu|/(Fpquq)1/2 >TOL THEN
compute SVD-parameters csq, snq, cSq, sna,

<o that [ csy —sm ] [ F, qu] l cSy SNy ] _ diag

SNy €Sy B,y Cyp —8Ny €Sy
cSq 0 sn;y O
- 0 0
set K = TTKT, where T' = €52 e
—sny 0 cs; O
0 —sny 0 cs9

ENDIF

IF |F,l/(FppFyy)t/? >TOL THEN
/* 3.2 scale K for Cp,=C,y=1%/
set K = TTKT, where T' = diag(CL?, Cl/2, C 12 C1/2)

pp 7 T4qq

/* 3.3 annihilate F, and F,, */

find orthogonal U, so that U7 - Fpp Lpg 1 - U = diag,
qu qu
. U 0
_ T _
set K =T KT,WhereT—[O U}

ENDIF

IF |Cpyl/(CppClq)*? >TOL THEN
/* 3.4 scale K for F,,=F,,=1%*/
_ 7T N 1: — _
set K =TTKT, where T' = diag(F, /2, F,)'/? F/2 F/?)

/* 3.5 annihilate C,, and C,, */
find orthogonal V', so that V7T - [ Cop O

ap aq

] -V = diag,
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set K = TTKT, where T= [
ENDIF

V 0
0V

/* 3.6 scale K for F,, =C,, and F,, =C,, */
set K = TTKT with T = diag(t,,, t,,. t,,}, t,.}), so that
Fop = Cpp, Foqg = Cyq
ENDIF
ENDFOR
ENDFOR
ENDWHILE

pp’

2.2.3 Implizites Verfahren

In den vergangenen Unterabschnitten haben wir ein explizites Jakobi-dhnliches
Verfahren fiir das Paar (K, J) entwickelt. Dies wird uns nun als Grundlage fiir ein
dquivalentes, recht kompliziertes, implizites Verfahren dienen. Das Hauptanliegen
vorliegender Arbeit gilt dem impliziten Verfahren.

Beim impliziten Verfahren [32], [31] geht man davon aus, dafl bereits der
Faktor L der symmetrischen positiv definiten Matrix K = LT L vorliegt. L wird
in der Regel aus der Faktorisierung einer schiefsymmetrischen Matrix

S=LJL* (2.41)

entstanden sein (s. Kapitel 4). Diagonalisiert ein symplektisches T die Matrix K,

also
D 0

T _ Ty Ty _
TKT—TLLT—[O D

1 = A ,D = diag (2.42)

und setzt man V = LT, so ist Q = VA~/2 offensichtlich orthogonal. AuBerdem
gilt

QTSQ = AVAVTLJLTVATY?
= AV LTt gTLT LT AY?
A1/2JA1/2 ’

d.h. die +i- Aj; (* = —1) sind die Eigenwerte von S und die Spalten von @ sind
Real- und Imaginérteile der Eigenvektoren von S.

Dies kann man sich fiir ein implizites Verfahren zunutze machen, bei dem man
das Produkt K = L” L nicht explizit bildet, sondern lediglich den Faktor L = L™
solange mit einer Folge symplektischer Matrizen 7™ von rechts multipliziert

Lo+ — pm)p(m)
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bis die Spalten eines L*) hinreichend orthogonal zueinander sind und die Normen
der Spalten j und n+ j, j = 1...n, iibereinstimmen.

. M M
A = diag (|JZ8D)2, ... ILAD)2)

enthélt dann Naherungswerte der positiven Imaginérteile der Eigenwerte von S
und LM A=1/2 sind Ndherungen an die Real- und Imaginérteile der Eigenvektoren
von S. Dabei bezeichne L(]m ) die j-te Spalte von L™,

Mit dem impliziten Verfahren spart man gegeniiber einem expliziten Verfahren
Rechenzeit und Speicherplatz, weil die Matrix der Eigenvektoren als Akkumula-
tion der Transformationen nicht mitgefithrt werden mufl. Dariiber hinaus kann
man gegeniiber dem expliziten Verfahren einen kleineren maximalen relativen
Fehler in den berechneten Eigenwerte erwarten [13], [29].

Beim impliziten Verfahren werden die Transformationsmatrizen prinzipiell ge-
nauso bestimmt, wie beim expliziten Verfahren. Dabei ist die Anullierung eines
Elementes K;; beim expliziten Verfahren wegen K;; = zfgl Ly;Ly; identisch mit
der Orthogonalisierung der Spalten ¢ und j von L.

Es sei darauf hingewiesen, dafl der in Verfahren 2.2.4 aufgefiihrte formale
Algorithmus in einigen Details iiber die nachstehende Beschreibung hinausgeht,
indem z.B. beim Algorithmus 2.2.4 darauf geachtet wird, dal einmal berechnete
Elemente K;; oder K, nicht ein zweites Mal bestimmt werden. Dariiber hinaus
werden Divisionen moglichst durch Multiplikationen ersetzt. Diese Details bleiben
bei der nachfolgenden Beschreibung unberiicksichtigt.

Wir gehen im Folgenden davon aus, daf8 bereits der Faktor L von K = LTL
vorliege. Der vorbereitende Teil unterscheidet sich etwas von der Vorbereitung
des expliziten Verfahrens. Zu Beschleunigung des iterativen Teils des Verfahrens
wollen wir ndmlich schnelle Rotationen anwenden [22], wozu die Mitfithrung einer
zusétzlichen Diagonalmatrix £ notwendig wird.

2.2.3.1 Vorbereitung

Es ist niitzlich, zu Beginn eines jeden Zyklus die Spalten von L auf 1 normiert
zu haben und die tatséchlichen Normen der Spalten in einer weiteren Diagonal-
matrix E (als Vektor) gespeichert zu haben. Die ersten Schritte der Vorbereitung
besteht dann aus den Anweisungen (s. 1.1.1, 1.1.2 von Verfahren 2.2.4)

FOR i =1 TO 2n DO E; = (LEL,)Y?

FORi=1TO 2n DO L,; = L;E;*
Statt E = diag(E;;) werden wir durchgehend die Notation £ = diag(E;) ver-
wenden, um daran zu erinnern, dafl die Diagonalmatrix E als Vektor gespeichert
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wird. Wir wollen wie beim expliziten Verfahren gleichbleibende Bezeichnungen
auch fiir veréinderte Variablen verwenden. Daher werden wir nun stets

F BT

KI[B C

] = EL"LE (2.43)

fiir die zu diagonalisierende, positiv definite Matrix schreiben.

Die Transformation von K mit V; aus (2.31) zur Erzielung von F;; = Cj;, d.h.
E; = E,.;, wird beim impliziten Verfahren leicht durch die Schleife

FOR ¢=1TO n DO

E; = Eyn = B”E},

ENDFOR
ausgedriickt (1.1.3 von Verfahren 2.2.4). Beim expliziten Verfahren schliefit sich
nun die Anullierung der Diagonalelemente von B in K gemé8 (2.43) an. Das
Analogon beim impliziten Verfahren mufl auch wéhrend des iterativen Teils re-
gelméflig, z.B. zu Beginn eines jeden Zyklus, wiederholt werden, weil man im
Gegensatz zum expliziten Fall nicht davon ausgehen kann, daf} die einmal or-
thogonalisierten Spaltenvektoren L.; und L.,; wihrend des gesamten iterativen
Prozesses geniigend orthogonal bleiben.

2.2.3.2 Iterativer Teil

Wie soeben dargelegt, wird LE zu Beginn eines jeden Zyklus mit V5 gemé8 (2.33)
von rechts multipliziert. Die Multiplikation brauch dabei nur solche Paare von
Spalten von L zu erfassen, die nicht bereits hinreichend orthogonal zueinander
sind. Auflerdem sollen die beriihrten Spalten von L anschlieend wieder auf 1
normiert und auch E; = F;,,, wiederhergestellt werden. Beachtet man die Kom-
mutativitdt von £ und V5, so kénnen all diese Operationen in der einzigen Schleife
FOR p=1TO n DO
IF |L?;L.p+n| > TOL THEN

[Lp Lopsn] = [Lp = Lpn Lip + Lpin]

(Bys Epin) = (1/V(Ep, Epe)

5 = (LD L,)V?

0y = (La+pL-n+p)1/2

Ep - (51 Ep
En+p = 521En+p
[L-p] =07 [L~p]

[L-n—irp] = 52_1[L~n+p]
Ey = Eppn = E;/2E;—/|—2n
ENDIF
ENDFOR
zusammengefat werden (1.2 und 1.3 von Verfahren 2.2.4). Dabei ist TOL eine
zuvor festgelegte Abbruchkonstante, auf die wir in 2.2.3.3 zurtickkommen werden.
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Anschlieflend (2.1 von Verfahren 2.2.4) werden die Spalten von L und die zu-
gehorigen Elemente von F permutiert, um die Elemente E;, 1 < ¢ < n, absteigend
zu ordnen. Entsprechend dem expliziten Verfahren gilt nun

LXL,..=0 ., |Li=1, E=FEy4, , i=1...n

und
Eiin-i-l s 1=1...n—1

Zur Entscheidung dariiber, ob ein nachfolgender Zyklus modifiziert ist oder nicht,
wird LT L analog zum expliziten Verfahren auf Cluster gepriift, die die drei Be-
dingungen von Seite 44 erfiillen (2.2 von Verfahren 2.2.4). Sie lauten in der
Notation des impliziten Verfahrens mit L' = [L;-- L., L. -+ Ly, und

lu] HLlu]T [l,u] _IHE
1wl <1/(10(u — 1 + 1)),
2. B? < (1 +w)E? und

3. Tr ([Ll -L. ] [L~l T L~U] - [)([L-n-i-l e 'L~n+u]T[L-n+l T L-n-i-u] - I)
_H[ n+l n+u]T[L-l e L~U] + [L~l o 'L~U]T[L~n+l T L-n-i-u] H%/4
+ 12009 < —TOL?/10 .

Normaler Zyklus

Wie beim expliziten Verfahren wird ein normaler Zyklus dann durchgefiihrt,
wenn es keine Cluster gibt, die den o.g. drei Bedingungen geniigen. Es werden
dann Submatrizen K gemiB (2.36) von K = LTL diagonalisiert, so daf wir in
diesem Unterabschnitt nur noch auf einige Aspekte einer solchen Diagonalisierung
einzugehen brauchen.

Zuerst werden die Elemente B, und By, anulliert (3.1 von Verfahren 2.2.4).
Nach Berechnung dieser Elemente und F},, sowie C,, werden geméf [19], (3.1a),
(3.1b) orthogonale Parameter sn,, cs,, sn,, ¢s, zur Singuldrwertzerlegung bestim-

csp —Smy |y | CSg Sng | _ _ diag (2.44)
sn,  csp —8n, CSg '
mit
gt l E,E,LLL., E Bl L, ]
\ /Fpquq Equ+nL:,;;+nL Ep—i—nEq—i—nL p+nL q4n .

Fiir sn,cs # 0 und t = sn/cs ist

cs sno| 1 t] 1/t 1
l—sn cs]_cs.[—t ll_sn.[—l l/t]’



58 Kapitel 2. Jacobi-dhnliche Verfahren

so dafl schnelle Rotationen [22] angewendet werden konnen. Fiir i = p, g ist

E; 0 CS; SNy
[ Li Lipn } [ 0 FEin ] [ —sn;  cs; ]
- [ Li Litn }[ ~tiEiyn/ B 1 H 0 csibiipn ]

_ T Ei/([ti| Eirn)  sign(sn;) |sn| i 0
= | L LWH _sign(sn:)  Eiun/(t:|E5) 0 |sni|E [210)

(2.45)

Weil die aus (2.44) entstehenden ¢ nicht beschrénkt sind, wird im Falle [t| < 1
die Multiplikation (2.45) gewéhlt, sonst (2.46). Dann liegt der mit E;, E;, mul-
tiplizierte Wert zwischen 1/4/2 und 1, so da8 sich die Wahrscheinlichkeit fiir
Variablenunter- oder -iiberlauf verringert. Bei numerischen Experimenten kam
es niemals zu Uberlauf. Die trivialen Fille sn; = 0 oder ¢s; = 0 werden geson-
dert behandelt. Die in (2.46) vorzunehmende Rechtsmultiplikation an [L.; L.,
kann wegen |t;| > 1 einer Permutation recht nahe kommen. Diese werden wir
spater (in 3.6 von Verfahren 2.2.4) durch Riickpermutation wieder aufheben.
Zur geringfiigigen Beschleunigung des Verfahrens kénnte man die Riickpermuta-
tion auch unmittelbar an eine Transformation (2.46) anschliefen. Dadurch wéren
jedoch die nachfolgenden Transformationen betroffen, worauf wir aus Transpa-
renzgriinden verzichten wollen.

An die Anullierung von B,,, B,, schliefit sich wie beim expliziten Verfahren
die Diagonalisierung von F und C an. Im formalen Algorithmus 2.2.4 wird hier
besonders darauf geachtet, dafl Elemente K;; nicht unnotig mehrfach berechnet
werden. Dies geschieht insbesondere durch Zwischenspeicherung bereits berech-
neter Elemente und durch Verwendung der Eigenschaft Fj; = Cj;. In Verfahren
2.2.4 werden dazu die boolschen Variablen rotF und rotC eingefiihrt. Aulerdem
werden Rotationen nur dann durchgefiihrt, wenn die zugehorigen Spalten von L
nicht bereits hinreichend orthogonal sind. Bis auf diese Unterschiede, auf die wir
jedoch nicht néher eingehen brauchen, verlauft die Diagonalisierung von F , C
analog zum expliziten Fall, wenn auch komplizierter als dort. An dieser Stelle soll
daher lediglich die Skalierung (3.2 in Verfahren 2.2.4) als Analogon zu (2.37) und
die nachfolgende Diagonalisierung von F (3.3 in 2.2.4) skizziert werden.
Zur Skalierung auf C,, = Cyq = 1 wird

(Ep+ntpv Eqinty, Ep_—l}nt;17 qulnt;l)

mit =

ti = ﬁ(LZL-i)lﬂ = (L-1;+nL-i+n>1/2 , 1=D,q
bestimmt. Die Skalierung selbst brauch dann nur noch am diagonalen E zu er-
folgen, ohne die Matrix L zu beriihren.
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Die anschlieBende Multiplikation mit einer orthogonalen Matrix erfordert die
Bestimmung orthogonaler Parameter sn, cs,t = sn/cs mit

cs —sn E2LTL, E,ELLL, cs  sn
snocs E,E,LTL, E!LLL,

Weil stets || < 1 gilt, konnen schnelle Rotationen &hnlich wie in (2.45) verwendet
werden.

Modifizierter Zyklus

Auch hier wird analog zum expliziten Verfahren verfahren: festgestellte Clu-
ster werden gemifB (2.38), (2.39) transformiert. Uber den Speicherplatz im Um-
fang von 4n? Elementen zur Abspeicherung von L (sowie einiger Vektoren) hinaus
wollen wir jedoch moéglichst wenig zusétzlichen Speicher verwenden. Beim explizi-
ten Verfahren ist weiterer Speicher von hichstens n? /2 Elementen nétig (s. Seite
49). Vom nachfolgend geschilderten Vorgehen kann man bei dynamischer Spei-
cherverwaltung zeigen, dafl hochstens n?/4 zusétzliche Speicherelemente benétigt
werden, ohne dafl die Fehleranalyse davon beriihrt wére.

Wir betrachten zuerst eine Transformation geméfl (2.38) an einem einzelnen

Cluster .
L Flu gl
Klu — l Bl (il (2.47)

der Ordnung 2(u — [ + 1). Die in (2.47) verwendete Notation wurde in (2.35)
eingefiihrt. Dabei verwenden wir der Einfachheit halber die Bezeichnung

[ = lowl[clu] , wu = upp|clu] .

Unser Ziel ist es, K" so zu transformieren, da8 die Transformierte von F“* die
Einheitsmatrix ist. Wir gehen dabel induktiv vor und nehmen an, daB fiir ein p,
| < p < u, die erste Hauptuntermatrix F' der Ordnung p — [+ 1 von F* implizit

bereits in der Form

Ip—l T

F:Elle g] ) g>0

vorliege. (Zu Beginn, also fiir p = [ + 1, bedeutet dies nicht anderes als F =
Fu Frim .) In einem Schritt werden nun die Auflerdiagonalelemente von
Foy Fiym
F anulliert und dann p um 1 inkrementiert. Nachfolgend werden wir die zur
Elimination der Auflerdiagonalelemente, also der p-ten Zeile und Spalte, von F'

erforderlichen Operationen beschreiben. Wir verwenden die Bezeichnungen

A

F=FE[L; Ly [Ly---Ly)E ,
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A

L=[LiLy Lot Loy,

E = diag(E,, ..., E, E,) ® diag(E, Bro B E,)
) Y Y P Y El Y ) El Y P Y
p—l1
wobei wir wegen 1.2.4 von Verfahren 2.2.4 noch ||[L.]||2 = ||[L,]||2 = 1 annehmen

kénnen. Es gilt dann E? = Fy; und

E2LY LI, ELy-Ly,)"L,E,
E LY [Ly--- L, B E2L

_ Iy E,/Er _ T
— l Ep/Eer E,;g/E? 9 T = [Ll c e L.p_l] L.p .

Fll_lﬁ = El_2[

Nun wird die Cholesky-Zerlegung
F'F=R'R (2.48)
vorgenommen und das Produkt
LET , T=R'®R" (2.49)

gebildet. Mit der weiteren symplektischen Matrix

~

T' = diag(1,...,1, E,/E,) @ diag(1,...,1,E,/E)
N—— S——
p—l1 p—1
haben wir
LET = LETE'"T"'ET’
und das Produkt (2.49) kann durch die Multiplikation

~

von L mit ETE'T'"! (2.50)

und R A
von E mit T’ (2.51)

ausgedriickt werden. E hat nun iibereinstimmende fiihrende Komponenten. Wir
wenden uns nun einer Vereinfachung des Produktes (2.50) zu. Man kann leicht
verifizieren, daf fiir R aus (2.48)

-1

A |1z A1 | I -0 (T N1/2

gilt. Daraus folgt
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wobei mit 7 = (1 —r7r)!/2

p—l1
PN, _ 1
R, = diag(FEy, ..., E, E,) [ ]%—l 5_;@]
. -1 —1 =1\ 7: L,
diag(E) ..., B, B, )diag(l, ..., 1, —)
—— —— El
p—1 p—l
_ Iy —o '
0 Ep/(Q_lEl)
B I, —7 1
= [ 0 1 ] (2.52)
und
E? E? I, 0
R, = diag(E,, =&t el Pl
2 lag( s El ; 5 El ) p) ZL’T 0
1 El El El
-di —))di T

— Ip—l 0
a [Eq(diag(l/El,El/Ez%rla---aEz/Eg—ﬁx)T QEI/Ep]

Ip—l 0
[(diag(Ei/E?,...,Eg/Eg_l)r)T T] (2.53)
gilt. Die am Produkt (2.50) beteiligten Matrizen R;, Ry haben also eine recht

einfache Gestalt. Auch das Produkt (2.51) ist einfach zu bilden, indem E, durch
Ey und E,, durch E?/E; ersetzt wird.

Die Skalierung mit T’ hat nicht nur {ibereinstimmende fiihrende Elemente
von E zur Folge, sondern auch die Unabhéngigkeit der Matrix R; von E. Auch
Ry ist lediglich von den Quotienten der Elemente von E anhingig, die nach
Voraussetzung nahe 1 sind.

Vorstehend erlduterte Operationen betrachten wir nun fiir alle p, [ < p < u.
Wir kénnen alles in folgendem kurzen Algorithmus zusammenfassen:

FOR p =+ 1 TO u DO
r=[Ly - Lyi)"L,

s=rlr

7= (1-3s)2

E' = diag((E,/E1)%, . ... (By/Ep1)?)
I —77r

Ry =

0 7!
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I 0
= l (E7)T T
(Lo L] = [Lo- - - Lp| By
[L-n—i-l T L~n+p] = [L-n-i-l e 'L~n+p]R2
ENDFOR
FORp=1+1TO u DO
E,=E,
En-i—p = Er2L+p/El
ENDFOR
In einem Programm (siehe 2.3.1, 2.3.2 von Verfahren 2.2.4) werden natiirlich
die Matrizen Ry, Rs nicht explizit gebildet, weil sie nur in einer Zeile bzw. Spalte
nichttrivial sind. Hier liegt gerade der Effekt der Speicherplatzersparnis gegeniiber
dem Verfahren 2.2.2. Zur Vermeidung von Variablenunter- und Uberlauf werden
noch kleine Modifikationen des obigen Programmstiickes vorgenommen, die simt-
lich dem vollstdndigen Algorithmus 2.2.4 zu entnehmen sind.

Jeder Cluster K" der Kandidat fiir die soeben geschilderte Transformation
ist, geniigt nach Voraussetzung der Ungleichung

1
KM _Ip< ————

wenn exakte Arithmetik zugrunde gelegt wird. || F. g g ||z kann man auf dieselbe
Weise abschitzen, so daf nach [17]

1B = Ills < 17 1—z+1) . Py = R R (2.54)
-

folgt. In vorstehendem Algorithmus wird R““ jedoch nicht direkt ermittelt, son-
dern wegen (2.48) ist RI* das Produkt verschiedener, sukzessive gebildeter Fak-
toren R. Werden alle Rechnungen in FlieBpunktarithmetik vorgenommen, so kann
die Ungleichung (2.54) nur mit zusatzlichen (grofien) Fehlertermen nachgewiesen
werden, obwohl sie zumeist sogar exakt gilt. Die rechte Seite von (2.54) ist asym-
ptotisch néamlich viel grofer als die linke Seite. Weil wir die Giiltigkeit von (2.54)
fiir die Fehleranalyse benotigen, wird (2.54) bis auf einen kleinen relativen Fehler
erzwungen, indem die Transformationen (2.38), (2.39) fiir den aktuellen Cluster
unterbrochen werden, sobald (2.54) nicht mehr erfiillt sein sollte. Dies ist gleich-
bedeutend mit einer Verkleinerung des Clusters. Das Vorgehen fliefit in 2.3.1
(Variable sum) von Algorithmus 2.2.4 ein, was wir kurz erlautern wollen. Wir
fithren fiir den Moment die Bezeichnungen

PP =L, L, 1]"[L,) und 77 = (1 — " ploly1/2
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fir {+1 <p<u <wuein. Dann gilt

R — 1|
I ]p—l 0 0 -
T
= I(TI (R ) —I||3 = > (P plPl 4 (1 — 7IP)2)
p=l+1 0 0 I p=I+1
< i
= Z (7’[”} Pl 1 —oplPl 4 Pl 7‘[”}) — Z 5
p=l+1 )
i lp]” lp]
rP
= 2
pz;i-l 1+ T[P}

Ein Vergleich mit dem Algorithmus auf Seite 61 zeigt, dafl sum = ||RED — [||%
leicht mit einem kleinen relativen Fehler durch Einfiigen von
sum = sum +2s/(1 + 1)

in die erste Schleife bestimmt werden kann (mit sum = 0 vor Schleifenbeginn).
Gilt dann fiir ein p < u bereits sum > 1/(10(p — [ + 1))?, so wird u = p gesetzt
und die Schleife abgebrochen. Auf diese Weise kénnen wir fiir jeden Cluster die
Bedingung (2.54) bis auf einen kleinen relativen Fehler sicherstellen. Auf 2.3.1
von Verfahren 2.2.4 wird verwiesen. Man kann erwarten, dafl die Schleife tatséch-
lich kaum jemals abgebrochen wird. Numerische Experimente bestétigen dies.

Anschlieflend betrachten wir die Transformation (2.39) an einem einzelnen
Cluster

Bl ol

der Ordnung 2(u — [ + 1). Die in (2.55) verwendete Notation wurde in (2.35)
definiert. Zur Abkiirzung verwenden wir wieder die Bezeichnung

[1,u] [Lu)T
Ku,m:[F B ] Pl — po g (2.55)

| = low[clu] , w= upplcly| .

Nachfolgend werden wir die erforderlichen Operationen zur Erzielung eines schief-
symmetrischen B beschreiben. Nach Durchfithrung von 2.3.2 von Verfahren
2.2.4 sei

Kl — gl 7 pllul gl

mit
LM =Ly Loy Ly Lng] . B = Bl ® diag(Enss, - ., B -

Nun wird die Matrix

1
- [ 01 ] C X = =g (Bt pll) (2:56)
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gebildet und L[lvu}lE[lvu} von rechts mit 7" multipliziert, was wegen L4 ELUT =
L gl gl ) Blbul gleichbedeutend ist mit der Multiplikation
}71

von LM mit 77 = plupphd— (2.57)

wobei Elb¥ unveriindert bestehen bleibt. Es gilt

- I U 1 1
T' = Bldpgla™ — U = EXdi . 2.58
d.h.
U L gl o gl
w = —m( T B
1
= _W(EnﬂJ [L-n—i—q]T[va]El + En+p[Lvn+p]T[qu]El>
n+p
L Eng T T
= _§(E N [L-n—irq] [L~p] +[L~n+p] [L~q]) (2-59)
n+p

Bei der Formulierung eines Algorithmus fiir die Transformationen (2.39) gehen
wir methodisch etwas anders als bei (2.38) vor. Fiithrte man namlich Transforma-
tionen (2.57) sukzessive fiir Hauptuntermatrizen der Ordnung p—I+1,p=1...u,
von U durch, so hitten bereits transformierte Spalten [L.,+,], | < ¢ < p, Einflu8
auf alle nachfolgenden Transformationsmatrizen. Man kann zeigen, dafl in diesem
Fall die Normen ||T" — I||5 der in FlieBpunktarithmetik berechneten 7" und damit
auch die Normen ||[L.,4,]|2 nur dann klein genug bleiben, wenn ||K g’“] — I
bereits fiir die Praxis unrealistisch klein ist. Auflerdem wére die in endlicher
Arithmetik bestimmte Matrix X aus (2.58) nicht symmetrisch.

Das Hilfsmittel des Abbruches der Transformationen (also der Verkleinerung
des Clusters), falls |7 — I||s zu grof§ wird, steht uns hier im Gegensatz zum
Vorgehen bei den Transformationen (2.38) nicht zur Verfiigung, weil dann die
Konvergenz des Verfahrens nicht sichergestellt werden kénnte.

Wir beschreiten also einen anderen Weg. Fiir p = [...u werden sédmtliche
Elemente Uy, und Uy, ¢ = p. .. u, geméaf (2.59) berechnet und anschliefend wird
mit
0

I[%O~m}
I

transformiert. Die bei dieser Transformation noch nicht benétigten Elemente U,
q > p, werden zunéchst zwischengespeichert und erst bei spéateren Transformatio-
nen verwendet. Die Transformation (2.39) konnen wir nun in folgendem kurzen
Stiick Algorithmus zusammenfassen:
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FOR p=1TO u DO
FOR ¢=1TO p—-1DO u, =U,
up = —[Lp] T [Lnsy)
FOR¢=p+1TO u DO
Y = [Lin+q) [Lp)
2 = [Lg]" [Lontp]
ug = —(Y(Entq/ Entp) +2)/2
Upg = —(y + 2(Enip/ Eniq))/2
ENDFOR
[Lonip) = [Longp) + EZ:l tg[L.q]
ENDFOR

Fiir das im vorstehenden Algorithmus zur Zwischenspeicherung verwendete
Feld U benéstigt man hochstens n? Speicherplitze. Das Feld ist jedoch wihrend
des gesamten Vorganges nur teilweise besetzt. Man kann zeigen, dafl man bei Ma-
trizen der vollen Ordnung 2n unter Verwendung dynamischer Speicherverwaltung
mit etwa n?/4 Speicherplitzen auskommt.

Das geschilderte Vorgehen hat den Vorteil, daf§ simtliche Elemente U,, mit
Daten berechnet werden, wie sie zu Beginn des Transformationsvorganges be-
stehen. Bei der Fehleranalyse werden wir diese Tatsache mit Gewinn ausnutzen.
Formell wird wie in 2.3.3, 2.3.4 von Verfahren 2.2.4 beschrieben, vorgegangen.
Auch die Fehleranalyse bezieht sich darauf.

Abschlufl eines Zyklus

Zum Abschluf eines jeden Zyklus werden die Spalten von L nochmals auf
eins normiert und E entsprechend skaliert, damit das Kriterium fiir die Beendi-
gung des Verfahrens und die Bedingungen fiir einen modifizierten Zyklus leichter
gepriift werden konnen (3.7 von Verfahren 2.2.4).

2.2.3.3 Beendigung des Verfahrens
Das Verfahren wird beendet, wenn nach einem Zyklus das Konvergenzkriterium

2n
|y LyLyl < TOL , 1<i,j<2n, i<j (2.60)
k=1

mit einem geigneten TOL, z.B. TOL= 2n - ¢ mit der Maschinengenauigkeit &,
erfiillt ist. Die E? sind dann Niherungen an die positiven Imaginirteile der Ei-
genwerte von S geméfl (2.41) und die Spalten von L sind Ndherungen an die
Eigenvektoren.

Wir verwenden also eine Abbruchbedingung wie in [13]. Sie ist konsistent
mit Satz 1.0.6, wonach die relative Genauigkeit der Eigenwerte nicht von der
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Kondition x(K), sondern von der Kondition der skalierten Matrix (K g) abhéngt.
Das Verfahren ist also dann abzubrechen, wenn die Auflerdiagonalelemente der
skalierten Matrix klein genug sind.

2.2.4 Der formale Algorithmus des impliziten Verfah-

remns

Hier geben wir nun das formelle Vorgehen beim impliziten Verfahren zur Losung
des Eigenwertproblems (LTL, J) an.

/* The most important variables we use in the algorithm are stated as follows

name type usage

TOL  scalar input

O max scalar  input

E vector output
L matrix input/
output
v vector inter-
mediate
T matrix inter-
mediate
U matrix inter-
mediate

/* 1. preparation */

comment

stopping bound with 0 < TOL <« 1, e.g TOL = 2n-
macheps, where macheps is the machine precision.

determines the minimal increase of the Hadamard
measure in modified cycles, e.g. 0ax = — TOL?/10.

diagonal matrix stored as vector. Initially, F; = 1,
1=1...2n.

on input, K = diag(E)L” Ldiag(F) is the positi-
ve definite matrix to be diagonalised; on output, L
holds the eigenvectors of the pair (K, .J). We write

F BT nxn
K_lB C],F,B,CEJR )

each component v; holds the square of the 2-norm
of the i-th column of L with a small relative error.
v is used to reduce the computational count.

transformation matrix; 7" is the identity matrix ex-
cept at the positions of a submatrix 7'. In a computer
program only components of T" are stored.

U € IR™™" is used to store a scaled matrix X, where
I X
0 I
cycles. *)

1 is the second transformation in modified

/* 1.1 scale L, compute and scale E for F,, =C,,,p=1...n */

/¥ 1.1.1 %/
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FOR p=1TO 2n DO E, = (332, L},)'/?
/* 1.1.2 */
FOR p=1TO 2n DO [L,] = (E; ') - [L.,)]
/* 1.1.3 */
FOR p=1TO n DO E, = B,., = E}?E}/2,
FORp=1TO2n DO v, =1
/* begin cycle */
WHILE maxi<i<2n,1<j<i—1 ‘ Ziﬁl L]mLk]‘ Z TOL DO
FOR p=1TO n DO
IF | 2% LiyLinsp| > TOL THEN
/* 1.2 annihilate diagonal entries of B, rescale L */

/¥ 1.2.1 %/

[Lp Lnsp] = [Lp = Lingp Lp + L]
/¥ 1.2.2 %/

(Ep, Entp) = (1/\/5) *(Ep, Entp)
/*1.2.3 */

6 = (Xi, Ly, )2
62 = (Ziil L%,n-ﬁ-p)l/2

(Ep, En+p) = (51Ep7 52En+p)
/*1.2.4 %/

L) = (67 - [L,)

[L-n—irp] = (52_ ) : [L-n—irp]

/* 1.3 rescale E for F,, =C,, */
E,=E,,= E;/2E1/2

n—+p
ENDIF
ENDFOR {p}
T
/* now we have K = ELTLE = g % with B,, = 0 and

Fpo=Cp,p=1...n,and ||Ly|e=1,p=1...n%/
/* 2.1 prepare for modification */ o
set L = LP, E = PTEP with symplectic permutation matrix P = P @ P,
sothat B, > E,;y , p=1...n—-1

/* 2.2 determine clusters */

num= 1 /* number of clusters */
l=1 /* lower index of first cluster */
A:IF [+ 1 <n THEN /* begin new cluster */

— 2n

o= 212.3:1 L1 L

. n

- 21521 Lk,n+l+1Lk,n+l
S n

- Zk:l Lkm-‘rl—l—lLkl

@R
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B = 2211 kaz-l—lLAk,l—l—l
0 =266 — (B+B)*/2

ENDIF
u=10+2 /* upper index of actual cluster */
B:IF v > n THEN
num=num-—1 /* finish */
ELSE

FORi=1TO u—1DO
& =" LiuLyi
a; = Ziil Lk,n-i—uLk,n-H
B =332 Linrulii
ﬁ = Ziil Lk,n-ﬁ-iLku
o=0+256—(B+3)2/2
w=w+4+ad2+06>+ 2+ 3

ENDFOR {i}
w=(20)Y?
IF (10u—1l+1)w<1AE<VI+wE, Ao+ 12w < 040 THEN
IF w =n THEN /* finish last cluster */

low[num]=1
upp[num|= u
ELSE /* increase upper index of actual cluster */
u=1u+1
GOTO B:
ENDIF
ELSE
IF v =142 THEN /* restart cluster with increased lower index */
l=1+1
GOTO A:
ELSE /* begin next cluster */
low[num]= 1
upp[num|=u — 1
num=num-+1
l=u
GOTO A:
ENDIF
ENDIF
ENDIF
/* the extremal indices of clusters are now stored in integer vectors
“low” and “upp” of length “num” */

/* 2.3 eventual modified cycle with rescaling */



2.2. Jacobi-dhnliche Verfahren fiir das Paar (LTL, J) 69

FOR clu =1 TO num DO

/* 2.3.1 make part of first transformation matrix */
sum = 0
FOR p = low[clu] + 1 TO upp|clu] DO
FOR ¢ = low[clu] TO p — 1 DO r, = X2, Ly Ly
§= ZZ;IIOW[CIH] 7}3
7=(1-s)/?
sum = sum +2s/(1+ 1)
IF sum > 1/(10(p — low|[clu] + 1)) THEN
upp|clu) = p—1, GOTO C:  /* break to guarantee error anal. */
ENDIF

/* 2.3.2 apply part of first transformation */
FOR ¢ = low[clu] TO p—1 DO
IF r, # 0 THEN [L,] = [L.,| — 7, - [L4]
ENDFOR {q}
IF 7 # 1 THEN [L,] =77'[L.,)
FOR ¢ = low][clu] TO p—1 DO
IF 14 # 0 THEN [Lyig] = [Lontg] + 14(Ep/Ey)* - [Lonty)
ENDFOR {q}
[Lontp] = T[Lintyp]
ENDFOR {p}
C: FOR p = low|clu] + 1 TO upp|clu] DO
Ep = Elow[clu}
En-i—p = n+p(En+p/EIOW[dU})
ENDFOR {p}

/* 2.3.3 make part of second transformation matrix */
FOR p = low|clu] TO upp[clu] DO
FOR ¢ = low]|clu] TO p —1 DO

ug = Uy /* U holds parameters for later transformation */
ENDFOR {q}
up = = 3% Ly Loy

FOR ¢ =p+ 1 TO upp|clu] DO
Y= Zzil Lk,n—l—qup
2= 3% LigLintr
g = —(Y(Entq/Enyp) +2)/2

Upq = —(y + Z(En+p/En+q))/2
ENDFOR {q}

/* 2.3.4 apply part of second transformation */
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FOR ¢ = low|clu] TO upp[clu] DO
IF uy # 0 THEN [L.y4p] = [Lingp] + uglL.g]
ENDFOR {¢}
ENDFOR {p}
ENDFOR {clu}

/* 2.3.5 scale E for F,, = C,, within clusters */
FOR clu =1 TO num DO
FOR p = low[clu] TO upp[clu] DO
0y = Ziil L%p
0g = Zzil Li,nﬂn
(me Vn-i—p) = (517 62)
§=0a1""/5y"
(Ep, Enyp) = (EY2E)E, /6, EY2EL0)
ENDFOR {q}
ENDFOR {clu}

/* 3. begin cyclic rotations */

/* Now we use variables f,,, foq: fags Upgs Daps Cops Cpgs Cqq- These variables
are not components of arrays but scalars, i.e. they should be understood

as fpp, fpq, etc. . The variables are scaled entries of the matrix K
we have F,, = E? fon, Fpqg = EpEq fpq etc. */
FORp=1TO n—-1DO
FOR ¢=p+1TO n DO
rotate= TRUE
FOR clu =1 TO num DO
IF low|[clu] < p,q <upp|clu] THEN rotate= FALSE
ENDFOR {clu}
IF rotate THEN
for = p
Jaa = v
reperm = FALSE

/* 3.1 annihilate B,, and B, */
bpq = Zi’il Lk,n+kaq

bqp = 2211 Lk,n+qup

IF (1bpg| Ensp/ (Epfo)? fa?) > TOL)

V (|bapl Enta/ (Eqfpy?feq?) = TOL) THEN

/* compute parameters for SVD decomposition of A as follows */

_ 2n
qu - Zég:l Lkakq
— n
Cpqg = 2kt Lot L ntg
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A=t Jra bapLn+q/ Eq
(Fob” fan”) bpql;n+p/l;p Cpq(l;n+pl;n+q)/(lgp12q)
a= A3 + A3
b= A% + AL
c= A Ay + ApAy

IF ¢ = 0 THEN
t,=0
ELSE

V= (b—a)/(2¢)
IF 9| > macheps~'/* THEN

t,=1/(29))
ELSE
t,=1/(|9]+vV1+0?)
ENDIF
IF ¢ < 0 THEN t, = —t,
ENDIF

hi = Ay — Aat,,
h2 — A22 + Amtp
g1 = Axpt, — App
g2 = Ao + Ant,
IF [h| > [ho| vV (Jha] = [ha| A [g1] = |g2]) THEN
9g=9
h == hl
ELSE
g =92
h = hy
ENDIF
perm = (g #0 A h=0)
IFg=0 Vh=0 THEN t, = 0 ELSE t, = g/h
FOR i € {p,q} DO
IF t, # 0 THEN
IF |t;| > macheps '/*> THEN
ELSE
w; = /1 + 12
ENDIF
IF |t,| <1 THEN
[ T Tinvi ] o [ 1 ti(Ei/ Enyi)
Totii Totinti || —ti(Ensi/Ey) 1
Ji = fu - wiz
(Ei, Enti) = (B, Epyi) Jw;
ELSE
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[ Ti  Tint ] _ l (Eif Ensi) /|l sign(t;)
Totii Tontinti —sign(t;)  (Enti/Ei)/|ti]
fii = Ji(Ei) Epgi)* (wi /1)
(Ei, Epti) = |ti/wi] - (Bnti, i)
reperm = (i = q)
ENDIF
ENDIF

[Li L) =[Li Ly [

ENDFOR {:}

IF perm THEN
[L~q L-n—irq] = [_L-n—irq L~q]
qu = ngqq/Erzﬁq
(Eq: Envq) = (Entg, Eq)
(Vg: Vnvg) = (Vntq, Vo)

ENDIF

ENDIF

T;l' irz',n-l—i
Tn-l—i,i Tn—l—i,n-‘,—i

qu = Eiil Lkakq
rotk'= (‘qu|/(f]}]§2fqlq/2> > TOL)
IF rotF THEN

/* 3.2 scale E for C,,=C,,=17%/

o) = f;};{z(Ep/En+p)

0y = fqlq/2(Eq/En+q)

(Ep> Eq, Entp, En+q) = (EpEn+p51> EqEn+q52a 51_1> 52_1)

/* 3.3 annihilate F, and F,, */

a= ngpp
b= ngqq
c=EyEyfpq

v=(b—-a)/(2¢)
IF || > macheps™"/? THEN

t=1/(20])
ELSE

t=1/(0] + VI+ 07
ENDIF
IF(c>0ANb<a)V (<0 A b>a) THEN t = —¢
PN 1 t(Eptin/ Eqtin)
r= Bio _t(Eq+ivn/Ep+i-n) 1
[Lp Lg Lty Linigl =[Lp Lg Linsp Linggl- T
(Epv Eq, Enip, En+q) = (Epv Eq, Epip, En+q)/\/ 1+
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/¥ compute new scaled elements of C' */

/¥ we have ¢, B2, + ceoFrn,, = 2, and we can compute
Cppy Cqq With low relative errors as follows */

Cpq = Z%ll Lk,n+ka,n+q

IF t- c,, > 0 THEN

Cpp = 2n Li ik
Cqq = (2 C;ann+p)/ n+tq
ELSE
Z2n L% n+q
Cpp (2 — cagBinsg) | Enpp
ENDIF
ELSE

/* compute scaled elements of C' */
= Z%ll Lk,n—l—ka,n—l-q
fpp( P/En—l—p)

qu faa(Eq /En+q)
ENDIF

rotC= (Jey] /(clf2cty?) > TOL)

pp qq

IF rotC THEN

/* 3.4 scale E for F,,=F,=1%/
IF' rotF THEN
0y = (X3% Lg,)"?
0y = (X321 Lip) 2
ELSE
f1/2

5 — f1/2
ENDIF
(Ep, Eq, Ensp, Entq) = (51_1> 52_1a By Enip01, EqEnigda)

/* 3.5 annihilate C, and C,, */

_ 2
a= Eg +pCpp
b= Ey . Cqq
= EnipLintqCpg

19 =(b—-a)/(2¢)

IF 9| > macheps~'/* THEN
t=1/(29])

ELSE
t=1/(9] + vV1+1?)
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ENDIF
IF(c>0ANb<a)V (<0 A b>a) THEN t = —¢
T=a, 1 t(Eptin/ Eqtin)

_t(Eq+ivn/Ep+i-n) 1
[Lp Lg Lty Linigl =[Lp Lg Linsp Lingg- T

(Eps Eq, Entps Entq) = (Ep, Eq, Entp, Engg) /V1+
ENDIF

/* 3.6 scale E for F,, =C,, and F,, = Cy,, repermute */
IF rotC THEN

hoUE

02 = Dk Lk,n+p

03 = 1/Eq2

54 = 2211 L%m-ﬁ-q
ELSE

g = Cpp

04 = Cqq

IF rotF THEN
61 = Eiil Lip
63 = zil qu
ELSE
01 = Jfpp
03 = qu
ENDIF
ENDIF
1/2 1/4 ,¢1/4 <1/4 ,c1/4
(Ep Bnsy) = (B 2Enlcy) - (53 /01", 01 /33)")
1/2 1/4 ,c1/4 <1/4 ,c1/4
(Eys Burg) = (BB ) - (8365, 85 /64"")
IF reperm THEN
[Lq Latg] = [~Lnsg L]
(Eq: Envg) = (Entg, Eq)
(Vp> Vgs Vn+p, Vn-i—q) = (01, 04, 02, 93)
ELSE
(Vps Vgs Vnps Vnrg) = (01, 03, 02, 64)
ENDIF
ENDIF
ENDFOR {q}
ENDFOR {p}

/* 3.7 rescale L, scale E for F,,=C,,,p=1...n %/
FOR p=1TO 2n DO

E, =v?E,

[Lop] = (v, Y2)[Ly)
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v, =1
ENDFOR {p}
FOR p=1TO n DO E, = E,., = EY?E),
ENDWHILE

/* 4. finish */

/* 4.1 compute imaginary parts of eigenvalues */

FOR p=1TO n DO E, = E,, = E?

/* The positive imaginary parts of the eigenvalues of LJLT are now
stored in E,,p = 1...n, while the eigenvectors are stored in L */

2.2.5 Bemerkungen zum impliziten Verfahren

Die Verwendung der schnellen Rotationen (2.45), (2.46) macht es erforderlich,
die Diagonalmatrix £ im Zuge jeder Rotation mit einem sn oder cs, 1/v/2 <
|sn|, |es| < 1 zu multiplizieren. Dies kann insbesondere bei grolen Matrizen oder
bei Matrizen mit sehr grofien oder sehr kleinen Eigenwerten zu Unter- oder -
tiberlauf fithren. Ein Strategie, dies zu verhindern, wird in [1] dargestellt, in den
hier vorgestellten Algorithmen jedoch nicht verwendet.

Bei der Priifung auf Cluster werden Normen von Submatrizen berechnet. Wer-
den dann aber keine Cluster festgestellt, so sind diese Berechnungen vergeblich,
weil die Ergebnisse nicht mehr benotigt werden. Weil diese iiberfliissigen Berech-
nungen lediglich O(n?) Operationen je Zyklus benétigen, sind sie nur von geringer
Bedeutung.

Anders ist es mit der Bestimmung der Matrixelemente L. L ; innerhalb der
Cluster. Diese werden némlich zum Teil mehrfach berechnet: erstmals bei der
Bestimmung der Clustergrofle und ein zweites Mal bei der Durchfithrung der
Transformation (2.38). Man kann dies mit folgender Anderung des Algorithmus’
vermeiden: bei der Bestimmung der Clustergréfie wird die Ordnung von Subma-
trizen von K, die die Bedingungen 1. bis 3. von Seite 57 erfiillen, sukzessive um
1 erhoht. Schlieit sich an die Erhohung der Ordnung unmittelbar die Transfor-
mation (2.38) fiir eine Zeile und Spalte an, so kénnen die soeben berechneten
Elemente L% L ; auch fiir die Bestimmung der Transformationsmatrix herangezo-
gen werden. Darauf wurde aber verzichtet, um die Transparenz des Verfahrens
zu erhalten.

Ist T' die Transformationsmatrix gemé8 (2.39), so wird L von rechts mit

!/ IU o -1
T—[O I]—ETE

transformiert. Im Teil 2.3.3, 2.3.4 von Verfahren 2.2.4 werden die Elemente von
U oberhalb der Diagonalen nach ihrer Berechnung zunéchst zwischengespeichert,
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weil sie erst spéter zur Transformation benttigt werden. Bei der hier angewende-
ten Methode werden dafiir n? Speicherpliitze verwendet. Notwendig wiren jedoch
lediglich n?/4 Speicherplitze, falls n = 2k, k € IN ist bzw. (n*> — 1)/4 Speicher-
pléatze, falls n = 2k + 1,k € IN die halbe Ordnung von L ist. Auf die Verwendung
der speichersparenden Methode wurde zur Erhaltung der Transparenz des Ver-
fahrens gleichfalls verzichtet.

Der soeben angesprochene Teil 2.3.3, 2.3.4 von Verfahren 2.2.4 kann ohne
Verwendung zusétzlichen Speichers in der Gréfienordnung O(n?) alternativ auch
so formuliert werden:

/™ 2.3.3 make part of second transformation matrix */

FOR p =low][clu] TO p =upp|clu] DO

FOR ¢ =low|clu] TO p —1 DO
Y= Zzil Lk,n—l—qup
Z = 2211 quLk,n—i-p
ug = =(Y(En+q/Enip) +2)/2
Vg = =y + 2(Ensp/ Eniq))/2
ENDFOR
Up = — Ziil Lip L, ntp

/* 2.3.4 apply part of second transformation */
FOR ¢ =low|clu] TO p DO
set [Luptq] = [Lonsq] + uq[Lep]
ENDFOR
FOR ¢ =low|clu] TO p —1 DO
set [Loyp] = [Lonap] + vg[Lg]
ENDFOR
ENDFOR

Bei dieser Methode werden bereits transformierte Spalten von L im weiteren Ver-
lauf wieder zur Bestimmung von Transformationsparametern herangezogen. Die
Anderung der Normen der Spalten von L kann in diesem Fall nur unzureichend
kontrolliert werden, was die Fehleralanyse wesentlich erschwert. Auf diese Me-
thode wurde daher verzichtet. Die in 2.3.3, 2.3.4 zu Anwendung gekommene
Methode hat zwar den Nachteil, zusétzlich O(n?) Speicherpliitze zu bendtigen,
jedoch den Vorteil, dafl alle Informationen zur Bestimmung der Transformations-
parameter bereits zu Beginn der Transformation zur Verfiigung stehen.

Wir kénnen noch festhalten, daf§ bei einer Matrix der Ordnung 2n fiir einen
normalen Zyklus ohne Priifung der Konvergenzbedingung im Wesentlichen maxi-
mal 23 n® Multiplikationen benétigt werden. Das Verfahren von Paardekooper [25]
benotigt unter Verwendung schneller Rotationen hingegen 16n® Multiplikationen,
wenn auch die FEigenvektoren berechnet werden. Numerische Experimente zeigen,
daf} das Verfahren von Paardekooper dennoch zumeist um etwa Faktor 10 langsa-
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mer ist, als das implizite Verfahren. Eine Ursache dafiir ist, dafl beim impliziten
Verfahren auf Rotationen verzichtet werden kann, wenn Auflerdiagonalelemente
bereits im relativen Sinne klein sind. Dies ist beim Paardekooper-Verfahren nicht
der Fall (siehe auch Abschnitt 6.2). Aulerdem kommt dem neuen Verfahren die in
FORTRAN besonders giinstige spaltenweise Verarbeitung zugute. Zum Vergleich
sei angefiihrt, dafl das in [31] beschriebene (und in [32] nochmals dargestellte) im-
plizite Verfahren fiir jeden Zyklus 20 n® Multiplikationen benétigt, wenn schnelle
Rotationen verwendet werden und die Diagonalelemente stets durch Skalarpro-
dukte bestimmt werden.

2.3 Konvergenz

In diesem Abschnitt widmen wir uns der Konvergenz der vorgestellten Jacobi-
dghnlichen Verfahren. Die Verfahren sind hinsichtlich ihres Konvergenzverhaltens
dquivalent, so dafl wir uns auf das explizite Verfahren beschrinken konnen. Als
Hilfsmittel werden wir das Hadamardsche Maf§ verwenden, das wir im néchsten
Unterabschnitt erfiihren werden. Wir werden sehen, daf§ das explizite Verfahren in
exakter Arithmetik fiir beliebige symmetrische positiv definite Eingangsmatrizen
K terminiert, also die Folge der transformierten Matrizen K stets gegen eine
Diagonalmatrix konvergiert.

2.3.1 Uber das Hadamardsche Maf}

In diesem Unterabschnitt werden wir positiv definite Matrizen einer gewissen
positiven reellen Zahl zuordnen. Diese Zahl nennen wir Hadamardsches Maf§ der
Matrix, obwohl es sich im strengen mathematischen Sinne nicht um ein Mafl han-
delt. Das Hadamardsche Mafl wurde bereits in [13], [31] eingefithrt und in [31]
fiir einen Konvergenzbeweis herangezogen. Auch uns wird es in Unterabschnitt
2.3.2 dazu dienen, die globale Konvergenz der in Unterbschnitt 2.2.1, 2.2.3 be-
schriebenen Verfahren zu beweisen. Mafigeblich fiir den Konvergenzbeweis ist das
Wachstum des Hadamardschen Mafles der positiv definiten Matrix nach jeder
Transformation.

Definition und Lemma 2.3.1 Sei K € IR*™**" symmetrisch und positiv defi-
nit. Das Hadamardsche Mafs

det(K)
HK) = S
)= s

von K hat folgende Figenschaften:

1. H(K) <1 und H(K) =1 genau dann, wenn K diagonal ist.
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. H(K) = H(DKD) fiir beliebiges nichtsingulires, diagonales D.

. Sei K = DKgD mit einer Diagonalmatriv D und Ks,, = 1,1 =1...2n.

Dann gilt

> M) _ 4185 _ ()

wobei e = exp(1).

. Die symplektische Matriz T € IR* " unterscheide sich nur in einer sym-

plektischen Submatriz T € IR*™ 2™ yon der Einheitsmatriz. Die zu T kor-
respondierende Submatriz von K sei K und es sei K' = TTKT. Dann qgilt

H(TTKT) = H(K)

. Ist unter den Voraussetzungen von 3. zusdtzlich K’ diagonal, so gilt

H(K)

H(TTKT) = HE)

. Fiir jede Houptuntermatric K € R*™™ yon K € IR gilt H(K) <

H(K).

Beweis:
Zu 1., 2. und 3. siehe [13]. Auch die 4. Aussage wird dhnlich zu [13] bewiesen. Es

gilt

det(TTKT)
oK
det(K) [1%" Ky
H?;Ll Ki; H?;nl K{Z
det(TTRT) T2 K

H(TTKT) =

= M @) ks
~ ) 2D
HE)

Die 5. Aussage ist eine Kombination von 1. und 4. Zum Beweis der 6. Aussage
nehmen wir 0.B.d.A.

K K
K: — ~
e
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an. Aus der Fischerschen Ungleichung [20] det K < det K det K folgt
det K det K detK

12, K — K T K

< H(K)H(K) < H(K)

H(K) =

Q.E.D.

Transformiert man also eine Submatrix von K € IR?"*2?" g0 ist die Anderung
des Hadamardschen MaBes der transformierten Matrix gleich der Anderung des
Hadamardschen Mafles der transformierten Submatrix. Aus 1. und 5. entnimmt
man, was dies fiir die Diagonalisierung einer Submatrix bedeutet. Wir betrachten
nun die Wirkung der Transformationen in modifizierten Zyklen auf das Hada-
mardsche Mafl und kénnen uns auf diejenigen Submatrizen beschrianken, denen
die jeweilige Transformation gilt. Zur Erzielung einer gewissen Bezeichnungscko-
nomie werden wir die Submatrizen mit den vollen Matrizen identifizieren. Wir
werden also auf einige Partitionierungen verzichten und hier wieder grofle Buch-
staben fiir Matrixelemente verwenden.

Sei
F BT
k=15 C]
| D 0 D 0 | Fs BY L 1/2
— 0 D‘|KS[O D]’KS_[BS CS‘|’D_d1ag(F1“)
(2.61)
mit

Ei = C“ y Fm Z Fi—l—l,i—l—l fiir alle moghchen )

eine symmetrische und positiv definite Submatrix, fiir die die drei Bedingungen
von Seite 44 erfiillt sind. Wir betrachten die Transformationen (2.38) und (2.39).
Sei

F/ B/T
K =1\p o
_ | Dr O || D O . _ | Fs BY
=0 D, KS[O oy | M= By o |

mit D = diag(Fl'"?) D}, = diag(Cl; /%) die gem#B (2.38) transformierte Matrix
und

Fr T
K" = B "
D0 Jo/)

F! B//T
— o0 Dy Kglo Dg]’Kg:[BZ ng]
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mit DY} = diag(F/"?) | D{, = diag(C""?) die gemiB (2.39) transformierte
Matrix. Bei den Transformationen gilt natiirlich jetzt num = 1. Wir haben als
erstes das

Lemma 2.3.2 Die Matriz K aus (2.61) werde gemdff (2.38), (2.39) transfor-
miert. Dann gilt fiir die transformierte Matriz K" und ¢ > 1

2n 2n
H(K")>c - H(K) < [[Ki>c [[KL. (2.62)
i=1 i=1
Beweis:
Aus det K" det K 1% Ky K
H(K”) = 2n "o 2n " 2221 - = H(K> 1221 Z/j
IG5 Ko TLE KG I6E Ka IGZ K
folgt die Aussage unmittelbar durch Einsetzen. Q.E.D.

Wir wollen nun zeigen, dafl die drei Bedingungen von Seite 44 hinreichend
fir ein Wachstum des Hadamardschen Mafes ist. Dazu nehmen wir noch n > 3
an, was keine Beschrankung der Allgemeinheit ist, weil K im Falle n < 2 exakt
diagonalisiert werden kann, wie sich in Abschnitt 2.2 zeigte. Definieren wir noch

& =~ . o _ FS”‘ ) 'l > ]

S = (SZ]) mit Sij = { 0 ’ i S] : (263)
und

& — (G i & ) Csy 1>

S =(S;) mit S5 _{ o i<s, (2.64)

so gelangen wir zunéchst zu folgender Hilfsaussage.

Lemma 2.3.3 Sei Fs gemdfy (2.61) mit o = ||[Fs — I||g < 1/30 gegeben und
Fs=LsLL Ls=1 + S, ihre Cholesky-Zerlegung. Fiir die Matriz S sei gemdfs
(2.63) gilt dann ||S — S||g < 0.366 o

Beweis:
Nach [17] ist
15 < (V2a)/(1+vV1—=2a) < 0.72a .

Definiert man
(SST)U , 7> ]
R = (RZJ> mit Rij = (SST)Z]/Q s 1 :]
0 , 1< ],

I+5+8" = Fo=(I+8)I+85")=1+5+S"+8s"
= I+ (S+R)+(S+R)"
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und deshalb S = S + R, |R||z < ||SST||z/v/2 < 0.366 a>. Q.E.D.

Wir sind nun in der Lage, den gewiinschten Satz zu formulieren.

Satz 2.3.4 Erfillt K aus (2.61) die drei Bedingungen von Seite 44 und wird K
gemdf (2.38), (2.39) transformiert, so gilt fir die transformierte Matriz K"

10

1/
HIKD) > S = Tor

H(K) .

Beweis:

Fiir den einfachen, aber langwierigen Beweis setzen wir Fi; = 1 voraus. Weil dies
stets durch Multiplikation der Matrix mit der Konstanten 1/Fj; erzielt werden
kann, ist dies keine Einschrinkung der Allgemeinheit. Wir halten zunéchst einige
Resultate fest, die sich aus den Bedingungen von Seite 44 ergeben (das dortige
wlh ist hier w):

-2 2\\—1 1
1D = W= (= D) € Ty S 14w
ID2= 1, < D2 D= 1]y < w
ID™ =1l < D7 = T[a D2+ 1> < [|D = I | D~2al| D + 1|
< 2w(l+w).

Setzt man Clf = D + p;, i = 1...n, so ist

HK// _ HO//_H —G—/LZ HD 1_[1 gi)

=1

)

D4

und (2.62) ist dquivalent zu

n ; 1
pa = [J(1+ 54) (2.65)
i=1

Durch Anwendung der binomischen Formel erhélt man

_1+Z Y Y ipr T |<Z< } >1<k< gk| . (2.66)
it

ZZ i=1j=1,5%#1i

Um zur Aussage des Satzes zu gelangen, bestimmen wir eine obere Schranke des
linken Ausdruckes in (2.66). Dazu bemerken wir vorab, daf§ es nach [17] eine
untere Dreiecksmatrix S gibt mit

V2w
ISl < T

Ls=1+S |, <0.72w .
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In Lemma 2.3.3 wurde ||R[|p < 0.366 w? fiir R = S — S bewiesen. Auferdem ist
diag(S;) = 0 und es gilt ||S||g = || Fs — IHE/\/§ < w/v/2 und ebenso ||S||r <
w/\/2. Zuerst schitzen wir |p;/Dk|, i =1...n, ab. BEs gilt

Hi 1
5 = B (X% +2(B'X)i + (L'CL)i — D) - (2.67)
AuBerdem ist
Vitw
Bllg = |[L"BL™ ||z < ||Bllsl| L7l L7 < ||B
1Bl I e < IBllel L7 2127l < ] ||Em
Vit+tw
< HBﬂE¢———-
w
Damit koénnen bereits wir den ersten Teil von (2.67) abschétzen:
1
(X7 +2(B'X)i) < (1+w)*(IX[5 +2[B'X] )
< (+w?* (1B +11B'(B"+ B")|E)
1+ w w?
< (1+w)’ 33— = <1.61w”.
< (1+w) 31—w 5 61w

Weiter haben wir wegen Cs = I + S + ST
(LTCL)y; — DL = (I +ST)D*(I+ S+ STYD*(I + 8));; — D2
= [2(D*9);; + (STD*S)y
+((I 4+ STYD?*(S + STYD*(I + 5))ui|

< 2|Ry| + ||1S||% + (2578 + 257 SS),4]
< 2.0.366w% + 0.722 W% + 2% 072w+ 2+ 0.722 w2 %
< 2.30w?,
so daf} folgt
|l‘;’4| <1.61w? +2.30w? (1 +w)? <4.07w?. (2.68)

(22

Damit kénnen wir |r| nun abschétzen:

Ir| < Z( >4O7w2)i
=3
n 1 /4.07w o
< 4
- ;n—z'nlz'< > ; (0407w
> 1 4
< (0.407w)*> " =(0.407w)" < 0.407° eXp(O 07)w3

Pt 30
< 0.069w” . (2.69)

Al
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Als néchstes soll der Term Y, p;/ Df vereinfacht werden. Mit (2.67) gilt

> gi = Tr D*X*+2Tr D'B'X + Tr (D?L"CLD™* —I)
=1
1
= D™*2B' +2B'B™) - Tr D™*B* - Tr D*B'B”
+Tr (D3I + ST)D*CsD*(I + S)D™2 — 1)
1 1
= —§Tr D™*B"? — §||D‘QB’||?3 (2.70)
+2Tr D~2STD*Cg + Tr D2ST D*CsD*SD™?

Um die Summanden von (2.70) einzeln zu untersuchen, soll vorab bemerkt
werden, dafl es eine Matrix M gibt mit

I+8)=1-S+M , [M|g<I|Fs'*|SI% <053w?,
und da |Tr XY| < || X||g||Y]| £ gilt. Damit folgt
Tr D™*B? = Tr DI+ S")B*(I — ST + M")
= Tr (D*—I+1)B?
+Tr D™4(B*(=S" + MT) + STB*(1 + S™)™h)
= TrB*>+nr
mit
il < (ID7H = ILlIBIE + (L +w)*(IBIEIS e + 1M ] e)
HISIEIBIEIE +ST)7H2)

< 2(1+w)ww—2+(1+w)2(w—2(072w+053w2)+072ww72)

= 2 2 ' RAVA
1+w)? 0.53 0.72

< Wil ( 0.72

< w(l+w+ ( +30)+2m)

< 1.80w*.

Weiterhin ist

Tr B> = Tr D*BsD?*Bg = Tr (I + D? — I)Bg(I + D* — I)Bg
= Tr B +2Tr (D* - I)B% + Tr (D* — I)Bs(D* — I)Bs
= Tr BZ +ry
mit
2 2 2

< 21D — I|l,||BLl1% + ||D? — I||2||Bs|2 < 2 —2 £ adl
il < 20D* = Il Byl + 10 ~ TSl <2 1o S+ o

< 0.99w*
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so daf} wir schlieflich
Tr D'B?=Tr Bi+7 , |f| <|ri|+|r2] < 2.790° (2.71)

erhalten. Nun betrachten wir den zweiten Summanden in (2.70). Es gilt

ID7?*B'||p = |D*(I+ S")D*Bs(DD")(I - ST+ M")||&
= ||Bsllg+ 13
mit
Irs] < || Bs(=ST 4+ M")||g+[|D7*STD*Bs(I +5") ||k
w w
< —(0.72w + 0.53w?) + (1 + w) 0.72 w——=—r
< \/5( )+ ( ) NoNi=
- . (0 72 053 0.72 -
- V2 30v3 30[./29/3
< 1.06w?.
Es folgt
ID7*B'||; = ||Bs||z + 14 (2.72)
mit

3
ra] < |raf? + 2 || | Bslle < 1.06%w* +2-1.06 =

- - V2
< 1.54W3 .

Schlielich betrachten wir den dritten Summanden von (2.70). Wegen 0 = Tr S =
Tr (S + R) gilt fiir diesen Summanden

Tr D725TD*Cy = Tr (D72STD*(1 4+ S+ ST)) =Tr S+ Tr D257 DS
— —Tr R+ Tr D%(S" — RT\D?S
=~ Tr (857 25K + RET)
+Tr (D2 - I+ 0NST(D*—1+1)S —Tr D2RTD%S
= TS T ST 4y (2.73)

mit
- 1 B
rs] < HSHEHRHE+§HR||J2E+(HD 2= Il +[ID* = 1|2
+||D_2—IH I1D? — 1|l )Hg||E||gHE+ D722l RI| )15 2

w? | w?

)

1+ +1+w 2

IN

1
— - 0.366 w? + = 0.366%w* + (w +
\/5 2 (
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(1 + w) 0.366 w2%
0.366  0.366% 1 30 1 31
< W ~ (14 =+ —)+ —=0.366
_w(ﬂ+ 0 +2(+31+ )+ 3073

< 1.53w*.
Schliefllich gilt fiir den letzten Summanden in (2.70)
Tr D2STD*CsD*SD ™2
= Tr D2ST"D*SD™? +Tr D2ST"D*(Cs — I)D*SD™?
= Tr D'ST(D*—T+1)S +r¢ .
Dabei ist

— w
rel < 1D [2lISIENCs — Ille < (1 +w)? 0-722w21+—w

< 0.56 w3
und weiter
Tr D2STD*CsD*SD ™2
Tr D*ST(D* — 1S +Tr (D™* — T+ 1)STS +7g

= Tr D*ST(D*— DS+ Tr (D*-1)S*S
+Tr (87 — RT)(S = R) + rg

= Tr STS+Tr DAST(D* -~ 1S+ Tr (D~* - 1)STS
—2Tr STR +Tr R'R + 16

= Tr STS 4 rg+rs (2.74)
mit
rzl < DA SIEIDY = Ll + 1D~ = IS % + 2 1S el Rlle + | RI%
2
< (14w)? 072202 —— 1+ 20(1 + w)0.722 0
14w
2
+E w 0.366 w? + 0.366° w*
31 0.366
< 2-—2.0.72
< W3 252107 +v/2-0.366 + T
< 268w’ .

Zur Bestimmung von 37 | u;/ D} fassen wir (2.71), (2.72), (2.73) und (2.74) zu-
sammen und erhalten
i 1 1

or = —5Tr By = 5Tr BBy — Tr §87 4 2Tw S5 4 Tr 575 4+
=1 ""u

1 U
= — T (Bs + BE)? +2Tr STS + ¢/ (2.75)
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mit
7| < w(2.79/2 4 1.54/2 +2-1.53 + 0.56 + 2.68)
< 847wW3 .

Es folgt

n MZ 1 _ R
1255l < FI1Bs+ Bsll + 2081 sllS]le + 17

1 w? 8.47
< - 2 - /< i
< 4(2w) +2(2)+|r\_w (24 30)
< 22907 .

Dies und (2.68) konnen wir zur Bestimmung einer Schranke von

& Hikd;
2 2 Dipt

verwenden:
itk -
\ <
; J lzj;éz D4 D4 ;
Z
i=1

2.29 w? ~n~4.07w +4.072-n-u}4
52.29-4.07  4.07°
S )
259w . (2.76)

IA

IA

IN

A

Aus (2.69),(2.75) und (2.76) ergibt sich schlielich eine Abschitzung von p, in
(2.66)

1 I
pn=1-7Tr (Bs + BL)? +2Tr STS + 7

mit
F < w?(0.069 + 8.47 + 2.59)
< 11.13w° .

Gilt also

1 o 1 TOL?

—-Tr (Bs+ B:)? +2Tr STS+ 120 < - — 1 =: — O :

4 c 10

SO ist

1

(K" > e 1K) = o

H(K)
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wegen (2.65) erfiillt, was wegen 2Tr STS = Tr (Fg — I)(Cs — I) die Aussage des
Satzes ist. Q.E.D.

Das in 2.2.2 bzw. 2.2.4 beschriebene Verfahren zur Losung des Eigenwertpro-
blems (K, J) besteht aus einer Folge von Diagonalisierungen von Submatrizen
bzw. von Transformationen (2.38), (2.39). Bei all diesen Operationen wéchst also
das Hadamardsche Maf§ der transformierten Matrix. Dies werden wir im nach-
folgenden Unterabschnitt zum Beweis der globalen Konvergenz des Verfahrens
heranziehen.

2.3.2 Globale Konvergenz

In diesem Unterabschnitt wenden wir uns der Konvergenz des Verfahrens 2.2.2
zu, also der Konvergenz der Folge der positiv definiten, symmetrischen Matri-
zen K gegen eine Diagonalmatrix, zu. Wir werden die globale Konvergenz des
Verfahrens, also die Konvergenz fiir beliebige positiv definite Eingabematrizen K
zeigen, falls in exakter Arithmetik gerechnet wird. Die Konvergenz des impliziten
Verfahrens 2.2.4 ist dquivalent zu derjenigen des expliziten Verfahrens, so dafl wir
uns aus Vereinfachungsgriinden zunéchst auf das explizite Verfahren beschranken
konnen.

Die Idee des Konvergenzbeweises entstammt [31] und besteht darin, dafl das
Hadamardsche Maf3 der betrachteten Matrix nach jeder Transformation stérker
als eine vorgegebene Konstante wéchst und aus der Beschrianktheit des Mafles
die Konvergenz des Verfahrens folgt.

Vorab erwidhnen wir noch, dafl es sich beim Verfahren 2.2.2 um ein zyklisches
Verfahren mit Schwellenstrategie handelt: die Elemente an jeder Position (3, j),
i # j, werden zyklisch fiir eine Transformation vorgesehen, falls sie (skaliert)
nicht bereits kleiner als eine vorgegebene Konstante sind.

Lemma 2.3.5 Sei TOL > 0 eine Abbruchkonstante (Schwelle). Wird in exak-
ter Arithmetik gerechnet, so terminiert das Verfahren 2.2.2 nach endlich vielen
Zyklen. Es gilt dann
K . S,
J<TOL, 1<i,j<2n, i#j (2.77)
Kk
Beweis:
Jeder Zyklus besteht aus einer endlichen Folge von Diagonalisierungen von Sub-
matrizen der Ordnung 4 oder von Transformationspaaren (2.38), (2.39).
Wir werden zuerst die diagonalisierenden Transformationen 7" betrachten. De-

ren nichttrivialer Teil sei T. Sie werden nur bei solchen Submatrizen K angewen-
det, die ein Element K;, i # j, mit |Ky;|/(K;K;;)? > TOL haben. Wegen der
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Aussagen 5., 6. von 2.3.1 (siehe auch [31]) bestimmt

KoK 1
H(TTKT) > H(K) —=2 > H(K) ———— .

das Mindestwachstum des Hadamardschen Mafes.

Nun behandeln wir das Transformationspaar (2.38), (2.39). Es wird nur an
solchen Submatrizen vorgenommen, fiir die die drei Bedingungen von Seite 44
erfiillt sind. Bezeichnen wir mit K” die transformierte Matrix, so folgt aus Satz

234
10

10 — TOL* °

Die Folge der Hadamardschen Mafle der transformierten Matrizen wéchst also
nach jeglicher Transformation mindestens um 10/(10—TOL?). Nach 2.3.1 ist die
Folge jedoch beschriankt, so dafl nach einer endlichen Zahl von Zyklen keine Trans-
formation mehr vorgenommen wird. Dann gibt es also keine Submatrix mehr, fiir
alle drei Bedingungen von Seite 44 erfiillt wére. Weil insbesondere auch keine

Diagonalisierungen mehr durchgefiithrt werden, ist fiir alle 1 <i,5 < n, 1 # j die
Abbruchbedingung (2.77) erfiillt. Q.E.D.

H(K") > H(K)

Man erkennt, daf in der 3. Bedingung von Seite 44 statt —TOL?/10 auch
—c - TOL? mit einem kleinen ¢ > 0 verwendet werden kénnte. In numerischen
Tests fithrte aber ¢ < 1/10 und sogar ¢ = 0 zu guten Ergebnissen.

Satz 2.3.6 Die positiven Eigenwerte des Problems
Kr=iNJz , K=K ¢ R
mit symmetrischem positiv definitem K seien

M>..2A>0.

Sei
1
(TOLy) , k=1,2,... mit TOL; < in (2.78)
n
eine positive monotone Nullfolge von Abbruchkonstanten. Fir k = 1,2, ... werde

jeweils der Algorithmus 2.2.2 in exakter Arithmetik mit der Abbruchkonstanten
TOLy, der Eingabematriz K%~ und der Ausgabematriz K" durchgefiibrt. Sei

_ _ 1/2
KW Z pWT WP DI — gigg(kIYY
Dann gilt
lim IKE — Iz =0 (2.79)
und

lim FM=X |, i=1...n. (2.80)
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Beweis:
Wegen Lemma 2.3.5 ist fiir jedes k

| .[’?}|

ij
(k] 7.- K]
i KK ij

K§) | = <TOL, , 1<ij<2n, i#j

und deshalb

IKE — | < \/2n(2n— 1) TOL, < 2n TOL, . (2.81)

Es folgt
lim IKE —I|p <2n lim TOL, =0,

was die Aussage (2.79) ist. Um (2.80) zu zeigen, sei
SKW = p? _ g sl — pWTH(pW® _ gk)pkTh
Dann ist wegen (2.78) und (2.81)
IS KE N = 17— ¥, < 2 TOL, <
Wegen
Aol KL = KT = 0= (1= k)5

( 1
k
11— KY

)t >1-—2n TOL,

v

V

2
ist
185571 < Min(K5) -
GemiB Algorithmus 2.2.2 sind die Diagonalelemente von D! fiir alle k& > 1 wie
die \; absteigend geordnet, und fiir jedes k& > 1 haben (K™ J) und (K, .J)

dieselben Eigenwerte. Die Voraussetzungen von Satz 1.0.6 sind daher fiir alle
k > 1 erfiillt und aus (1.9) folgt

k]2 k
A =D 8K e

<4n TOL, ,
N T Aam(E) g

also gilt fiir alle 7, 1 <i<n
Jim |\ — DI = A4 Jim TOLc =0,

was die Aussage (2.80) ist. Q.E.D.
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Bei einer vorgegeben Nullfolge von Abbruchkonstanten konvergiert die Folge
der Ausgabematrizen des Verfahrens 2.2.2 also gegen eine feste Diagonalmatrix,
deren Elemente die Imaginérteile der Eigenwerte von (K, J) sind, falls in exakter
Arithmetik gerechnet wird. Fiir das implizite Verfahren bedeutet dies, daf§ die
Folge der Elemente der ausgegebenen Diagonalmatrizen E gegen die Eigenwerte
konvergiert. Die ausgegebenen Matrizen L, deren Spalten zu 1 normiert sind, sind
Néaherungen an die Real- bzw. Imaginérteile der Eigenvektoren der schiefsymme-
trischen Matrix S = LJLT.



Kapitel 3

Fehler in den berechneten
Eigenwerten von (L1L,J)

Bei den Verfahren 2.2.2 bzw. 2.2.4 werden symplektische Transformationen

K+ — pe) T empem) -y g o

bzw.

L(m-‘rl) — L(m)T(m) , m= 1, 2, c.

vorgenommen. Wird in endlicher Arithmetik gerechnet, so sind wir an Schranken
fiir die maximalen relativen Fehler in den mit Verfahren 2.2.2 bzw. 2.2.4 berech-
neten Eigenwerten interessiert. In diesem Kapitel werden wir die Grundlagen zur
Bestimmung derartiger Schranken fiir das implizite Verfahren legen. Mit Hilfe der
Ergebnisse aus Kapitel 1 werden wir eine Riickwértsfehleranalyse des impliziten
Verfahrens vornehmen. Auf eine Fehleranlyse des expliziten Verfahrens verzichten
Wir.

In Kapitel 1 (s. Satz 1.0.5, Satz 1.0.6) sind die Fehlerschranken abhéngig von
einer Storung der skalierten iterierten Matrizen und von der Kondition x( K ém)) =
k2(LM) der skalierten iterierten Matrizen (skalierte Kondition) dargestellt wor-
den. In Abschnitt 3.1 interessieren wir uns fiir die Folge der skalierten Konditionen
der iterierten Matrizen. In Abschnitt 3.2 werden wir die recht aufwendige Fehler-
analyse des impliziten Verfahrens vornehmen, indem wir den bei jeder einzelnen
Transformation entstehenden Fehler auf eine Stérung der jeweils skalierten un-
transformierten Matrix zuriickfithren. Durch Akkumulation werden wir dann in
Kapitel 5 Schranken fiir den Gesamtfehler in den berechneten Eigenwerten von
(LTL, J) bestimmen kénnen.

3.1 Uber die Kondition der skalierten Matrix

Ist KO = LTL und L aus der der schiefsymmetrischen Zerlegung S = LJLT
entstanden, so ist die Kondition (K él)) meist klein, was wir in Abschnitt 4.3

91
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und Kapitel 6.2 vertiefen werden.

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dafl die in Verfahren 2.2.2 bzw. 2.2.4
vorgenommenen Transformationen im schlechtesten Fall nur zu einem geringen
Wachtum der skalierten Kondition fiihren. Die Konvergenz der Kém) gegen die
Einheitsmatrix hat die Konvergenz der skalierten Kondition gegen 1 zur Folge;
zumeist wird sich daher sogar ein Sinken der skalierten Kondition einstellen. Man
kann also tatséchlich kleine x(K ém)) erwarten.

In Unterabschnitt 3.1.1 behandeln wir orthogonale Transformationen und Ska-
lierungen und in Abschnitt 3.1.2 Transformationen bei modifizierten Zyklen. Die
meisten der in Unterabschnitt 3.1.1 dargestellten Ergebnisse sind Modifikationen
oder Verbesserungen der Resultate in [13]. Die Betrachtungen fiir explizite und
implizite Verfahren sind wegen x%(Lg) = r(LLLg) dquivalent, so dafi wir in die-
sem Abschnitt der Einfachkeit halber das explizite Verfahren behandelt werden.

Wir werden bei der Fehleranalyse (Abschnitt 3.2) sehen, dafi das Wachstum
VO Apin (K ém)) grofere Bedeutung hat, als das Wachstum der eigentlichen ska-
lierten Kondition (K ém)), denn Apax (K ém)) < 2n, falls KM ¢ R?2". Ei-
ne Schranke der skalierten Kondition ist also stets bekannt, wenn nur eine von
1/ )\mm(Kfqm)) bekannt ist. Statt der skalierten Kondition werden wir also vorwie-
gend das Verhalten von )\min(Kfqm)) untersuchen. In diesem Abschnitt kénnen wir
exakte Rechnung voraussetzen.

3.1.1 Wachstumsschranken bei Skalierungen und Rota-
tionen

Wir werden nun Schranken fiir das Wachstum der skalierten Kondition nach
Skalierungen und orthogonalen Rotationen angegeben, wie sie in Teil 1 und 3
von Algorithmus 2.2.2 vorgenommen werden. Das Hauptergebnis ist Satz 3.1.5, in
dem eine derartige Wachstumsschranke bei der Diagonalisierung einer Submatrix
der Ordnung 4 bestimmt wird.

Das folgende einfache Lemma stellen wir voran.

Lemma 3.1.1 Die symmetrische positiv definite Matric K = DKgD mit D =
diag(Kili/z) set von gerader Ordnung. Sei S diagonal und nichtsingular und T =
S@ ST, Fir K' = TTKT = D'KLD’ mit D' = diag(K}"?) gilt dann K} = K.

Beweis:
trivial. Q.E.D.

Auch die orthogonalen Transformationen aus 3.1 von Algorithmus 2.2.2 &n-
dern die skalierte Kondition nicht. Genauer gilt
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Satz 3.1.2 Sei K = DKgD € R D = diag(K,}*) mit Ki; = Kpsinsi,
Ki,n+i = Kn+i,i = 0, 1=1...n. Sei

K' =TTKT = D'KLD' | D' = diag(K}'?)

fiir
diag(cs;)  diag(sn;)

= —diag(sn;) diag(cs;)

mit sni+csi=1,i=1...n.

Dann stimmen die Eigenwerte von Kg mit denen von Ky tberein.

Beweis:
_ _ _ - r / / _
AU.S K” = Kn—l—i,n—l—iv Ki,n—l—i = Kn_i_m = O,Z =1...n fOlgt K” = Kn—l—i,n—l—i? Kz',n—l—i =
y . . . . . I , S
Kn—l—i,i =0,2=1...n Also gllt D;; = Di—l—n,i—l—n = Dzz = Di—l—n,i—l—n? 1 =1...n.

Daraus folgt
Ki=D'T"DKsDTD' ™" = D' 'DITK¢TDD' ™" = TTKT,
woraus sich schliefilich die Aussage des Satzes ergibt. Q.E.D.

Zur Behandlung anderer orthogonaler Rotationen ist folgender Satz niitzlich.
Er besagt, dafl beliebige othogonale Ebenenrotationen von Matrizen mit gleichen
Diagonalelementen keinen ungiinstigen Einflul auf die skalierte Kondition haben.
Derartige Transformationen verwenden wir in 3.3 von Verfahren 2.2.2 bzw. 2.2.4
(sieche auch Seite 47).

Satz 3.1.3 Sei A = DAgD € IR™™"™ symmetrisch und positiv definit mit D =
diag(A;ip). Fir fizierte j,k, 1 < j,k <n sei A;; = Agi. Eine orthogonale Matriz
U € IR" ™ unterscheide sich nur an den Positionen (j,j), (j, k), (k,7), (k, k) von
der Einheitsmatriz. Dann gilt fir A' = UTAU = D'ALD', D' = diag(A},*'?)

)\min (AS)

/
. > ’
)\mln(AS) = min{2’ Amax(AS)}

Beweis:
Wir verwenden die Bezeichnung A, (X) fiir den kleinsten Eigenwert einer allge-
meinen Matrix X. Es ist

Ay =D 'UTDAsDUD' ™' = ZTAgZ | Z=DUD'™"
und deshalb

Amin(As) = [AGH" > 1277277 145 1
1277275 Anin(As) -
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Wegen D;; = D};,i & {j, k} und Dj; = Dyy, gilt weiter

1Z7TZ Yy = Anax(Z77Z7Y) = Mpax (D'UD?UT D)
= max{1,A;' D", AT D} < min{2, \pax(As)}

J Ji’

. /2
weil D"

D'}, < 24, ist. Daraus folgt die Aussage des Satzes. Q.E.D.
Dies ziehen wir zum Beweis einer zu [13], Proposition 6.1, dhnlichen Aussage

heran.

Satz 3.1.4 Ses
T

K23

(0) (0)
KO — l g(o) B;(O) ] e R c9 —1q , i=1...n.
symmetrisch und positiv definit. Die Matriz K™ entstehe durch m < n/2 nicht
iiberlappende (und daher kommutative) Transformationen von K© mit symplek-
tischen, orthogonalen Matrizen T = U™ @ U™ r = 1...m, wobei sich jedes
U™ héchstens in einer Submatriz der Ordnung 2 von der Einheitsmatriz unter-
scheide und jede Transformation T ein Auferdiagonalelement Fi(f_l) = Fi(jo)

von FU=Y anulliert. Dann gilt mit K" = D(T)Kg)D(T), D) = diag( Ki(f))

(50
Amin (K ém) > Aunin (s >(0) .
min{2, Apax(Kg’)}
Es geniigt, CZ-(,-O) =1 dort zu verlangen, wo U = UMW . ... U™ nichttrivial ist.

Beweis:
Es werde 0.B.d.A. die Folge der Elemente an den Positionen

(1,2),(3,4),...,(2m — 1,2m)

anulliert. Fiir 7=7® . ... T gilt dann

K = pm T pO RO pOTDM T = 27K 7 mit Z = DOTD

Z hat dieselbe Blockstruktur wie 7. Fiihren wir fiir allgemeine X die Bezeichnung

X X

pp p,p+1

X, =
p X X
ptlp  Apt+lp+l

ein, so gilt
Fgl fir p=1,3,...,2m—1

TpDI(;m)2TpT furp:n—i—l,n—'—?),,n‘i‘Qm—l

7z, (31)
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Die erste Zeile von (3.1) gilt wegen Z Fgg))Zp = [ und die zweite Zeile gilt

wegen C’i(io ) = 1. An allen anderen Positionen, die von (3.1) nicht erfafit werden,
entspricht Z der Einheitsmatrix. Wegen

m _ _ _ -1 —_
i (EEY) = K5 > 1277277 KO )5
1277273 A in(KS)

brauchen wir nur noch eine obere Schranke von [|Z~7Z7!||; zu bestimmen. Aus
Satz 3.1.3 und (3.1) folgt

||Z_TZ_1||2 = )‘maX(Z_TZ_l)
= 08X Do (Fs2), A (1,007 T7)}

1<p<m

< min{2, )\maX(KS )}
Daraus folgt die Aussage des Satzes. Q.E.D.
Ein weiteres Analogon zu [13], (Prop. 6.1) mit verbesserten Schranken ist

Satz 3.1.5 Sei K© € R mit KV = KZ(JOF),”M und KZ((ern = K,(Jor)m =0,
i =1...n, symmetmsch und positiv definit. Die Matriz K™ entstehe durch
m < n/2 nicht tberlappende (und daher kommutative) Tmnsformatzonen von
KO mit symplektischen Matrizen T r = 1...m, wobei sich jedes T") hich-
stens in einer Submatriz der Ordnung 4 von der Einheitsmatrix unterschezde und
nach dem Algorithmus 2.2.2 gebildet werde. Dann gilt mit K = D) K D(’”

D, = diag(\/ K"

_ (0)
I cyweriar .
7H(Kém)) min{ (K9, 2n —
Sy < min{a().20- 1) (3.3)
K(KE™)
/@(Kg)) 4 (3.4)

Beweis:
Wir verwenden die Beweistechnik aus [13]. Mit den Bezeichnungen

[ G

X, X,
Xp: pp p,p+1 ‘| und K() Ao C(O
p

Xp+1,p Xp+1,p+1 [Pl

(dabei ist X eine allgemeine Matrix) und analogen Bezeichnungen fiir die ska-
lierten Matrizen ngj}) werde 0.B.d.A. die Folge der Submatrizen K[(I?}), P
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1,3,...2m — 1, mit der Folge der Transformationen 7, ..., 7™ diagonalisiert.
Dann gilt fir 7 =70 .. .. .7

K™ = 72TK07 mit 7= DOTDm ™

Z hat dieselbe Blockstruktur wie 7". Der nichttriviale Teil von 7 werde mit
T}y bezeichnet und diese Bezeichnung werde fiir Z mit Zj, und fiir die anderen

Matrizen analog iibernommen, Wegen [ = K S(m) = Z[Z]K S(O)Z[p] gilt

[p] [p]
Ks\) =777 (3.5)
S = Zip] “1l :
und wegen
det(KJ"V = M) =0 <= det(ZTKYZ — \) =0 (3.6)
= det(KY) —AZ Tz 1) =0 '
folgt
Ty min TKOx Amin(K)
N (K™ = min 5 Bs @ o =12 Ks7e  dwin(Ks7) g
K ) = 710 © maxpm 72 72 0w 2721 O

Jede Matrix Tf, wird nach Algorithmus 2.2.2 als eine Folge von Skalierungen S [ip}
und orthogonalen Transformationen U fp} gebildet:

O pm)?

[p] Ty =D o]
wobei die oberen Indizes die Nummern der Anweisungen in Algorithmus 2.2.2
bezeichnen, also z.B. Uy die orthogonale Matrix bezeichnet, mit der K [(z%) in Teil
3.1 von Algorithmus 2.2.2 transformiert wird. Wir setzen nun Tj,) = Upi' Xy
Dann ist X, ein Produkt von Blockdiagonalmatrizen, die sich jeweils héchstens
in einer Hauptuntermatrix der Ordnung 2 von der Einheitsmatrix unterscheiden.
Es folgt

o 3.1 03.2773.3 03.4773.5 03.6 T
Tip) = Upy Sy Upp Sty Up Sy and - T K

© Tl (0)773.1 (m)~ =T/ ~0)773.1 01\ -1
Ky =2y Zyp = (DU XDy )7 (DU XDy )

= )7L 18.1 =T (M) /(M) —1773.17 15(0) 71
= Dyl Ui Xpy Dy Dy X Ui D
und wegen der Kommutativitit von D[(S]) und U ist K ng})

zu

orthogonal dhnlich

(0) _ O~ T pm) 5 (m) 51 (07!

Ky =Dy Xy~ Dy Dy Xy Dy
Diese Matrix hat 1 als Diagonalelemente und das rechts stehende Produkt be-
steht aus Blockdiagonalmatrizen, die sich jeweils hochtens in einer Submatrix der

Ordnung 2 von der Einheitsmatrix unterscheiden. Also gilt

)\max(KSg,]})) = Amax(Kg[]Z]> < 2
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und
1Z7TZ s = Amax(Z77Z7Y) = maxicpem Amax(Ks'y)

(7] 3.8
< min{2, Apax(K) 1} (3.8)

Mit (3.7) folgt daraus (3.2). Aus (3.6) folgt auflerdem

0 0

Amax(KI™) = max 'K max -1 2’ K¢
meATs o0 2T Z-TZ7 1y = minjg = 27212 12
0

0
Amin(K§”)

IN

= n(KY)
und daher wegen (3.2)

O
s(g) < S )

< 25 < 2K
Amin(KE™)

was der erste Teil von (3.3) ist. Der zweite Teil von (3.3) ergibt sich mit (3.2) aus

. )\max(K,gm)))\min(K,gO))
O ) ONE 0 ' ©)
K(KS ) )‘min(KS ))‘maX(KS ) AmaX(KS ) )‘min(KS )
= Amax(KT) <2n—1
Zeigt man noch )\maX(KgH)) < 2)\maX(Kg)), so folgt (3.4), denn mit (3.2) gilt
dann

i+1 i
AEETY) ) Auin(KY)

_ < - < 4.
RKY) — Amn(ESTY)

Es geniigt also, Apax (K él)) < 2 max (K éo)) zu zeigen. Die zugehorige Transforma-
tion anulliere 0.B.d.A das (1,2)-Element von K©. Schreibt man

Ky = [ ﬁlTl ﬁ” ] mit Ay = Ks\” € R,
12 22

so daf

/ /
All A12

KO _ T l
5 5 A/,{Q A/22

1 mit A}, = K¢\ =1,

T = [27 oF

so gibt es einen Einheitsvektor x x7 T3] in konformer Partitionierung mit

. LU{AHLUl + 225'{14125(72 + ngQQxQ

)\max K(l)
(Ks) et Ayoy + aday
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Schreibt man 5 = I{Il, 1-— 5 = l’giﬁg, LU{AHLUl = 7'15, ngQQxQ = 7'2(1 — 5), SO
gllt wegen 225{141225‘2 S LU{AHLUl —+ ngQQxQ

x] Apzy + 23 Asows _ 7€+ 1(1=§)
2T Apxy + alay néE+1-¢

(-1 —7'2))

5(7’1 — 1) + 1 '

Amax(KS) <

= 2(1+

Der letztgenannte Term nimmt als Funktion von £ sein Maximum an den Rédndern
des Intervalles [0, 1] an und es gilt )xmax(Kél)) <27 < 2>\max(KéO)), was fiir (3.4)
noch zu zeigen war. Q.E.D.

Jede einzelne der Transformationen aus Teil 1 und Teil 3 von Algorithmus
2.2.2 fiihrt also hochstens zu einem Wachstum von 1/ (K ém)) um Faktor 2.
Dariiber hinaus ist die skalierte Kondition gegeniiber Skalierungen (auch denen
in 2.3.5 von Verfahren 2.2.2) invariant. Sogar die Akkumulation mehrerer Trans-
formationen zur Diagonalisierung nicht iiberlappender 4 x 4-Submatrizen fiihrt
hochstens zu einem Wachstum von 1/ )\min(Kgm)) um Faktor 2. Dies wére sicher
nicht der Fall, wenn die Diagonalelemente von B nicht verschwinden wiirden.

Parallele Pivotstrategien ([5], [27]) haben also ein kleineres maximales Wachs-
tum von 1/ (K ém)) zu Folge, als die zeilenzyklische Pivotstrategie (s. (2.36)).
In der Praxis ist der Unterschied zumeist jedoch vernachléssigbar.

3.1.2 Wachstumsschranken bei modifizierten Zyklen

Im diesem Unterabschnitt bestimmen wir Schranken fiir das Wachstum der ska-
lierten Kondition, wenn die Transformationen des modifizierten Zyklus angewen-
det werden. Dies sind die Transformationen (2.38) und (2.39). Wir verwenden die
Notation des Abschnittes 2.1.

Satz 3.1.6 Sei K symmetrisch und positiv definit. Fir Submatrizen (2.35) seien
die drei Bedingungen von Seite 44 erfullt. K werde gemdf (2.38), (2.39) trans-
formiert. Dann gilt mit @ = maxj<,<m Wy

/ 1—-o
AmiH(KS) > m )‘min(KS> (39)
> 0.84 A\in(Kg)
)\min(Kg) 2 (g % (D2 - %)_1

V1+ow
Vov1—o
> 0.77 Amin(K%) > 0.64 Apin(Ks) -

(1 + @)_2 ) )‘min(K,/S’) (310)
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Beweis:
Wir verwenden fiir alle beteiligten Matrizen dieselbe Partitionierung. Wie in Ab-
schnitt 2.1 schreiben wir D = A™'D und L = DLg. Dann ist

IDl: <1, [D?a<1+0

und fiir alle r, 1 <r <m,

- _ _ 1
|Lsolls = Esllz < T4+@  ILGHE = 1Fsptlle < 7= -

Um (3.9) zu zeigen, schreiben wir

A [ D o[ LT o]] A! 0
Ky =2 KsZ Z‘[o D 0 L 0 A'D-' |-

Es folgt
Anin(Ks) = 1(Z"KsZ) 73" 2 1271137 Main(Ks) (3.11)

und wir werden nun eine obere Schranke von ||Z7!||2 bestimmen. Es gilt

1273 < max max{|ALTD 3 . 104, A,L; D3}

Wegen AYL1D,, Fs,,D,.L-TA = I ist dabei
IALID M2 = |Foprlls <140, 1<r<m. (3.12)
Weiterhin haben wir

DL ALDLS = ||1DL, AL DA
< DAL A I3IDA2 3

und wegen
2 1 ! 1 T M4
||Dr7"||2 < ﬁ ||Crr||2 < ﬁHLT CT’T’LT||2 < ||D7‘T‘||2||CST’T’||2||FSTT||2
< (1+w)? (3.13)
ist Y
oo,z < L (3.14)

(3.9) folgt nun aus (3.11), (3.12), (3.14). Zum Beweis von (3.10) gehen wir dhnlich
vor. Wir schreiben

Ao |1 x][at o
Ky =2"KsZ' Z/:[o AD’HO 1“ 0 A—lD”‘ll’
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wobei X mit A kommutiert. Es folgt
Amin(K8) = (ZTK5Z) M2t 2 1127137 Anin(Ks)
und wir schitzen ||Z'~![|2 nach oben ab:
-1)12 -1 2
1212 Slgagﬁ{maX{la 1D BN D115} - (1 + [1X:]12)°)

Dabei ist fiir alle r, 1 < r < m,

1 _
Xl € B0l = FILEB L

1 ~ ~ ~ ~
_2 ||LSrDrrArDrrBSerrrArDr_rlLgr.l ||2

1/2 1/2
< 1D 2| Fsre 1321 Bsro 2l F5 13/
< Vv1+ow

Vo1 —o “
Auflerdem ist

1D < IAPLIC, L) o = (| L' CL LT A2
(1+m)?
(1-w)?

IA

L5 1D l2lICs, lle <
und wegen (3.13), (3.16) gilt

ID! |2 < ||X A2X, + B, X, + X, B +C |

snmm+§wnnxm+ynnhw4
14+

< 3P _—_—— 1+ o)?

< 3w 2(1_@)—%( + )

Insgesamt haben wir also

3(1+w)? , (1+w)! Vit

1270 = G =5 * o) U v

@)? .

(3.15)

(3.16)

1B, 115 + (1 + @)

Mit Hilfe von (3.15) folgt daraus (3.10). Die konkreten Abschéitzungen in (3.9)

und (3.10) erhélt man durch Einsetzen von @ < 1/30.

Q.E.D.

Ist maxw!¥ der Bedingungen von Seite 44 also klein genug, so fithren die
Transformationen (2.38), (2.39) nur zu einem geringen Wachstum der skalier-
ten Kondition. Weil die Transformationen nur wenig von der Einheitsmatrix ab-
weichen, war dies allerdings auch zu erwarten. Mit Satz 3.1.6 nahmen wir eine

Quantifizierung des Wachstums vor.
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3.2 Fehleranalyse des impliziten Verfahrens

In diesem Abschnitt werden wir die Fehleranalyse des Verfahrens 2.2.4 vorneh-
men. Dazu nehmen wir an, der Algorithmus 2.2.4 werde von einem Rechner in
endlicher Genauigkeit € ausgefiihrt. Konvergenz setzen wir voraus. Unter Rechnen
in endlicher Genauigkeit ¢ verstehen wir die Anwendung den folgenden Modells
fiir die elementaren Rechenoperationen. Ist fl(x) das in endlicher Genauigkeit
erzielte Ergebnis einer solchen Operation (x), so existieren ¢; mit |g;| < ¢, so daf}

fllaxtd) = a(l+e;)£b(1+e2)
fi(a-b) = a-b(l+e3)
fi(a/b) = a/b(l+¢ey)
i(va) = Va(l+es).

Andere Rechenoperationen als diese elementaren werden nicht vorgenommen.
Dabei wird ¢ < 1 i.A. die Maschinengenauigkeit sein, also die kleinste positi-
ve Zahl z, fiir die in endlicher Genauigkeit 1 + 2 > 1 gilt.! Das Modell ent-
spricht demjenigen in [13] und ist eine leichte Verallgemeinerung des Modells mit
fila £b) = (a £b)(1 + ;). Es kann auch bei Rechnern ohne Guard-Digit (z.B.
Cray) angewendet werden.

Wir nehmen an, daf§ Addition oder Subtraktion von 0 sowie Multiplikation mit
oder Division durch +1 exakt durchgefiihrt werden. Wir nehmen weiter an, dafl
gewisse Werte wie z.B. 1/4/2 als Konstanten gespeichert sind und daher nur einen
relativen Fehler von hochstens € aufweisen. Dafl in der weitverbreiteten IEEE-
Arithmetik [3] manche Operationen, z.B. Multiplikation mit und Divisionen durch
2-er Potenzen, exakt sind, werden wir hingegen nicht beriicksichtigen.

Variablenunterlauf wird wie in [13] beim verwendeten Modell nicht bertick-
sichtigt. Daher gelten die Aussagen der Fehleranalyse unter der Bedingung, dafl
kein Unterlauf eintritt.

Die in diesem Abschnitt hidufig verwendete Fomulierung ,,in erster Ordnung
von €“ bedeutet, dafl die jeweils gemeinte (Un-)Gleichung exakt gilt, wenn das
vorkommende e durch (14 c¢) mit einer méBigen Konstante ¢ € IR ersetzt wird.
Kommt ¢ in der gemeinten (Un-)Gleichung nicht vor, so gilt sie nach Multiplika-
tion mit 1 + ce? mit einem méBigen ¢ € IR exakt. Hiufig wird die Konstante ¢
von der Ordnung der betrachteten Matrizen oder Vektoren abhéingen.

Die im Folgenden verwendeten, mit einem Index oder einem Indexpaar verse-
henen Werte ¢; bzw. ¢;; sind im Betrag sémtlich durch e beschrinkt (|e;], |g;;] <
¢). In erster Ordnung von ¢ werden dariiber hinaus iiblicherweise Nadherungen
wie V14 2ke = 1 + ke oder, falls o eine Multiplikation oder eine Division ist,

! Je nach Rundungsverfahren des Rechners (Compilers) kann ¢ auch die grofite positive Zahl
sein, fiir die in endlicher Genauigkeit 1 + x = 1 gilt.
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(1+Fkey)o(1+1ley) =14 (k+1)es, k, 1 € IN, benutzt.

Zur Durchfithrung der Fehleranalyse werden wir zu jeder einzelnen, beim
Verfahren 2.2.4 an L, E vorgenommenen Operation die Abschéitzung einer Sto-
rung der Eingangsdaten bestimmen, unter der das FlieBpunktergebnis in exakter
Arithmetik erzielt worden wére. Unter Verwendung der Ergebnisse von Kapitel
1 werden wir dann relative Fehlerschranken fiir die Eigenwerte der berechneten
Matrizen angeben.

Wir gehen folgendermaflen vor. Nach einigen weiteren Vorbemerkungen wird
im nachfolgenden Unterabschnitt eine kurze Fehleranalyse des Skalarproduktes
vorgenommen. Darauf folgen die Analyse der im Verfahren 2.2.4 vorgenommenen
Skalierungen und orthogonalen Rotationen sowie die Analyse der Transformatio-
nen im modifizierten Zyklus. Wir setzen durchgehend n > 2 voraus.

Sei K = K = D(I)KS)D(” € IR n > 2. diejenige Matrix, fiir die das
Eigenwertproblem

Kx=i\Jx | J:l 0 [] , it=—1

gelost werden soll und sei

wobei E(™) ein Diagonalmatrix ist und L™ E(™ aus L(™=D E(m=1) durch Anwen-
dung einer einzelnen symlektischen Rechtsmultiplikation in FlieBpunktarithmetik
entsteht. Es sei stets (exakt) D™ = diag( ||L(Zm )||2), also sind die euklidischen
Normen der Spaltenvektoren von Lfgm) samtlich 1. Wie schon in vorangehenden
Abschnitt werden wir auch hier manchmal die Bezeichnungen

[ pom) BT ]
m) _ rm)Trm _ | F
K =L L7 =\ pay oom)
und _ -
. (m)  pm)
K =10 L =178 s

fiir m > 1 verwenden. Zur Erleichterung der Riickwértsfehleranalyse werden wir
zuerst darstellen, wie eine Stérung von E(™ als Storung von L™ dargestellt
werden kann.

Lemma 3.2.1 Sei L = LgD € R** mit D = diag(||[L.]|2). Seien E,5E €
IR**" diagonal und E mnichtsingulir mit 6E = 0EsE. Sei o = 19(0E). Dann
gibt es 6L mit L(E + 0F) = (L + 6L)E und fiir 6Ls = LD~ gilt

10Lsll2 < v/ [0 Es]l
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Beweis:
Esist L(E +6F) = (L + LOEE™')E. Deshalb gilt fiir L = LIEE™!

10Lsllo = |LSEE™'D™|2 = | LD "0 Es]l2 < || LsI |2 [|0Es]l2 .

wobei eine Diagonalmatrix ist mit I; = 0, falls 0F; = 0, und I; = 1 sonst.
Wegen || LgI|]; < /0 folgt die Aussage des Lemmas. Q.E.D.

Wie sich die Fehler in den Eigenwerten von (K™ J) mit K™ gemafl (3.17)
fiir aufeinanderfolgende m akkumulieren, beschreiben wir mit nachfolgendem
Lemma, dessen Aussage wir mehrfach verwenden werden.

Lemma 3.2.2 Seien LW, EMW ¢ R gegeben und fir 1 < m < M — 1
entstehen L) Em+D) dyrch Anwendung jeweils einer Rechtsmultiplikation in
Fliefpunktarithmetik aus den Matrizen L', E™)  d.h. es gelte folgendes Dia-
gramm

L(m)’ E(m) Fgéiggu;fgg L(m—l—l)’ E(m—l—l)

+(5L(m)\ /

Lt 4 5L pm)
Dabei bedeutet der vertikale Pfeil, daff L + SLU™ durch Addition einer
Storung aus L™ hervorgeht. Der diagonale Pfeil bedeutet, dafi Lm+1) pm+1)
als das Ergebnis einer Fliefpunktoperation auch durch Anwendung einer exak-

ten Rechtsmultiplikation mit einem symplektischen T aus (L™ + §L™)E(™)
entsteht, also (L™ + §L™) BT — [m+1) . pim+1) - Gejen

M <A o <A < <A
die Figenwerte des Problems
(B L L By — i)\ Tz

fir1 <m < M. In erster Ordnung von € sei

m m—+1
A — Al

NG <lpe , 1<j<n, 1<m<M. (3.18)

J

Dann gilt in erster Ordnung von &

lme , 1<j<n. (3.19)
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Beweis:
Fir 1 <j <n gilt

1 M - m m+1

DY R po = {CY ISP Vil
(1) - 1)
)‘j )‘j
1 M-t ‘)\(m) _ )\(m+1)‘
_ A\ 17 J
)\g;) mzz:l j >\§m)
M—1m—1 (k+1)
< ( ! Jme

Wegen (3.18) ist )\gkﬂ)/)\gk) =14+0() fir 1 <k < M —1 und deshalb
|y A§k+1) / )\g-k) = 1+ O(e). Daraus folgt bereits die Aussage des Lemmas.
Q.E.D.

3.2.1 Bemerkungen zum Skalarprodukt

Beim untersuchten Verfahren werden héufig Skalarprodukte verwendet. Es ist
deshalb niitzlich, zundchst Schranken fiir die FlieBpunktfehler dieser Operation
zu bestimmen. Es wird sich zeigen, dal Skalarprodukte i.A. einen geringeren
maximalen absoluten Fehler aufweisen, wenn sie nicht nach dem tiblichen Verfah-
ren, sondern nach einem modifizierten Algorithmus (binary splitting) berechnet
werden. Es gilt

Lemma 3.2.3 Sei v = (xy,...,2,) € IR". Die Berechnung der Summe s =
> x; mit dem Algorithmus
s=0

FORi=1TOn DO s=s+ux;
fiihrt bei Rechnung in endlicher Genauigkeit € zum Ergebnis

n

fits)=s+r . |rl<(n—1) |l < (n-1vne|z]2

i=1

Beweis:
(Siehe auch [37], [35].) Die Aussage des Lemmas gilt trivialerweise fiir n = 1. Fiir
n > 2 gilt:

fi(s) = (1+(n—1e)x; + é(l +(n—i+1)e)x;
= s+r
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mit
Ir| = |(n—1Dewz1 + > (n—i+ 1)z
i=2
< (n=Delz|+ > (n—i+ ez
i=2

< (n=1)e) |zl
i=1
Der Rest der Aussage folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung. Q.E.D.

Daraus ergibt sich fiir das Skalarprodukt:

Lemma 3.2.4 Seien v = (x1,...,2,),y = (Y1,...,Yn) € IR™. Die Berechnung
des Skalarproduktes o = 2Ty = X1 | x;y; mit dem Algorithmus

oc=20

FORi=1TOn DO o =0+ z;y
fiihrt bei Rechnung in endlicher Genauigkeit € zum Ergebnis

flaty) =aty+r [l <ne ) fal |yl < nellzll2]lyll..
i=1

Beweis:
(Siehe auch [37], [35].) Die Aussage des Lemmas ist fiir n = 1 trivialerweise erfiillt.
Fiir n > 2 ist der Algorithmus hinsichtlich der Fehleranalyse dquivalent zu
oc=0
FOR i =1 TO n DO t; = x;y;
FORi=1TOnDO o =0+t
und weil die ¢; bis auf einen relativen Fehler ¢;, |¢;| < e gebildet werden kénnen,
folgt die Aussage aus Lemma 3.2.3. Q.E.D.

Der Vollsténdigkeit halber folgt noch eine Aussage {iber den maximalen Fehler
bei der Berechnung der Euklidischen Norm eines Vektors.

Lemma 3.2.5 Sei x = (z1,...,2,) € IR". Die Berechnung der Euklidischen
Norm ||z|s = (X0, 222 mit dem Algorithmus

c=20

FORi=1TOn DO o =o0+1?

o =+o

fiihrt bei Rechnung in endlicher Genauigkeit € zum Ergebnis

n
flllzllz) = llzllz 7 Il < (5 + Della]l -

Die Euklidische Norm wird also mit einem relativen Fehler berechnet.
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Beweis:
Mit Hilfe von Lemma 3.2.4 gilt

Aflzll) = (1+e) (@ 2)? |er| <e
= (I+e)((A+e)zT2)Y? ||es| < ne
= (I+e3)|z|l2 ,lesl <e+ (n/2)e.

Q.E.D.

Kleinere Fehlerschranken konnen durch Verwendung modifizierter Algorith-
men bestimmt werden. Es gilt folgender Satz, der ohne Beweis bereits in [9]
enthalten ist.

Satz 3.2.6 Seixz = (z1,...,x,) € IR". Die Berechnung der Summe s = > | x;
mit dem Algorithmus (binary splitting)
k=n
WHILE k> 1 DO
od = (k IS odd)

k= [k/2]
IF od THEN
FOR] =1T0k-1 DOZL'] :l’gj_l‘l'l’gj
Tk = T2k—1
ELSE
FOR] =1TOkDO Tj = T2j-1 ‘l‘l’gj
ENDWHILE
S =T

fiihrt bei Rechnung in endlicher Genauigkeit € zum Ergebnis

fls)=s+r , || <[logynle ) |zi| < [logyn]v/ne|zll:
i=1
Beweis:
Es sei vorab bemerkt, dafl die Bildung von Y7 ; x; aufgrund exakter Addition
von 0 zum selben maximalen Fehler fithrt, wie

9[logg n] .
’ . / Z; , 1<n
Z r, mit z, =
P 0 ,  sonst.

Der Satz kann daher mit vollstdndiger Induktion {iber m mit n = 2 gezeigt
werden. Fiir m = 0 ist die Aussage des Satzes trivialerweise erfiillt. Fiir m —
m + 1 ist zu beachten, dafl mit n; = 2™! die WHILE-Schleife des Algorithmus’

einmal héufiger durchlaufen wird, als im Falle n = 2™. Es gilt daher fiir den
Induktionsschluf:

2m+ 1 om

fits) = (3 ) = (v

i=1
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mit
yi = (2o + 22i1) = 22i(1 + €2;) + -1 (1 + €2i-1)
also in erster Ordnung von ¢

2m+1 2m+1

Z Zyi_‘_r ) |’f’|<m€2|yl|<m62|1’l .

=1

Wegen

2m+1 2m+1

o
dyi= D wmAr |l <e ) |
i=1 i=1 i=1

folgt schliefllich

2m+1 2m+1 2m+1

A Zzzwl, Ir| < (m+1)e Zp;,

=1

Q.E.D.

Daraus ergibt sich fiir das Skalarprodukt:

Korollar 3.2.7 Seien x = (x1,...,2,),y = (y1,..-,Yn) € IR". Die Berechnung
des Skalarproduktes o = xTy = S0, xy; mit dem Algorithmus
k=n
WHILE k >1 DO
od = (k IS odd)

k= [k/2]
IF od THEN
FOR] =1T0O0k-1 DOSL’j :$2j_1+l’2j
T = T2k—1
ELSE
FOR] =1TOkDO Tj = T25-1 +LL’2j
ENDWHILE
o =T

fiihrt bei Rechnung in endlicher Genauigkeit € zum Ergebnis

fiz"y) = 2"y +r

mit
n

Ir] < ([logyn] + 1)e > |aillys| < ([logyn] + 1)ellz||2]lyll2
i=1
Beweis:

Weil die zuerst gebildeten Produkte zu einem relativen Fehler kleiner ¢ fiihren,
folgt die Aussage aus Satz 3.2.6. Q.E.D.
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Auch hier wollen wir auf die Herleitung des offensichtlichen maximalen relati-
ven Fehlers bei der Berechnung der FEuklidischen Norm eines Vektors verzichten.

Numerische Tests eines zu Korollar 3.2.7 dquivalenten, laufzeitoptimierten
Programmes zur Berechnung von o = 2’y ergaben je nach Speicherverwaltung
recht unterschiedliche Differenzen im Laufzeitverhalten gegeniiber Lemma 3.2.4.
Fiir n x m-Matrizen mit n = 50 bis zu einigen hundert und m = 103 bis m = 3-10%,
deren Spaltennormen berechnet wurden, ergaben sich lingere Verarbeitungszei-
ten gegeniiber dem Standardalgorithmus von etwa Faktor zwei. Hingegen konnte
fiir Vektoren der Linge n = 10° keine meBbare Differenz im Laufzeitverhalten
gegeniiber dem Standardverfahren festgestellt werden. Groflere Vektorldngen bis
n = 1.5-10°% ergaben hingegen wieder einen héheren Zeitaufwand von bis zu 30%.

Bei den nachfolgenden Analysen werden wir die algorithmische Bestimmung
von Skalarprodukten geméafl Korollar 3.2.7 nicht weiterverfolgen. Wiirde man Ko-
rollar 3.2.7 verwenden, so hétte dies ndmlich lediglich einen gréfleren Einflufl auf
die Aussage von Satz 3.2.8 und einigen Voraussetzungen bei der Analyse des mo-
difizierten Zyklus (siehe dort). Insgesamt wéren die erzielbaren Verbesserungen
in den Aussagen nicht praxisrelevant.

3.2.2 Relative Fehlerschranken bei Skalierungen und Ro-
tationen

In diesem Unterabschnitt betrachten wir die Teile 2, 3 und 4 des Verfahrens
2.2.4. Wir werden zuerst die Fehleranalyse der Vorbereitung (Teil 2) vornehmen.
Wir benétigen dazu mehrere Sétze, deren Zuordnung zu den Anweisungen in
Verfahren 2.2.4 wir der besseren Ubersicht halber voranstellen wollen:

Nummer der
Operation Satz fiir relativen Fehler
in 2.2.4
1.1.1 328 mit A=I1A'=FE, M ={1...2n} und (3.21)
1.1.2 329 mit A=FE, M ={1...2n}
1.1.3 3210mit A=E, M ={1...n},A=1

Wir beginnen mit

Satz 3.2.8 Seien L,A = diag(A,) € IR*™ " gegeben. Es werde folgender Algo-
rithmus in endlicher Genauigkeit € ausgefiihrt:
let M C {1...2n}
FORpe M DO
Ay = (S, L2)12 A,
ENDFOR
Dann gilt folgendes Diagramm:



3.2. Fehleranalyse des impliziten Verfahrens 109

L, A FlieBpunkt ﬂ(A/)

Berechnung

+0L \ A

L+6L,A

Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, daf$ fi(A") durch Fliefpunkt-Berechnung
mit Hilfe obigen Programmes aus den Fingangsmatrizen L, A entsteht. Der diago-
nale Pfeil bedeutet, daf$ fi(A") auch durch exakte Berechnung mit Hilfe desselben
Algorithmus’ aus Matrizen L+0L, A entsteht. Schlieflich bedeutet der senkrechte
Pfeil, dafy L + 0L durch Addition einer Storung aus L hervorgeht. Schreibt man
L = LsD mit D = diag(||L.||2) und 0L = 0LsD, so ist §Lg in erster Ordnung
von € durch

10Ls|l2 < (n+2)\/|M]|e (3.20)

beschrinkt. Gilt A, =1 fiir allep € M, so ist dLg in erster Ordnung von € durch
[0Lsll2 < (n+ 1)y/|M]e (3.21)
beschrdnkt.

Beweis:
Sei p € M. Wegen Lemma 3.2.5 gibt es ein € mit |£] < (n + 2) ¢ und

ﬂ(A;)) = (1 + é)H[L-p]HZAp = ||(1 + 5)[L~p]||2Ap = H[L-p] + €~[L-p]||2AJD'

Fir jedes p € M gibt es also eine Storung [6L.,] = E[L.,] mit |[[0L,]|2 <
(n 4+ 2)||[Lp]llze, so daB fI(A]) Ergebnis der exakten Durchfiihrung des obigen
Algorithmus’ ist. Angewendet auf alle p € M gibt es daher eine Matrix JL,
so dafl das endlich genaue Ergebnis A’ Ergebnis der exakten Durchfithrung des
Algorithmus’ fiir die Matrix L 4+ dL ist, wobei

<+ 2Lyl peM

OL=[0Ly--Lan] , [[0Lylla= { -0 sonst

ist. Durch Skalierung folgt

16Lslls = [0LD 7|y = [[[6Ls., - - - 6 L, ll2
< (D |IoLs, 13)"?
peEM
< (n+2)\/|M|e

Die Aussage (3.21) gilt wegen der fehlerfreien Multiplikation mit 1. Q.E.D.
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Satz 3.2.9 Seien L,A = diag(A,) € R*™ ™ mit A, > 0,p = 1...2n, gegeben.
Es werde folgender Algorithmus in endlicher Genauigkeit € ausgefiihrt:
let M C {1...2n}
FORpe M DO
h=1/A,
FORk=1TO2n DO Ly, =h- Ly,
ENDFOR
Dann gilt folgendes Diagramm:
L A FlieBpunkt ﬂ(L/>

Berechnung

+5L\ A

L+6L,A

Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, daf$ fi(L') durch Fliefpunkt-Berechnung
mit Hilfe des obigen Programmes aus den Eingangsmatrizen L und A entsteht.
Der diagonale Pfeil bedeutet, daff fi(L') auch durch exakte Berechnung mit Hilfe
desselben Algorithmus’ aus der Matriz L + 6L entsteht. Schlieflich bedeutet der
senkrechte Pfeil, dafy L + 0L durch Addition einer Storung aus L hervorgeht.
Schreibt man L = LgD mit D = diag(||L.||2) und 6L = 0LsD so ist 0Lg in

erster Ordnung von € durch
|0Lslla < 24/|M] e (3.22)

beschrankt.

Beweis:
Sei zunédchst p € M fest. Dann gibt es fiir alle £, 1 < k < 2n, ein & mit || < 2¢,
so daf gilt

ﬂ(L;fP) =1+ gk)LkpAzjl = LkpAgjl + 1.

Fiir r = (r1,...,72,)7 ist dann [|r|| < 2¢|[[L,]]]2A," und damit
AL = (Lo A+
= ([L p]"‘ApT)A !
= ([Lp] +[0L,])A,"
mit

0L plll2 = Aplirlla < 2[[[L]l2-
Division durch D, = ||[L.,]||2 bringt

I[0Lspll2 = |[6L.p) - D, |2 < 2e.
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Anwendung auf alle p € M fiihrt schliellich auf die Aussage des Satzes. Q.E.D.

Kann die Skalierung direkt an der Diagonalmatrix durchgefiihrt werden, so
wird folgender Satz verwendet:

Satz 3.2.10 Seien A = diag(A,) € R**" mit A, > 0,p = 1...2n, und A =
diag(A,) € R™™ mit A, # 0,p=1...n. Es werde der Algorithmus
let M C {1,...,n}
FORpe M D1O/2 )
A, = AzlimAerrlz/Azp .
A;J-‘rn = A117/2Ap+n/AP
ENDFOR
in endlicher Genauigkeit € durchgefiihrt. Dann gilt folgendes Diagramm.:
A, A FlieBpunkt ﬂ(A/)

Berechnung

+0A A

A+ 0AA

Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, daf fi(A") durch Fliefpunkt-Berechnung
mit Hilfe des obiges Programmes aus den Eingangsmatrizen A, A entsteht. Der
diagonale Pfeil bedeutet, dafs fi(A") auch durch exakte Berechnung mit Hilfe des-

selben Algorithmus’ aus A + A, A entsteht. Schliefilich bedeutet der senkrechte
Pfeil, daff A+ 0A durch Addition einer diagonalen Storung aus A hervorgeht.
Fiir die diagonale Matriz A + 0A gilt in erster Ordnung von €

(A+06A),, =0,(1+0,) , [0, <4de , peMVpen+M,
also |[0Aglla = ||6A - A7y < 4e.

Beweis:
Sei p € M und o eine Multiplikation oder eine Division. Dann gilt

ﬂ(Afn) = (1 + 61)(1 + 62)(1 + 53)(1 + 54)A;;/2A11){i-2n ¢} Ap

= ([(1+425)A)[(1 + de6) Apin]) /2 0 A,
= ((Ap +08,)(Aptn + 5Ap+n))1/2 o AP

mit [0A,| < 4e|A,| sowie [6A,1,] < 4e|A,1n|. Die Aussage des Satzes folgt nun
mit Division durch A, bzw. A,.,. Q.E.D.

Wir fassen nun die vorstehenden Ergebnisse zusammen und bestimmen mit
Hilfe der Stérungstheorie den maximalen relativen Fehler in den Eigenwerten des
von der Vorbereitung erzeugten Matrizenpaares.
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Satz 3.2.11 Die Matriz L € IR**" werde gemdf§ Operationen 1.1.1, 1.1.2,
1.1.3, von Verfahren 2.2.4 in endlicher Genauigkeit € bearbeitet. Dabei sei L =
LsD mit D = diag(||L.||2) und (n+1)v2ne < owmin(Lg). Die daraus entstehenden
Matrizen seien L' und E'. Dann gilt fiir die Eigenwerte

bzw.
A< <A <0< N < <N

des Problems LTLx = i\Jx bzw. des Problems E'L'"L'E'x = i\Jx in erster
Ordnung von e

=Xl _ 20+ 14)v2n

e, k=1...n 3.23
)\k Umin(LS> ( )

Beweis:

Wir werden die Matrizen, die nach den im Satz genannten Operationen entstan-
den sind, mit einem oberen Index versehen. Z.B. seien L''3 = [/, pt13 = F/
die zuletzt entstandenen Matrizen. Die Stérungen werden wir analog bezeichnen.
Dann gilt

wegen ‘ die Aussage
3.2.8 |0Ls|l2 < (n+1)V2ne
3.2.9 I6LE 2 < 2v/2ne

3.2.10, 3.2.1 | [|[6LLM2]]2 < 4v2ne
Nach Satz 1.0.5 und Lemma 3.2.2 folgt fiir 1 < k£ < n in erster Ordnung von
| Ak — il < 2
)\k Umin(LS>
also die Aussage des Satzes. Q.E.D.

Von(n+17)e,

Als néchstes werden wir uns der Analyse der Operationen 1.2 und 1.3 zuwen-
den. Wir stellen wieder eine Tabelle mit den Zuordnungen der jeweiligen Sétze
zu den Anweisungen in Verfahren 2.2.4 voran.

Nummer der
Operation Satz fiir relativen Fehler
in 2.2.4
1.2.1 3.2.12
1.2.2 3.213mit A=E, A =(1/v2)I
1.2.3 3.28 mit A =F
1.2.4 3.2.9 mit A = diag(d;)
1.3 3210mit A=F, A=1
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Ein Teil der Analyse ist also bereits erledigt. Es fehlen die Aussagen der
folgenden beiden Sétze.

Satz 3.2.12 Sei L € R*™*" mit ||[L]ll = 1+ O(e),i = 1...2n. Es sei M C
{1...n} und I = diag(iry) mit igx = 1 fiir k € M und ix, = 0 sonst. Es werde
die Matrizmultiplikation
I I
L'=L-| -
i)
in endlicher Genauigkeit € mittels folgenden Programmes durchgefiihrt:
FORpe M DO
FOR k=1 TO 2n DO
?gp = Lkp - Lk,p-l—n
L;c,p+n = Lkiﬂ + Lk,p-i'n
ENDFOR
ENDFOR
Dann gilt folgendes Diagramm

L FlieBpunkt ﬂ(L/)

Berechnung

+0L \ A

L+90L

Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, daf$ fi(L") durch FliefSpunkt-Berechnung
mat Hilfe des obigen Programmes aus der Eingangsmatrix L entsteht. Der diago-
nale Pfeil bedeutet, dafi fI(L") auch durch exakte Berechnung mit Hilfe desselben
Algorithmus’ aus der Matrix L + 0L entsteht. Schlieflich bedeutet der senkrechte
Pfeil, daff L + 6L durch Addition einer Storung aus L hervorgeht. Schreibt man
L = LsD mit D = diag(||L.|2) und 0L = 0LsD, so ist §Lg in erster Ordnung
von € durch

[0L[l2 = ||6Lsll2 < 2y/2[M]| e (3.24)

beschrankt.

Beweis:
Sei 0.B.d.A. M = {1...m} und sei p, 1 < p < m fest. Fiir alle k, 1 < k < 2n,

gibt es dann ey, ), ef, ef mit |ex|, €k, [€4], €} < e, so daB

8(Ly) = Lip(1 + k) = Lipin(1 + €})

und
A(Ly, 1 p) = Lip(1 + €%) + Lipin(1 +€7) -
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Daraus folgt mit der Minkowskischen Ungleichung bis auf einen kleinen relativen
Fehler

B(Lep) = Lip — Lipin + Xip 5 (1 Xopllz S ([ Lpllz + [ Lopsnllz) = 22
und
ALy pin) = Lip + Lipin + Xipn 5 [ Xprallz S ([ Lpllz + ([ Lopsnllz) = 22,
weil der Term 1+ O(e) jeweils ignoriert werden kann. Also gilt

Ly Lyl | 1 141X X

(L, Lyl
:<wpum+§&vﬂﬁlizﬂwj1”
= ([Lp Lopwn) + Yy Yipin)) l _11 ”

und es folgt

¥l < SUDCAe + X penlll) < 5025 +22) = 2¢

N —

und analog
1Y pinllz < 2¢

Also kénnen wir mit §L = [V ...Y,] wegen
16Ls3 = [I6L]13 < [0L||% = 2m(2¢)?

auf ||§L]|s = ||0Ls||2 < 2v/2me schlieflen. Q.E.D.

Satz 3.2.13 Sei A = diag(A,) € IR™™. Es sei eine Diagonalmatriz A exakt
berechnet und dann gespeichert. Dann fihrt fir M C {1,...,m} die Bearbeitung
des Programmes

FORpe M DO A, =A,0,A,
wobet o, eine Multiplikation oder eine Division ist, bet Rechnung in endlicher
Genauigkeit € auf folgendes Diagramm

A FlieBpunkt ﬂ(A/)

Berechnung

+5A\ A

A+ 0A
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Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, daf$ fl(A") durch Fliefpunkt-Berechnung
mit Hilfe des obigen Programmes aus der Eingangsmatrixz A entsteht. Der diago-
nale Pfeil bedeutet, daf$ fi(A") auch durch exakte Berechnung mit Hilfe desselben
Algorithmus’ aus der Matriz A+ 6A entsteht. SchliefSlich bedeutet der senkrechte
Pfeil, dafy A+ 0A durch Addition einer Storung aus /A hervorgeht. Schreibt man
mit 0A = 0AgA, so ist 6Ag in erster Ordnung von € durch

[0As]2 < € (3.25)
beschrdnkt.
Beweis: 3 3
Fiir alle p,1 <p < m gilt i(A}) = (1 +¢,)A, 0p &y = Ap 0, (A + £,4,). Also
ist [0A,] < eA, fiir alle p und daher ||§Ag|2 < e. Q.E.D.

Wir fassen die Ergebnisse wieder zusammen und bestimmen mit Hilfe der
Storungstheorie den maximalen relativen Fehler in den Eigenwerten des von 1.2
und 1.3 erzeugten Matrizenpaares.

Satz 3.2.14 Die Matrizen L, E € IR*™ " werden gemdfs den Operationen 1.2
und 1.3 von Verfahren 2.2.4 in endlicher Genauigkeit € bearbeitet. Dabei sei
L = LsD mit D = diag(||L.||2) und (2n + 4)\/ne < omin(Ls). Die nach 1.3
entstandenen Matrizen seien L' und E'. Dann gilt fiir die Eigenwerte

bzw.
A< L SN <0< N <L SN
des Problems L*Lx = i\Jx bzw. des Problems E'L'"L'E'x = i\Jx in erster
Ordnung von e
e = Ml (vV2(2n +20) + 4)v/2n
)\k B Umin(LS)

e, k=1...n (3.26)

Beweis:

Wie im Beweis von Satz 3.2.11 werden wir die nach den betrachteten Operationen
von Algorithmus 2.2.4 jeweils entstandenen Matrizen mit einem oberen Index
versehen. Z.B. seien L'? = L/, E'3 = E’ die abschlieBend entstandenen Matrizen.
Fiir die Storungen und die skalierten Matrizen werden wir entsprechend verfahren.
Dann gilt

wegen die Aussage

3.2.12 |6Ls|l2 < 2v2ne
3.2.13,3.2.1 | ||[6LE* s < 2v2ne

3.2.8 |6LE%2]]2 < (n+2)V2ne
3.2.9 I6LE>3 |2 < 2v/2ne
3.2.10,3.2.1 | ||[6LE*4|o < 4v2ne
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Bei der Schranke von [|0LL%||2 haben wir beriicksichtigt, dal der Wert 1/1/2
als Konstante gespeichert ist und daher nur einen relativen Fehler von héchstens
¢ hat.

Wegen Lemma 3.1.1 und Satz 3.1.4 beeinflut nur die Operation 1.2.1 den
kleinsten Singulirwert von Lg, d.h. es gilt 1/omin(L5*') < v/2/0min(Ls) und

Omin(LE*Y) = omin(LE*?) = ... = omin(L5?). Nach Satz 1.0.5 und Lemma 3.2.2
folgt fiir k =1,...,n in erster Ordnung von ¢
Ak — Ayl
< V2n(2 +V2(2+ (n+2) +244))¢e .
)\k Umin(LS>
Daraus folgt die Behauptung. Q.E.D.

Wir kénnten eine giinstigere Abschétzung der Fehler in den Eigenwerten ge-
winnen, wenn wir beriicksichtigten, dafl die betrachteten Operationen evtl. nicht
fiir alle p = 1,...n durchgefiihrt werden, und wenn wir im Beweis des letzten
Satzes statt der der oberen Schranke fiir 1/0(L5%!) den tatsichlichen Wert
beriicksichtigten. Zum Erhalt einer gewissen Ubersichtlichkeit wollen wir darauf
aber verzichten.

Wir werden nun mit der Analyse der Diagonalisierung einer 4 x 4-Submatrix
gemafl den Operationen 3.1 bis 3.6 von Verfahren 2.2.4 fortfahren. Auf den Teil
2 werden wir erst im Unterabschnitt 3.2.3 eingehen.

Zuerst stellen wir wieder die Zuordnung der Operationen zu den entsprechen-
den Satzen tabellarisch dar:

Nummer der
Operation Satz fiir relativen Fehler
in 2.2.4
3.1 3.2.15 bzw. 3.2.16 bzw. 3.2.17
3.2 3.2.18
3.3 3.2.19
3.4 3.2.18 mit Umbenennung der Variablen
3.5 3.2.19 mit Umbenennung der Variablen
3.6 3.2.10 mit M = {p,q}

Folgender Satz behandelt die Analyse von 3.1. Bemerkenswert ist, dafl die
Fehler bei der Berechnung der Parameter ¢, = fl(t;) = tany und t, = fl(t;) =
tant nach [19], die die Singuldrwertzerlegung von A bestimmen, nicht in die
Analyse eingehen.

Die Fallunterscheidung im Algorithmus, die von der Gréfenordnung von #;, £,
anhéngt, wird ausschliefSlich zur Vermeidung von Variablenunter- oder -iiberlauf
vorgenommen. Thre Ursache liegt nicht in der Fehleranalyse und hat kaum einen
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Einflul auf die Fehleranalyse. Sieht man von dieser Fallunterscheidung ab, so ist
die Fehleranalyse unabhingig von der Gréfenordnung der #;, denn aufgrund der
Konstruktion des Algorithmus’ kommutiert die Skalierung auf 1-Diagonale mit
der Transformationsmatrix. Insofern unterscheidet sich die hier gegebene Fehler-
analyse von der in [13].

In 3.1 gibt es eine Programmverzweigung je nach GroBenordnung von #;, .
Wir werden beispielhaft nur einen der Fille behandeln, nimlich den Fall t; < 1 <
ty. AuBlerdem beschriinken wir uns auf den Fall |f,| <macheps™*/2. Andernfalls
werden zwar etwas bessere Fehlerschranken erzielt, zur Vereinfachung wollen wir
jedoch eine einheitliche Behandlung aller Félle sicherstellen.

Durch geeignete Programmierung kénnte man im iibrigen den Fall 1 < |£,], |ts]
ganz vermeiden. Dies ist fiir unsere Zwecke jedoch ohne Belang.

Satz 3.2.15 Seil <p<q<mn. Sei LE = LgD € IR**" mit

D = diag(|[[(LE).i]ll2) . D = diag(||[L.][2) ,
also DE = D. Sei auferdem
Dy =Dpin(14+0(€)) , Dg= Dgsn(1+ O(g)) (3.27)

und

L§ Ls,,, =O0() , Lg Ls,,,=0(). (3.28)

Es werde folgender Algorithmus in endlicher Genauigkeit € fiir vorgegebene Werte
t1, to mit |t1| <1< ‘tz‘ durchgefuhrt
W1 =/ 1+ E%

SNy = 1?2/\/1 +t~%

7= sign(ty)

n=0E)/Ep

T = tlEptn/Ep

72 = Ey/ (2 Egpn)

7y = Eqin/(t2Ey)

FOR k=1 TO 2n DO
L;Cp = Lgp — T{Lk,p+n
L;f,p+n = TlLkp + Lk,IH—n
L?ﬁq =T (T2Lkg — L gin)

2,q+n =T (qu + TéLk,q—i—n)

ENDFOR

E;; = Ep/w1

E;:J—l—n = Ep+n/wl

E:; = |5n2|Eq+n

B, = |sna|E,

Dann gilt folgendes Diagramm:

p+n qtn



118 Kapitel 3. Fehler in berechneten Eigenwerten von (LTL,.J)

L E FlieSpunkt ﬂ(L/),ﬂ(E/)

Berechnung

—|—5L\ A

L+6L,E

Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, daff (L) und fi(E") durch Flieflpunkt-
Berechnung mit Hilfe obigen Programmes aus den FEingangsmatrizen L, E ent-
stehen. Der diagonale Pfeil bedeutet, dafi eine symplektische Matriz T mit (L +
SL)ET = fi(L')- (E") existiert. Die Matrizen (L+dL)E und fi(L')- fi(E’) gehen
also durch exakte Rechtsmultiplikation mit einer symplektischen Matriz ineinan-
der diber. Schlieflich bedeutet der senkrechte Pfeil, dafi L + 6L durch Addition
einer Storung aus L hervorgeht. Schreibt man L = LgD und 6L = 6LgD, so ist
0Lg in erster Ordnung von € durch

|0Ls|l2 <26 ¢ (3.29)
beschrankt.

Beweis:

Wir verwenden die Beweistechnik aus [29], (Th. 3.3.3), erhalten insgesamt jedoch
giinstigere Abschétzungen. Die Werte %7, £, seien gegeben. Wir nehmen o0.B.d.A.
t, > 1 an, weil das Vorzeichen bei der Fehleranalyse ohne Belang ist. In exakter

Rechnung sei w; = /1 + 13 sowie sny = |sny| = t5/4/1 + 13 und daher

’U~J1 = ﬂ(wl)
— (T4 e)y(1+22) + (1 +25)(1 + )

= (1+&)y/1+#

mit |&;| < 2¢ und auf dhnliche Weise

§’fl2:ﬂ(8n2 1"—62 t2/\/1+t2

mit |£;] < 3e. Weiter ist
A=1A(n) =0+ e)hE/Ep, » 7 =1(r) = (1 +E)0Epa/E,
mit €], |€]] < 2¢ und
7o =fl(r) = (1 +&)Ey/(82Byn) 75 =1(r3) = (1 + ) Egrn/ (B2 By)
mit |&s|, |€5] < 2e. Daraus folgt fiir alle k, 1 < k < 2n, mit |g;| <e,i=1...6,
ﬂ(L;fp) = (1 + 81)Lkp — (1 + 82)(1 + 83)(1 + 8/ )tlLk ptn p+n/E
= Lkp - flLk,p-l-nEp-l-n/Ep + ka
B(Lkprn) = (L+e))(I+es)(+E)tLipEy/Epin + (14 €6) Lipn
= ElLkap/Ep+n + L pin + Xk pin
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mit
I[X)ll2 < €Dy + 4e [fr| DpynEpin/ By

und o )
IX pinlll < e [f1]| DyEy/ Epsn + €Dy

Daraus ergibt sich
(L) (L))
1 T1
= [Lp va+n] o "‘[Xp va+n]
1

= Ly Lyl +[X, X.W][_lT, B ]_l)l L 711]

1

- (o b [ 1 7]

1

Dabei ist

Yy Y] = 7 [(Xp+ T{X~p+n — 11X p + Xopin)

1+77

und deshalb wegen 7,7/ = t2

1
IYolll = WH [Xp+ 11X pinl 2

1
-1+
1 3 o
< TE%@DP + 45|t1|Dp+nEp+n/Ep
1| Bpn/ Ep(4elta| Dy By Epin + €Dyyn)) -

(IXplllz + [T X pn]ll2)

Weil
E,D, =D, =D, ,(1+0(¢)) = EpinDpin(1+O(c)) (3.30)

ist, folgt bis auf einen kleinen relativen Fehler

- 412 +5]] + 1
1Yl <€Dy 112

Der letztgenannte Bruch ist in ‘fl‘ < 1 monoton wachsend. Es gilt also

1Y)l < 5[)175

und analog auch )
I[Yopin)ll2 < 5Dpyne -
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Auflerdem gilt alle £, 1 < k < 2n
A(Ly,) = (14e)(1+e)(1+ &) LigEy/(t2Eqin) — (1 + €3) Ligym
= quEq/(£2Eq+n) - Lk,q—i—n + qu
ALy grn) = (1+ea)Lig+ (1 4e5)(1+6)(1 + &) Lk gnEgin/ (taEy)
= qu + Lk,q+nEq+n/(£2Eq) + Xk7q+n

mit
[[X ]2 < 45DqEq/(£2Eq+n) +eDyin

und ) ) )
[[X.gtnlll < €Dy + 4eDyynEyin/ (T2 Ey).

Daraus ergibt sich

[A(L],) A(L,,)]

T 1
= [L-q L~q+n] [ _21 Té ] + [X~q X~q+n]

=l pa v Xl [ L]0 ]

= ([Ly L] + [V, Y.q+n])[ 1 ]

-1 7
Dabei ist

Yy Yol = ——=nXq+ Xgin — Xg+ 1Xgin]

1 + ToTo

und deshalb wegen 7,7, = t2

1
1Yl = WH[TQX@ + Xginlll2

IA

7 (2| X alllz + 1TX g 4n]ll2)

1122 (Eq+n/(£2Eq>(45DqEq/(£2Eq+n) + 5Dq+n>
2
+eDy + 4Dy nEyin/ (E,))
Weil . 5
E,D,=D;= D, n(1+0(¢)) = EjynDyin(1 4+ O(e)) (3.31)
ist, folgt bis auf einen kleinen relativen Fehler

- 124+ 5ty + 4
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Der letztgenannte Bruch ist in 5 > 1 monoton fallend. Das Maximum wird daher
bei t; = 1 mit dem Funktionswert 5 angenommen. Es gilt also

1Y)l < 5Dge

und analog auch )
[Y.ganlll2 < 5Dgine -

Insgesamt folgt mit den Abkiirzungen

A

V=Y Yy Yiip Yiig f) = diag(Dp, Dy, Dy yp, Dn-i—q)
bis auf einen kleinen relativen Fehler
IV DYy < 20 . (3.32)
Weiter gilt
fi(E) = (B /1) = (1 +)(1 + &) Ep/wr = (B, + 0Ep) /wn
mit |0E,| < 3¢E, sowie analog
A(E),,) = A(Byin/@1) = (Bpan + 6Epra) /1
mit |0E,+,| < 3¢E,+,. AuBlerdem ist

B(E) = A(s- Eyrn)
= (I+e1)(1+E)snaEyy
= sna(Eypn + 0B 1)

mit |0Ey 4| < 4€E 4, und analog

(!

q+n

) =1fl(sng - E,) = sna(E, + 0E,)
mit [0 E,| < 4¢E,. Kiirzen wir
E = diag(E,, By, Enip, Bnyg) , O0F = diag(6E,, 6E,, 0Fpyp, 0Enyy)
ab, so gilt
E+6E =FE(I+0Es) , |6Es|s=||6EE™"s < 4e
und daher mit L = Ly Ly Lyyp Loy

iz, AL, fL,,,) f(L,,,)]- dag(f(E,),4(E;), 1(E

‘p+n pt+n

)7 ﬂ(Et,]-i-n))
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1 0 sl 0
A 0 m=» 0 1 ~ 2N a
= (L+Y) , - E(I + §Eg)diag(csy, sna, cs1, Sn2)
0 1 0
0 -1 0 75
1 0 & O
= (L+Y)E- % 16t2 (1) (1) - diag(csy, sna, cs1, sns)(I + 6Esg)
—t
0 -1 0 1/%
cSy 0 sn; O
T SIS 0 CS9 0 sns
= (L+Y)E(I+A) s 0 es; 0 (3.33)
0 —sny 0 c¢s9

Ist U die orthogonale, symplektische Matrix aus (3.33), so ist A = U §EsUT. Den
Ausdruck (3.33) wollen wir abschlielend noch so umformen, dafi nur noch eine
Storung an L auftritt. Es gilt

(L+Y)EI+A) = (L+Y)E(I+A)EE
= (L+LEAE'+Y +YEAE™YE
= (L+6L)E

und
I6Lslle = 6LD™,
< |LD'DEUSEsUTE-D7Y|,
YD Yo+ YD DEUSESUTE-DY, .
Wegen (3.30), (3.31) gilt
IDEU(DE) |y = 1 + O(¢)
und deshalb in erster Ordnung von ¢
|LD 'DEUSESUTE'DY,
< |LD™|l2 IDEU(DE) ™| 16Es| IDEUT (DE) ™|,
= LDz |I6Esll: -

a1 ~a—1 a1
Wegen (3.28) gilt |LD ||z = |[|[(LD )TLD ||¥* < V2, so daB mit (3.32) in
erster Ordnung von ¢ schlielich folgt

~ .~ a1
< V2|0Eslls + YD |2
< V2-4e+420¢
< 206¢

10Lsll2 = 10 Ls|l2
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Q.E.D.

Die beiden weiteren zur Analyse der Transformation 3.1 von Verfahren 2.2.4
notwendigen Sétze sind

Satz 3.2.16 Seil <p < q<n. Sei LE = LgD € IR* " mjit
D = diag(|[[(LE).]ll2) , D = diag(||[L.]l2) ,

also DE = D. Sei aufferdem D, = Dp,n(1 4+ O(€)), Dy = Dgpn(1 + O(e)),

LTLpin = O(e) und L1 L4y = O(e). Es Euerfie folgezzdm: Algorithmus in endli-

cher Genauigkeit € fiir vorgegebene Werte ty, ty mit |t1], [te] < 1 durchgefiihrt:
W1 =/ 1+ l?

FOR k=1 TO 2n DO
L;cp = Lkp - T{Lk,p-i-n
L?f,p-i—n = TlLkp + Lk,p+n

;ﬁq = Lyq — TéLk,q—i—n
L gin = ToLkg + Lk gin

ENDFOR

E;; = Ep/wl

E]/H-n = Epin/w1

Etll = Eq/w2

E¢/1+n = EII-HL/w?

Dann gilt folgendes Diagramm:

L, E FlieBpunkt ﬂ(L/),ﬂ(E,)

Berechnung

+dL A

L+6L,E

Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, daff (L") und fi(E’) durch Fliefpunkt-
Berechnung mit Hilfe obigen Programmes aus den Eingangsmatrizen L, E ent-
stehen. Der diagonale Pfeil bedeutet, dafS eine symplektische Matriz T mit (L +
SLYET = fi(L')- f(E") existiert. Die Matrizen (L+6L)E und fi(L') - f(E’) gehen
also durch exakte Rechtsmultiplikation mit einer symplektischen Matriz ineinan-
der diber. Schliefilich bedeutet der senkrechte Pfeil, daff L + 6L durch Addition
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einer Storungen aus L hervorgeht. Schreibt man L = LgD und 6L = §LgD, so
1st 0Lg durch

I6Ls|ls < 26 = (3.34)

beschrankt.

Beweis:

Analog zu Satz 3.2.15. Wir konnten zwar eine etwas bessere Schranke fiir |6 Eg||2
bestimmen, wollen darauf jedoch verzichten, um spéter alle drei Typen von Ro-
tationen in 3.1 von Verfahren 2.2.4 einheitlich behandeln zu koénnen. Q.E.D.

Satz 3.2.17 Sei 1 <p < q<n. Sei LE = LgD € IR*?" mit

D = diag(|[[(LE).ll2) , D = diag(||[L.]l2) ,

also DE = D. Sei auferdem D, = Dypyn(1 + O(€)), Dy = Dyyn(l + O(e)),
LULpin = O(e) und L. L4y, = O(e). Es Euerfie folgender~ Alqorithmus in endli-
cher Genauigkeit € fiir vorgegebene Werte tq, ty mit 1 < |t1], |to| durchgefiihrt:

SNy —1?1/\/1"‘{2
Sng—tg/\/l—l—t2

T = sign(t,)

' = sign(ty)

L= p/(tl +n)

7 Eyen/ (i Fy)

— Ey/(t25y0)

7= Fron (B1E)

FOR k=1 TO 2n DO
Ly, =7 (11 Ly — Lipin)
L;f,p-i-n =T (Lkp + T{Lk,p+n>
Ly, =7 (12Lkg — Lk gn)
Ly, qgtn =17 (qu + TéLk,q-i-n)

ENDFOR

El ‘Snl‘Ep—i-n
E;;H-n ‘Snl |EP
B/ = |snol Eyer
E(/1+n |Sn2|E‘1

Dann gilt folgendes Diagramm.:

L E FlieBpunkt ﬂ(L/),ﬂ(E/)

Berechnung

+5L\ A

L+6L,E
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Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, daff (L") und fi(E") durch Fliefpunkt-
Berechnung mit Hilfe obigen Programmes aus den Eingangsmatrizen L, E ent-
stehen. Der diagonale Pfeil bedeutet, dafi eine symplektische Matriz T mit (L +
SLYET = fi(L')- fi(E") existiert. Die Matrizen (L+6L)E und fi(L') - f(E") gehen
also durch exakte Rechtsmultiplikation mit einer symplektischen Matriz ineinan-
der diber. Schliefilich bedeutet der senkrechte Pfeil, daff L + 6L durch Addition
einer Storung aus L hervorgeht. Schreibt man L = LgD und 6L = 6LgD, so ist
0Lg durch

10Lsl2 < 26 € (3.35)
beschrankt.
Beweis:
Analog zu Satz 3.2.15. Q.E.D.

Wir werden nun den Teil 3.2 von Verfahren 2.2.4 behandeln, wobei wieder
die Fehler in den berechneten 6; = fl(9;) keine Rolle spielen.

Satz 3.2.18 Seil<p<qg<n. SeiE ¢ IR*™ 2" pichtsingulire Diagonalmatriz.
Fiir gegebene Werte 01,09 werde folgender Algorithmus in endlicher Genauigkeit
€ durchgefiihrt:

B = cElEpEern

Eill = 52E~|qEq+n

E;H-n - (21_1

Et/]—l—n = 62_1
Dann gilt folgendes Diagramm:

E FlieSpunkt ﬂ( E/)

Berechnung

+5E\ A:

E+0E

Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, daf fi(E') durch Fliefpunkt-Berechnung
mit Hilfe obigen Programmes aus der E E entsteht. Der diagonale Pfeil bedeu-
tet, dafs eine symplektische Matrix T existiert mit (E + 0E)T = fi(E') gilt. Die
Matrizen E + 0E und fi(E") gehen also durch exakte Rechtsmultiplikation mit
einer symplektischen Matrixz ineinander iber. SchliefSlich bedeutet der senkrechte
Pfeil, dafi E+ 6F durch Addition einer Storung aus E hervorgeht. Schreibt man
OF = 0EgFE, soist 0Eg durch

[0Esl. < 2¢ (3.36)

beschrankt.
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Beweis:
Es sei vorab bemerkt, da T = diag(8y Epyn, 02 Fyrn, SflEp_jn, Sz_lqurln) symplek-
tisch ist. Es gilt bis auf einen kleinen relativen Fehler
ﬂ(diag(EI',, E:p E;,z+n> E(/l-i-n))
= (diag(E,, Ey, Eprn, Eqin)
+diag((€1 + 82)Ep, (83 + 84)Eq, €5Ep+n, 56Eq+n)) -T

Daraus folgt unmittelbar die Aussage. Q.E.D.

Satz 3.2.18 beschreibt unter geeigneter Umbenennung der Variablen auch die
Fehleranalyse des Teiles 3.4 von Verfahren 2.2.4. Mit folgendem Satz analysieren
wir Teil 3.3 von 2.2.4.

Satz 3.2.19 Sei 1 <p < q<n. Sei LE = LgD € IR*?" mit
D = diag(|[(LE).]l2) » [[Lsallla=1, i=1...2n,

mit einer diagonalen, positiv defititen Matriz E. Dariber hinaus sei L = LgD
mit D = diag(||[L.]||2), also DE = D. Dabei sei Dy = Dgin(1 4+ O(g)). Es
werde folgender Algorithmus in endlicher Genauigkeit € durchgefiihrt:
a=FE?y 12
D k=1 "~kp
¢ =E,E; 3% LipLig
= (b—a)/(2c)
t=1/(|9|+ v1+9?)
IF(c>0 ANb<a) V (c<0 AN b>a) THENt=—t
T = tEp/Eq
To — —tEq/Ep
T = tEpin/Eqin
Té = _tEq-l-n/Ep-i-n
FOR k=1 TO 2n DO
sz = Lkp + Tngq
Ly = 1Ly + Lig
L;c,p+n = Lk,P-l-n + Téth—l-n
L;f,q+n = T{Lkm"rn + Lk#ﬁ'n
ENDFOR
diag(E,, B, E) ., E, ., ) = diag(Ep, By, Ep 1, Egyn)/V1 + 12
Dann gilt folgendes Diagramm:
L, E FlieBpunkt ﬂ(L/),ﬂ(E/)

Berechnung

+5L\ A

L+6L,E
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Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, daff (L") und fi(E") durch Fliefpunkt-
Berechnung mit Hilfe obigen Programmes aus den Eingangsmatrizen L, E entste-
hen. Der diagonale Pfeil bedeutet, dafS eine symplektische Matrix T existiert, so
dafs (L+0L)ET = fi(L') - A(E") gilt. Die Matrizen (L + dL)E und fi(L") - fi(E")
gehen also durch exakte Rechtsmultiplikation mit einer symplektischen Matrix in-
einander tber. Schliefilich bedeutet der senkrechte Pfeil, dafy L+0L durch Addition
einer Storung aus L hervorgeht. 6 Lg ist in erster Ordnung von € durch

I6Lsl, < 50¢ (3.37)

beschrdankt. Dasselbe gilt, wenn a,b auf andere Weise mit einem kleinen relativen
Fehler berechnet werden, z. B. durch

a= (E§+n/E;%) Eiil L%,p-ﬁ-n

b= (E§+n/Eq2) ZiZI Li,q—l—n

Beweis:

Wir verwenden die Beweistechnik aus [13] bzw. [29]. Die wesentlichen Unterschie-
de zu [13] bestehen in der Verwendung schneller Rotationen im Algorithmus sowie
darin, dal zwei orthogonale Rotationen der Ordnung 2 angewendet werden statt
nur einer. Dennoch ist die in Storung (3.37) giinstiger als die in [13] angegebene.
Sie ist auch giinstiger, als die Ergebnisse in [29] erwarten lassen.

Fiir die im Programm genannten a, b, ¢ gilt
flla) = (1+e)a , e,=0()

(b)) = (1+e)b , e =0(e)
fi(c) = c+e.D,D, , |ec|<(2n+2)e.

Damit ist
A(0) = (1+€1)(1+€22§1(ji););(‘;)€3)ﬂ(a)
_ (te)(te) () —f)
B 1+e 2fl(c)
= (1 + 819)15
wobei wir - )
fi(h) = :[:ﬂ(b) — (14 a)AB) , |5 <2
und _
9 = M  es] < 3e

2fl(c)
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gesetzt haben. Weiter ist mit o = sign((f(b) — fi(a))/fl(c))

t = fi(t)

— o(1+e) ((1+a2>(1+gﬂ>|§\

14 e) (14 eyt es) + (1+e)(1+en)(1+ 519)2@2)

o
9] + /1 + 92

= (1+Et)

led| < Te

und mit 7 = V1 + 2 ist

Schliefllich sind

F=(r)=V1+2(1+e) , o] <26

7 = f(n) = (1 +e0)iE,/E,
% = fl(m) = (14 0)iE, /E,
7= fi(r) =1 +es)t p+n/Eq+n
o= fl(n) = (1+en)lEyn/E,

-1

(3.38)

(3.39)

mit |e1|, |€21], |€34], |€43] < 2e. Daraus folgt fiir alle k, 1 < k < 2n

f(Lky)

mit

und analog

mit

Ahnlich ist

mit

= (I4e)lyy — (T+e2)(1+e3)(1 +en)
tE

= Lip— —2Lig + Xy
Ep

. i E,
Xz < eDp +4e—D,

tE
—kap + qu + qu

(L) =
( kq) Eq

tIE, . .
[[X.qglll2 < 4e E Dy +eDy .

q

tNEtH-n

Epin

A(Ly pin) = Lipsn — Lo gtn + Xioptn

i Eyan -
Dyin

[ X pnlll2 < €Dpn + e
p+n

tE,
'y
E,
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sowie ~
tE,in
A(L, y4n) = ﬁLk,pm + Ly ptn + Xk g4n
qg+n
mit B
7| Epin i
[[X qn]ll2 < 4e E Dypin +€Dgin -

q+n
Nun wird fi(E”) betrachtet. Wegen (3.39) haben wir in erster Ordnung von ¢

E, 0 0 0
0 FE 0 0
q
iy o &z, o |
0 0 0  E..,
(1+¢e1)E, 0 0 0
C lte 0 (1+¢)E, 0 0
i 0 0 (1+ e3)Epin 0
0 0 0 (1+ 1) Egin
E, 0 0 0
o —1 O Eq 0 0 ~ | . ~ ~
=7 0 0 By 0 (I+0Es)=71"-E(I+dEs) (3.40)
0 0 0 Eg,

mit £ = diag(E,, By, Epin, Egyn) und 0Es = diag(d,, dg, Opin, Ogen). Dabei ist
|0Es||2 < 3e. Wir definieren noch die exakt orthogonale Hilfsmatrix

a1t
U—T [_511,

und zur Abkiirzung schreiben wir

X - [Xp X.q X~p+n X.q_;’_n]
L = [L'p L'l] L~p+n L~q+n]
D = diag(IZylles |Zallos | Epinllss L ginll2)
sowie
& 1 T1 1 7'{
=l el V)
~ ~a—1
Nun soll eine obere Schranke von [[0Lglls = [[0LD |2 gefunden werden, wobei
0L durch
(LT + X)E(I +6Eg) -7 ' = (L+6L)E [ g 3 ]



130 Kapitel 3. Fehler in berechneten Eigenwerten von (LTL,.J)

definiert wird. Wir bestimmen §L aus
(LT 4+ X)E(I + 6Eg) -7}
= (LT + LTSFs+ X + X0Eg)E - 77
(L+ LTSEST + XT7! + X0EsT)TE - 771

Dabei ist bereits TE -7 = E [ g 8, ] und fiir 6L = [V, Yy Yopun Yiin] gilt
1 5, —0,L
Y, Y, = —(|L., L.,|- - Eq . p P Eq
¥ ¥ = gl L | i [5% .
tE, tE
HXp,+ =X, - X+ X
P Ep q Eq P q

tE tE
+[5pX-p + —qéquz - —p5PX~p + 5qX-q])-
Ly £y

Bis auf einen kleinen relativen Fehler haben wir

1 tE
1Yol = —1+t~2||6p<[L-p]——Eq[qu])
p
tE, tE tE,
+0g—=2 (2 [Lop] + (L)) + [X ] + =2 [X ]2
qu Eq P q p Ep q
1 - |t|E, = lt\E, ItIE, = =
< = (35(Dy + ——"Dy) + 3e—— ("D, + Dy)
1+ 142 Pop, T E, " E, " a
~ tE, ~ | [tE,, |IE, - ~
D, +4 D 4 D D
+~€ , + 4e E, ¢t E, (4e E, ,+¢eD,))
D ))
- 15+’;~2(7£2+11|t\3q+4)

p

Auf analoge Weise erhilt man unter Beachtung von D,,,/Dyn, = 1 + O(e) bis
auf einen kleinen relativen Fehler

eD 4 D
Y ll2 < : (7i2+11\t}3p+4)
q

1+

eD 4D eD N
Yo, in < PAR (72 4 1 |F 2y 4) = TP 2 || 4
IWprallls < TER (8 1L GE2 +4) = S22 (7 + 11 7]+ 4)

eD 4D eD -
Yoenllle < 5278 4+ 11| 222 4+ 4) = —L2(T8 + 11 [£] + 4).
IMoralll: < 05 OF + 10T 522 4+ 4) = TR (2 + 117 +4)

Wir nehmen 0.B.d.A. x = D,/D, < 1 an. Andernfalls betrachten wir die permu-
tierte Matrix. Fiir ein noch néher zu bestimmendes z mit z.B. 1/10 < z < 9/10
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sei zunéchst x < z. Dann ist

TR 411z |f] + 4
1[Yplll2 <€Dy 112

und weil der Bruch auf der rechten Seite eine monoton wachsende Funktion von
’t‘ ist fiir alle z, gilt

11(1 + z)

1Y, )ll2 < eD, cda [f] < 1. (3.41)
Weiter ist . |~\/
- Tt + 11|t /x + 4
IVl < €D,
Wegen (3.38) gilt
N 1
) < (I+é&)—=
I )73
fl
R ]
() — fi(a)]
D,D
— (1+5t) |C_'_&j p II‘

(14 &) (1 +ep)b— (14 ¢€4)al
¢/ D2+ e.Dy/ D,
(1+&)(1+&)b/DZ — (14 c4)a/ D3|
lc/(DpDy) + .|z
(14 &) (1 +ep)x?— (1+e,)|

:(1+6t)’

= (1+5t)

mit

(I+&)A+e)r?—(1+e,) = (2> =1)(1+g,) , ,=

so daf

‘ ‘ C/ D D ) + 80‘ i
| 2= 1 (1 +¢)
folgt. Mit |¢/(D,D,) + €.| <1+ O(e) folgt schlieBlich

(1+0(¢)).

<=
Damit ist dann bis auf einen kleinen relativen Fehler

11
1 — 22

T2+ 11/(1—7%) +4

T < 5Dq(4+

IYalll2 < €D,

), (3.42)
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weil der mittlere Bruch eine monoton fallende Funktion in ‘f ‘ ist fiir alle z. Weiter
ist

TR+ 11t+4 .

IWpiallls < eDpin———p— < 11eDp (3.43)
. TR+ 11H +4 .

IWorallls < eDgin——5—— < 1eDyin, (3.44)

weil die mittleren Briiche jeweils monoton wachsende Funktionen in H sind. Ad-
dition von (3.41), (3.42), (3.43), (3.44) ergibt
11(1 4+ 7) 11 63 11 11

4 2)=e(—+—=2+——=). 4
7 + +1—j:2+ ) 5(2+2x+1_§;2) (3.45)

16Lsll2 <

Sei nun z > . Dann ist

_ TR+ 110t +4 .
XMl < eDp—mg—— < 11eD,
_ TR+ 2 +4 0 o 11 11
Y. < eD L <eD (== 4 =
1Bl < eB—7 <ebl5 +53)
1[Yprnlll < 11€l?p+n
[[Ygnlllz < 11eDgyn,

weil die mittleren Terme der ersten beiden Ungleichungen als Funktionen von ||
monoton wachsen fiir alle z. Also gilt im Falle z > Z durch Addition

- 7711
0Lglls < e(— + —
I6Lsll2 < (5 + o

Ein fiir beide Abschitzungen (3.45), (3.46) optimales Z ist & = 0.52. In beiden
Féllen (also fur z <z und fiir x > ) gilt

). (3.46)

16Lsl2 = l0Ls ]2 < 50e.
Q.E.D.

Im vorstehenden Satz haben wir ausschlieBlich den Fall [9| <macheps~'/?
behandelt. Der andere Fall || >macheps~'/? zeichnet sich gegeniiber dem be-
handelten durch einen kleineren Fehler im berechneten ¢ = fi(t) aus. Obwohl
dann auch die Abschétzung (3.37) etwas verbessert werden kann, werden wir aus
Vereinfachungsgriinden auf ein eigenes Resultat verzichten.

Wir fassen die Ergebnisse wieder zusammen und geben mit folgendem Satz
den maximalen relativen Fehler in den berechneten Eigenwerten des nach einer
Diagonalisierung erzeugten Matrizenpaares an.
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Satz 3.2.20 Die Matrizen L, E € IR*?" werden gemdf$ den Operationen 3.1 bis
3.6 von Verfahren 2.2.4 in endlicher Genauigkeit € bearbeitet. Dabei sei L = LgD
mit D = diag(||L.;||2) und 100 e < owin(Lg). Die nach 3.6 entstandenen Matrizen
seien L' und E'. Dann gilt fir die Figenwerte

bzw.
AL <L SN <0< N <L SN

des Problems LTLx = i\Jx bzw. des Problems E'L'"L'E'z = i\Jx in erster
Ordnung von e
A = Ml _ 160 + 156 v/2
)\k - Umin(LS)

e, k=1...n (3.47)

Beweis:

Wir werden wieder die nach den betrachteten Operationen von Verfahren 2.2.4
jeweils entstandenen Matrizen mit einem oberen Index versehen. Z.B. seien L36 =
L', E3% = E' die abschlieBend entstandenen Matrizen. Fiir die Stérungen und
die skalierten Matrizen werden wir entsprechend verfahren. Dann gilt

wegen die Aussage
3.2.15,3.2.16,3.2.17 | [[6Ls[[> < 26¢
3.2.18,3.2.1 6L | < 2V/4e
3.2.19 I6L%%]|2 < 50¢
3.2.18,3.2.1 |0L33 ]| < 2V/4e
3.2.19 [0LE"l2 < 50
3.2.10,3.2.1 6132 < 12V4e

Bei der Abschitzung von |6 L% ||, haben wir beriicksichtigt, dafl 2'/4 /y'/4 mit
einem relativen Riickwiértsfehler von hochstens 8 ¢ berechnet wird.

Nach Lemma 3.1.1, Satz 3.1.2 und Satz 3.1.5 (3.2) erhohen hochstens die
Operationen 3.3 oder 3.5 den kleinsten Singuldrwert des skalierten L, und zwar
insgesamt maximal um Faktor V2. Es ist also

1/0umin(L5%), 1/0min(L5"), 1/ 0min(L®) < V2/0min(Ls) -
Mit Satz 1.0.5 und Lemma 3.2.2 folgt fiir k = 1,...n in erster Ordnung von ¢
| Ak — Akl 2
Ak Omin(Ls)
Daraus folgt die Behauptung. Q.E.D.

IA

(26 + 4+ 50 + v2(4 + 50 + 24)) ¢ .

Wir schlieen diesen Unterabschnitt mit der Zusammenfassung der Riick-
wirtsfehler der Skalierung 3.7 ab.
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Satz 3.2.21 Die Matrizen L,E € IR* " werden gemdfs Operation 3.7 von
Verfahren 2.2.4 in endlicher Genauigkeit € bearbeitet. Dabei sei L = LgD mit
D = diag(||L.;||2) und (n + 2)v2ne < omin(Ls). Die daraus entstehenden Matri-
zen seien L' und E'. Dann gilt fiir die Eigenwerte

bzw.
A< L SN <0< N <L SN
des Problems L¥Lx = i\Jx bzw. des Problems E'L'"L'E'x = i\Jz in erster

Ordnung von e

A — A% < (2n+16)v2n

e, k=1...n 3.48
)\k Umin(LS) ( )

Beweis:
Analog zu Satz 3.2.11. Q.E.D.

3.2.3 Relative Fehlerschranken beim modifizierten Zy-
klus

In diesem Unterabschnitt wird die Fehleranalayse eines modifizierten Zyklus in
Verfahren 2.2.4 vorgenommen. Dabei gehen wir folgendermaflen vor. Zunéchst
wird die erste Transformation (2.3.1, 2.3.2 von Verfahren 2.2.4) in einer Form
niedergeschrieben, die fiir die Analyse in diesem Unterabschnitt besser geeignet
ist. Dann wird untersucht, wie diese Transformation in FlieSpunktarithmetik die
betroffenen Spalten der Matrix L &ndert. Daran schliefit sich die eigentliche Feh-
leranalyse an. Genauso werden wir beim zweiten Teil der Modifikation (2.3.3,
2.3.4 von Verfahren 2.2.4) verfahren. Zuerst wird die Transformation in einer
glinstigeren Form niedergeschrieben und dann in FlieBpunktarithmetik ihre Wir-
kung auf die betroffenen Spalten von L untersucht. Auch hier folgt zuletzt die
eigentliche Fehleranalyse.

Die Fehleranalyse der beiden Transformationen erfordert einige zusétzliche
Anforderungen an die Maschinengenauigkeit ¢. Ist m die halbe Ordnung des Clu-
sters und p = 1/(10m), so wird € < p/(2n) verlangt. Diese Voraussetzung ist
eher beweistechnischer Natur, denn man kann sie in der Praxis stets durch Ver-
kleinerung des Clusters erreichen. Ursache fiir die Voraussetzung ist der absolute
FlieBpunktfehler (s. Lemma 3.2.4) bei der Berechnung von Skalarprodukten. Wird
statt des Standardverfahrens nach Lemma 3.2.4 zur Bestimmung des Skalarpro-
duktes das Verfahren des Binary Splitting aus Korollar 3.2.7 verwendet, so kann
auch die Voraussetzung € < u/(2n) durch ([log, 2n]+1)e < p ersetzt werden, was
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in der Praxis ohne Verédnderung der Clustergrofle selbst fiir groffe n und e erfiillt
sein diirfte. In der Praxis wird aber i.A. die Verwendung von Binary Splitting
nicht notwendig sein, so dafl wir darauf nicht néher eingehen werden.

Fiir Matrizen kleiner Ordnung reicht die Forderung ¢ < p/(2m) noch nicht
aus, vielmehr wird fiir einige Aussagen noch ¢ < p/50 vorausgesetzt. Auch dies
ist eine praxisgerechte Forderung, die die Giiltigkeit der Fehleranalyse nicht we-
sentlich einschrankt. Zusammengefafit werden wir also ¢ < min{u/(2n), 1/50}
verlangen.

Wir betrachten nun den Teil 2.3.1, 2.3.2 von Verfahren 2.2.4. Weil wir nur
einen einzigen Cluster zu untersuchen brauchen, nehmen wir 0.B.d.A. num =1
und low[clu] = 1 sowie 3 < m = upp[cluy] < n an. Deshalb sind hochstens
die Spalten 1,...,m und n + 1,...,n + m der Matrix L = [L.;---L.y,] von
der Transformation betroffen. Nachfolgend wird der untersuchte Programmteil
nochmals mit eindeutigen Variablenbezeichnungen niedergeschrieben.

(L] = [La), [E55]) = [Longa), sum =0

FOR p=2TO m DO

FOR ¢ = p TO m DO [L=Y] = [L.,], [LY7)] = [Lonsy]
= (L=t ~L,[§:P]T (L1

7l = (1 — P plply1/2

sum=sum--2 (r[p}Tr[p})/(l + 7lP])

IF sum> 1/(10p)? THEN

m = 1m — 1
GOTO FINISH
ENDIF ‘ le] /7 P}
_ _ Ly y | —r®P /T
(LB pe] = [t ey l po T ]
[L.[I:j-i-l o 'L-[fz]w] = [L%;ll} . 'L'[I:L:’g]
[ I, ‘ 0 ]
. T.
. ri diag(E2/E7, ..., E2/E2_) | 7P
FINISH:
FOR p =2 TO m DO
E,=FE\, E, = Eg*'p/El
ENDFOR

Vorstehendes Programm dient also lediglich der Einfithrung einer eindeutigen
Notation fiir die in diesem Unterabschnitt verwendeten Variablen. Hinsichtlich
des Fehlerverhaltens ist es dquivalent zum Programmteil 2.3.1, 2.3.2 von Ver-
fahren 2.2.4. Algorithmus 2.2.4 ist einer Analyse weniger zugéinglich, weil dort
Variablen in jedem Durchlauf iiberschrieben werden und deshalb fiir mehrere
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verschiedene Objekte verwendet werden. In vorstehendem Programm hingegen
wird fiir jedes Objekt eine eigene Variable verwendet. In diesem Unterabschnitt
nehmen wir also die Fehleranalyse der Teile 2.3.1, 2.3.2 von Algorithmus 2.2.4
unter Verwendung der Notation vorstehenden Programmstiickes vor. Wir neh-
men 0.B.d.A. an, da} die Bedingung in der I[F-Abfrage nie erfiillt ist, die Cluster
der modifizierten Transformation also nicht verkleinert werden.

Bei der Bildung der Cluster in 2.3.1 von Verfahren 2.2.4 werden abhéngig
vom Verhéaltnis verschiedener FlieBpunktwerte zueinander Programmverzweigun-
gen vorgenommen. Ein Vergleich fl(a) < fl(b) ist i.A. natiirlich nicht dquivalent zu
a < b. Ist fi(a) < fl(b), so kann man iiber a und b selbst nur schwéchere Aussagen
treffen. Wir werden anschliefend einige Folgerungen aus derartigen Fliepunkt-
vergleichen ziehen. Zuerst jedoch geben wir Abschitzungen fiir die tatséchliche
Norm der Spalten von L an, wenn diese in endlicher Genauigkeit auf Norm 1
skaliert wurden.

Lemma 3.2.22 Der Vektor v € IR werde mit dem Programm
oc=20
FORi=1TOk DOo =0 +0v?
FORi=1TOk DO v, =wv;/\Jo
in endlicher Genauigkeit € normiert. In erster Ordnung von £ gilt dann

1) 2 =1+e , le| <(k/2+2)e.

Beweis:
Nach Lemma 3.2.5 gilt in erster Ordnung von ¢

(Vo) =lvlla+r . [rl < (k/2+1)]vll2¢

so daf3
f(v)) = vi/Vo+ri il < (k/2+2)(Juil/Vo)e
folgt. Daraus folgt bereits die Aussage. Q.E.D.
Vor der mit obigem Programmstiick beschriebenen Transformation werden die

Spalten von L zu 1 normiert (s. 1.2 von Verfahren 2.2.4). Nach der Normierung
gilt also

ILlo=1+XA mit [N <(n+2)e, i=1...2n.  (3.49)

Eine dhnliche Aussage konnen wir iiber Skalarprodukte verschiedener Spalten von
L formulieren.

Lemma 3.2.23 Seien u,v € IRF mit |jul|s, ||v]le = 1 + O(g) und sei v > 3. Ist
fi(/2(uTv)?) < fi(1/x), so gilt tatsichlich in erster Ordnung von € lediglich

luTv] < 1/(V2x)+ (k+1)e .
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Beweis:
Ist erster Ordnung von ¢ ist mit |g;| < e

fi(y/2(uTv)?) = (1+ 51)\/(1 +e9)(1+e3) 2 (uTv + key |lull2]|v]2)?
= (14 2e5)V2([uTv| + key) .

Also folgt

o] < (14 22)(\/2(u"v)?) + ke 14+3¢e)+ ke

<L(
_\/iat

|
Sl
— N

IN

S

+(k+1)e
T

Q.E.D.

Werden die Cluster geméafl Teil 2.2 von Verfahren 2.2.4 gebildet, so gilt in-
nerhalb jedes Clusters fl(|[L.]7[L.;]|) < fi(1/(10m)) = fi(u) fiir i # j, es gilt also
in erster Ordnung von ¢ tatséchlich

L7 [L4]] < % +@n+l)e , if]. (3.50)

Dies ist allerdings eine recht pessimistische Abschéitzung. Schliefllich wollen wir
eine weitere Aussage dieser Art fiir die Norm von L zeigen.

Lemma 3.2.24 Seim > 1 und
M,N e R*™™  [[Mlla, [[Ni]ll:=1+0() , i=1...m.
Sei in endlicher Genauigkeit €

ACIM NY'[M N] = 1I|g)
= (2T Si2 (MIM;)? + (MIN;)? + (NTM,)? + (NTN;)%))?)
< fU1/(10m)) ,
(3.51)
so qilt tatsdchlich in erster Ordnung von € lediglich

1
I[M N)¥[M N]—1I|g < Tom +m(dn+1)¢e .

Beweis:
Allgemein gilt fiir o = (o) = (A(2y;)) € R, 2y, € R*™, || x|, |yl = 1+ O(e)
dghnlich wie in Lemma 3.2.4, 3.2.5 in erster Ordnung von ¢

a 2\1/2 d 2\1/2 k+1
1((2)_ad)'?) = (2D af) (1 +ce) , el <14 ——,
i=1

i=1
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also ist

so dafi folgt

k

(2> a)?) = (23 (] y:)*)? = 2v2nVEe][L - (1 + %(kﬁ +1))e] .

i=1

i=1

Dies wenden wir auf (3.51) an (k = 4m(m — 1)/2) und bedenken dabei noch
f1(1/(10m)) < (1 +¢)/(10m). In erster Ordnung von ¢ gilt dann

1 1+e¢
T
— 1|5 —4ny/ _ _ - _ <
[I[M N} [M N]—1I||g— 4n\/m(m — 1)e][1 (1+2(2m(m 1)+1)e] < Tom
d.h.
. 1 3
I MM N = Il € o (L4 )L+ 4 mlm — 1)
+4ny/m(m — 1) e
1 14+3/24+m(m—1)
= 10m+[ 10 +4dny/m(m —1)] e
1 ) 1
< — tm[— 4+ 44
S Tom " g T g TE
1
< — 4 1
< 10m%—m( n+1)e
Daraus folgt bereits die Aussage. Q.E.D.

Wird die Ordnung eines Clusters in endlicher Genauigkeit anhand der Be-
dingung (3.51) festgestellt, so gilt fiir den Cluster die in Lemma 3.2.24 genannte
exakte Ungleichung. Die exakte Ungleichung kann gegeniiber der in endlicher Ge-
nauigkeit gepriiften durchaus grofle relative Fehler aufweisen.

Mit folgendem Satz konnen wir nun die Wirkung der ersten Transformation
auf die betroffenen Spalten von L angeben.

Satz 3.2.25 Sein > m > 3 und L, diag(E;) € IR*>*?". Sei ¢ die Maschinenge-
nauigkeit und fir p = 1/(10m) sei bis auf einen kleinen relativen Fehler

HoR

5§min{2 v eg)
n

(3.52)
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Seit By =FE,.;,i=1...mund E; > FE;;1,i =1...m—1. Weiter sei bis auf einen
kleinen relativen Fehler

Ll <14+XN , [N <(n+2)e, i=1...mn+1...n+m, (3.53)

ML Lon Lost - Lonpn) "Lt~ Ln Longr -+ Ly = I

<p+mdn+1)e, (3.54)

und
E? < (1+p)E? . (3.55)

Die Operationen 2.3.1, 2.3.2 von Verfahren 2.2.J werden fiir einen Cluster der
Ordnung 2m in endlicher Genauigkeit € durchgefiihrt. Unter Verwendung der
Notation des Programmstiickes von Seite 135 gilt nach Beendigung bis auf ei-
nen kleinen relativen Fehler fiir alle berechneten [L,[f}], p € {2,....,m}, i €
{1,....,p,n+1,....,n+p},

0 =1
L) =L+, Mdla < 20 i=2...p (3.56)
05p i=n+1l...n+p.
Auflerdem gilt
LT IL ] <4p, poged2... om}. (3.57)

Beweis:

Zuerst wird (3.56) betrachtet, was lediglich fiir p = m zu zeigen ist. Die Gleichung
fiir ||[1.1]]]2 ergibt sich unmittelbar aus dem Verfahren, denn die erste Spalte von
L wird nicht verdndert. Wir werden nun eine Schranke fiir ||[l.,]||2 fiir 2 <p <m
bestimmen. Wird Algorithmus 2.2.4 ausgefiihrt und verwenden wir die Notation
von Seite 135, so gilt aufgrund der evtl. Clusterverkleinerung (IF-Abfrage mit
Variable sum) und exakter Ganzzahlrechnung

AFP 7Py < p2(1 4 ¢) (3.58)
wobei 7Pl = fl(rPl). Weil nach Lemma 3.2.4 in erster Ordnung von &
AP F ) = T o (o] < (p — 1)l e
ist, folgt in erster Ordnung von &
5Pl < AR ) o) < g2 (14 2) + (p— 1)l 7Pl g

d.h.

T

FPEFP <y (14 e)(1+ (p—1)e) .
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Also ist »
|77 < p(1+5e) < p(1+5). (3.59)

4
Fiir 7Pl = fi(7P)) = fi((1 - r[p}Tr[p])l/Z) gilt wegen (3.58)
(1—pH)(1-2e) <A —pHY?(1—-2e) <7 <1, (3.60)
auflerdem ist

1< AP < (1 - ) V21 +32) < (1+ p3)(1+3¢e) . (3.61)

Damit gilt gemafl Algorithmus 2.2.4 in erster Ordnung von &
1 1
L =Ly = ey Z L 7)

- ﬂ(T[p}_l)(LEfp—l] pz:L[P 1]~ [p])+y

q=1
mit
VP < AP (L |+Z|L“3 )l (3.62)
Also ist LE’; = Lg’p—l] + lip mit
1
| < [(AEPY) = 1LY + (7 ZL U7l 4y P (3.63)

Wegen (3.59), (3.61) und (3.62) ist in erster Ordnung von &
-1 _
(A = DL+ (%)

p—1
< @et (L3N (k) (LG X L8 e

q=1
< (P4 (34302 + (L+ D) o) L]
p—1 9
F( 4 )+ /4 LET e,
q=1

Mit (3.61) und (3.63) erhalten wir daraus einen Ansatz fiir eine obere Schranke
von ||[l.p]]]2- Es gilt in erster Ordnung von e

Holls < (02 4301+ 1®) e + (1+ p2pe) L]
+(1+ )+ /L L pe
+(1+ )@+ 3e) LS LEZ ) 7P,
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Dabei ist [P .. -L,[gj]] =[Lq---Ly_1]+][l1---1p—1] und wegen Lemma 3.2.24
sowie (3.52) ist

L1 Lpalls < (U4 [La--Lypa) (Lo Lypa] = I2)"?
< (1+p+pdn+1)e)t/?
< 1.12.
Verwenden wir noch
NS L= < ValLy - LB

und (3.49), so folgt wegen (3.52) in erster Ordnung von e schliefllich

el < ples 2D LG L o

F ) (L DA+ -] 2) Vo

+u+ﬁxrm+mu~%wmgu+gn

< [178+104ZH 1112)43) .

q=1

Die letztgenannte obere Schranke fiir die ||[/,,]||2 wird also von der Folge (a,) mit

a; = 0 und
~1

p
=p(L.78+1.04 (> a2)1/2) , p>2
q=1
majorisiert. Fiir p > 2 ist a, > a,_ dquivalent zu (Y-0_1 a2)Y/? > (7 a2)Y/?
und dies bedeutet, da8 die Folge (a,) monoton wéchst. Sie wird daher von der
Folge (b,) mit by = 0 und

b, = u(1.78 + 1.04/mb, 1) , p>2

majorisiert. Eine obere Schranke der b, erhalten wir fiir p > 2 aus

b, = pz_:(l.()él p/m)9(1.78 )

q=0
1 — (1.04 py/rm)P~!
1— 104 pu/m
1.78
P 104 puym
1.99 41 .

= 1.78pu

IA

IA
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Fir 2 <p < m ist also ||[l,,]]]2 < 1.90 . Anschliefend werden wir eine Schranke
von ||[l,;]]|2 fiir j > n bestimmen. Sei dazu 2 < p < m und 1 < ¢ < p. In erster
Ordnung von ¢ gilt geméafl Algorithmus 2.2.4

Lkn+q ﬂ(Lkn+q) (3.64)
= ALY, + (B, /B LE )
= (el ”>L£§’nfq+<1+a“’ Nelll(B,/ B2 LE L)

mit \51 \Sé ) |5[2p 1]|§55

1 -2 -2 —2]\ ~ 2
= 1+ (L (B, B L)
—1 1
+(1 + il < E,/E, LYY,
. e <5
= (A + AP (14 (B, /B,

k,n+p
1 1
+ (1 + e (B, B2 LY

mit |l < e

mit &P <2, 18P <6, AP <5e

= (1+&hd o+ Z (1+ e il (B B2 LY
i=q+1

mit [N <(p—q)e, [EN<GFP-i)e<(m+3)e

Beachten wir noch Lgf]nﬂ (1+8)79Ly 0y mit |&] < &, so kénnen wir

Lkp,}n+q = Lk,n—I—q + llsn+q
mit
MLl < 1= (0= g+ 1) )7 — 1] [[Lungll2

p
b Y (14 (m+ 3) BB Lol
i=q+1

schlieflen (es ist [L.,4p] = [L: n+p] fir i« < p). Wegen (3.60) ist dabei in erster
Ordnung von €

(1= (p—q+1)e)7¥ —1 (1= (p—q+1)e)(l—p*)(1—2e) -1
(p—aq+3)e+p*(L+(p—q+3)e)
W+ (14 p*)(n+2)e
0.11 /71 .
Weiterhin haben wir wegen (3.59) in erster Ordnung von ¢

p

> (L4 (m+3)e)|rg (B By

i=q+1

(VAN VAN VAN VAN
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< (I4+(m+3)e) Y <1+ m+3)e)vp—a( X (FHH?
i=q+1 i=q+1
< (I+(m+3)e)vp—qu(l+p/4) <033 /.
Es folgt
12 gz < 011 /7 N Lnsqll2 + 033 V7T | Zunsla

<
< 011/p(l+(n+2)e)+0.33/u(l+ (n+2)e)
< 045/u

Wegen [l.,14] = [l,[mjrq] ist (3.56) damit bewiesen. Es bleibt noch (3.57) zu zeigen.
Dazu formulieren wir (3.64) zunéchst um. Es gibt Diagonalmatrizen

D = diag(1 + &) € R*™* | |&| <me
und
DU = diag(1+&) € R** | i=¢q,....m—1, |§)]<(m+3)e,
mit .

L) = F9D[ Loy + Y #NE /B DV L) -

i=q+1

Daraus folgt mit [LI™] = [L.,] + [1,)]

HL[W}

PIL < 9 L) " DILy)| + [P [Lonig] " DIL]|

+ ) ‘f[[zi](Ei/Eq)2| [ L] T DL

P
i=q+1

Dabei ist wegen (3.50) in erster Ordnung von &

[Lnsg) " DILy)| < L] L]l + [Lonsg) (D = D)[L)|
< %+(2n+1)6+ 1D — 1|
< u(%+1+%+ﬁ)§1-71u,
[Losg) " Dllp]] < L "]l + ||D_— Il2(IT0.p]ll2
< (I+Mm+2)e+ (D=2l
< I+(m+n+2)e)-2p
< 2.07up
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sowie
|[L~n+m]TD[i_1] [L-[Zﬂ” S |[L~n+m]TD[i_1] [L~p]| + |[L~n+m]TD[i_1] [l'p”
< [ Longm] (Lol + DY = I{la + [ DYV [E0) 2
< %+(2n+1)5+(m+3)5+(1+(m+3)5)-2u
< 433u,

also

[Lonid "[LE)] < 1T p 42070+ Y 7] 4.33p
i=q+1

< p(LT142.07+vm( Y (7))

i=q+1

Es gilt > (7l1)? < (1 +¢)/(10m)?, also folgt

1+¢
<4y
Tom ) =40

Damit ist auch (3.57) gezeigt. Q.E.D.

LT ILEN)| < p (378 + /i

Wir kennen jetzt exakte Abschitzungen der Verinderungen, die das in endli-
cher Genauigkeit durchgefiithrte Programmstiick 2.3.1, 2.3.2 von Verfahren 2.2.4
an den betroffenen Spalten von L hervorruft. Diese Kenntnis werden wir nun bei
der Fehleranalyse der Transformation verwenden. Auch bei der Untersuchung der
Transformation 2.3.3, 2.3.4 von Verfahren 2.2.4 werden wir noch einmal darauf
zuriickkommen.

Satz 3.2.26 Die Voraussetzungen des Satzes 3.2.25 seien erfiillt. Der Teil 2.3.1,
2.3.2 von Verfahren 2.2.4 werde in endlicher Genauigkeit € durchgefiihrt. Dann
qilt folgendes Diagramm

L, E FlieSpunkt ﬂ(L[m]),ﬂ(E/)

Berechnung

+5L\ A

L+0L,E

Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, daf fI(L™), A(E") durch Fliefipunkt-
Berechnung mit Hilfe des Programmes aus den Eingangsmatrizen L, E entstehen.
Der diagonale Pfeil bedeutet, daf$ (L + 0L) - E durch exakte Rechtsmultiplikation
mit einer symplektischen Matriz in fi(L™) - A(E") ibergeht. Schlieflich bedeutet
der senkrechte Pfeil, dafy L+ 6L durch Addition einer Storung aus L hervorgeht.



3.2. Fehleranalyse des impliziten Verfahrens 145

Schreibt man L = Lgdiag(||Li||2) und L = 6 Lsdiag(||L;||2), so ist §Lg in erster
Ordnung von € durch
|10Ls|2 < 4.5m+/me (3.65)

beschrankt.

Beweis:
Wir verwenden die Notation

E = diag(Ey, ..., Ey) ® diag(Ey, ..., Ey)

und )
L=[Li Ly Lyt Loym| .

Bezeichnungen L™ und E werden analog angewendet. Auflerdem wenden wir die
Notation des Programmstiickes von Seite 135 an. Es werden mehrere Aussagen
aus dem Beweis von Satz 3.2.25 verwendet. Sei 1 < p < m und

I —rlel /7Pl
-1 _
(LA L) = AL L) = Al 2 [ 0 A ] |
wobei T
rlrl = [L,[’l"” .. _L'[gzy]T[L.[g—l}] Tl = (1 — P ey 2

Es gilt ﬂ(LLqZJ) = Lgfi_l], g=1,...,p—1, und mit 7P = fi(rP)), 7P} = (7)) ist

p—1
-1 -1 -1
AL = AP (L = S ety
q=1
O Sy Y
= FPE = ST AL 1Y,
q=1

wobei wegen Lemma 3.2.4 gilt
Yol < 727 (1LE] + Z L D +2)e

Wir verwenden nun (3.59) und (3.61) aus dem Beweis von 3.2.25. Danach gilt
|7]]|5 < (14 2/4) und bis auf einen kleinen relativen Fehler 1 < 771" < 14 2.
In erster Ordnung von ¢ ist daher nach Satz 3.2.25

IVl < (U2 + (7P L5 L5+ 2) €

< (1421 +p(l+ u/4)(pX::1 L] + L2 + 2)
< (L4214 (4 /A1 + 20 fp— Dip+2) 2
< 1.07(p+2)e. (3.66)
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Sei weiterhin

[L n+1l"’ L[fz]-l-p] = ﬂ([L n+1" L[;fz]—l—p])

— Azl g .

r" diag(E2/E2, ... E2/E2 )~ )
Gemif Verfahren 2.2.4 ist dann ﬂ(L,[:ﬁer) = (7" Ly i), also

(L)) = 7 L) + W] Yol < 7 [Loam] 2 < £ (3.67)
Fiir ¢ < m verwenden wir (3.64) aus dem Beweis von Satz 3.2.25, woraus wir

m — ~[i Ez
(L) = P Ll + 20 AN Lonn] + Vo]
i=q+1 q
mit

IYonrqllla < (m —q+1)~["]!|[ n+q]||2€

+(m +3) Z 7y H PNLnrmll2 e
i=q+1
< me+(m+3)Vm—q( > f[[ﬂQ)l/%
i=q+1

schlieflen. Aufgrund der evtl Clusterverkleinerung im Programm (IF-Abfrage mit
Variable sum) gilt bis auf einen kleinen relativen Fehler

m 2
( Z T([I] )1/2 S,U2a

i=q+1
so daf} folgt

Wnsalle < me+(m+3)Vim=apte < me(l+ (14 ) o)

< 1.01me. (3.68)

Zusammengefafit haben wir in (3.66), (3.67) und (3.68) die maximalen Fehler
angegeben, die die in endlicher Genauigkeit € berechneten neuen Spalten von L
gegeniiber den neuen Spalten haben, wenn diese in exakter Arithmetik berechnet
worden wéren. Wir werden nun ein symplektisches 7" und ein dL konstruieren,
die den Forderungen des Satzes geniigen. Sei

_ 7ol /5[p]
APl I, TP T
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I

. 0
Ry = o diag(E2/E2,... E2/E2) 7 ® Lnp
und damit
7= [[(RF o &Y)
p=2
Weiter sei

S = diag(Er/Ey, ..., B/ Ep) ® diag(E1/Ey, ... By /Ey)
Wir werden wir zeigen, dafl T' = E-'TES symplektisch ist (die mit ~ versehenen

Werte sind dabei FlieBpunktwerte). Weil S trivialerweise bereits selbst symplek-
tisch ist, ist dies nur noch fiir E~'TE zu zeigen. Aus

diag(ET", ..., ExD TT(RY) diag(Ey, . .., Ew)

p=2
= (diag(Ey...., E,) [[(RY ) diag(E ..., E,D) "
p=2
= Iy 0 ] 7
= - . _ _ - 3.69
(pl;[z [ Epr[p]leag(El LB T ) (3.69)

und

diag(EY, ... ExD [T (RY) diag(Er, . .., En)

m

= Iy 0

p=2

folgt aber unmittelbar, da E~'TE als die direkte Summe von (3.69) und (3.70)
symplektisch ist. Als néchstes bestimmen wir ein §L, das der Gleichung

A

A(LINA(E') = (L + 0L)ET = (L + 6L)TES (3.71)
und skaliert der Ungleichung 3.65 geniigt. Nach 2.3.2 von Verfahren 2.2.4 gilt
i(E') = AES | A=diag(l14¢), |a]<2ei=1...m.
Also ist (3.71) dquivalent zu
A(LM"YA = (L + 6L)T . (3.72)

Wir haben zu Beginn bereits gezeigt, dafl Verfahren 2.2.4 ﬂ(ﬁ[m]) = LT +Y
liefert, wobei auch die Normen der Spalten von Y bereits bestimmt worden sind.
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Es gilt

A(LI"YA = LTA+YA
= (LTAT '+ YAT™HT
= (L+L(TAT ' =)+ YATHT
(L+6L)T .
Auf diese Weise haben wir also ein 0L definiert, das (3.72) geniigt und fiir das
bis auf einen kleinen relativen Fehler

[6Lsll = [l0L diag(||[L.]|l2)"Il2

I6Lll> A

= |[|[L(TAT™' = 1)+ YAT !,

< LI TAT = Tl + Y AT

gilt. Dabei ist ||L|]y < v2m. Weiter ist
ITAT™ —Illo = |T(A = DT Hl2 < (T2 T2l A — 1]z
und wir kénnen mit
il | 1 0
= | fT 0

bis auf einen kleinen relativen Fehler

T = max{|| TT &[l2, || TT 2212}
p=2 p=2

< max{||(JT &Y )72,
p=2
|diag(E7, ..., E2) [T (RP) diag(E 2, ..., E,7) |2}
p=2
m. E2 m.o
< max{(1—||I - [[ R"|»)7", E—;(l + 1T - [T R¥||&)}
p=2 m p=2
< max{(1—p)7", (1+ )}
= (1+p)

sowie

1T < WETS B s < IBS|a) B ol T
= IBSIlE T < 1 BSILIE 5| B TES],
< NESP a2l Tl < B2/EL(+)* < (14 )
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abschétzen. Also ist in erster Ordnung von ¢
IL||o||TAT ™ = ||y < V2m - 2(1 + p)°e < 3.34/me . (3.73)

SchlieBlich bestimmen wir noch eine obere Schranke von ||[YAT!||5. Wegen
(3.66), (3.67) und (3.68) gilt in erster Ordnung von &

IYAT s < YV lIT])2
(1.07Tym(m +2) e+ ¢+ 1.01 Vmme) (1 + p)?
3.30m/me . (3.74)

VANVAN

Addition von (3.73) und (3.74) ergibt
10Ls|l2 = [6Lsl2 < m v/m (3.34/m + 3.30) e < 4.5m~/me |

also die Aussage des Satzes. Q.E.D.

Wir kénnen nun die zweite Transformation des modifizierten Zyklus, also die
Transformation 2.3.3, 2.3.4 von Verfahren 2.2.4 behandeln. Auch hier ist es niitz-
lich, das relevante Programmstiick nochmals auf eine Weise niederzuschreiben, die
der Analyse zugénglicher ist. Dabei gehen wir davon aus, dafi die Eingangsma-
trizen L und F vom Programmstiick auf Seite 135 unter den Voraussetzungen
des Satzes 3.2.25 erzeugt wurden. Dann gelten fiir die Spalten [L.] = [LI] die
Aussagen von Satz 3.2.25 und esist £y =...=FE,, = FE,.1 > ... > E, ., sowie
bis auf einen kleinen relativen Fehler E,, ., > (1+u) ' E,;1. Wir setzen 0.B.d.A.
wieder num= 1 und low[clu] = 1 sowie 3 < m = upp|clu] < n voraus. Das zu

untersuchende Programmestiick lautet dann

FOR p=1TO m DO
Upp = — Zizl Ligp Lis ntp
FOR ¢g=p+1TO m DO
Ypqg = Eiil Lk,n+qup
Zpg = 2211 LygLn+p
Upg = = (Ypg + (Entp/ Entq)2pq) /2

Up = _((En+q/En+p)ypq + qu)/2
ENDFOR

ENDFOR
FOR p=1TO m DO
FOR ¢ =1TO m DO
[L{n—l—p] = [Lntp] + Ugp[L-q]
ENDFOR
ENDFOR
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Es sei nochmals angemerkt, daf§ E nicht verédndert wird. Hinsichtlich der Feh-
leranalayse ist vorstehendes Programmstiick dquivalent zu den Teilen 2.3.3, 2.3.4
von Verfahren 2.2.4. Vorstehende Darstellung hat den Vorteil, dafl zuerst die Ma-
trix U vollstandig explizit gebildet wird und anschliefend die Transformation
durchgefithrt wird. [L.;] fiir ¢ < m und E bleiben unverdndert bestehen.

Satz 3.2.27 Die Matrizen L und E = diag(E; ... Es,) seien unter Anwendung
des Satzes 3.2.25 entstanden, die Aussagen von Satz 3.2.25 seien also erfillt und
es sei By = E,, = E,v1 > ... > E,,, sowie bis auf einen kleinen relativen
Fehler E,im > (1 4+ p) 'E, 1. Der Teil 2.3.3, 2.3.4 von Verfahren 2.2.4 werde
fiir einen Cluster der Ordnung 2m in endlicher Genauigkeit € durchgefiihrt. Dann
qilt folgendes Diagramm

L, E FlieBpunkt ﬂ(L/), E

Berechnung

+5L\ A:

L+0L,E

Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, daf8 (L"), E durch Fliefpunkt-Berech-
nung mit Hilfe des Programmstiickes aus den Eingangsmatrizen L, E entstehen.
Der diagonale Pfeil bedeutet, daf$ (L + 0L) - E durch exakte Rechtsmultiplikation
mit einer symplektischen Matriz in fl(L') - E tbergeht. Schliefilich bedeutet der
senkrechte Pfeil, dafy L + L durch Addition einer Storung aus L hervorgeht.
Schreibt man L = Lgdiag(||L.i||2) und 0L = §Lgdiag(||L.||2), so ist 0Lg in erster
Ordnung von € durch

I6Lsls < 2.9m v/me (3.75)

beschrankt.

Beweis:

Wie angekiindigt, wird nicht das Programmstiick 2.3.3, 2.3.4 von Verfahren
2.2.4 analysiert, sondern das dquivalente Programmstiick auf Seite 149. Sei U =
() 1<pqem und fiir 1 < p,q < m sei

» = 3 En+pﬂ([L~n+q]T[L-p]) + (L] [Lanss]) - (3.76)

Dann ist U,, = fi(U,,) = Uy, + 4 mit

rapl < QAL 7L ])| + 1AL LD

n—+p
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Wegen Lemma 3.2.4, (3.52) und (3.57) gilt

A([Lnal (LoD < |Lonsgl" [Lop]l + ne [ Lonsal 12l [L-p] 12
< 4u+n5(1+§)(1+2u)

dp+ 2 e Y2 <450
4 2n 4

VAN

und analog |([L.,]7[L..1,])| < 4.59 p. Es folgt

Epiq
L 1) 459 4
Enip

< 14.08pe

IN

e (2

|7°qp|

und bis auf einen kleinen relativen Fehler

~ 1 FE,
Ul < = (F2A([ L) " [Lop)) |+ (L] [Linp))]
2 E%+p
1
< 5((1 +,u) + 1) 2459 < 4.67 .
Es folgt
ﬁ( ;c,n-i-p)
= ﬂ(Lk,nﬂJ + Z ququ)
q=1
= Lk,n+p + Z ququ + Wl;p ) |Wlip| <e (m + 1)(|Lk,n+p| + Z |qu0qp|) .
q=1 qg=1
Wegen
Z ququ = Z LigUgp + Z Ligrgp
q=1 q=1 q=1
folgt

ﬂ( ;c,n-l-p) = Lk,n+p + Z quﬁqp + Wl;;a

g=1
und wegen (3.76) ist in erster Ordnung von ¢
|ngp| < e(m+1)([Lingp| + Z ‘ququD + 14'08M52 | Ll
q=1 q=1

< e(m+ 1)|Lipip| + pe((m+1)-4.67 +14.08) > | Lig| -

q=1
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Also ist .
[ﬂ(L{n—i-p)] = [L~n+p] + Z[L-q]qu + [ Z]

q=1
mit
W52 < & (m A+ Dl [Lgplllz + € p (4.67m +18.75)v/m|| [La - -+ Lun]|| £ -
Wegen (3.56) ist ||[L.1 -+ Lonl|% < m (1 +2u)?, so daB folgt

Wl < el(m+ 1)1+ /i/2) + p (4.67m + 18.75) m (1 + 2 )]
< 2.62me.

In erster Ordnung von ¢ ist daher

[ﬂ(L{n—i-l) o 'ﬂ(L{n-i-m)] = ﬂ([Lvn+1 e L-n+m] + [Lvl e L'm]U)
= [L~n+l T L-n-i-m] + [L-l o 'L~m]U + [Wll/ e W/v/n]
mit
[WE--- WLz < \/ﬁllg;aggn [Wh]ll2 < 2.62y/mme .

Wir werden nun ein geeignetes symplektisches 7" und daraus ein d L konstruieren,
das den Behauptungen des Satzes geniigt. Es gilt

I U

A(L) = LT +W T’:[O ,

| W= wrew.

n

Wir werden zeigen, dafl T = E~'T"E symplektisch ist. Es gilt

ET'E — l é (1/E1)Udiag(?"+1 - Enm) ] Cdemn B —..—E,
- I X
N 0 I |’
wobei
En+p 3 1 T T
Xop= E—qu = _F(Enﬂﬂ([[/-n%—q] [Lp]) + Enipfl([Leg]” [Lontp])) = Xipg
n+1 n+1

ist. X ist also symmetrisch und T symplektisch. Aus diesem T' gewinnen wir nun
ein §L, das (3.75) geniigt. Es gilt

fi(L)E = (L + 0L)ET
— LT'+W=(L+0L)ETE ' <= L+WT' ' =L +/4L
= L=WT"'<=d6L=W ,denn T ! = [é _]U]

<= 0Ls = Wdiag([|[L.]ll") -
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Wir haben also ein JL bestimmt, das der Abschéitzung
I0Lsllz < [I[W5 - Wil max ([[Lagillly") < 2.62my/me - (1—/p/2)
< 2.89myme o
geniigt und fiir das deshalb die Aussage des Satzes gilt. Q.E.D.

Wie im vorangehenden Unterabschnitt fassen wir den bei der Operation 2.3
entstehenden maximalen Riickwartsfehler zusammen.

Satz 3.2.28 Die Matrizen L, E € IR* " werden gemdf 2.3 von Verfahren 2.2.}
in endlicher Genauigkeit € bearbeitet transformiert. Der nichttriviale Teil der be-
teiligten Transformationsmatrizen sei jeweils m und es werde lediglich ein Cluster
transformiert. Es sei max{7.5/me,4.5m/me} < omin(Ls) und L = LgD mit
D = diag(||L.;||2). Die nach der Transformation entstandenen Matrizen seien L'
und E'. Dann gilt fiir die Eigenwerte

—)\ng...é—)\1<0<)\1§...§)\n
AN <L SN <0< N <L <N

des Problems ELT LEx = iAJx bzw. des Problems E'L'"L'E'x = i\Jx in erster
Ordnung von €

=Xl _ (16m+15)y/m _
)\k o Umin(LS) ’

k=1...n (3.77)

Beweis:

Wegen Satz 3.2.10 und wegen des Wachstums der skalierten Kondition geméaf
Satz 3.1.6 wird 4v2m - 1.2 - 1.1e < 7.5¢ < opmin(Lg) vorausgesetzt; wegen Satz
3.2.26 ist 4.5m \/me < opmin(Lg) vorauszusetzen. Wir werden wieder die nach den
betrachteten Operationen von Verfahren 2.2.4 jeweils entstandenen Matrizen mit
einem oberen Index versehen. Z.B. seien L?3®° = [/, E*35 = E’ die abschlieBend
entstandenen Matrizen. Fiir die Storungen und die skalierten Matrizen werden
wir entsprechend verfahren. Dann gilt

wegen ‘ die Aussage
3.2.26 [6Ls]l2 < 4.5 my/me
3.2.27 |6L%32||5 < 2.9 my/me

3.2.10,3.2.1 | [[0L%%||s < 4v2me
Aus Satz 3.1.6 folgt wegen w < 1/30 nach Wurzelbildung 1/0,:,(L%%2) <

1.1/0min(Ls) und 1/omin(Ls) < 1.2/0min(L%3?). Wegen Satz 1.0.5 und Lemma
3.2.2 folgt in erster Ordnung von ¢
Ak — Al < 2
)\k Umin(LS)
Daraus folgt die Behauptung. Q.E.D.

VmA5m+11(29m+1.2-4v2)) e .




Kapitel 4

Schiefsymmetrische Zerlegung
PSPl =LJL!

Soll zur Losung des schiefsymmetrischen Eigenwertproblems
St = Az (4.1)

fiir nichtsinguléres schiefsymmetrisches S € IR**?" ein (implizites) Jacobi-&hn-
liches Verfahren geméafl Kapitel 2 angewendet werden, so ist zunéchst eine Zerle-

gung

o (4.2)

PSPT =LJL" | J= [ 0 I]
notwendig, wobei P eine vorzeichenbehaftete Permutationsmatrix ist und L eine
permutierte untere Dreiecksmatrix. Die Vorzeichen in P konnte man vermeiden,
wenn man etwas hohere Rechenzeit in Kauf ndhme. Die Fehleranalyse wire dann
jedoch dieselbe.

Im néchsten Abschnitt dieses Kapitels wird ein Verfahren zur Zerlegung (4.2)
beschrieben. Dabei handelt es sich um eine bereits in [6] eingefithrte, auf [7]
basierende Methode. Im daran anschlieBenden Abschnitt nehmen wir die Fehler-
analyse des Verfahrens vor. Ein Abschnitt iiber die Beschranktheit der Kondition
der Matrix

Kg=D'L"LD™' | D =diag(||L.|2) (4.3)
beenden das Kapitel.

Bevor wir im Detail auf den Algorithmus der Zerlegung eingehen, soll er zur
Verdeutlichung des Vorgehens in groben Ziigen skizziert werden. Statt der Zerle-
gung (4.2) wird zuerst die Zerlegung

T T :
PSPT =L'J, L', wobei Jy=@B| |

i=1

T l 0 1] L keN  (44)

154
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mit einer vorzeichenbehafteten Permutationsmatrix P, die durch die Pivotierung
bestimmt wird, und einer unteren Dreiecksmatrix L’ vorgenommen. Wir werden
nun einen Schritt der Zerlegung (4.4) betrachten. Sei P eine vorzeichenbehaftete
Permutationsmatrix mit
S A —MT

T _
popr-[ 4 W]

wobei
a = max | S| . (4.6)
27-]

Weil S nichtsingulér ist, kann tatsidchlich a > 0 gefordert werden, und es gibt
stets ein geeignetes P. Es gilt

Sanl T J1 O T
PSP _zw:o 3, L (4.7)
mit
L=| 2 Yl BoahL, N——aMJ S =S - NINT
N [2n—2

(4.8)
Rekursive Anwendung von (4.7) fithrt zur Zerlegung (4.4), wobei P das Produkt
der P ist. Fiir die durch die Permutation

1 2--- n n+1l n+2 --- 2n
1 3--- 2n—-1 2 4 - 2n

definierte Permutationsmatrix P gilt
PTJ.P =7, (4.9)
also kann man die Zerlegung (4.2) mit einer Vertauschung von Spalten geméf3
L=LP (4.10)
gewinnen.

Wiihlt man P in einem Schritt (4.5) so, daf8 (4.6) gilt, so erfolgt die Suche nach
einer geeigneten Permutationsmatrix in der Zeit O(n?), in der gesamten Zerlegung
also in der Zeit O(n?). Zu dieser Wahl von P gibt es jedoch Alternativen. Whlt
man wie in [6] z.B. P im k-ten Schritt, 1 < k < n, so, daf a das betragsgrofite
Element der 2k —1- und 2k-ten Spalten von S wird, so kann die Pivotsuche bereits
in der Zeit O(n) pro Schritt, also in der Zeit O(n?) in der gesamten Zerlegung,
erfolgen.
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Die Rechenzeit der Zerlegung macht nur einen kleinen Teil der Rechenzeit
des gesamten Verfahrens zur Losung des Eigenwertproblems (4.1) aus, so dafl die
vollstandige Pivotsuche gemaf (4.6) vorgezogen wird, zumal dann die Beschrankt-
heit der Kondition von Kg aus (4.3) gezeigt werden kann und sich geméf [6] das
kleinste maximale Wachstum der Matrixelemente beim Ubergang von S zu S;
einstellt. Nach [6] ist das maximale Elementwachstum (der Quotient von betrags-
groBtem Element in allen Zerlegungen und max; ;(]5;;])) im Falle vollsténdiger

Pivotsuche durch
1.8 v/2n(2n)n@m)/4

beschrankt.

4.1 Der Algorithmus der Zerlegung

In diesem Abschnitt geben wir den vollstdndigen Algorithmus der Zerlegung (4.2)
in einem Pseudocode an. Im néchsten Abschnitt werden wir die Fehleranalyse die-
ses Algorithmus’ bei Rechnung in endlicher Arithmetik vornehmen. Die Matrix
S = —ST € IR*™ 2" gei im Feld S gespeichert und der Ganzzahlvektor P der
Lénge 2n wird Informationen zur Permutation gemaf (4.2) aufnehmen. Mit v
und p seien je ein temporédrer Ganzzahl- bzw. FlieSpunkt-Hilfsvektor der Lénge
2n bereitgestellt. Die Permutatiomsmatrix P wird durch einen gleichnamigen In-
dexvektor reprisentiert. Wir konnen den Algorithmus der Zerlegung durch die
Prozedur

PROCEDURE ljlt(input,output: S, P;~, o)
FOR i=1TO 2n DO P, =1
FOR k=1 TO n DO

pivot(S, k, p, q, o) /* search pivot element */
IF ¢ = 0 THEN
WRITE(‘matrix singular’)
STOP
ELSE
perm(S, k,p,q,0 <0, P) /* permute matrix */
newcol(S, k, (—Saxox—1)"?) /* compute new columns */
update(S, k) /* compute reduced matrix */
ENDIF
ENDFOR
makefactor(S, v, o) /* final permutation */
END ljlt

ausdriicken, die im Wesentlichen aus einigen weiteren Prozeduraufrufen besteht.
Letztere werden nachfolgend beschrieben. In der Prozedur pivot wird die Position
eines Elementes geméf (4.6) bestimmt:
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PROCEDURE pivot(input:S, k; output:p, ¢, o)
n=>0
FOR j =2k —1TO 2n—1 DO
FOR i = j +1 TO 2n DO
n=5i
p=i
q=7J
ENDIF
ENDFOR
ENDFOR
o = sign(n)
END pivot

Mit der Prozedur perm werden die Zeilen und Spalten von S nun so permutiert,
daB das Element an der Position (p, ¢) an die Position (2k, 2k — 1) riickt und dort
negatives Vorzeichen trigt. P wird entsprechend modifiziert. Dabei werden wir
zur Abkiirzung die Notation x «@®— y bzw. x «S— y fiir die Programmzeilen

n=y n=-vy
y=x bzw. y=—x

verwenden. Damit lautet die Prozedur

PROCEDURE perm(input,output: S; input: k, p, ¢,negative; input,output: P)
FORi=1TO 2k -2 DO Sgk_l,i —D— Sqi
FOR i =2k TO ¢ — 1 DO S, 91 «<6— Sy
FOR i=¢g+1TO 2n DO Si,gk_l —®— 5;
Popy —@— P
Sg2k—1 = —Sg2k-1
IF negative THEN
FOR i =1TO 2k —1 DO Sy; «—®— Sy
FORi=2k+1TO p—1DO S, 9, <—6— Sy
FORi=p+1TO 2n DO S 9 «<—®— S;
P2k —b— Pp

ELSE
FOR i =1TO 2k —1 DO Sy; «—6— Sy
FORi=2k+1TO p—1DO S, 9, —B— Sy
FOR i=p+1TO 2n DO Sfl’72k —6— 5;
P2k —Oo— Pp

ENDIF
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Sp,2k = _Sp,2k
END perm

Man koénnte auf das Vorzeichen in P auch verzichten, wenn man andere Permuta-
tionen verwenden wiirde. Auch auf die Prozedur perm kénnte man zur Laufzeit-
optimierung verzichten und statt dessen in permutierter Weise auf die Elemente
von S zugreifen. Aus Vereinfachungsgriinden werden wir darauf nicht néher ein-
gehen. Mit der Prozedur newcol wird der neue Inhalt der Spalten 2k — 1 und 2k
von S, also der Submatrix N in (4.8), bestimmt.

PROCEDURE newcol(input,output: S; input:k, c)

Sokok—1 =10

Szk—l,zk—l =cC

Sokok = C

d=1/c

FOR i =2k +1 TO 2n DO
n=Sio -
Si,2k = —0i2k-1" d
Siok—1 =1

ENDFOR

END newcol

In update wird die Matrix S; gemé8 (4.7), (4.8) gebildet.

PROCEDURE update(input,output: S; input: k)
FOR j = 2k + 1 TO 2n — 1 DO
FOR i = j +1 TO 2n DO
Sij = Sij — Sion—1Sj26 + Si2kSjon-1
ENDFOR
ENDFOR
END update

Nach Abschlufl von update sind die Elemente in und unterhalb der Diagonalen
von S die Elemente des Faktors. In der Prozedur makefactor werden die Elemente
oberhalb der Diagonalen von S geloscht und die Permutation (4.10) wird vorge-
nommen, um schlieflich den Faktor L zu erhalten.

PROCEDURE makefactor(input,output: S; h,v)
FOR j = 2 TO 2n DO
FORi=1TO j—1DO S;; =0
ENDFOR
k=2



4.2. Fehleranalyse 159

A: hk =1
B:IF k£ <n THEN [ =2k —1ELSE [ =2(k —n)
IF h; = 0 THEN
FORi=1TO 2n DO S,k = Sil
k=1
h, =1
GOTO B
ELSE
FOR i=1TO 2n DO S;;, = v;
ENDIF
FOR i=2TO 2n —1 DO
IF h; = 0 THEN
k=1
GOTO A
ENDIF
ENDFOR
END makefactor

Nach Abschlufl von makefactor ist die Matrix L im Feld S gespeichert. Der Vek-
tor P bestimmt die vorzeichenbehaftete Permutationsmatrix P geméif (4.2). P
wird bei der Bestimmung der Eigenvektoren von S noch einmal benétigt.

4.2 Fehleranalyse

In diesem Abschnitt nehmen wir die Fehleranalyse der in Zerlegung aus 4.1 vor.
Mit der Notation | X|;; = (].X;;]) gilt
Satz 4.2.1 Sei S = —ST € IR?™*", Wird der Algorithmus aus 4.1 in endlicher
Genauigkeit € durchgefiihrt und bricht er nicht wegen einer berechneten singuldren
Zwischenmatriz ab, so gilt in erster Ordnung von € fir den berechneten Faktor
L=fi(L) o
LJLT = PSPT + F
[F| < 3n(|PSPT|+|L| |J| |L")e .

Dabei ist P eine vorzeichenbehaftete Permutationsmatriz.

(4.11)

Beweis:

Wie in [29] wird die Beweistechnik aus [18] zur Fehleranalyse der Gauf-Elimina-
tion verwendet. Die obige Prozedur makefactor, die u.a. die Permutation (4.10)
vornimmt, wird in exakter Arithmetik durchgefiihrt. Mit P aus (4.9) ist daher
(4.11) dquivalent zu

L'J, LT =pPSPT + F

- - 4.12
F| < 3n (IPSPT|+ D] 7] |I|T) e . (4.12)
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wobei L' = fl(L') die in FlieBpunktarithmetik berechnete Matrix in und unterhalb
der Diagonale des Feldes S vor Eintritt in die Prozedur makefactor ist. Statt (4.11)
wird (4.12) mit vollstédndiger Induktion tiber n gezeigt.

Fiir n = 1 ist die Aussage offensichtlich erfiillt. Zum Beweis des Induktions-
schrittes betrachten wir
A —MT

0 a
RSE = 1y o ] ! A:[—a 0

[ B o][J 0] B" NT

TN T 0 S 0 I
| BJ;BT  BJ,NT

| NJi.B" NJNT + 5

],a>0

mit einer vorzeichenbehafteten Permutationsmatrix Fy. Dabei gilt in exakter
Arithmetik

B = a'?I

N = —a'2MJ,

Sy = §—NJNT
und geméf betrachtetem Algorithmus in endlicher Arithmetik

= f(B)=1f(a"?I)=B+6B , |6B|<|B|e
= f((N) =f(—(a"Y*)MJ))=N+6N , |6N|<3|N|e.

= W

Auch S; = fI(S) soll bestimmt werden. Fiir N = [N.; N.,] ist

(NJINT);; = Ny Njy — NipNjy

und daher in endlicher Arithmetik

A(NAN)y) = (NIN)y; + Ry
|Rij| < (|NixNj2| + [Ni2Nj1|) 2e (1 + O(e)) ,

also in erster Ordnung von &
A(NJN)=NIN+R , |R <2|N||L||NTe.

Es folgt . o o
S1=H0(8"—NJN)=5"—NLN +65:,
051 <3 (| + [N] | 11| [N]T) e .

Daraus ergibt sich auch

(4.13)

[S1] < (1+3¢) (IS + IN] ] [NIT) .
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Nach Induktionsvoraussetzung wird von Sy in endlicher Arithmetik ein Faktor
L} berechnet, so dafl
L J, LT = PSPl + Fy
& pT| |7 G (4.14)
(] < 3(n=1) (|PSL Y|+ [LA] [Tl (LA ]7) €

mit einer vorzeichenbehafteten Permutationsmatrix P; gilt. Damit haben wir
. B BT NT
S o= \/ ZI(“)~/ In 7T
[ BABT BN
N NJLBT NJNT + PLL J, LTP |
wobei wegen (4.13) und der Induktionsvoraussetzung (4.14)
NJLNT + P g, L Py
= NJlNT—I—SI—NJlNT“‘(SSl“‘PlTFlpl

= S+ F
mit
|F|
< |5S1‘ -+ |P1TF1P1‘
< 3(S|+ IN| || IN")e
+3 (n — 1)~((1+36~)(|S’| + N[ | A] IN|T) +~|P1TL’1| | Jooa| [P LYT) e
< 3n (IS + IN| L] IN|" + | PELY | Jnea| |PULYT) €

in erster Ordnung von ¢ gilt. In erster Ordnung von ¢ folgt wegen n > 2

A M7
S:lM o ]JFF{
mit
7
_ [ 21BI1Al1BI'e 4|B| |h] INJT <
S | 4|N| |4 |1BI7 Jad
3n[|@| | 1Bl BN ) 1
S 30 U\RI AL BT 1S+ |8 LA NI+ |PELY) [ Jus] |PPELT
Al |-MT] (1Bl o BT N[
< 3 > i : 1
< ”<[|M| R RIS I = A O
Fir
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ist also

0 BT NT pu

n |70 mer

_ | BABY BAINT prr
NiJBT NJNT + P Ly J, LT PF

A —-MT

= P 5y e e

= P'(PSPf + F)P"

= PSPT+F

El Jn Z‘//T — P/ l

2 Zzbdz

mit
| F] |P'F{ P <3n (|P'RSPY P+ L] |,] |L|") e
3n (|PSPT| + |L'| |Ja| |L'|) e,

womit der Induktionsschritt gezeigt ist. Q.E.D.

<
<

Der Beweis von Satz 4.2.1 verlauft iiber weite Strecken dhnlich zum Beweis ei-
ner analogen Aussage in [29] (Th. 4.2.1 und nachfolgende Bemerkungen) fiir sym-
metrische indefinite Zerlegungen im Falle von 1 x 1-Pivots. Die Schranke (4.11)
ist jedoch um den Faktor 2 giinstiger als die entsprechende Fehlerabschétzung
in [29]. Ursache hierfir ist im Wesentlichen, dafl beim Algorithmus 4.1 in jedem
Schritt zwei Spalten verarbeitet werden.

4.3 Zur Beschrinktheit der skalierten Kondi-
tion von LTL

In diesem Abschnitt betrachten wir die Matrix Kg geméf (4.3). Wir werden
zeigen, dafl ihre Kondition beschréinkt ist, wobei die Schranke ausschliefSlich von
der Dimension abhéngt. Anschliefend werden wir sog. v — r—diagonaldominante
schiefsymmetrische Matrizen einfithren und fiir die wichtige Untermenge der v —

2—diagonaldominanten Matrizen recht kleine obere Schranken fiir die Kondition
k(Ks) abgeben.

Satz 4.3.1 Wird die Zerlequng (4.2) von S = —ST € IR>™" gemiifs Algorithmus
4.1 in exakter Arithmetik durchgefiihrt, so ist die Kondition

)\max(KS)
Kg) = ——=
H< S> )\min(KS)
von Kg aus (4.3) durch
K(Ks) <n 1+82" o" (4.15)

beschrankt.
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Beweis:
Wir verwenden die Beweistechnik aus [29]. Sei

PSPT:lA —MT] a[A 0

2T
Mg =L 0 51][/ , A=aJi, a>0 (4.16)

mit J; gemiB (4.2), wobei die vorzeichenbehaftete Permutationsmatrix P gemif
Algorithmus 4.1 so gewéhlt wird, dafl

a = max | S|
1>)
gilt. Wegen |M;;| < a ist dann

IQ 0 =

[ = | < <ij<
L=| _otus oo, | o Hal<t, 1<ij<on. (4.17)

Rekursive Anwendung von (4.16) liefert die Zerlegung
PSPT = AL = LJLT (4.18)

wobei mit gewissen a; > 0 und o = ?:1(042-1/212)

~

A = é(&ljl)

und o
L=1LaP

gilt. Verwenden wir die Bezeichnung
(X"X)s = DX'(X"X)DY' . Dx = diag(|| X.l2)
fiir nichtsingulares X, so folgt

Ksg = (L"L)s
— (PTal’"L'aP)g
= PT(LTL)sP
PDILTLD P, D' = diag(||L)]]2) . (4.19)
Zur Bestimmung einer Schranke von x(Kg) werden wir nun || Kg||o und || Kg"||

abschéatzen. Die Schranke
K52 < 2n (4.20)
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ist wegen |K, | <1 trivial. Weiter folgt aus (4.19)
1K |2 = |1 D'L LDy
Wegen (4.17) gilt
ﬁéi—lv Déz < (1+2(n—i))1/2 , i=1...n.
Wir definieren nun

By = (D1<icon, 1<j<2 € R?*? | E=E; .

Wenn man L' als Produkt von Matrizen (4.17) betrachtet, gilt
\L’l\g_i
wobei
. n—1 [2(n—z—l) 0 0
L =] 0 I, 0
=1 0 Ez [27,
- (L["j])1§2]<n
mittels
09 , 1< 7
=11 =

E(I+E)=1 | i>j

LJLT

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

in 2 x 2-Blocke partitioniert werden kann. Aus (4.21), (4.22) und (4.25) folgt

IKs'. < |D'LL"D'||,
< Tr D'LLTD’

n

i=1

Dabei ist

ZTr (I + E)*—-VE)

Z i—j—1 |
- Sleun - -xie () e

j=1 k=0
B Ezg 1 . 1 2k-1E2
= ZII Z 2
2“”1 i=i=1\ ey
= [EIE>_(> 2)
j=1 k=0 k

ST(1+2(n—1)) 2+ZTr (I + E)*-VE))

(4.26)
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und daher
~ n , 9l -1, 1+2n , 1420 9"-1
1K < Y42 -+ T < S g I
i=1 i=0 8
1+2n
< 9" . 4.27
< (4.27)
Aus (4.20) und (4.27) folgt die Aussage des Satzes. Q.E.D.

Ein Vergleich von (4.15) mit der entsprechenden Schranke
2n (1+30n)-3.781*"

fiir indefinite Zerlegungen der Ordnung 2n nach [29], (Th. 4.4.2) zeigt, dafi in
(4.15) sowohl die Mantisse giinstiger ist, als auch der Exponent nur halb so grof§
ist. Eine dhnliche Aussage wurde auch in [13] gezeigt. Es ist bemerkenswert, daf3
trotz beliebiger Kondition von LJLT diejenige von (LT L)g beschrinkt ist.

Wir wollen noch kurz auf diejenigen Matrizen eingehen, fiir die (4.15) (nahezu)
erreicht wird. Verfolgt man den Beweis von Satz 4.3.1, so stellt man fest, dal nur
die Abschétzungen (4.26) und (4.27) nicht erreichbar sind. Die dort entstehenden
Fehler sind jedoch in ihrer Groenordnung vernachlissigbar. Aus (4.18) und (4.24)
erkennt man ferner, daf§ die Schranke (4.15) fiir

S =LAJ,ALT

mit beliebigen

n

A:@((SZIQ) s 51'251'—1-1, 1=1...n—1

i=1

sowie
e | Lagen 0 0
L' = H 0 I 0
=1 0 —Eni Dn-i

(E) geméaf (4.23)) nahezu erreicht wird. Diese Matrizen S haben die in 2 x 2-
Submatrizen partitionierte Form

S = (S")1<; j<n

mit

gl = ) %] —1] 0> (4.28)
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und 0 > dpy1,k=1...n— 1. Ist S vom Typ (4.28), so kann man leicht zeigen,
daf die Schranke (4.15) auch fir Matrizen des Typs
ij 5 j:@jz s jZZIQ oder jzzjl (429)

i=1

erreicht wird.

Wir kommen nun noch einmal zu den diagonaldominanten Matrizen geméfl
Kapitel 1 zuriick. Wir sind nun an Aussagen zur Zerlegung solcher Matrizen
interessiert. Dazu betrachten wir beispielhaft die v—d.d. Matrix

0 1 —ao 0 o 0
-1 0 0 o 0 Q
S_ljl —MT]_ a 0 0 1 —2a 0 J_lo 1]
M S Tl 0 —a -1 0 0 22| T =10
«Q 0 2a O 0 1
0 —a 0 20 -1 0

S ist 1—d.d. zum Beispiel fiir & = 0.4, nicht aber v — 2—d.d.. Fiihren wir einen
Schritt der Zerlegung (4.6), (4.7) durch, d.h.

g I o0l[J2 O I JT™Mm”
T MJTt T 0 S |]0 I ’

so ist die reduzierte Matrix

0 1 —a? 0 —20 — a?
—1+o? 0 —2a + a? 0
_qQ _ T _
S1="5-MLM 0 200 — a2 0 1—a?
200 + o 0 —14+a? 0

nicht v-d.d., denn fiir o = 0.4 ist 2 + a? = 0.96 > 0.84 = 1 — 2. Die bei der
Zerlegung einer y-d.d. Matrix entstehenden reduzierten Matrizen sind also i.A.
nicht mehr v-d.d.. Anders ist es mit den v — r—d.d. Matrizen. Fiir diese haben
wir als erstes folgenden

Satz 4.3.2 Die Matriz

A —MT]

M S = (S[Lﬂ)lgi’jgm . rm=2n, SWle R

S =—8T = [
mit A = S = aQ, a € R\{0}, Q7' = Q" = —Q, seiy —r—d.d. . Die durch
I ol[A o[ A TMT
MA™ IT|l0 T1||O0 I

definierte reduzierte Matriz T, also T = S" + MA*M?T, ist dann gleichfalls
vy —r—d.d..

S:
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Beweis:
(sieche auch [18], 3.4.10) T sei wie S partitioniert:

T = (T[i’ﬂ)lgi’jgm_l , T[i’ﬂ e R™" .
Wegen [|[A7 |y = [|a™ QT || = a™ ! gilt fiir alle j, 1 < j <m —1,

m—1 m—1
ST, =% Sl gliet g-1 gl
i=1,i] i=1,i]
m—1 ] ) 1 ) m—1 ]
S N [ [t PN W (st
i=1,ij a i=1,ij
< SR, - 50

1 . .
=[S (ST = SUFEY)
a —_~——

<1 =a
i 1 )
< st — . ISEA)3 (4.30)
Wegen
Tl = gUt+Li+1] o gli+1L1] g1 gli+1.1]"
und (4.30) folgt fiir alle 7, 1 < j <m —1,
T = S — L st

> || SUHLIH, — 1||5[j+171}||§
a

m—1

> > T,

i=1,i#j

womit der Satz bewiesen ist. Q.E.D.

Fiir skaliert diagonaldominante Matrizen konnen wir nur eine schwéchere Aus-
sage zeigen:

Satz 4.3.3 Die Matriz

A —-MT

— _ QT _
S=-5 _[M o

] = (S[i’ﬂ)lgi,jgm ,  rm = 2n , S[i’j] c R™"

mit A = S = aQ, a € R\{0}, Q7' = QT = —Q, sei skaliert v — r—d.d. mit
v < 1/\/5 Die durch

Io0][A o][1 AT
SZlMA-lfuo THO I ] (4.31)

definierte reduzierte Matriz T, also T = S' + MA~*M?T, ist dann skaliert ' —
r—d.d. mit v =y /v/1 —~2.
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Beweis:
Durch Einsetzen von

Tlidl — glitLli+1] S[i+171}A—15[j+1,1]T

werden wir
m—1

a4l 1—1/2 idly—1/2 3.7
oj = 3 ITW AT A T, < o
i=1,i#j
fir alle j, 1 < j <m — 1, zeigen. Fiir alle j gilt

HS[j+1,j+1] 4 S[j+1,1]A—1S[j+1,1]T||2

o 1 . S 3 S
> ||5b+17a+1}||2 _ EHS[]'FLHHg||S[]+17J+1”|21 ||S[]+17J+1}||2

LJLT

=<2
= (1—ay)[[ S,
Daraus folgt
m—1
o = 3 (ISl g gl g gl e
i=1,i#j
|| SU+LIF - gliF11] g=1gli+1 T =172
(Sl 4 gl g1 gl Ty
m—1
<Y (1= ) TR = )R S gl L 2
i=1,i#j
.HS[i—I—l,j+1} 4 S[z‘+1,1]A—1S[j+1,1]TH2)
m—1
< (L=ag) A=) TR 3D Sty st Sl
i=1,i#j]
m—1
1 7 7 i —1/2
g > =[Sy ST )
i=1,i#j \/5
_ _ 1 . . _1/2 .
< (=) A1)y = S 2| St
VG = S s ))
J \/5
=V
< YT Gy 1 9 /

< = .
I VI-2 Vi |

Q.E.D.

Wir werden zwei Sétze iiber obere Schranken von x(Kg) bei der Zerlegung

von skaliert v — 2—d.d. S zeigen.
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Satz 4.3.4 Sei S = —ST € IR*™?" n > 2, skaliert v — 2—d.d. mit v <
1/v/n—1. S sei gemaf$ (4.2) mit vollstandiger Pivotwahl (also nach dem in 4.1
geschilderten Algorithmus) zerlegt, d.h. PSPT = LJLT. Fiir

Ks=D'LYLD™" | D = diag(||L.|-)

gilt dann
- 1+vn—17)4
Ks) = | Kol K54 < &
K(Ks) = || Ksll2|| Ky H2—(1_\/m7)2
Beweis:

Sei PSPT = [/ J,L'" die Zerlegung gemif} (4.4). Setzen wir D’ = diag(L/;) und
L' = L'D'1, so gilt mit (4.9), (4.10)

Ks = D YUTLD ' =D 'PTLTL'PD!
— D'PTD'LTL'D'PD!
_ D/—1pTDTDpD/—1 D/—l _ pTD/pD—l )

Man kann also 0.B.d.A. fiir S von vorneherein annehmen, die Zerlegung (4.4)
fithre zu einen L' mit L), =1, i =1...2n. Nehmen wir dafiir die Zerlegung

PSPT =L'J,L'"

geméB (4.4) vor, so gilt

n—1 [2]'_2 0 0
/ / /
U=1[L,, L'=| 0 L 0
i=1 0 Xj ]gn_gj
Setzen wir e
J
X; .
X;=| . X e R
X
J

fir j =1...n— 1, so haben wir

fir j=1 : Y, X1 <~y

fir j=2 ¢ SLIG: < 7 <5 < 5

fiir j=3 : Sr, X0 <2 < A

und allgemein

> IIX}}HQSV—”?:_jgwn—lv L j=l..n—1.

i=j+1
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Verwenden wir die iibliche Bezeichnung
(Z"Z)s = A"NZTZ2) AT, A =diag(]| Z]2)
fiir skalierte positiv definite Matrizen, so ist
Ks = (L"L)s=(P"L"L'P)s = P"(L"L')sP
= PTD'LT’D-'P |, D' =diag(||L,|.) ,

und daher
K(Ks) < |L1ZIILMIBID 1013 -

Wir werden nun obere Schranken fiir jeden der vorstehenden Faktoren bestimmen.
Esgilt fir 1 <j<n-—1
Dhiygjor = Lol <1+ 30 X < 14V =11
i=j+1

und weil dieselbe Abschétzung fiir Dy, ,; gilt, ist

|[D'lls <14++vVn—1~.

Trivialerweise ist
D72 <1
und weiter
1 < 1l = e (14 32 X)) < 14 V=T
== i=j+1
sowie

1 1 1
< — < ,
1L = Ill2 ™ 1 = maxi<jen Xy [ X0, ~ 1= V=1~

127 < —

also insgesamt
(1++vn—17)*

H(Ks) = (1=+vn—1v)

Q.E.D.

Die pessimistische Aussage des letzten Satzes ist Resultat der Pivotstrategie
bei der Zerlegung. Orientierte sich die Pivotwahl an einer skalierten Matrix, so
konnte man im letzten Satz v/n — 1 durch 1 ersetzen. Dariiber hinaus kénnen wir
sogar zeigen



4.3. Zur Beschréinktheit der skal. Kondition von LT L 171

Satz 4.3.5 Sei S = —ST € [R*™<*n nichtsinguldr und skaliert v — 2—d.d., d.h.
es existiere ein diagonales, positiv definites D = @I d;I5, so dafy D71SD™!
v — 2—d.d. ist. Dann gibt es fir die Zerlequng (4.2) eine Pivotstrategie, die

PP =@Pdl, , d>d,, i=1..n-1
=1

zur Folge hat und fiir die gilt

14 pry)? d;
w(Ks) < H O8N ZlJ’rl ’
wy SIS j

Beweis: .
Nach Voraussetzung gibt es ein D, so dafl

S=D'SD™ | D=dlL, d;>0
=1

v —2—d.d. ist. S werde gemiB (4.4) mit vollstéindiger Pivotierung in
PSPT =1'J,L'"

zerlegt. Setzt man L' = L'A™', A = diag(L}), so ist PSPT = L’AJ,AL" und
es folgt

PSPT = PDPTL'AJ,ALTPDPT
D'L'AJ,AL'"D' , D' =PDP".

Die Pivotwahl erfolge so, dafl

D'=dl, , d>d,, i=1...n—1
i=1

gilt. Mit P gemiB (4.9) ist S = PTD'L’APJPTALTD'P und es folgt

K = PTALTD'PPTD'I/AP = PTALTD?L/AP . (4.32)
Wegen
D/E/ — E//D/
mit
I i=j
L= (L) ciyen o D= § GLEA 0>

0, i<
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folgt aus (4.32)

Ks = (PTAETDPLAP)s = P(LTDPL)sP = PT(ITE") 5P
_ pTD//—lillTE//D//—lp : D// — d1ag(||i';||2) ,

wobei wir wieder die Bezeichnung
(2"Z)s = D;'(Z"Z)D7" , Dz = diag(||Z.])2)

verwendet haben. Zur Bestimmung einer oberen Schranke von x(Kg) werden wir
| K| und || Kg'|| einzeln abschiitzen. Es gilt fir 1 < j <n

D 7 Dodl
Dy qgjr = Il <1+ > EHL/[ ||,
i=j+1 @
d . n d X
+ =157 +
< 1+ I <14 Sy
Ji=g+l j
und analog
_ &,
Dy <1422,
j
also

_ d'
" _ j+1
1< Dl <14py , p= max A

Weiterhin ist
['=T+X , X=(xli L s

und daher mit der Norm aus 1.0.12
IL"la < T+ ([ Xl < T4+ I X2 < 14 py

sowie
1

1Ll < < :
L= X[~ 1=y

Zusammenfassend ist also

o 1+ py)* dji1
< "2 n—1y2 12 //12<( _ Jj+
w(Ks) < IDBID" B IEIBIE G < (00 = a5

Q.E.D.

Fiir v — 2—d.d. Matrizen konnten wir also mit Satz 4.3.4 eine obere Schranke
von k(Kg) angeben, die ausschliefllich von  und der Ordnung abhéngt. Mit Satz
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4.3.5 konnten wir diese Aussage verschirfen. Etwas vergrobernd kann man sagen,
dafB die Schranke fiir die skalierte Kondition um so kleiner werden kann, je stérker
S skaliert ist. Welche Pivotwahl zu einer minimalen skalierten Kondition fiihrt,
scheint noch ein offenes Problem zu sein.

Numerische Experimente (s. Abschnitt 6.2) zeigen, dal x(Kg) auch sonst
meist klein ist (< 100). Die GroBenordnung der Schranke (4.15) wird zumeist nur
von Matrizen S des Typs (4.29) erreicht.



Kapitel 5

Der Gesamtfehler in den
berechneten Eigenwerten

In diesem kurzen Kapitel fassen wir nun alle Ergebnisse der Fehleranalyse zu-
sammen und bestimmen eine obere Schranke fiir den relativen Fehler der vom
Verfahren in endlicher Arithmetik berechneten Eigenwerte einer nichtsinguléiren
schiefsymmetrischen Matrix S, wenn zuerst die Zerlegung S = LJLT gemifl
Abschnitt 4.1 vorgenommen wird, und anschliefend die Eigenwerte des Paares
(LTL,J) mit dem Verfahren 2.2.4 berechnet werden.

Auch hier bedeutet die Formulierung ,in erster Ordnung von £“ wieder, daf}
die gemeinte Ungleichung bis auf Multiplikation mit 1 + ce mit einem méfigen
¢ > 0 gilt. Die Konvergenz des Verfahrens 2.2.4 auch in endlicher Arithmetik
wird vorausgesetzt.

Satz 5.0.6 Sei S € IR*™" nichtsinguldr und schiefsymmetrisch mit den Eigen-
werten £iX;, j = 1...n, wobei

O<Ah <. <\

Sei L = LW der mit Algorithmus 4.1 in endlicher Genauigkeit ¢ berechnete Faktor
der Zerlegung von S und sei

L=D"L ., D =diag(|Li|>) -
Seien :I:z')\;-, 1<j<n, mi
O< AN <...< N

die mittels Algorithmus 2.2.4 in endlicher Genauigkeit berechneten Eigenwerte
des Paares (LTL,.J), so gilt in erster Ordnung von &
A — Al

3 <o=o0z+to; , 1<75<n,
J

174
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wobei
12n2%e
0z < ——=——= - (5.1)
Amin (D~ LJLT|D-1)
2n+14)v2n & (V2(2n+20) 4+ 4)v2n
o ¢ @I £/
min(L ) z=1 Umin(L )
. i 160 + 156v/2 i”% (16m; + 15)/m;
r=1 O-min(L(r z=1 i=1 amin(L§Z>>
Z
(2n +16)v/2
Ly B IOVEn o) e b o TOL . (5.2)
= Omin(L577)
Dabei sei 0z < 1 und | -| ist aus Satz 1.0.1. Weiterhin sei m; die Ordnung des

nichttrivialen Teils einer Transformation in einem modifizierten Zyklus und

1 1 oam(LY) omim(L5)
20m;n’ 500m;” 100  4.5ny/n

}

e < min{

fiir alle r, z und alle m;. Auflerdem sei R die Anzahl der Diagonalisierungen von
4 x 4-Submatrizen und Z die Zahl der Zyklen. Schlieflich sei

Ly = L0 diag(| LT |3")
die skalierte Matriz vor der r-ten Diagonalisierung einer 4 x 4-Submatriz und
L§™ = L diag((| L5 |7")

sei die skalierte Matriz vor dem z-ten Zyklus.

Beweis:

Wir folgen der Beweistechnik in [29]. Wir konnen 0.B.d.A annehmen, daf die in
Satz 4.2.1 erwahnte Permutationsmatrix die Einheitsmatrix ist. Dann gilt nach
Satz 4.2.1 fiir den berechneten Faktor L der Zerlegung

LILY =S +06S , |6S|<3n(|S|+ |L||J]|L|")e

Wegen
S| < |LJLT|+ |65 < |L||J||L|" + 65|

folgt in erster Ordnung von &

65| < 6n|L||J||L| e
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Fiir beliebiges 0 # x € IR**?" gilt daher

|z 05| |z["15S] |«
6n ||" [L] |J| |L|" |z|e
6n [|" DIL||J| |L|"D x| e
6n|z|"DED|z|e mit E = (1),
12n? |z|T D?|z| ¢
x*liJiTlxg
x*|LJLT|x

12n2e
Amin(D=YLJLT|D-1)

IA A TN IA TN

12n% 2* D%z -

IA

IN

2| LILT |z .

Wegen Satz 1.0.1 folgt daraus (5.1), wenn nur Fehler in erster Ordnung von &
betrachtet werden. Die Aussage (5.2) folgt aus Lemma 3.2.2 mit Hilfe der in Ab-
schnitt 3.2 ermittelten Zwischenergebnisse. Die ersten vier Summanden stammen
aus der Anwendung der Satze 3.2.11, 3.2.14, 3.2.20, 3.2.28 und 3.2.21. Der Term
\/ni/Q e hat seine Ursache im relativen Riickwértsfehler von €/2 des Teiles 4. von
Verfahren 2.2.4 und Anwendung von Satz 1.0.5, Lemma 3.2.1. Weil analog zu
Lemma 3.2.23 aus der Bedingung fiir TOL lediglich

2n
| LyiLk| < TOL+2ne , 1<i,j<2n
k=1

folgt, entstehen die Terme (2n)? und 2n-TOL aus der Anwendung von Satz 1.0.6

(1.9).
Die angegebenen Voraussetzungen fiir € ergeben sich aus der Anwendung vor-
genannter Sétze. Q.E.D.

Die Abschiitzung (3.47) konnte, wie bereits in den vorausgehenden Unterab-
schnitten angedeutet, verbessert werden, wenn z.B.

e verschiedene Einzelfille des Verfahrens 2.2.4 besonders behandelt wiirden,

e die Fille rotF'=FALSE oder rotC=FALSE des Verfahrens 2.2.4 besonders
beriicksichtigt wiirden,

e die tatsédchlichen o, (Lg) beriicksichtigt wiirden und nicht die pessimisti-
schen Schranken aus Kapitel 1 oder

e beriicksichtigt wiirde, wenn einzelne Transformationen die Identitat sind.

Diese Verbesserungen koénnten in ein Programm, mit dem 2.2.4 implementiert
wird, aufgenommen werden. Die hier dargestellte Fehleranalyse wiirden diese



177

Félle jedoch nur unnotig verkomplizieren.

Uber die Aussage von Satz 5.0.6 hinaus erwarten wir sogar einen von n un-
abhéngigen Fehler, weil ein Faktor n in einem Fehlerterm meist aus einer Vek-
toroperation entsteht. Bei Vektoroperationen kann man erwarten, dafl sich die
Fehler gegenseitig nahezu aufheben. Genauer erwarten wir

=Nl . 1 L1
N, e BTN (D NEIITIDTY) | omm(Ls)

Je, j=1...n.

(5.3)
Numerische Experimente (sieche Abschnitt 6.2) werden diese Erwartung begriin-
den.

Den erwarteten Fehler (5.3) wollen wir moglichst mit Matrizen ausdriicken,
die im Laufe des Verfahrens anfallen. Dazu ziehen wir nochmals die unitdren
Matrizen
1 l[ il

V=71 1

heran, fiir die U*JU = iJ' gilt. Weiterhin sei L = L) der in endlicher Genau-
igkeit berechnete Faktor der Zerlegung von S. Dieser Faktor wird im iterativen
Teil des Verfahrens mit einer Folge symplektischer Matrizen von rechts trans-
formiert. Seien V = L und E die Matrizen, die zum Abschlu des iterativen
Verfahrensteils entstanden sind. Wir wissen bereits, daf§ E bis auf einen kleinen
relativen Fehler die Diagonalmatrix der positiven Imaginérteile der Eigenwerte
von LJLT ist. Weiter nehmen wir an, daB V bis auf einen kleinen Fehler die
Eigenvektormatrix ist, also

], J=Ia(-I), #=-1

VILIL'V ~ JE .
Dann gilt
|LILT| ~ |VJEVT|=|iVEYV?U*JUEY?VT)
|iVU*E2 ) EPUVT| = VU*EUVT
= VEVT".

Berechnet man noch D = diag(||L;.||2), so 1aBt sich
M = D YLJLY|D™! (5.4)

mit Hilfe von Matrizen ausdriicken, die im Laufe des Verfahrens gewonnen wer-
den.
Man kann M als fast optimal skaliert annehmen, d.h.

max(diag(M))/ min(diag(M)) ist moderat.

Eine Begriindung werden wir in Abschnitt 6.2 geben. Man konnte also den ersten
Summanden in (5.3) durch 1/Anin(|LJL |s) & 1/Amin(]S]s) ersetzen, wenn man
noch S ~ LJLT annimmt.



Kapitel 6

Numerische Experimente

6.1 Alternative Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir kurz auf existierende Verfahren zur Lésung des
Eigenwertproblems schiefsymmetrischer Matrizen eingehen. In Abschnitt 6.2 wer-
den wir diese dann experimentell mit dem in vorliegender Arbeit eingefiihrten
impliziten Verfahren vergleichen.

6.1.1 Ein QR-Verfahren

Bereits in [34] wurde ein QR-Verfahren zur Losung des schiefsymmetrischen Ei-
genwertproblems vorgestellt. Es wurde unter Beibehaltung der grundsétzlichen
Schritte Tridiagonalisierung, Losung des Eigenwertproblems einer Bidiagonalma-
trix, Bildung der Eigenvektormatrix weitgehend modifiziert. Folgende Variation
des QR-Verfahrens wurde implementiert.

1. Die schiefsymmetrische Matrix S wird tridiagonalisiert, d.h. es wird eine
orthogonale Matrix U bestimmt, fiir die

Ur'su =T

mit tridiagonalem 7' gilt. Dies geschieht mit einem Givens-Verfahren unter
Verwendung schneller Rotationen. Die Matrix U wird dabei nicht expli-
zit berechnet, sondern es werden Informationen zur Berechnung von U im
selben Feld gespeichert, das auch S enthélt (siehe [18], 5.1.8 ff.).

2. Das tridiagonale T wird mit P gemif (4.9) permutiert. Es gilt dann

0 —AT]

STt
PTP—[A 0

und A ist eine obere Bidiagonalmatrix.

178
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3. Die Singulérwerte von A werden bestimmt, d.h. es werden orthogonale Ma-
trizen P,Q bestimmt, fiir die QT AP diagonal und positiv ist. Die Sin-
guldrwerte von A sind die positiven Imaginérteile der Eigenwerte von S.
Zur Singuldrwertzerlegung wird die in [12] vorgestellte und in LAPACK |[2]
implementierte Routine DBDSQR verwendet.

4. Zur Bestimmung der transponierten Matrix der Eigenvektoren von S wird
abschlieflend noch das Produkt

T A
VTZH] CST]PTUT

gebildet.

6.1.2 Das Verfahren von Paardekooper

Aus der Literatur ist auch ein Jacobi-Verfahren fiir schiefsymmetrische Matrizen
bekannt. Es wurde von Paardekooper [25] vorgeschlagen. Die Grundidee verwen-
det die Tatsache, daBl man schiefsymmetrische Matrizen der Ordnung 4 mit 4
Ebenenrotationen auf Murnaghansche Form transformieren kann. Das Paarde-
koopersche Verfahren besteht nun darin, zyklisch Submatrizen der Ordnung 4
auf Murnaghansche Form zu transformieren. Nach einigen Zyklen hat auch die
bearbeitete Matrix Murnaghansche Form und die Eigenwerte kénnen abgelesen
werden.

6.2 Numerische Resultate

In diesem Abschnitt stellen wir mit Hilfe numerischer Resultate Vergleiche ver-
schiedener Verfahren zur Losung des schiefsymmetrischen Eigenwertproblems an.
Dabei gehen wir folgendermaflen vor. Zuerst wird die technische Umgebung der
Experimente dargestellt. Anschliefend wird beschrieben, welche Programme im-
plementiert wurden, und es werden einige Anmerkungen zu den Verfahren, der
konkreten Kompilation und zu moglichen Optimierungen gemacht. In zwei ei-
genen Unterbschnitten stellen wir dann die Ergebnisse hinsichtlich der erzielten
Genauigkeit bzw. des Konvergenzverhaltens dar.

Die Experimente wurden auf einem Rechner IBM RS/6000 Modell 53H un-
ter AIX 3.1 durchgefiihrt. Zur Erzeugung der Testmatrizen und zur Testanord-
nung wurde PRO-MATLAB 3.5 verwendet. Die Verfahren zur Losung der Figen-
wertprobleme wurden in FORTRAN implementiert. Die Maschinengenauigkeiten
beim verwendeten XL-FORTRAN-2.0-Compiler betragen
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272~ 1.19-1077 Dbei einfacher Genauigkeit (single)
2752~ 2.22-107'  bei doppelter Genauigkeit (double)
27100~ 4.93.1073% bei vierfacher Genauigkeit (real*16)

PRO-MATLAB verwendet gleichfalls doppelte Genauigkeit. Variablenunter-
bzw. -iiberlauf wird etwa bei 10538 bei einfacher bzw. 10%3% bei doppelter und
vierfacher Genauigkeit erreicht.

Folgende Verfahren wurden implementiert:

yssqr  QR-Verfahren, wie in 6.1.1 geschildert.

yprd Verfahren von Paardekooper (s. 6.1.2). Das in [25] ange-
gebene ALGOL-Programm arbeitet fehlerhaft und wurde
modifiziert.

xjssif Jacobi-Verfahren, wie es in vorliegender Arbeit vorgestellt
wurde mit Zerlegung der schiefsymmetrischen Matrix mit
vollstandiger Pivotierung geméfl Kapitel 4 und anschlieflen-
der Anwendung der Verfahrens 2.2.4 auf den Faktor.

Programme, deren vorstehende Namen den Buchstaben y enthalten, wurden
in einfacher (sssqr bzw. sprd) und doppelter (dssqr bzw. dprd) Genauigkeit
implementiert. Programme, die den Buchstaben x enthalten, wurden in einfacher
(sjssif), doppelter (djssif) und vierfacher (qjssif) Genauigkeit implemen-
tiert. AuBerdem wurde noch eine Version (dsjssif) des Jacobi-Verfahrens mit
Zerlegung in doppelter und iterativem Teil in einfacher Genauigkeit implemen-
tiert.

Zur Kompilation sei noch folgendes angemerkt.

e Alle FORTRAN-Programme wurden mit der Option -0 kompiliert, die der
Optimierung dient.

e Bei den Programmen in einfacher Genauigkeit wurde auflerdem die Kom-
pilieroption -qrndsngl, verwendet, die sicherstellt, dafl auch Zwischener-
gebnisse auf einfache Genauigkeit gerundet werden und somit ein fairer
Vergleich zwischen den verschieden genauen Programmen moglich ist.

e Beim verwendeten Compiler unterliegt die Verwendung vierfacher Genau-
igkeit (real*16) einigen Einschrinkungen. So kann sie nur fiir die Grund-
rechenarten verwendet werden. Die Belegung von Konstanten mit Werten
vierfacher Genauigkeit kann nur durch Einlesen der Werte aus einer Da-
tei geschehen. Korrektes Rechnen in vierfacher Genauigkeit konnte anhand
von Vergleichen vierfach genauer Programme (Paardekooper-Verfahren und
implizites Jacobi-Verfahren) sichergestellt werden.
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Zu den Implementationen sei noch folgendes vermerkt:

e Die Bestimmung der Clustergrofle in modifizierten Zyklen wurde etwas ver-
einfacht, indem die rechte Seite der dritten Bedingung von Seite 57 zu
Null gesetzt wurde. Damit erreicht man, dal das Hadamardsche Maf§ bei
Anwendung der Modifikation wéchst, ohne jedoch ein Mindestwachstum
vorzugeben. Dies entspricht o.,,, = 0 im Verfahren 2.2.4, was in der Praxis
zu guten Ergebnisses fiihrte.

e Die Programme xjssif wurden entgegen Verfahren 2.2.4 bereits dann ab-
gebrochen, wenn n(n—1)/2 aufeinanderfolgende Submatrizen der Ordnung
4 aufgrund kleiner relativer Auflerdiagonalelemente nicht mehr diagonali-
siert wurden. Operationen innerhalb der modifizierten Zyklen wurden dabei
entsprechend beriicksichtigt. Auf diese Weise kann Rechenzeit eingespart
werden.

e Die Rechenzeiten wurden mit der eingebauten Funktion mclock() gemes-
sen.

e Liest man in Programmen vierfacher Genauigkeit die verwendeten Kon-
stanten aus einer Datei ein, so werden diese auch als vierfach genaue Werte
gespeichert.

e Die BLASI-Routinen [24] wurden wegen Verwendung vierfach genauer Pro-
gramme modifiziert.

Schlieflich kénnte man noch folgende Laufzeitoptimierungen vornehmen:

e Neben der als Vektor gespeicherten Diagonalmatrix E konnten auch die
Normen der Spalten von L in einem eigenen Vektor gespeichert werden
[32]. Damit konnte man deren hdufige Neuberechnung einsparen. Die Feh-
leranalyse wére dann allerdings nicht mehr giiltig, weil die Vektorelemente
und die Spaltennormen von L nicht immer bis auf einen kleinen relativen
Fehler {ibereinstimmen.

e In FORTRAN werden die Gréfen der verwendeten Felder bereits zur Kom-
pilationszeit festgelegt. Die Ordnung der Felder, in denen die Matrizen ge-
speichert werden, wurde in allen Programmen auf 400 gesetzt. Die Verar-
beitungsgeschwindigkeit konnte sicherlich gesteigert werden, wenn die Ord-
nung der Felder diejenige der dort gespeicherten Matrizen nur wenig iiber-
schreitet.
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e Wird die im iterativen Teil von xjssif bearbeitete Matrix

/
L=1[LL"] in der Form l IL./,, ]
abgespeichert, so konnte aufgrund der FORTRAN-typischen Speicherstruk-
tur sicherlich noch eine Geschwindigkeitssteigerung erzielt werden.

e Auf parallele Pivotstrategien bei den Jacobi-Verfahren wurde verzichtet. Th-
re Verwendung konnte aufgrund der Ergebnisse in Abschnitt 3.1 zumeist zu
einem kleineren maximalen relativen Fehler in den berechneten Eigenwerten
fithren. In der Praxis spielt die Pivotstrategie jedoch hinsichtlich der Genau-
igkeit der erzielten Ergebnisse keine Rolle. Wegen besserer Cache-Nutzung
kénnten parallele Strategien hohere Geschwindigkeiten der Programme er-
bringen.

e Bei der Implementation der modifizierten Zyklen von Algorithmus 2.2.4
konnten BLAS3-Routinen [15],[14],[24] verwendet werden, was zu hoherer
Geschwindigkeit auf Kosten von Speicherplatz und evtl. Genauigkeit fithren
diirfte. Darauf haben wir jedoch verzichtet.

e Die in den nachfolgenden Unterabschnitten aufgefiihrten Resultate erfor-
dern eine Reihe von Messungen wahrend des Programmlaufes. Verzichtet
man auf diese Messungen, so wird sicherlich effizienterer Code entstehen.

In den beiden nachfolgenden Unterabschnitten présentieren wir die numeri-
schen Resultate hinsichtlich der erzielten relativen Genauigkeit bzw. des Konver-
genzverhaltens des impliziten Verfahrens.

6.2.1 Zur relativen Genauigkeit

Wir widmen uns hier zuerst den erzielten Genauigkeiten der numerischen Ver-
fahren.

In jedem der nachfolgenden Unterabschnitte stellen wir jeweils die bei einem
bestimmten Matrizentyp erzielten Resultate dar. Jeder Unterabschnitt ist fol-
gendermaflen gegliedert. Zuerst wird beschrieben, welcher Typ von Matrizen be-
trachtet wird und ggf. ein Verfahren zur ihrer Erzeugung angegeben. Dann werden
die Rechenzeiten aller Algorithmen und die Anzahl der Operationen der Jacobi-
Verfahren angegeben. Die Rechenzeiten werden nur in den ersten beiden der
nachfolgenden Unterabschnitten angegeben. Danach werden die maximalen rela-
tiven Fehler aller Verfahren gegeniiber dem vierfach genauen Programm qjssif
angegeben und ausgewertet. Eine Betrachtung verschiedener ,, Konditionszahlen“
schlieBft sich an. Sie liefern eine Begriindung der zuvor geschilderten relativen
Fehler. Schliellich werden noch die erwarteten relativen Fehler den tatséchlichen
relativen Fehlern gegeniibergestellt.
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Skaliert blockdiagonaldominante Matrizen

In diesem Unterabschnitt betrachten wir solche Matrizen, die Satz 1.0.2 geniigen
(siehe auch [33]). Matrizen dieser Art der Ordnung 2n wurden auf folgende Weise
bestimmt:

1. Bestimmung eines n € {2,5,8,15,17}. Generierung eines ,zufilligen“ na-
tiirlichen b, 2 < b < n/4, der Anzahl von Blocks.

2. Generierung von §; = exp(n(2r; —1)), i = 1...b, mit ,zufélligen r; € [0, 1].
Generierung ,,zufilliger* natiirlicher Zahlen n;, i = 1...b, mit >°_, n; = n.
Bildung von Diagonalmatrizen A; = 9;/5,, und A = erzlAi.

3. Generierung orthogonaler, schiefsymmetrischer Matrizen Q;, 7 = 1...b, der
jeweiligen Ordnung 2n; und Bestimmung von Q = @&°_,Q;.

4. Generierung einer schiefsymmetrischen Stérung F der Ordnung 2n und von
der Norm || E||s = 1/2.

5. Bildung der Testmatrix S = PTA(Q + E)AP, wobei P eine ,zufillige®
Permutationsmatrix ist.

Fiir jedes n € {2,5,8,15,17} und n = 10 wurden 30 Testmatrizen, fiir n = 25,
n = 50 wurden 20 Matrizen, und fiir n = 100 wurden 10 Testmatrizen generiert,
insgesamt also 400 Matrizen.

Zuerst stellen wir die erzielten Rechenzeiten der doppelt genauen Programme
tabellarisch dar. Bei den angegebenen Zeiten sind Eingabe- und Ausgabeoperatio-
nen nicht beriicksichtigt. Zur Darstellung von T nichtnegativen Testergebnissen
xy, t =1...T, verwenden wir das arithmetische Mittel

1 T
Ha = FH Z Tt
Ti=
und die arithmetische Streuung
ru= (30— (A Y ay
Ti= Ti=

Folgende Rechenzeiten wurden erzielt:
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Rechenzeiten in 1/100 sec.
bei skaliert blockdiagonaldominanten Matrizen

Verf. o 0, min max
n=10 dssqr 3 0.5 2 )
150 Tests | dprd 20 1.2 17 23

djssif 6 1.2 3 10
n=25 dssqr 9 1.2 7 16
100 Tests | dprd 316 6.9 300 333

djssif 49 10.2 33 80
n=>50 dssqr 44 3.8 37 56

100 Tests | dprd 2567 326 290 2714
djssif 313 84 125 541
n=100 dssqr 289 16 267 330
50 Tests | dprd 18050 9142 2574 23965
djssif | 2122 457 1321 3246

Die Rechenzeiten aller Verfahren fallen etwas mit wachsendem 7 und eine wei-
tere Auswertung fiir n = 100 ergab, dafl der Quotient der jeweiligen Rechenzeiten
von djssif und dssqr zwischen etwa 7.7 (n = 2) und 6.4 (n = 17) lag. Das QR-
Verfahren war iiberdies recht unempfindlich gegeniiber mehrfachen Eigenwerten.

In nachfolgender Tabelle wird die Anzahl der Operationen bei den Jacobi-
Verfahren zusammengestellt. Beim Paardekooper-Verfahren wird neben der An-
zahl der Zyklen auch die Zahl der Rotationen angegeben. Bei dem in dieser Arbeit
vorgestellten impliziten Verfahren wird neben der Zahl der Zyklen die Anzahl der
Diagonalisierungen von 4 x 4-Submatrizen angegeben, wobei auch Transforma-
tionen im Rahmen der modifizierten Zyklen entsprechend beriicksichtigt werden.
Auch hier werden die Ergebnisse fiir alle  zusammengefaf3t.

Zahl der Zyklen Zahl der Rotationen
bzw. 4 x 4-Diagonalisierungen
Verf. e 0o mMmin max Ua Oq min max
n=10 | dprd 5 1.0 7 812 163 482 1202
djssif | 7 1.1 11 205 51 92 425
n=25 | dprd 6 0.9 9 7131 994 4738 9766
djssif | 8 1.3 13 1455 361 842 2586

11| 37573 4690 16822 49650
14 6613 2169 1931 12806
11 | 180149 14794 155146 204978
16 | 27587 7227 14368 44814

n=>50 | dprd 8 1.0
djssif | 10 1.7
n=100 | dprd 10 0.9
djssif | 11 1.7

CO OOl H=|O =t W




6.2. Numerische Resultate 185

Die recht grofie Streubreite der Rechenzeiten bei djssif spiegelt sich hier
in einer ebenso grofien Streubreite der Zahl der Zyklen und Diagonalisierungen
wider. Die asymptotisch quadratische Konvergenz trat also haufig erst recht spit
ein. Resultate zur asymptotisch quadratischen Konvergenz werden weiter unten
zusammengefafit.

Als néchstes betrachten wir die maximalen relativen Fehler der berechneten
Eigenwerte aller Verfahren gegeniiber den von qjssif in vierfacher Genauigkeit
berechneten Werten. Sind also A;, # = 1...n, die positiven Imaginérteile der von
qjssif berechneten Eigenwerte, und X, die auf dieselbe Weise geordneten und
von einem anderen Verfahren berechneten Eigenwerte, so bestimmen wir fiir jedes
Verfahren und jede Testmatrix

= max Li —
e= I<i<n )\

und stellen diese maximalen relativen Fehler in nachfolgender Tabelle dar. Die
wesentliche Aussagekraft liegt hier bei den Exponenten den jeweiligen Werte. Zur
Darstellung von T positiven Testergebnissen x;, t = 1...7T, verwenden wir hier
daher das geometrische Mittel

=

o = ([T 20" = exp(: 3~ log(z)

t=1

und die geometrische Streuung

T T
o, = exp( Z log ;) — Z log ;) 1/2
T t=1

Weil wir erwarten, dafl die Ordnung der Matrix in der Praxis keine Rolle
spielt (was man auch der Tabelle entnehmen kann), fassen wir die Tabellen-
eintrige fiir alle oben angegebenen n zusammen. Angaben iiber die Kondition
k(S) = [|S|]2||S7!||2 der Testmatrizen wurden gleichfalls in die Tabelle aufge-
nommen.

‘ Maximale relative Fehler gegeniiber qjssif ‘

Verf. Ly o min max
n =2 sssqr | 6.7e—07 1.8e+00 2.1e—07 4.0e—06
80 Tests | dssqr | 1.5e—15 1.6e+00 4.0e—16 5.5e—15
sprd | 1.0e—06 2.2e4+00 2.1e—07 6.4e—06
dprd | 1.8e—15 1.8e+00 4.3e—16 T7.7e—15
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sjssif | 4.3e—06 2.1e+00 1.3e—06 2.6e—05
djssif | 1.3e—14 2.9e+00 2.2e—15 4.6e—13
dsjssif | 2.3e—06 1.6e+00 9.7e—07 6.3e—06
k(S) 3.3e+02 5.3e+00 1.6e+00 3.0e+403

n=2>5 sssqr 1.9e—06 7.4e4+00 2.5e—07 1.3e—02
80 Tests | dssqr 4.5e—15 7.9e+00 7.0e—16 2.2e—11
sprd 1.1e—06 2.5e4+00 2.5e—07 2.1e—05
dprd 2.1e—15 2.1e4+00 6.3e—16 1.4e—14
sjssif | 3.6e—06 1.8e+00 1.0e—06 2.2e—05
djssif | 9.6e—15 2.2e+00 2.8e—15 7.0e—14
dsjssif | 2.2e—06 1.7e+00 7.4e—07 7.5e—06
k(S) 7.1e+05 8.5e+02 1.0e+00 5.0e408

n=2~8 sssqr 8.4e—06 5.2¢e+01 3.4e—07 9.4e—01
80 Tests | dssqr 1.7e—14 4.7e4+01 5.2e—16 2.8e—09
sprd 4.8¢—06 6.4e+01 1.7e—07 1.0e405
dprd 3.7e—15 4.6e+00 6.le—16 2.6e—12
sjssif | 3.3e—06 1.7e+00 1.2e—06 1.3e—05
djssif | 8.0e—=15 2.0e+00 2.1e—15 4.8e—14
dsjssif | 2.0e—06 1.5e+00 7.7e—07 5.5e—06
k(S) 5.8e+09 2.3e+02 1.0e+00 6.6e+13

n=15 | sssqr 3.3e—04 2.3e+03 2.7e—07 6.0e4-06
80 Tests | dssqr 4.8¢—13 1.1e4+03 5.6e—16 &8.1e—03
sprd 5.5e—03 3.1e+04 4.0e—07 1.2e+13
dprd 1.5e—13 3.2e+02 7.9e—16 1.0e—06
sjssif | 3.0e—06 2.1e+00 6.3e—07 2.1e—05
djssif | 6.9e—=15 1.9e+00 2.6e—15 6.0e—14
dsjssif | 1.9e—06 1.7e+00 6.7e—07 9.9e—06
k(S) 1.5e+18 6.5e4+05 1.6e+00 5.5e+25

n=17 | sssqr 5.0e—04 1.2¢e+04 3.3e—07 1.le+12
80 Tests | dssqr 1.2e—12 1.3e+04 5.6e—16 4.3e+03
sprd 4.3e—02 8.6e4+04 2.8e—07 7.5e+11
dprd 5.1e—13 1.7e+03 8.4e—16 5.0e—03
sjssif | 2.7e—06 1.9e+00 7.3e—07 2.6e—05
djssif | 6.8e—15 1.8e+00 1.9e—15 4.le—14
dsjssif | 1.7e—06 1.6e+00 7.1e—07 7.7e—06
K(S) 1.1e+21 2.8e+06 1.2e+00 1.9e+29

Wie erwartet, liefern die impliziten Jacobi-Verfahren xjssif kleine relati-
ve Fehler, und zwar offensichtlich unabhéngig von der Ordnung. Die mit QR-
Verfahren berechneten Eigenwerte weisen unerwartet héufig ziemlich kleine rela-
tive Fehler auf. Dieses Phédnomen tritt auch bei anderen Testmatrizen ein.
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Mit nachfolgender Tabelle begriinden wir die am Schluf§ von Abschnitt 5
geduBerten Erwartungen. Wir betrachten neben |S|g die Matrizen M gemé8 (5.4)
und Lg = L(Sl) gemafl Satz 5.0.6. Die Vermutungen

e max(diag(M)) ~ min(diag(M))

° 1/)\m1n(ISIS) ~ 1/)\m1n(M)

finden wir durch nachfolgende Tabelle bestatigt. Die Tabelle enthilt auch Anga-
ben iiber Umin(is). Wir fassen die Testergebnisse fiir alle 7 und alle n zusammen
und verwenden wieder geometrisches Mittel und geometrische Streuung, die in
diesem Fall allerdings nahezu den arithmetischen Vergleichswerten entsprechen.

‘ Eigenschaften von M, |S|s und L bei djssif (400 Tests) ‘

ug O'g min max
Amin (M) 2.0e—01 1.6e+00 3.8e—02 6.7e—01
Amin (| S]s) 7.8¢—01 1.2e4+00 5.6e—01 1.0e-+00
Amin(M) /Amin(|S]s) | 2.6e—01  1.6e4+00 5.9e—02 7.6e—01
Omin(Ls) 2.3e—01 1.6e+00 4.7e—02 6.6e—01

Man konnte eine garantierte obere Schranke fiir den relativen Fehler der be-
rechneten Eigenwerte angeben, indem man gemifl (5.2) nach jeder Diagonali-
sierung einer 4 x 4-Submatrix sowie jeder Transformation der Modifikation die
Berechnung von 1/ Umin(L(éf)) mit einem Aufwand von etwa 8n®/6 Operationen
(Cholesky-Zerlegung) vornimmt. Dieser Aufwand wiirde aber die Komplexitét des
Verfahrens erhohen. Wir wollen uns daher mit oberen Schranken von 1/ amin(L(Si))
zufrieden geben und diese aus bereits berechneten Zwischenresultaten gewinnen.
Derartige Abschétzungen werden wir nun betrachten. Sei

2n 2n
n=[[1Ls, =LY = VH(LELs) (6.1)
j=1 j=1
und -
Ti = —— , i>1.
det(KSl.)

wobei K| s; die im ¢-ten Schritt diagonalisierte 4 x 4-Submatrix ist. Nach 2.3.1 gilt
dann
1
7@.) S \/E = Shi
Omin(Lg’)  Ti

Auf diese Weise haben wir monoton fallende obere Schranken sh;. Bei modifizier-
ten Zyklen ist sh entsprechend zu erneuern. Wir geben noch weitere Schranken

, e=-exp(l) . (6.2)
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an. Nach Satz 3.1.4 bzw. Satz 3.1.5 gilt

1 )‘maX(KSi>
Ty = @
Umin(LS ) Umin(LS )

=:8€; ,

wobei Kg, die im i-ten Schritt diagonalisierte 4 x 4-Submatrix ist. Bei Trans-
formationen im modifizierten Zyklus kann man wegen Satz 3.1.6 eine &hnliche
Abschitzung angeben. Mit Hilfe des berechneten 1/ Umin(L(Sl)) erhalten wir also
monoton wachsende Schranken se;. Mit nachfolgender Tabelle machen wir Anga-
ben iiber den numerisch ermittelten Wert sh;. Aulerdem geben wir die kleinste
Nummer r der 4 x 4-Diagonalisierung, fiir die se; > sh;, i > r, gilt, an, sowie
sey. Angaben zu se; = 1/Anin(Lg) sind bereits in obiger Tabelle enthalten. Die
Skalierung 7 ist hier belanglos, so dal Werte fiir verschiedene 1 zusammengefafit
werden.

Verhalten von l/amin(Lg)) im Programm djssif

Ua Oq min max
n =10 shy | 3.6e+02 6.7e4+02 7.7e4+00 4.9e+03
150 Tests | r 22 9 1 41

se, | 3.0e+01 3.2e4+01 4.0e+00 1.5e+02
n =25 shy | 4.7e+11 3.3e+12 1.1e402 2.3e+13
100 Tests | r 200 43 111 266
se, | 7.0e+06 4.4e+07 1.2e4+01 3.2e4+08
n =50 shy | 1.3e+26 6.5e+26 1.1e4+05 3.3e+27
100 Tests | r 841 184 279 1054
se, | 9.0e+16 4.4e+17 2.8e+02 2.3e+18
n =100 | sh; | 2.1e+71 1.1e+72 6.8e+08 5.4e+72
50 Tests | r 3315 799 1549 4572
se, | 3.2e+48 1.6e+49 1.7e+04 8.0e+49

Man erkennt, dafl die Schatzwerte hochstens fiir kleine n brauchbar sind. Die
Rotation r befindet sich stets innerhalb des ersten Zyklus.

Abschlieflend betrachten wir noch die Quotienten von tatsidchlichem maxi-
malen relativen Fehler g und erwartetem relativen Fehler or geméfl (5.3), wobei
wir die Testergebnisse fiir alle n und alle n wieder zusammenfassen kénnen. Die
nachfolgende Tabelle zeigt, dafl der erwartete Fehler in der Tat realistisch ist.
Hier werden nur Ergebnisse der Programme sjssif und djssif ausgewertet.
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Quotienten tatsidchlicher maximaler rel. Fehler
und erwarteter maximaler rel. Fehler (400 Tests)

Verf. fg o min max

sjssif | 3.0e+00 1.7e+00 8.0e—01 2.7e+01
djssif | 4.2e+00 1.9e+00 1.1e+00 1.8e+02

Matrizen mit vorbestimmter Kondition von |S]|s

In diesem Unterabschnitt betrachten wir solche schiefsymmetrischen Matrizen,
deren Eigenschaften hinsichtlich der Storungstheorie man bereits bei ihrer Ge-
nerierung vorbestimmen kann. Wir generierten Matrizen der Ordnung 2n auf
folgende Weise:

1.

Bestimmung von 4,7 > 0 und Bildung von D = diag(exp(d(2r; — 1))) €
R sowie A = diag(exp(n(2s; — 1))) € IR*™™?", wobei r;,s; € [0,1]
yzufillig* und absteigend geordnet sind.

Anwendung eines ,, Anti-Jacobi“-Verfahrens nach Veseli¢ auf Ag = A. Dies
besteht aus einer Folge orthogonaler Ebenenrotationen A,,,; = XZLAme,
wobei die X, auf folgende Weise bestimmt werden. Seien

a c cs  sn
c b ’ —sn c¢s

die Pivotsubmatrizen von A,, bzw. X,,. Dann ist

1 o st B sign(() = 2¢
VIt B K HVIFEE T b—a’

Die Folge der auf diese Weise erzeugten Matrizen A,, konvergiert gegen eine
Matrix A mit {ibereinstimmenden Diagonalelementen, d.h. k(A) = k(Ag).
Die Konvergenz ist sehr langsam, jedoch bereits nach wenigen (ca. 2) Zyklen
gilt max(diag(A))/ min(diag(A)) < 10.

. Bestimmung von |H| = DAD.

Berechnung der Eigenwertzerlegung von |H| mit dem Verfahren dsyevj
gemaf [29], d.h. Bestimmung eines orthogonalen V' und eines diagonalen A’
mit VT|H|V = A’. Die Diagonalelemente von A’ seien absteigend geordnet.

. Bildung der Diagonalmatrix A, deren Diagonalelemente die geometrischen

Mittel benachbarter Diagonalelemente von A’ sind, d.h.

- _ / / y
Agigi = Noi_19i—1 = \/Agi_mi_lAgmi , i=1...n.
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6. Bestimmung der schiefsymmetrischen Matrix S = PV J,AVTPT  wobei P
noch eine ,zufillige* Permutationsmatrix ist.

Unter Zuhilfenahme von
RN R |10 2 _
I R PR B

mit U} J,U, = iJ] haben wir nun

IS| = |PVLAVTPT| = |[iPVAY?U,J U APV P
= [iPVUAY2J AUV PT| = PVU,AUVTPT
= PVAVTPT .

Wir kénnen annehmen, dafl obiger Schritt 5. die Eigenwerte von A’ nicht stark
(d.h. nicht in ihrer Grofenordnung) veréndert, so dafi wir

)\min(ISIS) = )\mln((VAVT)S) ~ )\min((VA/vT)S> = )\mln(IHIS> = )\mln(A)
(6.3)
erhalten. Die unten aufgefiihrten numerischen Resultate bestétigen diese Annah-
me. Die Eigenwerte von A sind jedoch nach Schritt 1. bekannt. (6.3) gilt natiirlich
auch fir Apax(+) und £(+). Es wurden numerische Tests fiir

n=2, 6€{25,8,1517 , ne {10,25,50,100}

vorgenommen, und zwar 30 Tests fiir n = 10, jeweils 20 Tests fiir n = 25, n = 50
und 10 Tests fiir n = 100. Insgesamt wurden also 400 Matrizen dieses Typs ge-
neriert.

Bei der Darstellung der Testergebnisse gehen wir analog zum vorhergehen-
den Unterabschnitt vor. Zuerst geben wir einen Uberblick iiber die Rechenzeiten,
wobei die Ergebnisse fiir verschiedene § zusammengefafit werden.

Rechenzeiten in 1/100 sec.
bei Matrizen mit vorbestimmtem |S]s

Verf. La 0, min  max
n=10 dssqr 3 06 1 4
150 Tests | dprd 20 1.2 17 25
djssif 3 1.0 1 7
n=25 dssqr 9 1.0 7 11
100 Tests | dprd 316 7.6 294 335
djssif 31 9.8 19 52
n=>50 dssqr 43 3.6 38 53

100 Tests | dprd 2610 31 2501 2683
djssif 214 69 125 355
n=100 dssqr 290 20 266 345
50 Tests | dprd 16745 9686 2580 23827
djssif | 1650 478 992 2489
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Das QR-Verfahren dssqr war fiir n = 100 etwa 4.9 bis 6.4 mal schneller als

djssif mit einem Mittel bei etwa 5.4.

AnschlieBend geben wir analog zum vorhergehenden Unterabschnitt einen

Uberblick iiber die Zahl der Operationen, zusammengefafit fiir alle ¢.

Zahl der Zyklen Zahl der Rotationen
bzw. 4 x 4-Diagonalisierungen
Verf. [la 0, min max T O, min max
n=10 | dprd 4 0.9 3 6 663 152 426 1050
djssif | 4 0.9 3 6 100 34 53 196
n=25 | dprd 6 0.7 5 8 6766 806 5070 8430
djssif | 5 1.2 4 8 894 336 501 1636
n=50 | dprd 8 1.0 6 10 | 36454 4362 28276 48328
djssif | 7 1.5 5 10 4498 1707 2389 7739
n=100 | dprd 10 1.1 8 11 | 175794 19570 143446 204416
djssif | 8 1.3 6 11| 21952 7432 12281 34523

Als néchstes betrachten wir wieder die maximalen relativen Fehler der be-
rechneteten Eigenwerte gegeniiber den mit qjssif berechneten Werten. Wie im
vorangehenden Unterabschnitt werden hier das goemetrische Mittel 11, und die
geometrische Streuung o, verwendet. Wir fassen wieder die Ergebnisse fiir alle n
zusammen.

‘ Maximale relative Fehler gegeniiber qjssif

Verf. Lg o min max
0=2 sssqr 9.0e—07 1.8e+00 2.9e—07 3.3e—06
80 Tests | dssqr 2.3e—15 1.9e+00 6.5e—16 7.5e—15

sprd 1.8e—06 2.5e4+00 3.4e—07 1.3e—05

dprd 3.1e—15 2.4e+00 7.6e—16 3.7e—14
sjssif | 5.4e—06 2.6e4+00 9.9e—07 3.1e—05
djssif | 1.3e—14 2.9e+00 2.6e—15 7.4e—14
dsjssif | 3.1e—06 2.2e+00 8.7e—07 1.3e—05

K(S) 2.9e+03 2.4e+00 1.5e+02 9.5e+03
=5 sssqr 2.9e—06 6.0e+00 2.1e—07 2.8e—04
80 Tests | dssqr 6.0e—15 5.7e+00 5.5e—16 6.4e—13

sprd 2.4e—05 8.9e+00 5.0e—07 2.8e—02
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dprd | 3.2e—14 7.0e+00 7.2e—16 2.2e—12
sjssif | 4.0e—06 2.3e+00 9.6e—07 3.3e—05
djssif |9.de—15 2.6e+00 23e—15 5.8e—14
dsjssif | 2.2e—06 2.1e+00 5.7e—07 9.5e—06
k(S) 1.0e+08 4.0e400 1.4e+06 5.5e+08

0=38 sssqr 4.6e—06 1.1le+01 2.0e—07 1.9e—03
80 Tests | dssqr 1.1e—14 1.1e+01 6.7e—16 1.4e—11
sprd 7.5e—02 5.0e+01 3.7e—05 2.4e+401
dprd 5.7e—=12  4.0e+01 1.8e—15 3.5e—09
sjssif | 3.6e—06 2.3e+00 8.6e—07 5.3e—05
djssif | 8.3e—15 2.6e+00 2.0e—15 6.le—14
dsjssif | 1.8e—06 1.9e+00 5.4e—07 8.3e—06
k(S) 4.2e+12 5.9e+00 3.4e+10 9.0e+13

=15 | sssqr 1.5e—05 3.3e+01 1.8e—07 1.4e—01
80 Tests | dssqr 3.8¢—14 2.8e+01 6.4e—16 5.0e—11
sprd 1.1e406 1.9e4+04 2.4e—02 2.6e+16
dprd 1.6e—05 5.2e4+03 1.9e—13 5.5e+03
sjssif | 3.1e—06 2.3e+00 7.1le—07 4.9e—05
djssif | 6.8e—=15 2.6e+00 1.5e—15 4.7e—14
dsjssif | 1.4e—06 1.9e+00 3.4e—07 1.4e—06
K(S) 8.9e+23 5.2e+02 1.3e+18 7.8e+25

0 =17 | sssqr 1.7e—=05 2.8e+4+01 1.7e—07 2.4e—02
80 Tests | dssqr 4.3e—14 2.5e+01 8.2e—16 5.6e—11
sprd 3.1e+08 1.2e4+06 9.3e—03 2.0e+20
dprd 6.5e—04 4.5e+04 4.6e—12 4.8e407
sjssif | 2.6e—06 2.2¢e+00 5.9e—07 2.6e—05
djssif | 6.3e—15 2.7e+00 &.4e—16 3.6e—14
dsjssif | 1.3e—06 1.9e+00 3.1e—07 4.0e—06
k(9) 1.2e+27 1.1e+02 6.2e4+20 2.0e+29

Auch wird wird deutlich, dal die mit QR-Verfahren berechneten Eigenwer-
te unerwartet kleine relative Fehler haben. Das QR-Verfahren liefert trotz ho-
her Kondition oft noch brauchbare Ergebnisse. Hingegen sind die Ergebnisse des
Paardekooper-Verfahrens meist unbrauchbar.

Rechenzeiten und relative Genauigkeiten sind also beim Paardekooper-Ver-
fahren unbrauchbar. Wir werden es in den nachfolgenden Unterabschnitten daher
nicht mehr zu Vergleichszwecken heranziehen.

Anschliefend betrachten wir wieder Eigenschaften der Matrizen |S|s, M ge-
méB (5.4) und L = L(Sl) gemif Satz 5.0.6. Der nachfolgenden Tabelle kann man
auch entnehmen, dafl die Testmatrizen die erwarteten Eigenschaften haben, denn
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ihre Kondition ist hoch, wéhrend die Kondition von |S|s zumeist klein ist.

‘ Eigenschaften von M, |S|s und L bei djssif (400 Tests) ‘

ug O‘g min max
Amin (M) 6.3e—02 3.3e+00 5.4e—07 3.4e—01
Amin (| S]s) 1.1e—01 3.7e+00 6.4e—07 4.4e—01
Amin(M)/Amin(1S]s) | 5.8e—01  1.5¢+00 1.9e—01 1.0e+00
Omin(Ls) 3.5e—01 1.8e+00 6.0e—02 9.2e—01

Wie ir(% vorangehenden Unterabschnitt betrachten wir nun das Verhalten von
1/Umin(L5% )

‘ Verhalten von l/amin(Lg)) im Programm djssif

lha Oq min max
n =10 shy | 5.8e+00 6.8e+00 1.8e+00 4.9e+01
150 Tests | r 17 12 1 44

se, | 3.8e+00 2.6e+00 1.7e4+00 1.9e+01
n =25 shy | 1.1e+05 5.5e+05 5.5e+00 3.9e+06
100 Tests | r 100 31 35 172
se, | 1.6e+03 6.0e4+03 3.6e4+00 4.2e+404
n = 50 shy | 4.8e+16 1.2e+16 3.1e+03 5.4e+16
100 Tests | r 537 98 350 698
se, | 6.3e+10 2.1e4+11 1.5e4+02 1.1le+12
n =100 | shy | 6.9e+41 3.0e+42 1.6e+12 1.5e+43
50 Tests | r 2428 287 1801 2870
se, | 4.4e+31 2.1e4+32 1.7e407 1.1e433

Die damit bestimmbaren Schitzwerte sind auch hier allenfalls fiir kleine n
brauchbar, wenngleich die hier erzielten Ergebnisse zumeist etwas giinstiger sind
als die im vorangehenden Unterabschnitt.

Als letztes folgt auch hier eine Tabelle iiber das Verhéltnis von tatsédchlichem
zu erwartetem Fehler. Es werden nur Ergebnisse von sjssif und djssif ausge-
wertet.

Quotienten tatsichlicher maximaler rel. Fehler
und erwarteter maximaler rel. Fehler (400 Tests)

Verf. Lg o min max
sjssif | 1.5e+00 4.5e+00 4.0e—06 1.2e+01
djssif | 1.9e+00 4.9e+00 5.8e—06 1.2e+01

Wie im vorangehenden Unterabschnitt sind die erwarteten Fehler in der Tat
realistisch oder sogar grofler als die tatséichlichen Fehler.
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Tridiagonale Matrizen

Kleine relative Storungen schiefsymmetrischer tridiagonaler Matrizen fithren zu
kleinen relativen Anderungen der Eigenwerte [12]. Schiefsymmetrische tridiago-
nale Matrizen bestimmen also ihre Eigenwerte unabhéngig von der Kondition
gut.

Das in Abschnitt 6.1 beschriebene QR-Verfahren bestimmt die Eigenwerte
solcher Matrizen mit kleinen relativen Fehlern [12]. Dies erwarten wir auch vom
hier eingefiihrten impliziten Verfahren. In diesem Unterabschnitt prisentieren
wir numerische Resultate zu diesen Matrizen. Die Matrizen wurden auf folgende
Weise erzeugt:

1. Bestimmung der Ordnung 2n und eines n € {2,5,8,15,17}.

2. Generierung von D = diag(d;) mit §; = exp(n(2r; — 1)), i =1...2n — 1,
und ,,zufélligen r; € [0, 1].

3. Generierung von E = diag(c;) mit ,zufilligen“ o; € {—1,1},i=1...2n—1.

4. Generierung der Testmatrix S mit S; ;41 = =Sit1;, = D;E;, i =1...2n—1,
und S;; = 0 sonst.

Fiir jedes n € {2,5,8,15,17} und n = 10 wurden 30 Testmatrizen, fiir n = 25,
n = 50 wurden 20 Matrizen, und fiir n = 100 wurden 10 Testmatrizen generiert,
insgesamt also 400 Matrizen.

Die Kondition der auf diese Weise erzeugten Matrizen wird sehr groff und
bei den einfach genauen Programmen tritt haufig Unter- oder -iiberlauf ein. Wir
verzichten daher in diesem Unterabschnitt auf die Darstellung der Ergebnisse der
einfach genauen Programme.

Wie angekiindigt, werden wir die Ergebnisse der Paardekooper-Verfahren in
diesem Unterabschnitt nicht mehr auffiithren. Es sei hier nur erwiahnt, dafl diese
Verfahren hinsichtlich der erzielten Genauigkeit keine brauchbaren Ergebnisse
liefern.

Auf die Angabe der Rechenzeiten verzichten wir hier auch. Nachfolgend geben
wir sogleich die Zahl der erforderlichen 4 x 4-Diagonalisierungen beim Verfahren
djssif an. Mit Hilfe der entsprechenden Angaben in den vorangehenden Unter-
abschnitten kénnten Schétzwerte fiir die Rechenzeiten bestimmt werden.

‘ ‘ Zahl der Zyklen ‘ 4 x 4-Diagonalisierungen ‘
n| e, 0, mMmin max Ua 0, min max
10 3 0.9 2 ) 61 42 13 159
251 4 0.9 3 6| 293 294 46 996
50 4 1.0 3 6| 799 971 105 3678
100 4 1.0 3 6 | 1807 2417 224 8936
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Bei Matrizen dieser Art sollte natiirlich das QR-Verfahren das Verfahren der
Wahl sein, weil die Matrix nicht trianguliert zu werden brauch und somit die
Rechenzeit vernachlissigbar ist. Auflerdem werden die Eigenwerte mit hoher re-
lativer Genauigkeit berechnet. Dies kommt in der nachfolgenden Aufstellung der
erzielten maximalen relativen Fehler in den berechneten Eigenwerten auch zum
Ausdruck. Wir verzichten hier wie angekiindigt auf die Ergebnisse der einfach
genauen Programme.

‘ Maximale relative Fehler gegeniiber qjssif ‘

Verf. fig o min max
n =2 dssqr | 2.3e—15 2.0e+00 6.9e—16 3.7e—14
80 Tests | djssif | 5.0e—15 1.6e4+00 1.8e—15 1.6e—14
k(S) 9.2e+04 1.7e4+03 3.5e+01  8.4e+22

n=>5 dssqr | 1.5e—15 1.5e+00 5.4e—16 4.2e—15
80 Tests | djssif | 3.5e—15 1.9e4+00 9.6e—16 2.8e—14
k(9) 4.6e+11 1.6e4+06 7.7e+02 1.7e427

n=2~8 dssqr | 1.2e—15 1.5e4+00 5.6e—16 1.4e—14
80 Tests | djssif | 2.8e—15 2.1e+00 7.0e—16  2.6e—14
K(S) 1.6e+20 4.0e+12 2.2e+04  1.8e+80

n=15 dssqr | 7.5e—16 1.5e+00 2.7e—16 2.1le—15
80 Tests | djssif | 2.0e—15 2.0e+00 5.1le—16 1.4e—14
K(S) 1.5e4+39 1.4e+4+27 1.4e+10 2.9e+169

n=17 |dssqr | 7.0e—16 1.4e+00 2.7e—16 1.6e—15
80 Tests | djssif | 1.6e—15 1.8e+00 5.2e—16 1.3e—14
k(S) 4.7e4+39 9.9e+20 1.2e+12  2.4e+97

Wir erwarteten vom impliziten Jacobi-Verfahren kleine relative Fehler in den
berechneten Eigenwerten. Diese Erwartung wird also bestétigt. Das etwas uner-
wartete Verhalten der Kondition ist ohne Belang.

Wir betrachten nun Eigenschaften der Matrizen |S|g, M geméaf (5.4) und
L= L(Sl) geméaf Satz 5.0.6. Wir erwidhnen hier jedoch nur die Resultate fiir n = 2
und n € {10,25,50} sowie fir n € {5,8} und n = 10. Bereits fiir n € {5,8}
sind die Ergebnisse nicht brauchbar. Die Darstellung der Resultate fiir andere
71, n ist somit nicht sinnvoll und wurde unterlassen. Da die tatséchlichen maxi-
malen relativen Fehler klein sind, zeigt dies deutlich, dafl die Fehleranalyse der
schiefsymmetrischen Zerlegung dieser Art von Matrizen verbessert werden sollte.
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Eigenschaften von M, |S|s und L bei djssif(400 Tests)

fg o4 min max

n=2 max;(M;;)/ min; (M) | 1.8e+00 1.2e+00 1.4e+00 2.9e+00
n=10 | Agin(M) 8.2e—03 82e+00 6.3e—05 1.7e—01
50 Tests | Amin(]S]s) 9.8e—03 8.4e+00 7.6e—05 2.0e—01
Amin(M)/Amin(]S]s) | 8.4e—01 1.1e4+00 7.2e—01 9.8e—01

Ommin(Ls) 5.5e—01 1.1e+00 3.9e—01 7.le—01

n=2 max;(M;;)/ min;(My;) | 2.4e+00 1.2e+00 1.8e+00 2.9e+00
n=25 | Agin(M) 2.8¢—05 4.6e+01 1.1e—08 3.8¢—03
30 Tests | Amin(]S]s) 3.4e—05 4.4e4+01 1.6e—08 4.0e—03
Amin(M)/Amin(IS]s) | 8.3e—01 1.1e+00 7.1e—01 9.8e—01

Omin(Ls) 4.5e—01 1.1e+00 3.6e—01 5.4e—01

n=2 max;(M;;)/ min;(My;) | 2.7e+00 1.1e+00 2.2e4+00 3.4e+00
n=>50 | Apin(M) 3.6e—05 4.3e+01 4.5e—09 1.5e—03
30 Tests | Amin(]S]s) 4.4e—05 4.4e+01 5.1e—09 2.0e—03
Amin(M)/Amin(1S]s) | 8.3e—01 1.1e+00 7.0e—01 9.7e—01

Omin(Ls) 4.0e—01 1.1e+00 2.9e—01 5.2e—01

n=>5 | max;(M;)/min;(M;) | 1.5e+00 1.3e+00 1.0e+00 2.1e+00
n=10 | Aum(M) 1.9e—05 9.3e+02 3.0e—14 1.9e—02
50 Tests | Amin(]S]s) 2.1e—05 9.2e4+02 3.le—14 2.1e—02
Amin(M)/Amin(|S]s) | 9.1e=01 1.1e+00 7.1e—01 1.0e-+00

Omin(Ls) 6.7e—01 1.2e+00 4.4e—01 8.9e—01

n=_8 max;(M;;)/ min;(M;;) | 1.4e+00 1.3e+00 1.0e+00 2.2e+00
n=10 | Aum(M) 2.3e—07 1.4e+04 4.6e—17 1.8e—01
50 Tests mm(lSls) 2.8¢—07 1.1e+04 6.4e—16 2.2e—01
Amin(M) /Amin(|S]s) | 8.5e—01 1.7e4+00 5.1e—02 1.0e+00

Omin(Ls) 7.1e—01 1.2e+00 5.1e—01 9.7e—01

Bei tridiagonalen Matrizen sind wihrend des Verfahrens anfallende Meiwerte
durchaus haufig zur Bestimmung garantierter oberer Schranken fiir den relativen
Fehler in den Eigenwerten verwendbar, wie nachfolgende Tabelle iiber die Ent-
wicklung von 1/ Umm(L(;)) zeigt. Tridiagonale Matrizen unterscheiden sich hierin
also von den in den vergangenen unterabschnitten behandelten Matrizen. Wir fas-
sen die Ergebnisse fiir alle n und alle  zusammen. Die angegeben Werte wachsen

leicht mit n.

Verhalten von l/amin(Lg)) im Programm djssif

Ua Oq min max
shy | 1.2e4+04 1.0e+05 1.8e+00 1.2e+4-06
T 85 95 1 561
se, | 8.0e4+01 5.4e4+02 1.7e400 7.1e4+03
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Eine Aufstellung der Quotienten der tatsdchlichen relativen Fehler und den
erwarteten relativen Fehler geben wir hier nicht, weil die in der vorletzten Tabelle
dargelegten Resultate von Ay, (M) und Umin(is) zu unrealistisch hohen erwar-
teten Fehlern fithren wiirden. Allenfalls fiir kleine n und kleine n ergéiben sich
brauchbare Schitzwerte.

Azyklische Matrizen

Matrizen, deren Graph azyklisch ist, heiflen auch selbst azyklisch. Azyklische
Matrizen bestimmen nach [11] ihre Singuldrwerte unabhéngig von der Kondition
gut, d.h. kleine relative Storungen der nichtverschwindenden Elemente der Matrix
fithren zu kleinen relativen Anderungen der Singulirwerte. Sei A azyklisch und
nichtsingulédr. Dann sind die positiven Imaginérteile der Eigenwerte von

0 A
s=| e )
genau die positiven Singuldrwerte von A. Kleine relative Storungen der Elemente

von S fithren also zu kleinen relativen Anderungen der Eigenwerte von S. Ein
Bisektionsverfahren zur genauen Eigenwertbestimmung wurde in [12] angegeben.

Auch vom hier vorgeschlagenen impliziten Verfahren erwarten wir eine hohe
relative Genauigkeit in den berechneten Eigenwerten. Resultate werden in diesem
Unterabschnitt angegeben. Auf einen direkten Vergleich mit dem in [12] angege-
benen Verfahren wurde verzichtet. Das dortige Bisektionsverfahren wurde nicht
implementiert. Die relativen Fehler vergleichen wir wie in den vorangehenden
Unterabschnitten mit dem beschriebenen QR-Verfahren.

Folgende Typen azyklischer Matrizen wurden generiert und getestet:

1. Bestimmung der Ordnung 2n und eines n € {2,5,8,15,17}.

2. Generierung der Vektoren D € R", E € R"' mit D; = exp(n(2r; — 1)),
i=1...n,und E; = exp(n(2s;—1)),7=1...n—1. Dabei seien r;, s; € [0,1]
yzufallig®.

3. Bestimmung der Matrix A € IR™" mit A; = D;, i = 1...n, A;, = E;,
t=1...n—1,und A;; = 0 sonst.

4. Bestimmung der Testmatrix

S |
S_P[_ATO P,

wobei P noch eine , zuféllige* Permutationsmatrix ist.
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Fiir jedes n € {2,5,8,15,17} und n = 10 wurden 30 Testmatrizen, fiir n = 25,
n = 50 wurden 20 Matrizen, und fiir n = 100 wurden 10 Testmatrizen generiert,
insgesamt also 400 Matrizen.

Auch hier verzichten wir auf die Angabe von Rechenzeiten. Der Vollstandig-
keit halber geben wir lediglich eine Aufstellung der benéttigten Zahl der 4 x 4-
Diagonalisierungen des Programms djssif an. Schétzwerte fiir die Rechenzeiten
kénnten anhand der Angaben in den ersten beiden Unterabschnitten bestimmt
werden. Auf Angaben fiir die einfach und vierfach genauen Verfahren verzichten
wir hier. Wie angekiindigt, werden Angaben iiber das Paardekooper-Verfahren
nicht mehr aufgenommen.

‘ ‘ Zahl der Zyklen ‘ 4 x 4-Diagonalisierungen ‘
n|f, 0, Mmin max lha o, min max
10 4 1.0 2 6 83 45 18 184
251 4 1.1 3 6 606 359 142 1350
50| 5 1.0 3 71 2594 1669 552 5919
100 5 14 3 9| 11177 7819 2554 26743

Nachfolgend betrachten wir die relativen Fehler in den berechneten Eigenwer-
ten gegeniiber den vierfach genauen Ergebnissen. Angaben iiber die Kondition
der Testmatrizen sind in die Tabelle aufgenommen.

‘ Maximale relative Fehler gegeniiber qjssif ‘

Verf. Lg o min max
n =2 sssqr 8.6e—07 2.0e+00 2.6e—07 4.1e—06
80 Tests | dssqr 2.0e—=15 1.9e4+00 5.9e—16 9.5e—15
sjssif | 3.4e—06 2.1e+00 7.5e—07 1.9e—05
djssif | l.le—14 2.7e4+00 2.0e—15 7.6e—14
dsjssif | 1.8e—06 1.8e+00 6.8e—07 1.0e—05
k(S) 3.2e4+02 4.7¢e+00 1.6e+01 9.2e403

n=>5 sssqr 6.4e—07 1.6e+00 2.3e—07 2.2e—06
80 Tests | dssqr 1.7e—=15 1.7¢+00 6.4e—16 7.4e—15
sjssif | 1.9e—06 2.1e+00 5.1e—07 1.7e—05
djssif | 6.4e—15 2.3e+00 6.8e—16 3.3e—14
dsjssif | 9.4e—07 1.7e+00 2.6e—07 5.0e—06
k(S) 2.7e4+05 2.4e+01 1.4e+03 3.2e408

n=2~8 sssqr 5.1e—=07 1.6e+00 2.1e—07 2.1e—06
80 Tests | dssqr 1.6e—15 1.6e4+00 5.4e—16 4.5e—15
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sjssif | 1.1e—06 2.5e+00 1.2e—07 1.5e—05
djssif | 5.2e—15 2.4e+00 1.2e—15 2.6e—14
dsjssif | 5.4e—07 1.9e+00 1.4e—07 5.4e—06
k(S) 4.8¢+08 1.3e+02 1.1e+05 2.8e+13
n=15 | sssqr 3.8e—07 1.7e+00 1.1e—07 2.0e—06
80 Tests | dssqr 1.2e—15 1.5e4+00 3.9e—16 3.2e—15
sjssif | 7.5e—07 2.8e+00 8.8e—08 1.3e—05
djssif | 3.8e—15 2.4e+00 5.2e—16 2.6e—14
dsjssif | 3.2e—07 1.7e+00 8.8e—08 1.1e—06
K(S) 2.7e+16 3.0e+03 1.3e+10 3.2e+25
n =17 | sssqr 3.6e—07 1.6e+00 1.0e—07 9.5e—07
80 Tests | dssqr 1.1e—=15 1.6e+00 2.2e—16 3.5e—15
sjssif | 5.9e—07 2.7e+00 8.1e—08 8.6e—06
djssif | 3.2e—15 2.5e+00 6.2e—16 2.5e—14
dsjssif | 3.2e—07 2.0e+00 1.3e—07 4.5e—06
K(S) 1.5e+18 1.4e+04 3.3e+08 1.9e+28
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Insgesamt lieferte das QR-Verfahren genaue Resultate. Aber auch die Ergeb-
nisse der impliziten Verfahren haben kleine relative Fehler.

AnschliefSend betrachten wir wieder Eigenschaften der Matrizen |S|s, M ge-
miB (5.4) und L = L(Sl) gemafl Satz 5.0.6.

‘ Eigenschaften von M, |S|s und L bei djssif(400 Tests)

g 04 min max
max; (M;;)/ min;(M;;) | 2.3e4+00 2.0e+00 1.0e+00 2.6e+01
Amin (M) 1.5e—05 1.8e+03 8.7e—15 1.0e+00
Amin(15]5) 2.1e—05 1.9e+03 1.5e—14 1.0e+00
Amin(M) /Amin(]S]s) | 7.1e=01 1.4e4+00 2.0e—01 1.0e-+00
Ommin(Ls) 5.2e—01 4.7e+00 1.7e—01 1.0e+00

Nun stellen wir zusammen, wie sich 1/ O‘min(Lg)) verhalten hat, wobei wie die

Werte fiir alle n und alle n zusammenfassen.

Verhalten von l/amin(Lg)) bei djssif ‘
e Oq min max ‘
shy | 3.2e+01 3.50+02 1.6e+00 5.0e+03
r 69 257 1 3915
se, | 7.5e4+00 3.0e+01 1.0e+00 3.9e+02

Diese Werte sind also durchaus zur Bestimmung garantierter oberer Schranken
fiir die maximalen relativen Fehler in den berechneten Eigenwerten verwendbar.
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Die Werte wachsen leicht mit n. Bei anderen Typen von Matrizen (siehe die ersten
beiden Unterabschnitte) waren die Werte unbrauchbar.

SchlieSlich folgt auch hier eine Tabelle iiber das Verhéltnis von tatséchlichem
zu erwartetem Fehler.

Quotienten tatsidchlicher maximaler rel. Fehler
und erwarteter maximaler rel. Fehler (400 Tests)

Verf. fg o min max
sjssif | 1.5e—04 2.6e+03 1.2e—13 5.2e+00
djssif | 3.5e—04 2.0e4+03 1.8e—13 8.8e400

Die tatséichlichen Fehler sind hier also zumeist weitaus kleiner als die erwar-
teten maximalen relativen Fehler. Dies liegt vor allem am ungiinstigen Ay, (M).
Man kann erwarten, dafl die Storungstheorie dieser Art von Matrizen noch ver-
bessert werden kann.

6.2.2 Zum Konvergenzverhalten

In diesem Unterabschnitt betrachten wir ausschliefllich das in dieser Arbeit vor-
gestellte implizite Verfahren. Wir widmen uns dem Konvergenzverhalten seines
iterativen Teils.

Hinsichtlich des Konvergenzverhaltens sind explizites und implizites Verfahren
dquivalent. Alle Aussagen driicken wir daher in Termen des expliziten Verfahrens
aus. Sei L der Faktor der schiefsymmetrischen Zerlegung von S € IR?*™*?", also
S = —-8T = LJLT. AuBerdem sei K = LT L die symmetrische, positiv definite
Matrix, die im iterativen Teil mit einer Folge symplektischer Transformationen
diagonalisiert wird. Sei K = K und K®, i > 1, die transformierte Matrix vor
dem i-ten Zyklus. In jedem Zyklus werden n(n — 1)/2 Diagonalisierungen von
Submatrizen der Ordnung 4 vorgenommen, wobei die Transformationen in modi-
fizierten Zyklen entsprechend mitzuzihlen sind. Sei weiterhin K = D@ K g )D(i),
DU = diag((K j(»;))l/ 2), die jeweils skalierte Matrix.

Wir erwarten asymptotisch quadratische Konvergenz der skalierten Matrizen
zur Einheitsmatrix I, genauer

1KY —1)|e

lim —— 5= < (6.4)
i | KETY — 113

mit einem moderaten c. Einen Beweis werden wir nicht bringen. Wegen der endli-
chen Rechnergenauigkeit kann (6.4) natiirlich nur fiir méglichst grofie ¢ plausibel
gemacht werden. Insbesondere erwarten wir von den modifizierten Zyklen, dafl
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sie dem Verfahren auch bei mehrfachen Eigenwerten schliefilich zu quadratischer
Konvergenz verhelfen.

Zur Untersuchung des Verhaltens verwenden wir Resultate des vierfach genau-
en Programms qjssif. Wir bezeichnen die Abbruchkonstanten der Programme
djssif und sjssif mit TOLg bzw. TOL,. Solange max;; |Kg;)| > TOLy bzw.
> TOL;, gilt, sind die Zwischenergebnisse der verschieden genauen Programme
(nahezu) gleich. Die verschiedenen Genauigkeiten sind hier ohne Belang. Weil
bei den Programmen geringerer Genauigkeit die Berechnung frither abgebrochen
wird, kann man an ihren Ergebnissen das asymptotische Konvergenzverhalten nur
recht unzureichend beobachten. Wir beobachten daher die Resultate von qjssif
und verwenden diese zur Beurteilung des Konvergenzverhaltens der Programme
geringerer Genauigkeit. Sei

ks=  min {i>1} , kgy=  min {i>1}.
1K ~1| s<TOLs KD 1| p<TOL,
Fiir o = 1,2 geben dann die Werte

ks k
o IESY = 1I||e o IES? —1|e
o ks—1 ’ a = kqg—1
IS —1)% IS — 1114

S

Auskunft iiber das lineare bzw. quadratische Konvergenzverhalten der einfach
bzw. doppelt genauen Programme.

In den nachfolgenden Unterabschnitten geben wie die Resultate wieder, die
wir bei skaliert blockdiagonaldominanten Matrizen und bei Matrizen mit vorbe-
stimmter Kondition von |S|s erhielten.

Skaliert blockdiagonaldominante Matrizen

Die in diesem Unterabschnitt betrachteten Matrizen werden genauso erzeugt,
wie die entsprechenden Matrizen im vorangehenden Abschnitt (s. Seite 183). Die
Norm der Stérungsmatrix E variieren wir allerdings zwischen den drei Werten
0,107 und 1/2. Da die Skalierung hier ohne Belang ist, beschriinken wir uns auf
n=2.

Zuerst sei ||E|l2 = 0. Dies sind Matrizen, deren Eigenwerte in einfacher Ge-
nauigkeit als mehrfach erscheinen und in doppelter Genauigkeit sehr nahe bei-
einander liegen (Cluster). Fiir die Cluster ist der Fehler bei der Generierung der
Testmatrizen verantwortlich. Von sjssif konnen wir asymptotisch quadratische
Konvergenz erwarten, wiahrend in der letzten Phase vor dem Programmabbruch
von djssif nur noch lineare Konvergenz zu erwarten ist. Die oben definierten
Werte cl? und c[[f} haben sich, zusammengefaflt fiir alle 80 Testmatrizen der Ord-
nung n € {10, 25,50, 100}, so verhalten:
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| Konvergenzverhalten von gjssif (80 Tests) |

fbg o min max
Al 4.1e—12 7.1e+00 2.1e—13 1.8e—08
21 1.6e—09 2.8e+01 1.7e—11 5.6e—04

M 7.6e—02 2.6e+00 1.9e—03 6.0e—01
m 1.2e+14 2.5e4+00 8.5e+12 1.7e+15

N

Sei nun ||E|ly = 107!, Diese Matrizen erscheinen dem einfach genauen Pro-
gramm sjssif wie solche mit mehrfachen Eigenwerten. Fiir das doppelt genaue
Programm erscheinen sie hingegen wie solche mit verschiedenen Eigenwerten. Fiir
das einfach genaue Programm sjssif erwarten wir also asymptotisch quadrati-
sche Konvergenz.

| Konvergenzverhalten von gjssif (80 Tests) |

fbg o min max
Al 2.8¢—07 3.9e+01 1.4e—10 4.7e—05
21 6.5e—03 9.0e+02 2.0e—08 2.3e+02

2
6.3e—05 1.6e+01 4.4e—08 9.2—03
[2} 1.4e4+10 1.0e4+01 1.1e+07 1.3e+12

a1

Wiéhrend die Erwartung fiir das einfach genaue Programm eintrat, befand
sich das doppelt genaue Programm zum Zeitpunkt des Abbruchs gerade auf dem
Ubergan% von linearer zu quadratischer Konvergenz, wie ein Vergleich der Werte

und ¢ mit der Tabelle fiir |E|l2 = 0 zeigt.

Schliefllich sei ||E||; = 1/2. Diese Matrizen haben mehrfache Eigenwerte. Wir
erwarten daher bei sjssif und djssif asymptotisch quadratische Konvergenz.
Die erzielten Ergebnisse entsprechen den Erwartungen. Auch die groBten Werte
sind noch moderat.

| Konvergenzverhalten von gjssif (80 Tests) |

fbg o min max
Al 51e—06 2.5e+01 3.4e—10 8.5¢—03
2] 5.6e—01 6.9e+01 2.3e—03 6.9e+02

2
6.0e—13 3.6e+02 1.5e—18 1.8e—08
[2} 1.8¢—01 1.7e402 4.0e—08 3.9¢+03

1}
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Matrizen mit vorbestimmter Kondition von |S5|g

Diese Matrizen werden genauso erzeugt wie die entsprechenden Matrizen des
letzten Abschnittes (s. Seite 189). Weil die Skalierung belanglos ist, beschranken
wir uns hier auf den Fall 6 =n = 2.

Die Matrizen haben mehrfache Eigenwerte. Wir erwarten daher stets asym-
ptotisch quadratische Konvergenz. Die Resultate, zusammengefafit fiir alle 80
Testmatrizen der Ordnung n € {10, 25, 50, 100}, spiegeln die Erwartung wider:

| Konvergenzverhalten von gjssif (80 Tests) |

ug O‘g min max
Al 5.7e—07 7.3e+01 5.5e—14 1.8e—03
c? | 1.5e—02 2.2e+01 9.9e—09 5.6e+01

S

]
]

M 1.80—13 2.2e402 3.6e—19 2.4¢—09
12.9¢—03 1.9¢4+02 7.7e—09 3.8e+01

[2
Cd




Symbolverzeichnis

erstmals
Symbol Bemerkung verwendet
auf Seite
XY direkte Summe der Matrizen X,Y 11
¢ direkte Summe der Matrizen X;,i=1...n 15
Amax(X) grofiter Eigenwert von X 92
Amin(X) kleinster Eigenwert von X 13
Tmin (X)) kleinster Singularwert von X 13
0, (0,) Nullmatrix (der Ordnung n) 49
I,(I,) Einheitsmatrix (der Ordnung n) 15
n 0 1
I Jn = @i, [ 1 0 ] 15
0 I :
J J = [ 7 o0l I von geeigneter Ordnung 4
|- ll2; || - |z | Spektralnorm, Euklidische Norm 11, 11
|.X| Matrix (]X1);; = | Xy 159
| X| | X] = VXX~ 10
det(X) Determinante der Matrix X 41
exp Exponentialfunktion 16
diag Diagonalmatrix 21
diag(z;) A = diag(z;) <= A;j = x;, falls i = j
und A;; = 0 sonst 13
diag(X) A=diag(X) <= A;; = X;;, fallsi = j
und A;; = 0 sonst 34
fi(+) FlieBpunktergebnis einer Operation 101
H(X) Hadamardsches Maf 7
X (X3) i-ter Spaltenvektor (Zeilenvektor) von X 13
(X ---X.,] | Matrix bestehend aus den Vektoren X; 57
(] kleinste natiirliche Zahl > x 106
I, X; Produkt von Zahlen oder Matrizen X; fiir wachsende i 77
k(A) Kondition x(A) = ||A|l2|]]A7|2 13
rg(X) Rang von X 102
Tr (X) Spur der Matrix X 31
Xg skalierte Matrix:
Xg=D'XD™' D = diag(X/?) 13

(2
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