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1. Uvod

| don’'t mind lying, but | hate inaccuracy.
Samuel BUTLER (1835-1902)

Razvojem racunala razvile su se mnoge discipline numericke matematike. Nu-
mericka linearna algebra dozivjela je procvat, ali je donijela i svoje prokletstvo —
tocnost. Matematicari naviknuti na egzaktnost rezultata, jer, 1+¢ je razlicito od 1,
za svaki ¢ # 0, morali su, zbog konac¢nosti aritmetike racunala, mijenjati pogled na
matematicki svijet. Razliciti algoritmi koji u egzaktnoj aritmetici daju isti rezultat,
ne moraju biti jednako to¢ni u konacnoj aritmetici, pa se krajnji rezultati mogu (i
to ne malo) razlikovati.

Danas, 35 i vise godina nakon pocetaka numericke linearne algebre, za ve¢inu
tradicionalnih algoritama provedena je obratna analiza gresaka zaokruzivanja i do-
kazana tocnost u apsolutnom smislu. Ipak, u nekim slucajevima, praksa pokazuje
da mozemo dobiti i to¢nije rezultate, no sto to garantira ovakva analiza.

Za praksu je posebno vazan problem racunanja svojstvenih vrijednosti sime-
tricnih matrica. Katkad su te matrice prirodno zadane u faktoriziranom obliku.
Postavlja se pitanje, treba li pomnoziti faktore, pa zatim racunati, ili ne. Ve¢ po-
zitivno definitni slucaj upucuje na pravo rjesenje problema. Za pozitivno definitne
matrice, svojstveni problem za zadanu matricu A, A = G*G, ekvivalentan je dekom-
poziciji singularnih vrijednosti faktora G*, odnosno G. Ako pomnozimo matrice
G*G, raspon elemenata u matrici A bit ¢e znatno vecéi nego u G, Sto moze dovesti
do znacajnijeg gubitka toc¢nosti. Osim toga, ako je matrica G' bila tipa (m,n),
m > n, da bismo ubrzali racunanje, prirodno je “skratiti” faktor G' na kvadratnu
matricu. Drmac je u [17] pokazao da postupak “skraéivanja” faktora optimalno pi-
votiranom ()RR dekompozicijom, ne samo §to skracuje racunanje, nego i poboljsava
tocnost dobivenih singularnih vrijednosti.

U indefinitnom slucaju, situacija je nesto kompliciranija. Neka je zadana ma-
trica A, A = G*JG, gdje je J dijagonalna matrica s =1 na dijagonali. Slapnicar je u
[38] pokazao da je problem svojstvenih vrijednosti matrice A, ekvivalentan problemu
svojstvenih vrijednosti para matrica (J, GG*), odnosno hiperbolnoj dekompoziciji
singularnih vrijednosti matrice G*, obzirom na zadani J. Ako se za dijagonalizaciju



2 1. UVOD

para (J, GG*) koristi Jacobijeva metoda, ona je provediva samo ako je matrica G*
punog stupCanog ranga, odnosno, matrica G' punog ranga po recima. Polazec¢i od
matrice A, takav faktor G mozemo naci hermitskom indefinitnom dekompozicijom.
S druge strane, ako je matrica A zadana faktorom G i matricom .J, prirodno je takav
faktor “skratiti” na kvadratni, “postujuc¢i” zadani J za hiperbolnu dekompoziciju
singularnih vrijednosti faktora, odnosno, skra¢enog faktora. Intuitivno je jasno, da
bi takva dekompozicija trebala biti indefinitni analogon QR dekompozicije.

U ovoj radnji precizno se definira indefinitna QR dekomporzicija (ili, krace,
JQR dekomporzicija) zadanog faktora G obzirom na zadani J i konstruktivno po-
kazuje njena egzistencija u sluc¢aju da je matrica A = G*JG (Gramova matrica
J—skalarnih produkata stupaca matrice GG) regularna. Time se upotpunjuje “karika
koja (djelomiéno) nedostaje” u slijedecem dijagramu.

Dekompozicija Eﬁre%lﬁtiilﬁi
Choleskog dekompozicija
QR JQR
dekompozicija dekompozicija

Uobicajena QR dekompozicija ima vrlo Siroku primjenu kod, na primjer, rjesa-
vanja linearnih sistema, problema najmanjih kvadrata i dekompozicije singularnih
vrijednosti. QR dekompozicija matrice G € C™*", m > n, ima oblik

c-or-ial| ]

gdje je @ € C™*™ unitarna, a R; gornjetrokutasta matrica. Ako je matrica G' punog
ranga i ako su svi dijagonalni elementi matrice R, pozitivni, takva dekompozicija
je jedinstvena. Jednako tako je poznato da svaka hermitska pozitivno definitna
matrica A ima dekompoziciju Choleskog, tj. dekompoziciju oblika

A=R'R ,

gdje je R gornjetrokutasta matrica. Ako su dijagonalni elementi matrice R jos i
pozitivni, takva dekompozicija je jedinstvena. Veza izmedu ove dvije dekompozicije
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je vrlo jednostavna. Neka je G bilo koja pravokutna matrica punog stupcanog
ranga. Tada QR dekompozicija matrice G' daje matricu Ry, jednaku matrici R iz
dekompozicije Choleskog matrice A = G*G.

Generalizacija dekompozicije Choleskog na hermitske indefinitne regularne ma-
trice zapocela je sedamdesetih godina. Grupa autora: Bunch, Parlett i Kaufman
([7], [11], [8], [10] i [9]) napravila je algoritam i analizu greSaka za dekompoziciju
hermitske indefinitne matrice u svrhu rjesavanja hermitskih indefinitnih linearnih
sistema. Pokazalo se da je hermitska indefinitna dekompozicija mnogo tezi problem
nego dekompozicija Choleskog, jer ve¢ vrlo jednostavan primjer 2 x 2 matrice

01
pokazuje da takva dekompozicija ne mora postojati, pa treba koristiti dijagonalne
blokove dimenzije barem 2. Pokazuje se da je ta dimenzija blokova dovoljna, ako

koristimo istovremene zamjene redaka i stupaca (pivotiranje). Svaka hermitska re-
gularna matrica A ima dekompoziciju oblika

A= P*R*DRP

gdje je R gornjetrokutasta matrica, D blok dijagonalna s 1 x 1 ili 2 x 2 dijagonalnim
blokovima, a P je matrica permutacija. Razlicite pivotne strategije daju razlicite
matrice R, D i P, pa ovakva dekompozicija nije jedinstvena. Izbor pivotiranja
bitno utjece na stabilnost dekompozicije. Problem optimalne pivotne strategije
nije zadovoljavajuce rijesen. Ako koristimo, medu poznatim strategijema najsta-
bilnije, potpuno pivotiranje [11], ono ne mora biti dobar izbor za sve matrice. U
Rutishauserovoj knjizi [35] (objavljenoj posthumno), kao primjer za problem pivo-
tiranja u Gaussovim eliminacijama, navodi se matrica

2 1 1
A=111071% 0
1 0 1071

Uocimo da je matrica A nesingularna. Isti primjer pokazuje probleme i u hermitskoj
indefinitnoj dekomporziciji. Potpuno pivotiranje izabrat ¢e 2 kao pivotni element.
Nakon prvog koraka dekomporzicije (u IEEE single precision aritmetici pomi¢nog
zareza, s tocnoséu priblizno 10~ 7), dobivena matrica bit ¢e egzaktno singularna, jer
¢e se elementima 1010 pribrojiti v/2, pa 10~ ne utjece na konaé¢ni rezultat. Time
smo unistili malu svojstvenu vrijednost matrice A. Ako, kao pivotni blok, izaberemo
vodecu 2 x 2 podmatricu, dekompozicija ¢e stabilno izracunati sve elemente u fak-
torima, a odgovarajuci hiperbolni Jacobijev algoritam Ce relativno to¢no izracunati
sve tri svojstvene vrijednosti matrice A.

U novije vrijeme, hermitska indefinitna dekompozicija postala je zanimljiva
zbog totnog racunanja svojstvenih vrijednosti. Veseli¢ i Slapnicar su u [38], [52] i
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[40] pokazali da hermitska indefinitna dekompozicija, zajedno s hiperbolnim Jaco-
bijevim algoritmom, uz odredene pretpostavke, relativno to¢no racuna svojstvene
vrijednosti matrice. Slapnicar je u [39] napravio komponentnu perturbacijsku anali-
zu te dekompozicije. Razvoj paralelnih racunala uvjetovao je potrebu za paralelnim
algoritmima, u kojima je pivotiranje vrlo skupa operacija. Higham [24] daje analizu
parcijalnog pivotiranja za hermitsku indefinitnu dekompoziciju.

Kao i u hiperbolnom Jacobijevom algoritmu, za realizaciju indefinitne QR
dekompozicije, potrebne su unitarne matrice obzirom na indefinitni skalarni produkt
zadan matricom J. Primjena takvih transformacija seze dvadesetak godina unatrag.

Veseli¢, kao jedan od pionira primjene neunitarnih transformacija na problem
svojstvenih vrijednosti, ve¢ u svojim prvim radovima, na primjer u [48], spominje
J—simetri¢ne matrice i njihovu dijagonalizaciju, a njegov rad [49] o blok transfor-
macijama, jedan je od temelja ove radnje.

Kako je primjena hiperbolnih matrica potekla iz viSe nezavisnih izvora, razli-
citost je tolika da razliciti autori za iste objekte koriste razlicita imena. Pocetkom
osamdesetih godina, Bunse-Gerstner [12] koristi hiperbolne rotacije i hiperbolne
Householderove matrice za konstrukciju indefinitne QR dekompozicije s gornjetro-
kutastom matricom R i pripadajuceg indefinitnog Q)R algoritma za racunanje svoj-
stvenih vrijednosti. Medutim, ako polazna matrica ima J-norme stupaca jednake
0, ovaj oblik dekompozicije ne postoji.

Priblizno pet godina kasnije, hiperbolne rotacije javljaju se u mnogim rado-
vima, kao sredstvo za azuriranje (downdating) dekompozicije Choleskog, ali i dalje
ostaje isti problem sa stupcima J-norme jednake 0. Rader i Steinhardt [33] uvode
J-Householderove matrice za problem najmanjih kvadrata.

S druge strane, krajem osamdesetih i pocetkom devedesetih godina, pronadena

je primjena hiperbolnih matrica u obradi signala. Alexander, Pan i Plemmons [1]

primjenjuju hiperbolne matrice za rjeSavanje problema brzih rekurzivnih filtera.

Onn, Steinhardt i Bojanczyk [29] definiraju hiperbolnu dekompoziciju singularnih

vrijednosti, a Bojanczyk i Steinhardt [4] uvode hiperbolne transformacije za izracu-
navanje dekompozicije Choleskog pozitivno definitne matrice X oblika

X =A"A—-B'B

zadane faktorima A i B.

Cybenko i Berry [15] koriste hiperbolne Householderove matrice za faktori-
zaciju Choleskog matrica s pomaknutom strukturom (tzv. displacement structure).
Slicnom problematikom bave se Kailath i Sayed [28], te Chandrasekaran i Sayed [14].

Konacno, van der Veen [47] koristi hiperbolne rotacije kao sredstvo za izra-
¢unavanje aproksimacije smanjenog ranga H (u smislu tzv. numerickog ranga) za
zadanu matricu H. Ova konstrukcija, takoder, nije provediva, ako matrica H ima
stupce J-norme nula.
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Jednostavan je zakljucak ovog povijesnog pregleda. Do sada je bio poznat samo
nepotpuni indefinitni analogon QR dekompozicije, kad je matrica () J-unitarna, a
matrica R gornjetrokutasta. U slucaju da je matrica koju dekomponiramo takva da
su joj (sve) J-norme stupaca jednake 0, dekomporziciju nije moguce napraviti samo
trigonometrijskim i hiperbolnim rotacijama.

U ovoj radnji konstruira se potpuni analogon definitne ()R dekompozicije, t;j.
dekompozicija oblika

Ry

G = P{QRP, = P{Q [ )

]PQ ) Q*JIQ:JI ) JIZPl*JPh

gdje je R; blok gornjetrokutasta s dijagonalnim blokovima veli¢ine 1 x 1 ili 2 x 2,
J dijagonalna s £1 na dijagonali, () J;—unitarna, a P, i P, su matrice permutacija.
Sli¢no kao kod hermitske indefinitne dekompozicije, nuzno je, u slucaju ove dekom-
pozicije, koristiti obostrano pivotiranje — i po stupcima i po recima.

Radnja je podijeljena na sedam poglavlja.

Drugo poglavlje sadrzi sazeti opceniti uvod o indefinitnim skalarnim produk-
tima i, posebno, o onim svojstvima, poput degeneracije, koja ih bitno razlikuju
od uobi¢ajenog skalarnog produkta. Prema [22], uvode se pojmovi H-hermitske i
H-—unitarne matrice obzirom na skalarni produkt zadan matricom H.

Na pocetku treceg poglavlja izlozena su opca svojstva H—unitarnih matrica, a
zatim se konstrukcija op¢ih H—unitarnih matrica svodi na konstrukciju J—unitarnih
matrica, gdje je J matrica inercije matrice H. Ostatak ovog poglavlja posvecen je
efektivnoj konstrukciji tzv. elementarnih J—unitarnih matrica.

Poznato je da se QR dekompozicija moze izvoditi Givensovim rotacijama ili
Householderovim reflektorima. Sli¢no vrijedi i za indefinitnu QR dekompoziciju. Iz
[49] preuzeta je konstrukcija blok J-rotacija i njihova osnovna svojstva. Na kraju,
dana je konstrukcija blok J-Householderovih matrica, koje su blok generalizacija
do sada poznatih J-Householderovih matrica ([15], [12]) i blok Householderovih
matrica ([5], [6], [16] i [37]).

Teziste radnje je na cetvrtom poglavlju, gdje je konstruktivno dokazan teorem
egzistencije indefinitne QR dekompozicije u navedenom obliku, za proizvoljnu ma-
tricu G tipa (m,n), m > n, uz pretpostavku regularnosti odgovarajuée J—Gramove
matrice A = G*JG. Dokaz je algoritamski, primjenom transformacija Givensovog
tipa, uz elementarno pivotiranje koje osigurava samo regularnost pivotnog bloka.

Osim toga, ako je matrica A = G*JG singularna, algoritam dekompozicije ¢e
tu singularnost, barem teoretski, detektirati. U tom slucaju, algoritam ¢e u zadnjim
stupcima radne matrice ostaviti (restrikcije) stupaca koji predstavljaju (opéenito
netrivijalnu) dekompoziciju 0-bloka. Naravno, dobra detekcija singularnosti bitno
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ovisi o izabranom pivotiranju. Sve razumne pivotne strategije za hermitsku in-
definitnu dekompoziciju mogu se izravno koristiti i u algoritmu JQR dekompozicije
(Sto odgovara analogiji izmedu pivotiranja po stupcima u QR dekompoziciji i dija-
gonalnog pivotiranja u dekompoziciji Choleskog).

Nalazenje optimalne pivotne strategije za JQR dekompoziciju je, o¢ito, barem
jednako tezak problem, kao i nalazenje optimalne pivotne strategije za hermitsku
indefinitnu ili QR dekompoziciju. Za numericko odredivanje ranga zadane matrice,
problem optimalne pivotne strategije nije zadovoljavajuce algoritamski rijesen, ni za
QR, niti za hermitsku indefinitnu dekompoziciju. Stoga je to otvoreni problem i za
JQR dekompoziciju.

Indefinitnu QR dekompoziciju mozemo, osim J-rotacijama, konstruirati i pri-
mjenom matrica Householderovog tipa, cemu je posvecen kraj cetvrtog poglavlja.
Jedini problem pri toj konstrukeiji je moguca degeneracija blok J-Householderove
matrice

H(W) =1 —2W(W*JW) W*J

tj. gubitak ranga u produktu W*JW, obzirom na rang od W. U tom slucaju, nije
moguce konstruirati blok J-Householderovu matricu za ponistavanje bloka.

Direktna konstrukcija J-Householderove matrice koja bi ponistavala dva puna
stupca matrice G je vrlo komplicirana, jer dozvoljava previse mogucnosti za izgled
bloka kojeg dobivamo nakon transformacije. Ako, kao predradnju, dva stupca ma-
trice G dovedemo na isti skrac¢eni oblik kao kod Givensovih transformacija, a zatim
iskoristimo rezultate o izgledu bloka nakon transformacije J-rotacijama, moguce
je konstruirati odgovarajuce blok J-Householderove matrice, kod kojih, vazno je
naglasiti, ne dolazi do degeneracije.

U petom poglavlju analiziraju se greske zaokruzivanja i dokazuju teoremi per-
turbacije za indefinitnu QR dekompoziciju. Analiza greSaka zaokruzivanja sastoji
se od nekoliko koraka. U prvom, analizira se pogreska nastala primjenom jedne
izracunate trigonometrijske rotacije, sto je klasi¢cni Wilkinsonov rezultat [53]. Sli-
jededi Gentlemanovu ideju [21], zatim se ocjenjuje pogreska za nizove rotacija, koje
mozemo nezavisno primjenjivati. Na kraju, ocjenjuje se pogreska jedne hiperbolne,
odnosno, blok J-rotacije.

Pokazuje se da pogresku u izracunatoj JQR dekompoziciji mozemo interpreti-
rati kao egzaktnu dekompoziciju malo perturbirane matrice. Ako je matrica takva
da dekompoziciju provodimo samo rotacijama i hiperbolnim rotacijama, tj. ako su
hiperbolni kutevi koje koristimo ograniceni odozgo, dokazuje se da je perturbacija
u normama stupaca relativno mala obzirom na euklidske norme stupaca.

U protivnom, ako matrica G, ili neka podmatrica koja se javlja u realizaciji
dekomporzicije, ima neke J-norme stupaca jednake 0, (odnosno, ekvivalentno, ako
matrica A, ili njene glavne podmatrice koje se dobivaju pri provodenju dekompozi-
cije, imaju dijagonalne elemente jednake 0), relativna to¢nost izra¢unate J—norme
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stupaca nema smisla (relativna perturbacija nule je samo nula). Ovaj fenomen
specifican je za indefinitnu QR dekompoziciju i ne postoji analogon u pozitivno
definitnom slucaju.

Na kraju, dokazujemo da se komponentni perturbacijski teoremi za QR dekom-
poziciju (Sun [44] i Zha [54]) mogu generalizirati i na indefinitnu QR dekompoziciju,
uz dodatnu pretpostavku da je dekompoziciju moguce provesti samo trigonometrij-
skim i hiperbolnim rotacijama, tj. da je matrica R, trokutasta.

U Sestom poglavlju dane su neke primjene indefinitne QR dekompozicije. Ovu
dekomporziciju mozemo koristiti za rjeSavanje linearnih sustava (analogno kao i QR
dekomporziciju), jer se matrice @ i R; lako invertiraju, ¢ak i kad R; ima 2 x 2 blokove
na dijagonali. Medutim, zbog sporosti algoritma, ova primjena ima smisla samo za
linearne sustave posebne strukture i ne¢emo je posebno razmatrati.

Pravu primjenu indefinitne QR dekompozicije nalazimo u problemima cija
prirodna formulacija sadrzi indefinitni skalarni produkt, a posebno kad je indefinitni
skalarni produkt invarijanta problema. U terminu matrice .J, to znaci da su dozvolje-
ne samo istovremene zamjene redaka i stupaca u J. Ova klasa problema obuhvaca
racunanje hiperbolne dekompozicije singularnih vrijednosti obzirom na zadani J.
Numericki gledano, uz zahtjev relativne toc¢nosti, problem svojstvenih vrijednosti
simetri¢ne matrice pripada istoj klasi, jer inercija polazne matrice mora (numericki)
ostati nepromijenjena.

Na pocetku, izvodi se generalizacija implicitnog algoritma Choleskog (tzv.
“flip-flap” algoritam, Fernando—Parlett [20]), za nalazenje hiperbolnih singularnih,
odnosno, svojstvenih vrijednosti. Ovaj algoritam, uz neke uvjete, ima samo line-
arnu konvergenciju prema hiperbolnim singularnim vrijednostima. Kao otvoreni
problem ostaje, kako treba dobro izabrati pomake (shiftove) u J—“flip—flap” algo-
ritmu za ubrzavanje konvergencije. Za rjeSenje tog problema, potrebne su precizne
ograde na veli¢inu hiperbolnih singularnih vrijednosti za specijalne tipove matrica.

U drugom odjeljku Sestog poglavlja, izvodi se algoritam (indefinitne) bidijago-
nalizacije faktora G. Preciznije re¢eno, za matricu G tipa (m,n), m > n, takvu da
je matrica A = G*JG regularna, pokazuje se postojanje dekompozicije u obliku

B,

G = P}VBU*P, = P}V [ )

] e,
pri cemu je B; gornja bidijagonalna, U unitarna, za matricu V' vrijedi
V*lezjl 3 J1:P1*JP1 y
a P, 1 P, su matrice permutacija. Takva dekompozicija uklapa se u danasnje tren-

dove brzog i to¢nog ra¢unanja (hiperbolnih) singularnih, odnosno svojstvenih vri-
jednosti (v. [32]).
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U trecem odjeljku Sestog poglavlja, razmatra se primjena indefinitne QR de-
kompozicije na iterativno profinjavanje svojstvenih vrijednosti. Poznata je ¢injenica
da Jacobijev algoritam sporo, ali relativno to¢no racuna svojstvene vrijednosti,
barem za neke tipove matrica. Svojstvene vrijednosti mozemo naci i nekim brzim,
ali netocnijim algoritmom, a nakon toga vrsiti iterativni popravak, za $to mozemo
koristiti indefinitnu QR dekompoziciju, a nakon toga implicitni hiperbolni Jacobijev
algoritam. Dokazuje se da indefinitna Q)R dekompozicija za n-skalirano dijagonalno
dominantne matrice, uz dodatni uvjet na omjer euklidske i J—norme stupaca, daje
“dobro” skalirani faktor za primjenu hiperbolne Jacobijeve metode.

Posljednje poglavlje u radnji posveceno je numerickom testiranju. U ovom
poglavlju eksperimentalno se odgovara na pitanje, zbog cega je bolje koristiti in-
definitnu QR dekompoziciju na faktoru, nego pomnoziti faktore, pa zatim primi-
jeniti hermitsku indefinitnu dekompoziciju. Primjeri su vrlo pazljivo birani, tako
da istaknu dobre, ali i negativne strane indefinitne QR dekompozicije. Kao uvodnu
motivaciju, navedimo samo jedan od primjera, gdje se pokazuju znacajne prednosti
predlozene dekompozicije.

Neka je zadan faktor

1 1

1 1
1-107% —1.1071
1-107% 1.107%

G —

J = diag(1,1, -1, —1)

Matrica A = G*JG je regularna, ali ima jednu malu svojstvenu vrijednost. Ako
koristimo extended to¢nost (64 binarne znamenke za mantisu i 15 za eksponent), tj.
najvise Sto je arhitekturom procesora podrzano na PC racunalu, onda je izracunata
matrica

JO(A) = fUGTIG) = B 3]

egzaktno singularna, pa smo izgubili malu svojstvenu vrijednost.



2. Indefinitni skalarni produkt

Indefinitni skalarni produkt generalizacija je uobicajene definicije skalarnog
produkta. Dobiva se ispustanjem svojstva (z,z) > 0 u definiciji standardnog ska-
larnog produkta. U ovom poglavlju navodimo osnovna svojstva takvog skalarnog
produkta koja su potrebna za konstrukciju pripadnih unitarnih operatora, odnosno
matrica.

Na pocetku, pokazujemo da se svaki indefinitni skalarni produkt moze repre-
zentirati nekom regularnom hermitskom matricom H i obratno. U tom smislu,
standardni skalarni produkt odgovara jedinicnoj matrici. Zatim, generaliziramo
pojam hermitske i unitarne matrice na H-—unitarne prostore i analiziramo odnos
potprostora i njegovog ortogonalnog komplementa u takvom prostoru. Bitna razlika
u odnosu na standardni skalarni produkt lezi u ¢injenici, da nul-vektor ne mora biti
jedini vektor okomit na samog sebe.

2.1. Osnovna svojstva

Prvo uvedimo standardne oznake. Malim slovima oznacavat ¢emo vektore,
a grékim skalare. Matrice ozna¢avamo velikim slovima. Prema [22], uobi¢ajeni
skalarni produkt vektora oznacavat ¢emo s (, ), a indefinitni skalarni produkt s

[ ]

Uvedimo preciznu definiciju indefinitnog skalarnog produkta.

Definicija 2.1.1.
Funkcija |, | : C™ x C™ — C je indefinitni skalarni produkt, ako vrijedi:

(1) [axy + Bro,y] = alxy, y] + Blxe, y], Va, B € C iV, xe,y € C™, (linearnost u
prvom argumentu,),

(1) [z,y] = [y, ], Vo,y € C™, (hermiti¢nost),

(7) [z,y] =0, Vy € C™ = x =0, (nedegeneriranost).
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Drugim rijecima, indefinitni skalarni produkt je hermitski seskvilinearan funk-
cional koji zadovoljava jos i dodatno svojstvo (7).
Napomena 2.1.1.

Zamjenom C s R u definiciji 2.1.1., dobiwvamo definiciju indefinitnog skalarnog
produkta na realnom prostoru R™, pri ¢emu se svojstvo (ii) pojednostavnjuje na

(i) [z,y] = [y,z], Yo,y € R™, (simetricnost).
|
Postoji jednostavna veza indefinitnih skalarnih produkata i regularnih hermit-
skih matrica.
Teorem 2.1.1.

Svaka reqularna hermitska matrica H definira indefinitni skalarni produkt re-
lacijom
[z,y] = (Hz,y) . (2.1.1)

Dokaz:

Provjerimo sva svojstva iz definicije indefinitnog skalarnog produkta.

(7) Linearnost u prvom argumentu vrijedi zbog linearnosti mnozenja matrice vek-
torom i linearnosti u prvom argumentu obi¢nog skalarnog produkta, tj.

[y + Bag,y] = (H(axy + B3),y)
= a(Hw,y) + B(Hxy,y)
= CY[.CCl,y] + ﬂ[l'g,y]

(74) Hermiti¢nost slijedi iz hermiti¢nosti obi¢nog skalarnog produkta i hermitic-
nosti matrice H,

[z,y] = (Hzx,y) = (y, Hz) = (H*y,z) = (Hy, x) = [y, 7]

(7i7) Nedegeneriranost je posljedica regularnosti matrice H. Oznaéimo z = Hu.
Tvrdimo da [z,y] = (z,y) = 0, Vy € C™, povlaci x = 0. Izaberimo, redom
za vektor y, m vektora standardne baze prostora C™. Oznacimo te vektore
S €1,...,6n,. Relacija (z,e;) = 0 za svako 7, povla¢i da su sve komponente
vektora z jednake 0, dakle, da je z nul-vektor. Zakljucak da je z = 0 slijedi iz
¢injenice da, ako je matrica homogenog linearnog sistema Hx = 0 regularna,
onda on ima samo trivijalno rjeSenje z = 0.

Zanimljivo je da vrijedi i obrat prethodnog teorema.
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Teorem 2.1.2.
Za svaki indefinitni skalarni produkt postoji reqularna hermitska matrica za

koju vrijedi (2.1.1).

Dokaz:
[zaberimo fiksni y € C™. Tada je preslikavanje

z = [z, y]

linearni funkcional na C™. Prema Teoremu reprezentacije linearnih funkcionala,
postoji jedan i samo jedan vektor y, € C™, takav da vrijedi

[Z‘,y]: (nyO) )

za sve x € C™. Zbog toga je, definicijom yy = Hy, dobro definirano preslikavanje
H . C™ — C™. To preslikavanje je linearno, zbog linearnosti indefinitnog skalarnog
produkta. Hermiti¢nost i invertibilnost pripadne matrice H slijede izravno iz her-
miticnosti i nedegeneriranosti skalarnog produkta. |

Prethodna dva teorema opravdavaju slijede¢u definiciju.

Definicija 2.1.2.

Neka je [, | : C™ x C™ — C indefinitni skalarni produkt i neka je H regu-
larna hermitska matrica za koju vrijedi (2.1.1). Takav skalarni produkt zvat éemo
H —skalarni produkt, a prostor C™ snabdjeven tim skalarnim produktom H —unitarni
prostor. |

Uocimo da standardni pojam unitarnog prostora odgovara [—unitarnom pro-
storu, gdje je I jedini¢na matrica reda m.

Standardni skalarni produkt, zbog svojstva (z,x) > 0, generira normu vektora
x relacijom

el =/ (, ), VoeC™

Ako je matrica skalarnog produkta H indefinitna, onda ona ima bar jednu negativnu
svojstvenu vrijednost \. Za pripadni svojstveni vektor x vrijedi

[z,2] = (Hz,z) = (A\z,z) = ANz,z) <0

Sto pokazuje da nije moguce definirati normu generiranu H—skalarnim produktom.
Ipak, pokazat ¢e se korisnim pojam “H-norme” definiran relacijom

|zllg = /| [z, 2]|] , YeeC™ . (2.1.2)

Obzirom na H-skalarni produkt, mozemo definirati adjungiranje matrica.
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Definicija 2.1.3.
Matrica A¥ je H-adjungirana matrici A, ako vrijedi
[Az,y] = [z, AMy] , VeyeC™ . (2.1.3)

U terminu uobi¢ajenog skalarnog produkta, lijeva i desna strana relacije (2.1.3)

glase
[Az,y|] = (HAz,y) = (xz,A*Hy)

[z, AMy] = (Hz, AMly) = (x, HAPy)

Usporedivanjem desnih strana dobivamo matri¢no izrazenu relaciju za H-adjungi-

ranost
AY = gtarg (2.1.4)

Sada mozemo definirati pojam H-hermitske i H-unitarne matrice.
Definicija 2.1.4.
(i) Matrica A je H-hermitska, ako vrijedi A¥ = A.
(i1) Matrica U je H-unitarna, ako vrijedi
Uz, Uy] =[z,y] , Vz,yeC™ |

tj. ako U c¢uva H-skalarni produkt vektora. [ |

U terminima matrice H, ova svojstva mozemo izraziti na slijedeci nacin.
Propozicija 2.1.1.
U H —unitarnom prostoru C™ wvrijeds
(1) Matrica A je H—-hermitska, ako i samo ako vrijedi
A*=HAH™' . (2.1.5)
(i) Matrica U je H-unitarna, ako i samo ako vrijedi UHU =1, ili, ekvivalentno,
H=U"HU . (2.1.6)
Dokaz:
(1) Relacija (2.1.5) izlazi izravno iz definicije i (2.1.4).

(77) Prva tvrdnja posljedica je definicije 2.1.3., a (2.1.6) izlazi primjenom (2.1.4).
|
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2.2. H-—unitarnost

Prirodno je pokusati prosiriti osnovna svojstva koja vrijede za unitarne pro-
store i na H—unitarne prostore.

U unitarnom prostoru C™, svaki potprostor M dekomponira prostor na di-
rektnu sumu tog potprostora i njegovog ortogonalnog komplementa,

Mo M- =Cm
Posebno, vrijedi M N M+ = {0} i
dim M + dim M+ =m

Pitanje je, koje od ovih tvrdnji vrijede i za H—unitarne prostore.
Neka je § € C™ bilo koji neprazan skup vektora. Definirajmo skup vektora
koji su H-ortogonalni na S,
SH={zeC™|[z,y]=0,vy € S}
Ocito je S potprostor u C™. Posebno interesantan je slucaj kad je i S potprostor.
Tada, umjesto S, koristimo oznaku M.

Neka je M potprostor u H-unitarnom prostoru C”. Pitanje je da i M i M
dekomponiraju prostor na direktnu sumu potprostora, tj. da li je jedan, direktni
komplement drugog.

Slijedec¢i primjer pokazuje da to ne mora vrijediti.

Primjer 2.2.1.

Neka je {ei,...,en} standardna baza u C™ i neka je matrica H skalarnog
produkta zadana s

00---01
00---10
H=ley,...,e1] = '
01---00
10---00

Nadimo skup svih vektora x € C™, koji su H-ortogonalni na potprostor
M = span{e, }
[z uvjeta ortogonalnosti dobivamo

0=[z,e;] = (Hx,e1) = (x,H"e;) = (x,Hey) = (x,e)
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odakle slijedi
M[L] :Span{€17627...,em71} 9

a odavde je ocito da je
MM =span{e,} = M

Zakljucujemo da je MNMU £ {0}, a to znaci da se prostor ne moze dekomponirati
u direktnu sumu potprostora M i M.

Osim toga, vektor e,, ne pripada ni potprostoru M, niti potprostoru M,
sto pokazuje da suma potprostora M i MU nije ¢itav prostor.

Uocimo da za potprostor M vrijedi da je H-okomit na samog sebe. Kao §to
¢emo pokazati, upravo ta degeneriranost obzirom na H-skalarni produkt onemogu-
¢ava rastav cijelog prostora. [ |

U H-unitarnim prostorima uvijek vrijede slijedece propozicije.
Propozicija 2.2.1.
Za svaki potprostor M C C™ wvrijedi
dim M + dim MM =m . (2.2.1)

Dokaz:

Pokazimo da vrijedi

Neka je v € M+ iy € M. Tada je
[H a,y] = (HH 2, y) = (2,y) =0,
pa je H-Y{(M*) € MU
Obratno, ako je z € MHi z = Ha, tada za bilo koji y € M vrijedi
0= [x,y] = [Hilzay] = (z,y)
Odatle slijedi da je z € M*. Iz x = H 'z dobivamo da je x € H (M%), [ |
Propozicija 2.2.2.

Za svaki neprazan skup S € C™ wvrijeds
S C (SHhH (2.2.2)
Posebno, ako je M potprostor u C™, onda vrijeds
M= (MHHH (2.2.3)
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Dokaz:

Neka je S C C™ iz € S. Po definiciji skupa S, za svaki y € S vrijedi
[y, 2] = 0, odakle slijedi = € (SH)H] sto dokazuje (2.2.2).

Za potprostor M, takoder, vrijedi M C (M) Primjenom propozicije
2.2.1. na M i MW izlazi
dim M + dim M = dim MY + dim(MEYE =,

odakle slijedi dim M = dim(MM)H] pa vrijedi (2.2.3). u
Preostale tvrdnje o vezi potprostora M i M vrijede samo uz dodatne pret-

postavke na M.

Definicija 2.2.1.

Potprostor M je nedegeneriran obzirom na indefinitni skalarni produkt, ako
vrijeds
zeM i VyeM)zy=0 = =0
U ostalim sluc¢ajevima, potprostor M je degeneriran. [ |
Drugim rijecima, potprostor M je nedegeneriran, ako i samo ako je nul-vektor
jedini vektor u M okomit na samog sebe.

U slucaju nedegeneriranih potprostora, vrijede sva lijepa svojstva na koja smo
navikli u unitarnim prostorima. Slijedeca propozicija daje odgovarajucu karakteri-
zaciju nedegeneriranih potprostora.

Propozicija 2.2.3.

Potprostor M C C™ je nedegeneriran, ako i samo ako je MW direktan kom-
plement od M u C™.

Dokaz:
Prema definiciji, M je nedegeneriran, ako i samo ako je M N MM = {0}, sto,
zajedno s propozicijom 2.2.1., daje trazeni rezultat. [ |

Ako je M nedegeneriran, mozemo konstruirati i H—ortogonalnu bazu {z;}
potprostora M, tj. vrijedi

0,za i+

Konstrukcija ortogonalne baze je analogon Gram—Schmidtove ortogonalizacije vek-
tora, a zasniva se na Cinjenici da je svaki potprostor nedegeneriranog potprostora
M, takoder, nedegeneriran. Zbog toga, u svakom koraku ortogonalizacije, mozemo
nadéi vektor x; u “ostatku” potprostora, za koji je [z;, ;] # 0.

) ={ 5
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3. H—unitarne matrice

Unitarne matrice koriste se u razlicitim algoritmima za dovodenje zadane ma-
trice u zeljeni oblik na numericki stabilan nacin. Najcesce se zeljeni oblik postize
ponistavanjem elemenata matrice.

Po analogiji, prirodno je koristiti H—unitarne matrice za istu svrhu, u proble-
mima koji su prirodno formulirani u nekom H-skalarnom produktu. Za tu svrhu,
potrebne H—unitarne matrice treba brzo algoritamski izracunati.

Problem konstrukcije opcenitih H—unitarnih matrica nije sasvim jednosta-
van, ako dozvolimo bilo kakav hermitski i regularan H. U opcem slucaju, rjeSenje
ukljucuje dijagonalizaciju matrice H, Sto nije algoritamski prihvatljivo, pa taj pro-
blem ne¢emo detaljno razmatrati.

Za prakticnu primjenu, interesantni su samo vrlo jednostavni oblici matrice
H. Osim toga, dovoljno je naci tzv. elementarne H-unitarne matrice, koje mogu
posluziti za multiplikativnu reprezentaciju bilo koje H—unitarne matrice.

Najcesce koristene elementarne unitarne matrice su ravninske rotacije i House-
holderove matrice. U slijedec¢ih nekoliko odjeljaka, definirat ¢emo generalizacije tih
elementarnih matrica u nekim, za praksu interesantnim, slucajevima matrice H.

3.1. Osnovna svojstva H—unitarnih matrica

Pokazimo neka svojstva H—unitarnih matrica.

Propozicija 3.1.1.

Ako je U € C™*™ H—-unitarna matrica, onda je U reqularna matrica © vrijedi

| det(U)| = 1.

Dokaz:

Prema propoziciji 2.1.1., za U vrijedi UMU = I, pa je U regularna. Nadalje,
iz (2.1.6) i Binet-Cauchyjevog teorema izlazi

det(H) = det(U*HU) = det(U*) det(H) det(U) = | det(U)|* det(H)

17
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Zbog regularnosti H, dijeljenjem prethodne relacije s det(H), dobivamo
[det(U)]" =1
odakle slijedi tvrdnja. [ |

Propozicija 3.1.2.

Skup svih H-unitarnih matrica je (multiplikativna) podgrupa grupe regularnih
matrica i1stog reda kao 1 H.

Dokaz:

Prema prethodnoj propoziciji, H—unitarne matrice su regularne, pa je dovoljno
pokazati da za H-unitarne matrice U; i U, vrijedi, da je i matrica Uy 'U, takva.
Mnozenjem relacije

slijeva s U] * i zdesna s U; ' dobivamo
UTHU ' =H

$to pokazuje da je i Ut H-unitarna. Nadalje, mnozenjem prethodne relacije slijeva
s U; 1 zdesna s Us, iz H—unitarnosti matrice U izlazi

UsU *HU ‘U, =U;HU, = H
|
Slijedeca propozicija opisuje kako se ponasa grupa H-unitarnih matrica obzi-
rom na unitarne sli¢nosti (i kongruencije) matrice H skalarnog produkta.
Propozicija 3.1.3.

Neka je H regularna hermitska matrica reda m @ neka je V' bilo koja unitarna
matrica istog reda. Nadalje, neka je

H=V'HV
Matrica U je H-unitarna matrica, ako © samo ako je matrica
U=VUvV

H-unitarna.
Dokaz:
Iz unitarnosti matrice V' i U*HU = H, dobivamo redom
UHU = (V*U*V)VHV)V*UV)=V*UHUV =V'HV = H
odakle slijedi da je U H-unitarna. Obrat se dokazuje na isti nacin. [ |

Slijedeca propozicija opisuje blok konstrukciju velikih unitarnih matrica koje
nastaju spajanjem malih unitarnih matrica i pripadnih skalarnih produkata.
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Propozicija 3.1.4.

Neka su Hy i@ Hy hermitske reqularne matrice. Ako je matrica Uy Hy—unitarna,
a Uy Hy—unitarna, onda je matrica

0
v=5 o)

unitarna obzirom na H—skalarni produkt definiran matricom

[H 0
i )

Dokaz:

Matrica H je hermitska i regularna, sto slijedi iz hermiti¢nosti i regularnosti
matrica Hy i Hy. Prema propoziciji 2.1.1., matrica U je H—unitarna, ako vrijedi
U*HU = H. Mnozenjem odgovarajucih blokova dobivamo

w2 [2 5]

0 Us|| 0 Hy||O Uy
_[uimoe o0 ] _[Ho0]_
T 0 UHLU,| T | 0 Hy| T

Elementarne H-unitarne matrice, posebno H-rotacije, konstruiramo modi-
fikacijom jedini¢ne matrice na osnovu slijedec¢e propozicije.

Propozicija 3.1.5.

Neka je U H —unitarna matrica reda (. Neka je U jednaka jedinicnoj matrici,
ostm podmatrice reda ¢ na presjeku redaka i stupaca s indeksima ky, ..., ke, koja je
jednaka U, tj. uw MATLAB notaciji

U(lk1, .- ke, [k, ke]) =U

Neka je H bilo koja hermitska reqularna matrica, ciji reci @ stupci s indeksima
ki, ..., ke imaju nul-elemente, osim na presjeku tih redaka @ stupaca, gdje vrijedi

Ak, kel [y k) = H
Tada je U H-unitarna matrica.

Dokaz:

Iz pretpostavki slijedi da postoji matrica permutacije P takva da je
H 0
0 H;

Uzﬁ*ﬁﬁ:[gﬂ | H\:ﬁ*ﬁﬁ:l
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Iz regularnosti H slijedi da je i H; regularna hermitska matrica. Nadalje, jedini¢na
matrica I je, o¢ito, H-unitarna, pa, primjenom propozicije 3.1.4., zakljucujemo da
je U H-unitarna matrica. Na kraju, matrica permutacije P je unltarna pa je to i
P*. Primjenom propozicije 3.1.3. na Ui H uz V = P*, slijedi da je U H-unitarna.

|

Svaka hermitska matrica moze se dijagonalizirati unitarnim slicnostima. Zbog
propozicije 3.1.3., dovoljno je konstruirati H-—unitarne matrice za dijagonalne H.
Za takve matrice H vrijedi slijedeCa propozicija.

Propozicija 3.1.6.
Neka je W € C™*™ dijagonalna matrica oblika

U = diag(e™,...,e%™) | p,...,0m €ER . (3.1.1)

it neka je H dijagonalna reqularna matrica s realnim elementima. Matrica ¥V je
H—unitarna. Ako je matrica U H—-unitarna, onda su to i matrice

Uy =vU 1 Uy=UVY¥

Dokaz:
Neka je H dijagonalna matrica, H = diag(hi1, ..., hmm). Onda je

U HU = diag(e ™,...,e ") diag(hi1, .. ., hum) diag(e™?, ..., e"™)
= diag(hu, ey hmm) =H

Primjenom propozicije 2.1.1. slijedi da je ¥ H—unitarna matrica. Nadalje, prema
propoziciji 3.1.2., H-unitarne matrice ¢ine grupu, odakle slijedi druga tvrdnja. W

3.2. Elementarne matrice J—rotacija

Za praksu su najvazniji indefinitni skalarni produkti generirani matricama J
oblika
Takve matrice su hermitske i regularne, a opisuju inerciju regularnih hermitskih
matrica.

Za J-skalarni produkt, relacijom (2.1.2) definirana je “J—norma”. U ovom
jednostavnom slucaju, za svaki vektor z € C™ je

[zl = Iz, ]| =

Z |zi|* — i |z 2| . (3.2.2)

‘77,7,*1 Jig=—1
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U nastavku ovog odjeljka konstruiramo matrice rotacija obzirom na indefinitni
skalarni produkt zadan matricom (3.2.1). Takve matrice su najjednostavnije matrice
koje cuvaju “J-norme” i J-skalarne produkte vektora.

Definicija i oznake za unitarne blok matrice i J-unitarne blok matrice preuzete
su iz [49]. Zbog potpunosti, navodimo i osnovna svojstva dokazana, takoder, u [49].

3.2.1. Elementarne matrice trigonometrijskih i hiperbol-
nih rotacija

Najjednostavnije unitarne matrice su ravninske ili trigonometrijske rotacije. U
realnom slucaju to su matrice oblika

U= l o5 Smw] . (3.2.3)
—siny cos @

Postoji nekoliko generalizacija ravninskih rotacija na kompleksan slucaj. Standard-
no se, u Jacobijevim metodama, koriste matrice oblika

l cosp  €%singp ]
U= —tor o3 ?
—e"singp cosy

ali je moguca i generalizacija kao u [30]

U— e cos g € sin
| —sinp  cosp

Za jednostrane transformacije, poput QR i JQR dekompozicije, jednostavnije
je koristiti malo drugaciju generalizaciju ravninskih rotacija u obliku

W W ¢ i1 .
- (& COs@ € sine | € 0 COS @ S @
U [—emsing e cos 90] - l 0 e ] l —sing cos sol - B2

Koristenjem propozicije 3.1.6. izlazi da je ova matrica, takoder, unitarna.

Polazec¢i od elementarnih ravninskih rotacija, mozemo konstruirati m x m ma-
trice rotacija. Oznac¢imo s Ug(k, ) € C™*™ Givensovu ravninsku rotaciju, koja je
jednaka jedini¢noj matrici, osim u (k, ¢) ravnini, gdje je

Ua(k, O)([k, 0], [k, €) =U (3.2.5)

a U je definirana relacijom (3.2.4), odnosno (3.2.3), ako konstruiramo realne rotacije.

Takoder, oznacimo s

Ug = HUG(/%&) o Ak Gk G =0, i (3.2.6)
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produkt ravninskih rotacija koje djeluju nezavisno.

Za matrice skalarnog produkta J = diag(l, —1) ili J = diag(—1, 1), analogon
rotacija su takozvane hiperbolne rotacije. U realnom slucaju, one imaju oblik

chx shzx
oo [drsie) 52

Kompleksna generalizacija takvih matrica slicna je kompleksnoj generalizaciji
ravninskih rotacija. U implicitnim Jacobijevim metodama koriste se matrice oblika

- chyp e“shop
" |e™shy cho ’

U— e’ chp e®shop
| she chyp

Kao i kod kompleksnih rotacija, za potrebe jednostranih transformacija jedno-
stavnije je koristiti matrice oblika

611/11 ch © eiwl sh © eiwl 0 ch 0 sh o
U= leiwz sh o e2 ch @ - 0 e sh ch o ) (328)
koje su, takoder, J—unitarne, prema propoziciji 3.1.6.

Hiperbolna rotacija Uy (k,¢) € C™ ™ u (k,f) ravnini jednaka je jedini¢noj
matrici, osim na presjeku k—tog i /—tog retka i stupca, gdje je

Uu(k,0)([k, 0], [k, () =U (3.2.9)

a matrica U je definirana relacijom (3.2.8) u kompleksnom, odnosno (3.2.7) u real-
nom slucaju.

3.2.2. Elementarne blok unitarne i blok J—unitarne ma-
trice

Kao $to ¢emo poslije pokazati, da bismo mogli napraviti analogon QR dekom-
pozicije, potrebne su nam blok J-unitarne matrice. Blok—generalizaciju unitarnih i
J—unitarnih matrica dao je Veseli¢ u [49]. U ovom paragrafu rezimirat ¢emo neka
njihova svojstva.

Za generalizaciju, potrebna je definicija pozitivnih potencija matrice.

Definicija 3.2.1.

Funkcija A — A%, a € Ry, definirana je na skupu svih matrica A koje zado-
voljavaju:
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(1) matrice iz A nemaju negativnih realnih svojstvenih vrijednosti;

(77) 0 je u najgorem slucaju nedegenerirana svojstvena vrijednost, tj. pripadni ele-
mentarni divizori su linearni.

Na podskupu Ay svih regularnih matrica iz A, funkcija A — A% definira se kao
analiticko produljenje reda

o) Oé)
Z (A - I)k ’
k=0 (k
a zatim se prosiruje na A po neprekidnosti. [ |

Za dokaz unitarnosti i J—unitarnosti matrica koje ¢emo definirati, potrebna
nam je slijedeca lema.

Lema 3.2.1.

Neka su zadane matrice X € C™*" 1Y € C" "™, Za svaku analiticku funkciju
f vrijedi

(3.2.10)

Dokaz:

Svaka analiticka matri¢na funkcija definira se kao red
F(A) =3 oy A
k=0

Ako funkciju f(XY), odnosno f(Y X) razvijemo u red, nakon mnozenja toga reda
slijeva s Y, odnosno X, slijedi tvrdnja. [ |

Definirajmo elementarne blok unitarne i blok J-unitarne matrice.

Teorem 3.2.1. (Veselic)
Neka je matrica U oblika

(I —YX)'/? Y

U= -X (- XY)¥2| >

(3.2.11)

pri cemu su X @Y pravokutne matrice, takve da X Y™ imaju istu dimenziju.
(1) Matrica U je blok—unitarna matrica, ako je || X||2 < 1 i vrijedi

Y =X* . (3.2.12)
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(i) Neka je J matrica indefinitnog skalarnog produkta unitarna, blok-dijagonalna
© hermitska, oblika

[ho0
J = l 0 Jz] , (3.2.13)

pri cemu dimenzije blokova Jy i Jy odgovaraju dimenzijama matrica Y X 1
XY, respektivno. Ako odaberemo

onda je matrica U definirana s (3.2.11) J—-unitarna.

Dokaz:

U slucaju (7), treba pokazati da vrijedi U*U = I, a u slu¢aju (i), U*JU = J.
U oba slucaja dokaz se provodi mnozenjem matrica i koristenjem leme 3.2.1.; pri
¢emu je funkcija f(X) = VX. [ |

Elegancija formule (3.2.11) ocituje se u inverzu sli¢nog oblika.

Teorem 3.2.2. (Veselic)

Inverz matrice definirane relacijom (3.2.11) je

L u-yx)i? Y
U+ = B% (I — XY)/? (3.2.15)
Dokaz:
Treba pokazati da vrijedi U U = UU! = I. Dokaz se, uz koristenje leme
3.2.1., provodi mnozenjem matrica. |

Promatramo li blokove u matrici U, oni bi trebali biti blok generalizacija sinusa
i kosinusa. Primijetimo da dijagonalni blokovi koji bi trebali odgovarati kosinusu
nisu jednaki, a cak ne moraju biti niti jednake dimenzije. Oznacimo ta dva “sinusa”
i dva “kosinusa” sa

U | d-YX) Y ]:l o 52]

-X (I — XY)\/? -5 Cy

Ako dijeljenje interpretiramo kao mnozenje inverznom matricom i postujemo dimen-
zije blokova, mozemo na dva nacina definirati matricne analogone tangensa

1) = S1Cf1 = X(I—YX)_1/2 - (]_Xy)—1/2X ’

Ty = S0y = Y(I—XY) V2 = (I-YX) Y2y (3.2.16)

Uz pomoc¢ ta dva matricna tangensa, mozemo izraziti dva matricna sinusa.
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Teorem 3.2.3.

Uz oznake (3.2.16), podmatrice X i Y u relaciji (3.2.11) moZemo izraziti kao

X = Tl(["‘TQTl)il/z = (I+T1T2)71/2T1 ,

Y = (I +T0D) Y2 = (I + 1) YT, (3.2.17)

Dokaz:

[zracunajmo I + 11T, koristeéi definicione relacije (3.2.16)

I+T\T, =1+ —-XY)YV2XY(I - XY) /2
= (I - XY)Y2((I-XY)+XY)(I - XY)™ /2
= (I —-XY)™!

Odavde slijedi
(I+T\T) Y? = (I - XY)Y?

Mnozenjem zdesna s 1 i slijeva s 15 izlaze dvije tvrdnje. KoriStenjem leme 3.2.1.
dobivamo preostale dvije tvrdnje. [ |

Ako je U blok unitarna, ili blok J—unitarna matrica, postoji veza izmedu dva
matricna tangensa.

Propozicija 3.2.1.

Neka je matrica U definirana relacijom (3.2.11), a matricéni tangensi relaci-
jama (3.2.16).

(i) Ako je U unitarna matrica, onda je
T,=TF . (3.2.18)
(i1) Ako je U J—unitarna matrica, obzirom na J definiran s (3.2.13), onda je

Dokaz:

(7) U slucaju unitarnosti matrice U, vrijedi

T = X(I-X*'X)'? = (I - XX*)"2X |
Ty = X*(I - XX*)7V2 = (I - X*X)~/2X~

Tvrdnja slijedi transponiranjem prve jednadzbe.
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(77) Ako je U J—unitarna matrica, obzirom na J zadan s (3.2.13), vrijedi
Ty = X({I—-4LhX*LX)Y?2 = (I-XLX*Jy) V22X |
Ty = LWX*Jo(I — X X*Jy)"V2 = (I — JJX*J,X)"YV2 ) X" J,
Transponiranjem prve jednadzbe slijedi
T = (I — X" )X J) V2X* = X*(1 — J,X J, X*)~1/?
Mnozenjem prethodne jednakosti slijeva s Ji, i zdesna s .J,, dobivamo
DT Ty = (I — X*LXJ) YV2X T = X (1 — LXJ,X*) V2,

Promotrimo prvu jednakost. Koriste¢i propoziciju 3.1.1. tako da za jednu
varijablu u spomenutoj propoziciji uzmemo X*.J,, a za drugu X.J;, dobivamo

JlTl*JQ = JlX*Jz(I — XJlX*JZ)il/Z = Tz

3.3. Konstrukcija jos nekih H-rotacija

U proslom odjeljku konstruirali smo elementarne J—unitarne blok matrice, pri
cemu je J unitaran, hermitski i blok—dijagonalan. U ovom odjeljku iskoristit ¢emo
J—unitarne matrice za konstrukciju nekih drugih H—unitarnih matrica.

U standardnom euklidskom prostoru matrica rotacija definira se kao unitarna
matrica koja ¢uva orijentaciju prostora. Na slican nacin mozemo definirati rotaciju
obzirom na bilo koji skalarni produkt.

Definicija 3.3.1.
H —unitarna matrica U je matrica H-rotacije, ako vrijeds
detU =1 . (3.3.1)

Svaka 2 x 2 regularna hermitska matrica moze se dijagonalizirati jednim ko-
rakom Jacobijeve metode (2 X 2 rotacijom), a svojstvene vrijednosti tako dijagonali-
zirane matrice su dva realna broja dy; i doo, razlicita od nule. Zbog toga je dovoljno
promatrati realne unitarne matrice obzirom na dijagonalnu matricu

A= diag(dll, d22) . (332)

Pokazimo da su elementarne trigonometrijske i hiperbolne rotacije predstavnici je-
dina dva bitna tipa ravninskih rotacija.



3.3. KONSTRUKCIJA JOS NEKIH H-ROTACIJA 27

Propozicija 3.3.1.

Neka je A dijagonalna matrica reda 2 definirana relacijom (3.3.2). Obzirom
na A, postoje tocno dvije bitno razlicite vrste A—rotacija, ovisno o tome da li su
znakovi dyiy @ doy jednaki ili razlicits.

Dokaz:
Pretpostavimo da je U A-rotacija oblika
U — [ull U2 ]
U21 U2z
Iz relacije (2.1.6) slijedi
Ul =A"UrA

i vrijedi
det U = upjugr — ujpuo =1
pa za U~! dobivamo jednadzbu

[ U2 —U12] _ ldﬂl 0 ] lun U21] [dn 0 ] o [ (381 daodiy g,

_1 _ = 1 _
—Up1 Uy 0 dy U1g Uz 0 dy di1dy Uy Ugo

Odavde odmah slijede jednadzbe za elemente

U = Usga

doo (3.3.3)
Uz = —— U2

dy;

d
Jun|? + d_22|“21|2 =1,
11
odnosno p
g |* = d—;:(l — Junl?) . (3.3.4)

U ovoj relaciji imamo dvije bitno razli¢ite moguénosti:

(a) dy1 1 dy su istog znaka. U tom slucaju, zbog nenegativnosti lijeve strane u
(3.3.4), nuzno je |u11| < 1. Zbog toga, |uy;| mozemo interpretirati kao kosinus
nekog kuta, tj.

up; = e'*cos

KoriStenjem (3.3.3) i (3.3.4), izlazi
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odnosno

dll i

—if
—€ s @
d22

U2 = +

U tom slucaju A-rotacija ima oblik

) dy1
e'* cos ¢ =3y d—nezﬂ sin
U= 2 ; (3.3.5)

11 i . s
T/ —e Psing e @cosp

dao
(b) dy1 i dgo su razli¢itog znaka. Ponovno, iz nenegativnosti lijeve strane u (3.3.4)
slijedi da je |uy;| > 1. U tom sluc¢aju |uy; | mozemo interpretirati kao hiperbolni

kosinus nekog kuta, pa je .
upp = e“chop

d )
Uy = i\/—ie’zﬂ sh o
da2
U tom slucaju A-rotacija ima oblik
. diy
e'*ch o ig/—d—llezﬂ sh o
U= 2 . (3.3.6)
d22 —if —ix
+4/———e "“shp e “chop
di

Prethodna propozicija pokazuje da se A-rotacije dobivaju na jednostavan
nacin — skaliranjem odgovarajucih J-rotacija, ovisno o odnosu predznaka u A.

Za U921 izlazi

Prethodnu konstrukciju mozemo generalizirati na proizvoljnu realnu regularnu
dijagonalnu matricu A oblika

A= diag(du, ey dmm) . (337)

Propozicija 3.3.2.

Neka je A realna regularna dijagonalna matrica definirana relacijom (3.3.7) i
neka je matrica J definirana s

J = diag(jll; s 7]mm) ) ]u = Sign du
Matrica U je A—unitarna matrica, ako © samo ako je matrica
A INER AN

J—unitarna.
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Dokaz:
Uoc¢imo da vrijedi
A= |AM2TIAIM (3.3.8)
Mnozenjem relacije U* AU = A slijeva i zdesna s |A|Y/2 i primjenom (3.3.8), dobi-
vamo
A YPURAUIA = (JA] Y20 A1) (A 2UIA) = T
pa je A—unitarnost matrice U ekvivalentna J—unitarnosti matrice U. [ |

Prethodna propozicija, zajedno s propozicijom 3.1.3., barem u principu, svodi
konstrukciju H—unitarnih matrica za bilo kakav hermitski regularan H, na konstruk-
ciju J—unitarnih matrica. Naime, svaki takav H moze se dijagonalizirati unitarnom
slicnoscu, tj. postoje unitarna matrica V' i dijagonalna matrica A, takve da je

V*HV = A

Propozicija 3.1.3. daje vezu izmedu H—unitarnih i A—unitarnih matrica. Rastavom
matrice A u obliku (3.3.8), konstrukcija A—unitarnih matrica, svodi se na konstruk-
ciju J—unitarnih matrica, gdje je J inercija matrice H. To pokazuje da su J—unitarne
matrice fundamentalne za reprezentaciju svih H-unitarnih matrica.

Veseli¢eva konstrukcija [49] J—unitarnih matrica obzirom na blok-dijagonalnu
1 unitarnu matricu .J, moze se generalizirati i na matrice oblika

=~ [0 J,
J=1 = , 3.3.9
%) (3:3:9
pri cemu je J; kvadratna i unitarna matrica. Odmalrlje jasno da je uvjet kvadratic-
nosti matrice J; nuzan, jer je u protivnhom matrica .J singularna. Prema propoziciji
3.1.3., dovoljno je pronaci blok-unitarnu matricu koja blok-dijagonalizira matricu
J iz (3.3.9), a zatim primijeniti konstrukciju iz prethodnog odjeljka.

Propozicija 3.3.3.

Neka je matrica J zadana relacijom (3.3.9). Matricu J mozemo blok—dijago-
nalizirati unitarnom slicnoséu 1z teorema 3.2.1.

Dokaz:

Uzmimo blok—unitarnu matricu ) oblika

0= l([ — X*X)1/? X+ ] |

definiranu relacijama (3.2.11) i (3.2.12). Uz pomo¢ te matrice pokusajmo blok-
dijagonalizirati zadani J. U tom slucaju matrica ) mora zadovoljavati

Jlo]

QlIQ=1J= [ 0 (3.3.11)
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Uoc¢imo da, zbog unitarnosti matrice J;, vrijedi

Jt=TJ . (3.3.12)

Iz uvjeta za ponistavanje bloka (2,1) u relaciji (3.3.11) i relacije (3.3.12), do-
bivamo

(I - XXHYV2J I - X" X)) = X)X
MnoZenjem te jednadzbe slijeva s (I — XX*)7%/2 i zdesna s (I — X*X)7Y/2 te
koristenjem leme 3.2.1., slijedi
Jl = (I - XX*) VX ) X(1 - X*X)7/?
(I - XX*YV2XJ(I-XX")Y2X

Primjenom matri¢nog tangensa 7} iz (3.2.16)
T, =(I - XX*)YV2x |
prethodnu relaciju mozemo zapisati u obliku
L'=T0T

odnosno,

I =TT, . (3.3.13)
Jedno rjesenje jednadzbe (3.3.13), ocito je

~

T]_:Jfl

Analogno, iz uvjeta za ponistavanje bloka (1,2) u relaciji (3.3.11) i relacije
(3.3.12), dobivamo

(I —X*X)Y20 (1 — XXHY? = X J P X

Mnozenjem te jednadzbe slijeva s (I — X*X)™1/2 i zdesna s (I — XX*)~1/2 te
koristenjem leme 3.2.1., slijedi

jl _ ([ _ X*X)—l/ZX*jle*(] _ XX*)fl/Z
— (I _ X*X)_I/QX*tfl_l(I _ X*X)_1/2X*
Primjenom matri¢nog tangensa 75 iz (3.2.16)

Ty = (I —X*X)"/2x*

?

dobivamo ~ R
Jl — T2J1_1T2 y
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odnosno,
I =J ' TJ'T,

Jedno rjesenje ove jednadzbe je
T, = Ji

Primjenom teorema 3.2.3., iz T} i T, mozemo izra¢unati matricu X u (3.3.10)

1

1 )

X = +TL)™V? = @DV =

Sl

pa je
1 ~
X*=—J
N

Odatle slijedi da je

1
I - X*X)'2 = (T - XXHY2 = T
( ) ( ) NG

Dakle, unitarna matrica @) oblika (3.3.10), za koju vrijedi (3.3.11), jednaka je
I A
= — - . 3.3.14
“ [—JI‘ I ] M

|
Primjenom propozicije 3.1.3., odmah dobivamo slijedec¢i rezulat.

Korolar 3.3.1.
Za matricu J iz relacije (3.3.9), J—unitarne matrice imagu oblik QUQ ™, gdje

je Q definirana relacijom (3.3.14), a U je J-unitarna, obzirom na J iz (3.3.11). W

Takve J—unitarne matrice U konstruirali smo u prethodnom odjeljku.

3.4. Indefinitne matrice Householderovog tipa

Vecinu matricnih algoritama, koju mozemo realizirati rotacijama, prirodno
mozemo realizirati i Householderovim reflektorima. Potpuna analogija vrijedi i za
algoritme koji koriste J-rotacije.

U ovom odjeljku, navodimo do sada poznate rezultate o konstrukeiji J—Hou-
seholderovih i blok Householderovih matrica. Za realizaciju indefinitne QR dekom-
pozicije, potrebne su jos i blok J-Householderove matrice.
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Blok J-Householderove matrice prirodna su, ali netrivijalna, generalizacija
J-Householderovih i blok—Householderovih matrica. Pokazuje se da blok .J-Hou-
seholderove matrice imaju svojstva reflektora, ako i samo ako, ne dolazi do de-
generacije, tj. smanjivanja ranga produkta matrica koje se koriste u konstrukciji
blok J-reflektora. Taj specifican problem nastaje zbog degeneracije indefinitnog
skalarnog produkta.

3.4.1. J—Householderove matrice

Klasi¢nu definiciju Householderovih matrica

ww*

H=1-2 , weC™ | w#0 (3.4.1)

w*w
mozemo generalizirati na J-Householderove matrice, tj. na Householderove matrice
unitarne obzirom na J-skalarni produkt. Postoje dvije generalizacije tih matrica
[12] i [15]. Izmedu njih postoji jednostavna veza, ali usprkos jednostavnoj vezi,
svojstva su im bitno razlicita.

Za korektnu definiciju J-Householderovih matrica, potrebna je definicija gene-
raliziranog inverza zadane matrice. Generalizirani inverz je prosirenje uobiCajenog
pojma inverza na pravokutne i singularne matrice. Za kvadratne, regularne matrice,
generalizirani inverz jednak je obi¢nom inverzu. Navodimo jednu od tri ekvivalentne
definicije.

Definicija 3.4.1.

Generalizirani (Moore—Penroseov) inverz matrice A € C™ ™ je jedinstvena
matrica AT € C"™ koja zadovoljava slijedeée jednakosti:

AATA = A | (AA+)* = AA+
ATAAT = AT (A*A)* = A*A

?

|
Dokaz egzistencije i jedinstvenosti matrice A™ moze se naéi, na primjer, u [13].

Za matrice jednostavnog oblika, generalizirani inverzi su oc¢iti. Ako je matrica
reda 1, tj. matrica je broj a, njezin je generalizirani inverz

a+:{1/azaa7§0 ,

0 zaa=0
Koriste¢i generalizirani inverz broja, za dijagonalnu matricu A = diag(ay, - . ., Gmm)
vrijedi
At = diag(afy, ..., at ) . (3.4.2)

Pokazimo jos jedno vazno svojstvo generaliziranih inverza.
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Lema 3.4.1.

Neka je A € C™*" ¢ neka su U € C"™ ™ ¢ V* € C™" unitarne matrice. Tada
vrijeds
(UAVHT = VATU*

Dokaz:

Pokazimo da matrica X = VATU* zadovoljava sve Cetiri relacije u definiciji
generaliziranog inverza matrice UAV™.

UAV*XTUAV* = UAV*VATUUAV* = UAATAV*

= UAV*

XTUAV*XT = VATUUAV*VATU* = VATAATU*
— VAU =X

(UAV*XH)* = (UAV*VATU*)* = (UAATU*)
= UAATU* = UAV*VATU* = UAV*X+

(XTUAV*)" = (VATU*UAV*) = (VAT AV*)*
= VATAV* = VATU*UAV* = XTUAV*

Zakljucak X = (UAV*)" slijedi zbog jedinstvenosti generaliziranog inverza. |

Slobodnija definicija Householderove matrice je da je to unitarna matrica, koja
je modifikacija jedini¢ne matrice matricom niskog ranga. Prenesemo li znacenje na
J-Householderove matrice, ta definicija se moze interpretirati na jedan od slijedeca
dva nacina. U prvom slucaju, J-Householderova matrica je J-unitarna matrica
koja je modifikacija jedini¢ne matrice matricom niskog ranga (definicija Bunse—
Gerstner), a u drugom (definicija Cybenko-Berry) je to J-unitarna matrica koja je
modifikacija matrice J matricom niskog ranga.

Definicija 3.4.2. (Bunse—Gerstner)

Za zadani vektor w € C™, w # 0 i dijagonalnu matricu J = diag(ji1, - . -, jmm),
jJii € {1, =1}, J-Householderova matrica H € C™"™ je

H=1-2ww"Jw) w"J . (3.4.3)
|
Definicija 3.4.3. (Cybenko, Berry)

Za zadani vektor w € C™, w # 0 i dijagonalnu matricu J = diag(ji1, .. ., jmm),
jJii € {1, =1}, J-Householderova matrica H € C™"™ je

H=J-2ww ' Jw) w" . (3.4.4)
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Slijedece dvije propozicije daju osnovna svojstva J-Householderovih matrica
definiranih prethodnim dvjema definicijama.

Propozicija 3.4.1.
Matrica H definirana relacijom (3.4.3) ima slijedeéa svojstva:
(i) H je J-unitarna matrica,
(i) H je J-hermitska matrica,
(i) H' = H.
Dokaz:
Pokazimo da za matricu H vrijedi relacija (2.1.6). Koristenjem
H* =1-2Jw(w*Jw) w* |
izlazi
H*JH = (I —2Jw(w*Jw)*w*)J(I — 2w(w*Jw) w*J)

J — 4Jw(w* Jw) w* J + 4Jw(w* Jw) w* Jw(w* Jw) tw* J
= J — 4Jw(w* Jw)tw*J + 4Jw(w* Jw) tw* T =T |

¢ime je dokazana J-unitarnost.

Prema propoziciji 2.1.1., matrica H je J-hermitska, ako vrijedi (2.1.5). Iz
definicije matrice H izlazi

JHJ™ = JHJ = J(I - 2w(w*Jw) w*J)J
=1 -2Jww" Jw) w" = H" |
¢ime je dokazano (2.1.5).
Tvrdnja (i), direktna je posljedica J-unitarnosti i J-hermiticnosti. Vrijedi
I=JJ=JH"JH=H" |,

pa odmah slijedi da je H ' = H. [ |

Propozicija 3.4.2.
Matrica H definirana relacijom (3.4.4) ima slijedeéa svojstva:
(i) H je J-unitarna matrica,
(i) H je hermitska matrica,

(i) H' = JHJ.
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Dokaz:
Uocimo da je o
H*"=H=J - 2w(w* Jw) Tw* |

Sto pokazuje hermiti¢nost zadane matrice.

Koristenjem svojstva hermiticnosti, pokazimo da vrijedi relacija (2.1.6), tj. da
je matrica H J—unitarna. Vrijedi

H*JH = HJH = (J — 2w(w*Jw) w")J(J — 2w(w* Jw)* w*)
= J — dw(w* Jw) w* + 4w(w* Jw) w* Jw(w* Jw)  w*
= J — 4w (w* Jw) w* + dw(w* Jw)Tw* = J

Posljednja tvrdnja je posljedica J—unitarnosti i hermiti¢nosti matrice H. Izlazi
I=JJ=JH"JH=JHJH |,
paje Hl=JHJ. m

Uoc¢imo da u definiciji J-Householderovih matrica postoji moguénost dege-
neracije. Ako je w*Jw = 0, onda je i (w*Jw)™ = 0, pa su Householderove ma-
trice jednake H = I, odnosno H = J. U tom slucaju, kao Sto ¢emo pokazati,
J—Householderove matrice nemaju svojstvo reflektora.

3.4.2. Blok Householderove matrice

Sredinom sedamdesetih godina su Brenlund i Lunde Johnsen [6], a zatim i
Dietrich [16] promatrali blok reflektore u svrhu ponistavanja blokova u matrici.
Zaokruzenu teoriju blok reflektora dali su Schreiber i Parlett u [37].

U ovom paragrafu, zbog potpunosti i generalizacije na indefinitni slucaj, u-
kratko navodimo definiciju i osnovna svojstva blok reflektora.

Definicija 3.4.4.

Za zadanu matricu W € C™P, m > p, W # 0, reflektor koji zrcali R(W),
sliku od W, obzirom na R(W)*, definiran je relacijom

H=HW)=1-2WWW)"w* . (3.4.5)
|

Pokazimo osnovna svojstva matrice H definirane relacijom (3.4.5).

Propozicija 3.4.3.

Matrica H definirana relacijom (3.4.5) je unitarna i hermitska.
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Dokaz:
Posljednje svojstvo iz definicije generaliziranog inverza
(W W)h)* = (W w)*
osigurava da je
H =1 -2W(WW))YW*=T1-2W(WW)*W*=H
pa je H hermitska.
Pokazimo jo$ i unitarnost matrice H. Vrijedi
HH* = (I = 2W(W*W)TW*)(I — 2W (W*W )T W*)
= I — AW (W*W)TW* + AW (W*W)TW*W (W*W ) W™
=1 —4AWW*W)TW* +4aW(W*W)"w* =1
|

Hermiti¢nost i unitarnost matrice H karakteriziraju reflektor, tj. za matricu
H vrijedi
H? =1

Za dokaz osnovnog teorema o reflektiranju potprostora, potrebna je lema o
“kracenju” generaliziranog inverza produkta matrica.

Lema 3.4.2.

Za proizvoljnu matricu W € C™*P_vrijeds
WWW)*Ww =W . (3.4.6)
Dokaz:

Dokazimo jednakost (3.4.6) primjenom leme 3.4.1. na matrice iz dekompozicije
singularnih vrijednosti matrice W*. Neka je

Wr=Usv* | (3.4.7)

pri cemu su U i V unitarne matrice reda m, odnosno p, respektivno, a ¥ je pravo-
kutna matrica tipa (m, k), takva da je 0;; = 0 za i # j. Oznacimo sa 0, ¢ = 1,...¢,
¢ < min{m, p}, netrivijalne dijagonalne elemente matrice ¥ (netrivijalne singularne
vrijednosti matrice W*).

Primjenom leme 3.4.1. dobivamo
WW*W)TW*W = VU (USV* VS UHTUSV* VY U*
= VU (UXETUt)TULSr Ut
= VZrUrruEEHtrruss Ut
= V¥r(EyH)teyrut
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Uoc¢imo da vrijedi
Y* = diag(o?,...,07,0,...,0)

Koristenjem relacije (3.4.2) izlazi
(LX)t = diag(1/0?,...,1/07,0,...,0)

Zbog toga je
1, 0

*\ 4+ X
(ZEH) ey _loo

] E Cme

Odavde vrijedi zakljucak

I, 0

WW*W)tTW*W = Vx* [ 00

]U*:VE*U*:W

Dokazimo teorem o dekompoziciji prostora na dva potprostora: potprostora
R(W)=+ koji ostaje invarijantan na djelovanje reflektora i potprostora R(W), koji
se zrcali djelovanjem reflektora H.

Teorem 3.4.1.

Neka je matrica H definirana relacijom (3.4.5). Za sve vektore w € R(W),
vrijeds

a za svey € R(W)+

Dokaz:

Neka je w € R(W). Tada postoji x takav da je w = Wx. Iskoristimo definiciju
matrice H i lemu 3.4.2. o “krac¢enju” generaliziranog inverza. Dobivamo

Hw = w—2WW*W)*W*w = Wz — 2W(W*W)"W* Wz
=Wz -2Wz = —w

Drugi dio tvrdnje dobivamo primjenom ¢injenice da je R(W)+ = N (W*). Ako
je y € R(W)*L, tada je y € N(W*), tj. W*y = 0. Zbog toga je

Hy =y —-2W(W*W) " W*y =y
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3.4.3. Blok J—Householderove matrice

U ovom paragrafu uvodimo definiciju blok J-Householderovih matrica, koje
su prirodna generalizacija J-Householderovih matrica. Standardni zadatak, za koji
se takve matrice koriste, je poniStavanje blokova neke matrice. U odjeljku o rea-
lizaciji indefinitne QR dekompozicije pokazat ¢emo da je za poniStavanje blokova
prikladnija generalizacija definicije 3.4.2., tj. generalizacija definicije koju je dala
Bunse-Gerstner u [12].

Definicija 3.4.5.

Za zadane matrice W € C™P, m > p, W # 0 i J = diag(ji1,- .-, Jmm),
Jii € {1, =1}, blok J-Householderova matrica H € C™*™ je

H=HW)=1-2WWJW)*W*J . (3.4.8)
|

Pokazimo da vrijedi analogon propozicije 3.4.1.

Propozicija 3.4.4.

Matrica H definirana relacijom (3.4.8) je J-unitarna, J-hermitska i vrijeds
H?=1.
Dokaz:
Koristenjem svojstva (A*)" = (A7)*, (dokaz vidjeti, na primjer u [13]), izlazi
da je
H*=1-2JWW*JW)"W*=JHJ
pa je time, prema relaciji (2.1.5), dokazana J-hermiti¢nost matrice H.
Pokazimo J-unitarnost matrice H. Vrijedi
H*JH = (I = 2JWW*JW)TW*)J(I = 2W (W*JW)TW*J)
= J—4JWW*IW)TW*J + 4JW (W*JW)TW*JW (W* JW) T W*J
= J—4JWW*IW)TW*J +4JW (W*JW)YTW*] =J |

pa je, prema relaciji (2.1.6), matrica H J—unitarna.

Preostaje jo§ pokazati da vrijedi H~ ' = H. J-unitarnost i J-hermiti¢nost
matrice H daje
H'=JH*J=JJHJJ=H |,
sto je trebalo pokazati. [ |
Za konstruktivni dokaz osnovnih svojstava J—unitarne Householderove matrice
koristit ¢emo teorem o hiperbolnoj dekompoziciji singularnih vrijednosti. Taj teorem

se dobiva iz slijedeceg opéeg teorema o dekompoziciji para matrica (A, B), dokazanog
u [55].
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Teorem 3.4.2. (Zha)

Neka su dane hermitska reqularna matrica A € C™ ™ ¢ matrica G € C™*",
m > n. Tada postoje unitarna matrica U © nesingularna matrica Z, tako da vrijeds

Ay
0 I
Z°AZ = I 0 ,
I, 0

0 _kas
I

mao-| 1]

0

gdje je Ay = diag(\i, ..., \) € R nesingularna i
j = rang(G) —rang(G*AG)
k = rang(A) + rang(G*AG) — 2rang(G)
¢ = rang(G*AG)

a s je broj pozitivnih svojstvenih vrijednosti matrice A, koji odgovara nedegenerira-
nom dijelu defekta matrice G.

Dokaz:

Dokaz je konstruktivan i provodi se u nekoliko koraka. U svakom koraku,
transformacija ima oblik

Ala+1) — Z;+1A(Q)Zq+1 . Gt = Zq—+11G(q)Uq+1 7

gdje je Z4.1 regularna matrica reda m, a U,y unitarna reda n. Na pocetku, stavimo
A0 = 4 G0 =g

Korak 1:

Neka je r = rang(G). Dekompozicija singularnih vrijednosti matrice G ima

oblik
G = Uk Vy = Uy [EOT 8] Vo,

pri ¢emu, zbog r = rang(G), vrijedi
Y, =diag(oy,...,00) , 01,...,0.#0

tj. X, € C™ je regularna dijagonalna matrica. Definiramo

Lol [z o ],. .
G = lo 0] :[ 0 Imr]UoGVO:Zl 'GUy
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pri cemu je

Lost oo T,
lezlé Imr]UO - =l

Regularnost matrice Z; slijedi iz regularnosti obje matrice u produktu. Matrica U,
je, ocito, unitarna.

Pripadna transformacija matrice A ima oblik

(1) 40
A — ZrAZ, = lAll Al ] 7

Ay A

a particija matrice A1) odgovara particiji matrice GO, tj. matrica A je reda r, a
matrica A%) je reda m — r. Uocimo da je matrica A® jos i hermitska.

Korak 2:

Neka je svojstvena dekompozicija bloka Aﬁ’, tj. bloka koji odgovara regu-
larnom dijelu matrice G, jednaka

~ . ~ Ay 0
UZAgll)UZ = [ ¢ ] )

00
gdje je Ay =diag(M, ..., Ag), s #01i

. —1lzai=1,...,t
sign(A;) _{ lzai=t+1,...,0 ° (3.4.9)

Nadalje, mnozenjem matrica, dobivamo da je £ = rang(G*AG). Definiramo matrice
Uy = diag(Us, I,—,) i Zy = diag(Us, I;,—,). Tada je

_ U: 0 L,0][U, ©
G(2’=221G(1)U2:[021 HOOHOQI ]:Gm

Za matricu A adekvatnom particijom, dobivamo

- - Ae 0 AP

% (1) 4(1) L 13
A@):Z;A(”zQ:[UO? A Hj%b ﬁ%%] [UO W ]= 0 0 A
m—r 21 99 m—r Ag) A%) Aé?

Korak 3:

U matrici A®, koristenjem bloka A, kao pivotnog bloka, ponistavamo blok
A%). Zbog hermiti¢nosti matrice A®)| time smo ponistili i blok Az(fl). Definiramo

L, 0 zZ%
Z?,: 0 Ir,g 0 ,
0 0 I,
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pri cemu je Z{g) = —Angg). Matrica Z3 je gornjetrokutasta s jedini¢nom dijago-
nalom, pa je i regularna. Tada matrica A® ima oblik

Ar 00
A® = z:A® 7z, =1 0 0 AP
0 Ay AL

[nvertiranjem matrice Z3 dobivamo

L, 0 —z%
Z?jl = 0 Irfﬁ 0 )
0 0 I,

pa, uz Us = I, vrijedi
G® = 776U,

Mnozenjem odgovarajuéih blokova u prethodnoj relaciji, izlazi G®) = G,
Primijetimo da je znacenje broja r — ¢ = rang(G) — rang(G*AG).
Korak 4:

Uocimo da singularnost matrice AE{’;’ povlaci singularnost matrice A, §to je
protivno pretpostavci teorema. Zbog toga, dekompozicija singularnih vrijednosti
matrice Aé?;) ima oblik

~ [,

Ag?;) _ Uoiovo* — 0, l Iy

eI

i vrijedi
Yoo =diag(61,...,0,-4) , O1,-.-,00 ¢ F#0

Matrice Z4 i U, dobivamo odgovaraju¢im sastavljanjem blokova,
Z4 — diag([g, 047 24) ) U4 - dia‘g(jla 1747 Im—T)

Postujuéi dimenzije blokova matrice A, dobivamo
AW — ZZA(3)Z4 —

Regularnost matrice 24 povlaci i~regularnost matrice Z4, a unitarnost matrice Uy
posljedica je unitarnosti matrice Uy, pa definiramo

G = 271 ABY, = GO
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Korak 5:
Iskoristimo blok I,_; za eliminaciju blokova Agé), Agi) i Afé). Mnozenjem odgo-

varajucih blokova, moze se pokazati da za regularnu matricu

I, 0O 0 0
5 =
0 0 I, 0

0 0 0 Im—2r+l

vrijedi da je

Ar 00 0
0 0 L 0
AP = 2z A0Zs =1 o 1,0

0o 0 0 A
Neka je U5 = I,. Onda je
G® = 7'My,

Mnozenjem odgovarajucih blokova u prethodnoj relaciji, mozemo pokazati da je
GO = GW.
Korak 6:

Uoc¢imo da matrica Af&) mora biti regularna, jer je nastala kongruencijskim
transformacijama regularne matrice. Svojstvena dekompozicija matrice Aﬁ) ima

oblik B B
UgAZ(LZ) Us = Dm—2r+£ )
gdje je
Dm—2r+l - diag(dla S dm—2r+l)
i vrijedi
. lzai=1,...,s,
sign(d;) _{—1 zai=s+1,....,m—2r++¢ "’
pa, ocito, postoji regularna matrica Zs, takva da je
= = I 0
ZiA) Zs = | ¢
S 0 _Im—2r+l—s
Tada mozemo definirati
Zs = diag(Ip, I,—¢, I, Zs) . Us=1I,
Zbog regularnosti matrice Zs, mozemo definirati
A6) — Z;A“)ZG . GO = ZG_IG@UG
Mnozenjem matrica na desnoj strani relacije za G izlazi G = G©). [ |

Primjenom prethodnog teorema na matrice A = J i G = W, mozemo dokazati
slijedeci teorem o hiperbolnoj dekompoziciji singularnih vrijednosti.
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Teorem 3.4.3. (Zha)

Neka su dane matrica J € C™™ J = diag(ji1,- -, Jmm), Ji € {1,—1} 1
matrica W € C™ P m > p. Tada postoje unitarna matrica U, J—unitarna matrica
Z 1 matrica permutacije P, takve da vrijeds

diag(|M 1|2, ..., | Ne|Y?
1

W*=U0sPZ*=U 7
V2

L, -] | Pz

0
Dokaz:
Primijenimo teorem 3.4.2. redom na matrice J i W. Vrijedi
Ay
0 I I I
Z7*J7 = I; 0 : Z WU = [0’]
I, 0 0
0 _kas

gdje je U unitarna, a Z nesingularna matrica.

Tvrdnju teorema dobivamo dijagonalizacijom blokova matrice Z*JZ. Primje-
nom relacije (3.4.9), matricu A, mozemo napisati u obliku

A, = diag((M['72, - A]Y?) l_lt 0 ]diag(|)\1|1/2,...,|)\4|1/2)

0 Iy
-1, 0
= |A£|1/2 [ 0lt Igt] |Az|l/2

Prema propoziciji 3.3.3., postoji unitarna matrica @ oblika (3.3.14), koja di-
jagonalizira blok
01,
I 0
Odmabh slijedi

Jon),, 1L -nllon| 1| L] [-I0
@ I; 0 Q‘ﬁ L L||Lo|va|-LL| | 01

Trec¢i blok u matrici Z*JZ je ve¢ u dijagonalnoj formi. Definiramo matricu

T = diag(|Ad"?, Q" In—2r12)
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Zbog regularnosti matrice 1" vrijedi
L 0 -
0 I
—1 7% —x% _]] 0
127 JZT" = I , (3.4.10)
j

I, 0
L 0 _Ik_s -l

pa matrica J i matrica s desne strane u (3.4.10) imaju istu inerciju. Drugim rije¢ima,
postoji matrica permutacije P, takva da je

T'2*JZT* = PJP* . (3.4.11)
Definiramo ~
Z7=271""P (3.4.12)
Sto, zajedno s (3.4.11), pokazuje J-unitarnost matrice Z.

Promotrimo relaciju koja vrijedi za matricu W i iskoristimo definicione relacije
za matrice Z 1T
I I | A
W=2 l ] U* = ZP*T* lfoﬂl U*=ZpP* Qlﬂ U*.
0 0 0

0

Primijetimo da je

oLl L] LiL\| L L L
0 V2 | —1; I 0 V2 | =1 ’
odakle, uvrstavanjem u relaciju za W i adjungiranjem, izlazi tvrdnja. [ |

Korolar 3.4.1.

Matrica X € C™*P definirana u teoremu 3.4.3. je dijagonalna, ako i samo ako

18cezava blok )

7 L, -1
odnosno, ekvivalentno, ako ¢ samo ako je
rang(W*JW) = rang(W)
|

Za matrice W i J iz definicije blok J-Householderovih matrica vrijedi sli¢cna
relacija “kracenja” kao i kod blok Householderovih matrica.
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Teorem 3.4.4.

Jednakost
W(W*JW)+W*JW =W ,

vrigeds, ako i samo ako je

rang(W*JW) = rang(W) . (3.4.13)

Dokaz:

Prema teoremu 3.4.3. matricu W* mozemo napisati u obliku W* = ﬁEPZ*,
gdje je U unitarna, a Z J-unitarna matrica. Mnozenjem izlazi

0
W*JW = (USPZ*)J(ZP*S'U*) = USPIPS' U =U | A, |U*
0

Koristenjem leme 3.4.1. i relacije (3.4.2) za generalizirani inverz dijagonalne matrice,
dobivamo

0
WJW)*=U| A7 |0,
0
Sto daje
WW*IWYTW*IW = ZP*>*U*U | A, |UU| AP |U*
0 0
= 7P| I, |U*=ZP*| |AV?* |U*
0 0

Odavde odmah slijedi da je
WW* W)Y TW*JW =W |

ako i samo ako ne dolazi do gubitka ranga matrice W*JW obzirom na rang W. B

Teorem 3.4.1. o dekompoziciji prostora induciranoj blok reflektorom vrijedi i
u indefinitnom slucaju, ali uz dodatni uvjet (3.4.13).

Teorem 3.4.5.
Neka je matrica H definirana relacijom (3.4.4). Ako je

rang(W*JW) = rang(W) |
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onda za sve w € R(W') vrijeds

a za sve y € R(W)H

Dokaz:
Dokazimo prvu tvrdnju. Neka je w € R(W). Tada postoji x takav da vrijedi

w = Wz. Koristenjem teorema 3.4.4. i definicije matrice H, imamo
Hw = w—=2WW*JW)*W*Jw = Wz = 2W(W*JW) T W*JWx
= Wz -2Wz = —w

Da bismo dokazali drugi dio tvrdnje, potrebno je dokazati da vrijedi

RV = N(WE = N(W*T)

Dokazimo prvo da je R(W)H € N(WH). Neka je y € R(W)H. Tada za
svaki w € R(W) vrijedi [w,y] = 0.

Po definiciji slike operatora, za svaki w € R(W) postoji x € CP, tako da je
w = Wax. Takoder, za svaki x € C? je Wx € R(W). Stoga za svako x € CP vrijedi
(Wa,y] =0 < [2,WFy] =0
Zbog svojstva nedegeneriranosti iz definicije indefinitnog skalarnog produkta, odmah
slijedi Wy =0, tj. y € N(WH).
Obratno, neka je y € N (W), Tada je Wy =0, pa je i
[, WHy] =0 = [Wa,y]=0 ,
za svaki x € CP. Dakle, y je okomit na R(W) obzirom na indefinitni skalarni
produkt, pa je y € R(W)M, ¢ime je dokazano N (W) C R(W)IH.

Drugu jednakost dobivamo kao posljedicu relacije (2.1.4). Za y € N (W) yri-
jedi Wy = 0, pa koristenjem (2.1.4) izlazi JW*Jy = 0. Zbog regularnosti matrice
J, prethodna jednakost ekvivalentna je s W*Jy = 0. Odatle odmah zakljucujemo
da je y € N(W*J), ako i samo ako je y € N'(W),

Zbog toga, za y € R(W)H vrijedi

Hy=y—2WW*JW) " W*Jy =y



4. Indefinitna QR dekompozicija

Svaka pozitivno definitna hermitska matrica A ima dekompoziciju Choleskog
A=R'R ,
gdje je R gornjetrokutasta matrica. Ako se zahtijeva da R ima pozitivne dijagonalne
elemente, takva je dekompozicija jedinstvena.

Dekompoziciju Choleskog matrice A mozemo promatrati i na drugi nacin.
Neka je G bilo koja pravokutna matrica za koju vrijedi

A=GG
Onda QR dekompozicija matrice G, G = QR, pri ¢emu je () unitarna, daje faktor
R iz dekompozicije Choleskog.

Ako je matrica A zadana faktorom G, ocito, nije potrebno eksplicitno mnoziti
faktore da bi se izracunala dekompozicija Choleskog, tj. matrica R.

4.1. Uvod

Za hermitsku indefinitnu matricu A moguce je napraviti analogon dekompozi-
cije Choleskog — hermitsku indefinitnu dekompoziciju. Prvi ozbiljan problem je
izracunavanje hermitske indefinitne dekompozicije, jer ona ne mora postojati. Na

primjer, za matricu
01

ne postoji gornjetrokutasta matrica R i matrica J = diag(£1), tako da je
A=R'JR
Pocetkom sedamdestih godina grupa autora [11], [7], [8], [10], [9], bavila se
ovom dekompozicijom s ciljem rjesavanja hermitskih indefinitnih linearnih sistema.

Zbog sprecavanja pivotnog rasta, predlozili su nekoliko varijanti potpunog i parci-
jalnog pivotiranja.

47
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Pokazano je da se, uz razumnu pivotnu strategiju, moze posti¢i da matrica
R bude blok—gornjetrokutasta s dijagonalnim blokovima dimenzija 1 x 1 ili 2 x 2.
Naime, vrijedi slijede¢a propozicija.

Propozicija 4.1.1.

Neka je A hermitska matrica. Ako su svi dijagonalni elementi matrice A jed-
naki 0 1 sve 2 X 2 glavne minore jednake 0, tada je matrica A nul-matrica.

Dokaz:

Pretpostavimo da su svi dijagonalni elementi matrice A jednaki 0. U tom
slucaju za sve glavne minore vrijedi

dt[ SJ] _|a/lj|2:0 )
ij
Sto povlaci da su svi elementi a;; = 0. [ |

Dakle, dekompoziciju mozemo zapoceti ako matrica A nije O-matrica. Tada se
sigurno moze naci, ili barem jedan dijagonalni element koji je razlicit od 0, ili barem
jedna 2 x 2 glavna podmatrica razlicita od 0. Istovremenim zamjenama redaka i
stupaca, taj blok uvijek mozemo dovesti u gornji lijevi kut matrice. Dakle, dovoljno
je promatrati samo 1 x 1 ili 2 x 2 pivotne podmatrice. Ako je matrica A regularna, u
svakom koraku dekompozicije mozemo pronaci regularnu pivotnu podmatricu. Na
taj nacin dobivamo hermitsku indefinitnu dekompoziciju matrice A oblika

A=P*R*JRP

gdje je P matrica permutacija, R blok gornjetrokutasta matrica s dijagonalnim
blokovima veli¢ine 1 x 1 ili 2 x 2, a .J dijagonalna matrica s £1 na dijagonali. Jasno
je da taj oblik dekompozicije nije jedinstven. Osim toga, razlicite pivotne strategije
mogu dovesti i do razlicitog broja 1 x 11 2 x 2 dijagonalnih blokova.

Ako je matrica A zadana faktorom G i matricom J, tako da je A = G*JG,
pitanje je, da li je moguce, bez eksplicitnog mnozenja matrica, izracunati faktor
R u hermitskoj indefinitnoj dekompoziciji. Intuitivno je jasno, da bi na G trebalo
slijeva djelovati J—unitarnom matricom i poniStavati elemente u donjem trokutu
matrice G.

Indefinitni analogon Q)R dekompozicije definiramo na slijedec¢i nacin.

Definicija 4.1.1.

Neka je G € C™", m > n i neka je i J € C™™, J = diag(ji1,- .-, jmm),
Jii € {1, —1}. Rastav matrice G oblika

R * * *
G:P1Q[0]P2 , QJIQ:Jl , J1:P1JP1 y (411)
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gdje su matrice Py © P, matrice permutacije, matrica () je J,—unitarna, a R je blok
gornjetrokutasta s dijagonalnim blokovima dimenzija 1 X1 ¢ 2X2, zovemo indefinitna
QR dekompozicija matrice G obzirom na zadani J. [ |

Opravdanje ove definicije dano je u teoremu 4.2.1., gdje pokazujemo egzisten-
ciju ove dekompozicije uz uvjet regularnosti matrice A = G*JG. Napomenimo da
u op¢em slucaju nije moguce posti¢i da ) bude J—unitarna, obzirom na zadani J,
ve¢ je nuzno uvesti matricu permutacija P;.

Sli¢no kao i kod obicne QR dekompozicije, indefinitnu QR dekompoziciju mo-
zemo realizirati uz pomo¢ (indefinitnih) rotacija, ili uz pomo¢ (indefinitnih) House-
holderovih transformacija. Obje konstrukcije razvijamo u slijede¢im odjeljcima.

4.2. 1Izvod i realizacija dekompozicije rotacijama

U ovom odjeljku konstruktivno dokazujemo egzistenciju indefinitne QR dekom-
pozicije, koriStenjem rotacija, J-rotacija i elementarnih J-unitarnih blok matrica.

Za konstrukciju indefinitne QR dekompozicije u opéem slucaju, prvo izvodimo
specijalne slucajeve QR dekompozicije 4 X 21 3 X 2 matrica GG, uz odredene dodatne
pretpostavke na G i J. Ti posebni slucajevi bit ¢e elementarni koraci opée indefinitne
QR dekompozicije.

Definicija 4.2.1.

Neka su Gy € CH*2 § Jy € CY* matrice oblika

g11 912 Jn
Gl — g21 g22 7 Jy = —]11'
0 g3 J33
0 gao —J33

Kazemo da je Gy, Jy elementarni par reda 4, ako vrijedi

911, 921, 932, gaz # 0 ) Jit,Jss € {—1,1}

barem jedan od elemenata gia, gaa je razlicit od nule © matrica Ay = GyJsGy, je
indefinitna i reqularna. [ |

Za daljnju konstrukciju, korisno je promatrati G4 kao blok matricu oblika
B
oo-[2]

R, = [911 912] . Ry = lo 932]
g21 922

pri cemu je
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Matrica A, iz definicije 4.2.1. ima oblik

Ay = 12J4G42

i Ji1 g11 912
_ (91 9n 0 0 —Ju 921 922
| J12 922 G32 Ga2 J33 0 g3
—J33 0 a2
_ (g = [g21?) J11(g11912 — g21922)
= | _ _ . 9 5 . 9 9 (4.2.1)
_J11(911912 — 921G22) J1r(lgi2]? = [9221%) + Js3(|gs2]® — |g42]?)

Njena determinanta je

det Ay = (lgu1|* — lg211”) (lg12l* — [g22]*) + g11dss(lgn|* — lg211*) (Igs2]* — lgacl?)
— (911912 — 921922) (911912 — 921G22)
= J'11J'33(|911|2 - |921|2)(|932|2 - |942|2)
— 912 |g21]” = 1911|922 + 911912921922 + G11912921 G20
= —j11j33(|921|2 - |911|2)(|932|2 - |942|2) - |911922 - 912921|2

Posljednju jednakost mozemo napisati u obliku
det Ay = —jugzs(lg21]* — lgu ) (lgsel* — lgaol?) — | det Ri[* . (4.2.2)

Potpuno analogno definiramo elementarni par reda 3.

Definicija 4.2.2.

Neka su Gso € C3*2 § J; € C>*3 matrice oblika

g11 912 Ji
G32 = | 921 922 ’ J3 = —jn
0 g32 J33

Kazemo da je Gso, J3 elementarni par reda 3, ako je

911, 921,932 # 0 ) Ji,Jss € {—1,1}

barem jedan od elemenata gi2, goo je razlicit od nule i matrica Ay = G5,J3G5, je
indefinitna i reqularna. [ |

Uocimo da brisanjem posljednjeg retka u G4, te posljednjeg retka i stupca u
Jy, iz elementarnog para reda 4 dobivamo elementarni par reda 3. U tom smislu,
(32 promatramo kao blok matricu oblika

R
G = [R;]
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pri cemu je

11 Y12
R, = |91 9 Ry=10g
1 [ 91 22] ) 2 [ 32:|

Pripadna matrica A, iz definicije 4.2.2. ima isti oblik kao ona iz (4.2.1), ako
uzmemo da je g5 = 0. Analogon relacije (4.2.2) je

det Ay = —j11j33(|921|2 - |911|2)|932|2 — | det R1|2 . (4.2.3)

Pretpostavku regularnosti i indefinitnosti matrica A, iz definicija 4.2.1. 1 4.2.2.
opravdava slijedeca lema.

Lema 4.2.1.

Neka su Gy 1@ Jy matrice oblika kao u definiciji 4.2.1. i neka je det Ry # 0.

Definiramo
1 1

z = =
det R, 911922 — g12921

, (4.2.4)

1
r =
\/j11j33|z|2(|932|2 — 19a2*)(|g21* — g11[*) + 1

Matrica Ay = G3yJ,G 4y je regularna i indefinitna, ako i samo ako je r realan broj.

(4.2.5)

Dokaz:

Matrica A, je regularna i indefinitna, ako i samo ako je det A; < 0, ili, prema
(4.2.2), ako i samo ako je

.. 1
—jidss(g21” = [g111*) (|g32]? = |9a2]?) < W ;

odnosno

gugsslzl (1921 * = lgnl?) (lgs2l® — [ga2]?) > =1
Dakle, izraz pod korijenom u r je veé¢i od 0, ako i samo ako je A, regularna i
indefinitna. u
Napomena 4.2.1.

Analogna tvrdnja vrijedi © za matrice Gsg © J3 1z definicije 4.2.2., s tim da se
r definira relacijom

1
’r _—
\/9'11]'33|Z|2|932|2(|921|2 —Jgul?) +1

(4.2.6)
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Realnost skalara r iz relacija (4.2.5), odnosno (4.2.6) klju¢na je za konstruk-
ciju blok J-unitarnih transformacija. Prethodna lema pokazuje da za elementarne
parove dobivamo realne r, ali uz dodatnu pretpostavku da je det R, # 0.

Slijedeca lema pokazuje da se J-unitarnim transformacijama elementarnog
para moze osigurati det R; # 0.

Lema 4.2.2.

Neka je Gsg, J3 elementarni par reda 3. Tada postoje matrice permutacije P
i Py i Ji—unitarna matrica U, takve da je

Ww=U PGP, , UJU=J, , Ji=PJP |,
1 vrijeds
91199 — 912951 # 0
Drugim rijecima, permutacijama stupaca matrice Gso @ primjenom Ji—unitarnih
transformacija slijeva na Gz mozZemo postiéi da je gornji 2 x 2 blok u G%, regularan.

Dokaz:

Ako je det Ry # 0, mozemo uzeti da su U, P, i P, jediniCne matrice, tj.
G, = G35 1 tvrdnja trivijalno vrijedi.
Pretpostavimo stoga da je det Ry = 0. Relacija (4.2.2) i regularnost matrice

A, povlace
det Ay = —j11733(lg21]> = |g11]*) g2 #0

tj. za elementarni par reda 3, ako je det Ry = 0, onda vrijedi |g11| # |g21]-

Zamjenom poretka stupaca dobivamo

- g12 911
G2 = | g22 921
g2 0

Dovedimo ta dva stupca u standardnu formu, tako da je element u tre¢em retku
prvog stupca jednak 0,
912 9
r ! /
32 = | 922 921
0 g3
Koristenjem jedne trigonometrijske rotacije, ponistimo element gs». Bez smanjenja
opcenitosti, mozemo pretpostaviti da je ji1 = J33, a svi elementi u prvom stupcu
realni (ako nisu, to uvijek mozemo postiéi). Tada vrijedi

o] o] - (%]
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Jednostavnim racunom slijedi

6 — - sign(912)932 c Sigﬂ(gu)glz
\V 9%2 + g%z 9%2 + g%z

pa odatle i

Sign(gl2)911912 .
91 = —— ;o = sign(gi2)\/ 972 + g3
\/ 912 T 932

Ponovno izracunajmo determinantu gornjeg 2 x 2 bloka.
1
2

det R’l = 912951 - 9119&2 = sign(gi2) (921\/ 9%2 =+ 9:32 - 91191292272) '
\V 912 + 932

Ako je det R} # 0, zavrsili smo postupak. U protivnom, ako je det R} = 0, onda
vrijedi
2 2\
921(921 + 932) = 911912922

Grupiranjem pribrojnika dobivamo

0 = g12(912921 — 911922) = —92193?2 )

Sto je moguce samo ako je go; = 0, ili g3 = 0. Tvrdimo da u oba sluc¢aja nismo
imali elementarni par reda 3. Ako je go; = 0, onda, zbog det R; = 0 izlazi da je
g22 = 0, pa nismo imali elementarni par reda 3. Ako je g3» = 0, po definiciji, nismo
imali elementarni par reda 3. |

Na slican nacin dokazujemo lemu za elementarni par reda 4.

Lema 4.2.3.

Neka je Gua, Jy elementarni par reda 4. Tada postoje matrice permutacije P,
i Py i Jj—unitarna matrica U, takve da je

212 = U’lPl*GZgP2 , U*JQU = Jfl , Jfl = PP
1 vrijeds
9119;2 - 9129;1 #0

Drugim rijecima, permutacijama stupaca matrice Gao @ primjenom Jy—unitarnih
transformacija slijeva na G4 mozZemo postiéi da je gornji 2 x 2 blok u Gy, regularan.

Dokaz:

Ako je det Ry # 0, mozemo uzeti da su U, P, i P, jedini¢cne matrice, tj.
Gy = G4 1 tvrdnja trivijalno vrijedi.
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Pretpostavimo stoga da je det Ry = 0. Relacija (4.2.2) i regularnost matrice
Ay povlace

det Ay = —]'11]'33(|921|2 - |911|2)(|932|2 - |942|2) 7é 0 ,

tJ tada Vrijedi |g]_1| ;é |921| 1 |932| 7£ |g42|.

U slucaju det Ry = 0, zamijenimo poredak stupaca. Sada imamo

g12 911

~ | 922 921
G = gz 0

ga2 0

Dovedimo ta dva stupca u standardnu formu, tako da su elementi u treem i
cetvrtom retku prvog stupca jednaki 0. Slicno kao u dokazu leme 4.2.2., to uvi-
jek mozemo napraviti s dvije trigonometrijske rotacije

912 9’11
1o 9 Gor
42 0 952
0 94’12

Bez smanjenja opcenitosti, mozemo pretpostaviti da je j;1 = J33, a svi elementi
u prvom stupcu realni (ako nisu to uvijek mozemo posti¢i). Nakon prve rotacije

dobivamo en(g2s)
S1gNnigi2)g11912 .
L= . 91 = sign(gi2)\/9iz + 93

g1 —
\V 9%2 + 9:?2

Na isti nacin dobivamo i relacije za preostale elemente:

sign(ga2)ga1 922 )
G = —F—=— Gy = sign(922)\ 93 + 92
\/ 922 + 9i2

Determinanta bloka R} u matrici G, je

/ ;o ;o . \V 9%2 + g%z \/9%2 + 922
det By = g19951 — 911992 = 81gn(g12922) 921922 S, 91191272 > .
\/ 922 + 9io \/ 912 T 32

Ako je det R} # 0, onda za matricu G, vrijedi tvrdnja, jer je dobivena iz Gyo
primjenom J—unitarnih transformacija i primjenom permutacija redaka i stupaca.

Pretpostavimo stoga da je i det R} = 0. Tada je

921922(932 + 9??2) = 911912(9;2 + 922) )
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odnosno, nakon grupiranja pribrojnika
912922(912921 — 911922) = 911912922 - 9219229:?2 )
odakle, zbog det R; = 0, slijedi
G119129% — 92192203, =0 . (4.2.7)

Uvazimo li odnose medu g-ovima, tj. ako je det R = 0, onda je g;; # g9 1 vrijedi

R, = [911 7911]
g21 Y92

za neki v € C, tj. g12 = Y911 1 g22 = 7g21. Tada relacija (4.2.7) glasi
V91912 = V921952

Zbog toga sto G4y i Jy Cine elementarni par reda 4, 7 ne moze biti nula, jer bi
istovremeno i gjo i g9 bili 0, pa zakljuéujemo da je det R} = 0, ako je

gu
g21

92
42

U tom sluc¢aju nismo postigli nista samo zamjenom stupaca. Iskoristimo jos ¢injenicu
da je, zbog det Ry = 0, |g32| # |ga2|. Upotrijebimo hiperbolnu transformaciju
koja prebacuje J-normu na jedan od ta dva elementa (bez smanjenja opcéenitosti,
mozemo pretpostaviti da je to gs2). Zbog jednostavnosti pisanja, nazovimo taj ele-
ment ponovino gss.

Sada se problem svodi na elementarni par reda 3.

- g12 9
Gs2 = | g22 g
gs2 0
Koristenjem leme 4.2.2. izlazi tvrdnja. [ |

U slijedece cetiri leme konstruiramo blok .J-unitarne matrice koje poniStavaju
4 x 213 x 2 blokove u matrici G.

Lema 4.2.4.
Neka je Gyo, Jy elementarni par reda 4 za koji vrijedi 11922 — g12921 # 0. Tada
postoji blok—J, unitarna matrica U takva da je
911 912
! !
UlGuy=G,= 9292 | (4.2.8)

0 0
0 0
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Matrica U ima oblik (3.2.11)

VI—YXP” Y ] |

U= —X (- XY)Y?

pri cemu je:
(i) Ako je |gi1] # |ga1l i |gs2| # |ga2|

X = 1z l921932 —911932]

921942 —011942

o _| 921932 —021042

Y =r zZ| 277 o
Judss l911932 —911942]

2 —
(1—XYW2:1___%:i_E[—mM mwg]’
|g32|% — |gaa|? | —G32942 [ga2]

2 _
(I-YX)V?=1- 720;12 l _l921| 9119221]
|921| - |911| —g11921 |g11|

(i4) Ako je |gui| = |ga1] ili |gs2| = g4z, onda je

X = o | 921932 —919s2
921942 —Y11942

.. | 921932 —G21042
Y = z |27 o
Jugss [911932 —911942]

(I — XY)I/2 = ]+ Jujss|z* (1921 = lgnl*) — 952> 932942

2 — 32042 |gaz|? ’
I-YX)'?* =T+ ndss|z*(1gs2” = 1902®) [ —1geal* 9110

2 —guga |gul? ’

pri cemu je z definiran relacijom (4.2.4), a r relacijom (4.2.5).

Dokaz:

Iskoristimo blok J—unitarne matrice definirane teoremom 3.2.1. (ii), Ciji je
inverz U~! definiran relacijom (3.2.15). Takve matrice su reda 4 s unutarnjim
blokovima reda 2.

Uz pomo¢ tih matrica zelimo ponistiti elemente g3s 1 g49. Matri¢nu relaciju za
ponistavanje blokova mozemo zapisati kao

R R

-1 fa | |y

R0

Ako iz te matricne jednadzbe ispiSemo drugi blok-redak, koristenjem relacije

(3.2.14), dobivamo
XRi+ (I —XJX*J) 2Ry =0
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Mnozenjem slijeva s (I — X J; X*Jy) /2 i koristenjem definicije (3.2.16) za matri¢ni
tangens 77, imamo

Ty = (I - XJ,X*J,) Y?X = —R,R;

Zbog jednostavnosti pisanja, izostavimo indeks za 77, tj. neka je T'=T). Ako isko-
ristimo vezu (3.2.17) za matrice T i X, koristenjem propozicije 3.2.1. (i), dobivamo

X =T+ LT LT) Y = (I +TJLTJ) *T | (4.2.9)

uz pretpostavku da (I + 7'J;T*J;) nema realnih svojstvenih vrijednosti manjih ili
jednakih 0.

Raspisimo elemente matri¢nog tangensa.

T — _R2R1—1 _ 1 lo 932] l g22 —912] — [921932 —911932]
911922 — G12g21 | U Ga2 —g921 g1 921942 —G11942

uz z definiran relacijom (4.2.4). Ovdje smo iskoristili pretpostavku o regularnosti

gornjeg 2 x 2 bloka.
Za realizaciju algoritma potrebno je izracunati velicine X, Y, te (I — XY)!/?

i (I —YX)Y2. Blokovi J; i Jo definirani relacijom (3.2.13) su
Ji = diag(ji, —jn) , Jo = diag(Jss, —Jjs3)

Da bismo pokazali egzistenciju algoritma, dovoljno je pokazati da su matricne
potencije u relaciji (4.2.9) izracunljive. Uvrstavanjem dobivamo

LT J,T = Jn s §31§§2 gglgg J33 |, | 92932~z
—Ju1 —011932 —d11942 —J33 921942 —Gg11942

= |2[j117s3(lgs2l” — 19a2) [gilqz _—?;113221] . (4.2.10)
U slucaju |gsz| = |gaz|, vrijedi
[+ T LT =1
pa je

X=T

Ako je |gs2| # |gaz|, treba izracunati (I + J;T*JoT)~'/2. Uoctimo da je matrica u
(4.2.10) ranga 1, pa se moze napisati kao skalarni produkt dva vektora w i .

Zato mozemo pisati

= (—1/2
(I + WT*JT)7 V2 = (I +wur) ™2 =3 < k/ >(wu*)k
k=0
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Primijenimo li trik

*

wu)* = wuw) (v w)(u* - wut = (W) wut
(wu) (v w) (v w)( ) (v w) ,
prethodnu relaciju mozemo pisati kao
x\—1/2 = _1/2 * \k—1 *
(I + wu®) =1+ f (uw)" “wu* . (4.2.11)
k=1

Treba razlikovati dva slucaja: v*w =01 u*w # 0.

U slucaju u*w = 0, u (4.2.11) ostaje samo ¢lan uz k = 1, pa imamo:

—1/2 1
(I +wu*)™ Y2 =1+ < 1/ >wu* =1- §wu*

Ako je u*w # 0, dobivamo sumu skalara, pa vrijedi

1
I * —1/2 — I * 1 —1/2 _ 1 *
(I +wu®) + ((u w+1) )wu

Sada treba izracunati koji to u i w u produktu

wu =

X w1l Wils
Wolly Wols

daju matricu iz relacije (4.2.10). Uoc¢imo da je u*w je trag matrice wu*. Ako
iskoristimo (4.2.10), imamo

ww = jujsslz’(lgsl® — [9a2]?) (lg21 1 — lgn]?)
U slucaju da je [g11]| = |g21], ocito je u*w = 0, pa je
N L e s
Tada je
X =T+ L, T*J, 1)~/

921932 —911932] l |g21]? —911921]

=T — L15,733]22 2 _ )z !
2j11]33| At 19:2]") [921942 —gugs2 | | guga —lgul’

=T- %j11j33|z|2(|932|2 — g2z

(|g21|2 - |911|2)921932 —(|921|2 - |911|2)911932
(|921|2 - |911|2)921942 —(|921|2 - |911|2)911942

Kako je druga matrica u posljednjoj relaciji nul-matrica, slijedi da je, kao i u slucaju

|932| = |942|; X=T.



4.2. 1ZVOD I REALIZACIJA DEKOMPOZICIJE ROTACIJAMA 99

Ako je [g11] # [go1] 1 |g32] # [g42], imamo
1
Jigss|z2(lgs2|? — 942]?) (|g21]® — |911]?)
( ; )
’ . - - 1
\/911]33|Z|2(|g32|2 = [ga2*) (lg21]* = g1 ]?) + 1

921> —911021 ]

(I+ L, T*J,T) Y = T+

.. 2 2 2
. ya - o
J11jas| 2" (|gs2] |942[7) lguggl —|g11[?

Uz pokratu za r definiranu relacijom (4.2.5), dobivamo
X = T(I+ J,T*J,T)~/?

=T+ (r—1) < 921932 —911932 | | |9211* —g11921
|LC]21|2 — |gl1|2 921942 —Yg11942 g11921 —|911|2

=T+ (r—1)T=rT

Prema lemi 4.2.1., velicina r je realan broj kad god je matrica A, indefinitna i
regularna.

Dakle, X mozemo izracunati iz formule
X=rT |, (4.2.12)

uz r =1, kad je |g11| = |g21| ili |g52] = |gaz|-
Za 'Y vrijedi
x « - tn —tn . 921932 —G21042
Y =hX"J=r/JI"), =1 = =r z |70 7
1 2 14 J2 J11J33 l—tu Tos ] J11J33 [911932 — G110uo
gdje su t;; elementi matrice 7'. Odatle slijedi
-t e tn —tn
XY =2 -
J11Js3 ltm tzz] l—tlz t22 ]

r2j Jt11|2 - |77512|2 —t11tor + tiota
M3 to1 — tioty —|to1[* + [t22]?

Tvrdimo da je ova posljednja matrica ranga 1. Po definiciji je

l11 = 2921932 t12 = —2011932
lo1 = 2921942 los = —2011942

pa je

XY = 1201 faal 2|2 2 o [ 19321* =320
= 17 j11J33]2](|g21] lguil”) | - o 2
| 932942 | 9a2]

_932 —932

2. . 2 2 2
=r z —
J11jssl 2] (|ga1] lg11l") 912 —Ga2

] diag(gs2, ga2)
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Ponovno mozemo primijeniti trik s vektorima

I - XY = I—I—wu* = ]+7"TJ1TT*J2
—|t11* + [t12]? tiitor — tiolon

J11J33 —t11t91 + tiates |7521|2 - |7522|2

Odatle slijedi

u'w = 7"217'1117'33(—|t11|2 + |7512|2 + |t21|2 — |t22|2)
= 1’ j1dss|z)*(—1g21)?lgs2]? + |911)?lgs2]? + 19217942 — |911*|942]*)
= 7"2]'11J'33|Z|2(|921|2 - |911|2)(|942|2 - |932|2)

Ako je [g11] = [go1] ili |g32] = [g42], onda je u*w =0 i
1/2
(I-=XY)Y2 = (I +wu")Y? =T+ ( { >wu*

1
=71 _ *
+ 2wu
= I+ r*jujss __|11L11|2 + |_7512|2 tityr — tiata
2 —ty1ter + tiaton [ta1]? — |taa|?

]'11J'33|Z|2(|921|2 - |911|2) l —|932|2 932942]

=1+ !
2 —032042 |942|2

U protivnom, imamo

1
[— X' =T+ — ((ww+ 1)Y= 1) wu*
( ) o ((u w+1) )wu
—J— _r=1 —|gs2* 932942
|g32|? — |ga2]? | — 32942 | gaa|?

Na kraju treba jos izracunati (I — Y X)"2:

.. 511 —521 tll t12
YX =12 = -
J11J33 [_t12 t22 ] [t21 tzz]
= 2y |1511|72 - |1521|72 ity — torta
—ti1tio + toatee —[ti2]? + [t22]?
Tvrdimo da je posljednja matrica ranga 1. Vrijedi

VX = 1201 el 22 2 o [ g =911
= 17 j11J33|2]"(|g32] |9a2]7) | - o 2
| 911921 |11

[ Go1 — 0

2. . 2 2 2
=T z - _ —
Ju1jsslz]"(|gsz] |942[") gu —0n

] diag(gzh 911)
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Tada je

—|t11|2 + [ta1]? —t11t1a + tortas

I—YX=TI+wu =1I+1r%] L
J11733 t11t12 — to1tos |t12|2 - |t22|2

Odatle slijedi

urw = 7"217'1117'33(—|t11|2 + |7521|2 + |t12|2 — |t22|2)
= 1’ j1dss|z)*(—1g21]?lgs2]? + |911)*lgs2]? + 19217942 — |911|g42]*)
= r*jugsslz*(|l921)* — 911]*) (Jga2]? — |gs2/*)

Ako je |911| = |921| ili |932| = |942|, onda je u*w = 0 i
1/2 #\1/2 1/2 %
(I-YX)"" = ({[+wu)'* =1+ L e
1
=71 _ *
+ 2wu

. Juigss | —[tin]? + [ta1]* —tiitie — tantan
=1+ —— 7 7 2 2
2 tiitie — tartae  |t12]® — |tao]

Iy ]'11J'33|Z|2(|932|2 - |942|2) l —|g21|2 911921]

2 —J11921 |911|2

U protivnom, imamo

1
(I-YX)'V? =1+ — ((u*wﬂLl)l/2 — 1) wu*

u*tw
-7 r—1 —|g21* G11921
-t 2 2 | 5 2
|921| - |911| g11921 |911|

Slijedeca lema daje formule za transformaciju elemenata matrice Gyo.

Lema 4.2.5.

Neka su matrice Gya, Js, U i Gy, te skalari z i r, definirani kao u prethodnoj
lemi. Tada je

(1) Ako je |gi1| # |g21] @ |g32| # |ga2l|, onda je

g (r —1)
g =9 Jo = 12+
H H - 12 (|921|2 - |911|2)7"Z
gu(r—1)
gy = g 9 = G2 +
2t . - # (|g211% = |gu1]?)r2
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(11) Ako je |gi1]| = |g21| ili |g32| = |ga2|, onda je

_ Jugszga(lgse® — |ge2f)

911 = g1 912 = 012 9
;o ;o J11J332G11(|gs2]* — [942]?)
g1 = 921 929 = J12 — 9

Dokaz:

Elementi matrice U definirani su prethodnom lemom. Dokaz provodimo mno-
zenjem matrica U 'Gyy iz relacije (4.2.8).

Prije dokaza, izvedimo pomoc¢nu relaciju. Neka je

a = jujss|z* (lgs2l” = lga2?) (lg21]* — lgui?) - (4.2.13)
Tada je
1
r = ,
va—+1
i vrijedi

1—vat1 1
r—1+ra= oF _Fe 171 (4.2.14)

va+1 r

Ako je |gi1| # |g21| 1 |g32| # |942|, za elemente matrice G, dobivamo

(r— 1)|921|2911 (r — 1)|921|2911

K T P EA P e PR
o1 = g + (Tg;;)kqlfg'jjil - (Tg;;)kq 1|1g|12jil = g2
o = o+ g~ SR — ol o)
= g12 — (|g2(172_—1|)g%211|2)z — 1117337021 (|g32|” — |ga2]*)
_ Gor(r — 1
s (|ga1]? 221|911|2)Z(r Tlara)=gut (|92;q|221(—r |911|)2)Z7"
o = g+ oottt (O sl - o)
= g2 — (|92(172__1|)991111|2)Z — 111332011 (|g32]” — |ga2l?)
g gu(r—1
— T (|ga1]? ill|911|2)z(7ﬂ Tlbra) =gt (|92;q|121(—r |911|)2)Z7"
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Ako je |g11]| = |g21| ili |gs2| # |9a2|, za elemente matrice Gy, dobivamo

 Jugssl2*(lgs2l? = 1ga2l®) 921?911 Jundss|z(lgsel* — |942]*) g1 [Pgn1

ro_
g = gu 5 + 5
= gn
I j11j33|Z|2(|932|2 - |942|2)|911|2921 j11j33|z|2(|932|2 - |942|2)|911|2921
921 = 921 — +
2 2
= g21
I j11j33|Z|2(|932|2 - |942|2)|921|2912 j11j33|z|2(|932|2 - |942|2)911§21922
Ji2 = 912 — 5 + 5
— 117332021 (|g32)° — |9a2]?)
1173320 2 — | gao)? o
— 912 _|_ j11.733 921(|9232| |g42| ) o Tj11]332g21(|g32|2 o |g42|2)
_ ugsszga(lgsel’ — 9al?)
g12 5
;o Ji1dss|z)?(lgs2? — 19a2|?) 911921012 J11dss|z|*(|gs2l* — |ga2]*)|g11] go2
G20 = G22 — 5 + 5
— 117332011 (|g32)° — |9a2]?)
113327 2 — |ga)? L
= g+ JuJss g11(|g232| |g42| ) - 7"]11]332911(|932|2 - |942|2)
N J11J332911 (|g32° — [9a2]*)
22 5

Slijedece dvije leme su ekvivalentne lemama 4.2.4. i 4.2.5. za elementarni par
reda 3.

Lema 4.2.6.

Neka je Gso, J3 elementarni par reda 3, za koji vrijedi g11gss — g12go1 # 0.
Tada postoji blok—J3 unitarna matrica U takva da je

!/ !/
. , 9}1 9/12
0 O

Matrica U ima oblik (3.2.11)

(I —YX)'/? Y

U= -X (I —=XY)¥2| >

pri cemu je:
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(i) Ako je |gi| # |ga|, onda je
X = rzgs [921 —911] ,
Y = 1117332032 [921]
g11
I-XxV)'"2 =1 |

_ 2 _
(I — YX)l/2 =] - 2—12 [ _l921| 9119221]
|921| - |911| —g11921 |911|

(1) Ako je |guii| = |gal, onda je
X = zg3 [921 —911} )
Y = j11J332032 [921]
g11
(I—XV)Y? =1 |

(I-YX)'V? = I+M l —|ga1]? 911921] 7

2 —guga |gul?
pri cemu je z definiran relacijom (4.2.4), a r relacijom (4.2.6).

Dokaz:
Dokaz ove leme provodimo na isti nacin kao i kod leme 4.2.4., smatrajuci da
Je g2 = 0.

gi1 912
Gs2 = | 921 G2 , (4.2.16)
0 gs2
uz
J3 = diag(j11, —Jji1,Js3) - (4.2.17)

Koristenjem 3 x 3 blok J-unitarnih matrica, koje redom imaju dijagonalne
blokove dimenzija 2 x 21 1 x 1, dobivamo

T = —Rle’l = —z [0 932] l_g;; _9?12] =z [921932 —911932]

Odatle slijedi
JT*)T = lhl . ] Z[ g21932 ]jggz [921932 —911932]
—Ji1 —g11932 (4 9 18)
|go1 |2 —911§21]

— 12|27, 2| |
1211 Jasgs2 [911921 —|911|2
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Ponovno, to je matrica ranga 1, pa vrijedi
(I + LT J,T)" Y2 = I + wu*
Koristenjem traga matrice u (4.2.18), lako je provjeriti da vrijedi
ww = jijss|2*lgsa P (|g21|* = lgul?)

pa opet imamo degeneraciju, ako je |g11| = |go1|. Dakle, u slucaju |gi1]| = |g21],
imamo

1 - 2 2 2 _ =
(I + JIT*JQT)_1/2 T — Cwut =T — Jujss|#]?]gsz] l921| _9119221 7
2 2 gign —|gul

pa je

X =TI+ T J,T)""?

 Jugzszlzl|gal?
2

_ T |g21]? _911921] T

[921932 —911932] [?]11921 g ?

U slucaju nedegeneriranosti, imamo

- r—1 9211* — 911921
I+ T LT V2 =1+ i ,
( ' ’ ) |921|2 - |911|2 g11921 —|911|2

Sto za X daje

X =TI+ )T J,T) ?
(r—1)z

=T+ — 2
|921|2 - |911|2

2 o —
l921| 9119221 — T
g11921 —|g11|

[921932 —g11932 } l

Sad mozemo izra¢unati Y.

" L t . qg
Y = 1 X%y =rjijss [ %1 ] = TJ11]33%932 [“(_]21]
—112 g11

Tada je produkt XY broj

XY = r*juigss) 2932 (|g21)* = |91 |?)

Ako je |g11] = |g21|, jasno je da je (I — XY)? = 1, a u netrivijalnom slu¢aju

vrijedi I — XY = r?. Objedinjavanjem te dvije formule dobivamo
(I—XYV)Y2=¢ |

bez obzira o kojem se slucaju radilo.
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Obratni redoslijed mnozenja matrica X i Y kao rezultat daje 2 x 2 matricu
ranga 1,

) _
YX = 7'2 .. z 2 2 l921| gy
Judaslz]"]gsel lgngm —|g11|?

Ponovno, u slu¢aju |gi1| = |g21| vrijedi
(I-YX)V2 =T+ M —l921|2 911@221 7
2 —g19n |91l

dok je u ostalim slucajevima

— 2 _
q-yxyp=r- =L l ~lg21] 9119221]
|921| - |911| —g11921 |911|

Lema 4.2.7.

Neka su matrice Gso, J3, U i Gy, te skalari z i r, definirani kao u prethodnoj
lemi. Tada za elemente matrice G, vrijedi

(i) Ako je |gu1| # |go1]

Gor(r — 1)
- - 4
= gu D2 = 92 T P gnlP)re
gu(r—1)
- — 4
S (PR RO

(it) Ako je |g11| = |92, onda je

 JndsZinlgsl’

9’11 = J11 9’12 = G12 5
;o ;o J11J33Zg11|932|?
991 = 921 Goo = G12 — 5

Dokaz:

Elementi matrice U definirani su prethodnom lemom. Dokaz provodimo mno-
zenjem matrica UG, iz relacije (4.2.15).

Slicno, kao i prije, ali uz
a = jujss|z®lgs2* (lg21)* = lgul?) (4.2.19)

vrijedi relacija (4.2.14).
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Ako je |g11] # |g21], elementi matrice G, imaju oblik

(r— 1)|921|2911 (r — 1)|921|2911

!
911 = gu + - =g
H H |921|2 - |911|2 |921|2 - |911|2 H
' (r = Dlgulgar  (r = 1]gul’ga
go1 = go1 + - = g21
2! |921|2 - |911|2 |921|2 - |911|2
r—1)|g21l%g912  (r — 1)g11G21922 L
I 4 ( _ —r z 2
Gz = g 921> = |gn[? 921> = |gn[? IudssZgalgn
r—1)g S
= G12 — ( 2 )9212 - 7“]11]332921|932|2
(lgo1* = |g111%)2
921 gn(r—1)
= 12 — r—1+ra)= g+
2 (|ga1]? — |911|2)Z( ) " (lg21|? = 1g11)?)2r
/ (r = 1)gi1go1gia  (r — 1)]g11/%g22 L 9
— 4 - —r z
for = 921> = |gn[? 921> = |gn1 | IudssZulgs
r—1)g S
= g22 — ( 2 )9112 - 7“]11]332911|932|2
(lgo1* = |g111%)2
g gry(r—1
= g2 — I (r—1+ra)=gx+ I )

(|g211? = |9111?) 2 (lg21|? = |g11|?)2r

Ako je [g11] = [ga1], vrijedi

;o Jugss|z?lgsel?lgo1 P91 Juidsslzl?|gsel?|gaiPgn
g1 = g11 — + = J11
2 2
;o Jugss|z?lgsel gl gor | Juidsslzl?|gsel|g1ilPger
gs1 = 921 — + =
2 2
;o JugsslzPlgsal?ga1Po12  Judssl|z?lgsePo1Ga1g2e . 9
J1a = G12 — 5 + 5 — J1173329211932]|
_ J11J332G21|932)? o 9 J117332921]g32]?
= g12 + 9 - 7"]11]332’921|932| = Gi12 — 5
1 j11j33|Z|2|932|2§11921912 j11j33|z|2|932|2|911|2922 L 9
Go2 = go2 — 5 + 5 — J1173329111932]|
B J11733Z011|g32]? . 9 J11733Z011|g32]?
= g2 + 9 - 7"]11]332’911|932| = Gg22 — 5

|

Kao $to je ve¢ spomenuto, indefinitna QR dekompozicija nije moguca bez per-

mutacija redaka i stupaca matrice G. U slijedecoj propoziciji pokazuje se veza medu

matricama koje su unitarne obzirom na matricu J i matricama koje su unitarne
obzirom na J', koji je dobiven permutacijama dijagonalnih elemenata matrice J.
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Propozicija 4.2.1.

Neka su zadane matrice G € C™" ¢ J € C™™ J = diag(ji1,-- -, jmm),
Ji € {1,=1} i neka su Gy = G,Gy,...,Gy i Jy = J, J1,...,J; nizovi matrica
dobivent transformacijama oblika

Gi=Qi'PL,Gi 1Py, Ji=PlJi Py . QINQi=J; (4.2.20)
pri cemu su Py 1 Py matrice permutacija. Tada postoje matrice permutacija
Po=P PPy , Po=DPPs- Py (4.2.21)
1 Jp—unitarna matrica

Q=P PlyQ P yQyP 5--- P @y (4.2.22)

takve da vrijed:
Q' PGP, = G,

Dokaz:

Prema definiciji transformacija (4.2.20), za matricu Gy, vrijedi

G, = nglpl*,kaflplk
= QEIPI‘,;CQE_H 1 k1Gr_aPo 1P
= QI;IPI*,k o 'Qflpl*,lGOPm o 'P2,k
= nglpl*,k'"Q;1P1,2"'P1,kpl*,k"'Pl*,lGOPZ,l"'P2,k )

pa mozemo definirati P; i P, relacijom (4.2.21), a @ relacijom (4.2.22). Preostaje
jos pokazati da je () Jy—unitarna matrica. Vrijedi

Q" JkQ = (QrPr ) - PLoQiP o Py ) L (Pl - PLoQiPra- - PriQy)
(Q;; 1*k o 'Pf,zQTP1,2 o 'Pl,kfl)‘]kfl( 1*,19—1 ot 'P1*,2Q1P1,2 o 'Pl,ka)
= (QpPry -+ PLQ1) T (@) Pz - - PLg@Qr)
(
(

WPy Pro)J (Prae e PrQy)
WPl Q5)Jy(Qy - - PrpQr) = Ji
|

Dokaz teorema o indefinitnoj ()R dekompoziciji matrice G je konstruktivan, i
kao kod QR dekomporzicije prebacuje se norma (ostatka) stupca na jedan element.
U ovom slucaju, termin prebacivanje “J-norme”, odgovarat ¢e ocuvanju apsolutne
vrijednosti indefinitnog skalarnog produkta vektora sa samim sobom. Zbog kratkoce
pisanja, a na neki nac¢in i tradicionalne paralele sa definitnim slucajem, zadrzat ¢emo
ovu nesto slobodniju interpretaciju prebacivanja “norme”.
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Teorem 4.2.1.

Neka su dane matrice G € C™", m >n i J € C™™ J = diag(ji1,- - - Jmm),
Jii € {1,=1}. Ako je matrica A = G*JG regularna, postoji indefinitna QR dekom-
pozicija matrice G, tj. rastav oblika

G=PQ [ﬂ P, QPJPQ=PrJP | (4.2.23)

gdje su matrice Py 1 Py matrice permutacije, matrica R je blok gornjetrokutasta s
dijagonalnim blokovima dimenzija 1 X 1 1 2 X 2, a Q) je P'JP,~unitarna.

Dokaz:

Ako je J = I ili J = —1I, onda se dekompozicija svodi na standardnu QR
dekompoziciju, matrica () je unitarna, a P; i P, su jedini¢ne matrice.

Ako propoziciju 4.1.1. interpretiramo u terminima matrice G, postoji, ili barem
jedan stupac g, u matrici G ¢ija je J—norma razli¢ita od nule, ili barem jedan par
stupaca gy, , g¢,, takvih da je matrica

*
Ay = gil J | gey s ge
2 lgl2 ] [ 1 2 ]
regularna. Primijetimo da pozitivna (ili negativna) definitnost matrice A, povlaci
da su J-norme oba stupca razli¢ite od nula, pa taj slucaj promatramo kao dva
pojedina¢na pivotna stupca. Drugim rijecima, dva pivotna stupca imaju smisla,
ako i samo ako je matrica A, indefinitna i regularna.

Osim toga, ako je J-skalarni produkt dva pivotna stupca jednak nuli, ta dva
pivotna stupca smatramo pojedina¢nim pivotnim stupcima. To uvijek mozemo,
jer su izvandijagonalni elementi matrice A, jednaki nuli, a zbog njene regularnosti
slijedi da su dijagonalni elementi razli¢iti od nule.

Nekom pivotnom strategijom izaberimo regularni pivotni stupac/stupce i pri-
mjenom permutacije P, ;, dovedimo ih na prvo/prva dva mjesta u matrici G, tj.
matricu G smo transformirali u Gy, = GP, ;.

Korak 1:

Ozna¢imo s gi elemente prvog stupca matrice Gy, koji odgovaraju j; = 1,
a's g7 elemente koji odgovararaju j; = —1. Ako g ima barem jedan netrivijalan
element, permutacijama redaka dovedimo ga na prvo mjesto u vektoru ¢g;. Tada
postoji niz trigonometrijskih rotacija Ug'(i,5), takvih da poniStavaju sve, osim
jednog elementa (recimo onog u prvom retku) u ¢g;". Na slican na¢in postupimo i s
g1 . Ako postoji netrivijalan element u g, , dovedimo ga permutacijama redaka na
drugo mjesto u prvom stupcu i nizom trigonometrijskih rotacija ponistimo ostatak
elemenata g .
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Prema propoziciji 3.1.5., takve trigonometrijske rotacije su J;—unitarne ma-
trice, pri ¢cemu je J; = Py, JP |, a P1; je matrica permutacija koja je na prvo
mjesto u ¢g; dovela neki element iz ¢g;", a na drugo mjesto neki element iz g; . Prema
propoziciji 3.1.2., Ji—unitarne matrice ¢ine grupu, pa je njihov produkt .JJ;—unitarna
matrica. Nakon ovog koraka transformacije, matrica G' ima oblik

g1 * * X Xk
go1 * k - X% %
-1 * —1 * PO
G =@, P1,1G0,1 =@ P1,1GP2,1 = 0 = *x )
: % %
0 % % -+ % %

gdje x predstavlja neke, op¢enito, netrivijalne elemente.
Korak 2 — jedan pivotni stupac:

Slucaj: jedan od elemenata g1, go; je razlicit od 0

Zbog regularnosti matrice G, g1; i go; ne mogu istovremeno biti jednaki nula.
Ako je g1 = 0, permutirajmo prvi i drugi redak matrice G,
G2 - P]i2G1
Ako je go1 = 0, onda je Gy = G1. Time je prvi stupac doveden na konaé¢ni oblik, pa
nastavljamo raditi s matricom Go([2 : m], [2 : n]).

Slucaj: gi1 #0 1 ga1 #0

Bez smanjenja opcenitosti, mozemo smatrati da su g;; i go; realni i vec¢i od
nule. Ako nisu, koristenjem propozicije 3.1.6., to mozemo postiéi.

Ako je g11 > g21, onda postoji hiperbolna rotacija Uy * (1, 2) takva da ponistava
element goy, tj. za restrikciju U, (1,2)([1,2], [1,2]) vrijedi

ChQO—ShQO g11 o ES
—shy chol||lga| |0 ’

thp = g21
g11
Ako vrijedi obratno, g;; < g¢91, onda zamjenom prva dva retka u matrici G i
zamjenom elemenata ji; 1 joo U matrici J;, mozemo izracunati th ¢.

sto vodi na jednadzbu

Nakon drugog koraka transformacija dobivamo matricu G, trazenog oblika

gip % % e ok %
0 % % --+ % %

_ —1 px* _
Gy = (@, P1,2G1— 0 * x ko
Dok ok s ok %
0 * % --+ % %
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Korak 2 — dva pivotna stupca:

Slucaj: g1; #01i g #0

Ako su oba elementa g¢q; i go; bila netrivijalna, prvi stupac restrikcije matrice
G tj. matrice G1([3 : m|,[2 : n]), ponistimo kao u koraku 1. Time smo dobili
matricu

[ 911 g12 * -+ x %
g21 G22 * - k%
0 gsg * k 3k
G3:Q3_1P1*,3G1: 0 Gag * -+ x %
S0 ke % ox
0
L 0 0 = ]

Postoje tocno tri bitno razlicite mogucnosti za odnos elemenata gss i g4s.

Ako sui gz = 01 g4 = 0, onda smo zavrsili poniStavanje prva dva stupca
matrice GG, pa definiramo G4 = Gj.

U drugom slucaju, ako je tocno jedan od elemenata g¢so, g43 razlicit od nule,
permutacijama redaka mozemo ga dovesti na mjesto (3, 2) u matrici Gs3. Tvrdimo da
tada imamo elementarni par reda 3, jer gio i gao ne mogu istovremeno biti jednaki
nula. Kad bi bili, onda bi J;—skalarni produkt prva dva stupca bio jednak nuli.
Prema lemi 4.2.2., postoji Jj—unitarna matrica, Ji = Py',J1 P, 4, koja mnozi matricu
G5 slijeva i osigurava da je g11920 — g12921 # 0. KoriStenjem leme 4.2.6., tj. blok
3 x 2 transformacije, reduciramo matricu G5 na trazni oblik.

U trecem slucaju, oba elementa g¢s», g43 su razli¢ita od nule. Na isti nacin kao u
proslom slucaju, zakljucujemo da g5 i g99 nisu istovremeno nula, pa imamo elemen-
tarni par reda 4. Prema lemi 4.2.3., postoji Jj—unitarna matrica, J; = Py, J1 P 4,
koja slijeva mnozi matricu G3 i osigurava da je gi1¢22 — g12921 # 0. Matricu Gj
reduciramo primjenom blok 4 x 2 transformacije (lema 4.2.4.).

Bez obzira na odnos elemenata g3s i g4, nakon transformacije dobivamo ma-
tricu oblika

[G11 Gia * -0 % %]
931 G ko ok %
0 0 * .-+ % %
G4:Q;1P1*74G3: 0 0 % --v % %
Dl ke ok X
0 0 % --- % %
L 0O O * % |

Algoritam nastavljamo s podmatricom G4([3 : m], [3 : n)).
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Slucaj: jedan od elemenata g1, ¢go; je razlicit od 0

Ako je tocno jedan od elemenata gi; i gz razlicit od nule, poniStavamo prvi
stupac restrikcije matrice G tj. matrice Gy([2 : m], [2 : n]). Time smo dobili matricu

[ 911 g12 * * K
0922*"'**
0932*"'**
G_Qflp*G_ 0 0 = * ok
3 = W3 I3l = ]
0 % --- % %
0 @ % .- % %
L 0 0 % --- % x|

Uoc¢imo da ne mogu istovremeno biti go2 1 g3o jednaki nula, jer bi matrica G3 imala
proporcionalne stupce i bila singularna. Ako je to¢no jedan od ta dva elementa
razli¢it od nule, permutacijama redaka dovedimo ga na mjesto (2,2) u matrici G,
tj. G4 = P ,G3, ¢ime smo zavrsili transformaciju. Rad nastavljamo na podmatrici

G4([3:m],[3: n]).

Ako su oba elemanta g5 i g32 netrivijalna, onda je osiguran uvjet da je de-
terminanta gornjeg 2 x 2 bloka netrivijalna i imamo elementarni par reda 3, koji
transformiramo prema lemi 4.2.6., a zatim nastavljamo dekomponirati podmatricu

G4([3:m],[3: n]).

Primjenom koraka za dva pivotna stupca, reducirali smo problem indefinitne
QR dekompozicije na matricu reda (m — 2) x (n — 2).

Tvrdnja teorema izlazi ponovljenim primjenama koraka 1, odnosno 2, na ma-
tricama dimenzija (m — 1) x (n — 1), odnosno (m — 2) x (n — 2). Prema propoziciji
4.2.1., nizovi matrica Q;, P14, ;1 J; definirani u algoritmu, definiraju matrice iz
(4.2.23). [ |

Napomena 4.2.2.

Ako je matrica G iz prethodnog teorema bila reqularna, a matrica A = G*JG
nije punog ranga, indefinitna QR dekompozicija matrice G, je rastav oblika

G:PlQ[OT;]PZ ) QlePIQ:PlJP1:[01J2] )

gdje su matrice Py i Py, matrice permutacije, matrica R je blok gornjetrokutasta s
dijagonalnim blokovima dimenzija 1 x1 ¢ 2Xx2, a1y ¢ Ty su pune matrice. Dimenzije
podmatrica Ji i Jy, redom odgovaraju dimenzijama podmatrica Ty i Ty. Osim toga,
za matricu Ty vrijedi T3 JoT, = 0, tj. to je opcenito netrivijalna dekompozicija nul—
matrice. Quaj oblik dekompozicije je posljedica propozicije 4.1.1., jer nakon Ssto
smo izdvojili blok R, Gramova matrica Jo—skalarnih produkata “ostataka” stupaca
Ay =T5 5T, je egzaktno singularna @ potpuna redukcija se ne moZe provesti.
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Stupce matrice Ty ipak moZemo “skratiti” permutacijama redaka i primjenama
niza Givensovih transformacija na matrici T, te odgovarajuéim permutacijama ma-
trice Jo, tako da je

TII
1= Pt Vo= | |

gdje T3 oblika

* % X X

" o__
T2 —

* K K X X ¥

* K K X K X X KX

Napomena 4.2.3.

Primijetimo da v dokazu teorema 4.2.1., korak 2 za jedan stupac, moZemo
provoditi sve dok je J-norma odgovarajuceg stupca razlicita od nule. Numericki, ovo
nije dobra odluka, jer moze doci do kracenja kod racunangja hiperbolnog kuta. Zbog
toga, pametnije je primijeniti neku pivotnu strategiju, koja ce izabrati dva pivotna
stupca 1 kad je J-norma stupaca mala prema njihovom skalarnom produktu. [ |

4.3. Realizacija dekompozicije Householderovim
matricama

Kao sto je poznato, QR dekompozicija realizirana ravninskim rotacijama spo-
rija je od one realizirane Householderovim matricama, ali ima nesto manju pogresku.
Kod indefinitne QR dekompozicije, situacija ¢e se jos vise promijeniti u korist realiza-
cije rotacijama. Naime, javljaju se teskoce pri izracunavanju blok—Householderovih
matrica, zbog nejedinstvenosti dijagonalnih 2 x 2 blokova matrice R.

Ipak, znajuc¢i kako izgledaju blokovi dobiveni rotacijama, mozemo pretposta-
viti isti takav izgled blokova. Treba jos samo pokazati da u tom slucaju postoje
odgovarajuce Householderove matrice.

U slucaju 1 x 1 dijagonalnih blokova, ovaj je algoritam potpuni analogon
obi¢ne QR dekompozicije realizirane reflektorima. U slucaju 2 x 2 blokova, House-
holderovim i J-Householderovim matricama stupce “skratimo” na isti oblik kao kod
dekompozicije realizirane rotacijama. Nakon toga, koristimo rezultat o obliku 2 x 2
blokova dobivenih iz dekompozicije rotacijama, te blok J-Householderove matrice.
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Poznata je ¢injenica da Householderove matrice prevode vektor odgovarajuce
norme u neki drugi vektor iste norme. Slican rezulatat dokazat ¢emo i za J-House-
holderove matrice.

Teorem 4.3.1.

Neka su a, b € C™ takvi da vrijedi a*a = b*b. Tada postoji Householderova
matrica

*

H=1—2%"
w*w
takva da vrijeds
Ha=—-0b ,
pri cemu je
b*a
S *b £ 0
o=19 la*b| ’ @b #
1 ,ab=

Dokaz:

Definirajmo vektor w = a + ob. Izracunajmo prvo w*w.
w*w = (a* + b*)(a + ob) = a*a + oa*b + ab*a + |o]*b*b = 2a*a + 2|a*b|
Odmabh slijedi

Ha = q_oW%e _ (a+ob)(a* + ab*)a
wrw 2(a*a + |a*b|)
_ (a+ob)(a"a+5ba)
B a*a + |a*b|
Cu (a+ ob)(a*a + |a*b|) — b
a*a + |a*b|

Ako isklju¢imo moguénost degeneriranih vektora (onih koji su okomiti na same
sebe), postoji potpuna analogija “prevodenja” jednog vektora u drugi iste J-norme.
Ova tvrdnja vrijedi za Bunse—Gerstner oblik J-Householderove matrice.

Teorem 4.3.2.

Neka su a, b € C™ takvi da vrijedi a*Ja = b*Jb # 0. Tada postoji J-House-
holderova matrica H takva da vrijeds

Ha=—0Jb ,
pri cemu je
sign(a*Ja) L atb £ 0
n(a*Ja a
o= g |a/*b| )

sign(a*Ja) , a*b=0
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Dokaz:

Slicno kao u proslom teoremu definiramo vektor w = a + oJb. lzracunajmo
prvo w*Jw.

w*Jw = (a* +ab*J)J(a+oJb) = a*Ja+ oca*b+ ab*a+ |o]*b* Jb
= 2a"Ja + 2sign(a”Ja)|a"b|

Odavde izlazi

ww*Ja (a+oJb)(a* +ab*J)Ja
Ha =a-2 =a— -
w*Jw 2(a*Ja + sign(a*Ja)|a*b|)
_ (a+oJb)(a"Ja+ ob"a)

a*Ja + sign(a*Ja)|a*b|

. (a+0Jb)(a Jg+81gn(a Ja)|a™d]) —oJb
a*Ja + sign(a*Ja)|a*b|

Standardna zadaca blok Householderovih matrica je ponistavanje blokova.
Neka je

E:[Ellecm”’ , m>p (4.3.1)

Es

pri cemu je E; kvadratna matrica. Trazimo blok reflektor H tako da vrijedi
HE:F:[%] , (4.3.2)

pri ¢emu je Fj kvadratna matrica. U teoremu 4.3.3., dokazanom u [37], dani su
nuzni i dovoljni uvjeti za egzistenciju takvog reflektora H. Za dokaz tog teorema
potrebne su nam jos neke definicije i jedna lema.

Definicija 4.3.1.

Neka su matrice E, F i Fy definirane relacijama (4.3.1) i (4.3.2). Reéi éemo
da one zadovoljavaju svojstva

(1) izometrije, ako je
F'F=F'FFL=E'H'HE =FE'E
(i) simetrije, ako je

EiF, = FfE, = E*HE = E*H*E
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Za matricu H definiranu relacijom (3.4.3), vrijedi propozicija 3.4.3., pa E, F
i I ispunjavaju trazena svojstva, jer je H = H* = H !,

Definicija 4.3.2.
Matrice S i D, pridruZenene matricama E 1 F' definirane su relacijama

Bt By Fl_El] (4.3.3)

L -

| o=rop-] .

Lema 4.3.1.
Ako matrica Fy zadovoljava svojstva izometrije © simetrije, vrijedi

D*S=0

Dokaz:

Prema definiciji matrica S i D, te svojstvima izometrije i simetrije, imamo

D*S = (F*F — E*E) + (F*E — E*F) = (F{'F, — E*E) + (F{'E, — EtF) =0
|

[zrecimo sad pripadni teorem.

Teorem 4.3.3. (Schreiber—Parlett)

Postoji blok reflektor H takav da je HE = F', ako i samo ako za pripadne
matrice vrijede svojstva simetrije i izometrije.

Dokaz:

[zometrija je posljedica unitarnosti matrice H, a simetrija je posljedica her-
miticnosti matrice H.

Da bismo dokazali dovoljnost, pokazimo da je
H(D)E=F
Iz definicija za S i D, izlazi da je
E:%(S—D) CFP= %(S+D)
Koristenjem leme 4.3.1. i svojstva “kracenja” generaliziranog inverza, slijedi
H(D)E = %(H(D)S — H(D)D)
:%Ks—uqunﬂyﬁ-4D-2Durpﬁpqm

= J(5+D)=F
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Jednako tako, ako F; zadovoljava relacije simetrije i izometrije, zadovoljava ih 1 —F7.
Dapace, vrijedi

H(S)E = %(H(S)S ~ H(S)D)
= Jl(5 ~25(5°5)75°8) — (D ~ 25(5°8) 5" D)]
= (-§-D)=-F

Prethodni teorem daje nam motivaciju za generalizaciju na J-blok House-
holderove matrice. Neka je

E:[ﬂ]ecmw ., m>p (4.3.4)

pri cemu je E; kvadratna matrica. Trazimo blok J-Householderovu matricu H tako
da vrijedi

HE:F:[%] , (4.3.5)

pri ¢emu je I kvadratna matrica, a H (Bunse—Gerstner oblik) unitarna obzirom na
indefinitni skalarni produkt definiran matricom

J:[Lh], (4.3.6)

koja zadovoljava J = J* = J~!. Svi teoremi koje ¢emo izreéi vrijedit ¢e u ovom ge-
neralnijem slu¢aju, a primjenjivat ¢emo ih na J = diag(ji1, - - -, jmm), Ji € {1, —1}.

Analogon definicije 4.3.1. u indefinitnom slucaju je slijedeca definicija:

Definicija 4.3.3.

Neka su matrice E, F i Fy definirane relacijama (4.3.4) i (4.3.5). Reéi éemo
da one zadovoljavaju svojstva

(1) J—izometrije, ako je
FYJFy\=F'JF=FE'H"JHE =E"'JE |
(i1) simetrije obzirom na J, ako je

EfLFy=F'J\Ey=E"JHE = E"H"JE
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Blok J-Householderova matrica H definirana relacijom (3.4.4) zadovoljava
propoziciju 3.4.4., pa je za E, F'i F}, definicija trivijalno ispunjena.

Uocimo da je ovdje bitan izbor generalizacije, jer oblik Cybenko-Berry ne
zadovoljava prethodnu definiciju.

Neka su pridruzene matrice S i D definirane kao i prije, relacijom (4.3.3).
Analogon leme 4.3.1. glasi

Lema 4.3.2.
Ako matrica Fy zadovoljava svojstva J izometrije i simetrije obzirom na J,
vrijeds
D*JS =0
Dokaz:

Prema definiciji matrica S'i D, te svojstvima .J-izometrije i simetrije obzirom
na .J, imamo

Es
— FYJ\F, — EXJ\F\ + FfJ,E, — Ef J\Ey — E}JyF,
= _EIJIFI + Fl*JIEl - 0

D*JS = [F} — ET, —E3] [Jl ng [FlJrEl]

Generalizacija teorema 4.3.3. zakomplicirat ¢e se mogucnoséu gubitka ranga
matrice W*JW obzirom na rang od W (vidjeti teorem 3.4.4.).

Teorem 4.3.4.

Postoji blok refliektor H takav da je HE = F', ako za pripadne matrice vrijede
svojstva stmetrije obzirom na J i J—izometrije, a za D

rang(D*JD) = rang(D)

Ekuvivalentno, postoji blok reflektor takav da je HE = —F, ako za pripadne matrice
vrijede svojstva simetrije obzirom na J i J-izometrije, a za S

rang(S*JS) = rang(S)

Dokaz:

Dio iskaza o rangu u teoremu nuzan je zbog “kracenja” generaliziranih inverza.
Neka D zadovoljava zahtjev o rangu. Da bismo dokazali dovoljnost, pokazimo da je

H(D)E =F
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Iz definicija za S i D, izlazi da je
1 1
E:§(S—D) , F:E(S—FD)

Koristenjem prethodne leme i svojstva “kracenja” generaliziranog inverza, slijedi

H(D)E = %(H(D)S _ H(D)D)

= %[(s —2D(D*JD)*D*JS) — (D — 2D(D*JD)* D*JD)]

1

Jednako tako, ako F| zadovoljava relacije simetrije i izometrije, zadovoljava ih i —F}.
Na slican nacin mozemo dokazati da vrijedi

H(S)E = %(H(S)S — H(S)D)
= SIS~ 25(5°78)*5JS) ~ (D — 25(5"JS)* " D)]
1

= 5(-5-D)=-F |

ako S zadovoljava zahtjev o rangu. [ |

Na ovom mjestu treba okarakterizirati formu matrice F;. Naime, matrica F}
ne mora biti jedinstvena, cak i kad je £ punog stupcanog ranga, a matrica J = [.
Na primjer, kad je E; = 0, svojstvo simetrije je suvisno, pa F} mora zadovoljavati
samo svojstvo izometrije.

U drugoj krajnosti, ako je E) invertibilna, a J = I, F' mora imati formu
F]_ - ME]_ , (437)

pri ¢emu je M hermitska matrica. Pokazimo da vrijedi relacija (4.3.7). House-
holderovu matricu H, napisimo u blok obliku, tako da blokovi odgovaraju dimenzi-
jama blokova E; i E5, tj. neka je

Hyy Hyy |
H=| 4
[Hu Hy;, |

Tada vrijedi

HE — lH11E1+H12E2- . lﬂ]

Hy2By + Hyp B, |

Zbog regularnosti matrice E; slijedi

F\ = H\\E\ + HyyEy = (Hy + Ho B ETYE, = ME;
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Preostaje jos pokazati da je M hermitska matrica. Iz svojstva simetrije izlazi da je
EfME, = EXM*E,, pa mnozenjem slijeva s E;* i zdesna s E}' dobivamo trazeno
svojstvo. Na slican nacin, ako je J # I, mozemo pokazati da F) ima oblik (4.3.7) s
tim da je M J-hermitska matrica.

Vratimo se zadatku poniStavanja blokova, odnosno indefinitne QR dekompozi-
cije realizirane Householderovim matricama. Ako odgovarajuc¢i stupac u matrici G
ima J-normu razli¢itu od 0, koriStenjem J-Householderovih matrica kao posljedicu
teorema 4.3.2., mozemo tu normu “prebaciti” na samo jedan element. Potpuno je
drugacija situacija, ako odgovarajuca pivotna strategija zahtjeva rad na dva stupca
matrice G. Kao i kod realizacije rotacijama, takav slucaj mozemo ocekivati samo
ako je odgovarajuca 2 x 2 podmatrica matrice A = G*JG indefinitna.

Pravi problem je, istovremeno poniStavanje dva stupca. Zbog nejedinstvenosti
J-Householderovih matrica i pitanja degeneriranosti, nije sigurno da uopce postoji
blok J-Householderova matrica koja takve stupce svodi na 2 x 2 blok.

Zbog osiguranja egzistencije transformacije, moramo ta dva stupca dovesti u
kondenziraniju formu. Uoc¢imo da se Householderovim i J-Householderovim matri-
cama takva dva stupca daju dovesti u isti oblik kao i kod realizacije dekompozicije
rotacijama. Prvi se stupac moze obi¢nim reflektorima svesti na dva elementa. Ako
je J-norma ostatka drugog stupca priblizno jednaka 0, onda i ostatak drugog stupca
mozemo Householderovim matricama svesti na samo dva elementa, tj. na elemen-
tarni par reda 4

g11 912
g21 922
E =G, = , 4.3.8
2 0 g3 ( )
0 gao
uz
Jit
—J11
Jy = .
! J33
—J33

Ako je J-norma ostatka drugog stupca “dovoljno velika”, ostatak drugog stupca
mozemo JJ-Householderovim matricama svesti na samo jedan element, tj. restrikcije
odgovarajuce matrice £ i pripadni J ¢ine elementarni par reda 3

g11 912
E=0G3= |92 92 ) (4-3-9)
0 gs2
uz
Jit
J3 = —J11

Js3
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Ocito smo odgovarajuca dva stupca “skratili” na najvise 6 elemenata. Tvrdimo
da je u tom slucaju lako konstruirati blok J-Householderovu matricu koja ponistava
elemente ¢35 i g49, 0dnosno, samo gso.

Iskoristimo ¢injenicu da je iz realizacije dekompozicije rotacijama, poznata
jedna od mogucih formi desne strane, tj. jedna od matrica Fj.

Koristenjem leme 4.2.5., za elementarni par reda 4 dobivamo

g (r —1)
P - (lg21]? = g11 [*)r2 (4.3.10)

o1 Gos + gu(r—1 ’
21 22
(|921|2 - |911|2)7"Z

ako je |g11| # |ga1| 1 |g32] # |g42|, odnosno

J117332G21 (|932]* — |942]?)

g1 912 — 5 4311
J117s3Zg11(|g32|* — |ga2|?) ’ (4:3.11)

2

g21 912 —

ako je |911| = |921| ili |932| = |942|-

Koristenjem leme 4.2.7., za elementarni par reda 3, za F; dobivamo

g (r—1
A R
F, = ga1]” = 1911 (4.3.12)

o1 Goz + gu(r—1 ’
21 22
(|921|2 - |911|2)7"Z

ako je |g11| # |91, odnosno

J11733Z021|g32]?

g1 G912 —

_ J117332911|g32]?
2

, (4.3.13)

F

g21 912

ako je |911| = |921|-

Preostaje nam samo jos pokazati da je u tim slucajevima moguca konstrukcija
J-blok Householderovih matrica. UocCimo da su ispunjeni svi uvjeti iz teorema
4.3.4., osim uvjeta o rangu matrica D, odnosno S.

Promotrimo prvo slucaj elementarnog para reda 4. Vrijedi slijedec¢a propouzi-
cija.
Propozicija 4.3.1.

Neka je matrica E oblika kao u relaciji (4.3.8).



82 4. INDEFINITNA QR DEKOMPOZICIJA

(1) Ako je |gi1] # |g21] 7 |g32| # |ga2l, tada je

0 gorp 2911 2912 + ga1p
D= 0 gup S5 = 2921 2990 + gup 7 (4.3.14)
0 —gs30 0 932
0 —342 0 942
gdje je
r—1

(lg21|? = 1g11|?)2r
(“) Ako je |911| = |921| il |932| = |942|; tada je

0 —gas 2911 2012 — Ga1s
D= 0 —gus . S= 2921 2922 — guis . (4.3.15)
0 —gs3 0 932
0 —gao 0 Ga2
gdje je
¢ — J11J33%( 952 — |942]?)
2
Dokaz:
Tvrdnju dobivamo supstituiranjem matrica E i F' iz relacija (4.3.8), odnosno
(4.3.10) i (4.3.11), u definicionu relaciju (4.3.3) za D i S. |

U slijedecoj propoziciji promotrimo odnose rang(D) i rang(D*.JD) i, ekviva-
lentno, za S.

Propozicija 4.3.2.
Za matrice D 1 S definirane prethodnom propozicijom vrijedi
(i) Ako je |gs2| # 942, tada je
rang(D) = rang(D*JD) =1
(ir) Ako je |gs2| = [gaz|, tada je
rang(D) =1 , rang(D*JD) =0
(71) Uvijek vrijedi
rang(S) = rang(S*JS) =2

Dokaz:

Dokazimo prvo relacije za rang(D). Zbog toga §to E i J; ¢ine elementarni par
reda 4, elementi g3 i g4o ne mogu biti 0, pa je u oba slucaja matrica D ranga 1.
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(1) Nacinimo produkt D*JD u slucaju kad je |gi1| # |go1] 1 |g32| # |ga2|
0 0
D*JD = . .
[0 JulpP(lg21)® = 191 l?) + Jas(|gs2]* — |942|2)]

Treba jos pokazati da jedini netrivijalni element u matrici D*JD, zaista nije
0. Za taj element, zovimo ga ¢, koristenjem relacije (4.2.13), izlazi

(r—1)?
921 — |911|?) |2

¢ = jll( 22 + Jss(|gs2|” — [942]?)

_ jll (T — ].)2 i .. | |2(| |2 o | |2)(| |2 . | |2)
~ (lga1l? = g ?)2[? r2 Ji13s 121 (1921 9111")(1932 912

Jun (1= VI+a)?’+a)

 (gal = lgn)l2/*

_ Ji 7 (2—2\/1+a+2a)

(|921|2 - |911|2)

- i 2 (VITa(Ita—1)

(lg21* = g11]?)|2[?
Odatle je, zbog a # 0, i a > —1, rang(D*JD) = 1.
(i) U slucaju kad je |gi1| = [ga1] ili |g32| = [gaz], vrijedi

0 0
D*JD = . .
[0 JulsPP(lgail? = lg1?) + jaz(lgs2l* — |942|2)]

Uoc¢imo da je

j11|5|2(|921|2 - |911|2) +j33(|932|2 - |942|2)
|Z|2(|932|2 - |942|2)2
4

= j11(|921|2 - |911|2) + j33(|932|2 - |942|2)

= j33(|932|2 - |942|2)
Zbog toga trazeno svojstvo, ocito vrijedi.
(71) Oznac¢imo sa

S12 S22

S*JS — lSH 512]

U slu¢aju matrice S, kad je |g11| # |g21| 1 |g32| # |ga2|, mnozenjem i pojedno-
stavljivanjem izraza dobivamo

st = —4ju(lgarl” — lgnl’)
s12 = 4j11(g11912 — G21922)
ju(r —=1)(=3r —1)
(lg21]* = [g11[?)]2[*r

s22 = 4511 (|g12” — 9211 + Jas(|gs2]” — |ga2|?) +
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Racunanjem determinante, dobivamo

8(r + 1
det(5°JS) = —% <0

U slucaju |g11] = |g21| ili |gs2| = |g42|, mnozenjem i pojednostavljivanjem

izraza dobivamo

= —4J'11(|921|2 - |911|2)

S11
s12 = 4711(g11912 — G21922)
s22 = 4511 (|g12” — 9211?) + 3733(|g32]* — |ga2]?)

Rac¢unanjem determinante, dobivamo

1
det(S°JS) = -0 <o

ElR
Sto pokazuje regularnost (i indefinitnost).
u

Promotrimo sad slucaj elementarnog para reda 3. Vrijedi slijede¢a propozicija:

Propozicija 4.3.3.
Neka je matrica E oblika kao u relaciji (4.3.9).

(1) Ako je |gi| # |921|, tada je

0 Go1p 2011 2g12 + gaip
D=10 gup ;S =292 2¢22+gup | (4.3.16)
0 —gs2 0 932
gdje je
r—1

(|921|2 - |911|2)Z7"

(1) Ako je |gui| = [ga], tada je

0 —gas 2011 2g12 — G215
D=1|0 —glls s S = 2921 2922 — glls . (4317)
0 —gs3 0 932
gdje je
¢ — J11733Z 932

2
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Dokaz:

Propozicija je jednostavna posljedica definicija matrica D, S. UvrStavanjem
matrica Fy iz (4.3.12) i (4.3.13) i F iz (4.3.8), u definicionu relaciju (4.3.3) za D i
S, dobivamo trazenu tvrdnju. [ |

U slijede¢oj propoziciji promatramo medusobne odnose brojeva rang(D) i
rang(D*JD), te rang(S) i rang(S*.JS).

Propozicija 4.3.4.
Za matrice D i S definirane relacijama (4.3.16) i (4.3.17) vrijedi

(4)
rang(D) = rang(D*JD) =1
(i1) Za matricu S vrijedi

rang(S) = rang(S*JS) =2

Dokaz:

Dokazimo prvo relacije za rang(D). Zbog toga Sto matrice E i J3 ¢ine elemen-
tarni par, gz ne moze biti 0, pa je matrica D ranga 1.

(1) U slucaju |gi1| # |g21] vrijedi
0 0
D*JD = : .
[0 Julpl (g2l = lgul?) + 933|932|2]

Treba jos pokazati da jedini netrivijalni element u toj matrici, ozna¢imo ga s
¢, zaista nije 0. Vrijedi

(r—1)>

|9211% — |91112) |2|?r?

c = jll( ) +j33|932|2

- Ji (r—12 . . 2 2 2 2
~ (lgal? = lgn )= ( r +iudnle (g l” = 91l7) gz

= Ju (1= VI+a)+a)

(lg21* = lgua *)[2?

- Ju (2—2\/1—|—a+2a)

(|921|2 - |911|2)|Z|2

_ Ju 2 (VITa(WIta—1)

(lg21* = lgna *)[21?

Odatle je, zbog a # 0ia > —1, rang(D*JD) = 1.
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U slucaju [g11] = |ga1|, vrijedi

0 0
D*JD = . .
0 ji1|s]2(lg21* = lg11]?) + Js3|g32]?
Uoc¢imo da je

|z|2|g32|4

- 2
1 + J33|g32|

Juuls?(lg21* = 1gu1|?) + Gsslgsel® = 11 (lgar]* = |91 )
= j33|932|2 )
zbog Cega vrijedi trazeno svojstvo.
(74) Kao i prije, oznac¢imo

S12 S22

S*JS — [311 312]

U sluc¢aju matrice S, kad je |g11| # |go1] mnozenjem i pojednostavljivanjem
izraza dobivamo
S11 = —4]'11(|921|2 - |911|2)
512 = 4J11(911.912 — J21922)
Ju(r—=1)(=3r—1)
(lg21]? = [g12[*)]2[*r*

So2 = 4j11(|912|2 - |921|2) +j33|932|2 +

Racunanjem determinante, dobivamo

8(r+1)
det(S*JS) = ————= <0
et(5775) = -2
U slucaju |g11]| = |go1], mnozenjem i pojednostavljivanjem izraza dobivamo

s = —4ju(lgal* = lgn )
s12 = 4711(911912 — G21922)
s22 = 4j11(|g12]” — 9211%) + 3733l gs2|?
Racunanjem determinante, dobivamo
det(S*JS) = _W <0 ,
Sto pokazuje regularnost i indefinitnost matrice S*.JS.

Vidimo da je uvijek moguce konstruirati blok J-Householderovu matricu ko-
riStenjem pridruzene matrice S. Rezultat ponistavanja bloka bit ce

H(S)E=-F
tj. znakovi u F' bit ¢e suprotni onima iz realizacije dekompozicije rotacijama. Uoc¢imo
da je konstrukcija blok J-Householderovih matrica uz pomo¢ pridruzene matrice

D nemoguca u slucaju elementarnog para F, Jy reda 4, ako vrijedi |gs2| = |ga2|
(propozicija 4.3.2., (i7)).

Y



5. Analiza gresaka zaokruzivanja
i perturbacijska analiza

Analizu gresaka zaokruzivanja u indefinitnoj QR dekompoziciji provodimo u
tri koraka. Prvi korak je analiza greSaka zaokruzivanja jedne realne trigonometrijske
rotacije. Ovu analizu prezentirao je Wilkinson u [53], a pregled tih rezulata ovdje
navodimo samo zbog potpunosti. Slijede¢i korak je analiza greSaka zaokruzivanja
za jednu realnu hiperbolnu rotaciju, uz dodatni uvjet, kad ¢emo umjesto hiperbolne
rotacije koristiti blok J-rotaciju. Tre¢i korak je analiza greSaka zaokruzivanja u
slucaju kad koristimo elementarnu blok J-rotaciju.

Posljednja dva koraka analize do sada nisu bila napravljena. Naime, analizu
gresaka zaokruzivanja hiperbolnih transformacija nemoguce je napraviti bez ograde
na veli¢inu hiperbolnog tangensa, tj. na “kut” transformacije.

Na pocetku, ocijenimo greske zaokruzivanja u sluc¢aju realnih matrica G. Ana-
liza greSaka zaokruzivanja nastala indefinitnom QR dekompozicijom kompleksnih
matrica vrlo je slicna analizi za realne matrice. Dodatno, potrebno je analizirati
greske nastale mnozenjem matrice dijagonalnom matricom ¥ definiranom u (3.1.1),
tako da svi elementi u aktivnom dijelu odgovarajuceg stupca postanu realni, pozi-
tivni brojevi. Nakon toga, primijenjene rotacije su realne, pa mozemo jednostavnije
ocijeniti pogresku.

5.1. Greske zaokruzivanja za realne trigonomet-
rijske rotacije

Neka je Ug (i, k) realna ravninska rotacija definirana relacijom (3.2.5). Oznadi-
mo njenu 2 X 2 restrikciju u (7, k) ravnini s U. Zbog kratkoce pisanja, njene elemente
oznacimo sa s i ¢, Sto odgovara, redom, sinusu i kosinusu kuta transformacije. Dakle,
imamo

_ cC —S C = COS
UIZ[ ] , S:Sm:’f . (5.1.1)
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Zelimo li ponistiti element gy u prvom stupcu matrice G, za ponistavanje
koristimo inverz trigonometrijske rotacije Ug (4, k), tj. vrijedi

BIFEHE

sto vodi na rjesavanje jednadzbe
sgi + cgpr =0

Odmah dobivamo
9k1
t=—— | 5.1.2
gi1 ( )
gdje simbol ¢ predstavlja tangens kuta. Poznata je relacija koja veze tangens i

kosinus kuta:
1

V14t

Uvijek mozemo izabrati da kosinus ima znak elementa g¢;;. UvrStavanjem ¢ iz (5.1.2)
u prethodnu relaciju dobivamo

c= 91 (5.1.3)

\/9z’21 + g

Za sinus vrijedi

s=ct=——L__ (5.1.4)

Vi + 9i

Za greske aritmetike pretpostavljamo IEEE standard, tj.
fllaob) = (aob)(l+e) , |eof<e

gdje o predstavlja bilo koju od ¢etiri osnovne racunske operacije, a relativna greska
€, ovisi o operandima a i b i operaciji o. Jednako tako, pretpostavimo da vrijedi

filVa) =va(l+ez) . legal <e

Formule (5.1.3) i (5.1.4) polazne su formule za analizu gresaka zaokruzivanja.
Uocimo da izracunavanje nazivnika tih relacija mozemo obaviti na dva nacina. Ako
zelimo kontrolirati preljev (overflow), nazivnik bismo mogli ra¢unati na slijedeéi

nacin:
[t g = jz[\/1+ (y/2)* za || = |y]
lyly1+ (x/y)? za |y| > |z
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Promatramo li relativnu gresku, ta ¢e formula dati dvostruko ve¢u relativnu gresku,
nego da racunamo direktno. Osim toga, ako su stupci matrice G' dobro skalirani,
onda je ta kontrola nepotrebna. Vrijedi

g+ 9h) = (L+e)gh + (1 +ex)gh) (1+e3)
_ (g~2 + gz ) (1 i 519z'21 =+ 529131 =+ 53%21 =+ 5391%1 =+ 51539?1 =+ 52539131)
an I 94 + g2,
= (97 + gi) (1 +eq) (5.1.5)

pri cemu je
—%¢ + &2 <egys < 2 + ¢2

Y

odnosno
(1—e)?<1+eg<(1+e)? . (5.1.6)

Izrazeno jednostavnije, prethodna relacija glasi

|e4] < 26 + &2

Nazivnik u relacijama (5.1.3) i (5.1.4) je drugi korijen izraza iz (5.1.5)

fg(\/ g4 +91%1) = (1+e5)\/flg3 +91%1)
= (1+e5)y/(1 +e4) (g2 + 92)

= (1+er)y 95 + gn
l+es=V1+e, , || <e

Iz (5.1.6) slijedi

pa prema definiciji 7

l+er=(14e5)(1+¢e6) ,
izlazi

—%¢ + &2 <egr < 2 + &2 ,

odnosno
(1—e)?<1+e<(1+e)? . (5.1.7)

Sada preostaje samo jo$ analiza posljednjeg dijeljenja:

gn an
ey
94 + i fe(\/ g + gi1)

_ltes  gn
1+eq \/ 95 + 9
= (1 + 69) gn

\/ 94+ 9i
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gdje gy moze biti ili g;; ili —gg1. Koristenjem (5.1.7), izlazi

1—e¢ 14 ¢g - 1+4+¢
(1+6e)2 = 1+e T (1—¢)?

(5.1.8)

Relaciju (5.1.8) je korisno linearizirati. Razvoj za (1 + z) 2 glasi
—2 —2 —2
1 -2 _1 24 ... noL..
(1+ ) +(1>x+<2>x+ -l-(n)x-l- ,

<_i> e Y

gdje je

k!
Uvrstavanjem odgovarajucih koeficijenata izlazi
(I+2)?=1-20+32" -+ (=1)"(n+1)a"+--- . (5.1.9)
Za x = —e u (5.1.9), dobivamo
(1-e)?=1+2+0() ,

dok za z = ¢ imamo
(14+e)?=1-2c+0(c?)

Kao posljedica prethodne dvije relacije, linearizirani oblik (5.1.8) je
1-3e+0(%) <1+4+g9 <143+ 0(?)
odnosno
o] < 3c+0O(e?) . (5.1.10)
Koristenjem (5.1.10) izlazi

fllc)=(1+¢.) =(1+e)e=c+dc , |e| <3e+0() (5.1.11)

fl(s) = (1 +ss)l =(1+e)s=s5+0ds , |g5] <3+ 0(?) (5.1.12)

\ 91'21 + 91%1

Promotrimo kako greske u izracunavanju elemenata unitarne matrice utjecu
na greSke pri primjeni te transformacije na gy, ¢-ti stupac matrice G. Neka je
U~! egzaktna unitarna matrica definirana relacijom (5.1.1) i neka je transformacija
provedena egzaktno (bez gresaka zaokruzivanja). Jedini elementi —tog stupca koji
se mijenjaju su elementi u —tom i k—tom retku. Tada vrijedi

g ] _[e—s] o
gkz s C ke
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Ako u razmatranje uklju¢imo greske zaokruzivanja, umjesto elemenata matrice
U~ izra¢unali smo elemante matrice U !, pri ¢emu je

oy lc—i—&c —5—53]

U s+0ds c+oc

[zra¢unate vrijednosti elemenata u stupcu g, oznac¢imo s f¢( ), pri ¢emu sma-
tramo da se u slijedecoj relaciji sve operacije izvode u aritmetici pomicnog zareza.

flgl) | |c+dec —s—ds| | g
[ﬂ(g;f;)] N ls—i—&s c+6c] [gki] . (5.1.13)

Mnozenjem desne strane u prethodnoj relaciji dobivamo

[fﬂ(g;z) ] _ l((c +0¢)(1+e1)gie — (s +05) (1 + €2)gre) (1 + es)]

AU ((s+0s)(1 4+ ¢e4)gie + (c+ dc) (1 +€5)gre) (1 + €6)
Pri tome su greske u izracunatim elementima (do na O(g?)) jednake
fg(gl'e) - 9"@ dc —0s gie hie
i i | = , 5.1.14
[fé(gkﬁ) ~ ke 0s  0c | | gre - hie ( )

pri cemu je
hie | _ | (61 +€3)cgie — (€2 + €3)sghe + O(e?)
Pgce (g4 + £6)59ic + (€5 + €6)cgre + O(e?)

Uoc¢imo da je 2—norma prvog sumanda s desne strane u (5.1.14) manja ili jednaka
2-normi matrice pomnozenoj s 2-normom vektora. Oznacimo tu matricu s 6U 1.

Vrijedi

16U |2 = /A (SU 1) 60 )

pri éemu je Apa, najveca svojstvena vrijednost matrice (6U 1)*6U !, Jednostavnim
racunom dobivamo

(U oU—! = [wc)? + (@) 0 ]

0 (6¢)? + (ds)?

Odavde je o¢ito da su obje svojstvene vrijednosti ove matrice jednake (d¢)? + (0s)?.

Za prvi ¢lan s desne strane, koristenjem (5.1.12), izlazi ocjena

SUL Gie
ke

< 6U’1 Giv
<[]
= /(60)2 + (65)2 /9% + g%

< 3e\/gi + ke - (5.1.15)

2
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Za drugi ¢lan s desne strane u (5.1.14) vrijedi

h
H [h;ﬂ < \/((51 +e3)cgie — (€2 + €3)5gke)” + (€4 + 6)5gie + (€5 + 6)cgre)”
2
< 25\/(|ng'£| + [sgrel)? + (Isgiel + [cgrel)?
< 260/0% + g3, + 4lscl |gie e

Ako uocimo da je 2|sc| < 11 da vrijedi

2|gicl lgkel < 9%+ g (5.1.16)

onda posljednju relaciju mozemo ocijeniti s

hie
< 2v2e\gh + g 5.1.17
H [hkl , = 9ie T Gke ( )
Koristenjem relacija (5.1.15) i (5.1.17), dobivamo

VFUl) — g)? + (Eghe) — gh)? < (3+2V2)e\/ 0, + gk
= €c\ 95+ Gie (5.1.18)

gdje je eq = 5.83¢.

Na kraju mozemo, sli¢no kao u [21], zakljuciti da u prvom stupcu matrice G
mozemo nezavisno provoditi transformacije redaka {i,j} i {k, ¢}, ako i samo ako je
{i,7} n{k, £} =0, a odgovarajuci elementi matrice J dozvoljavaju trigonometrijske
transformacije. Drugim rije¢ima, mozemo primjenivati nizove nezavisnih rotacija
Ug. Ocjena pogreske za maksimalan broj takvih nezavisnih transformacija zadrzava
oblik (5.1.18), tj.

17¢(9e) — gell2 < ecllgell2

Jasno je da broj nezavisnih transformacija ovisi o broju elemenata u matrici J
s pozitivnim i negativnim znakovima i broju nula u odgovarajuc¢em stupcu. Neka je
broj pozitivnih elemenata u matrici J koji odgovaraju ne-nula elementima u matrici
G jednak m,, a broj odgovaraju¢ih negativnih my, pri ¢emu je m > my + me.
Oznacimo sa s = max{my, my}. U prvom koraku imamo m;/2 + my/2 nezavisnih
rotacija, u drugom mq/4 + mso/4, sve dok u posljednjem koraku nemamo samo
jednu ili eventualno dvije nezavisne rotacije koje odgovaraju razlicitim znakovima u
J. Pitanje je koliko nam treba koraka da prvi stupac matrice G svedemo na samo
dva elementa (ili jedan, ako je J svagdje istog znaka).

Rotacije koje koristimo za ponistavanja elemenata za razlicite znakove u J
su medusobno nezavisne. Zbog toga je dovoljno promatrati koliko koraka treba
za poniStavanje s — 1 elemenata, a sigurno je da broj potrebnih koraka raste s
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porastom s. Zbog toga promatramo broj koraka potrebnih za poniStavanje 27 — 1,
p € N elemenata, gdje je

p=|lgs| =[logys| , (5.1.19)
tj. 2 je najmanja potencija broja 2 veca ili jednaka s. Nakon prvog koraka ostaje
neponistenih 2P~! elemenata, nakon drugog 2P=2 elemenata, sve dok u posljednjem
koraku ne ostane samo jedan neponisteni element. Dakle, dubina binarnog stabla s
2P~ listova jednaka je p = [lg s].

Promatrajmo greske zaokruzivanja u /—tom stupcu nakon primjene p nizova
nezavisnih trigonometrijskih rotacija Ug. Skra¢eno oznacimo te nizove rotacija in-
deksima koraka, tj. niz rotacija primijenjen u k-tom koraku oznacimo s Uy.

Neka je fl(g;) ¢-ti stupac matrice G dobiven nakon primjene prvog niza neza-
visnih rotacija, tj. nakon prvog koraka algoritma. Relacija (5.1.13) povlaci

felge) = 10U " g0)

Desnu stranu prethodne relacije interpretirajmo kao malo pogresnu unitarnu matricu
U ! egzaktno primijenjenu na stupac gy, tj. vrijedi

F0U ) = Ui hge (5.1.20)
Relacija (5.1.18) povlaci

U g0 — Ut gello

< eql|gell2
= eq||U; " gella
105 U g — Uy U5 gelly < eallU5 gl
= egl|Us U il
<
1O 0, U g = UMO Y U gl < eallU0 - U gl

ec||U U - U gl

[zrazimo desne strane pomocu norme (—tog stupca prije pocetka prve transformacije.
Za desnu stranu druge nejednakosti vrijedi

U U gello = 1107 M gello = 110 Fge — Uy tge + Uyt gell
< U g0 — U gell2 + U gl < (1 + ea)|gel2

Primjenom, redom, od trece do p—te nejednakosti, slijedi

N0 g0 — Ut gella < ecllgells
||U§1Uflgé - UflUf19£||2 < eq(l +eq)|gell2

10, 0 07 g = U O O gl

p Yp— 6(;(1 +€G)p_1||gf||2
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Primjenom nejednakosti trokuta dobivamo ukupnu pogresku za ¢—ti stupac nakon
p koraka

10,10, O e = U, MU Uy
= G0 - U g — U0 - U g
+UO Y U tge = UM U - U g
4t Up—l(]p—_l1 e UTtgy — Up_lUp__l1 U gl
<00, Uy g — U M0, U gl
+ U O U g = Uy U - U gl
+o A U0 U g = U0 - U gl
< eg(l+(1+eq)+ -+ (L+ea)” gl
= (1 +eq)” = Dllgell

Time smo dokazali slijede¢u lemu:

Lema 5.1.1.

Neka su zadane matrice G € R™™ ¢ J = diag(ji1, - -+ Jmm), Ji € {1, —1} i
neka je p definiran relacijom (5.1.19). Nizom nezavisnih trigonometrijskih rotacija
utlt, ..., Up_l, ponistimo sve elemente prvog stupca matrice G, osim, najvise jednog
koji odgovara pozitivnom 1t jednog koji odgovara negativnom znaku u matrici J.
Ako su sve transformacije izracunate u aritmetici pomicnog zareza, za {—ti stupac
izracunate matrice G' vrijedi

|0 U )~ Uy Ul < (L + el = Dllgele - (3.1.21)
|
Zanimljivo je i pitanje, koliko se promijenila J—norma nekog stupca nakon niza
ovakvih rotacija, tj. koliko se promijenio odgovarajuci element u matrici G*JG.
Promatrajmo odvojeno dio stupca g;, koji odgovara j; = 1, a posebno dio g,
koji odgovara j; = —1. Oznacimo jo$ i
pr=[lgmi] , p2=Tflgma]

gdje su my i mey, redom, broj ne-nula elemenata u odgovarajuc¢em stupcu koji odgo-
vara plus (minus) znaku u matrici J.

Ako istovremeno primjenjujemo nizove trigonometrijskih rotacija V; na g¢; i
W; na g7, ocjene pogreske imat ¢e isti oblik kao (5.1.21), tj. vrijedi
Vo Vorke - Virgd = Vo 'Vl Vil < (U e = Dol

W, Wyl Wi hgy = W Wby W g o < ((L+eq)™ = 1)llg [l
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Iz prethodne relacije izvedimo ocjenu pogreske za perturbaciju J-norme. Vri-
jedi
Vo Vit = Vo Vgl = W, W gy = Wt W |5 |
< max{((1+ec)” — 1)*lg/ I3 (1 + ec)™ — 1)*|lg, 2}
= max{e? [lg; |13, 2oz 112} (5.1.22)

Nejednakost (5.1.22) pokazuje da relativna pogreska moze biti velika, u slu¢aju da
je J—norma blizu 0, ali je apsolutna pogreska mala, ako brojevi ||g/ ||z 1 ||g; ||z nisu
preveliki. Jednako tako je jasno da se ovaj rezultat ne moze poboljsati, jer vektor
J-norme 0 ne mora imati sve komponente jednake 0. Malom perturbacijom bilo
koje od tih komponenti dolazi do perturbacije J—norme 0.

Mnogo je povoljnija situacija ako znamo da niti jedan stupac (odnosno dio
stupca) matrice neée tokom transformacija poprimiti 0 J-normu. Takve su, na
primjer, skalirano dijagonalno dominantne matrice.

Ako su norme ||g;/||2 1 ||g; ||2 priblizno jednake, onda relacija (5.1.22) glasi
1 fe(gt) — gills < max{es,e_}|g/ |l

Bez smanjenja opcenitosti, mozemo pretpostaviti da je matrica G = GD
zdesna skalirana tako da je

max{[lg; |2, lgr [l2} =1 (5.1.23)

QR (ili indefinitna QR) dekompozicija matrice G' jednaka je odgovarajucoj dekom-
poziciji matrice G, pomnozenoj dijagonalnom matricom D.

Uz takvo skaliranje (zovimo ga standardno indefinitno skaliranje), vrijedi o-
cjena
1/¢(9e) — gells < max{ey, e} . (5.1.24)

Ako mozemo odozdo ograditi J—normu stupca, moze se pokazati da ce i rela-
tivna pogreska u odgovarajucem stupcu biti mala. Neka vrijedi

lgllz < allgrll: , a<1 . (5.1.25)
Tada je
max{c ||g/ 13, €2 lgr 113} _ max{eZa? 2 g/ |13} (5.1.26)
g3 —llge 31— (1=a?)llgr 113
max{e%a? 2 }}
- 1—a?

Ako vrijedi suprotno, tj. ako je

lgella < ellgill » a<1 (5.1.27)
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tada je
max{et ot 3.2 o 18} maxte?o®, Ml B g
g Wz =g 131 = (1 =a?)llg/ 13
max{e?a? ¢ }}
- 1—a?
Uvrstavanjem relacija (5.1.26) i (5.1.28) u (5.1.22) dobivamo
max{e,e_}

I 7ttat) — aills < M g, (5.1.20)

odnosno relativna pogreska ovisi o udaljenosti J-—norme od 0.

5.2. Greske zaokruzivanja za realne hiperbolne
rotacije

U proslom odjeljku smo analizirali greske zaokruzivanja nastale “skrac¢ivanjem”
prvog stupca matrice G na najvise dva elementa koji odgovaraju razlicitim pred-
znacima u matrici J. Ako su oba elementa netrivijalna, permutacijama redaka
dovedimo ih na prva dva mjesta u prvom stupcu, a zatim ponistimo primjenom
jedne hiperbolne transforamcije.

Neka je Uy (1, 2) realna hiperbolna rotacija definirana relacijom (3.2.9) obzirom
na J-skalarni produkt. Oznacéimo s U njenu 2 X 2 restrikciju u (1,2) ravnini, koja
odgovara restrikciji J; = diag(ji1, —ji1), jin € {1, —1} matrice J. Zbog kratkoce
pisanja, njene elemente oznac¢imo sa s i ¢, Sto odgovara, redom, sinusu i kosinusu
hiperbolnom kuta transformacije. Dakle, imamo

1| ¢—s c = chyp
U _[—s c] s —shp (5.2.1)

Ponistavanje elementa g9, vodi na jednadzbu oblika
] =10
—s ¢ [9n 0
Iz drugog retka prethodne matri¢ne jednadzbe izlazi
—sgn+cgn =0
odnosno

g21
t=— | 5.2.2
g1 ( )
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gdje simbol ¢ predstavlja hiperbolni tangens kuta, uz pretpostavku da je |t| < 1. U
slucaju [t| > 1 zamijenit ¢emo prvi i drugi redak u matrici G i dijagonalne elemente
u J;. Poznata je relacija koja veze hiperbolni tangens i kosinus:

1
V1—1t?
Prema propoziciji 3.1.6., uvijek mozemo odgovarajuce retke u matrici G pomnoziti

dijagonalnom J—unitarnom matricom, tako da elementi g;; i go; budu vedi ili jednaki
0. Uvrstavanjem (5.2.2) u prethodnu relaciju dobivamo

CcC =

g11

c= TS gi1 > gz (5.2.3)
V911 — 9n
Za hiperbolni sinus vrijedi
s =t = In (5.2.4)

—— , g1 > ¢gn
\/9%1 - 9%1

Formule (5.2.3) i (5.2.4) polazne su za analizu greSaka zaokruzivanja. Prvo
promotrimo gresku kod racunanja nazivnika u tim relacijama.

fl(gty — 93,) = ((1 +en)gn — (1+ 52)951) (1+e5)
2 2 1 519%1 - 829%1 + 839%1 — 83931 + 51539%1 — 8253931
(911 - 921) + 2 2
911 — 921
= (¢ —9n) (1 +e1) . (5.2.5)

Veli¢inu €, mozemo ograditi samo uz pretpostavku da je

2 cn<1 (5.2.6)

g11

Tada za ¢4 vrijedi

(26 + %) (1 + g_%l)

2\ ( 12 2 2 2 2
lea| < (25"‘52)(9112"‘ 931) _ . 911 < (2e +¢ )(12—i—a ) (5.2.7)
9gi1 — 9 9 l-—a
gt
Ako jos dodatno oznacimo
1+ a?
- 5.2.8
B=1"m - (5.2.8)

onda (5.2.7) glasi
les] < 2e +9)B . (5.2.9)
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Dakle, mozemo zakljuciti da vrijedi

1—(2e+e)B<1+e, <1+ (2e+%)B< (14 B) . (5.2.10)

Nazivnik u relacijama (5.2.3) i (5.2.4) je drugi korijen izraza iz (5.2.5):

fg(\/ 9 — 9%1)

(1 +es)\/ (9% — 9%1)
(14 e5)y/(1+ 1) (92 — g2)

(1+¢7) V 95 — 9%

1+€6:\/1+€4 s

Ako oznad¢imo

iz (5.2.10) slijedi
|| < Be + O(Be?)

pa uz oznaku
l+er=(14e5)(1+¢e6) ,

izlazi

1-(B+1)e+0(B*) <1+e; <1+ (B+1)e+0(B?) . (5.2.11)

Preostaje jos samo analiza posljednjeg dijeljenja.

fﬁ( g ) _ (1+6) gn
Joh — o Y s Jot — o3

_ 1+esq gn
1+er \ 9%1 - 951
= (1 =+ 59) gu

\V 9t — 95
gdje gy moze biti ili g1, ili go;.
Koristenjem (5.2.11) i zanemarivanjem ¢lanova veli¢ine O((g?), izlazi ocjena

1-— 1 1
€ < +€g:1+69§ +e€
1+ (B+1)e =~ 14¢7 1—

R (5.2.12)

Linearizacija posljednje relacije daje
1—(B+2)e<1l+eg<1+(f+2)

odnosno

o] < (B +2)e + O(Be?) . (5.2.13)
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Koristenjem (5.2.3) i (5.2.4), iz (5.2.13) dobivamo

ff(c):(l—i-sc)ﬁ:(l—i-sc)c L e < (B+2)e  (5.2.14)
11 — Y21

g21
\ 9%1 - 9%1

gdje je ocjena za |e.| i |e,| linearizirana i vrijedi do na ¢lan reda velicine O(f?).

fi(s) = (1+2,) —(1+e)s el <(B+2e , (5.2.15)

Kao i u trigonometrijskom sluc¢aju, oznacimo

0oc=¢c.c , 0s=¢48

Promotrimo kako greske u racunanju elemenata J—unitarne matrice utjecu na
greske pri primjeni te transformacije na neki stupac matrice G. Neka je U~ ! egzaktna
Ji—unitarna matrica definirana relacijom (5.2.1) i neka je transformacija provedena
egzaktno (bez gresaka zaokruzivanja). U {~tom stupcu matrice G mijenjaju se samo
elementi u prva dva retka, tj. vrijedi

9ie _ | ¢ =S5| |9
G -5 C| |92
Ako u razmatranje uklju¢imo greske zaokruzivanja, umjesto elemenata matrice
U~ izra¢unali smo elemante matrice U !, pri ¢emu je

e [ ¢+ dc —5—53]

T | —s—0s c4+dc

Izra¢unate vrijednosti stupca g, oznac¢imo s f¢( ), pri ¢emu smatramo da se u
slijedecoj relaciji sve operacije izvode u aritmetici pomicnog zareza.

lfﬁ(giz)] _ l ¢+ dc —5—53] lgwl _ (5.2.16)

fl(ghy) —s—0s cH+oc| | gu

Mnozenjem desne strane u prethodnoj relaciji dobivamo

[fﬂ(gﬁ)] _ l ((c+0e)(L+e1)gie — (s +05)(1+e2)g20) (1 + es)]
ft(g3) (—=(s 4+ 0s) (1 + ea)gre + (c+ ¢)(1 4 £5)g2¢) (1 + €6)

Pri tome su greske u izracunatim elementima (do na O(g?)) jednake

flge) — 910 | _ dc —0s | | gie hus
[ff(gég) _gézl B l—(ss (50] lg%l - lh%] : (5.2.17)
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pri cemu je
hlg _ (61 +83)Cglg— (824‘63)892@4—0(62)
hQZ (84 —+ 66)85]14 —+ (65 + 86)6924 + 0(82)
Uoc¢imo da je 2-norma prvog sumanda s desne strane u (5.2.17) manja ili jednaka

2-normi matrice pomnozenoj s 2-normom vektora. Oznacimo tu matricu s 6U 1.
Matrica U ! je simetri¢na, pa vrijedi

16Tz = [Amax(6U )]
pri cemu je Apnax po apsolutnoj vrijednosti najveca svojstvena vrijednost matrice

dU~. Primjenom jednog koraka Jacobijeve metode s kutem 7 /4, mozemo dijago-
nalizirati matricu U ™!, pa za njezine svojstvene vrijednosti dobivamo

)\172 =dc=+ s
Koristenjem (5.2.14) i (5.2.15) izlazi
| Amax| < [0c| + [0s] < (B+2)e(|c]+|s]) - (5.2.18)
Iz (5.2.2) i nejednakosti (5.2.6) slijedi da je
1+ |t 1+« 1+«
¢+ |s] < < = = 0.2.19
drlsls s < ima Viza ? (5:2.19)
Uoc¢imo da jednako tako vrijedi
1+t 1+0a°
2 2 _ _
s+c—1_t2_1_a2—ﬁ : (5.2.20)
| 1
o}
= < 2.21
[sel 1—t2 7 1—-0a? (5 )

Za prvi ¢lan s desne strane u (5.2.17), koristenjem (5.2.18) i (5.2.19) izlazi

ocjena
< (B+2)ve\Jo% + 923 . (5.2.22)

2
Za drugi ¢lan s desne strane u (5.2.17), koristenjem (5.1.16), (5.2.20) i (5.2.21)
izlazi

hie
hag

(SU_I gie
Gor

< 50l H[

gie
9 g2

\/((61 + 83)6914 — (82 + 63)85]24)2 + ((84 + 66)85]14 + (65 + 66)65]2[)2

IN

2

VAN

26/ (leguel + |5926l)2 + (|sgrel + |cgael )2
2e\/(s2 4+ 2) (g%, + 93,) + 4|sc| |gre| |g2el

2
25\/<ﬂ + 1_70;2> (93¢ + 950)

2ve\/ 9% + 950

IN

VAN

VAN
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sto zajedno s (5.2.22) daje

1 fC(ge) — gull2 < (B +4)ve\/gi0 + 930 = en\/ 950 + 950 < emlgel|2

Time je dokazana slijedeca lema:

Lema 5.2.1.

Neka je zadana matrica G € R™*" takva da je g11 > go1 > 0 1 to su jedini ele-
menti v proom stupcu razliciti od 0. Neka je pripadna matrica indefinitnog skalarnog
produkta zadana s J = diag(ji1, —j11, 33+ - - - » Jmm), Jii € {1, —1}. Ako hiperbolnom
rotacijom U;Il(l, 2) izracunatom u aritmetici pomicnog zareza, ponistimo element
go1, za {—ti stupac izrac¢unate matrice G' vrijedi

1F6UR" 90) = U gell> < enllgell> (5.2.23)
|

Analiza gresaka u izra¢unatom sinusu i kosinusu hiperbolnom dana formulama
(5.2.14) i (5.2.15), moze se koristiti i za ocjenu J—norme pogreske izra¢unatog (—tog
stupca. Ocijenimo prvo

|(FE(g1e) — 910)* — (FE(g2e) — 920)°| < max{(f(g1,) —g10)", (FUghe) —92)*} - (5.2.24)

Prva jednakost u relaciji (5.2.17), uz koristenje |c| > |s|, povlaci

| E(g10) = 1)l < 10cllgael + 105]1g2el + 2([c] |gael + || [g2el)
< (B4 4e(lcl [grel + Isl |g2e])
< (B4 Delel(lgrel + 1gael) (5.2.25)

Na sli¢an nacin, druga jednakost u (5.2.17) daje

| €(95) — ga0)| < 105] |grel + 10¢] |g2el + 2(|s| [guel + Ic] [g2el)
< (B+4)e([s|lgrel + Iel |g2e])
< (B4 Delel(lgrel + 1gael) (5.2.26)

Za ocjenu J—norme pogreske potrebna je jos jedna elementarna nejednakost

o] + 1yl < V2y/la]? + Jy?
Relacije (5.2.24), (5.2.25) i (5.2.26) zajedno, daju ocjenu

\/|(f€(gié) — g10)? — (Flghe) — 950)? < max{|(fl(g1,) — g1, |(FL(g10) — 910}
< (B +4)elcl(|gre] + 1g2e)
< V2B + 4 ,(lﬁ_;oi)g\/g%z"‘gge : (5.2.27)
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Posljednja nejednakost je i ocjena pogreske (u apsolutnom smislu) za odgovarajuéi
stupac. Naime, ako su stupci matrice G' standardno indefinitno skalirani, onda je

Vi + g5 < V2

Relativni oblik pogreske mozemo dobiti samo u slucaju da norma tog stupca nije 0,
tj. norma ostatka aktivnog dijela stupca je dominirajuc¢i ¢lan u J-normi.

5.3. Greske zaokruzivanja za realne blok J-ro-
tacije

Temelj JQR dekompozicije je dekompozicija elementarnih parova reda 3, od-
nosno 4. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je g;; > go1 > 0
ig3 > g4 > 0. To uvijek mozemo posti¢i koristenjem J—unitarnih matrica ¥
definiranih u (3.1.1) i permutacija redaka matrice G.

Analiza gresaka zaokruzivanja za jednu blok J—unitarnu matricu bazira se na
analizi greske zaokruzivanja za izracunavanje veli¢ine r definirane relacijama (4.2.5),
odnosno (4.2.6). Ako pokazemo da je

a = j11j33|Z|2(|932|2 - |g42|2)(|921|2 - |911|2)

malen broj, i da se racuna to¢no u smislu apsolutne vrijednosti, onda se relativno
to¢no rac¢una i r, koji je oblika r = 1/y/a + 1. Razlog lezi u ¢injenici da su za broj
koji je blizu 1 apsolutna i relativna tocnost jedno te isto.

Ako ne vrijedi ograda (5.2.6) za hiperbolni tangens kuta, a u matrici G postoje
dva stupaca Cija Gramova matrica daje indefinitnu i regularnu 2 x 2 matricu, koristit
¢emo blok transformacije. Prvo, ako je

a<® <1 1 oy (5.3.1)
g1 932
primijenit ¢emo jednu hiperbolnu rotaciju za ponistavanje jednog od elemenata gy2,
a zatim blok 3 x 3 transformaciju.
Ako je
a<®? <1 i a<¥2<q (5.3.2)
g1 932
onda koristimo blok 4 x 4 transformaciju. Tvrdimo da je u oba slucaja broj a po
apsolutnoj vrijednosti malen, uz pretpostavku da je |z| razumne veli¢ine, $to bi nam

trebalo osigurati odgovarajuce pivotiranje.

Broj r — 1 javlja se samo u izrazima oblika (r — 1)/(|gs2|* — |g42|*), odnosno
(r —1)/(lga1* = |g11]*). Uocimo da vrijedi

1 _

Vva+1 Vita(l+vV1+a)

r—1=
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Sto mozemo iskoristiti za racunanje

r—1 _ —jdsslz2(lgs2]® — 1942]?)
921 — |91 ? V1+a(l4++v1+a) ’
r—1 o —jidsslz2(lg21” = 1911]?)

93212 — [9a2? — VIi+a(l+V1I+a)

Nazalost, ove formule osigurat ¢e nam apsolutnu toc¢nost za prethodne izraze, ako
je |a| bio malen broj, bez obzira kako rac¢unali odgovarajuée razlike kvadrata.

Iz ove grube analize slijede relacije

fl(r)y = 1+e)r

r—1 r—1
fé( > = t¢&u
|921|2 - |911|2 |g21|2 - |911|2

fé( r—1 >: r—1 te

|932|2 - |942|2 |932|2 - |942|2

pri Cemu su &,, £, 1 €, po apsolutnoj vrijednosti omedeni s nekoliko .

Kod primjene blok transformacija, u svakom stupcu matrice G mijenjaju se
samo Cetiri (tri) elementa. Norma pogreske u odgovaraju¢em stupcu ovisi ne samo
o odnosu J-norme cijelog stupca i J-norme dijela tog stupca koji mijenjamo, nego
i o veli¢ini elemenata u odgovarajuc¢em stupcu.

Ako je J-norma dijela stupca koji mijenjamo, reda veli¢ine najvecéeg elementa
koji sudjeluje u transformaciji i ako je relativno mala prema ¢itavoj J—normi stupca,
onda c¢e transformacija napraviti relativno malu pogresku obzirom na citavu J-
normu stupca.

U slucaju da su redovi velicina J—norme citavog stupca, J-—norme dijela stupca
koji mijenjamo i najveceg elementa koji sudjeluje u transformaciji priblizno jednaki,
transformacija radi po apsolutnoj vrijednosti malu normu pogreske.

Postavlja se pitanje koje velicine mora biti «, tako da imamo optimalan rez za
primjenu hiperbolnih, odnosno, blok transformacija. Zbog toc¢nosti racunanja, o ne
bi trebao biti niti blizu nuli, niti blizu jedan. Nazalost, katkad je matrica G takva
da ne postoje dva stupca ¢ija Gramova matrica daje indefinitnu i regularnu 2 x 2
podmatricu, a « je ipak vrlo blizu jedan. Na primjer, neka je zadan par

b c

i b+€1 bC/(b"‘Sl) T . .

G = bt 0 , J=diag(-1,1,-1,1) ,
b+€2 0

pri cemu su b i ¢ veliki, a 1 1 €2 mali brojevi. Matrica G*JG je dijagonalna, pa
moramo koristiti 1 x 1 transformacije. Zbog malih J-normi oba stupca, nastalih
razlikama kvadrata velikih brojeva, a mora biti blizu jedan.
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5.4. Greske zaokruzivanja za mnozenje matri-
com U = diag(e1, ..., e"n)

U prethodnih nekoliko odjeljaka analizirali smo pogreske zaokruzivanja za
transformacije realnih matrica. Ve¢ smo pokazali da elemente prvog stupca mozemo
svesti na realne mnoZenjem matricom ¥ = diag(e™!,...,e"). Pitanje je kolika je
tada pogreska koju smo napravili. To ¢emo pokazati u ovom odjeljku.

Nakon primjene te transformacije, trigonometrijske i hiperbolne rotacije koje
¢emo primjenivati bit ¢e realne, ali ¢e se primjenjivati na kompleksne brojeve u
ostalim stupcima. Ova razlika povecat ¢e, priblizno dvostruko, samo konstante u
ocjenama, jer racunalo izvodi kompleksne operacije kao realne na uredenim parovima
brojeva. Sli¢na situacija bit ¢e i kod blok rotacija, samo Sto ¢e u tom slucaju elementi
g12 1 goo ostati kompleksni.

Promotrimo perturbaciju koja nastaje mnozenjem jednog elementa nekog stup-
ca matrice (G, ako se odgovarajuc¢i kompleksni element u prvom stupcu transformira
u realan iste apsolutne vrijednosti. Vrijedi

g;cl = eiwgkl )

pri cemu je g, realan, pozitivan broj. Izjednacavenjem imaginarnih dijelova lijeve
i desne strane ove jednakosti dobivamo

sin ) Re(ge1) + costp Im(ger) =0,

odnosno
Im(gkl)

Re(g1)

Iz prethodne relacije, mozemo izracunati sinus i kosinus odgovarajuc¢eg kuta. Znak
sinusa izaberimo tako da je gj; = |gg1|. Vrijedi

tgy = —

cosy = Relge) (5.4.1)
|gk1]

sinty) = —Im(gr1) (5.4.2)
|Gr1

Za pocetak, treba ocijeniti gresku nastalu racunanjem apsolutne vrijednosti
kompleksnog broja. Upotrijebimo stabilnu formulu za racunanje apsolutne vrijed-

nosti
[t 4 g = lz\/1+ (y/2)? za |z| > |y
lyly1+ (x/y)? za |y| > |z
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Zbog simetrije formula, dovoljno je ocijeniti gresku za jednu od prethodnih formula.

fl(\/ 2% +y?)

(1421 +e9)|a|y/(1+23) (1 + (1 + e (1 +25)(y/2)?)
(L+e1)(1+e2)|zhy/(1+26) (1 + (y/2)?)

(L +er)lzly/ (L + (y/2)?)

gs < e+ O(%)

pri cemu je

odnosno
g7 <4+ O(£?)

Dakle, za pogreske u izracunatom kutu vrijedi

flcos ) = (1+e.)cosy , |e.| < Be+ O(e?) (5.4.3)
fl(sinep) = (1 +g5)sinty , |es] < 5e+O(e?) . (5.4.4)

Ova transformacija promijenit ¢e apsolutne vrijednosti odgovarajuc¢ih elemenata u
recima matrice, Sto ¢e uzrokovati promjenu u J-normi odgovarajuceg stupca.

[zracunati element u odgovarajucem retku je

Flgre) = (14 €1)(Re(gee) cos (1 + &) (1 4 £2) — (Im(gpe) sin (1 + £,) (1 + €3))
+ i(1 4 £4)(Im(gre) cos (1 +e.) (1 + €5) + (Re(gre) sin (1 + &5) (1 + €¢))

Pogreska u izracunatom elementu, do na O(g?) je

fUghe) = 9o = (51 + €2+ cc) (Re(gre) cos y) — (g1 + €3 + &) (Im(gre) sin 1))
+ i((e4 + €5 + €c) (Im(gre) cos ) + (e4 + €6 + £5) (Re(gre) siny))

Koriste¢i ¢injenicu da je |sincos | < 1/2, te da je 22 + y? > 2|z||ly| za x, y € R,
izracunajmo kvadrat apsolutne vrijednosti pogreske za izracunati element

| F0dhe) = ghel® < (72)? (| Re(gre) cos ] + | Im(gge) sin ])?
+ (| Im(ge) cos | + | Re(gxe) sinz/}|)2) < 98| gpel?

Ako sve elemente koji nisu realni, prevodimo u realne, pogreska je po normi manja
ili jednaka
1fe(g0) = gillz < TV2ellgell

odnosno, za (—ti stupac, doslo je do promjene J—norme za najvise

17¢(g) = gells < 7V2e max{|lg/ I, llge |1}
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5.5. Teoremi o perturbaciji indefinitne Q)R de-
kompozicije

U ovom odjeljku navodimo neke rezultate o perturbaciji indefinitne QR dekom-
pozicije.

Teorem 5.5.1.

Neka su dane matrice G € C™ ™ m >niJ € C™™ J=diag(ji1,-- -, jmm),
Jii € {1,—1}. Neka je G = P{QRP, egzaktna indefinitna QR dekompozicija matrice
G obzirom na skalarni produkt odreden matricom J, tj. vrijedi

R — * * *
lO]:Qlf:ﬁGPQ ) QJIQ:JI ) Jl:PlJPl ’

pri cemu su P, 1 P, matrice permutacija. Neka je matrica R izracunata u arit-
metici pomicnog zareza. Ako je R trokutasta, tj. ako se proces racunanja moze
provestt samo koristenjem trigonometrijskih i hiperbolnih rotacija, onda izracunati
R mozemo interpretiratit kao egzaktni faktor malo perturbirane matrice G=0G+ E,

}N% ~— * A % ~ *
[0] =Q'P[(G+E)P, , QNLQ=J , Ji=PJP
uz ocjenu
k
|PEEPeills < 4 M| PGPl Y err(ps) (5.5.1)
i=1

gdje je err(p;) ocjena pogreske koja je nastala pri ponistavanju elemenata jednog
stupca matrice G,

err(p;)) =eu(l+eq)’ +v[(1+eq)? —1] . (5.5.2)

Pritom je p; definiran relacijom (5.1.19) i oznacava broj koraka tj. nizova nezavisnih

rotacija potrebnih za redukciju odgovarajuceg stupca na samo dva elementa. Kon-
stante eq, eg, B iy definirane su relacijama (5.1.18), (5.2.23), (5.2.8) i (5.2.19),
respektivno.

Dokaz:

Permutacije stupaca matrice G ne utjecu na analizu dekompozicije, ako u
svakom koraku poniStavanja za radni dio k—tog stupca vrijedi

lgi | < allgll i gl < allgyll . a<1 , k=1,

Sto znaci da se dekompozicija provodi samo trigonometrijskim i hiperbolnim rotaci-
jama. Zbog toga, bez smanjenja opcenitosti, mozemo pretpostaviti da smo prije
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. T -l
9(k)

Slika 5.5.1. Oblik matrice G u k—tom koraku.

pocetka dekompozicije izvrsili takvu permutaciju stupaca matrice G' i odgovarajucih
dijagonalnih elemenata u J. Oblik matrice G u k-tom koraku dan je slikom 5.5.1.

_ Uocimo da za poniStavanje prvog stupca koristimo p; koraka, tj. nizove rotacija
utlt, ..., Up_l1 izzaéuantih u aritmetici pomicnog zareza, a zatim najvise jednu hiper-
bolnu rotaciju Uy*(1,2). Greske zaokruzivanja mozemo interpretirati kao primjenu
egzaktnih rotacija Up_il, odnosno, U;*(1,2) na malo perturbirane matrice GEO).
Uvedimo skrac¢enu oznaku za hiperbolnu rotaciju u k—tom koraku redukcije,
tj. neka je Vi = Uy(k, k + 1) egzaktna, a Vi, = Uy (k, k + 1) izracunata hiperbolna
rotacija. Situacija nakon poniStavanja prvog stupca, prikazana je dijagramom 5.5.2.

ﬁfl ﬁ{l . Up_ll ‘7171
relV) GgO) GéO) . GZE’—)l Gz(:?) G
Upr? Us? \ U, vt
g0 P GG

Slika 5.5.2. Perturbacija matrice G' u nakon ponistavanja prvog stupca.

Primijetimo da za poniStavanje elemenata radnog dijela stupca ne moramo
koristiti hiperbolnu rotaciju, ako je g(ch) ili 9k trivijalan. U tom slucaju, u ocjeni
pogreske nece biti ¢lana koji proizlazi iz ocjene pogreske jedne hiperbolne rotacije.

Zbog jednostavnosti zapisa, uvedimo neke pokrate. Oznacimo nizove egzaktnih
trigonometrijskih rotacija u k—tom koraku s Wy, = U, - - - U, , a perturbirane rotacije
sW,="0, - ﬁpk. Za perturbaciju stupaca matrice G tada vrijedi

IV W e — Vi W gl < IV W ge — Vi W gl
+ Hvl_lwl_lgl - V1_1W1_19l||2
< Vi e — Vi Gl
+ Vit lallge — Witgell: . (5.5.3)
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gdje je N - -
g@ = Wlilgé = U];_]- e Uf]'gz
Primijetimo da je relacija (5.5.3), zapravo dokazana u prethodnim odjeljcima.

Koristenjem nejednakosti trokuta i primjenom leme 5.1.1., zbog unitarnosti
matrice Wy, izlazi

1ell2 = W ge = Wi gellz + [1W gellz < (1 + ec)?llgellz (5.5.4)
Koristenjem relacija (5.2.18) i (5.2.19), za normu V; * vrijedi ocjena ||V; |2 < 7.

Vratimo se ponovno na relaciju (5.5.3). Koristenjem relacija (5.5.4), (5.2.23) i
(5.1.21) slijedi

IV W tge = VioWitgelle < enllella + v (1 + eq)™ — 1) [|gella
ler(1+eq)™ +7((1+eaq) —1)]gell2

= err(py)||gellz - (5.5.5)

<
<

Prethodna relacija, zapravo daje perturbacijsku ocjenu za prvi stupac matrice
G, jer se on nadalje viSe nece mijenjati. Za poniStavanje drugog stupca koristimo
matrice V, * i Wy ', Koristenjem (5.5.5) izlazi
||‘7271W271‘7171W17,1€g - V271NW271V171W17196||2 -
< ||V271W271V171W17196 - V271W271V171W1719£||2
:|_ ||f‘i2_lvl/2_1f‘il_lwl_lgz _ ‘/2—11{1\,/2—1/_‘{1—11/[/1—19[”2
< Vo Wy TV g = Vo W VT g
+ ||V2_EW2_N1||2 Vi W tge — Vim W gl
< err(P2)||V1_1W€192||2 + yerr(p1)||gell2
< err(po) (Vi W ge — Vi W gl
+ VT W gella) +yerr(pr) [l gell2
< err(p2)(err(p1) + 7)llgell2 + v err(p1)]|gell2
< y(err(py) + err(ps))||gell2 + Olerr(p)?)

Dokaz teorema dobivamo indukcijom po k. [ |

Za teoreme perurbacije po komponentama, potrebna nam je definicija i neka
svojstva matrice apsolutnih vrijednosti.

Definicija 5.5.1.
Neka je A € C™", A = [a;;]. Apsolutna vrijednost |A| matrice A je
Al = (lai;])

Pisat éemo |A| < |B|, ako vriedi |a;j| < |bj|, i=1,....,m, j=1,...n. |
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Propozicija 5.5.1.
Ako su A, B i C tri matrice takve da je A = BC, onda vrijedi |A| < |B||C]|.

Dokaz:

Dokaz slijedi koriStenjem nejednakosti trokuta za apsolutnu vrijednost ele-
menta a;;. Vrijedi

|ai;| =

> bikcrj| <D |bi|cxj]
k k
Posljednja suma je (i, j)-ti element produkta matrica |B||C]. |

Za indefinitnu QR dekompoziciju, u slucaju da je matrica R trokutasta, vrijede
slicne ocjene kao i za obicnu QR dekompoziciju. Slijedeci korolar generalizacija je
leme 18.8 iz [25].

Korolar 5.5.1.

Uz uvjete teorema 5.5.1., © oznaku
n
Ye =7""" D err(pn)
i=1

vrigede slijedeée ocjene

1Ellr < 7ellGlr
|E| < meK|G] , |K|p=1,

gdje je K matrica definirana s

Dokaz:

Prva tvrdnja izlazi kvadriranjem i zbrajanjem nejednakosti (5.5.1) iz teorema
5.5.1. Druga tvrdnja je posljedica c¢injenice da je apsolutna vrijednost pogreske
jednog elementa u stupcu manja ili jednaka normi pogreske citavog stupca i ne-

jednakosti
m m
> ginl> <D |giel
i=1 i=1

Komponentnim ocjenama za perturbaciju QR dekompozicije bavili su se Stew-
art u [41], [42], Sun u [43], [44], [45], [46] i Zha u [54]. Vrlo slicna perturbacijska
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analiza moze se provesti i za indefinitnu QR dekompoziciju, ako znamo da se koriste
samo obicne i hiperbolne rotacije.

Prvo uvedimo neke oznake.

Definicija 5.5.2.

Neka je A € C™*". Donjetrokutastu matricu tril(A) i gornjetrokutastu matricu
triu(A) definiramo s

. o aij s Z Z ] s
[eril(A4)):s = { 0 , inace

. o aij s 1 S ] s
[triu(A));; = { 0 , inace

Za dokaz teorema o perturbaciji, potrebna nam je definicija nenegativnih ma-
trica. Opsirniji pregled svojstava takvih matrica, moze se na¢i u [26], odakle je
preuzeta slijedeca definicija.

Definicija 5.5.3.

Neka su A, B € C™". Matricna norma || || je monotona, ako za svaki par
matrica A, B, takav da je |A| < |B|, vrigedi ||A|| < || B

Matri¢na norma je apsolutna, ako vrijedi ||Al| = || |A] || n

Propozicija 5.5.2.

Euklidska norma matrice je monotona i apsolutna.

Dokaz:

Dokaz je trivijalna posljedica definicije euklidske (Frobenijusove) norme

m n
YD fayl?

i=1j=1

1Al r =

Za dokaz teorema koji ¢emo iskazati, potrebna je slijedeca definicija.

Definicija 5.5.4.

Matrica A = [a;;] € R™" je M-matrica, ako je realni dio svih njezinih svoj-
stvenih vrijednosti pozitivan i ako je
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Navest ¢emo i nekoliko svojstava M—-matrica. Dokazi se mogu pogledati u [27].

Propozicija 5.5.3. Svaka M—matrica A se moZe zapisati u obliku A = ol — P, pri
cemu je P >0, a za spektralni radijus matrice P vrijedi « > p(P). (U ovom slucaju
> znaci da su svi elementi veéi ili jednaki 0.) [ |

Propozicija 5.5.4. Ako je A M-matrica oblika A = I — E 1 spektralni radijus
p(E) < 1, onda je A nesingularna i A~' > 0. [ |

Za indefinitnu QR dekompoziciju vrijedi generalizacija teorema iz [44].

Teorem 5.5.2.

Neka su matrice G, G € C™" takve da vrijedi rang(G) = rang(G) = n i neka
su

G = PQRP; = P,Q Py, QNhQ=J4 , h=PJP

Py, Q@nhQ=J, , Ji=PJP

G = PQRP; = P,Q

indefinitne QR dekompozicije matrica G 1 G, obzirom na matricu J, gdje su Py i P,
permutacije, a Ry 1 Ry gornjetrokutaste matrice. Neka je E =G -G, F=R— R i
W =Q — Q i neka je

E, = |R*P;(E*JG + G*JE)P,R™!|

Ako je spektralni radijus p(E,.) < 1 i ako je p(triu(E, (I — E,)™1)) < 1, onda
vrijeds
|F| < triu(Ey, (I — E,) IR

i

W < (P |B] Py~ Q) triu(Ey (1 — Eop) )RR — triu(Ey (1~ Eur) ™)™

Dokaz:
Vrijedi jednakost

E*JG+G*JE = G'JG — G*JG
— P,R*Q*P;JP,QRP} — P,R*Q*P; JP,QRP;
= P,(R*J,R — R*J,R)P}
= Py(F*J,R+ R*J,F)P;
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Mnozenjem ove jednakosti slijeva s R~*Py i zdesna s P2}§*1, dobivamo

R™*P}(E*JG 4+ G*JE)P,R™" = R*F*J, + JIFR™!
= (LWFRY + JFR . (5.5.6)

Pretpostavimo li da R i E imaju iste znakove dijagonalnih elemenata, onda ih
sigurno imajui JyFR™'i JJFR™'. ZbogtogaStosui F, R~'i R™! gornjetrokutaste
matrice iz relacije (5.5.6) slijedi

|[FR™Y| = |L/FR™Y| < triu(|R™* Py (E*JG + G*JE)P,R™Y|) (5.5.7)
(FRY*| = |[(LFR™Y*| < tril(|R* P} (E*JG + G*JE)P,R™Y|) . (5.5.8)
Uocimo da je
Mnozenjem prethodne relacije zdesna s R~* dobivamo

R*=R*+ (FR YR . (5.5.9)

Raspisimo lijevu stranu relacije (5.5.6) koristenjem (5.5.9),
RP;(E*JG 4+ G*JE)P,R™' = R™*P;(E*JG + G*JE)P,R™
+ (FR YR *P}(E*JG +G*JE)P,R*
Koristenjem te relacije i relacije (5.5.6) dobivamo
< Egp + |[(FRYY|R*P;(E*JG + G*JE)P,R™|
< Bo + tril(|R* P} (E*JG + G*JE)PyR ™) E,,
< B, + (|[R*P;(E*JG + G*JE)P,R"'|\E,, ,

|R™*P;(E*JG + G*JE)P,R™|

odnosno,

|R™*P;(E*JG + G*JE)P,R™'|(I — E,) < E,r

Prema pretpostavci je p(E,,) < 1, pa je I — E,, regularna M-matrica i inverz
joj je nenegativan. Odatle odmah slijedi

|R*P;(E*JG + G*JE)P,R™| < E,.(1— E,,)"' . (5.5.10)

Primijetimo jos da vrijedi |F| < |FR™'||R|. Ako to iskoristimo zajedno s
(5.5.7) i (5.5.10), dobivamo prvu tvrdnju teorema

|F| < [FR'[|R|
triu(|R~* Py (E*JG + G*JE)P,R™|)|R|

<
< triu(Ee (I — Eq) ™ Y|R| . (5.5.11)
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Ocjenu za W dobivamo iz jednakosti

E =

G- G=P(QR-QR)P;
P(QR— QR+ QR—QR)P; = P(QF + WR)P; |

tj. matrica W je jednaka

W = (PEP,— QF)R™' . (5.5.12)

Dodatno, R mozemo zapisati u obliku

R=(I-FRYR

Invertiranjem prethodne relacije

RY'=R ' -FRYHY ™ | (5.5.13)

a zatim uvrStavanjem u (5.5.12) dobivamo

W = (P}EP,— QF)R'(I - FR™Y)™* . (5.5.14)

Posljednje dvije nejednakosti u relaciji (5.5.11) povlace

|FR™Y| < triu(E,, (I — E,)™Y) (5.5.15)

pa uvjet p(triu(Eq (I — Eg)™Y)) < 1 znaci da je matrica I — |[FR™!| nesingularna

M-matrica, pa je

(I — |FR7Y)~! matrica s nenegativnim elementima.

Da bismo dobili ocjenu za W, treba jos primijetiti da je

(1 - FR™)™
Zajedno s (5.5.13
R <R

W <
<

=[I+FR '+ -+ (FRY)" "+
S T+|FRY+- -+ |FRY"+---
< T+ triu(By, (I — Eg) t) + -+ (triu(Ey, (I — Eg) D))" + - -

(I — triu(Ea (I — Eo)™))?
)i (5.5.15) izlazi

(I — FR™Y 7Y < |R7Y(I — triu(E, (I — E,,)" Y)Y, (5.5.16)

(P BB — |§§| [FNIR™(1 - trin(Eor (I = Ear) ™))™
(P1*|E|€2 — Q| triu(E,, (I — Ear)71)|R|)
RN — triu(Ey (I — By ) 1))t
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Na slican nacin mozemo dobiti i relativnu perturbacijsku analizu indefinitne
QR dekompozicije. Zha je u [54] primijetio da klasi¢na perturbacijska analiza ne
postuje invarijantnost QR dekompozicije obzirom na skaliranje stupaca u matrici,
tj. da za svaku regularnu dijagonalnu matricu D vrijedi

G=QR = GD =Q(RD)
Sliéna tvrdnja vrijedi i za indefinitnu QR dekompoziciju.

Definirajmo jos Bauer—Skeelovu uvjetovanost matrice.

Definicija 5.5.5.

Za kvadratnu nesingularnu matricu S, Bauer—Skeelova uvjetovanost u odnosu
na normu || || je

kps(S) =1 1S7H IS ]

Teorem 5.5.3.
Neka su matrice G, G € C™" takve da vrijedi rang(G) = rang(G) = n i neka

SU -
* R * * *
G =P QRP) = P,Q 01 Fy, Q@LhQ=4 , JSi=PJP
i U
~ A D D* ~ | R * A% T ) *
G =P QRP; = P,Q 01 py, Q@ALhQ=4 , Ji=PJP

indefinitne QR dekompozicije matrica G 1 G, obzirom na matricu J, takve da su
matrice Ry i Ry gornjetrokutaste, a matrice Py i Py su permutacije. Definiramo
E=G-G, F=R—-Ri1W =Q — Q. Pretpostavimo da vrijedi

|E| <eK|G|

gdje je K neka matrica s nenegativnim elementima. Neka je || || konzistentna i
monotona norma,

n = max{|| [Q*|PYK P Q][] | QTP K*F|Q|[[}
© neka je
677(I€BS(R_1) + KBS(R*)) <1
Tada vrijeds

r— S 87](HBS(R_1) + HBS(R*)) + 0(82) s

W _ e (IPFE P [lrps (R +n(sps(R1) + rps(R7)))

QI — 1 —en(kps(R™Y) + kps(R*)) +0(e%)
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Dokaz:
Uocimo da je
G=G+E=PQRP; =P(Q+W)R+F)P;
Iskoristimo jo$ da je G = P,QQRP;. Odatle odmah slijedi
PQRP; +E =P (QR+WR+QF + WE)P;

odnosno

P!EP,=WR+QF + WF

Zbog regularnosti matrice R, imamo
W =PEP,R'-QFR'-WFR "' |

pa je
\W| < |P{EPR,||R7' +|Q| |FR7'|+ W||FR™'| . (5.5.17)

Promotrimo relaciju za G*JG:
G*JG = (G+E)J(G+E)=GJG+EJG+GJE+FE'JE . (55.18)
S druge strane, raspisivanjem dekompozicije matrice G izlazi
G*JG = P,R*Q*P;JP,QRP; = P,R*J,RP;
= Py(R+F)"JI(R+ F)Py

= PJ(R*J\R+ R*J,F + F*J,R + F*J,F\P}
= G*JG + Py(R*,F + F* R+ F*J,F)P} . (5.5.19)

[zjednacavanjem desnih strana u (5.5.18) i (5.5.19), izlazi
P,(R*"JJF + F*J)R+ F*J,F)P; = E*JG+ G*JE+ E*JE
MnoZenjem prethodne jednakosti slijeva s R™* Py i zdesna s P,R™!, dobivamo

JFR'+R*F*J,+ R *F*JJFR !
= R7P;(E*JG+ G"JE+ E*JE)P,R™" . (5.5.20)

Prva dva ¢lana s desne strane mozemo napisati i u obliku

R*P;E*JGP,R™' = R *P;E*JP,Q (5.5.21)
R*P;G*JEP,R™' = Q*P}JEP,R™! e
Uvazimo li da su elementi E*JE i F*J, F reda veli¢ine €2, tj. za red veli¢ine manji od
onih u E, odnosno F', dobivamo lineariziranu ocjenu. Zbog toga sto su obje matrice
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s lijeve strane u (5.5.20) trokutaste, a dijagonalni elementi su im realni i istog znaka,
koristenjem relacija (5.5.20) i (5.5.21), te pretpostavki teorema, dobivamo

\FR™'| = |[JW/FR™Y < |JWFR™" + (JLUFR™)*|
|R*PyE*JP,Q| + |Q*P; JEP,R™"|
|R™*|P5 | 7| P |Q| + |QF| Py |E| Py | R
e(|R7|Py |G K" P |Q| + |Q| PFK|GIP|R™Y)

(IR RQ|PY K™ PQ| + |Q|PFK Py Q] R| [R )

VAN VAN VAR VAN

Ponovno, uo¢imo da je |F| < |[FR™!||R|. Tada je zbog monotonosti i apsolutnosti
norme

17 < |IFRIIR]
< e(HBTTIRH Q™1 Pr A~ R QI
+HQ PrE PRI R IDIR]

en(kps(R™Y) + kps(RY))|IR)|

Nakon dijeljenja s || R]| slijedi prva tvrdnja teorema. Primijetimo da smo ovdje dobili
i ocjenu za ||[FR™!|:

IFR7Y < enlkps(R™) + wps(R"))
Vratimo se ponovno na relaciju (5.5.17). Uzimanjem u obzir pretpostavke
|E| < eK|G], izlazi
(W] < eP/K|G|P|R™ + |Q[ |[FR™Y + W[ |FR™|
< ePfKP|Q||R| R+ |QI|FR™Y| + W[ |FR™|
Uzimanjem norme i koristenjem ocjene za ||[F'R||, imamo

W < ellPPEPQUINENE |+ QN NER | + [WIHIFR |
< e(IPFEP QIR R
+llQll (kps(R™Y) + ks (R")) + nlWll(kps(R™) + ks (7))

Po pretpostavci teorema, vrijedi da je
87](HBS(R_1) + HBs(R*)) <1l ,

pa smijemo posljednji ¢lan s desne strane prebaciti na lijevu, a zatim citavu relaciju
podijeliti s 1 — en(kps(R™') + kps(R*)). Dobivamo

elQUUIPT K P |Eps (B + n(kps(R™Y) + kps (1))

Wil < 1= en(rps(R) + rps (7)) ’

odakle dijeljenjem s ||Q]| slijedi tvrdnja teorema. [ |
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Korolar 5.5.2.

Za indefinitnu QR dekompoziciju realiziranu samo trigonometrijskim i hiper-
bolnim rotacijama, uz uvjete teorema 5.5.3. vrijeds

n=QelRlr

£l

&l <myen(kps(R™Y) + kps(RY))

Wlle o me (kps(R™") +n(kps(R™") + kps(RY)))
1Qlr ~ 1 —myn(kps(R7) + kps(R*))

Dokaz:

I[skoristimo li da je
* 1 * %
|PIKP||r = Ellplee Pllr=1 ,

onda je dokaz direktna posljedica druge tvrdnje korolara 5.5.1. i tvrdnje prethodnog
teorema. H
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6. Primjene indefinitne
QR dekompozicije

Obzirom da postoji mnogo primjena indefinitne QR dekompozicije, u ovom
poglavlju navest ¢emo samo neke. Prvi odjeljak bavi se generalizacijom algoritma
iterirane dekompozicije Choleskog (flip—flap).

U drugom odjeljku pokazuje se da se koriStenjem J—unitarnih i unitarnih trans-
formacija moze provesti bidijagonalizacija faktora GG, obzirom na zadani .J, bez eks-
plicitnog formiranja matrice G*JG.

U trecem odjeljku pokazuje se primjena indefinitne QR dekompozicije na ite-
rativno poboljsavanje netocno izracunatih svojstvenih vrijednosti. Posebno, za neke
klase skalirano dijagonalno dominantnih matrica, pokazuje se da primjenom in-
definitne QR dekompozicije radimo relativno malu perturbaciju u svojstvenim vri-
jednostima matrice.

6.1. Iterirana indefinitna ()R dekompozicija

Rutishauser [34] je pocetkom Sezdesetih godina opisao metodu za nalazenje
svojstvenih vrijednosti simetri¢nih matrica. Algoritam je poznat kao LR algoritam
i preteca je QR algoritma. Fernando i Parlett [20] su sredinom devedesetih godi-
na napravili implicitnu varijantu ovog algoritma za pozitivno definitne matrice t;j.
algoritam za nalazenje singularnih vrijednosti neke matrice. Pokazali su ne samo
linearnu konvergenciju algoritma, nego da se za ubrzanje konvergencije mogu ko-
ristiti pomaci (shiftovi), koji se jednostavno uklapaju u algoritam. Drmag¢ [17] je
pokazao da taj algoritam bez pomaka ima svojstvo da singularne vrijednosti racuna
na visoku relativnu toc¢nost.

U ovom odjeljku taj se algoritam generalizira na algoritam za nalazenje svoj-
stvenih vrijednosti hermitskih indefinitnih matrica i to koristenjem hermitske in-
definitne dekompozicije matrice A ili JQR dekompozicije njenog faktora GG, obzirom
na J koji je inercija matrice A. Posebno je interesantna njegova implicitna varijanta,
ali kao otvoreni problem ostaje procjena velicine pomaka za ubrzanje konvergencije.

119
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6.1.1. Iterirana dekompozicija Choleskog

Na pocetku, promotrimo eksplicitni algoritam iterirane dekompozicije Choles-
kog.
Algoritam 6.1.1.

Slijedecéi algoritam racuna svojstvene vrijednosti hermitske pozitivno definitne
matrice A, tako da je matrica Gy u k—tom koraku algoritma dobivena dekompozici-
jom Choleskog odgovarajucée matrice Ay.

start Ay = A;
Al = GTGl
A2 = G1GT = G§G2
A2k = GZkflGSkfl = SkGZk

J— * — *
A2k+1 - GZkG2k - G2k+1G2k+1

Ako nam je umjesto matrice A zadan njezin faktor G, dobiven, na primjer,
dekompozicijom Choleskog, onda dobivamo implicitni algoritam iterirane dekom-
pozicije Choleskog.

Algoritam 6.1.2.

Slijedecéi algoritam racuna singularne vrigednosti matrice G, odnosno svojstve-
ne vrijednosti matrice A = G*G. U k—-tom koraku algoritma, matrica Gy dobiva se
QR dekompozicijom matrice Gj_,.

start: G} = G*;

Gy = @G, ) N =1
G; = Q2G3 ) Q§Q2 =1
;k = QZkG2k+1 ) szsz =1
b1 = Qopp1Goprn > Q1 Qupyy = 1

Fernando i Parlett [20] su pokazali da su dva koraka iterirane dekompozicije
Choleskog ekvivalentna jednom koraku QR algoritma bez pomaka. Osim toga, ako
se dekompozicija provodi rotacijama, postoje prirodne ocjene za najmanje singu-
larne vrijednosti matrica Gy, koje se citaju iz dijagonalnih elemenata. Tako se u
dekompoziciju mogu na prirodan nacin uvesti pomaci.
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6.1.2. Eksplicitni algoritam iterirane indefinitne dekom-
pozicije

U ovom paragrafu konstruira se indefinitni analogon iterirane dekompozicije
Choleskog. Prvo se konstruira eksplicitni oblik algoritma, koji je cisto teoretske
prirode. Puna snaga algoritma iterirane indefinitne dekompozicije ocituje se tek ako
je zadan (po moguénosti kvadratni) faktor odgovarajucée matrice.

Algoritam 6.1.3.

Neka je zadana hermitska indefinitna matrica A i neka je njena indefinitna
dekompozicija A = G*JG, pri cemu je G blok gornjetrokutasta matrica s dijagonal-
nim blokovima dimenzije 1 x 1 ili 2x2, a J = diag(£1). U k-tom koraku algoritma
matrice Gy 1 J dobivaju se hermitskom indefinitnom dekompozicijom matrice Ay.
Sligedeci algoritam, u neparnim koracima, rac¢una svojstvene vrijednosti matrice A.

start Ay = A;

Az = GlGI = G§G2
A2k = G2k71G;k71 = ;kG%

— L — *
A2k+1 - GZkJ2k71G2k - G2k+1‘]2k+1G2k+1

Matrice Jy, definirane ovim algoritmom su permutacijski slicne matrici J. [ |

Da izbjegnemo eksplicitno mnozenje matrica G*.JG, koje moze dovesti do gu-
bitka toc¢nosti, korisno je prethodni algoritam formulirati kao implicitni algoritam.

6.1.3. Implicitni algoritam iterirane indefinitne dekompo-
zicije

Implicitna varijanta algoritma bazira se na indefinitnoj QR dekompoziciji.
Nazalost, dobar izbor pomaka za ovaj algoritam temelji se na ocjenama za veli¢inu
hiperbolnih singularnih vrijednosti specijalnih po dijelovima trokutastih matrica,
koje se javljaju u algoritmu. Naravno, pomak se moze birati i priblizno, paze¢i da
ne promijenimo matricu inercije J. Ipak, treba re¢i da se primjenom pomaka moze
izgubiti to¢nost, tako da u njihovom izboru treba biti vrlo oprezan.

Algoritam 6.1.4.

Neka su zadane matrica G i matrica J = diag(£1). Slijedeéi algoritam racuna
hiperbolne singularne vrijednosti matrice G, odnosno svojstvene vrijednosti matrice
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A = G*JG naizmjenicnim primjenama QR 1 JQR dekompozicije. Hiperbolne sin-
gularne vrijednosti dobivaju se u neparnim koracima algoritma.

start GT = G*, JJy = J;

GT = Q1G2 ) Qf@l = 1

G; = Q2G3 ) Q;J1Q2 = J3
Ek = QZkG2k+1 ) sz‘]%—lQZk = J2k+1
she1 = Qo 1Gopro » Qo 1Qopy = 1

U prethodnom algoritmu su sve matrice Gy, .y blok gornjetrokutaste s dijago-
nalnim blokovima velicine 1 x 1 ili 2 X2, a matrice G, su gornjetrokutaste. Matrice
Ji su permutacijski slicne matrici J. [ |

Pokazimo da transformacije u neparnim koracima prethodnog algoritam cuva-
ju svojstvene vrijednosti polazne matrice.
Teorem 6.1.1.

Matrice Asgi1 © Ay generirane algoritmom 6.1.4. su unitarno slicne.

Dokaz:

Dokaz teorema dobivamo uvrStavanjem jedne jednakosti u drugu. Vrijedi

A2k+1 = G§k+1J2k+1G2k+1
= Gy Qap Jop 1 Qo Gy
= GZkJZkfl ;k
= Q2_k1—1 ;k—1J2k—1G2k—1Q2_k*—1
= Qo1 Aoy 1Qu

= Qe QT AQT - Q.
= (Ql T 'Q2k71)*A1(Q1 e 'Q2k71)
[ |

Za iteriranu dekompoziciju Choleskog, dokazano je da niz matrica Ay, uz neke
uvjete, konvergira prema dijagonalnoj matrici. Slijedec¢i teorem dat ¢e odgovor na
pitanje da li to isto vrijedi i kod iterirane indefinitne dekompozicije, tj. da li vrijedi

lim A2k+1 = diag()\l, )\2, ey )‘n) ?
k—o0
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Teorem 6.1.2.

Ako je niz matrica Gory1 generiran algoritmom 6.1.4. takav da za k > ko,
ko € N, ne dolazi do promjene strukture, tj. preklapanja 2 X 2 dijagonalnih blokova
u matricama Gogy1, onda niz matrica Ay, As, ..., Askiq, ..., konvergira kad kon-
vergira © bazicni QR algoritam 1 vrijeds

lim A2k+1 =D s
k—o00

gdje je D blok—dijagonalna matrica s dijagonalnim blokovima velicine 1 X 1 1li 2 X 2.

Dokaz:

Dokaz se osniva na vezi iterirane indefinitne dekompozicije i bazi¢nog QR
algoritma (bez pomaka).

Neka je M, = A. Bazicni QR algoritam za matricu A generira niz matrica:
hermitske M, unitarne Uy i gornjetrokutaste Ry, takve da vrijedi

M, = U R,
M; = R,U, = U;M,U, = UsRy (6.1.1)
Indefinitna dekompozicija pocinje s M, = G7J,G,. Prvi korak algoritma

6.1.4. racuna G| = Q,G,, gdje je (), unitarna. Zbog toga Sto je matrica G; blok—
gornjetrokutasta, a G, gornjetrokutasta i njihov produkt je blok—gornjetrokutast,
pa za polaznu matricu M, vrijedi

M, =Q,G,J,G, = Q, - blok gornjetrokutasta matrica

Tvrdimo da postoji blok—dijagonalna unitarna matrica ()} takva da je
GyJ,Gy = Q’1T1 )

a matrica 1) je gornjetrokutasta s pozitivnim dijagonalnim elementima, Sto slijedi
zbog jedinstvenosti QR dekompozicije. Zbog toga za matrice Ry i Uy iz relacije
(6.1.1) vrijedi

U,=0,0, , R =T . (6.1.2)

Treéi korak algoritma, uz koristenje relacije (6.1.2) daje

A, = G3J,Gy = G, J,G
= QTGTJ1G1Q1 = QTM1Q1 = Q,1M2Q’1*
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Ako krenemo od posljednje jednakosti u prethodnoj relaciji prema prvoj, a iz (6.1.1)
uvazimo da je G5 = 3G, dobivamo

M, = Qll*A3QI1 = 11*G§J3G3Q11 = 11*Q3G4J3G3Q,1
Ako G5 i Q) imaju nepresjecajuce 2 x 2 dijagonalne blokove, tvrdimo da postoji
blok-dijagonalna unitarna matrica @)} takva da je
G4J3G3Qll = Q:ISTZ )

pri ¢cemu je 7T}, gornjetrokutasta s pozitivnim dijagonalnim elementima. Ovdje smo
iskoristili ¢injenicu da je red dijagonalnih blokova matrice )5 manji ili jednak 2.
Dokaz slijedi iz jedinstvenost QR dekompozicije, pa za matrice U, i R, iz (6.1.1)
dobivamo

Uy=QVQ:Q;5 , Ry=T, . (6.1.3)

Pokazimo da postoji veza izmedu matrice A; i matrice M. Koristenjem (6.1.3)
izlazi
Ay = G5 J5G = G4 J3G

= Q3G3J5G3Q5 = Q3Q1 MyQ Qy

= Qng ,1*Q3 = Q3R2U2Qg* = QngQg*
Uocimo da su matrice Ag,_y i My unitarno slicne. Bududéi da su @)}, blok—dijagonalne
s dijagonalnim blokovim velic¢ine 1 x 1, ili 2 x 2, ako matrice M} konvergiraju prema
dijagonalnoj, onda A, ; konvergiraju prema blok-dijagonalnoj s dimenzijama di-
jagonalnih blokova 1 x 1, ili 2x 2. Prema tome, indukcijom po indeksu k£ pokazujemo
da vrijedi zakljucak o istovremenoj konvergenciji bazicnog QR algoritma i iterirane

implicitne indefinitne dekompozicije. Uvjeti konvergencije bazicnog QR algoritma
dani su u [31], poglavlje 8-6. |

Promatramo li algoritam 6.1.4., uocavamo da su

(7) neparni koraci u algoritmu — QR dekompozicije
§k+1 = Qur1Gaksa Q;k+1Q2k+1 =1 ;

(74) parni koraci u algoritmu — JQR dekompozicije

;k = Q2kG2k+1 ) Q;kJ2k—1Q2k = J2k+1

6.2. Bidijagonalizacija faktora G

Na konferenciji International Workshop on Accurate Eigensolving and Appli-
cations (Split, 1996.), Parlett i Dhillon izlozili su svoje jos nepublicirane rezultate o
tocnom rjesavanju svojstvenog problema za tridijagonalne matrice.
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Teorem 6.2.1. (Parlett)
Neka je T tridijagonalna matrica, T'= B*J B, takva da je

_a'l by
a9 b2
B = ,ai, b #0
Ap—1 bnfl
- an -l
J = diag(ji1,. .., jnn). Neka je
T =UAU* , A =diag(\,...,\) Uu =1
B* =Uxv* | ¥ =diag(oy,...,0,) , VIV =] |

pri cemu su A; svojstvene vrijednosti matrice T, a o; > 0 hiperbolne singularne
vrigednosti matrice B*. Tada je

g2
)\z’—Jz‘iUi )

t mala relativna promjena u elementima a; ¢ b; izaziva malu relativnu promjenu u
hiperbolnim singularnim vrijednostima matrice B*. [ |

Za bidijagonalne matrice, Fernando i Parlett [18], [19] su pokazali da dife-
rencijalni gd algoritam, relativno to¢no racuna singularne vrijednosti matrice B*.
Diferencijalni gd algoritam, zapravo nije niSta drugo, nego pazljivo zapisani algori-
tam iterirane dekompozicije Choleskog.

Dhillon je u Splitu pokazao kako se taj algoritam modificira i u slu¢aju matrice
B*JB. lzabere se pomak tako da matrica B*JB + 71 bude pozitivno ili negativno
definitna. Zatim se primijeni diferencijalni ¢d algoritam. Za svaki skup svojstvenih
vrijednosti koje imaju malu relativnu udaljenost, postupak se ponavlja, sve dok ne
dobijemo velike relativne udaljenosti. Da bi se lako pronalazili odgovarajuc¢i pomaci,
dobro je znati bas matricu B.

Neka je dana matrica G. G mozemo bidijagonalizirati bez eksplicitnog formi-
ranja matrice G*JG slijede¢im algoritmom.

Algoritam 6.2.1.

Neka su dane matrice G € C™*" ¢ J = diag(ji1, - - -, jmm), Ju € {1, —1}, takve
da je matrica G*JG reqularna. Slijedeci algoritam racuna matrice

By

G = P;VBU*P, = PV [ .

] Up,
pri cemu je By gornja bidijagonalna, P, i P, su permutacije, U je unitarna, a za
matricu V' vrijedi

VALV =Jy , Ji=PrIP
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start matrica G

Ako je neka pivotna strategija odabrala 1 X 1 korak onda:

e slijeva: reduciramo J-unitarnim transformacijama prvi stupac (nakon pivoti-
ranja) matrice G;

e zdesna: reduciramo (unitarno) prvi redak (na dva elementa);
Ako je neka pivotna strategija odabrala 2 x 2 korak onda:

o slijeva: reduciramo J-unitarnim transformacijama prva dva stupca matrice G
na 2 X 2 dijagonalni blok;

e zdesna: reduciramo (unitarno) prva dva retka na 2 X 2 dijagonalni blok;

e zdesna: unitarno reduciramo 2 X 2 dijagonalni blok na gornjetrokutastu ma-
tricu. [ |

6.3. Iterativno profinjavanje svojstvenih vrijed-
nosti

Poznato je da je implicitna hiperbolna Jacobijeva metoda vrlo to¢na u sluca-
jevima kad matrice imaju nisku skaliranu uvjetovanost. Medutim, metoda mnogo
sporije konvergira, nego, na primjer, QR metoda. Veseli¢ je u [50] pokazao da ne
mora postojati simetri¢na permutacija redaka i stupaca hermitske matrice A, takva
da QR metoda relativno to¢no racuna svojstvene vrijednosti.

Problem je spajanje dobrih osobina te dvije metode: brzine QR metode i
toc¢nosti implicitne Jacobijeve metode. Neka je matrica U, matrica pribliznih svoj-
stvenih vektora matrice A, izracunata, na primjer, QR metodom. Pretpostavimo
da su svojstveni vektori ortonormalni do na toCnost racunala. Ako je skalirana
uvjetovanost matrice mala, a uvjetovanost matrice velika, mozemo ocekivati da su
svojstvene vrijednosti pocetne matrice lose izracunate.

Za definiciju problema, potrebna nam je definicija skalirano dijagonalno domi-
nantne matrice, koju su uveli Barlow i Demmel u [2].

Definicija 6.3.1. Hermitska matrica A oblika A = D(J + N)D je n-skalirano
dijagonalno dominantna, ako je D dijagonalna pozitivno definitna, J = diag(+1), a
N ima nule na dijagonali i vrijedi | N2 <n < 1. |

Za elemente n—skalirano dijagonalno dominantne matrice vrijedi slijede¢a pro-
pozicija:
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Propozicija 6.3.1.

Za n-skalirano dijagonalno dominantne matrice vrijedi

maxﬂ<n<l

o Saal lag]
Dokaz:
Za elemente matrice A vrijedi ocjena
|az'k | . |diidkknz’k | . |lek |

Vil lare]  didprr/ 17l |7re] A/ 1dil k]

Takoder, vrijedi

n
max |ng| <\ > nief? = [[Neglls < sup [[Nally = [[N]2
Z—l,...,n i=1 ||13H2:].

pri ¢emu je ey, k-ti vektor standardne baze, Sto zajedno s (6.3.1) daje tvrdnju
propozicije. |

= |nan| . (6.3.1)

Propozicija 6.3.2.

Skalirano dijagonalno dominantna matrica je nesingularna.

Dokaz:

Ako pretpostavimo suprotno, tada postoji vektor x razli¢it od nul-vektora,
takav da vrijedi
(J+N)z=0

Odatle slijedi da je
[zll2 > IN][2llzlls 2 [Nalls = | Jzlls = (2]l

Sto je kontradikcija. [ |
Slapnicar je u [39] pokazao da za hermitske skalirane dijagonalno dominantne
matrice vrijedi slijedeCa propozicija:
Propozicija 6.3.3.
Ako je hermitska matrica A n—skalirano dijagonalno dominantna, hermitska

indefinitna dekompozicija se moze realizirati samo s 1 X 1 koracima. [ |

Primijetimo da prethodna propozicija jos uvijek ne kaze da ¢e algoritam si-
gurno uzeti 1 x 1 pivot, ve¢ samo da on to moze uciniti. Ipak, za neke pivotne
strategije, ako je matrica A skalirano dijagonalno dominantna, hermitska indefinitna
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dekompozicija ¢e sigurno uzeti 1 x 1 pivot. Jedna od takvih strategija je Bunch—
Parlett starategija s potpunim pivotiranjem [11].

U Bunch—Parlett strategiji potpunog pivotiranja istaknute su tri velicine:

konstanta o = (1 + +/17)/8 i
Mo = T?#&]CX |a'ik| y M1 = mlde |aii|
Ta strategija izabrat ¢e 1 x 1 pivot ako vrijedi

M1 Z Al

a 2 x 2 pivot inace.

U slucaju skalirano dijagonalno dominantne matrice, neka su 4, £ indeksi gdje
je postignuta maksimalna apsolutna vrijednost izvandijagonalnog elementa. Tada
je

apo < po = |agk] < /ai||lagk] < max{|ag], |ag|} <

Analogno, potpuno pivotiranje u indefinitnoj QR dekomporziciji faktora G
skalirano dijagonalno dominantne matrice A = G*JG, uvijek ¢e birati 1 x 1 pivote.
Problem s potpunim pivotiranjem na faktoru je samo broj aritmetickih operacija.
Ako je matrica G € C™ ", onda je za odredivanje pivota potrebno O(m?n?) arit-
metickih operacija (ako svaki puta ra¢unamo .J skalarne produkte stupaca).

Jednom izracunate indefinitne skalarne produkte stupaca matrice G mozemo
pamtiti i azurirati tijekom transformacija. Time se smanjuje broj aritmetickih ope-
racija za nalazenje pivota, ali postoji opasnost zbog krac¢enja azuriranih elemenata.
Zbog toga treba povremeno obnavljati (ponovno rac¢unati) indefinitne skalarne pro-
dukte radnih dijelova stupaca matrice G.

Ipak, treba spomenuti da ovo nije elegantno rjeSenje problema. Otvoreni je
problem pronalazenje pivotiranja koje bi korektno numericki detektiralo rang ma-
trice (rank-revealing), koje zahtijeva reda velicine O(m?n) aritmetickih operacija.

Vratimo se problemu iterativnog profinjavanja netocno izracunatih svojstvenih
vrijednosti. Neka je zadana matrica A. Pretpostavimo da su nekom brzom, ali
nedovoljno toénom metodom izra¢unati njeni (priblizni) svojstveni vektori. Pret-
postavimo da je matrica izracunatih svojstvenih vektora U unitarna do na tocnost
racunala.

Formirajmo matricu A" = U*AU, za koju pretpostavljamo da je skalirano di-

jagonalno dominantna. Ako je poznata hermitska indefinitna dekompozicija matrice
A = G*JG, onda vrijedi

A'=U'G"JGU = G"JGE
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Dakle, ne moramo eksplicitno formirati matricu A’, nego odmah imamo njen faktor
G'=GU.

Kao sto smo ve¢ napomenuli, strategija potpunog pivotiranja birat ¢e samo
1 x 1 pivote. Barlow i Demmel su u [2] pokazali da se malim perturabacijama
n—skalirano dijagonalno dominantnih matrica malo mijenjaju i njihove svojstvene
vrijednosti.

Teorem 6.3.1. (Barlow, Demmel)

Neka je A = D(J + N)D € C™*" hermitska, n—skalirano dijagonalno domi-
nantna matrica. Neka je 0 A njena hermitska perturbacija takva da vrijeds

|D~'SAD™|| = v

Pretpostavimo da je A+ £0A takoder n—skalirano dijagonalno dominantna matrica
za sve 0 < € < 1. Ako su Ay < --- < A, svojstvene vrijednosti od A, a \] < --- < AL
svojstvene vrijednosti od A+ 0A, onda vrijedi

—v <)\§< v
ex — <ex
P l—n) =~ N — P 1—n

Promotrimo pogreske u izracunatim elementima matrice A. Neka su g5 stupci
u faktoru G matrice A, a g;, = g +0dgj stupci u faktoru G matrice A+JA. U teoremu
5.5.1. smo pokazali da, ako dekompoziciju mozemo provesti samo trigonometrijskim
i hiperbolnim rotacijama, onda je norma perturbacije svakog pojedinog stupca u
matrici proporcionalna njegovoj euklidskoj normi

169kl < erllgell

gdje su ¢y definirani relacijom (5.5.1), tj. vrijedi

k
gp =71 Z err(p;) (6.3.2)
i=1

pri ¢emu je err(p;) definiran relacijom (5.5.2). Za pogreske u indefinitnim skalarnim
produktima stupaca dobivamo ocjenu

(95> 9¢) — L9k, 9]l = |l9k, 09¢) + [0k, ge] + [0k, I ge|
< |lgk: 09¢]| + |09k, gel| + 1[0 9k, 09e|
= [(Jgk,690)| + |(JOgk, 9¢)| + |(JO gk, 09¢)|

Primjenom Cauchy—Schwarzove nejednakosti i zanemarivanjem ¢lana |(Jogg, dg,)|
izlazi

< gl 16gell + [lgell 169wl

< edllgell Nlgell + xllgell llgel

< exellgell llgell

|[g;m 92] - [gk; gz”
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Za skalirano dijagonalno dominantne matrice, uvijek mozemo euklidsku normu
napisati pomoc¢u J-norme, jer J-norme stupaca nisu jednake 0. Dakle, postoji
velicina wy > 1, takva da je

gkl = wrr/1 gkl 5] = wrllgells (6.3.3)

pa prethodna ocjena glasi

[9k> 92 = Lgw> 9el| < el glls Ngells = ke lark] lacel
Da bismo dobili dobru ocjenu u prethodnoj relaciji, nuzno je da je wy odozgo ogra-
nicen, jer ulazi u ocjenu (6.3.2), tj. vrijedi
109kll < ekllgell = exwellgells - (6.3.4)

Za matricu pogreske tada vrijedi

[10AlJke = €ke/ lar] laeel
pri ¢emu, ponovno, €y, ovisi 0 wy 1 wy.
Skalirajmo matricu |A|, tako da joj dijagonalni elementi budu jednaki 1. Tada
za skaliranu pogresku, po elementima, vrijedi ocjena
[D Y6A|ID Y < &by (6.3.5)
Uoc¢imo da norma matrice definirane u relaciji (6.3.5) ovisi o brojevima wy,.

Time smo dokazali korolar teorema 6.3.1.

Korolar 6.3.1.

Neka je A = G*JG skalirano dijagonalno dominantna matrica, o G = P;QRP,
indefinitna QR dekompozicija matrice G. Neka za stupce faktora G vrijedi da su bro-
jevi wy, definirani relacijom (6.3.3) odozgo omedeni, tj. wy < w za k =1,...,n. Ako
su matrice R i @ wzracunate u aritmetict pomicnog zareza umjesto egzaktnih matrica
RiQ, tj. ako je G = Pf‘@ﬁPz, onda je A = A+6A =G*JG. Ako sul, < --- < A\,
svojstvene vrijednosti od A, a \| < --- < A svojstvene vrijednosti od A, onda vrijeds
teorem 6.3.1., pri éemu je v norma matrice definirane relacijom (6.3.5). [ |

Dijagonalnim pivotiranjem, se u slucaju n—skalirano dijagonalno dominantnih
matrica za n < 1, postize i dobro skaliranje u recima matrice G. Pretpostavimo da
smo nakon zavrSetka dekompozicije izracunali faktor

11 T2 - Tin
0 rog -+ 12
0 O

0 0 0 7y,
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Apsolutne vrijednosti J-skalarnih produkata prvog stupca sa svima ostalim jednake
su |ri1] |rik]. Oznacimo s ry, k—ti stupac u matrici R. Iz n-skalirane dijagonalne
dominantnosti slijedi

| a1 _ rul ru

lan|age] 1l llrells =

Y

odnosno
rl < mllrells < mlral

pa prvi element u prvom retku dominira nad svim ostalima. Primjenjujuéi isto
razmisljanje, na radne matrice manjih dimenzija koje se javljaju u algoritmu, slijedi
da Ce dijagonalni elementi biti po apsolutnoj vrijednosti najvec¢i elementi u svakom
retku matrice R. Ovakav, skoro ortogonalan, faktor osigurat ¢e brzinu i tocnost
implicitnog Jacobijevog algoritma.
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7. Numericko testiranje

U ovom poglavlju izlazu se rezultati numerickog testiranja indefinitne QR
dekompozicije. Svrha u koju se upotrebljava sama dekompozicija odreduje i vrste
testova, koji se provode na razlicitim skupinama matrica, a interesantne primjere
izdvajamo u posebno poglavlje.

7.1. Testiranje dekompozicije

Test program pisan je u Turbo Pascalu 6.0 i testiran na osobnom racunalu s
Pentium procesorom na 120 MHz pod operacionim sistemom MS DOS 6.22. To je
jedini Siroko rasprostranjen kompajler koji podrzava IEEE extended aritmetiku.

IEEE extended tip sastoji se od 15-bitnog eksponenta i 64-bitne mantise, tj.
preciznost racunanja je ¢ = 1.08420217248550443E—0019. Taj tip podataka ko-
riSten je za kontrolu izraCunatih vrijednosti. Za racunanje, koriSten je IEEE tip
single (24-bitna mantisa, 8-bitni eksponent), tj. relativna preciznost racunanja je
e = 1.1920929F —07.

Prva skupina testova osnovna je za samu dekompoziciju, Na primjer, testira
se da li je finalna matrica ) J—unitarna, kontrolira se velicina

Eq=G - P fUQR)P;

u relativnom i apsolutnom smislu i to po elementima i po pogreskama u J—normama
stupaca. Sli¢no, testira se i

Es=A— P, fUR*J\R)P; |

u relativnom i apsolutnom smislu i to po elementima i po stupcima.

Uvjetovanost svake pojedine neunitarne transformacije mijenja uvjetovanost
matrice (). Kontroliraju se i ispisuju podaci o uvjetovanostima svake pojedinacne
transformacije, ali i trenutno izracunate matrice (). Testovi pokazuju da uvjeto-
vanost matrice () ne mora stalno rasti, ve¢ se moze i blago smanjiti.

133
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Za svaki primjer racuna se i omjer normi matrica

1G* G|

.1
GGl (7.1.1)

koji je uvijek manji od 1, $to je pokazao Veseli¢ u [51]. Sto je on omjer blizi 1,
to su vrijednosti J—normi stupaca blize euklidskim, pa se moze ocekivati da su
uvjetovanosti koristenih transformacija male. Osim toga, tijekom transformacija
dolazi do promjene euklidske norme matrice G*G, pa je uvijek naznacen takav omjer
za polaznu matricu i za izracunati faktor.

Ako indefinitnu QR dekomporziciju koristimo kao korak u procesu nalazenja
svojstvenih vrijednosti matrice G*.JG, onda je vrlo vazno testirati koliko perturbacije
u dekompoziciji mijenjaju svojstvene vrijednosti matrice.

Testovi svojstvenih vrijednosti provode se na slijede¢i nacin. Zadajemo fak-
tor G i matricu J. Smatramo da matrica G*JG nije egzaktno dostupna, nego je
racunamo iz G i J. U tom mnozenju moze doc¢i i do veceg gubitka tocnosti, ako odu-
zimamo bliske velike brojeve, a konacan rezultat je mali broj. Nakon toga racunamo
1 u single i u extended tocnosti indefinitnu QR dekompoziciju i hermitsku in-
definitnu dekompoziciju matrice G*JG, te iz tako dobivenih faktora izracunamo
svojstvene vrijednosti hiperbolnim Jacobijevim algoritmom, u sva cetiri slucaja u
extended tocCnosti. Odluka da se stalno koristi extended toc¢nost motivirana je
¢injenicom da kontroliramo pogreske dekompozicije, pa tome ne treba jos dodati i
povecanu pogresku dijagonalizacije.

7.2. Primjeri

U ovom odjeljku navodimo nekoliko interesantnih primjera. Ovakvi primje-
ri mnogo bolje pokazuju bit dekompozicije, nego, na primjer velika statistika sa
slucajnim matricama. Naime, takva statistika, gotovo sigurno nece generirati pri-
mjere 4 x 4 transformacija.

Osim toga, ako je jedan primjer u takvoj statistici los, na primjer daje veliku
uvjetovanost matrice ), on ¢e podici prosjek za uvjetovanost matrice (), ¢ime nece
dati realnu sliku o dekompoziciji, koja je dobra za mnogo drugih primjera. Edelman

je pokazao da primjeri slucajnih matrica nisu dobri za testiranja. Mnogo je bolje za
test primjere uzeti matrice koje ¢e se takvom dekompozicijom obradivati.

Primjer 7.2.1. Neka su zadane matrica

G =

DN = = DN
T O W =
— = =
[ RN
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i matrica skalarnog produkta

J = diag(1,1, -1, —1)

Uocimo da su sve J—norme stupaca jednake 0, pa ¢e algoritam sigurno koristiti
blok-transformacije.

Ako koristimo potpuno (Bunch-Parlett) pivotiranje, u prvom koraku izabiremo
kao pivotne stupce, drugi i ¢etvrti i dovodimo ih na prva dva mjesta. Nakon toga
izabiru se 1 x 1 pivoti. Kona¢na matrica izracunata u single tocnosti ima oblik

5.00000048E+00  6.00000322E—01
4.99999952E4-00 —6.00000024E—-01

9.33333755E—-01  2.00000510E—-01
7.33333349E—-01 —1.99999824F—01

Rjor = 0.00000000E4-00  0.00000000E400 5.77350199E—01 5.77350140E—-01
0.00000000E+00 0.00000000E+00 0.00000000E400 5.77350259FE—-01
uz konacni

Jp = diag(1,—-1,—1,1)

Koristimo li mnozenje, pa hermitsku indefinitnu dekompoziciju, za R dobivamo

1.73205090E£+-00
—1.73205090E+-00
0.00000000E£4-00
0.00000000E+-00

Rgq =

1.73205090E+00
1.73205090E£+00
0.00000000E4-00
0.00000000E+-00

5.77350259E—-01
0.00000000E+-00
5.77350259E—-01
0.00000000E+-00

5.77350259E—-01
9.77350259E—-01
5.77350259E—-01
9.77350259E—-01

uz isti J;. Primijetimo razliku medu dobivenim faktorima. Do takve razlike, koja
ne mora biti posljedica gresaka ili kracenja, moze do¢i ako smo provodili blok—
transformaciju. Naime, faktorizirana forma matrice cuva informaciju o pozitivnom
i negativnom dijelu norme stupca, §to u matrici G*JG nije vidljivo. Razlike proizlaze
iz Cinjenice da svaki realan broj mozemo na mnogo nacina napisati kao razliku
kvadrata dva realna broja.

U slijedecoj tablici imamo pregled uvjetovanosti koristenih hiperbolnih trans-
formacija i blok transformacija. U prvom stupcu je red transformacije, u dru-
gom uvjetovanost pojedinacne transformacije, u tre¢em uvjetovanost produkta svih
dotad koriStenih neunitarnih transformacija, a u cetvrtom omjer uvjetovanosti ma-
trica svih transformacija u dva susjedna koraka.

transf. K(Qk) k(I Q) omjer
2 1.50000011920928955 400 | 1.50000095367431641£4-00 | 1.5000010E4-00
3 1.97270812988281250 401 | 2.02748908996582031E+01 | 1.3516585E+01
2 2.00000071525573730E£+00 | 2.28166446685791016 £+01 | 1.1253647E£+-00
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Oznac¢imo s nr pocetni omjer normi iz formule (7.1.1), a s nrgq 1 nrjq zavrsne
omjere dobivene hermitskom indefinitnom dekompozicijom i indefinitnim QR algo-
ritmom.

nr = 1.33630633354187012£—01
nrsia = 9.81980443000793457FE—01
nriqe = 1.78261101245880127E£—01

Kontroliramo jos i po apsolutnoj vrijednosti najmanju ne-nula svojstvenu vri-
jednost. Algoritmi su dali slijedece rezultate.

>\min 6)\min/>\min

Extended JQR 1.97263881883089155£—01

Extended SID 1.97263881883089155 £ —01 2.885506130778856 £ —18

Single JQR 1.97263894346219515E—01 6.317999139330042E —08
Single SID 1.97263876066934253 £—01 2.948413489027556 E—08

Iz prethodne tablice vidljivo je da nema znacajnije razlike u relativnoj toc¢nosti
izraCunate najmanje svojstvene vrijednosti.

Primjer 7.2.2. Neka su zadane matrica

Q
Il

DN = = DN

— = =

T O W =

N DN =

i matrica skalarnog produkta

J = diag(1,1,-1,-1)

Zadana matrica G*JG je ranga 2, §to ¢e otkriti oba algoritma. JQR kontrolira
velicinu elemenata u matrici G i matrici G*JG, tj. ako je red velicine elemenata
u matrici G*JG bitno manji nego u matrici GG, onda se smatra da je doslo do
degeneracije.

Faktor izracunat JQR dekompozicijom je

5.00000000E£400  5.00000000E—-01  1.00000083E£—-01  2.00000226 £—01

Bjar = 4.99999952E4-00 —5.00000060E—01 —1.00000083E—-01 —1.99999928 E—01

uz konacni

Jy = diag(1, —1)
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Koristimo li mnozenje, pa hermitsku indefinitnu dekompoziciju, za R dobivamo

1.58113885£+00 1.58113885E+00 3.16227764E—01 6.32455528 E—01

Fsia = —1.58113885E+00 1.58113885E4-00 3.16227764E—01 6.32455528 E—01
Uvjetovanost koristenih transformacija u JQR dekompoziciji je
transf. K(Qk) k(I Q) omjer

4 2.85583648681640625E£4-01 | 2.85583896636962891E+01 | 2.8558390E4-01

Neka su oznake o omjerima normi iste kao u prethodnom primjeru:

nr = 1.14108875393867493 £ —01
nrsia = 2.93610095977783203 £ —01
nrige = 1.54885903000831604 £ —01

Za najmanju (po apsolutnoj vrijednosti), ne-nula svojstvenu vrijednost algo-
ritmi su dali slijedece rezultate

>\min 6)\min/)\min
Extended JQR —5.47722557505166114F£+00

Extended SID —5.47722557505166116 £+00 | 3.879767646873929E —18
Single JQR —5.47722358910760084E+00 |  3.625821199225863 £ —07
Single SID —5.47722569571193534E+00 | 2.202945132439253 E—08

Sto ponovno pokazuje da nije bilo znacjnije razlike medu algoritmima.

Primjer 7.2.3. Vratimo se matrici iz uvodnog primjera,

1 1

1 1
1-107% —1.1071
1-107% 1.1071

G —

i matrici skalarnog produkta

J = diag(1,1,-1,-1)

Zadanoj matrici, izracunavanjem G*.JG dolazi do gubitka ranga, pa je faktor
iz JQR dekompozicije jednak

1.41421354E+00 1.41421354E+00

Fjar =10 00000000E+00  1.99999999E—11
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uz konacni
Jy = diag(1,-1)
a iz hermitske indefinitne dekompozicije
Ryq = [1.41421354E+00 1.41421354E+00]
uz J =1.

Najmanju (po apsolutnoj vrijednosti) svojstvenu vrijednost, Jacobijev je algo-
ritam pronasao na to¢nost racunanja.

>\min (5)\min/>\min
Extended JQR —2.00000000000000000FE —22

Extended SID 0.00000000000000000E+-00| 1.000000000000000E+-00
Single JQR —1.99999998000000005E—-22| 9.999999974772761E—09
Single SID 0.00000000000000000E+-00| 1.000000000000000E+-00

Primjer 7.2.4. U ovom primjeru pokazujemo da ce, ako matrica GG* skoro komu-
tira s J, dekompozicija koristiti transformacije malih uvjetovanosti. Neka je

1.0 1.0-1072 3.0 1.0 2.0-1073
-1.0-107° 1.0 70-107° 1.0-10°2 -5.0
G = -3.0 1.0-107*  —1.0 1.0 4.0-1072
1.0-1077 1.0 8.0-107* —1.0-107* 4.0
1.0 2.0-1073 2.0 1.0 1.0-1077

i matrica skalarnog produkta

J = diag(1,-1,1,—1,1)

transf. K(Qk) K(TT Q) omjer

2 1.00035738945007324 E+00 | 1.01258850097656250E£+00 | 1.0125885E+00

2 1.00030612945556641 E+00 | 1.01258993148803711E4-00 | 1.0000014E+00

2 1.00498723983764648 E+00 | 1.01258969306945801E4-00 | 9.9999976 E—01

Omjeri normi pokazuju vezu s uvjetovanostima matrice ().

nr = 9.99943017959594727E£ —01
nrsia = 9.99993562698364258 £ —01
nrige = 9.99993562698364258 £ —01
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Kontroliramo jo$ i najmanju (po apsolutnoj vrijednosti), ne-nula svojstvenu
vrijednost. Algoritmi su dali slijedece rezultate.

>\min 6)\min/>\min
Extended JQR 1.10413403397337956 E—01
Extended SID 1.10413403397337956 E— 01 0.000000000000000E+00

Single JQR 1.10413422558142460FE—01 1.735369431031703 E—07

Single SID 1.10413277840487874E£—01 1.137152249805130E£ —06

Primjer 7.2.5. U ovom primjeru zadana je matrica G kod koje dolazi do znacajnog
kracenja pri racunanju J-normi stupaca.

10000.0 0.0 1.1 0.1
1.0 —1.0 10000.0 1.0
10000.0 0.0 1.0 0.1
1.1  —1.0 10000.0 1.0

G =

i matrica skalarnog produkta

J = diag(1,1, -1, —1)

Najveca nevolja nastupa zbog J-norme prvog stupca koja je najveci element u
matrici G*JG, pa Ce taj stupac biti pivotni stupac. Zbog bliskih brojeva, hiperbolni
tangens bit Ce vrlo blizu 1, a transformacije relativno lose uvjetovane. Ovo nam daje
indikaciju da potpuno pivotiranje katkad nije idealno rjesenje. Ali, jednako tako,
taj prvi stupac u matrici uzrokuje kracenje u racunanju G*JG, pa su tako dobiveni
rezultati tek nesto bolji.

Faktor dobiven indefinitnom QR dekompozicijom je 0 matrica. Koristimo li
mnozenje, pa hermitsku indefinitnu dekompoziciju, za R dobivamo

1.10000002E+00  9.09226537TE—02  2.16744156 E—04 —9.09091160E—02
0.00000000E4-00  9.09226537E—02 1.18363164E—01 —9.09091085E—02

Rsia = 0.00000000E+00 0.00000000E+00 1.18362971E—01 —9.07427967E—02
0.00000000E+00 0.00000000E-+00 0.00000000E+00 9.07428041E—-02
uz konacni

J; = diag(—1,1,—1,1)

Kontroliramo jo$ i najmanju (po apsolutnoj vrijednosti), ne-nula svojstvenu
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vrijednost. Algoritmi su dali slijedece rezultate.

Amin 0 Amin/ Amin
Extended JQR —2.38418439797069585 F— 04
Extended SID —2.38418439820154388E—04 | 9.682473901171503FE—11
Single JQR 0.00000000000000000E+00 | 1.000000000000000£+-00
Single SID —8.82152263818771864FE—03 | 3.600016930609972FE+01

Primjer 7.2.6. U ovom primjeru pokazuje se da, iako reci u matrici G nisu dobro
skalirani, indefinitna Q)R dekompozicija zajedno s Jacobijevim algoritmom relativno
toCno racuna svojstvene vrijednosti. Neka je

1.0 1.0 3.0
—1.0-10° 6.0-10* 7.0-10°
G=|-10-10° 6.0-10* —7.0-10°

1.0 1.0 8.0

1.0 2.0 2.0

i matrica skalarnog produkta

J = diag(1,-1,1,—1,1)

Razlog dobre dekompozicije lezi u izboru transformacija niske uvjetovanosti

transf. K(Qk) k(IT Q) omjer
4 1.00002098083496094 E+00 | 1.00002145767211914E+00 | 1.0000215E+00

2 3.20253968238830566 E4+00 | 3.20254111289978027E+00 | 3.2024724 E+00

Kontroliramo jo$ i najmanju (po apsolutnoj vrijednosti), ne-nula svojstvenu
vrijednost. Algoritmi su dali slijedece rezultate.

Amin 6 Amin/ Amin
Extended JQR 4.97058823528287197E£4-00
Extended SID 4.97058823528287198 400 9.597434615633043 E—19
Single JQR 4.97058785294118382 400 7.692081300088443 E—08
Single SID 3.08823504263356790E£4-00 3.786982754450955 E—01
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Pokazat ¢e se da algoritam mnozenja faktora ovdje uzrokuje potpuni raspad pri
racunanju svojstvenih vrijednosti. Nasuprot tome, koriStenjem indefinitne QR de-
kompozicije, svojstvene vrijednosti izracunate su vrlo dobro. Neka je

1.0-10° 1.0-10° 1.0-10*> 1.0-107!
1.0-105 —-1.0-10* 1.0-10721.0-10°3
1.0-10® 1.0-10? 1.0-107*1.0-10°5
1.0-1072 =1.0-10¢ 0.0 1.0-107°°

G —

i matrica skalarnog produkta

J = diag(1,1,-1,-1)

Indefinitna QR dekompozicija ima oblik

1.00000000E409  9.99990000E+404 1.00000098E—-01  1.00000000E4-02
0.00000000E+-00 —1.00095020E+-04  9.90148168E—-04 2.90926779E—11

qur - 0.00000000E400  0.00000000E400 1.98059697FE—05 —5.19612409E—11
0.00000000E+00  0.00000000E-+00 0.00000000E+00 —9.98651384FE—10
uz konacni

Jy = diag(1,1,—-1,-1)
Koristimo li mnozenje, pa hermitsku indefinitnu dekompoziciju, za R dobivamo

1.00000000E£+09  9.99990000E£+04 1.00000000E402  1.00000106E£—01
0.00000000E4-00  1.00094570E4-04 1.37908110E—-05 —9.90207889E—04

Rsia = 0.00000000E£4-00  0.00000000E400 9.37757082E—03 —1.03061029F—04
0.00000000E+00  0.00000000E-+00 0.00000000E+00 1.05483712E—04
uz konacni

Jy = diag(1,1,1,—1)

Sto znaci da je izgubljena inercija matrice!

transf. K(Qk) k(IT Q) omjer
2 1.00000190734863281 E+00 | 1.00000214576721191E£+00 | 1.0000021E+00

U ovom primjeru, razlike su velike ¢ak i na velikim svojstvenim vrijednostima.



142

7. NUMERICKO TESTIRANJE

Zbog toga, evo potpune tablice svojstvenih vrijednosti.

A

SA/A

Extended JQR(1)

1.00000001999880989E+18

Extended SID(1)

1.00000001999880989E+18

0.000000000000000E+00

Single JQR(1)

1.00000000999981000E+18

9.998999685094406 £ —09

Single SID(1)

1.00000000999981000E£+18

9.998999685094406 £ —09

Extended JQR/(2)

1.00190117975918660E£+08

Extended SID(2)

1.00190117975918660E£+08

0.000000000000000E+00

Single JQR(2)

1.00190129286123725E+08

1.128874313493379E—07

Single SID(2)

1.00189228432977734E+08

8.878549690302408 E—06

Extended JQR(3)

—9.97500967359577651 E—19

Extended SID(3)

2.49498288390902419F 21

1.002501233548187E+00

Single JQR(3)

—9.97304586758241209E—-19

1.968725923707817E—04

Single SID(3)

8.79494547162079642E —05

8.816979390908708 E+-13

Extended JQR(4)

—3.92276379471711299E—10

Extended SID(4)

—3.92276379471328611E—10

9.755580773950742E —13

Single JQR(4)

—3.92276435760014222E—10

1.434914409035626 E—07

Single SID(4)

—1.11254698921317278 £ —08

2.736130461669572E+01

Primjer 7.2.8. Na kraju, specijalno se promatraju matrice koje nastaju kod rjesa-
vanja nekih realnih problema. Takve matrice su, na primjer matrice nastale primje-
nom konac¢nih elemenata za rjeSavanje problema rotirajuc¢eg stapa. Za taj problem,

poznat je eksplicitni faktor.

GI
“-[5]
gdje je D =nl, a
2 -1
-1 2 -1

G'=(n+1)? -1 2
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Pri tome je

Ako za n stavimo n = /100, §to je otprilike najmanja svojstvene vrijednost, mozemo
pratiti porast uvjetovanosti matrica () u dekompoziciji i tocnost izracunavanja svoj-

stvenih vrijednosti.

=[]

red mat. k(IT Q) JQR 0Amin/Amin SID 6 A\min/Amin
4 x2 |1.979533195E+01| 1.379134092563259E—07 | 6.627695397779842F —08
6 x3 [3.203159714E+01| 1.158705606423956E£—06 | 4.675001215865363E—07
8 x4 [4.360372162E+01| 9.706378312613812E—07 | 8.326332931270635E—06
10 x 5 |5.562741470E+01| 2.379783349716876E—06 | 7.232162566855703E—06
12 x 6 |6.695472717E+01| 1.171652582334896 E—05 | 4.833859271056691E—05
14 x 7 |7.703354645E+01| 8.655885862313956E—06 | 5.006407064179246E —06
16 x 8 [8.599296570E+01| 2.171218769530409E—05 | 8.170545673631054E—05
18 x 9 19.382825470E+01| 7.531580501519689E—06 | 2.370512022900604E —04
20 x 10 |1.006274109E+02| 6.529128551636577E—06 | 1.219669071718377E—05

Ako promatramo matrice 20 x 10 i mijenjamo 7, onda vrijedi

n? r(I1 Q) JQR 6Amin/Amin SID 6Amin/Amin

0 1.0000000000E£4-00| 3.174703636193478 E—07 | 9.497003157842436 £ —06
100 |1.0062741089E+02| 6.529128551636577TE—06 | 1.219669071718377E—05
97 4.2600036621 E4+02| 1.062856433074080E—05 | 1.847551266282924F—03
96.5 (9.4641204834E+02| 8.620910995066906E—05 | 4.828088182873136E—03




144 7. NUMERICKO TESTIRANJE




Literatura

1]

7]

8]

9]

[10]

S. T. ALEXANDER, C.-T. PAN, AND R. J. PLEMMONS, Analysis of a re-

cursive least squares hyperbolic rotation algorithm for signal processing, Linear
Algebra Appl., 98 (1988), pp. 3—40.

J. L. BARLOW AND J. W. DEMMEL, Computing accurate eigensystems
of scaled diagonally dominant matrices, STAM J. Numer. Anal., 27 (1990),
pp. 762-791.

A. W. BoJANCZYK, R. ONN, AND A. O. STEINHARDT, Ezistence of the hy-
perbolic singular value decomposition, Linear Algebra Appl., 185 (1993), pp. 21—
30.

A. W. BoJANCZYK AND A. O. STEINHARDT, The hyperbolic transformations
in signal processing and control, ARO Report 92-1, U.S. Army Research Of-
fice, Transactions of the Ninth Army Conference on Applied Mathematics and
Computing, University of Minnesota, Minneapolis, June 18-21, 1991., Research
Triangle Park, Oct. 1991.

K. A. BRAUN AND T. LUNDE JOHNSEN, Hypermatriz generalization of the
Jacobi—and Eberlein—method for computing eigenvalues and eigenvectors of Her-
mitian or non—Hermitian matrices, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg., 4
(1974), pp. 1-18.

O. E. BRONLUND AND T. LUNDE JOHNSEN, QR factorization of partitioned
matrices, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg., 3 (1974), pp. 153-172.

J. R. BUNCH, Analysis of the diagonal pivoting method, STAM J. Numer. Anal.,
8 (1971), pp. 656-680.

—, Partial pivoting strategies for symmetric matrices, SIAM J. Numer. Anal.,
11 (1974), pp. 521-528.

J. R. BuncH AND L. C. KAUFMAN, Some stable methods for calculating

inertia and solving symmetric linear systems, Math. Comp., 31 (1977), pp. 163—
179.

J. R. BuncH, L. C. KAUFMAN, AND B. N. PARLETT, Decomposition of a
symmetric matriz, Numer. Math., 27 (1976), pp. 95-109.

145



146 LITERATURA

[11] J. R. BunNcH AND B. N. PARLETT, Direct methods for solving symmetric
indefinite systems of linear equations, STAM J. Numer. Anal., 8 (1971), pp. 639—
655.

[12] A. BUNSE-GERSTNER, An analysis of the HR algorithm for computing the
eigenvalues of a matriz, Linear Algebra Appl., 35 (1981), pp. 155-173.

[13] S. L. CAMPBELL AND C. D. MEYER, Generalized Inverses of Linear Trans-

formations, Surveys and Reference Works in Mathematics, Pitman, London,
1979.

[14] S. CHANDRASEKARAN AND A. H. SAYED, Stabilizing the generalized Schur
algorithm, STAM J. Matrix Anal. Appl., 17 (1996), pp. 950-983.

[15] G. CYBENKO AND M. W. BERRY, Hyperbolic Householder algorithms for
factoring structured matrices, STAM J. Matrix Anal. Appl., 11 (1990), pp. 499—
520.

[16] G. DIETRICH, A new formulation of the hypermatriz Householder—QR decom-
position, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg., 9 (1976), pp. 273-280.

[17] Z. DRMAC, Computing the Singular and the Generalized Singular Values, PhD
thesis, FernUniversitat—Gesamthochschule, Hagen, 1994.

[18] K. V. FERNANDO AND B. N. PARLETT, Differential qd algorithms, in Nu-
merical Linear Algebra: Proceedings of the Conference on Numerical Linear
Algebra and Scientific Computation, Kent (Ohio), March 13-14, 1992., L. Re-
ichel, A. Ruttan, and R. S. Varga, eds., Berlin, New York, 1993, Walter de
Gruyter, pp. 75-100.

[19] ——, Accurate singular values and differential qd algorithms, Numer. Math.,
67 (1994), pp. 191-229.
[20] ——, Implicit Cholesky algorithms for singular values and vectors of triangular

matrices, Numer. Linear Algebra Appl., 2 (1995), pp. 507-531.

[21] W. M. GENTLEMAN, Error analysis of QR decompositions by Givens trans-
formations, Linear Algebra Appl., 10 (1975), pp. 189-197.

[22] I. GOHBERG, P. LANCASTER, AND L. RODMAN, Matrices and Indefinite

Scalar Products, vol. 8 of Operator Theory: Advances and Applications,
Birkhauser, Basel, 1983.

[23] G. H. GoLuB AND C. F. VAN LOAN, Matriz Computations, Johns Hopkins
University Press, Baltimore, 2nd ed., 1989.

[24] N. J. HIGHAM, Stability of the diagonal pivoting method with partial pivot-
ing, Numerical Analysis Report 265, University of Manchester, Department of
Mathematics, July 1995.

[25] ——, Accuracy and Stability of Numerical Algorithms, SIAM, Philadelphia,
1996.



LITERATURA 147

[26] R. A. HORN AND C. R. JOHNSON, Matriz Analysis, Cambridge University
Press, Cambridge, 1985.

[27] ——, Topics in Matriz Analysis, Cambridge University Press, Cambridge, 1991.

[28] T. KAiLATH AND A. H. SAYED, Displacement structure: Theory and applica-
tions, SIAM Rev., 37 (1995), pp. 297-386.

[29] R. ONN, A. O. STEINHARDT, AND A. W. BOJANCZYK, The hyperbolic sin-

gular value decomposition and applications, IEEE Trans. Acoust. Speech Signal
Process., ASSP-39 (1991), pp. 1575-1588.

[30] H. PARK AND V. HARI, A real algorithm for the Hermitian eigenvalue decom-
position, BIT, 33 (1993), pp. 158-171.

[31] B. N. PARLETT, The Symmetric Eigenvalue Problem, Prentice-Hall, Engle-
wood Cliffs, N.J., 1980.

[32] B. N. PARLETT AND I. S. DHILLON, Fernando’s solution to Wilkinson’s prob-
lem: an application of double dactorization. Unpublished manuscript, Univer-
sity of California, Berkeley, Oct. 1996.

[33] C. M. RADER AND A. O. STEINHARDT, Hyperbolic Householder transforms,
SIAM J. Matrix Anal. Appl., 9 (1988), pp. 269-290.

[34] H. RUTISHAUSER, Uber eine kubisch konvergente Variante der LR—Transfor-
mation, Z. Angew. Math. Mech., 40 (1960), pp. 49-54.

[35] ——, Lectures on Numerical Mathematics, Birkh&user Verlag, Boston, 1990.

[36] R. S. SCHREIBER AND B. N. PARLETT, Block reflectors: Computation and
applications, in Computing Methods in Applied Sciences and Engineering, VII,
Versailles, 1985., R. Glowinski and J.-L. Lions, eds., North-Holland, New York,
London, Sydney, 1986, pp. 71-79.

[37] ——, Block reflectors: Theory and computation, SIAM J. Numer. Anal., 25
(1988), pp. 189-205.

[38] I. SLAPNICAR, Accurate Symmetric Eigenreduction by a Jacobi Method, PhD
thesis, FernUniversitat—Gesamthochschule, Hagen, 1992.

[39] ——, Componentwise analysis of real symmetric and Hermitian decomposition.
Unpublished manuscript, University of Split, 1995.

[40] I. SLAPNICAR AND K. VESELIC, Perturbations of the eigenprojections of a
factorised Hermitian matriz, Linear Algebra Appl., 218 (1995), pp. 273-280.

[41] G. W. STEWART, Perturbation bounds for the QR factorization of a matriz,
SIAM J. Numer. Anal., 14 (1977), pp. 509-518.

[42] ——, On the perturbation of LU, Cholesky and QR factorizations, SIAM J.
Matrix Anal. Appl., 14 (1993), pp. 1141-1145.



148 LITERATURA

[43] J.-G. SuN, Perturbation bounds for the Cholesky and QR factorizations, BIT,
31 (1991), pp. 341-352.

[44] ——, Componentwise perturbation bounds for some matriz decompositions,
BIT, 32 (1992), pp. 702-714.
[45] ——, Rounding—error and perturbation bounds for the Cholesky and LDL" fac-

torizations, Linear Algebra Appl., 173 (1992), pp. 77-97.

[46] ——, On perturbation bounds for the QR factorization, Linear Algebra Appl.,
215 (1995), pp. 95-111.

[47] A.-J. VAN DER VEEN, A Schur method for low-rank matriz approzimation,
SIAM J. Matrix Anal. Appl., 17 (1996), pp. 139-160.

[48] K. VESELIC, Some convergent Jacobi-like procedures for diagonalising J-
symmetric matrices, Numer. Math., 27 (1976), pp. 67-75.

[49] ——, On a new class of elementary matrices, Numer. Math., 33 (1979), pp. 173~
180.

[50] ——, A note on the accuracy of symmetric eigenreduction, Electr. Trans. on
Numer. Anal., 4 (1996), pp. 37-45.

[61] ——, Perturbation theory for the eigenvalues of indefinite symmetric matrices
(draft). Unpublished manuscript, FernUniversitdt Hagen, June 1996.

[52] K. VESELIC AND I. SLAPNICAR, Floating—point perturbations of Hermitian
matrices, Linear Algebra Appl., 195 (1993), pp. 81-116.

[53] J. H. WILKINSON, The Algebraic Eigenvalue Problem, Monographs on Numer-
ical Analysis, Oxford University Press, Oxford, 1965. (Reprinted with correc-
tions, 1977.).

[54] H. ZHA, A componentwise perturbation analysis of the QR decomposition,
SIAM J. Matrix Anal. Appl., 14 (1993), pp. 1124-1131.

[55] ——, A note on the existence of the hyperbolic singular value decomposition,
Linear Algebra Appl., 240 (1996), pp. 199-205.



SAZETAK 149

Sazetak

Osnovni cilj ovog rada je konstrukcija indefinitne QR dekompozicije zadane
pravokutne matrice G obzirom na indefinitni skalarni produkt zadan matricom J
oblika J = diag(+£1).

U uvodu daje se pregled do sada poznatih rezultata i pregled rezultata radnje.
U drugom poglavlju definira se indefinitni skalarni produkt i isticu njegove razlike
obzirom na standardni skalarni produkt. Trece poglavlje posvec¢eno je J—unitarnim
matricama koje sluze za dekompoziciju matrice G: i to generalizacijama rotacija i
generalizacijama Householderovih matrica.

U cetvrtom poglavlju konstruktivno se pokazuje egzistencija indefinitne QR
dekompozicije. Peto poglavlje sadrzi obratnu analiza greSaka zaokruzivanja i neke
perturbacione teoreme za dekompoziciju.

Sesto poglavlje posveéeno je primjenama: generalizaciji flip-flap algoritma za
trazenje svojstvenih vrijednosti hermitskih indefinitnih matrica, bidijagonalizaciju
faktora i profinjavanju svojstvenih vrijednosti matrica.

U posljednjem poglavlju dani su rezultati testiranja za razne matrice koje se
javljaju u primjenama.

Summary

The main purpose of this work is construction of the indefinite QR decompo-
sition of a given matrix G' according to an indefinite scalar product matrix .J.

In foreword, summary of known results and results of this thesis are given. The
second chapter contains a brief summary of known results about indefinite scalar
products. In the third chapter construction of elementary .J-unitary matrices —
rotations and reflections is given.

In the fourth chapter we give constructive proofs of the existence of an in-
definite QR decomposition, using both rotations and reflections. The next chapter
contains backward rounding error analysis of this decomposition and componentwise
perturbation estimates.

In the sixth chapter we consider some possible applications of the JQR decom-
position: flip—flap algorithm for Hermitian indefinite matrices, J—bidiagonalization
and iterative refinement of eigenvalues.

The final part contains a brief discussion of numerical results.
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