UBER QUADRATISCH KONVERGENTE JACOBI-
AHNLICHE BLOCKVERFAHREN FOR BELIEBIGE
REELLE MATRIZEN MIT KOMPLEXEN EIGENWERTEN

DISSERTATION

zur
Erlangung des Grades eines Dr. rer. nat.

des Fachbereichs Mathematik und Informatik

der FERNUNIVERSITAT -Gesamthochschule- Hagen

vorgelegt von

HANS JOACHIM WENZEL |

aus Dortmund

Hagen 1983



Berichterstatter: Prof.Dr. K. Veselit.

Prof.Dr. M. Reimer

Tag der miindlichen Priifung: 5.Juli 1983



Inhaltsverzeichndis

Einleitung

1.
1.

Grundlagen

Grundlegende Definitionen und Sitze
Charakteristisches Polynom, Nullstellen
Minima eines Polynoms vierten Grades
Nullstellen eines Polynoms vierten Grades
Nullstellen eines kubischen Polynoms

Charakteristisches Polynom einer reellen
schiefsymmetrischen 4x4-Matrix

Charakteristisches Polynom einer reellen
symmetrischen 4x4-Matrix

Elementare Matrizen fiir Jacobi-dhnliche
Verfahren

Die elementare Johnsen-Veselié-Voevodin-
Matrix

Definition und normreduzierende Eigenschaften

Der Parameter X2 fiir quadratische Konvergen:z

Ein verbesserter Parameter X3 fiir quadra-
tische Konvergenz

Die elementare Paardekooper-Jacobi-Matrix
Die elementare Veselil-Householder-Matrix

Die elementare Eberlein-Jacobi-Matrix

Konvergenzbeweise

Zur globalen Konvergenz eines Jacobi-
dhnlichen normreduzierenden Verfahrens bei
optimaler Pivotwahl

Zur asymptotisch quadratischen Konvergenz
eines Jacobi-ihnlichen normreduzierenden

Verfahrens bei zeilenzyklischer Pivotstrategie

10

15

16

22

24

28

34
40
50
53

55

56



A)

B)

C)

Beschreibung des Verfahrens
Vorbereitende Lemmata
Der zweite Hauptsatz

Normreduzierung der Blockdiagonalen

Jacobi-dhnliche Verfahren fiir die praktische
Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren

Ein Verfahren fir reelle Matrizen mit kom-
plexen Eigenwerten, deren Imagindrteile ge-
trennt sind (Verfahren I)

Ein Verfahren fiir allgemeine reelle Matrizen
(Verfahren II)

Numerische Resultate

hang
Konstantenverzedilchndis

AL GOL 60 - Programm flir Verfahren II,
Variante 2

Ergebnisse - (Beispiel)

Literaturverzedidlchndis

58
61
75

84

96

102

104
110

127

130
165

169



In der Mathematik begegnet es mir nicht selten:
Ich habe das Resultat; ich weifl nur nicht,

auf welchem Wege ich es finden werde.

Carl Friedrich GauB

EINLEITUNG

Die vorliegende Arbeit beschédftigt sich mit der Konstruktion
Jacobi-&hnlicher Verfahren (s.Kap.2 und 4), sowie deren Kon-
vergenz (s.Kap.3) und numerischen Anwendbarkeit (s.Kap.4).
Jacobi-dhnliche Verfahren sind Verallgemeinerungen des klassischen
Jacobi-Verfahrens [16]. Dieses im Jahre 1846 von C.G.F.Jacobi
angegebene Verfahren zur Berechnung aller Eigenwerte und Eigen-
vektoren reeller symmetrischer Matrizen diagonalisiert die ge-
gebene Matrix mittels Jacobi-Rotationen (s.§2.4) in einem in-
finiten Prozess. Wegen des hohen Rechenaufwandes blieb das Verfahren
lange Zeit unpraktikabel, bis ihm tiber 100 Jahre nach der Ver-
0ffentlichung die elektronischen Rechenautomaten zu einer spédten

Renaissance verhalfen.

Dabei wurden die Pivotelemente zur Rotation, aus Griinden der Rechen-
zeitoptimierung, in zyklischer Folge (s.[29] und Kap.2) und nicht,
wie im klassischen Jacobi-Verfahren, der BetragsgroBe nac. (d.h.

mit optimaler Pivotstrategie) gewdhlt. Das war zwar numerisch er-
folgreich, verursachte aber Probleme beim Beweis der Konvergenz.

Die Konvergenz und ihre Geschwindigkeit wurde von Henrici ([14],
(1958)),Schdnhage ([30],(1961),[31]1(1964)) und Wilkinson ([40],
(1962)) untersucht, wobei Henrici [14] auch eine Verallgemeinerung

flir Hermitesche Matrizen angab.

Paardekooper ([26], (1971)) gab ein Jacobi-dhnliches Verfahren fir
schiefsymmetrische Matrizen an, bei dem mittels vier nacheinander
ausgefiithrten Jacobi-Rotationen ein Pivotblock *) annulliert wird
(s.§2.2, Kap.3, §4.1).

*) Ein Block ist hier eine 2X2-Untermatrix, vergl. (1.1.2).



Die Konvergenz dieses Verfahrens wurde von Hari ([10],[11],[12],
(1982)) untersucht.

Zur Konstruktion Jacobi-dhnlicher Verfahren fiir nicht normale
Matrizen werden Ahnlichkeitstransformationen bendtigt, die die
Euklidische Norm der Matrix reduzieren, da nach einem Satz von
I.Schur [32] (s.Satz 1.1.14) das Quadrat der Euklidischen Norm
nach unten beschridnkt ist durch die Summe der Betragsquadrate der
Eigenwerte und Gleichheit genau fiir normale Matrizen gilt.
Voevodin [39],(1966)) fihrte dazu Matrizen der Form é T
(s. §2.1), wdhrend Eberlein und Boothroyd ([6],(1968)) ein Jacobi-
dhnliches Verfahren fiir reelle Matrizen konstruierten, welches mit

Scherungen (s. § 2.4) zur Normreduzierung und Jacobi-Rotationen zur

ein

Annullierung des Pivotelements des symmetrischen Teils der Matrix
arbeitet. Weiterhin gab Eberlein ([5],(1970)) ein Verfahren fiir

komplexe Matrizen an, das komplexe Scherungen zur Normreduzierung
und komplexe Rotationen zur wahlweisen Annullierung des Pivotele-
ments des hermiteschen- oder schiefhermiteschen Teils der Matrix

verwendet (vergl.auch §4.2).

Fliir das reelle Verfahren von Eberlein bewies Veseli€ ([33],(1976))
die Konvergenz fiir eine optimale Variante, Dollinger ([3],(1981))

flir eine quasizyklische Variante und Hari ([9],(1982)) fir das
originale zyklische Verfahren. Fiir das komplexe Verfahren von
Eberlein [5] ist das Problem der globalen Konvergenz noch offen.
Trotzdem gilt dieses Verfahren als eines der zuverldssigsten zur
Berechnung aller Eigenwerte. Allgemein ist die Entwicklung numerisch
erfolgreicher Verfahren erheblich weiter als der Beweis deren Konver-
genz. So werden alle hier zitierten Verfahren erfolgreich mit zykli--
scher Pivotstrategie verwendet, obwohl fiir viele Verfahren (noch)
kein entsprechender Konvergenzbeweis existiert. Wir leisten hier
einen Beitrag in beiden Richtungen; fiir ein Verfahren fiihren wir
einen Konvergenzbeweis, und wir konstruieren ein neues Verfahren, das

auf einer groBeren Klasse von Matrizen erfolgreich arbeitet.



- ITII -

Die Konvergenzgeschwindigkeit herkdémmlicher reeller Jacobi-
dhnlicher Verfahren, wie des Verfahrens von Eberlein und ver-
wandter Verfahren, ist beim Auftreten komplexer Eigenwerte lang-

sam (nicht asymptotisch quadratisch), was darin begriindet liegt,

daf}
1/2
() =(Z |aijI2)

i#7
nicht klein wird, wie es bei ausschlieflich reellen, nicht defek-
tiven Eigenwerten der Fall ist. Reelle Matrizen mit komplexen Eigen-
werten spielen aber in der Technik eine bedeutende Rolle. Komplexe
Jacobi-dhnliche Verfahren, die auch bei komplexen Eigenwerten asymp-
totisch quadratische Konvergenz erméglichen, haben gegeniiber den
reellen Verfahren den Nachteil des doppelten Speicherplatzbedarfs
und 2- bis 11-fachen Aufwands der arithmetischen Operationen.
Johnsen ([17],(1978)) und Veseli& ([34]1,[38]1,(1979)) fiihrten reelle
Jacobi-dhnliche Blockverfahren ein, deren Konvergenzeigenschaften
mit komplexen Verfahren vergleichbar sind (s.[38]). In der vorlie-

genden Arbeit beschdftigen wir uns mit solchen Verfahren.

In Kap. 2 beweisen wir Eigenschaften der von Johnsen [17] und
Veselit [34] verallgemeinerten Voevodin-Matrix (s. §2.1) und der
Paardekooper-Jacobi-Matrix (s. §2.2,[26],[10]), mit deren Hilfe in
Kap. 3 Konvergenzbeweise fiir Varianten des in [38] angegebenen Ver-
fahrens, welches die o.a. Matrizen benutzt, gefiihrt werden. Fir ein
Jacobi-dhnliches Verfahren, das mit optimaler Pivotstrategie,
Paardekooper-Jacobi-Matrizen und Scherungen arbeitet, hat Hari [7]
die globale Konvergenz bewiesen. Analog zu diesem Resultat 1dft
sich auch die globale Konvergenz unseres Verfahrens bei optimaler

Pivotstrategie beweisen (s. § 3.1).

In § 3.2 wird fir unser Verfahren die asymptotisch quadratische Kon-
vergenz bei zeilenzyklischer Pivotstrategie gezeigt. Der erste Teil

des Beweises (s.Abschn. 3.2.3) kann in Anlehnung an einen Beweis von
Ruhe [28] gefiihrt werden. Der Beweis erhdlt hier eine neue Qualitit,

weil bei Blockverfahren mit

S(M) =<Z Ia, 2>1/2

1%



anstelle von <T(A) gearbeitet wird und eine zusdtzliche Behandlung
der Diagonalbldcke Aii erforderlich ist (s. Abschnitte 3.2.2 und
3.2.4).

Die durch dieses Verfahren erzeugte Matrixfolge konvergiert nur dann
gegen Blockdiagonalgestalt, wenn die Imagindrteile der Eigenwerte ge-
trennt sind. Soll ein Verfahren fir alle Matrizen Konvergenz gegen
Blockdiagonalgestalt erzeugen, so ist auch der symmetrische Teil zu
diagonalisieren (vergl.[5]).Dazu beschreiben wir in § 2.3 eine ortho-
gonale Matrix, die bei Verwendung in Ahnlichkeitstransformationen die
wahlweise Annullierung des symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen Teils
einer Matrix gestattet. Zur Konstruktion dieser Matrix miissen die Eigen-
werte des symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen Teils einer 4x4-Matrix
numerisch bekannt sein; ein stabiles Verfahren zu deren Berechnung wird

in § 1.2 angegeben.

In § 4.2 geben wir ein Jacobi-dhnliches Blockverfahren an, das mit
diesen und den verallgemeinerten Voevodin-Matrizen arbeitet und fir
alle reellen Matrizen Konvergenz gegen Blockdiagonalgestalt erzeugt.
Wir flihren fir dieses Verfahren keinen formalen Konvergenzbeweis,
deuten aber an, daB sich die asymptotisch quadratische Konvergenz

mit der in § 3.2 entwickelten Technik analog beweisen 1dft.

In § 4.3 haben wir numerische Resultate der o.a. Verfahren bei An-
wendung auf eine Reihe von Testmatrizen zusammengestellt, aus denen die
Vorziige und Grenzen der Verfahren zu erkennen sind. Alle entwickelten
Verfahren sind in ALGOL 60 formuliert und mit dem "Fast ALGOL Compiler
of Delft, Release of 1/2/1977" iibersetzt worden. Die numerischen Be-
rechnungen wurden auf der Rechenanlage IBM 3031/4MB unter OS/MVS des
Rechenzentrums der Fernuniversitdt -Gesamthochschule - Hagen durchge-

fihrt.

Das Ende eines Beweises wird in dieser Arbeit durch das Symbol A am
rechten Rand gekennzeichnet, und zur besseren Orientierung ist im An-
hang ein alphabetisches Verzeichnis der verwendeten Konstanten ange-

fihrt.
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1. GRUNDLAGEN

1.7 GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN UND SATZE

In diesem Abschnitt werden Bezeichnungen eingefiihrt, Definitionen
und Bemerkungen gegeben und Sidtze zitiert, die fiir die spidteren
Kapitel von grundlegender Bedeutung sind.

Wir gehen im Folgenden stets aus von einer reellen nxn-Matrix

(1.1.1) A= (a ) K,1=1(1)n , n=2p,p€EN

Matrizen mit ungerader Dimension kdnnen natiirlich auch behandelt
werden, wenn man z.B. eine Nullzeile und Nullspalte anfiigt (d.h.
einen Eigenwert '"Null'" hinzufiigt). Die Matrix (1.1.1) wird block-

geteilt in der Form

(1.1.2) A= (A, ))

ij’ i,3=1(1)p

b

wobei die Blodcke Ai' reelle 2x2 Matrizen sind. Wir schreiben
fiir Aij auch [A]ij . Matrizen dieser Form bezeichnen wir als

Blockmatrizgen.

Definition 1.1.1
Die Matrix A (1.1.2) hat BlockdZagonalgestalt, wenn

Aij =0, 1%]

gilt. Man schreibt dann abkiirzend
p
(1.1.3) A= diag(A; 4 Ay, seeey A =@ AL s

wobei @die direkte Summe bedeutet.



Definition 1.1.2
Der Kommutator der Matrix A wird definiert durch

(1.1.4) C(A) := A"A-AAT
wobei AT die Transponierte der Matrix A ist.

Bemerkung 1.1.3

Setzt man

(1.1.5) C = (Cij) i,5=1(p - k1) x,1=1(1)n 7 C(A)

wie in (1.1.1) , (1.1.2), so gilt fiir 1<r,s <p:

- S T _ T
(1.7.6) Crs - (AirAis AriAsi i
i=1

und damit Csr = Cfs , d.h. C(A) ist symmetrisch.

Definition 1.1.4
Eine Ahnlichkeitstransformation einer Matrix A 1ist eine Abbildung

(1.1.7) A-A :=RYAR ,

wobei R eine regulidre Matrix ist. Sie heiflt orthogonal, wenn R
)
orthogonal ist. Matrizen A, A , fiur die (1.1.7) gilt, heiBen dghnlich.

Definition 1.1.5
Mit I bezeichnen wir fir jede (quadratische) Dimension die

Einheitsmatrix

1 fir i=j
(1.1.8) I := (6,.) wo §,., :=
37 7 1] 0 fir i+ j

das Kronecker-Symbol bezeichnet.



Satz 1.1.6
Die Eigenwerte *) Ay , 1=1(1)n einer Matrix A sind invariant

unter Ahnlichkeitstransformationen.

Bemerkung 1.1.7
Auf dem Raum der quadratischen Matrizen (fester Dimension) wird

durch
(1.1.9) <A,B> := Spur(A™B) = Spur(AB™)
ein skalagres Produkt definiert.

Definition und Bemerkung 1.1.8

Durch
n 1/2
(1.1.10) 1Al := <A, A>1/? = E lay 17
i,5=1

wird eine Matrixnorm definiert.

HA[E heift die Fuklidische Norm der Matrix f .

Da im Folgenden weitgehend die Euklidische Norm verwendet wird,
lassen wir den Index weg und schreiben || A || ; ist eine andere
als die Euklidische Norm gemeint, so wird dieses jeweils deutlich

gemacht,

Eine weitere Matrixnorm, die hier zuweilen Verwendung findet, ist

die Spektralnorm

1/2
(1.1.11) A, = (spr(A™M)) ,
wobei
(1.1.12) spr(A) := max{|/x|]|3X+0, AX = AX}

den Spektralradius bezeichnet.

*) Unter der Gesamtheit aller Eigenwerte verstehen wir die Equi-
valenzklasse aller Permutationen des n-Tupels (A, ,A.,...,A ), in
dem die Nullstellen des charakteristischen Polyndms n

X(A) := det(A-)I)
(vgl.Def. 1.1.5) in der H&ufigkeit ihrer algebraischen Vielfachheit
auftreten. Der Begriff "Eigenwerte von A" ist stets in diesem Sinne
zu verstehen.



Die Spektralnorm ist interessant, weil die Ungleichungen

(1.1.13)  [ABIl = [IAll,, IBIl . ILABIl = [IAll Bl
gelten, die i.A. schirfer sind, als

(1.1.14)  [[ABIl < [IAIl Bl .

Satg 1.1.9

Die Euklidische Norm einer Matrix fA ist invariant unter ortho-

gonalen Ahnlichkeitstransformationen, d.h.

Uu® = 1= IIUTAUI = 1AL .

Definition 1.1.10
Eine reelle Matrix M ist in Murnaghan-Form, wenn sie sich als di-

rekte Summe von Matrizen der Form ()) fir jeden reellen Eigenwert'*h

und 2x2-Bldcken der Form
Re A Im A
-ImA Re )
fir jedes Paar konjugiert komplexer Eigenwerte*) (A,%) darstellen

14B8t. M heiBt Murnaghan-Form einer Matrix [ , wenn es eine re-

guldre Matrix R gibt, so dafB
_ -1
M=R "AR
in Murnaghan-Form ist.

Definition 1.1.11
Eine reelle (quadratische) Matrix A ist normal, wenn ihr Kommutator

verschwindet, d.h.
C(Ah) = A"A - AAT = 0

gilt.

¥) Vgl. FuBnote S.3



Satz 1,1.12
Eine reelle Matrix ist genau dann normal, wenn sie orthogonal

dhnlich einer Matrix in Murnaghan-Form ist ([25]1, S.9f).

Satz 1.1.13
Sei A eine normale reelle Matrix. Die Realteile der Eigenwerte

*)

von A sind die Eigenwerte des symmetrischen Teils

(1.1.15) AT = FCA+ATY = (AT S i)

von A ; die Imaginidrteile der Eigenwerte von [ sind die Eigenwerte

des schiefsymmetrischen Teils

(1.1.16) A = %(A—AT) = (A;j) i,j=1(1)p

von A .

Satz 1.1.14 (I.Schur)
Die Matrix [ habe die Eigenwerte *

' A . Dann gilt
n

n

(1.1.17) Z A 12 < [ANZ

i=1

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn A normal ist ([32]).

Definition 1.1.15
Fiir jede Matrix A wird die Abweichung von der Normalitdt A(A)zO

(Henrici-Mafl) definiert durch

Ga.18) AT = AT - Y ng?
i=1

)

wobei A, die Eigenwerte ¥ von A sind (vergl.[131) .

Satz 1.1.16
Zwischen der Abweichung von der Normalitdt A(A) wund dem Kommutator

C(A) gelten folgende Beziehungen:

3.n
(1.1.19) B2 (R < Vi el

*¥) Vergl. FuBnote 5.3



und

(1.1.20) [c Il = ZIIAll ACA)

Den Beweis von (1.1.19) findet man bei Henrici [13] , den von
(1.1.20) in [181] .

Sagtz 1.1.17
Flir jede Matrix A gilt

inf AT AT 0.

Tregulér

([221) .

Satz 1.1.18
Fiir jede reelle Matrix J\ existiert eine reelle normale Matrix |\

(gleicher Dimension), die dieselben Eigenwerte wie A hat, und fir

die
HA- NIl < oA

gilt ([251,S.14) .

Definition 1.1.19
Eine Folge

(Ak)ke]N zu A :=A &hnlicherMatrizen konvergiert gegen
Normalitdat, wenn es Ceine Folge (Nk)kEN' normaler Matrizen gibt,

die dieselben Eigenwerte *) wie A haben®, und fir die

lin [[A -N_ Il =0
k> k k
ist.

Sagtzg 1.1.20
Eine Folge (Ak)kE]N dhnlicher Matrizen konvergiert genau dann

gegen Normalitdt, wehn

lim A(A) = O
k>

gilt ([25], S.16), und das ist nach Satz 1.1.16 dquivalent mit

lim ||C =0
Lim 1 (A |

%) Vgl. FuBnote S.3



Definition 1.1.21
Fiir eine beliebige reelle Matrix A ist die Abweichung von der

Blockdiagonalgestalt definiert durch

1/2
(1.1.21) S =S := 1Ay 4112

i, j=1
i¥j

Bemerkung 1.1.22

Eine beliebige reelle Matrix A sei zerlegt in
P
(1.1.22) A=D+E , mitD=@Ajj
j=1
Dann gilt
(1.1.23) CAy =c +F, lIFI=<4lAlSA ,
(1.1.24) S(C(A)) < 4||All S(A) und

(1.1.28) llc gl s eIl L 5=1(p

Definition 1.1.23
Eine beliebige reelle Matrix A habe die Eigenwerte

*) A si=1(1)n

Wir definieren
(1.1.26) §=8(A) := min{lli-kjlli*j} ’

(1.1.27) §” = 8T(A) := min{|Ima, - ImA, |14 #3)

Lemma 1.1.24
Fir die L&sung der Operator-Gleichung

LX = C , mit LX = AX - XB ,

wobei X, A,B,C 2x2-Matrizen sind und A und B getrennte
Spektren (al,az) bzw. (81,82) haben, gilt

Il
min{loci—le [ i,5€{1,2}} ’

IXI < B, (y)

A(A) + A(B)

F - 2 3 4 =
s ) = Ty sy eyt eyn o,y min{To -8, TTi,3€(1,27}
([zol).

*¥)Vgl.FuBnote S.3.



1.2 CHARAKTERISTISCHES POLYNOM, NULLSTELLEN

In diesem Paragraphen werden das charakteristische Polynom einer
schiefsymmetrischen, sowie symmetrischen 4x4-Matrix aufgestellt
und Losungsverfahren fiir die Berechnung deren Nullstellen ange-
geben. Diese Algorithmen werden zur Berechnung der elementaren
Veseli¢-Householder-Matrix in § 2.3 bendtigt. Zur Bestimmung eines
Parameters der elementaren Johnson-Veselit-Voevodin-Matrix in § 2.1
ist ein Polynom vierten Grades zu minimieren; da dieses Problem auf
ein Nullstellenproblem fiihrt, wird es an dieser Stelle vorab be-

handelt.
1.2.1 Minima eines Polynoms vierten Grades
Gegeben sei ein reelles Polynom

(1.2.1) p(a)=a4oc4+a3a3+a2a2+a oc+a020 s o €R ,

1

a 3, 58,53, ,3, eR .
Damit gilt p(a) >~ ,a~>t«,0der p ist konstant. Gesucht sind die
Minimalstellen von p(a) . Sei p nicht konstant; dann sind die Mini-
malstellen die kleinste und die grdfte Nullstelle der Ableitung

' = 3 2
(1.2.2) p' (a) 4a4oc +3a3a +2a20¢+a1 .

Falls a4==0 , folgt wegen 7p(a) 20 auch a, =0, und man erhidlt

die einzige L&sung als eindeutige Nullstelle

!

o

von p' . Flur a, #0 sind die kleinste und gréBte Nullstelle o,
und o, des kubischen Polynoms (1.2.2) zu berechnen %) » was in
Abschnitt 1.2.3 behandelt wird. Wenn in diesem Fall zwel Minima

. . * % . . - s
existieren ) , 1st das tiefere der beiden zu widhlen:

a, falls p(u1)<<p(a2)

(1.2.4) o =

o n .
2 sonst

%) oy und uz k&nnen zusammenfallen

¥%¥) d.h. a, ¥a, und weder a, noch a, doppelt .



1.2.2 Nullstellen eines Polynoms vierten Grades

Vorgegeben sel ein reelles Polynom vierten Grades mit Leitkoeffi-

zient eines und nur reellen Nullstellen:

2-+dx-be .

(1.2.5) P4(x) = x? +bx3 4 cx
Um die Losungen des Problems
(1.2.6) P4(x) =0

zu gewinnen, macht man nach Ferrari den Ansatz ([2],S.45)

(1.2.7) 4P, (x) + (px+q)% = (2x>+bx+1)2

wobei p,q , r nochzu bestimmende (reelle) Konstanten sind. Ausmulti-

plizieren und Koeffizientenvergleich liefert die Bestimmungs-

gleichungen
p2 = 4t +b? - 4c ,
(1.2.8) pq = br-2d ,
q2 - 12 - de .

Daraus erhdlt man eine kubische Gleichung in r , die sogenannte

"Ferrari-Resolvente®
(1.2.9) r3 —crz-k(bd-—4e)r + 4ce-eb? -d%2 =0 ,

deren Wurzeln roo, ebenso wie p und q nach obiger Voraussetzung
tiber P4 reell sind (vergl.[1 1, S.11). Die numerische Berechnung
einer Wurzel T der Ferrari-Resolvente wird im nidchsten Abschnitt
behandelt; ist sie gefunden, so lassen sich p und q aus (1.2.8)
berechnen, und die Nullstellen X;, 1= 1(1)4 von P, ergeben sich mit

(1.2.7) zu
‘J(b+P)2 B} Tt
16 2

(1.2.10) ’

J(b—p)z _ T
16 2 '

»
—
[\

1l

1

o
A+

<+

+1



Da die Nullstellen Xy nach Voraussetzung reell sind, kann ein
negativer Radikand nur auf Rundungsfehlern basieren und ist durch
Null zu ersetzen. Ergibt sich weiterhin der Radikand als Differenz
zweier etwa gleicher Zahlen zu '"fast Null", so wilirde durch das Radi-
zieren die Genauigkeit halbiert; wir setzen deshalb statt x=+/y-2'

den Ausdruck ¥ y,z2 € R

13

0 falls y-z<10 "“|y+z]

y -z sonst.

Entsprechend erfolgt auch die Berechnung von p und q aus (1.2.8).
14

Falls 4r0-+b2 ~4c>10"1 oder ri-—4e > 10" , dann falls

(4 + b2 —4c)[r2-+4e| > (12 - 4e) |4r - b2+ 4c]
(o] (o] o] (o]

dann ‘[4ro-+b2 -4c , q := (bro-Zd)/p ,

o
I

sonst q := r? - de , p := (bro-Zd)/q .

(o]

sonst p := 0, q :=0
1.2.3 Nullstellen eines kubischen Polynoms

Vorgegeben sei ein reelles Polynom dritten Grades mit dem Leitkoeffi-
zenten eins, dessen Nullstellen zu bestimmen sind; d.h. es ist die

folgende kubische Gleichung zu 18sen:

(1.2.11) y3-+by2-+cy-+d =0 ;

die Ferrari-Resolvente (1.2.9) hat auch diese Form. Nach ([2],S.10 ff)

erhdlt man daraus mit x=3y+b die reduzierte Gleichung

(1.2.12) x3 = 3px+q ,
mit p==b2 -3¢ , q==9bc--2b3 - 27d . Eine Wurzel X ergibt sich zu
*) Alle hier auftretenden Schwellen beziehen sich auf die Maschinen-

genauigkeit Eo = 2_52 = 0.22 - 10—15 (vergl.Kap.4)



xo = %/ U + %['V" ,

(1.2.13)
1 2 1 2 3
U=5(q+vq-4p3) ’ V=5(q-‘/q—4p )
Die beiden anderen Wurzeln X ergeben sich als Wurzeln der

12
quadratischen Gleichung x2+-xox4-(xj-—3p)==0 zu @

3x2
o)

)

X
(1.2.14) X, = - ?? + 3p -
Damit sind die Wurzeln der reduzierten kubischen Gleichung (1.2.12)
und somit auch die von (1.2.11) bekannt. Es bleibt die Frage, wie

man die reellen Wurzeln - denn nur die sind fiir uns interessant -
unter ausschlieflicher Verwendung von reeller Arithmetik mit klein-
stem Aufwand berechnen kann. Einen ersten Hinweis liefert der folgende

Satz von Dorrie ([2],S.31).

Satz 1.2.1
Die kubische Gleichung (1.2.12) hat
drei verschiedene reelle Wurzeln,

*)

eine Doppelwurzel und eine weitere reelle Wurzel s
oder ein konjugiert komplexes Wurzelpaar und eine reelle Wurzel,

je nachdem die Diskriminante

(1.2.15) D= g% - 4p

w
AVZRR | VAN
ol oo

ist.

Bereits im Fall ausschliefflich reeller Wurzeln (D <O0) wird schon

in (1.2.13) komplexe Arithmetik erforderlich. Diese kann man zwar
durch Einfihrung von Polarkoordinaten umgehen, was jedoch die Berech-
nung eines Arcuscosinus und flir jede gesuchte Wurzel die eines wei-

teren Cosinus erfordert.

* , ,
) Die Wurzeln kd&énnen zusammenfallen, so daBR eine Dreifachwurzel
vorliegt.



Ist D>0, so erhdlt man die einzige reelle Wurzel aus (1.2.13)
durch Berechnung von 2 dritten Wurzeln. Sei nun D=0 ; 1ist weiter
q=0, so ist nach (1.2.15) auch p=0 und die reduzierte kubische
Gleichung hat die dreifache Wurzel x,=0 . Fir q#0 folgt aus

(1.2.15) p>0 und nach (1.2.13) ergibt sich die einfache reelle

Wurzel zu

(1.2.16) x, = 2 3‘/% = 2\/—; sgn q -

Bis auf den Fall mehrfacher Nullstellen sind numerisch aufwendige
mathematische Funktionen zu berechnen, die sowohl im Hinblick auf
numerische Stabilitdt als auch auf Rechenaufwand den Einsatz eines
Iterationsverfahrens sinnvoll erscheinen lassen, wenn geeignete
Startwerte zur Verfligung stehen. Solche lassen sich aus dem folgenden
EinschlieBungssatz flir die Wurzeln von (1.2.12) ([2], S.38 f)

gewinnen.

Satz 1.2.2
Ist der Koeffizient p positiv, so hat (1.2.12) bei negativer Dis-

kriminante p je eine Wurzel in den Intervallen
(_2\/—13-’_[13—) ’("/.I_)—: \/I_).);(‘/-IT,ZVP)

und bei positiver Diskriminante liegt die einzige reelle Wurzel fir

positives q 1im Intervall
(2 Vp , =)
fiir negatives q 1im Intervall
(-« ,=2Vp) .
Ist p negativ, so liegt die einzige reelle Wurzel zwischen O und

-q/(3p) .

Betrachtet man (1.2.12) als Polynom
(1.2.17) P(x) = x> - 3px-q ,
und bildet die Ableitung

(1.2.18) P'(x) = 3(x%-p) ,



so sieht man, da P nur fir p>0 relative Extrema hat, und diese

liegen bei £/ p. Fir p<O konvergiert also die durch das Newton-

Verfahren

P(x.)
(1.2.19) X,n+1 = xn—m;—)" 3 n=O,1,2, “ e
gebildete Folge fiir X, = - q/(3p) monoton und quadratisch gegen die
einzige Nullstelle von P . Fir p>0 und D>O0 konvergiert die ent-
sprechende Folge X sXys v fir X = 2Vp sgnq monoton und quadra-
tisch gegen die einzige Nullstelle von P . Fur D< O konvergiert die
entsprechende Folge fiir den Startwert X, = -2Vp (x0= 2V p ) monoton

und quadratisch gegen die kleinste (gréfite) der drei Nullstellen von P.

Ist nur eine Nullstelle gesucht, so wird diejenige Nullstelle am sta-
bilsten berechnet, die von den beiden anderen den gréfiten Abstand hat.
Das Polynom P (1.2.17) ist nach Addition von q eine ungerade Funk-

tion; diejenigen benachbarten Nullstellen von P haben also den grofR-
ten Abstand, deren zwischenliegendes Extremum den groBten Betrag hat.

Die Extrema liegen bei +*Vp, und es ist

P(-vP ) =2p3%-q |,
P(VP) = -2p°/%-q .

Fiir q>0 ist [P(-vP )I < IP(Vp)I| , also hat die Nullstelle
Xe€(VP, 2Vp ) den gréRten Abstand von den beiden anderen, und fiir
q<0 ist |[P(-VP)Il>IP( Vp)I|, und die Nullstelle X€ (-2 VP , - VD)
hat von den beiden anderen den gréfiten Abstand. Als Startwert fir
das Newton-Verfahren ist, sofern nur eine beliebige Nullstelle von

(1.2.12) gesucht ist, X = 2VPp -+ sgnq zu wihlen.

In Abbildung 1 ist der Programmablaufplan fiir den Algorithmus zur Be-
stimmung einer Wurzel der Ferrari-Resolvente (1.2.9) aufgefithrt. Da-

mit werden die in Abschnitt 1.2.5 angefihrten Ergebnisse erzielt.



nein

X, 1=2 o sgn g

Newton-Ver-
fahren

(1.2.19)bis
Ixn+1—xn 1<

<10—11Ix |
n+1

14

nein

x :=2Vp sgn q

L

O

wert
yo

y = (xo—b)/3

Ein Schritt des Newton-Ver-
fahrens mit dem Polynom
nach (1.2.11) und Start-

Abb.1

nein

§1O_13 ja
= 2\/5
[e) X -b
Y, := 5
! —Qg—b
Yoi= T3

ja

(X)) KI(P (—x

‘ Ende >

Berechnen einer Wurzel der Ferrari-Resolvente




1.2.4 Charakteristisches Polynom einer reellen schief-
symmetrischen 4x4 - Matrix

Eine schiefsymmetrische reelle 4x4-Matrix hat die allgemeine Form

12 %13 14

"3, 0 A,y Ay,

(1.2.20) A = a,, -a,, .,
T34 T34, O

mit dem charakteristischen Polynom

(1.2.21) P(A) = det(A-2I)
= 2% 5 22?4+ b2 s
_ .2 2 2 2
a a, v a3 +tal, +aj,+a, +ay, |,
b = + .

Zur LOsung der Gleichung

(1.2.22) P(A\) = O

2

substituiert man z = )" und erhdlt die LOsungen

(1.2.23) z =-g¢ 2 _p?

Die Wurzel ist stets reell und nicht gréBer als a/2, wodurch die
Ldsungen z,, stets negativ und die LOsungen von (1.2.22) A1='X2,

Ay =X, stets imagindr sind. Flir die betragskleineren Eigenwerte
steht in (1.2.23) das Pluszeichen,flir die betragsgroBeren das Minus-
zeichen. Ein doppeltes konjugiert komplexes Paar tritt als Ldsung

von (1.2.23) genau dann auf, wenn

(1.2.24) a® = (2b)?

ist, und das ist identisch mit genau einer der beiden folgenden



Bedingungen:
(1.2.25) 34 T T3y 0 By T 243 2 853 T Ty,
oder 834 T 15 0 33477313 5 853 T 84y

Die doppelten, konjugiert komplexen Eigenwerte ergeben sich

in diesem Fall zu

. 2 2 2
(1.2.26) A1234 =+ i \f;12-ra13-+a14
In der numerischen Praxis wird natiirlich keine oder beiden Bedin-
gungen (1.2.25) exakt erfillt sein, obwohl ein doppelter Eigenwert

im Rahmen der Rechengenauigkeit vorliegt. Wenn etwa die Diskriminante
2
_a” _ .2
D 7 b

kleiner als 10713 (2 4+ b?)

-t ist, so wird man von einem doppelten
Eigenwert sprechen. Den Eigenwert berechnet man aber nicht nach

(1.2.26) sondern aus

~

2127%34 ) (%13%%24) , (F147%23 falls
_ 2 2 2 "319834<0
(1.2.27) X =*1
1234 2 +a \2 /a -a \2 a +a_ \2 falls
12%234) +( 2137224 ) + [ 3147323 a _a. >0
L 1224 ———) * 128347

weil das arithmetische Mittel bei zuf#llig gestdrten Eingangsvaria-

+

blen eine bessere Niherung liefert.

1.2.5 Charakteristisches Polynom einer reellen
symmetrischen 4x4 - Matrix

Eine symmetrische reelle 4x4-Matrix hat die allgemeine Form

11 B2 15 24y
A A
120 %3 835 35y 1tz
(.2e28) A= 0 -
13 %23 33 244 T
A12 A
a a a a 22

14 24 34 44

mit dem charakteristischen Polynom



(1.2.29) P(X) det (A - \I)

4 3 2
A -+b3 A -rbzx -+blx-+bo ,

by =ay; +vay, +tagg+a,, ’

= + + + + +
2 aj,(a,, vagy+va,,) +a,,(a;;+a,,) +a.a,
2 2 2 2 2 42
12 13 14 23 24 34 ’

2

2
= - + - - + -—
b, (aj, vaz5)(a,,8,, -a,,) - (a,, +a,,)(8,,a;5-a0 )

2 2
+ + + +
(agy +a,,)a5, + (2, va,,)a,

2 2
+
(a5, *a33)27, 33 " 24473,
- + + +
2la (a8, va, 58,0 + ajs(a,a,,+a 8,01,

2 2
by = ay,lagy(a,a,, 3,,35,]

+{a + (a

2
a,,) T 8,533, - 3,8,

2 . 2 2 . 2
+ - + -
aj,(al, -ajja,,) +aj (ay, -a,,a,,)

2 . 2
+ —

aj, (@55 - a,,8,,)
+ + -
2layay38,,85, v 2,8, .(8,58,, - 3,,2a,,)

+ - + -
ay,814(@y,855 - a55a,,) +ayqa, (8,8, -a,.a,,)] .

) und die eckige
Klammer in b1 invariant unter Spektralverschiebungen *).

Bei den Koeffizienten sind die Quadrate in b

Haben mindestens drei Nullstellen von (1.2.29) einen relativ zu ih-
rem Betrag kleinen Abstand voneinander, so ist die Berechnung nach
Abs. 1.2.3 und Abs. 1.2.4 numerisch instabil.Besonders kritisch wird
die Berechnung, wenn alle vier Nullstellen relativ zu ihrem Betrag
dicht beieinander liegen. Die in [ 1 ] durchgefithrte Berechnung mit
direkten Formeln nach [ 2 ] liefert bei einer '"fast dreifachen' Null-
stelle z.T. nur 5 Dezimalstellen richtig, bei einer 'fast vierfachen"
sogar nur 2 Dezimalstellen, bei einer Mantissenldnge von 16 Dezimal-
stellen. Das hier in den vorigen Abschnitten vorgestellte Verfahren
liefert demgegeniiber zwar wesentlich bessere Ergebnisse, die aber

nicht voll befriedigen konnen.

*) Unter Spektralverschiebung (shift) einer Matrix mit 1Y verstehen
wir die Addition des u-fachen der Einheitsmatrix : A'=A+yl



*)

Spur der Matrix vor. Damit sind die Probleme bei '"fast vierfachen"

Wir nehmen deshalb zunichst eine Spektralverschiebung mit der
Nullstellen beseitigt, da der Betrag der Nullstellen von der glei-
chen GroéBenordnung wie deren Abstand ist. Lediglich beim Auftreten
einer ''fast dreifachen' Nullstelle ist nach der Berechnung eine
weitere Spektralverschiebung *) mit dem arithmetischen Mittel die-

ser Nullstellen mit auschlieBender erneuter Berechnung erforderlich.

Mit diesen Maflnahmen werden alle einfachen und doppelten Nullstellen
mit 14 Dezimalstellen genau berechnet, es sei denn, der Abstand von
Nullstellen ist kleiner als die Wurzel aus der Rechengenauigkeit;
dann ist der Fehler etwa um den Faktor 10 kleiner als der Abstand

der Nullstellen. Beim Auftreten einer dreifachen Nullstelle kann es
unter ungiinstigen Umstdnden passieren, dafl eine doppelte Nullstelle
und eine einfache berechnet werden, die um die Wurzel aus der Rechen-

genauigkeit voneinander entfernt sind.

Beim Auftreten von Nullstellen der Form #c und *d hat das Polynom
eine spezielle Gestalt und es kann einfacher gerechnet werden. Ist
in (1.2.29) b1 =b3 =0 und b2 <0 , so hat (1.2.29) die Form

(1.2.30) P(A) = 2% + b 2% + b ,

und das Nullstellenproblem P(A) = O 1lautet nach der Substitution

x2 = X:

2 _
(1.2.31) x° o+ b2 X +bo =0 |,

mit den L&sungen

b b2
- - 2 _ 2 _
(1.2.32) Xy = - 5 2 - b ,
>\1 = —\/Xz ' >\2 = "\/Xl ’
Ay o= VX Ay = VX

*) Siehe FuBnote S. 17



Da es sich bei P(X) wum das charakteristische Polynom einer sym-
metrischen Matrix handelt, die bekanntlich nur reelle Eigenwerte

hat, sind alle Wurzeln in (1.2.32) reell,und es gilt
(1.2.33) A, € AL £ AL < A

In Abb.Z und Abb.3 sind der globale Ablauf zur Berechnung der Nullstellen
des charakteristischen Polynoms einer reellen symmetrischen 4x4-
Matrix, sowie die Abfrage auf mehrfache Nullstellen und die Auswahl

der am dichtesten benachbarten Nullstellen, bzw. der Nullstellen,

die den Eigenwerten von A11 am ndhsten liegen in einem Programmab-

laufplan dargestellt (vergl.Kap.4).

Diese Form der Berechnung - Wurzel der Ferrari-Resolvente mit Hilfe
des Newton-Verfahrens und daraus die Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms mit expliziten Formeln - wird gewdhlt, weil so die
besten numerischen Resultate bei vertretbarem Aufwand erzielt werden
konnen. Bei der Ferrari-Resolvente bietet sich das Newton-Verfahren
an, weil geeignete Startwerte zur Verfligung stehen und der Rechen-
aufwand kleiner ist als bei den expliziten Formeln bei gleichzeitig
groBerer Genauigkeit, was flir die anschlieflende explizite Berechnung
der Nullstellen des charakteristischen Polynoms von groflier Wichtig-
keit ist. Eine Berechnung der Nullstellen des charakteristischen
Polynoms durch ein Iterationsverfahren stdft neben dem grdBeren
Rechenaufwand auf Schwierigkeiten, weil keine geeigneten Startwerte
bekannt sind und bei mehrfachen Nullstellen numerische Konvergenzpro-

leme nicht auszuschlieflen sind.



Tl := shift := (a11-+a22-+a33-+a44)/4

Wiederholung := false

€ := 0% ; A_ klein := S(Q)< 1072

319 T BqTTy P Bpp T 8ynTTyd 8gg 2F A557Ty Ay, T Ay,
Koeffizienten des charakteristischen Polynoms der geshifteten
Matrix berechnen

4 3 2
= v+
p(A) A +b3) b2>“ +b1>»+bo

I
Nullstellen Kl,kz,k3,l4 - b2 - b2 .
nach §1.2.2, § 1.2.3 2127 T 2 4 o
berechnen und sortieren, oy —
so daR Al =TV Z, ’KZ =V Zy
A SALSALSA
17772 3 4 k3 = \/zl',)\.4 = VZ2

L . i

Abb. 2 Berechnen der Nullstellen des charakteristischen Polynoms

einer symmetrischen 4x4-Matrix.
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2, ELEMENTARE MATRIZEN FOR JACOBI-AHNLICHE VERFAHREN

In diesem Kapitel werden elementare Matrizen behandelt, die bei
Verwendung in Jacobi-dhnlichen Verfahren fiir bestimmte Klassen von

Matrizen Konvergenz gegen Blockdiagonalgestalt ermdglichen.

Unter elementaren Matrizen verstehen wir Transformationsmatrizen R
die in der gleichen Form blockgeteilt sind wie A (1.71.2) und sich

nur in vier Bloécken, die durch die Pivotindices
(2.0.1) r,s , 1 <1 <s <p

bestimmt sind, von der Einheitsmatrix unterscheiden:

R= Rigdi gy -1p
(2.0.2)
R'j_:] = Idij ’ 1<1 N j <p s {i’j}n{r’s} =¢ )

Die vier noch freien Bldcke R__,R
rr rs

elementare Matrix. Es geniligt deshalb, die aus diesen vier Blécken

, R und R bestimmen die
sSr SS

gebildete Untermatrix

rr rs

(2.0.3) ’ﬁ 1=

rs

sr Ss

anzugeben, um eine elementare Matrix zu definieren.

Unter einem Jacobi-dhnlichen Verfahren verstehen wir eine Rechenvor-

schrift, die eine Folge von elementaren Matrizen

Rk _R(Kk;') ’ k'=1:23 LB ’

K = (ryssy) , T<y <s . <p

(2.0.4)

erzeugt, mit deren Hilfe ausgehend von einer Matrix Ao==A eine

Folge &hnlicher Matrizen

(2.0.5) A, = Rk‘lAk_le s,k o=1,2, ...

gebildet wird.

’



Man unterscheidet verschiedene Pivotstrategien flir die Wahl der

Folge (Kk)kEIN . Ist die Folge der Pivotpaare Ky zyklisch, d.h.
(2.0.6) k. =Kk, , keN
1
(2.0.7) P=ip(-1) :

so spricht man von allgemeiner zyklischer Pivotstrategie, wenn in
je P aufeinander folgenden Folgengliedern Ky jedes Element der

Menge
(2.0.8) {(rys)l 1T<r<s<p}

vorkommt.
Eine spezielle zyklische Pivotstrategie ist die zeZlenzyklische

Pivotstrategie, wo die Pivotfolge definiert ist durch:

(2.0.9) €, = (1,2)

(rk,sk+1) , falls rk<<p-1 » S, <P

K 1= (

k+1 10T

), falls rk<<p-1 s S =P .

I‘k+ k+2

(1,2) , falls rk==p—1 ) S, =P

Alle hier beschriebenen Verfahren benutzen diese Pivotstrategie.
Zeichnet man ein Element der Pivotfolge aus, so nennen wir je P
aufeinander folgende Folgenglieder, die mit diesem Pivotpaar be-

ginnen, einen Zyklus.



2.1 DIE ELEMENTARE JOHNSEN-VESELIC-VOEVODIN-MATRIX

2.1.1 Definition und normreduzierende Eigenschaften

N

Sei Trs von der Form

A I X

TS 0 I
(2.1.1)
T = T(X) = T(K3X) , k = (r,s) ’

so erhdlt man die elementare Johnsen-Veseli&-Voevodin-Matrix. Eine
Matrix dieser Form, jedoch mit I=1 und Xe€ R , wurde zuerst von
Voevodin [39] angegeben und in einem Jacobi-ihnlichen Verfahren zur
Normreduzierung benutzt. Johnsen [17] und Veseli& [34 ] fanden gleich-
zeitig und unabhidngig voneinander die Verallgemeinerung (2.1.71) und
benutzten sie zur Normreduzierung in Jacobi-dhnlichen Verfahren

(s. auch Veselit und Wenzel [38]). Eine ausfiihrliche Diskussion der
normreduzierenden Eigenschaften findet man bei VeseliC [34 ], wo

auch die elementaren Matrizen
(2.1.2) Z=172&;:Y) =T ;YD)
fir beliebige Blockteilung eingefithrt werden.

Betrachtet man die elementaren Matrizen T (bzw.7/) - im folgenden
kurz T - (Z-) Matrizen genannt - fiir einen festen Pivot « = (r,s),
so erhdlt man auf der Menge dieser Matrizen eine, fir die weiteren

Uberlegungen wichtige Struktur.

Bemerkung 2.1.1

Die Abbildung X & T(X) = T(k;X) 1ist fiir festes k ein injektiver
Gruppen-Homomorphismus von der abelschen Gruppe der 2x2-Matrizen be-
zliglich der Addition in die Gruppe der nxn-Matrizen beziiglich der
Multiplikation. Die elementaren T-Matrizen bilden deshalb bei festem

r und s eine vierparametrige, kommutative Untergruppe der nxn-

Matrizen bezliglich der Multiplikation, und es gilt



TX+Y) = TX) T , TO =1, Te-=x) =Tt

Die obige Bemerkung gilt ebenso wie alle weiteren Resultate die-
ses Abschnitts fiir die elementaren Z-Matrizen entsprechend. Eine
Ahnlichkeitstransformation mit einer elementaren T - (Z-) Matrix

nennen wir im Folgenden T-(Z-) Transformation.

' —-—
Nach einer T-Transformation A =T 1A'[ am Pivot k= (r,s) gilt:

1 = - s

Arj Arj XAsj , j#*s ,

A} = A, + A, X s i+r s
(2.1.3) is is ir

Al = A + A X - XA -XA X

rs rs rxr Ss sSr

Al = A,., sonst.

17 1]

Zur Erdrterung der normreduzierenden Eigenschaften der T-Transfor-

mation definieren wir

(2.1.4) £X) = TP ATEO )2 .

2<C ,x>+§ IA. xan,éE 1xXaA .12
rs ir sj

i#r j#*s
+ PA._X-XA P =2<A XA X>
rr SS rs sY

und erhalten nach [34]*)

(2.1.5) £(X)- £(0)

2<XA _X,A X-XA_ >+ IXA xI?
sY rr sSSs sSr

Die folgenden Eigenschaften der Funktion f wurden von Veseli€([34]

hergeleitet.

*) Wir schreiben E «.. als Abklirzung fir E . e

i*r i=1
i¥r



Satz 2.1.2
Sei Xo¢ 0 fest . Hat die Funktion

aF—>f(uXO)

kein Minimum in R , dann ist die Funktion

ar=>T 7 (X AT (oX)

auf R konstant. Hat die Matrix A getrennte Eigenwerte *) ,» dann
hat die Funktion ak—>f(axo) mindestens ein Minimum fir jedes
XO #0, und es gilt

1im f(X) = + o
B XN >oo

Satz 2.1.3
Seien A beliebig, (=C(A) gemdB (1.1.2), (1.1.5) und die Pivot-

Indices r,s fest. Dann gilt fur jedes X

(2.1.6) grad [| T () ATOON? = 2lc(T OAT DI, o
oder mit den Bezeichnungen (2.1.3), (2.1.4):
(2.1.7) gradX f(X) = ZCI[S

Wenn man eine Matrix Xo findet, die die Funktion f minimiert, so
verschwindet an dem entsprechenden Pivot der Kommutator der trans-
formierten Matrix. Das absolute Minimum der Funktion f ist - wenn
tiberhaupt - nicht leicht zu berechnen; deshalb wird man sich mit
Ndherungen begnligen miissen. Dazu werden vier Vorschldge gemacht, von
denen der vierte eiln iterativer Prozess zur beliebig genauen Be-
stimmung eines lokalen Minimums ist. In Anlehnung an Voevodin [ 39]
schlidgt Veselit [34] eine Ndherung vor, die globale Konvergenz gegen
Normalitidt garantiert, aber keine asymptotisch quadratische Konver-
genz erméglicht. Dazu ist in [34] der folgende Satz bewiesen, der die

monotone Abnahme von || A]|] garantiert.

*) Vergl. FuBnote S. 3



Satz 2.1.4
Sei C.o*¥0 und T==T((r,s);Xo) . Fir

-C
rs
(2.1.8) Xo T max{lC T,m 3} ’
rs rs
(2.1.9) m = i tA, 12 4 ; 1A 12
rs 1lr Sj
i*r j¥s

(LA 1+ 1A T+lAa )20 0a 12 + 1A 12
rr sSSs sY sr rs

+

gilt die Abschédtzung:

T E
(2.1.10) IALZ - [ TTRATI? 2 max{uéisu,m } '

rs

Bei der Wahl (2.1.8) von XO findet man eine Ndherung fiir ein
Minimum von f , indem man ein festes Stilick in entgegengesetzter
Richtung des Gradienten geht und eine Abnahme von ||A|| erreicht.
Eine stidrkere Reduzierung der Norm erhdlt man, wenn man in Richtung

des Gradienten das absolute Minimum von f findet, d.h.
(2.1.11) min{p(a)la € R} , p(a) := f(aCrS) ,

wobei p(a) 20 ein Polynom vom Grade 4 in o ist. Das absolute Mini-
mum von p kann man numerisch nach dem in Abschnitt 1.2.1 beschrie-
benen Verfahren berechnen. Mit der daraus gewonnenen Nidherung
X==ocCrs wird in [38] gerechnet, und eine schnellere Normabnahme
beobachtet als bei der Wahl von Xo aus (2.1.8) als Transformations-

parameter. Wir setzen hier

. 1 1
o C falls Jol < 2min { }
(2.1.12) X, = rs e mf

X sonst
(o]

diese Einschrinkung ist beweistechnischer Natur, um den Transfor-

mationsparameter X1 nach oben abschitzen zu konnen.



Nach Konstruktion von X1 gilt offensichtlich
(2.1.13) 0 < £(X,) = f(Xo) s

und es gilt fir X1 die Abschidtzung (2.1.10) entsprechend. Damit

2
folgt wegen m < 4|A|° -

e 12
rs

1.14) AP AT DA TX )| 2 2min {“Cr I, } , VE{0,1} .

L

Der Index v deutet in diesem und dem ndchsten Kapitel stets an,

dafl eine T-Transformation mit dem Parameter Xv durchgefithrt wird.

An dieser Stelle wollen wir bemerken, dafl sich analog zu dem von
Hari [ 8] fiir die elementare Matrix von Voevodin [39 ] bewiesenen,
auch fur ein Jacobi-3dhnliches Verfahren mit der elementaren T-Trans-
formation mit Parameter Xo(oder Xl) und allgemeiner zyklischer

Pivotstrategie die Konvergenz gegen blockdiagonalen Kommutator, d.h.

beweisen 148t. Wird nach jedem Zyklus eine Eberlein-Jacobi-Transfor-
mation (s.§ 2.4) auf jeden Diagonalblock angewendet, so konvergiert

die Folge (A,) gegen Normalitdt.

Obwohl die Konvergenz bei Verwendung von X, als Parameter schneller
ist als bei Xo , wird keine quadratische Konvergenz erreicht, wenn
man die T-Transformation mit einer, quadratische Konvergenz ermdg-
lichenden, orthogonalen Ahnlichkeitstransformation kombiniert (vgl.
Kap.4, [38],[34]). In den ndchsten beiden Abschnitten beschidftigen
wir uns deshalb mit Parametern Xv ,ve{2,3}, die quadratische Kon-

vergenz ermdglichen.
2.1.2 Der Parameter X2 fiir quadratische Konvergenz

Eine Niherung fiir die LOsung des Minimierungsproblems von f (s.(2.1.4)) ,
die eine asymptotisch quadratische Konvergenz ermdglicht - aber keine
globale Konvergenz garantiert - wurde von Veselit¢ [34] angegeben.

Dabei wird nicht die Funktion f (s.(2.1.5)) , sondern ein quadrati-

sches Polynom

e(X) = £(X) + o(hxI3) ,
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das man durch Taylor-Entwicklung von f erhdlt, minimiert, was

exakt mdglich ist. Es ist

(2.1.15) @(X)=||A||2+z<crs,x> <KX, X> o,
mit
(2.1.16) K=1L"L+D , DX =XA+BX -HX |,
LX = A _X-XA ,
r S
A=§A.AT.,B=§A?A. ,
s] s ir ir
j*s i#*r

Eine einfache Rechnung zeigt, dafl die Operatoren K, LT, H,.A und B.
symmetrisch und LTL , A und B. mindestens positiv semidefinit sind.
Der Gradient gradxcp(X) verschwindet genau in den L&sungen der
Gleichung

(2.1.17) KX, =-C__

(vergl. [34]1). Jede 2x2-Matrix X, auf der die Funktion ¢ ein Mini-
mum annimmt, erfillt also die Gleichung (2.1.17). Die folgenden
Lemmata zeigen, daB unter gewissen Voraussetzungen iiber die Matrix A

eine eindeutige L&sung der Operatorgleichung (2.1.17) existiert.

Lemmag 2.1.5
Sei A eine reelle Blockmatrix mit den Eigenwerten *) xi,i= 1(1)n.
Es gelte 6>0 (8 aus (1.1.26)) , p>1 ,

s
2.1.18 S(A) = —2—
( ) (A) LT
2
(2.1.19) [cD)| < S5  (vergl.(1.1.22)

Dann gilt fiir den Abstand der Eigenwerte {ugi)le{T,Z}} der Dia-
gonalblécke A, ,i=1(1)p von A:

(2.1.20) min{luj(,i) - w8 15,1e01,2) 1 sickspy > g

*) Vergl. FufRnote S.3
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Beweis: Fir n=2 folgt aus Satz 1.1.16:

41 1/2 [
(2.1.21) A(Aii) < ‘/5 IiC(Aii)II < 0.9 5

wegen ﬂG(Aii)H <1 C(D)! und Voraussetzung (2.1.19). Das Spektrum
von A ist nach Meyer und VeseliC€ [21] enthalten in der Vereinigung

b
¢ = U ¢

i=1 i

, 6 = P ukt L i-1p

1

(i) _ (1) _
(2.1.22) K —{zEE[!uj 2l < B(A ;) + i:HAikll},
k+i
je{1,2}y , i=1(D)p

Wegen y _ 1A, I </p=1 S(A) ist mit (2.1.21) und (2.1.18):

k#i
(1) ¢ (1) _ CLGEY 18 }
Kj CKJ = {ZE(Elluj Zl ST(-)—

Da der Radius der Kreise féi) kleiner ist als &§/4 , enthdlt jeder
Kreis genau einen Eigenwert von f , und die Kreise sind paarweise
disjunkt. Sie sind zentriert um einen Eigenwert von Aii , so daf

fiir den Abstand der Eigenwerte der Diagonalbldcke Aii die Behaup-
tung (2.1.20) erftillt ist. A

Lemma 2.1.6
Unter den Voraussetzungen von Lemma 2.71.5 sind die Operatoren LTL

und K positiv definit, mit

2
(2.1.23) <LTLX,X>2%|IXII2 ,
und es gilt
64
(2.1.24) I, < v Ic__1

Beweis: Wegen Lemma 2.1.5 sind die Spektren von Arr und Ass

getrennt, so dall Lemma 1.1.24 anwendbar ist, und es folgt:

IA X-XA I > S 1xI
rr SSs I



Daraus ergibt sich

T 2 62 2
<LTLX, X> = JA__X - XA__I% 2 2= IXI ,
und
<KX, X> 2 <LTLX,X> - <HX,X>
2 2 2
8 2 V2§ 2 38 2
> 2= IX0? - 222 axi? > 21X ,
sowie
IX 1 < 1k tiie 1 o< 8 e
2 rs

362 rs ’ A

Aus der positiven Definitheit von K folgt das

Korollar 2.1.7,
Unter den Voraussetzungen von Lemma 2.1.5 ist

das eindeutige Minimum von ¢ .

In dem folgenden Satz 2.1.8 beweisen wir,unter Anwendung der obigen
Lemmata,Eigenschaften einer T-Transformation mit dem Parameter X2 ,
die zur Konstruktion eines Jacobi-dhnlichen Verfahrens mit asympto-
tisch quadratischer Konvergenz erforderlich sind (vgl. Veselit[34 ],

Satz 3.7).

Satz 2.1.8
Sei A eine reelle Blockmatrix mit §>0 , und

. . S
€<<m1n{eo,€1,e3} s £ =

° 16/p-THAl

N 52 o (9710 aq2 , 74\ |2
U7 om0 [4HA" ( §© Al 54) }

(2.1.26) S(A) < 7|Aje

(2.1.25)

(‘52
(2.1.27) IC < &7
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und
! -1
(2.1.28) A=T ((r,s);Xz) A'[((r,s);Xz) aus (2.1.17).
Dann gilt:
(2.1.29) i 128 (72/_ 1) a1 s3(A)
54 4
und
Ic su2
(2.1.30) A A
A7 - A1 =
Beweis: Nach Bemerkung 1.1.22 ist mit Voraussetzung (2.1.26):
2
(2.1.31)  S(CW) = 4|AISCD) = [A]
Nach Satz 2.1.3 und (2.1.17) gilt mit (2.1.28):
2C;S = [gradxf(X)]X=X2 = [gradx(f(X)-m(X))]x=x2
_ AT T _ T,T
- 2( ArrszsrX2+X2AsrX2Ass+(X2Ass AerZ)XZAsr+
T T _ T T T
+AsrXZ(X2Ass Arrxz) * ArsX2X2ArsX X A X2X2Ar

und damit wegen HX2H

!
(2.1.32) "Crs"

IA

IA

IA

IA

64
< 3 IICrs

38

S(HArrH + HA H)HAsr

3/ZIAIS () 2 "‘Z ic_1? + 25

96

16/"64 3 ., 4%64
5

1AN3s3 (p) Al
36

1282 (72/‘+1) HAH3S3(A)
54 ¢4

’

womit (2.1.29) bewiesen ist.

X 12 + 20A
2 rs

64>

2768°

> (A)

IC

2 3
F<nx 1
X2

rs

i3

I und den Voraussetzungen des Satzes:
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Nach (2.1.16) ist

K= LT +D

mit
2 3 2 2 _ 342
Iol<3 S (A) < T TAN e < ng—
: : 52 T -1y -1 )
Mit (2.1.23) gilt dann Dl < e <h (L L)y “H , und der Satz tber

die Inverse benachbarter Operatoren ([19], S. 108) ist auf K wund

LTL anwendbar. Danach gilt

(2.1.33) kU= ()7t s,
mit

KO E

D'l <
-1 LTy " tnupl

Il

3116 ypr2e?

212
8" (1-753

500 Al .2

64
Aus (2.1.5) folgt mit (2.1.16) und (2.1.33):

- = -1 _ 2
£(0) f(Xz) = <Crs,K Crs> "X2AsrX2"
* 2<X2AsrX2’Aer2_X2Ass>

= n(LT)'lcrsu2 + K,

wobei sich K unter Anwendung von II)(2I|s-(3i2 HCrsH , (2.1.31) und

(2.1.33) abschidtzen 146t durch: 36

m|sf?ﬂkuc 12+ 2(0A_ 1 + 1A _1)HA MMIQ)+HA 12rx 14
rs rr ss sr 2 sr 2

74 9710 2 2 2 2
< <g5 + —Eg— AN ) TAI“e "Crs“

g 1° :
< o < auhHc
41 Al

12
rs



_34_

Die letzte Ungleichung folgt dabei aus
T T T
IL=XI s(ﬂArrH-+HASSH)HXH < YZIALIXE
mit X-= (LT)_lcrs . Zusammen folgt dann die Behauptung (2.1.30). A

Wenden wir uns nun der vierten Wahl des normreduzierenden Para-

meters X3 einer T-Transformation zu.

2.1.3 Ein verbesserter Parameter X3 fiir quadratische Konvergen:z

Durch wiederholte Durchfiihrung einer T-Transformation mit dem Para-
meter X2 und festen Pivot-Indices (r,s) erreicht man dasjenige 1lo-
kale Minimum der Funktion f , dessen Matrix X3 , auf der es ange-
nommen wird, minimale Norm hat. Die zugehdrige T-Matrix hat damit die
kleinste Abweichung von der Einheitsmatrix unter allen T-Matrizen,
die HKH minimieren. Falls mehrere Minima von f existieren, kann
allerdings nicht garantiert werden, dal es sich bei dem gefundenen
Minimum um das absolute Minimum von f handelt. Die Konvergenz des
oben angedeuteten Verfahrens ist, wie wir spidter sehen werden (s.

Satz 2.1.9), lokal quadratisch.

Wegen T(X)T(Y) =T(X+Y) ist die Anwendung der T-Transformation nicht
in jedem Iterationsschritt, sondern nur am Schlufl einer Iterations-
folge einmal erforderlich, wodurch der Rechenaufwand erheblich redu-
ziert wird. Das setzt allerdings voraus, dafl bekannt ist, wie sich
der Operator K und der Kommutator CrS unter einer T-Transformation
dndern (vergl.(2.1.16)) . Unter Beachtung der Transformationsformeln
(2.1.3) ergibt sich, daB die Matrizen A und B aus (2.1.16) unter T-

Transformationen invariant sind. Setzt man

(2.1.34) AD = (A () == TTOATX)

(2.1.35) FeXe>C () := [CAX)D], | ,
(2.1.36) K(X)H := HA+BH+ LT(X)L(X)H - H(X)H ,
LOOH = A__(X)H - HA__(X)

HOOH := AT HTA__(X) + A__COHTAT

A und B wie in (2.1.16) ,
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so lautet das Iterationsverfahren:

0 fir k=0

(2.1.37) § (k) N ,
x (k=10 xz(k'“ fir k21

(2.1.38) Xkt x ™y o X¥) , k=0

Wegen T(X)T(Y) = T(X+Y) und T°1(X) = T(-X) gilt

- (k - k S(k k
(2.1.39) Ay = 1 Ry Ay TRy
und man erkennt an (2.1.36),(2.1.3), daR lediglich die Bldécke
Arr(ka)),As (ﬁ%k))und Ars(f(k)) berechnet werden miissen, um den
Operator K(flk)) bestimmen zu kdnnen. Der Pivotblock des Kommutators
der transformierten Matrix ergibt sich nach (1.1.5) und (2.1.3) zu

_® 5 % o AT _ T
(2.1.40) C_.(X) = C__+BX+xK+aT (XA __(0-A__(NA],

T _ T
* Asr ASS(X) AIS(X)ASS(X)

mit
(2.1.41) ¢ = AT A, - A AT,
rs 1Yy 1s ri s1i
i*r,s
b P
(2.1.41) A= E A AT, , B = E AT A, ,
S1 S1 ir 1r
i¥r,s i*r,s

wobei Grs, A und B von X unabhingig sind. Wie ein Vergleich mit
(1.1.6) bzw.(2.1.16) zeigt, unterscheiden sich Crs , A und B von
CrS , A und B nur durch das Fehlen von ein oder zwei Summanden, so
dafl kein zusdtzlicher Rechenaufwand entsteht. Uber die von X wunab-
hingigen Terme hinaus werden auch hier nur die Blocke Arr(f(k)) ,
Ass(f%k)) und Ars(f%k)) bendtigt, so dafl der Rechenaufwand der Ite-
ration (2.1.37 ... 39) von der Dimension der Matrix unabhédngig ist.
Ist fir ein k&€ N die gewlinschte Genauigkeit erreicht, etwa
HCrs(f(k))H <10”1@ , SO0 wird eine T-Transformation mit dem Para-

meter X %) auf der Matrix A durchgefiihrt.



Eine elementare Rechnung zeigt, dafl das oben angefiihrte Iterations-
verfahren ein Newton-Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von

F ist, und unter den Bedingungen

2
S(A) < HMAImin{e_ e}, 1DV <&
(2.1.42) e
€2 T S12(4+/2) TATZ

die Voraussetzungen des Satzes von Newton-Kantorowitsch in der von
Ortega [ 23] bewiesenen Form erfiillt sind.

Damit gilt der

Satz 2.1.9 .
Sei A eine reelle Blockmatrix mit &§>0 , die die Voraussetzungen
(2.1.42) erfiillt. Dann sind die Newton-Iterierten X(¥) (s.(2.1.37))

wohldefiniert, konvergieren quadratisch gegen die in {(X1IXI<t™y

eindeutige LOsung X von Crs(X)==O , mit

2
* § 3
t° = YRS SO T 2 ic I =

13
6 b

~o

O
a
0

und es gilt:

(2.1.43) 1,0 < 32 0¢ 01, k=0 .

S rs

Bemerkung 2.1.10
Der Operator K(X) 1ist positiv definit; deshalb wird das in der

Kugel IXI <t* eindeutige lokale Minimum von f auf der L&sung X
angenommen. Dieses Minimum ist dadurch charakterisiert, dal es,
falls mehrere lokale Minima existieren, dasjenige ist, flir das IXI

minimal wird. Weiterhin sei bemerkt, daB t* -« fiir S(A) -0

Nach diesen Vorbereitungen konnen zu Satz 2.1.8 dquivalente Aus-

sagen auch fur die Wahl von

(2.1.44) X, := X

als Transformationsparameter gezeigt werden.



Sagtz 2.1.11
Sei A eine reelle Blockmatrix mit &§ >0, und

8<:min{eo,€2,e3} s
1 52
S(P) szll/.\ll e , IC(H! < 6T s

A =T (r,s)5%,) AT((r,s) 5 X))

Dann gilt
(2.1.45) e =0,
' 1c 12
(2.1.46)  JA]? - JAYR 2 —
417l

Beweis: Wir bemerken zuerst, dafl die Voraussetzungen aller bis-
herigen Lemmata und S#dtze in den obigen Voraussetzungen enthalten
sind, und damit alle bisher erzielten Resultate angewendet werden

konnen.

Die Aussage (2.1.45) ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 2.1.9.
Weiter gilt (s.(2.1.24) und Satz 2.1.9):

64 1 13 *
"XZH <= “Crs“ sz <5 < t s
38
und es folgt wegen der Eindeutigkeit des Minimums von f in IXI < t*
die Behauptung (2.1.46) aus Satz 2.1.8. Damit ist Satz 2.1.11 be-
wiesen. A

Fiir den Konvergenzbeweis in § 3.2 werden noch die beiden folgenden
Abschitzungen fir die Anderung des Pivot-Blocks sowie des auBerblock-
diagonalen Teils einer Matrix durch eine T-Transformation mit dem

Parameter X2 bzw. X3 bendtigt.

Lemmag 2.1.12
Die Voraussetzungen von Satz 2.1.11 seien erfillt.

Mit A= TTH((r,s)5X) AT ((7h8)5X))  ve(2,3)

gilt:



(2.1.47) Al =A_+F
(2.1.48) AlT = A+ % F,
mit
(2.1.49) IFl < K S(A) , ve{2,3} ’
R, := 28/2‘ A, R, - 64;/-6_ Nk
/3 8 8
Weiter gilt:
(2.1.50) [|A;;|| < 17(/2_+ K,) SCA)-

Beweis: Es gilt fir ve{2,3} (s.(2.1.3)):

sr sYr ’

1 - - =
A A__+A__X - XA XA X =A__+F ,

rs rs ss vVisrv rs

mit

A

IFll < /E'HAHHXVH R

wegen HXvH <1 und der Ungleichung von Cauchy-Schwarz.

Daraus folgt flir v=2:

IFIl < /3'1—2—8—‘/—2:1/\"2 sthy
362

wegen IX I < 223 Ic__I und IC__I < 71.2. S(C(A) < 23 IIAIIS(A)32
u

nach (2.1.31).” Ebenso folgt (2.1.49) fiir v =3 aus HXBH s—EMCrs
Damit ist (2.1.47) gezeigt. Die Gleichung (2.1.48) folgt 8
aus
A _AIT
U =__r§__-.-5£ =A_ +F
rs 2 rs Z

SchlieBlich folgt daraus (2.1.50) wegen VA7 I < % /z S(A)

Damit ist Lemma 2.1.12 bewiesen.



Lemmg 2,1.13
Gilt zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 2.1.17:

(2.1.51) S(N) < %"A"€;-1 , VvE{2,3)
mit

e .= & a =134 .7
= » 3, T g 0 %3 i7 7

v-1 > o7 2y1/2
4HAH(av+2KV+KV )

so gilt mit /V wie in Lemma 2.1.12:

(2.1.52) S(A) < S
Beweis: Es ist (s.(2.1.3)):
S2(p") - SP(M) < (uAirn2uxVu2 £ 20A, TIA,_TIX I

i*r,s

+TA 120X 12 + 20A J00A L UEX u)
s Vv ri sl AY]

HIAL 12 - A 12,
S2(A") =< SZ(A)(1+uxvu-+nxvn2 + zﬁv.+§v2) ,
S(A) =S (a, + 28, + R HY? < &= :
wegen HX2H < % , HX3H < % und Voraussetzung (2.1.51).

Damit ist Lemma 2.1.12 bewlesen.

Hiermit schliefen wir die Untersuchung der elementaren Johnsen-
Veselit-Voevodin-Matrix ab, und kommen zur Paardekooper-Jacobi-
Matrix. Da sowohl bei dem Beweis der asymptotisch quadratischen
Konvergenz (s. § 3.2) , wie auch in den Verfahren zur praktischen
Berechnung (s.Kapitel 4),einer Transformation der Matrix A mit
einer Paardekooper-Jacobi-Matrix stets eine T-Transformation zur
Normreduzierung vorausgeht, wird, aus Griinden der Konsistenz, die
Eingangsmatrix flir eine Paardekooper- ebenso wie fiir eine House-
holder-Transformation (s.§2.2 wund § 2.3) mit A' , die Ausgangs-

matrix mit A" bezeichnet.
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2.2 DIE ELEMENTARE PAARDEKOOPER-JACOBI-MATRIX

Die elementare Paardekooper-Jacobi-Matrix ([26],[10]) dient zum

Annullieren eines auBerdiagonalen 2x2-Blocks einer schiefsymme—

trischen Matrix. Wir verwenden 51e, um den Pivotblock A' des

schiefsymmetrischen Teils A von A zu annullieren (vergl Kap.3
und 4). Im folgenden beschreiben wir die Annullierung eines 2x2-
Blocks A;; , T<r<ss<p. Sei

(2.2.1) AT = , A'T = , A = ,
rr -0 O rs Wy ss -8 O

und bezeichne (J(1,m;¢) die Matrix zur Jacobi-Rotation in der (1,m)-

Ebene mit den nichttrivialen Elementen Ol sin @ =1 -0 1 >
011 =0 . = COSO® (s.[16],[291,[14]).
Der Pivotblock A'_ wird annulliert durch vier nacheinander ausge-

filhrte Jacobi- Rotatlonen auf A Das Produkt aus diesen vier Jacobi-
Rotationsmatrizen, von Paardekooper [26] "Jacobi annihilator'" ge-
nannt, nennen wir elementare Paardekooper-Jacobi-Matrix zum Annullie-
ren des Blocks A;; , und bezeichnen sie mit [ (k ; @1,¢2,¢3,¢4),

wobei k= (r,s) der Pivotindex und @, bis @, die Rotations-

1
winkel sind:

(2.2.2) Ulk s 0 v0,005,0,) :=0,0,0,0, ,
01 0(2r—1,25—1;w1), 0, := 0(2r,2s;09,)

03 0(21‘—1,25;(93) ’ 04 0(21‘,25-1;(04)

1l
Il

Die Rotationswinkel @ i=1(1)4 werden durch die folgenden Glei-

chungen bestimmt:

aw - Bv
2
o

(2.2.3) tan 2 o

y

|1}
oo
I
INE
VAN
8
IA
INE

2 >
- 82 4 v? - w?

vV Ccos ¢, - B sin @,

- acos o +wsing, @ Cos @ +Wsing, 0

(2.2.4) tan o, = "Tt/2<(D2ST[/2,

W COS (pl - asin @,

\ B Bcosq>1+vsincp1 ' BCOS(D1+V51n(p14:O
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m

dabei setzt man ® =75, falls beide Nenner in (2.2.4) ver-

schwinden und mindestens ein Zihler nicht,

zweiten Fall gilt ungefdhr v=w=0=a=8,

sonst

©. =0. In dem

2

und man kann auch

¢1=() widhlen . Die Winkel ?, undcp2 sind so gewdhlt, daB nach den
beiden Rotationen die AuBerdiagonalelemente von A;; verschwinden.

Wir haben also mit

1

1 - A ’

A
A,y = 007A0, » k= 1(1)4
" _ (k)
A - AS ’ Ak = (Aij )

nach der zweiten Rotation:

0 Qg X
3 - -
(2.2.5) Aér) - , Aii’ _
-o. O 0
3
o, = cos o, (a cos @, +ws1n<p1)
B3 = COs @, (B cos @, +vsin cpl)

Die Winkel @, und ?, werden so bestimmt, daB A;;

u3y-+83x
(2.2.6) tan 2 @_ = 2 s
3 2 2 2 2
a3— B3+-x -y

X COS @4 + B3 sin @

3

?

0

y

- sin_cp2

- sin ®,

a, CoOs ©

3 +ysino

3 3

(2.2.7)  tan @, =

y cos @, - o, sin @,

— q ,
83 Cos @, - x sin e,

r QA

3

(v cos ®, - B sin cpl) ,

0 8
INED
Ss

_83 O

(wsin ®, - a sin cpl)

=0 gilt:

cos cp3+ysincp3#0

T n
7<%4=7 -

63 COS @, - X Sine, ¥ 0

Fiir (2.2.7) gilt das zu (2.2.4) gesagte entsprechend. Paardekooper

[26] hat gezeigt, dald
(2.2.8) s2(A"T) = SP(A) -2rAll 02

gilt.



Eine Transformation

(2.2.9) AT = UtAU

nennen wir U-Transformation.

gilt mit «x = (r,s):
PA" 12 4+ 1A" 12
ri Sl
(2.2.10)
TAY 12 + 1A" 12
i of 1S

Daraus folgt wegen A", = A!
ij i

(2.2.11) s (A" - s*(A)
Weiter gilt

(X} UT AV

ri rr ri

" - UT ' +

si rs ri
(2.2.12)

1" - 1 +

ir ir rr

"' = A' +

is ir rs
und

" = UT '

rr Yr rr rr

" = UT L
(2.2.13) rs rr rr rs

At = Ut AU
sr rs rr rr
AN - UT '
ss rs rr rs

wobei analog zu (2.0.3) mit

42

Wegen der Orthogonalitdt von [

FA" 12 & 1A 12
ri S

, 1%7T,S

2 2

FAY 12 + BAY |
ir is

;0 (dadin(r,sy = ¢

TA" 12 & BA™ 12 - 1A' 12 —gAr 12
rs sY rs sSr
Ut A
sr si
i*r,s
' ’ ’ ’
uT A,
SS S1
1]
is sr
' s 1+71,S
is "ss
+UT A? +U0T A U +UT A s
SY sSsr rr YY ¥Ys Sr SY S8S Sr
LUt A £t A LT A ,
SYr SY Ys YY ¥Ys SS SYr SS ss
T T T
+U° A' U +U° A' U +U° A s
S8 8Y rr ¥s s Ssr SS 8S SIr¥r
+uT A LT A LT oA ’
SS S8SY rs rs rs sS8S 8SS SS s8
S, := sin o, C, := COS @, i=1(1)4
3 ) 5 Cy g0 3 (1M
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!
173 174 1 “174 173
- f
Urr Urs ~ $,8, C,Cy : €,8, $,C,
(2.2.14) T Urs - ——; ; ] :C—S~ " E E ) :S—g‘ i
U U 173 141 T17a4 173
sr SS '
—C,S,  ~C,s, '-5254 c,Cq
|

gesetzt wird. Fir die Pivotbldcke des Kommutators von A : C R

C

=CY und C
sSY A\ SS

rr
gelten ebenso wie fir die Blocke des Kommu-

rs

tators von A__: C__,C__ = CT wund C__ die Gleichungen (2.2.13)
rs rr rs sY sSs

entsprechend.

Die Rotationswinkel (2.2.3 ...

7) kénnen nach Hari

4y, (2.2.6 ...

[ 10] folgendermaBen abgeschidtzt werden:

Satz 2.2.1

Sei A'_ eine schiefsymmetrische Matrix, die die Bedingungen
(2.2.15) 38:= min{|v; -v_[11<1<m<p}>0 ,

wobei iivl ,vl:>O , 1 =1(1)p die Eigenwerte *) von A'_ sind und
(2.2.16) S(A") s—‘/2-2:§

erfiillt. Sei U((r,s);@i,wz.w3,w4)

die elementare Paardekooper-

Jacobi-Matrix (2.2.2) zum Annullieren von A;; .

Dann gentigen die Winkel

O, 0,0, und ?, den Ungleichungen

4 , , TAZI?
(2.2.17) sin“g, < a® —==— ,
j 52
j=1
und
<
§ Vv2-+w2 y J=1
b
s Vv2-+w2 y J =2 s
(2.2.18)  Isino,l = c
§¥x% +y? , §=3
b
s VXz-ryz , j=4
%) Vergl.FuBnote S.3
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mit

o

(2.2.19) a = 1.1336 , b = 1.004 , ¢ =

e

Um diesen Satz anwenden zu kodnnen, miissen wir aus & (s.(1.1.27))
eine Abschidtzung fir & gewinnen. Das geschieht in dem folgenden

Lemma 2.2.2 .

Sei A' eine reelle Blockmatrix mit § >0 wund

SAAY < 15
(2.2.20) i
MAY < %
Dann gilt
(2.2.21) § > {% 5" ,

und der Abstand der Spektren i-iu'j " >0 der Diagonalbldcke A;;
des schiefsymmetrischen Teils A - von A' ist nach unten beschrinkt

durch 4 6~ . Weiter gilt s >£67 , i=1(p

Beweis: Die Matrix A' 148t sich schreiben als Summe ihres symme-

trischen und schiefsymmetrischen Teils :

A=A AT
Sei N eine normale Matrix mit denselben Eigenwerten Ay o i=1(1)n,
wie A' , gemdB Satz 1.1.18. Diese 14t sich analog zerlegen in

N=N +N ,

wobei nach Satz 1.1.13 N° die Eigenwerte Re A, und N~ die Eigen-
werte Inlki, i=1(1)n hat. Fir j=1(1)p habe de? Diagonalblock
A;E d%? Eigenwerte iiuj Uy >0 . Die Matrizen A  , N  und
diag(Ajj) sind nach Konstruktion schiefsymmetrisch, so dafl der

Satz von Wielandt-Hoffmann fiir schiefsymmetrische Matrizen [ 10],

[ 15] auf die Paare (A", N ) wund (A'", diag(Agg)) anwendbar ist,
und es folgt, da A' wegen & >0 nur konjugiert komplexe Eigen-
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werte hat, mit Satz 1.1.18 und JA™| < |A] :

2 ; v, - Imj. |2
J J

j=1

IA

AT -N)?
[A" -Np? < 2% A)

A

und

2> oyl < AT s 1
= SZ(Ah') < s2(A)

flir eine geeignete Ordnung der v, und X, , da die Ordnung der
Diagonalblocke A;; durch die Matrix K_ vorgegeben 1st.

Aus der ersten Ungleichung folgt fir i#j:

27" -2
v, -Ima, 12+ v, —Im>\.|2 < 8 (ALLfs L)
t ' ) J 2 24162
und damit wegen der Ungleichung von Cauchy-Schwarz:
v, =v,l 2 [ImA, ~ImA,| - (Jlv, =ImX,| + v, -Im X.|)
i 3 i J 1 1 J J

- s _ 15 .-
8 - V2 e = 8

v

womit der erste Teil der Behauptung bewiesen ist.

Faft man beide Ungleichungen zusammen, so erhdlt man

IA

-\2
2 2.p' 20p S
Caan S -yt s @) 2@ < G
3=1
also fir 1+#j:

V28" 8
lui -Im xil + luj - Im Ajl S o= o

Damit ergibt sich fiir den Abstand der Spektren der Diagonalbldcke

des schiefsymmetrischen Teils von A':
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v

[, = u, | lIm.Xi-Inlle - (lui-—Inlkil-Fluj - Im.kjl)

s _ 7
6—"§—_—8"(S .

\

Aus (2.2.22) folgt u,z1Im, -8 /128 > % s, i = 1(Mp.
Damit ist Lemma 2.2.2 bewiesen.

Lemma 2.2.3
Sei A eine reelle Blockmatrix mit § >0, (r,s) fest und

e < min{e_,e e, ey ) » VELZ,3} ,
S(A) < gIAle
62
(2.2.23) e < g5 ,
o
A(A) ES T—G ’

A= T(ras)X )7 A TEr,s)sx,) X

wobei T die elementare T-Matrix (2.7.71) mit Xv aus (2.1.17)
bzw. (2.1.44) 1ist.

Dann gilt
(2.2.24) tu 1 <™ Sy g < p SAA)

rs rs g sr rs 5
mit

(v) _ a 4

brs = -2' (/2-+K\))
und
a a

(2.2.25) HUrSH <=5 HUer < =

*) Dieses ist eine Generalvoraussetzung flir diesen Paragraphen,
auf die im folgenden verwiesen wird. Die Wahl VE{2,3} ist so zu
verstehen, daB stets V=2 oder Vv=3 zu setzen ist, je nachdem
die normreduzierende T-Transformation mit dem Parameter X_ oder X
durchgefihrt wird.
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Bewezs: Mit (2.2.23) sind die Voraussetzungen der Lemmata 2.1.12
und 2.1.13 erfiillt, so daB auch Lemma 2.2.2 angewendet werden kann,

da wegen der Abnahme der Euklidischen Norm unter einer T-Transfor-

mation: A(A') = A(A) gilt. Wegen

(2.2.26) S(A) < $: <

| on

EN
<—2—6

’

nach Lemma 2.2.2, sind die Voraussetzungen von Satz 2.2.1 erfiillt,

und es folgt:

2 2 2 2 2 2 "A;;HZ
(2.2.27) “Urs“ < 51 + 52 + 53 + 54 < a __.é:_z._.. ,
a ~
v 1 < 7F (v2+ K) S(A)

wegen Lemma 2.1.12. Damit ist (2.2.24) gezeigt, denn fiir HUer
gilt das oben gesagte analog. Weiter erhidlt man aus (2.2.27) mit

(2.2.26):

2 2
2 a 2 p" a
ly__1° < . ST(A) = %5 »

~

und daraus folgt (2.2.25), womit Lemma 2.2.3 bewiesen ist.

PN
Die Auflerdiagonalbldcke von Urs sind damit abgeschédtzt. Es
bleiben die Diagonalblécke abzuschidtzen. Dazu zerlegen wir u_,

und USs auf zwei Arten:

(2.2.28) u =ud 4y ,
rr rr rxr
mit
. c1c3 0 . 0 -5154
Urr = ’ Urr =
0 €3¢, "S53, 0
U analog ,
und
1 ]
(2.2.29) Urr = I+Urr s
' c1c3 -1 -5154
Urr ) -s_.5S c.,c, -1 ’
273 24
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Lemma 2.2.4
Sei A eine reelle Blockmatrix mit & >0 , die die Voraus-

setzungen (2.2.23) erfillt. Dann gilt

d a
(2.2.30) g <1, 1030 £ 0.0106
a a
(2.2.31) el e =1, WUt 1 < o0.0148
(2.2.32) IU_0<1.4249 , 1U_ 1 < 1.4201
rxr SSs
2
(2.2.33) U2 1 < 0.1322 (VT+8 )2 A
rr Vv 6~2
2
(2.2.34) 102 1 < 0.1848 (/74K )2 SA)
ss V '6"2

Die Behauptungen folgen durch einfache Rechnung aus Satz 2.2.1,
unter Beachtung von S(A) < % (s.(2.2.26)) und HA;;H < %(%5+ Kv)S(A)
(s.Lemma 2.1.12).

Nachdem die Darstellung (2.2.28) abgeschitzt ist, kommen wir nun

zu einer Abschdtzung der Darstellung (2.2.29).

Lemmag 2.2.96
Sei A eine reelle Blockmatrix mit & >0 , die die Voraussetzungen
(2.2.23) erfullt. Dann gilt:

(2.2.35) g I < 0.0259 , lu' 1l < 0.0279

rr SS
und

2 2

(2.2.36) gt 1« p™ S g g o ptm SSA)

rr r 52 sSs s g
mit

(v) ._ & 52 (v) ~ |2

b = 0.1871 (/2 + K)° , b, := 0.2947 (/El-Kv)

v o

Beweis: Mit S(A') < erhdlt man aus Satz 2.2.1 fir je€{1,3}:

IA

. ' - C
(2.2.37) [51n(% l HArSH < < 0.0745

5/2 ’

<
§

und analog fiir je€{2,4} :
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. b
(2.2.38) [sin @ | < T < 0.142

Daraus folgen mit cost% = v1 -Sin2q5 die Abschidtzungen (2.2.35).

Durch Taylorentwicklung von \h -x um O erhidlt man wegen
Isj|=lsin<% ' <1 , 3=1(1)4:

A

2

> s’
COS ¢, = C, = J‘I— s, =2 1-
. . J Z;h - 52 ’
J
und daraus flir j € {1,3} mit (2.2.37):
2 —
coSs mj > 1 Kisj , K, := 0.5015.
Entsprechend erhdlt man fir j € {2,4} mit (2.2.38):
2 .
cos mj 2 1-—K25j , K, = 0.5052.
Fir die Diagonalelemente von U;r folgt damit:
. 2 2
(1-—K151)(1-K153)
12

5 HA;S
_1—K1C -—ENT—

—
[\
@]
O
]

\

2
1-0.0348 (vZ+K)> S A

5~2

I\

dabei wurde zuerst Satz 2.2.1 und dann Lemma 2.1.12 angewendet.

Entsprechend ergibt sich:

2
- > 2 ST (A)
c,c, 2 1-0.1274 (/EW-Kv) ¥

—
[\
vV

Damit ist zusammen mit Lemma 2.2.4:

s* (M)

"Urr" < IIUrrII + (0.0348° +0.1274%) (/'2_+KV) 5

’

2
10" 1 < 0.1871 (/3+K )2 SR .
rr V 52

Der zweite Teil von (2.2.36) folgt analog, womit das Lemma 2.2.6

A

bewiesen ist.
Hiermit sind alle Hilfsmittel, die in § 3.2 zum Beweis der quadra-

tischen Konvergenz bendtigt werden, bereitgestellt.
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2.3 DIE ELEMENTARE VESELIC-HOUSEHOLDER-MATRIX

Die elementare Veselit¢-Householder-Matrix (@ zum Annullieren eines
Pivotblocks A;z des sXmmetrischen Teils A'+ bzw. des schief-
symmetrischen Teils fJ = von A' ist definiert durch (vergl.(2.0.2),
(2.0.3)):

A
(2.3.1) Q. = Q9
Q = (I-2ww") , whw = 1 , we R*
Q3 = (I—2VVT)®(1) s viv = 1, v e R3 ,
ﬁpbei Q&Aynd Q4 Householder-Matrizen sind. Sind die Eigenwerte von
A:S bzw. A;S bekannt (sie kOnnen nach den Verfahren aus § 1.2 be-

A
rechnet werden), so kann man die orthogonale Matrix Qrs durch QL-

Zerlegung bestimmen (vergl. [37],[1 1,[41]).

Betrachten wir zunédchst den symmetrischen Fall; hier gibt es keine

Probleme, da alle Eigenwerte reell sind.

A
.= + :
1.) A Ars habe getrennte Eigenwerte A <A, <A, <},
Wir setzen
(2.3.2) B := (A-—AkI)(A-klI) k,1 nach Abschnitt 1.2.5 ,
B':= BH =(bij) , H Permutationsmatrix,

so dafl die letzten beiden Spalten von B' die grdften in der eukli-
dischen Vektornorm sind. Berechnet man von B' die QL-Zerlegung

~
B' = QL , so gilt QFBQ = ) und mit Qrs = Q

0 B2
AH_'_
o+ /\T AY) +/\ rr
(2.3.3) Ars P QrsArsQrs = o A"t
sSSs
2.) A besitze einen doppelten Eigenwert t=2X_ =X\ s

Aj FT, j ¢{k,1} . Dann setzen wir

(2.3.4) B=A-1I |,

und verfahren weiter wie unter 1.)



3.) A besitze einen dreifachen Eigenwert =t = Ak==kl= Aj,
A ET i¢{(k,1,j} . Dann setzen wir auch (2.3.4); die
Matrix B hat Rang 1, zur QL-Zerlegung reicht eine

Householder-Matrix Q4 , und es gilt
/\ll +
(2.3.5) Ars = diag(T,T,T,xi)

4.) A Dbesitze einen vierfachen Eigenwert. Dann hat Ar;

die Gestalt (2.3.5) mit Xi==r und es ist nichts zu tun.

Damit ist der symmetrische Fall abgehandelt, und wir kommen zum

schiefsymmetrischen Fall. Hier gibt es nur zwei Mdglichkeiten:

/N1 . —
1.) A= Ars habe zwei verschiedene Eigenwertpaare Ay =, ¥ A

Wir setzen

3= X4 .

(2.3.6) B=A%+ A 01 = A2-+|x1|21 = A2

1M -zI .

B ist reell und symmetrisch, so daB weiter wie im symmetrischen

Fall unter 1.) verfahren werden kann.

2.) A habe ein doppeltes konjugiert komplexes Eigenwertpaar
Al = i2 = A3 = 14 . Bildet man hier B wie in (2.3.6), so hat
B den Rang O, und B 1ist die Nullmatrix. Mit dem obigen Ver-
fahren kann also keine Transformationsmatrix bestimmt werden;
hier ist ein Ersatzverfahren erforderlich. Dazu fithrt man nach
37 1,[1 1 auf der komplexen Matrix An-xll das GauB'sche
Eliminationsverfahren mit vollstindiger Pivotisierung durch,

und erhdlt die reelle Matrix

0 0 0 0
' 1 Tat
0 0 aj, ay, +a14lX1|
(2.3.7) B = 0 0 ajiay? 0 ’
0 0 Fa. . a' -a' Ir |



mit
aj, = (3, + 3,50/2
a0 = (85, T a3)/2
3;4 = (a34 + a12)/2 und
AT i) o 1a
Das obere (untere) Vorzeichen ist zu setzen, je nachdem 31,25, <0

(>0) ist (vergl. Abschnitt 1.2.4). Mit dieser Matrix B verfdhrt
man weiter wie im symmetrischen Fall unter 1.), und erhdlt durch
QL-Zerlegung eine Matrix Q , die ebenfalls die Form (2.3.3) erzeugt;

man bendtigt also auch hier nur reelle Arithmetik.

Damit ist die elementare Veseli&-Householder-Matrix (2.3.1) be-
stimmt. In [ 1 ] wurde damit ein Jacobi-&hnliches Verfahren fiir schief-
symmetrische und flir symmetrische Matrizen konstruiert und die globale und asymp-
totisch quadratische Konvergenz bei optimaler Pivotstrategie bewiesen.
Hier wird auf eine weitergehende theoretische Untersuchung dieser
Transformationsmatrix, wie sie in § 2.2 fir die Paardekooper-Jacobi-
Matrix durchgefihrt ist, verzichtet, da es den Rahmen der Arbeit
sprengen wiirde. Es lassen sich aber vermutlich zu Kapitel 3 analoge

Resultate mit derselben Technik erzielen (vergl. §4.2).

In Kapitel 4 wird mit diesen Matrizen ein Jacobi-dhnliches Verfahren

fiir allgemeine reelle Matrizen konstruiert und numerisch getestet.
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2.4 DIE ELEMENTARE EBERLEIN-JACOBI-MATRIX

Die elementare Eberlein-Jacobi-Matrix dient hier zur Normreduzie-
rung auf den Diagonalbldcken. Sie ist im Gegensatz zu den anderen
elementaren Matrizen, die her behandelt werden, nur in einem 2x2
Diagonalblock von der Einheitsmatrix verschieden, und besteht aus
dem Produkt ()-§ einer(orthogonalen) Jacobi-Rotation () und einer
nichtorthogonalen hyperbolischen Transformation § (s.[41,[ 71,

[ 81,[38]1). Die nichttrivialen Blécke von 0((1,m);wr) bzw.
S((l,m);wr), 1=2r-1, m=2r sind gegeben durch

cos @ -sin ®
r r
(2.4.1) 0 =
rr sin @ cos ® ’
Y r
mit
c,, -C
_o_ 1 mm *) o s
(2.4.2) tan.ZqE = 7 C R T <P, <7
Im
und
chwr shwr
(2.4.3) S = ’
rr
shwr chq;r
mit
(2.4.4) thy = ;m 5 ,
Y G+ 2(D° +EY)
n
_ 12 12 12 '2
G = E (ail T Aim T 4y fAng)
i+l ,m
D = 41 7 Fam 2 E = 4 T %m
Dabei ist
(2.4.5) A=0"A0 , CAY = (cf
(2.4.6) A" = STIA'S
gesetzt.

¥} Cyyscy se aus (1.1.5).
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Eberlein [ 4 ] hat fir die Transformation (2.4.5) mit (2.4.1)
und (2.4.2) gezeigt:
1 1]

(2.4.7) €17 % Sum

L

2 1 _ 2
(2.4.8) im sgn(clm) ‘[Clm + Z(Cll cmm)

0
I

Fir die Transformation (2.4.6) mit (2.4.3) und(2.4.4) hat
Eberlein [4 ] gezeigt:

1

(2.4.9) Ithyl < 5
c.2

(2.4.10) S S G
3 oupn2

Veselic [33 ] hat fiir die letztere Transformation gezeigt, daB fir

alle 1<i,js<n:

(2.4.11) Iai'j—aijl s‘fgmax{lcklll1sk<lsn}

gilt, und daraus folgt

LI

— 3 M
(2.4.12) lag) - al,l sfz-max{l Cpy! 11 sk<1sn}

Diese Ergebnisse werden in Kapitel 3 bendtigt. Damit ist die Dis-
kussion der elementaren Matrizen abgeschlossen, und wir kommen zu

den Konvergenzbeweisen flir ein Jacobi-dhnliches Verfahren.



