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In der Mathematik begegnet es mir nicht selten:
Ich habe das Resultat; ich weifl nur nicht,

auf welchem Wege ich es finden werde.

Carl Friedrich GauB

EINLEITUNG

Die vorliegende Arbeit beschédftigt sich mit der Konstruktion
Jacobi-&hnlicher Verfahren (s.Kap.2 und 4), sowie deren Kon-
vergenz (s.Kap.3) und numerischen Anwendbarkeit (s.Kap.4).
Jacobi-dhnliche Verfahren sind Verallgemeinerungen des klassischen
Jacobi-Verfahrens [16]. Dieses im Jahre 1846 von C.G.F.Jacobi
angegebene Verfahren zur Berechnung aller Eigenwerte und Eigen-
vektoren reeller symmetrischer Matrizen diagonalisiert die ge-
gebene Matrix mittels Jacobi-Rotationen (s.§2.4) in einem in-
finiten Prozess. Wegen des hohen Rechenaufwandes blieb das Verfahren
lange Zeit unpraktikabel, bis ihm tiber 100 Jahre nach der Ver-
0ffentlichung die elektronischen Rechenautomaten zu einer spédten

Renaissance verhalfen.

Dabei wurden die Pivotelemente zur Rotation, aus Griinden der Rechen-
zeitoptimierung, in zyklischer Folge (s.[29] und Kap.2) und nicht,
wie im klassischen Jacobi-Verfahren, der BetragsgroBe nac. (d.h.

mit optimaler Pivotstrategie) gewdhlt. Das war zwar numerisch er-
folgreich, verursachte aber Probleme beim Beweis der Konvergenz.

Die Konvergenz und ihre Geschwindigkeit wurde von Henrici ([14],
(1958)),Schdnhage ([30],(1961),[31]1(1964)) und Wilkinson ([40],
(1962)) untersucht, wobei Henrici [14] auch eine Verallgemeinerung

flir Hermitesche Matrizen angab.

Paardekooper ([26], (1971)) gab ein Jacobi-dhnliches Verfahren fir
schiefsymmetrische Matrizen an, bei dem mittels vier nacheinander
ausgefiithrten Jacobi-Rotationen ein Pivotblock *) annulliert wird
(s.§2.2, Kap.3, §4.1).

*) Ein Block ist hier eine 2X2-Untermatrix, vergl. (1.1.2).



Die Konvergenz dieses Verfahrens wurde von Hari ([10],[11],[12],
(1982)) untersucht.

Zur Konstruktion Jacobi-dhnlicher Verfahren fiir nicht normale
Matrizen werden Ahnlichkeitstransformationen bendtigt, die die
Euklidische Norm der Matrix reduzieren, da nach einem Satz von
I.Schur [32] (s.Satz 1.1.14) das Quadrat der Euklidischen Norm
nach unten beschridnkt ist durch die Summe der Betragsquadrate der
Eigenwerte und Gleichheit genau fiir normale Matrizen gilt.
Voevodin [39],(1966)) fihrte dazu Matrizen der Form é T
(s. §2.1), wdhrend Eberlein und Boothroyd ([6],(1968)) ein Jacobi-
dhnliches Verfahren fiir reelle Matrizen konstruierten, welches mit

Scherungen (s. § 2.4) zur Normreduzierung und Jacobi-Rotationen zur

ein

Annullierung des Pivotelements des symmetrischen Teils der Matrix
arbeitet. Weiterhin gab Eberlein ([5],(1970)) ein Verfahren fiir

komplexe Matrizen an, das komplexe Scherungen zur Normreduzierung
und komplexe Rotationen zur wahlweisen Annullierung des Pivotele-
ments des hermiteschen- oder schiefhermiteschen Teils der Matrix

verwendet (vergl.auch §4.2).

Fliir das reelle Verfahren von Eberlein bewies Veseli€ ([33],(1976))
die Konvergenz fiir eine optimale Variante, Dollinger ([3],(1981))

flir eine quasizyklische Variante und Hari ([9],(1982)) fir das
originale zyklische Verfahren. Fiir das komplexe Verfahren von
Eberlein [5] ist das Problem der globalen Konvergenz noch offen.
Trotzdem gilt dieses Verfahren als eines der zuverldssigsten zur
Berechnung aller Eigenwerte. Allgemein ist die Entwicklung numerisch
erfolgreicher Verfahren erheblich weiter als der Beweis deren Konver-
genz. So werden alle hier zitierten Verfahren erfolgreich mit zykli--
scher Pivotstrategie verwendet, obwohl fiir viele Verfahren (noch)
kein entsprechender Konvergenzbeweis existiert. Wir leisten hier
einen Beitrag in beiden Richtungen; fiir ein Verfahren fiihren wir
einen Konvergenzbeweis, und wir konstruieren ein neues Verfahren, das

auf einer groBeren Klasse von Matrizen erfolgreich arbeitet.



- ITII -

Die Konvergenzgeschwindigkeit herkdémmlicher reeller Jacobi-
dhnlicher Verfahren, wie des Verfahrens von Eberlein und ver-
wandter Verfahren, ist beim Auftreten komplexer Eigenwerte lang-

sam (nicht asymptotisch quadratisch), was darin begriindet liegt,

daf}
1/2
() =(Z |aijI2)

i#7
nicht klein wird, wie es bei ausschlieflich reellen, nicht defek-
tiven Eigenwerten der Fall ist. Reelle Matrizen mit komplexen Eigen-
werten spielen aber in der Technik eine bedeutende Rolle. Komplexe
Jacobi-dhnliche Verfahren, die auch bei komplexen Eigenwerten asymp-
totisch quadratische Konvergenz erméglichen, haben gegeniiber den
reellen Verfahren den Nachteil des doppelten Speicherplatzbedarfs
und 2- bis 11-fachen Aufwands der arithmetischen Operationen.
Johnsen ([17],(1978)) und Veseli& ([34]1,[38]1,(1979)) fiihrten reelle
Jacobi-dhnliche Blockverfahren ein, deren Konvergenzeigenschaften
mit komplexen Verfahren vergleichbar sind (s.[38]). In der vorlie-

genden Arbeit beschdftigen wir uns mit solchen Verfahren.

In Kap. 2 beweisen wir Eigenschaften der von Johnsen [17] und
Veselit [34] verallgemeinerten Voevodin-Matrix (s. §2.1) und der
Paardekooper-Jacobi-Matrix (s. §2.2,[26],[10]), mit deren Hilfe in
Kap. 3 Konvergenzbeweise fiir Varianten des in [38] angegebenen Ver-
fahrens, welches die o.a. Matrizen benutzt, gefiihrt werden. Fir ein
Jacobi-dhnliches Verfahren, das mit optimaler Pivotstrategie,
Paardekooper-Jacobi-Matrizen und Scherungen arbeitet, hat Hari [7]
die globale Konvergenz bewiesen. Analog zu diesem Resultat 1dft
sich auch die globale Konvergenz unseres Verfahrens bei optimaler

Pivotstrategie beweisen (s. § 3.1).

In § 3.2 wird fir unser Verfahren die asymptotisch quadratische Kon-
vergenz bei zeilenzyklischer Pivotstrategie gezeigt. Der erste Teil

des Beweises (s.Abschn. 3.2.3) kann in Anlehnung an einen Beweis von
Ruhe [28] gefiihrt werden. Der Beweis erhdlt hier eine neue Qualitit,

weil bei Blockverfahren mit

S(M) =<Z Ia, 2>1/2

1%



anstelle von <T(A) gearbeitet wird und eine zusdtzliche Behandlung
der Diagonalbldcke Aii erforderlich ist (s. Abschnitte 3.2.2 und
3.2.4).

Die durch dieses Verfahren erzeugte Matrixfolge konvergiert nur dann
gegen Blockdiagonalgestalt, wenn die Imagindrteile der Eigenwerte ge-
trennt sind. Soll ein Verfahren fir alle Matrizen Konvergenz gegen
Blockdiagonalgestalt erzeugen, so ist auch der symmetrische Teil zu
diagonalisieren (vergl.[5]).Dazu beschreiben wir in § 2.3 eine ortho-
gonale Matrix, die bei Verwendung in Ahnlichkeitstransformationen die
wahlweise Annullierung des symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen Teils
einer Matrix gestattet. Zur Konstruktion dieser Matrix miissen die Eigen-
werte des symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen Teils einer 4x4-Matrix
numerisch bekannt sein; ein stabiles Verfahren zu deren Berechnung wird

in § 1.2 angegeben.

In § 4.2 geben wir ein Jacobi-dhnliches Blockverfahren an, das mit
diesen und den verallgemeinerten Voevodin-Matrizen arbeitet und fir
alle reellen Matrizen Konvergenz gegen Blockdiagonalgestalt erzeugt.
Wir flihren fir dieses Verfahren keinen formalen Konvergenzbeweis,
deuten aber an, daB sich die asymptotisch quadratische Konvergenz

mit der in § 3.2 entwickelten Technik analog beweisen 1dft.

In § 4.3 haben wir numerische Resultate der o.a. Verfahren bei An-
wendung auf eine Reihe von Testmatrizen zusammengestellt, aus denen die
Vorziige und Grenzen der Verfahren zu erkennen sind. Alle entwickelten
Verfahren sind in ALGOL 60 formuliert und mit dem "Fast ALGOL Compiler
of Delft, Release of 1/2/1977" iibersetzt worden. Die numerischen Be-
rechnungen wurden auf der Rechenanlage IBM 3031/4MB unter OS/MVS des
Rechenzentrums der Fernuniversitdt -Gesamthochschule - Hagen durchge-

fihrt.

Das Ende eines Beweises wird in dieser Arbeit durch das Symbol A am
rechten Rand gekennzeichnet, und zur besseren Orientierung ist im An-
hang ein alphabetisches Verzeichnis der verwendeten Konstanten ange-

fihrt.
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1. GRUNDLAGEN

1.7 GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN UND SATZE

In diesem Abschnitt werden Bezeichnungen eingefiihrt, Definitionen
und Bemerkungen gegeben und Sidtze zitiert, die fiir die spidteren
Kapitel von grundlegender Bedeutung sind.

Wir gehen im Folgenden stets aus von einer reellen nxn-Matrix

(1.1.1) A= (a ) K,1=1(1)n , n=2p,p€EN

Matrizen mit ungerader Dimension kdnnen natiirlich auch behandelt
werden, wenn man z.B. eine Nullzeile und Nullspalte anfiigt (d.h.
einen Eigenwert '"Null'" hinzufiigt). Die Matrix (1.1.1) wird block-

geteilt in der Form

(1.1.2) A= (A, ))

ij’ i,3=1(1)p

b

wobei die Blodcke Ai' reelle 2x2 Matrizen sind. Wir schreiben
fiir Aij auch [A]ij . Matrizen dieser Form bezeichnen wir als

Blockmatrizgen.

Definition 1.1.1
Die Matrix A (1.1.2) hat BlockdZagonalgestalt, wenn

Aij =0, 1%]

gilt. Man schreibt dann abkiirzend
p
(1.1.3) A= diag(A; 4 Ay, seeey A =@ AL s

wobei @die direkte Summe bedeutet.



Definition 1.1.2
Der Kommutator der Matrix A wird definiert durch

(1.1.4) C(A) := A"A-AAT
wobei AT die Transponierte der Matrix A ist.

Bemerkung 1.1.3

Setzt man

(1.1.5) C = (Cij) i,5=1(p - k1) x,1=1(1)n 7 C(A)

wie in (1.1.1) , (1.1.2), so gilt fiir 1<r,s <p:

- S T _ T
(1.7.6) Crs - (AirAis AriAsi i
i=1

und damit Csr = Cfs , d.h. C(A) ist symmetrisch.

Definition 1.1.4
Eine Ahnlichkeitstransformation einer Matrix A 1ist eine Abbildung

(1.1.7) A-A :=RYAR ,

wobei R eine regulidre Matrix ist. Sie heiflt orthogonal, wenn R
)
orthogonal ist. Matrizen A, A , fiur die (1.1.7) gilt, heiBen dghnlich.

Definition 1.1.5
Mit I bezeichnen wir fir jede (quadratische) Dimension die

Einheitsmatrix

1 fir i=j
(1.1.8) I := (6,.) wo §,., :=
37 7 1] 0 fir i+ j

das Kronecker-Symbol bezeichnet.



Satz 1.1.6
Die Eigenwerte *) Ay , 1=1(1)n einer Matrix A sind invariant

unter Ahnlichkeitstransformationen.

Bemerkung 1.1.7
Auf dem Raum der quadratischen Matrizen (fester Dimension) wird

durch
(1.1.9) <A,B> := Spur(A™B) = Spur(AB™)
ein skalagres Produkt definiert.

Definition und Bemerkung 1.1.8

Durch
n 1/2
(1.1.10) 1Al := <A, A>1/? = E lay 17
i,5=1

wird eine Matrixnorm definiert.

HA[E heift die Fuklidische Norm der Matrix f .

Da im Folgenden weitgehend die Euklidische Norm verwendet wird,
lassen wir den Index weg und schreiben || A || ; ist eine andere
als die Euklidische Norm gemeint, so wird dieses jeweils deutlich

gemacht,

Eine weitere Matrixnorm, die hier zuweilen Verwendung findet, ist

die Spektralnorm

1/2
(1.1.11) A, = (spr(A™M)) ,
wobei
(1.1.12) spr(A) := max{|/x|]|3X+0, AX = AX}

den Spektralradius bezeichnet.

*) Unter der Gesamtheit aller Eigenwerte verstehen wir die Equi-
valenzklasse aller Permutationen des n-Tupels (A, ,A.,...,A ), in
dem die Nullstellen des charakteristischen Polyndms n

X(A) := det(A-)I)
(vgl.Def. 1.1.5) in der H&ufigkeit ihrer algebraischen Vielfachheit
auftreten. Der Begriff "Eigenwerte von A" ist stets in diesem Sinne
zu verstehen.



Die Spektralnorm ist interessant, weil die Ungleichungen

(1.1.13)  [ABIl = [IAll,, IBIl . ILABIl = [IAll Bl
gelten, die i.A. schirfer sind, als

(1.1.14)  [[ABIl < [IAIl Bl .

Satg 1.1.9

Die Euklidische Norm einer Matrix fA ist invariant unter ortho-

gonalen Ahnlichkeitstransformationen, d.h.

Uu® = 1= IIUTAUI = 1AL .

Definition 1.1.10
Eine reelle Matrix M ist in Murnaghan-Form, wenn sie sich als di-

rekte Summe von Matrizen der Form ()) fir jeden reellen Eigenwert'*h

und 2x2-Bldcken der Form
Re A Im A
-ImA Re )
fir jedes Paar konjugiert komplexer Eigenwerte*) (A,%) darstellen

14B8t. M heiBt Murnaghan-Form einer Matrix [ , wenn es eine re-

guldre Matrix R gibt, so dafB
_ -1
M=R "AR
in Murnaghan-Form ist.

Definition 1.1.11
Eine reelle (quadratische) Matrix A ist normal, wenn ihr Kommutator

verschwindet, d.h.
C(Ah) = A"A - AAT = 0

gilt.

¥) Vgl. FuBnote S.3



Satz 1,1.12
Eine reelle Matrix ist genau dann normal, wenn sie orthogonal

dhnlich einer Matrix in Murnaghan-Form ist ([25]1, S.9f).

Satz 1.1.13
Sei A eine normale reelle Matrix. Die Realteile der Eigenwerte

*)

von A sind die Eigenwerte des symmetrischen Teils

(1.1.15) AT = FCA+ATY = (AT S i)

von A ; die Imaginidrteile der Eigenwerte von [ sind die Eigenwerte

des schiefsymmetrischen Teils

(1.1.16) A = %(A—AT) = (A;j) i,j=1(1)p

von A .

Satz 1.1.14 (I.Schur)
Die Matrix [ habe die Eigenwerte *

' A . Dann gilt
n

n

(1.1.17) Z A 12 < [ANZ

i=1

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn A normal ist ([32]).

Definition 1.1.15
Fiir jede Matrix A wird die Abweichung von der Normalitdt A(A)zO

(Henrici-Mafl) definiert durch

Ga.18) AT = AT - Y ng?
i=1

)

wobei A, die Eigenwerte ¥ von A sind (vergl.[131) .

Satz 1.1.16
Zwischen der Abweichung von der Normalitdt A(A) wund dem Kommutator

C(A) gelten folgende Beziehungen:

3.n
(1.1.19) B2 (R < Vi el

*¥) Vergl. FuBnote 5.3



und

(1.1.20) [c Il = ZIIAll ACA)

Den Beweis von (1.1.19) findet man bei Henrici [13] , den von
(1.1.20) in [181] .

Sagtz 1.1.17
Flir jede Matrix A gilt

inf AT AT 0.

Tregulér

([221) .

Satz 1.1.18
Fiir jede reelle Matrix J\ existiert eine reelle normale Matrix |\

(gleicher Dimension), die dieselben Eigenwerte wie A hat, und fir

die
HA- NIl < oA

gilt ([251,S.14) .

Definition 1.1.19
Eine Folge

(Ak)ke]N zu A :=A &hnlicherMatrizen konvergiert gegen
Normalitdat, wenn es Ceine Folge (Nk)kEN' normaler Matrizen gibt,

die dieselben Eigenwerte *) wie A haben®, und fir die

lin [[A -N_ Il =0
k> k k
ist.

Sagtzg 1.1.20
Eine Folge (Ak)kE]N dhnlicher Matrizen konvergiert genau dann

gegen Normalitdt, wehn

lim A(A) = O
k>

gilt ([25], S.16), und das ist nach Satz 1.1.16 dquivalent mit

lim ||C =0
Lim 1 (A |

%) Vgl. FuBnote S.3



Definition 1.1.21
Fiir eine beliebige reelle Matrix A ist die Abweichung von der

Blockdiagonalgestalt definiert durch

1/2
(1.1.21) S =S := 1Ay 4112

i, j=1
i¥j

Bemerkung 1.1.22

Eine beliebige reelle Matrix A sei zerlegt in
P
(1.1.22) A=D+E , mitD=@Ajj
j=1
Dann gilt
(1.1.23) CAy =c +F, lIFI=<4lAlSA ,
(1.1.24) S(C(A)) < 4||All S(A) und

(1.1.28) llc gl s eIl L 5=1(p

Definition 1.1.23
Eine beliebige reelle Matrix A habe die Eigenwerte

*) A si=1(1)n

Wir definieren
(1.1.26) §=8(A) := min{lli-kjlli*j} ’

(1.1.27) §” = 8T(A) := min{|Ima, - ImA, |14 #3)

Lemma 1.1.24
Fir die L&sung der Operator-Gleichung

LX = C , mit LX = AX - XB ,

wobei X, A,B,C 2x2-Matrizen sind und A und B getrennte
Spektren (al,az) bzw. (81,82) haben, gilt

Il
min{loci—le [ i,5€{1,2}} ’

IXI < B, (y)

A(A) + A(B)

F - 2 3 4 =
s ) = Ty sy eyt eyn o,y min{To -8, TTi,3€(1,27}
([zol).

*¥)Vgl.FuBnote S.3.



1.2 CHARAKTERISTISCHES POLYNOM, NULLSTELLEN

In diesem Paragraphen werden das charakteristische Polynom einer
schiefsymmetrischen, sowie symmetrischen 4x4-Matrix aufgestellt
und Losungsverfahren fiir die Berechnung deren Nullstellen ange-
geben. Diese Algorithmen werden zur Berechnung der elementaren
Veseli¢-Householder-Matrix in § 2.3 bendtigt. Zur Bestimmung eines
Parameters der elementaren Johnson-Veselit-Voevodin-Matrix in § 2.1
ist ein Polynom vierten Grades zu minimieren; da dieses Problem auf
ein Nullstellenproblem fiihrt, wird es an dieser Stelle vorab be-

handelt.
1.2.1 Minima eines Polynoms vierten Grades
Gegeben sei ein reelles Polynom

(1.2.1) p(a)=a4oc4+a3a3+a2a2+a oc+a020 s o €R ,

1

a 3, 58,53, ,3, eR .
Damit gilt p(a) >~ ,a~>t«,0der p ist konstant. Gesucht sind die
Minimalstellen von p(a) . Sei p nicht konstant; dann sind die Mini-
malstellen die kleinste und die grdfte Nullstelle der Ableitung

' = 3 2
(1.2.2) p' (a) 4a4oc +3a3a +2a20¢+a1 .

Falls a4==0 , folgt wegen 7p(a) 20 auch a, =0, und man erhidlt

die einzige L&sung als eindeutige Nullstelle

!

o

von p' . Flur a, #0 sind die kleinste und gréBte Nullstelle o,
und o, des kubischen Polynoms (1.2.2) zu berechnen %) » was in
Abschnitt 1.2.3 behandelt wird. Wenn in diesem Fall zwel Minima

. . * % . . - s
existieren ) , 1st das tiefere der beiden zu widhlen:

a, falls p(u1)<<p(a2)

(1.2.4) o =

o n .
2 sonst

%) oy und uz k&nnen zusammenfallen

¥%¥) d.h. a, ¥a, und weder a, noch a, doppelt .



1.2.2 Nullstellen eines Polynoms vierten Grades

Vorgegeben sel ein reelles Polynom vierten Grades mit Leitkoeffi-

zient eines und nur reellen Nullstellen:

2-+dx-be .

(1.2.5) P4(x) = x? +bx3 4 cx
Um die Losungen des Problems
(1.2.6) P4(x) =0

zu gewinnen, macht man nach Ferrari den Ansatz ([2],S.45)

(1.2.7) 4P, (x) + (px+q)% = (2x>+bx+1)2

wobei p,q , r nochzu bestimmende (reelle) Konstanten sind. Ausmulti-

plizieren und Koeffizientenvergleich liefert die Bestimmungs-

gleichungen
p2 = 4t +b? - 4c ,
(1.2.8) pq = br-2d ,
q2 - 12 - de .

Daraus erhdlt man eine kubische Gleichung in r , die sogenannte

"Ferrari-Resolvente®
(1.2.9) r3 —crz-k(bd-—4e)r + 4ce-eb? -d%2 =0 ,

deren Wurzeln roo, ebenso wie p und q nach obiger Voraussetzung
tiber P4 reell sind (vergl.[1 1, S.11). Die numerische Berechnung
einer Wurzel T der Ferrari-Resolvente wird im nidchsten Abschnitt
behandelt; ist sie gefunden, so lassen sich p und q aus (1.2.8)
berechnen, und die Nullstellen X;, 1= 1(1)4 von P, ergeben sich mit

(1.2.7) zu
‘J(b+P)2 B} Tt
16 2

(1.2.10) ’

J(b—p)z _ T
16 2 '

»
—
[\

1l

1

o
A+

<+

+1



Da die Nullstellen Xy nach Voraussetzung reell sind, kann ein
negativer Radikand nur auf Rundungsfehlern basieren und ist durch
Null zu ersetzen. Ergibt sich weiterhin der Radikand als Differenz
zweier etwa gleicher Zahlen zu '"fast Null", so wilirde durch das Radi-
zieren die Genauigkeit halbiert; wir setzen deshalb statt x=+/y-2'

den Ausdruck ¥ y,z2 € R

13

0 falls y-z<10 "“|y+z]

y -z sonst.

Entsprechend erfolgt auch die Berechnung von p und q aus (1.2.8).
14

Falls 4r0-+b2 ~4c>10"1 oder ri-—4e > 10" , dann falls

(4 + b2 —4c)[r2-+4e| > (12 - 4e) |4r - b2+ 4c]
(o] (o] o] (o]

dann ‘[4ro-+b2 -4c , q := (bro-Zd)/p ,

o
I

sonst q := r? - de , p := (bro-Zd)/q .

(o]

sonst p := 0, q :=0
1.2.3 Nullstellen eines kubischen Polynoms

Vorgegeben sei ein reelles Polynom dritten Grades mit dem Leitkoeffi-
zenten eins, dessen Nullstellen zu bestimmen sind; d.h. es ist die

folgende kubische Gleichung zu 18sen:

(1.2.11) y3-+by2-+cy-+d =0 ;

die Ferrari-Resolvente (1.2.9) hat auch diese Form. Nach ([2],S.10 ff)

erhdlt man daraus mit x=3y+b die reduzierte Gleichung

(1.2.12) x3 = 3px+q ,
mit p==b2 -3¢ , q==9bc--2b3 - 27d . Eine Wurzel X ergibt sich zu
*) Alle hier auftretenden Schwellen beziehen sich auf die Maschinen-

genauigkeit Eo = 2_52 = 0.22 - 10—15 (vergl.Kap.4)



xo = %/ U + %['V" ,

(1.2.13)
1 2 1 2 3
U=5(q+vq-4p3) ’ V=5(q-‘/q—4p )
Die beiden anderen Wurzeln X ergeben sich als Wurzeln der

12
quadratischen Gleichung x2+-xox4-(xj-—3p)==0 zu @

3x2
o)

)

X
(1.2.14) X, = - ?? + 3p -
Damit sind die Wurzeln der reduzierten kubischen Gleichung (1.2.12)
und somit auch die von (1.2.11) bekannt. Es bleibt die Frage, wie

man die reellen Wurzeln - denn nur die sind fiir uns interessant -
unter ausschlieflicher Verwendung von reeller Arithmetik mit klein-
stem Aufwand berechnen kann. Einen ersten Hinweis liefert der folgende

Satz von Dorrie ([2],S.31).

Satz 1.2.1
Die kubische Gleichung (1.2.12) hat
drei verschiedene reelle Wurzeln,

*)

eine Doppelwurzel und eine weitere reelle Wurzel s
oder ein konjugiert komplexes Wurzelpaar und eine reelle Wurzel,

je nachdem die Diskriminante

(1.2.15) D= g% - 4p

w
AVZRR | VAN
ol oo

ist.

Bereits im Fall ausschliefflich reeller Wurzeln (D <O0) wird schon

in (1.2.13) komplexe Arithmetik erforderlich. Diese kann man zwar
durch Einfihrung von Polarkoordinaten umgehen, was jedoch die Berech-
nung eines Arcuscosinus und flir jede gesuchte Wurzel die eines wei-

teren Cosinus erfordert.

* , ,
) Die Wurzeln kd&énnen zusammenfallen, so daBR eine Dreifachwurzel
vorliegt.



Ist D>0, so erhdlt man die einzige reelle Wurzel aus (1.2.13)
durch Berechnung von 2 dritten Wurzeln. Sei nun D=0 ; 1ist weiter
q=0, so ist nach (1.2.15) auch p=0 und die reduzierte kubische
Gleichung hat die dreifache Wurzel x,=0 . Fir q#0 folgt aus

(1.2.15) p>0 und nach (1.2.13) ergibt sich die einfache reelle

Wurzel zu

(1.2.16) x, = 2 3‘/% = 2\/—; sgn q -

Bis auf den Fall mehrfacher Nullstellen sind numerisch aufwendige
mathematische Funktionen zu berechnen, die sowohl im Hinblick auf
numerische Stabilitdt als auch auf Rechenaufwand den Einsatz eines
Iterationsverfahrens sinnvoll erscheinen lassen, wenn geeignete
Startwerte zur Verfligung stehen. Solche lassen sich aus dem folgenden
EinschlieBungssatz flir die Wurzeln von (1.2.12) ([2], S.38 f)

gewinnen.

Satz 1.2.2
Ist der Koeffizient p positiv, so hat (1.2.12) bei negativer Dis-

kriminante p je eine Wurzel in den Intervallen
(_2\/—13-’_[13—) ’("/.I_)—: \/I_).);(‘/-IT,ZVP)

und bei positiver Diskriminante liegt die einzige reelle Wurzel fir

positives q 1im Intervall
(2 Vp , =)
fiir negatives q 1im Intervall
(-« ,=2Vp) .
Ist p negativ, so liegt die einzige reelle Wurzel zwischen O und

-q/(3p) .

Betrachtet man (1.2.12) als Polynom
(1.2.17) P(x) = x> - 3px-q ,
und bildet die Ableitung

(1.2.18) P'(x) = 3(x%-p) ,



so sieht man, da P nur fir p>0 relative Extrema hat, und diese

liegen bei £/ p. Fir p<O konvergiert also die durch das Newton-

Verfahren

P(x.)
(1.2.19) X,n+1 = xn—m;—)" 3 n=O,1,2, “ e
gebildete Folge fiir X, = - q/(3p) monoton und quadratisch gegen die
einzige Nullstelle von P . Fir p>0 und D>O0 konvergiert die ent-
sprechende Folge X sXys v fir X = 2Vp sgnq monoton und quadra-
tisch gegen die einzige Nullstelle von P . Fur D< O konvergiert die
entsprechende Folge fiir den Startwert X, = -2Vp (x0= 2V p ) monoton

und quadratisch gegen die kleinste (gréfite) der drei Nullstellen von P.

Ist nur eine Nullstelle gesucht, so wird diejenige Nullstelle am sta-
bilsten berechnet, die von den beiden anderen den gréfiten Abstand hat.
Das Polynom P (1.2.17) ist nach Addition von q eine ungerade Funk-

tion; diejenigen benachbarten Nullstellen von P haben also den grofR-
ten Abstand, deren zwischenliegendes Extremum den groBten Betrag hat.

Die Extrema liegen bei +*Vp, und es ist

P(-vP ) =2p3%-q |,
P(VP) = -2p°/%-q .

Fiir q>0 ist [P(-vP )I < IP(Vp)I| , also hat die Nullstelle
Xe€(VP, 2Vp ) den gréRten Abstand von den beiden anderen, und fiir
q<0 ist |[P(-VP)Il>IP( Vp)I|, und die Nullstelle X€ (-2 VP , - VD)
hat von den beiden anderen den gréfiten Abstand. Als Startwert fir
das Newton-Verfahren ist, sofern nur eine beliebige Nullstelle von

(1.2.12) gesucht ist, X = 2VPp -+ sgnq zu wihlen.

In Abbildung 1 ist der Programmablaufplan fiir den Algorithmus zur Be-
stimmung einer Wurzel der Ferrari-Resolvente (1.2.9) aufgefithrt. Da-

mit werden die in Abschnitt 1.2.5 angefihrten Ergebnisse erzielt.



nein

X, 1=2 o sgn g

Newton-Ver-
fahren

(1.2.19)bis
Ixn+1—xn 1<

<10—11Ix |
n+1

14

nein

x :=2Vp sgn q

L

O

wert
yo

y = (xo—b)/3

Ein Schritt des Newton-Ver-
fahrens mit dem Polynom
nach (1.2.11) und Start-

Abb.1

nein

§1O_13 ja
= 2\/5
[e) X -b
Y, := 5
! —Qg—b
Yoi= T3

ja

(X)) KI(P (—x

‘ Ende >

Berechnen einer Wurzel der Ferrari-Resolvente




1.2.4 Charakteristisches Polynom einer reellen schief-
symmetrischen 4x4 - Matrix

Eine schiefsymmetrische reelle 4x4-Matrix hat die allgemeine Form

12 %13 14

"3, 0 A,y Ay,

(1.2.20) A = a,, -a,, .,
T34 T34, O

mit dem charakteristischen Polynom

(1.2.21) P(A) = det(A-2I)
= 2% 5 22?4+ b2 s
_ .2 2 2 2
a a, v a3 +tal, +aj,+a, +ay, |,
b = + .

Zur LOsung der Gleichung

(1.2.22) P(A\) = O

2

substituiert man z = )" und erhdlt die LOsungen

(1.2.23) z =-g¢ 2 _p?

Die Wurzel ist stets reell und nicht gréBer als a/2, wodurch die
Ldsungen z,, stets negativ und die LOsungen von (1.2.22) A1='X2,

Ay =X, stets imagindr sind. Flir die betragskleineren Eigenwerte
steht in (1.2.23) das Pluszeichen,flir die betragsgroBeren das Minus-
zeichen. Ein doppeltes konjugiert komplexes Paar tritt als Ldsung

von (1.2.23) genau dann auf, wenn

(1.2.24) a® = (2b)?

ist, und das ist identisch mit genau einer der beiden folgenden



Bedingungen:
(1.2.25) 34 T T3y 0 By T 243 2 853 T Ty,
oder 834 T 15 0 33477313 5 853 T 84y

Die doppelten, konjugiert komplexen Eigenwerte ergeben sich

in diesem Fall zu

. 2 2 2
(1.2.26) A1234 =+ i \f;12-ra13-+a14
In der numerischen Praxis wird natiirlich keine oder beiden Bedin-
gungen (1.2.25) exakt erfillt sein, obwohl ein doppelter Eigenwert

im Rahmen der Rechengenauigkeit vorliegt. Wenn etwa die Diskriminante
2
_a” _ .2
D 7 b

kleiner als 10713 (2 4+ b?)

-t ist, so wird man von einem doppelten
Eigenwert sprechen. Den Eigenwert berechnet man aber nicht nach

(1.2.26) sondern aus

~

2127%34 ) (%13%%24) , (F147%23 falls
_ 2 2 2 "319834<0
(1.2.27) X =*1
1234 2 +a \2 /a -a \2 a +a_ \2 falls
12%234) +( 2137224 ) + [ 3147323 a _a. >0
L 1224 ———) * 128347

weil das arithmetische Mittel bei zuf#llig gestdrten Eingangsvaria-

+

blen eine bessere Niherung liefert.

1.2.5 Charakteristisches Polynom einer reellen
symmetrischen 4x4 - Matrix

Eine symmetrische reelle 4x4-Matrix hat die allgemeine Form

11 B2 15 24y
A A
120 %3 835 35y 1tz
(.2e28) A= 0 -
13 %23 33 244 T
A12 A
a a a a 22

14 24 34 44

mit dem charakteristischen Polynom



(1.2.29) P(X) det (A - \I)

4 3 2
A -+b3 A -rbzx -+blx-+bo ,

by =ay; +vay, +tagg+a,, ’

= + + + + +
2 aj,(a,, vagy+va,,) +a,,(a;;+a,,) +a.a,
2 2 2 2 2 42
12 13 14 23 24 34 ’

2

2
= - + - - + -—
b, (aj, vaz5)(a,,8,, -a,,) - (a,, +a,,)(8,,a;5-a0 )

2 2
+ + + +
(agy +a,,)a5, + (2, va,,)a,

2 2
+
(a5, *a33)27, 33 " 24473,
- + + +
2la (a8, va, 58,0 + ajs(a,a,,+a 8,01,

2 2
by = ay,lagy(a,a,, 3,,35,]

+{a + (a

2
a,,) T 8,533, - 3,8,

2 . 2 2 . 2
+ - + -
aj,(al, -ajja,,) +aj (ay, -a,,a,,)

2 . 2
+ —

aj, (@55 - a,,8,,)
+ + -
2layay38,,85, v 2,8, .(8,58,, - 3,,2a,,)

+ - + -
ay,814(@y,855 - a55a,,) +ayqa, (8,8, -a,.a,,)] .

) und die eckige
Klammer in b1 invariant unter Spektralverschiebungen *).

Bei den Koeffizienten sind die Quadrate in b

Haben mindestens drei Nullstellen von (1.2.29) einen relativ zu ih-
rem Betrag kleinen Abstand voneinander, so ist die Berechnung nach
Abs. 1.2.3 und Abs. 1.2.4 numerisch instabil.Besonders kritisch wird
die Berechnung, wenn alle vier Nullstellen relativ zu ihrem Betrag
dicht beieinander liegen. Die in [ 1 ] durchgefithrte Berechnung mit
direkten Formeln nach [ 2 ] liefert bei einer '"fast dreifachen' Null-
stelle z.T. nur 5 Dezimalstellen richtig, bei einer 'fast vierfachen"
sogar nur 2 Dezimalstellen, bei einer Mantissenldnge von 16 Dezimal-
stellen. Das hier in den vorigen Abschnitten vorgestellte Verfahren
liefert demgegeniiber zwar wesentlich bessere Ergebnisse, die aber

nicht voll befriedigen konnen.

*) Unter Spektralverschiebung (shift) einer Matrix mit 1Y verstehen
wir die Addition des u-fachen der Einheitsmatrix : A'=A+yl



*)

Spur der Matrix vor. Damit sind die Probleme bei '"fast vierfachen"

Wir nehmen deshalb zunichst eine Spektralverschiebung mit der
Nullstellen beseitigt, da der Betrag der Nullstellen von der glei-
chen GroéBenordnung wie deren Abstand ist. Lediglich beim Auftreten
einer ''fast dreifachen' Nullstelle ist nach der Berechnung eine
weitere Spektralverschiebung *) mit dem arithmetischen Mittel die-

ser Nullstellen mit auschlieBender erneuter Berechnung erforderlich.

Mit diesen Maflnahmen werden alle einfachen und doppelten Nullstellen
mit 14 Dezimalstellen genau berechnet, es sei denn, der Abstand von
Nullstellen ist kleiner als die Wurzel aus der Rechengenauigkeit;
dann ist der Fehler etwa um den Faktor 10 kleiner als der Abstand

der Nullstellen. Beim Auftreten einer dreifachen Nullstelle kann es
unter ungiinstigen Umstdnden passieren, dafl eine doppelte Nullstelle
und eine einfache berechnet werden, die um die Wurzel aus der Rechen-

genauigkeit voneinander entfernt sind.

Beim Auftreten von Nullstellen der Form #c und *d hat das Polynom
eine spezielle Gestalt und es kann einfacher gerechnet werden. Ist
in (1.2.29) b1 =b3 =0 und b2 <0 , so hat (1.2.29) die Form

(1.2.30) P(A) = 2% + b 2% + b ,

und das Nullstellenproblem P(A) = O 1lautet nach der Substitution

x2 = X:

2 _
(1.2.31) x° o+ b2 X +bo =0 |,

mit den L&sungen

b b2
- - 2 _ 2 _
(1.2.32) Xy = - 5 2 - b ,
>\1 = —\/Xz ' >\2 = "\/Xl ’
Ay o= VX Ay = VX

*) Siehe FuBnote S. 17



Da es sich bei P(X) wum das charakteristische Polynom einer sym-
metrischen Matrix handelt, die bekanntlich nur reelle Eigenwerte

hat, sind alle Wurzeln in (1.2.32) reell,und es gilt
(1.2.33) A, € AL £ AL < A

In Abb.Z und Abb.3 sind der globale Ablauf zur Berechnung der Nullstellen
des charakteristischen Polynoms einer reellen symmetrischen 4x4-
Matrix, sowie die Abfrage auf mehrfache Nullstellen und die Auswahl

der am dichtesten benachbarten Nullstellen, bzw. der Nullstellen,

die den Eigenwerten von A11 am ndhsten liegen in einem Programmab-

laufplan dargestellt (vergl.Kap.4).

Diese Form der Berechnung - Wurzel der Ferrari-Resolvente mit Hilfe
des Newton-Verfahrens und daraus die Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms mit expliziten Formeln - wird gewdhlt, weil so die
besten numerischen Resultate bei vertretbarem Aufwand erzielt werden
konnen. Bei der Ferrari-Resolvente bietet sich das Newton-Verfahren
an, weil geeignete Startwerte zur Verfligung stehen und der Rechen-
aufwand kleiner ist als bei den expliziten Formeln bei gleichzeitig
groBerer Genauigkeit, was flir die anschlieflende explizite Berechnung
der Nullstellen des charakteristischen Polynoms von groflier Wichtig-
keit ist. Eine Berechnung der Nullstellen des charakteristischen
Polynoms durch ein Iterationsverfahren stdft neben dem grdBeren
Rechenaufwand auf Schwierigkeiten, weil keine geeigneten Startwerte
bekannt sind und bei mehrfachen Nullstellen numerische Konvergenzpro-

leme nicht auszuschlieflen sind.



Tl := shift := (a11-+a22-+a33-+a44)/4

Wiederholung := false

€ := 0% ; A_ klein := S(Q)< 1072

319 T BqTTy P Bpp T 8ynTTyd 8gg 2F A557Ty Ay, T Ay,
Koeffizienten des charakteristischen Polynoms der geshifteten
Matrix berechnen

4 3 2
= v+
p(A) A +b3) b2>“ +b1>»+bo

I
Nullstellen Kl,kz,k3,l4 - b2 - b2 .
nach §1.2.2, § 1.2.3 2127 T 2 4 o
berechnen und sortieren, oy —
so daR Al =TV Z, ’KZ =V Zy
A SALSALSA
17772 3 4 k3 = \/zl',)\.4 = VZ2

L . i

Abb. 2 Berechnen der Nullstellen des charakteristischen Polynoms

einer symmetrischen 4x4-Matrix.
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2, ELEMENTARE MATRIZEN FOR JACOBI-AHNLICHE VERFAHREN

In diesem Kapitel werden elementare Matrizen behandelt, die bei
Verwendung in Jacobi-dhnlichen Verfahren fiir bestimmte Klassen von

Matrizen Konvergenz gegen Blockdiagonalgestalt ermdglichen.

Unter elementaren Matrizen verstehen wir Transformationsmatrizen R
die in der gleichen Form blockgeteilt sind wie A (1.71.2) und sich

nur in vier Bloécken, die durch die Pivotindices
(2.0.1) r,s , 1 <1 <s <p

bestimmt sind, von der Einheitsmatrix unterscheiden:

R= Rigdi gy -1p
(2.0.2)
R'j_:] = Idij ’ 1<1 N j <p s {i’j}n{r’s} =¢ )

Die vier noch freien Bldcke R__,R
rr rs

elementare Matrix. Es geniligt deshalb, die aus diesen vier Blécken

, R und R bestimmen die
sSr SS

gebildete Untermatrix

rr rs

(2.0.3) ’ﬁ 1=

rs

sr Ss

anzugeben, um eine elementare Matrix zu definieren.

Unter einem Jacobi-dhnlichen Verfahren verstehen wir eine Rechenvor-

schrift, die eine Folge von elementaren Matrizen

Rk _R(Kk;') ’ k'=1:23 LB ’

K = (ryssy) , T<y <s . <p

(2.0.4)

erzeugt, mit deren Hilfe ausgehend von einer Matrix Ao==A eine

Folge &hnlicher Matrizen

(2.0.5) A, = Rk‘lAk_le s,k o=1,2, ...

gebildet wird.

’



Man unterscheidet verschiedene Pivotstrategien flir die Wahl der

Folge (Kk)kEIN . Ist die Folge der Pivotpaare Ky zyklisch, d.h.
(2.0.6) k. =Kk, , keN
1
(2.0.7) P=ip(-1) :

so spricht man von allgemeiner zyklischer Pivotstrategie, wenn in
je P aufeinander folgenden Folgengliedern Ky jedes Element der

Menge
(2.0.8) {(rys)l 1T<r<s<p}

vorkommt.
Eine spezielle zyklische Pivotstrategie ist die zeZlenzyklische

Pivotstrategie, wo die Pivotfolge definiert ist durch:

(2.0.9) €, = (1,2)

(rk,sk+1) , falls rk<<p-1 » S, <P

K 1= (

k+1 10T

), falls rk<<p-1 s S =P .

I‘k+ k+2

(1,2) , falls rk==p—1 ) S, =P

Alle hier beschriebenen Verfahren benutzen diese Pivotstrategie.
Zeichnet man ein Element der Pivotfolge aus, so nennen wir je P
aufeinander folgende Folgenglieder, die mit diesem Pivotpaar be-

ginnen, einen Zyklus.



2.1 DIE ELEMENTARE JOHNSEN-VESELIC-VOEVODIN-MATRIX

2.1.1 Definition und normreduzierende Eigenschaften

N

Sei Trs von der Form

A I X

TS 0 I
(2.1.1)
T = T(X) = T(K3X) , k = (r,s) ’

so erhdlt man die elementare Johnsen-Veseli&-Voevodin-Matrix. Eine
Matrix dieser Form, jedoch mit I=1 und Xe€ R , wurde zuerst von
Voevodin [39] angegeben und in einem Jacobi-ihnlichen Verfahren zur
Normreduzierung benutzt. Johnsen [17] und Veseli& [34 ] fanden gleich-
zeitig und unabhidngig voneinander die Verallgemeinerung (2.1.71) und
benutzten sie zur Normreduzierung in Jacobi-dhnlichen Verfahren

(s. auch Veselit und Wenzel [38]). Eine ausfiihrliche Diskussion der
normreduzierenden Eigenschaften findet man bei VeseliC [34 ], wo

auch die elementaren Matrizen
(2.1.2) Z=172&;:Y) =T ;YD)
fir beliebige Blockteilung eingefithrt werden.

Betrachtet man die elementaren Matrizen T (bzw.7/) - im folgenden
kurz T - (Z-) Matrizen genannt - fiir einen festen Pivot « = (r,s),
so erhdlt man auf der Menge dieser Matrizen eine, fir die weiteren

Uberlegungen wichtige Struktur.

Bemerkung 2.1.1

Die Abbildung X & T(X) = T(k;X) 1ist fiir festes k ein injektiver
Gruppen-Homomorphismus von der abelschen Gruppe der 2x2-Matrizen be-
zliglich der Addition in die Gruppe der nxn-Matrizen beziiglich der
Multiplikation. Die elementaren T-Matrizen bilden deshalb bei festem

r und s eine vierparametrige, kommutative Untergruppe der nxn-

Matrizen bezliglich der Multiplikation, und es gilt



TX+Y) = TX) T , TO =1, Te-=x) =Tt

Die obige Bemerkung gilt ebenso wie alle weiteren Resultate die-
ses Abschnitts fiir die elementaren Z-Matrizen entsprechend. Eine
Ahnlichkeitstransformation mit einer elementaren T - (Z-) Matrix

nennen wir im Folgenden T-(Z-) Transformation.

' —-—
Nach einer T-Transformation A =T 1A'[ am Pivot k= (r,s) gilt:

1 = - s

Arj Arj XAsj , j#*s ,

A} = A, + A, X s i+r s
(2.1.3) is is ir

Al = A + A X - XA -XA X

rs rs rxr Ss sSr

Al = A,., sonst.

17 1]

Zur Erdrterung der normreduzierenden Eigenschaften der T-Transfor-

mation definieren wir

(2.1.4) £X) = TP ATEO )2 .

2<C ,x>+§ IA. xan,éE 1xXaA .12
rs ir sj

i#r j#*s
+ PA._X-XA P =2<A XA X>
rr SS rs sY

und erhalten nach [34]*)

(2.1.5) £(X)- £(0)

2<XA _X,A X-XA_ >+ IXA xI?
sY rr sSSs sSr

Die folgenden Eigenschaften der Funktion f wurden von Veseli€([34]

hergeleitet.

*) Wir schreiben E «.. als Abklirzung fir E . e

i*r i=1
i¥r



Satz 2.1.2
Sei Xo¢ 0 fest . Hat die Funktion

aF—>f(uXO)

kein Minimum in R , dann ist die Funktion

ar=>T 7 (X AT (oX)

auf R konstant. Hat die Matrix A getrennte Eigenwerte *) ,» dann
hat die Funktion ak—>f(axo) mindestens ein Minimum fir jedes
XO #0, und es gilt

1im f(X) = + o
B XN >oo

Satz 2.1.3
Seien A beliebig, (=C(A) gemdB (1.1.2), (1.1.5) und die Pivot-

Indices r,s fest. Dann gilt fur jedes X

(2.1.6) grad [| T () ATOON? = 2lc(T OAT DI, o
oder mit den Bezeichnungen (2.1.3), (2.1.4):
(2.1.7) gradX f(X) = ZCI[S

Wenn man eine Matrix Xo findet, die die Funktion f minimiert, so
verschwindet an dem entsprechenden Pivot der Kommutator der trans-
formierten Matrix. Das absolute Minimum der Funktion f ist - wenn
tiberhaupt - nicht leicht zu berechnen; deshalb wird man sich mit
Ndherungen begnligen miissen. Dazu werden vier Vorschldge gemacht, von
denen der vierte eiln iterativer Prozess zur beliebig genauen Be-
stimmung eines lokalen Minimums ist. In Anlehnung an Voevodin [ 39]
schlidgt Veselit [34] eine Ndherung vor, die globale Konvergenz gegen
Normalitidt garantiert, aber keine asymptotisch quadratische Konver-
genz erméglicht. Dazu ist in [34] der folgende Satz bewiesen, der die

monotone Abnahme von || A]|] garantiert.

*) Vergl. FuBnote S. 3



Satz 2.1.4
Sei C.o*¥0 und T==T((r,s);Xo) . Fir

-C
rs
(2.1.8) Xo T max{lC T,m 3} ’
rs rs
(2.1.9) m = i tA, 12 4 ; 1A 12
rs 1lr Sj
i*r j¥s

(LA 1+ 1A T+lAa )20 0a 12 + 1A 12
rr sSSs sY sr rs

+

gilt die Abschédtzung:

T E
(2.1.10) IALZ - [ TTRATI? 2 max{uéisu,m } '

rs

Bei der Wahl (2.1.8) von XO findet man eine Ndherung fiir ein
Minimum von f , indem man ein festes Stilick in entgegengesetzter
Richtung des Gradienten geht und eine Abnahme von ||A|| erreicht.
Eine stidrkere Reduzierung der Norm erhdlt man, wenn man in Richtung

des Gradienten das absolute Minimum von f findet, d.h.
(2.1.11) min{p(a)la € R} , p(a) := f(aCrS) ,

wobei p(a) 20 ein Polynom vom Grade 4 in o ist. Das absolute Mini-
mum von p kann man numerisch nach dem in Abschnitt 1.2.1 beschrie-
benen Verfahren berechnen. Mit der daraus gewonnenen Nidherung
X==ocCrs wird in [38] gerechnet, und eine schnellere Normabnahme
beobachtet als bei der Wahl von Xo aus (2.1.8) als Transformations-

parameter. Wir setzen hier

. 1 1
o C falls Jol < 2min { }
(2.1.12) X, = rs e mf

X sonst
(o]

diese Einschrinkung ist beweistechnischer Natur, um den Transfor-

mationsparameter X1 nach oben abschitzen zu konnen.



Nach Konstruktion von X1 gilt offensichtlich
(2.1.13) 0 < £(X,) = f(Xo) s

und es gilt fir X1 die Abschidtzung (2.1.10) entsprechend. Damit

2
folgt wegen m < 4|A|° -

e 12
rs

1.14) AP AT DA TX )| 2 2min {“Cr I, } , VE{0,1} .

L

Der Index v deutet in diesem und dem ndchsten Kapitel stets an,

dafl eine T-Transformation mit dem Parameter Xv durchgefithrt wird.

An dieser Stelle wollen wir bemerken, dafl sich analog zu dem von
Hari [ 8] fiir die elementare Matrix von Voevodin [39 ] bewiesenen,
auch fur ein Jacobi-3dhnliches Verfahren mit der elementaren T-Trans-
formation mit Parameter Xo(oder Xl) und allgemeiner zyklischer

Pivotstrategie die Konvergenz gegen blockdiagonalen Kommutator, d.h.

beweisen 148t. Wird nach jedem Zyklus eine Eberlein-Jacobi-Transfor-
mation (s.§ 2.4) auf jeden Diagonalblock angewendet, so konvergiert

die Folge (A,) gegen Normalitdt.

Obwohl die Konvergenz bei Verwendung von X, als Parameter schneller
ist als bei Xo , wird keine quadratische Konvergenz erreicht, wenn
man die T-Transformation mit einer, quadratische Konvergenz ermdg-
lichenden, orthogonalen Ahnlichkeitstransformation kombiniert (vgl.
Kap.4, [38],[34]). In den ndchsten beiden Abschnitten beschidftigen
wir uns deshalb mit Parametern Xv ,ve{2,3}, die quadratische Kon-

vergenz ermdglichen.
2.1.2 Der Parameter X2 fiir quadratische Konvergenz

Eine Niherung fiir die LOsung des Minimierungsproblems von f (s.(2.1.4)) ,
die eine asymptotisch quadratische Konvergenz ermdglicht - aber keine
globale Konvergenz garantiert - wurde von Veselit¢ [34] angegeben.

Dabei wird nicht die Funktion f (s.(2.1.5)) , sondern ein quadrati-

sches Polynom

e(X) = £(X) + o(hxI3) ,
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das man durch Taylor-Entwicklung von f erhdlt, minimiert, was

exakt mdglich ist. Es ist

(2.1.15) @(X)=||A||2+z<crs,x> <KX, X> o,
mit
(2.1.16) K=1L"L+D , DX =XA+BX -HX |,
LX = A _X-XA ,
r S
A=§A.AT.,B=§A?A. ,
s] s ir ir
j*s i#*r

Eine einfache Rechnung zeigt, dafl die Operatoren K, LT, H,.A und B.
symmetrisch und LTL , A und B. mindestens positiv semidefinit sind.
Der Gradient gradxcp(X) verschwindet genau in den L&sungen der
Gleichung

(2.1.17) KX, =-C__

(vergl. [34]1). Jede 2x2-Matrix X, auf der die Funktion ¢ ein Mini-
mum annimmt, erfillt also die Gleichung (2.1.17). Die folgenden
Lemmata zeigen, daB unter gewissen Voraussetzungen iiber die Matrix A

eine eindeutige L&sung der Operatorgleichung (2.1.17) existiert.

Lemmag 2.1.5
Sei A eine reelle Blockmatrix mit den Eigenwerten *) xi,i= 1(1)n.
Es gelte 6>0 (8 aus (1.1.26)) , p>1 ,

s
2.1.18 S(A) = —2—
( ) (A) LT
2
(2.1.19) [cD)| < S5  (vergl.(1.1.22)

Dann gilt fiir den Abstand der Eigenwerte {ugi)le{T,Z}} der Dia-
gonalblécke A, ,i=1(1)p von A:

(2.1.20) min{luj(,i) - w8 15,1e01,2) 1 sickspy > g

*) Vergl. FufRnote S.3
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Beweis: Fir n=2 folgt aus Satz 1.1.16:

41 1/2 [
(2.1.21) A(Aii) < ‘/5 IiC(Aii)II < 0.9 5

wegen ﬂG(Aii)H <1 C(D)! und Voraussetzung (2.1.19). Das Spektrum
von A ist nach Meyer und VeseliC€ [21] enthalten in der Vereinigung

b
¢ = U ¢

i=1 i

, 6 = P ukt L i-1p

1

(i) _ (1) _
(2.1.22) K —{zEE[!uj 2l < B(A ;) + i:HAikll},
k+i
je{1,2}y , i=1(D)p

Wegen y _ 1A, I </p=1 S(A) ist mit (2.1.21) und (2.1.18):

k#i
(1) ¢ (1) _ CLGEY 18 }
Kj CKJ = {ZE(Elluj Zl ST(-)—

Da der Radius der Kreise féi) kleiner ist als &§/4 , enthdlt jeder
Kreis genau einen Eigenwert von f , und die Kreise sind paarweise
disjunkt. Sie sind zentriert um einen Eigenwert von Aii , so daf

fiir den Abstand der Eigenwerte der Diagonalbldcke Aii die Behaup-
tung (2.1.20) erftillt ist. A

Lemma 2.1.6
Unter den Voraussetzungen von Lemma 2.71.5 sind die Operatoren LTL

und K positiv definit, mit

2
(2.1.23) <LTLX,X>2%|IXII2 ,
und es gilt
64
(2.1.24) I, < v Ic__1

Beweis: Wegen Lemma 2.1.5 sind die Spektren von Arr und Ass

getrennt, so dall Lemma 1.1.24 anwendbar ist, und es folgt:

IA X-XA I > S 1xI
rr SSs I



Daraus ergibt sich

T 2 62 2
<LTLX, X> = JA__X - XA__I% 2 2= IXI ,
und
<KX, X> 2 <LTLX,X> - <HX,X>
2 2 2
8 2 V2§ 2 38 2
> 2= IX0? - 222 axi? > 21X ,
sowie
IX 1 < 1k tiie 1 o< 8 e
2 rs

362 rs ’ A

Aus der positiven Definitheit von K folgt das

Korollar 2.1.7,
Unter den Voraussetzungen von Lemma 2.1.5 ist

das eindeutige Minimum von ¢ .

In dem folgenden Satz 2.1.8 beweisen wir,unter Anwendung der obigen
Lemmata,Eigenschaften einer T-Transformation mit dem Parameter X2 ,
die zur Konstruktion eines Jacobi-dhnlichen Verfahrens mit asympto-
tisch quadratischer Konvergenz erforderlich sind (vgl. Veselit[34 ],

Satz 3.7).

Satz 2.1.8
Sei A eine reelle Blockmatrix mit §>0 , und

. . S
€<<m1n{eo,€1,e3} s £ =

° 16/p-THAl

N 52 o (9710 aq2 , 74\ |2
U7 om0 [4HA" ( §© Al 54) }

(2.1.26) S(A) < 7|Aje

(2.1.25)

(‘52
(2.1.27) IC < &7
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und
! -1
(2.1.28) A=T ((r,s);Xz) A'[((r,s);Xz) aus (2.1.17).
Dann gilt:
(2.1.29) i 128 (72/_ 1) a1 s3(A)
54 4
und
Ic su2
(2.1.30) A A
A7 - A1 =
Beweis: Nach Bemerkung 1.1.22 ist mit Voraussetzung (2.1.26):
2
(2.1.31)  S(CW) = 4|AISCD) = [A]
Nach Satz 2.1.3 und (2.1.17) gilt mit (2.1.28):
2C;S = [gradxf(X)]X=X2 = [gradx(f(X)-m(X))]x=x2
_ AT T _ T,T
- 2( ArrszsrX2+X2AsrX2Ass+(X2Ass AerZ)XZAsr+
T T _ T T T
+AsrXZ(X2Ass Arrxz) * ArsX2X2ArsX X A X2X2Ar

und damit wegen HX2H

!
(2.1.32) "Crs"

IA

IA

IA

IA

64
< 3 IICrs

38

S(HArrH + HA H)HAsr

3/ZIAIS () 2 "‘Z ic_1? + 25

96

16/"64 3 ., 4%64
5

1AN3s3 (p) Al
36

1282 (72/‘+1) HAH3S3(A)
54 ¢4

’

womit (2.1.29) bewiesen ist.

X 12 + 20A
2 rs

64>

2768°

> (A)

IC

2 3
F<nx 1
X2

rs

i3

I und den Voraussetzungen des Satzes:
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Nach (2.1.16) ist

K= LT +D

mit
2 3 2 2 _ 342
Iol<3 S (A) < T TAN e < ng—
: : 52 T -1y -1 )
Mit (2.1.23) gilt dann Dl < e <h (L L)y “H , und der Satz tber

die Inverse benachbarter Operatoren ([19], S. 108) ist auf K wund

LTL anwendbar. Danach gilt

(2.1.33) kU= ()7t s,
mit

KO E

D'l <
-1 LTy " tnupl

Il

3116 ypr2e?

212
8" (1-753

500 Al .2

64
Aus (2.1.5) folgt mit (2.1.16) und (2.1.33):

- = -1 _ 2
£(0) f(Xz) = <Crs,K Crs> "X2AsrX2"
* 2<X2AsrX2’Aer2_X2Ass>

= n(LT)'lcrsu2 + K,

wobei sich K unter Anwendung von II)(2I|s-(3i2 HCrsH , (2.1.31) und

(2.1.33) abschidtzen 146t durch: 36

m|sf?ﬂkuc 12+ 2(0A_ 1 + 1A _1)HA MMIQ)+HA 12rx 14
rs rr ss sr 2 sr 2

74 9710 2 2 2 2
< <g5 + —Eg— AN ) TAI“e "Crs“

g 1° :
< o < auhHc
41 Al

12
rs
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Die letzte Ungleichung folgt dabei aus
T T T
IL=XI s(ﬂArrH-+HASSH)HXH < YZIALIXE
mit X-= (LT)_lcrs . Zusammen folgt dann die Behauptung (2.1.30). A

Wenden wir uns nun der vierten Wahl des normreduzierenden Para-

meters X3 einer T-Transformation zu.

2.1.3 Ein verbesserter Parameter X3 fiir quadratische Konvergen:z

Durch wiederholte Durchfiihrung einer T-Transformation mit dem Para-
meter X2 und festen Pivot-Indices (r,s) erreicht man dasjenige 1lo-
kale Minimum der Funktion f , dessen Matrix X3 , auf der es ange-
nommen wird, minimale Norm hat. Die zugehdrige T-Matrix hat damit die
kleinste Abweichung von der Einheitsmatrix unter allen T-Matrizen,
die HKH minimieren. Falls mehrere Minima von f existieren, kann
allerdings nicht garantiert werden, dal es sich bei dem gefundenen
Minimum um das absolute Minimum von f handelt. Die Konvergenz des
oben angedeuteten Verfahrens ist, wie wir spidter sehen werden (s.

Satz 2.1.9), lokal quadratisch.

Wegen T(X)T(Y) =T(X+Y) ist die Anwendung der T-Transformation nicht
in jedem Iterationsschritt, sondern nur am Schlufl einer Iterations-
folge einmal erforderlich, wodurch der Rechenaufwand erheblich redu-
ziert wird. Das setzt allerdings voraus, dafl bekannt ist, wie sich
der Operator K und der Kommutator CrS unter einer T-Transformation
dndern (vergl.(2.1.16)) . Unter Beachtung der Transformationsformeln
(2.1.3) ergibt sich, daB die Matrizen A und B aus (2.1.16) unter T-

Transformationen invariant sind. Setzt man

(2.1.34) AD = (A () == TTOATX)

(2.1.35) FeXe>C () := [CAX)D], | ,
(2.1.36) K(X)H := HA+BH+ LT(X)L(X)H - H(X)H ,
LOOH = A__(X)H - HA__(X)

HOOH := AT HTA__(X) + A__COHTAT

A und B wie in (2.1.16) ,
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so lautet das Iterationsverfahren:

0 fir k=0

(2.1.37) § (k) N ,
x (k=10 xz(k'“ fir k21

(2.1.38) Xkt x ™y o X¥) , k=0

Wegen T(X)T(Y) = T(X+Y) und T°1(X) = T(-X) gilt

- (k - k S(k k
(2.1.39) Ay = 1 Ry Ay TRy
und man erkennt an (2.1.36),(2.1.3), daR lediglich die Bldécke
Arr(ka)),As (ﬁ%k))und Ars(f(k)) berechnet werden miissen, um den
Operator K(flk)) bestimmen zu kdnnen. Der Pivotblock des Kommutators
der transformierten Matrix ergibt sich nach (1.1.5) und (2.1.3) zu

_® 5 % o AT _ T
(2.1.40) C_.(X) = C__+BX+xK+aT (XA __(0-A__(NA],

T _ T
* Asr ASS(X) AIS(X)ASS(X)

mit
(2.1.41) ¢ = AT A, - A AT,
rs 1Yy 1s ri s1i
i*r,s
b P
(2.1.41) A= E A AT, , B = E AT A, ,
S1 S1 ir 1r
i¥r,s i*r,s

wobei Grs, A und B von X unabhingig sind. Wie ein Vergleich mit
(1.1.6) bzw.(2.1.16) zeigt, unterscheiden sich Crs , A und B von
CrS , A und B nur durch das Fehlen von ein oder zwei Summanden, so
dafl kein zusdtzlicher Rechenaufwand entsteht. Uber die von X wunab-
hingigen Terme hinaus werden auch hier nur die Blocke Arr(f(k)) ,
Ass(f%k)) und Ars(f%k)) bendtigt, so dafl der Rechenaufwand der Ite-
ration (2.1.37 ... 39) von der Dimension der Matrix unabhédngig ist.
Ist fir ein k&€ N die gewlinschte Genauigkeit erreicht, etwa
HCrs(f(k))H <10”1@ , SO0 wird eine T-Transformation mit dem Para-

meter X %) auf der Matrix A durchgefiihrt.



Eine elementare Rechnung zeigt, dafl das oben angefiihrte Iterations-
verfahren ein Newton-Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von

F ist, und unter den Bedingungen

2
S(A) < HMAImin{e_ e}, 1DV <&
(2.1.42) e
€2 T S12(4+/2) TATZ

die Voraussetzungen des Satzes von Newton-Kantorowitsch in der von
Ortega [ 23] bewiesenen Form erfiillt sind.

Damit gilt der

Satz 2.1.9 .
Sei A eine reelle Blockmatrix mit &§>0 , die die Voraussetzungen
(2.1.42) erfiillt. Dann sind die Newton-Iterierten X(¥) (s.(2.1.37))

wohldefiniert, konvergieren quadratisch gegen die in {(X1IXI<t™y

eindeutige LOsung X von Crs(X)==O , mit

2
* § 3
t° = YRS SO T 2 ic I =

13
6 b

~o

O
a
0

und es gilt:

(2.1.43) 1,0 < 32 0¢ 01, k=0 .

S rs

Bemerkung 2.1.10
Der Operator K(X) 1ist positiv definit; deshalb wird das in der

Kugel IXI <t* eindeutige lokale Minimum von f auf der L&sung X
angenommen. Dieses Minimum ist dadurch charakterisiert, dal es,
falls mehrere lokale Minima existieren, dasjenige ist, flir das IXI

minimal wird. Weiterhin sei bemerkt, daB t* -« fiir S(A) -0

Nach diesen Vorbereitungen konnen zu Satz 2.1.8 dquivalente Aus-

sagen auch fur die Wahl von

(2.1.44) X, := X

als Transformationsparameter gezeigt werden.



Sagtz 2.1.11
Sei A eine reelle Blockmatrix mit &§ >0, und

8<:min{eo,€2,e3} s
1 52
S(P) szll/.\ll e , IC(H! < 6T s

A =T (r,s)5%,) AT((r,s) 5 X))

Dann gilt
(2.1.45) e =0,
' 1c 12
(2.1.46)  JA]? - JAYR 2 —
417l

Beweis: Wir bemerken zuerst, dafl die Voraussetzungen aller bis-
herigen Lemmata und S#dtze in den obigen Voraussetzungen enthalten
sind, und damit alle bisher erzielten Resultate angewendet werden

konnen.

Die Aussage (2.1.45) ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 2.1.9.
Weiter gilt (s.(2.1.24) und Satz 2.1.9):

64 1 13 *
"XZH <= “Crs“ sz <5 < t s
38
und es folgt wegen der Eindeutigkeit des Minimums von f in IXI < t*
die Behauptung (2.1.46) aus Satz 2.1.8. Damit ist Satz 2.1.11 be-
wiesen. A

Fiir den Konvergenzbeweis in § 3.2 werden noch die beiden folgenden
Abschitzungen fir die Anderung des Pivot-Blocks sowie des auBerblock-
diagonalen Teils einer Matrix durch eine T-Transformation mit dem

Parameter X2 bzw. X3 bendtigt.

Lemmag 2.1.12
Die Voraussetzungen von Satz 2.1.11 seien erfillt.

Mit A= TTH((r,s)5X) AT ((7h8)5X))  ve(2,3)

gilt:



(2.1.47) Al =A_+F
(2.1.48) AlT = A+ % F,
mit
(2.1.49) IFl < K S(A) , ve{2,3} ’
R, := 28/2‘ A, R, - 64;/-6_ Nk
/3 8 8
Weiter gilt:
(2.1.50) [|A;;|| < 17(/2_+ K,) SCA)-

Beweis: Es gilt fir ve{2,3} (s.(2.1.3)):

sr sYr ’

1 - - =
A A__+A__X - XA XA X =A__+F ,

rs rs ss vVisrv rs

mit

A

IFll < /E'HAHHXVH R

wegen HXvH <1 und der Ungleichung von Cauchy-Schwarz.

Daraus folgt flir v=2:

IFIl < /3'1—2—8—‘/—2:1/\"2 sthy
362

wegen IX I < 223 Ic__I und IC__I < 71.2. S(C(A) < 23 IIAIIS(A)32
u

nach (2.1.31).” Ebenso folgt (2.1.49) fiir v =3 aus HXBH s—EMCrs
Damit ist (2.1.47) gezeigt. Die Gleichung (2.1.48) folgt 8
aus
A _AIT
U =__r§__-.-5£ =A_ +F
rs 2 rs Z

SchlieBlich folgt daraus (2.1.50) wegen VA7 I < % /z S(A)

Damit ist Lemma 2.1.12 bewiesen.



Lemmg 2,1.13
Gilt zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 2.1.17:

(2.1.51) S(N) < %"A"€;-1 , VvE{2,3)
mit

e .= & a =134 .7
= » 3, T g 0 %3 i7 7

v-1 > o7 2y1/2
4HAH(av+2KV+KV )

so gilt mit /V wie in Lemma 2.1.12:

(2.1.52) S(A) < S
Beweis: Es ist (s.(2.1.3)):
S2(p") - SP(M) < (uAirn2uxVu2 £ 20A, TIA,_TIX I

i*r,s

+TA 120X 12 + 20A J00A L UEX u)
s Vv ri sl AY]

HIAL 12 - A 12,
S2(A") =< SZ(A)(1+uxvu-+nxvn2 + zﬁv.+§v2) ,
S(A) =S (a, + 28, + R HY? < &= :
wegen HX2H < % , HX3H < % und Voraussetzung (2.1.51).

Damit ist Lemma 2.1.12 bewlesen.

Hiermit schliefen wir die Untersuchung der elementaren Johnsen-
Veselit-Voevodin-Matrix ab, und kommen zur Paardekooper-Jacobi-
Matrix. Da sowohl bei dem Beweis der asymptotisch quadratischen
Konvergenz (s. § 3.2) , wie auch in den Verfahren zur praktischen
Berechnung (s.Kapitel 4),einer Transformation der Matrix A mit
einer Paardekooper-Jacobi-Matrix stets eine T-Transformation zur
Normreduzierung vorausgeht, wird, aus Griinden der Konsistenz, die
Eingangsmatrix flir eine Paardekooper- ebenso wie fiir eine House-
holder-Transformation (s.§2.2 wund § 2.3) mit A' , die Ausgangs-

matrix mit A" bezeichnet.
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2.2 DIE ELEMENTARE PAARDEKOOPER-JACOBI-MATRIX

Die elementare Paardekooper-Jacobi-Matrix ([26],[10]) dient zum

Annullieren eines auBerdiagonalen 2x2-Blocks einer schiefsymme—

trischen Matrix. Wir verwenden 51e, um den Pivotblock A' des

schiefsymmetrischen Teils A von A zu annullieren (vergl Kap.3
und 4). Im folgenden beschreiben wir die Annullierung eines 2x2-
Blocks A;; , T<r<ss<p. Sei

(2.2.1) AT = , A'T = , A = ,
rr -0 O rs Wy ss -8 O

und bezeichne (J(1,m;¢) die Matrix zur Jacobi-Rotation in der (1,m)-

Ebene mit den nichttrivialen Elementen Ol sin @ =1 -0 1 >
011 =0 . = COSO® (s.[16],[291,[14]).
Der Pivotblock A'_ wird annulliert durch vier nacheinander ausge-

filhrte Jacobi- Rotatlonen auf A Das Produkt aus diesen vier Jacobi-
Rotationsmatrizen, von Paardekooper [26] "Jacobi annihilator'" ge-
nannt, nennen wir elementare Paardekooper-Jacobi-Matrix zum Annullie-
ren des Blocks A;; , und bezeichnen sie mit [ (k ; @1,¢2,¢3,¢4),

wobei k= (r,s) der Pivotindex und @, bis @, die Rotations-

1
winkel sind:

(2.2.2) Ulk s 0 v0,005,0,) :=0,0,0,0, ,
01 0(2r—1,25—1;w1), 0, := 0(2r,2s;09,)

03 0(21‘—1,25;(93) ’ 04 0(21‘,25-1;(04)

1l
Il

Die Rotationswinkel @ i=1(1)4 werden durch die folgenden Glei-

chungen bestimmt:

aw - Bv
2
o

(2.2.3) tan 2 o

y

|1}
oo
I
INE
VAN
8
IA
INE

2 >
- 82 4 v? - w?

vV Ccos ¢, - B sin @,

- acos o +wsing, @ Cos @ +Wsing, 0

(2.2.4) tan o, = "Tt/2<(D2ST[/2,

W COS (pl - asin @,

\ B Bcosq>1+vsincp1 ' BCOS(D1+V51n(p14:O
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m

dabei setzt man ® =75, falls beide Nenner in (2.2.4) ver-

schwinden und mindestens ein Zihler nicht,

zweiten Fall gilt ungefdhr v=w=0=a=8,

sonst

©. =0. In dem

2

und man kann auch

¢1=() widhlen . Die Winkel ?, undcp2 sind so gewdhlt, daB nach den
beiden Rotationen die AuBerdiagonalelemente von A;; verschwinden.

Wir haben also mit

1

1 - A ’

A
A,y = 007A0, » k= 1(1)4
" _ (k)
A - AS ’ Ak = (Aij )

nach der zweiten Rotation:

0 Qg X
3 - -
(2.2.5) Aér) - , Aii’ _
-o. O 0
3
o, = cos o, (a cos @, +ws1n<p1)
B3 = COs @, (B cos @, +vsin cpl)

Die Winkel @, und ?, werden so bestimmt, daB A;;

u3y-+83x
(2.2.6) tan 2 @_ = 2 s
3 2 2 2 2
a3— B3+-x -y

X COS @4 + B3 sin @

3

?

0

y

- sin_cp2

- sin ®,

a, CoOs ©

3 +ysino

3 3

(2.2.7)  tan @, =

y cos @, - o, sin @,

— q ,
83 Cos @, - x sin e,

r QA

3

(v cos ®, - B sin cpl) ,

0 8
INED
Ss

_83 O

(wsin ®, - a sin cpl)

=0 gilt:

cos cp3+ysincp3#0

T n
7<%4=7 -

63 COS @, - X Sine, ¥ 0

Fiir (2.2.7) gilt das zu (2.2.4) gesagte entsprechend. Paardekooper

[26] hat gezeigt, dald
(2.2.8) s2(A"T) = SP(A) -2rAll 02

gilt.



Eine Transformation

(2.2.9) AT = UtAU

nennen wir U-Transformation.

gilt mit «x = (r,s):
PA" 12 4+ 1A" 12
ri Sl
(2.2.10)
TAY 12 + 1A" 12
i of 1S

Daraus folgt wegen A", = A!
ij i

(2.2.11) s (A" - s*(A)
Weiter gilt

(X} UT AV

ri rr ri

" - UT ' +

si rs ri
(2.2.12)

1" - 1 +

ir ir rr

"' = A' +

is ir rs
und

" = UT '

rr Yr rr rr

" = UT L
(2.2.13) rs rr rr rs

At = Ut AU
sr rs rr rr
AN - UT '
ss rs rr rs

wobei analog zu (2.0.3) mit

42

Wegen der Orthogonalitdt von [

FA" 12 & 1A 12
ri S

, 1%7T,S

2 2

FAY 12 + BAY |
ir is

;0 (dadin(r,sy = ¢

TA" 12 & BA™ 12 - 1A' 12 —gAr 12
rs sY rs sSr
Ut A
sr si
i*r,s
' ’ ’ ’
uT A,
SS S1
1]
is sr
' s 1+71,S
is "ss
+UT A? +U0T A U +UT A s
SY sSsr rr YY ¥Ys Sr SY S8S Sr
LUt A £t A LT A ,
SYr SY Ys YY ¥Ys SS SYr SS ss
T T T
+U° A' U +U° A' U +U° A s
S8 8Y rr ¥s s Ssr SS 8S SIr¥r
+uT A LT A LT oA ’
SS S8SY rs rs rs sS8S 8SS SS s8
S, := sin o, C, := COS @, i=1(1)4
3 ) 5 Cy g0 3 (1M
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!
173 174 1 “174 173
- f
Urr Urs ~ $,8, C,Cy : €,8, $,C,
(2.2.14) T Urs - ——; ; ] :C—S~ " E E ) :S—g‘ i
U U 173 141 T17a4 173
sr SS '
—C,S,  ~C,s, '-5254 c,Cq
|

gesetzt wird. Fir die Pivotbldcke des Kommutators von A : C R

C

=CY und C
sSY A\ SS

rr
gelten ebenso wie fir die Blocke des Kommu-

rs

tators von A__: C__,C__ = CT wund C__ die Gleichungen (2.2.13)
rs rr rs sY sSs

entsprechend.

Die Rotationswinkel (2.2.3 ...

7) kénnen nach Hari

4y, (2.2.6 ...

[ 10] folgendermaBen abgeschidtzt werden:

Satz 2.2.1

Sei A'_ eine schiefsymmetrische Matrix, die die Bedingungen
(2.2.15) 38:= min{|v; -v_[11<1<m<p}>0 ,

wobei iivl ,vl:>O , 1 =1(1)p die Eigenwerte *) von A'_ sind und
(2.2.16) S(A") s—‘/2-2:§

erfiillt. Sei U((r,s);@i,wz.w3,w4)

die elementare Paardekooper-

Jacobi-Matrix (2.2.2) zum Annullieren von A;; .

Dann gentigen die Winkel

O, 0,0, und ?, den Ungleichungen

4 , , TAZI?
(2.2.17) sin“g, < a® —==— ,
j 52
j=1
und
<
§ Vv2-+w2 y J=1
b
s Vv2-+w2 y J =2 s
(2.2.18)  Isino,l = c
§¥x% +y? , §=3
b
s VXz-ryz , j=4
%) Vergl.FuBnote S.3
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mit

o

(2.2.19) a = 1.1336 , b = 1.004 , ¢ =

e

Um diesen Satz anwenden zu kodnnen, miissen wir aus & (s.(1.1.27))
eine Abschidtzung fir & gewinnen. Das geschieht in dem folgenden

Lemma 2.2.2 .

Sei A' eine reelle Blockmatrix mit § >0 wund

SAAY < 15
(2.2.20) i
MAY < %
Dann gilt
(2.2.21) § > {% 5" ,

und der Abstand der Spektren i-iu'j " >0 der Diagonalbldcke A;;
des schiefsymmetrischen Teils A - von A' ist nach unten beschrinkt

durch 4 6~ . Weiter gilt s >£67 , i=1(p

Beweis: Die Matrix A' 148t sich schreiben als Summe ihres symme-

trischen und schiefsymmetrischen Teils :

A=A AT
Sei N eine normale Matrix mit denselben Eigenwerten Ay o i=1(1)n,
wie A' , gemdB Satz 1.1.18. Diese 14t sich analog zerlegen in

N=N +N ,

wobei nach Satz 1.1.13 N° die Eigenwerte Re A, und N~ die Eigen-
werte Inlki, i=1(1)n hat. Fir j=1(1)p habe de? Diagonalblock
A;E d%? Eigenwerte iiuj Uy >0 . Die Matrizen A  , N  und
diag(Ajj) sind nach Konstruktion schiefsymmetrisch, so dafl der

Satz von Wielandt-Hoffmann fiir schiefsymmetrische Matrizen [ 10],

[ 15] auf die Paare (A", N ) wund (A'", diag(Agg)) anwendbar ist,
und es folgt, da A' wegen & >0 nur konjugiert komplexe Eigen-
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werte hat, mit Satz 1.1.18 und JA™| < |A] :

2 ; v, - Imj. |2
J J

j=1

IA

AT -N)?
[A" -Np? < 2% A)

A

und

2> oyl < AT s 1
= SZ(Ah') < s2(A)

flir eine geeignete Ordnung der v, und X, , da die Ordnung der
Diagonalblocke A;; durch die Matrix K_ vorgegeben 1st.

Aus der ersten Ungleichung folgt fir i#j:

27" -2
v, -Ima, 12+ v, —Im>\.|2 < 8 (ALLfs L)
t ' ) J 2 24162
und damit wegen der Ungleichung von Cauchy-Schwarz:
v, =v,l 2 [ImA, ~ImA,| - (Jlv, =ImX,| + v, -Im X.|)
i 3 i J 1 1 J J

- s _ 15 .-
8 - V2 e = 8

v

womit der erste Teil der Behauptung bewiesen ist.

Faft man beide Ungleichungen zusammen, so erhdlt man

IA

-\2
2 2.p' 20p S
Caan S -yt s @) 2@ < G
3=1
also fir 1+#j:

V28" 8
lui -Im xil + luj - Im Ajl S o= o

Damit ergibt sich fiir den Abstand der Spektren der Diagonalbldcke

des schiefsymmetrischen Teils von A':
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v

[, = u, | lIm.Xi-Inlle - (lui-—Inlkil-Fluj - Im.kjl)

s _ 7
6—"§—_—8"(S .

\

Aus (2.2.22) folgt u,z1Im, -8 /128 > % s, i = 1(Mp.
Damit ist Lemma 2.2.2 bewiesen.

Lemma 2.2.3
Sei A eine reelle Blockmatrix mit § >0, (r,s) fest und

e < min{e_,e e, ey ) » VELZ,3} ,
S(A) < gIAle
62
(2.2.23) e < g5 ,
o
A(A) ES T—G ’

A= T(ras)X )7 A TEr,s)sx,) X

wobei T die elementare T-Matrix (2.7.71) mit Xv aus (2.1.17)
bzw. (2.1.44) 1ist.

Dann gilt
(2.2.24) tu 1 <™ Sy g < p SAA)

rs rs g sr rs 5
mit

(v) _ a 4

brs = -2' (/2-+K\))
und
a a

(2.2.25) HUrSH <=5 HUer < =

*) Dieses ist eine Generalvoraussetzung flir diesen Paragraphen,
auf die im folgenden verwiesen wird. Die Wahl VE{2,3} ist so zu
verstehen, daB stets V=2 oder Vv=3 zu setzen ist, je nachdem
die normreduzierende T-Transformation mit dem Parameter X_ oder X
durchgefihrt wird.
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Bewezs: Mit (2.2.23) sind die Voraussetzungen der Lemmata 2.1.12
und 2.1.13 erfiillt, so daB auch Lemma 2.2.2 angewendet werden kann,

da wegen der Abnahme der Euklidischen Norm unter einer T-Transfor-

mation: A(A') = A(A) gilt. Wegen

(2.2.26) S(A) < $: <

| on

EN
<—2—6

’

nach Lemma 2.2.2, sind die Voraussetzungen von Satz 2.2.1 erfiillt,

und es folgt:

2 2 2 2 2 2 "A;;HZ
(2.2.27) “Urs“ < 51 + 52 + 53 + 54 < a __.é:_z._.. ,
a ~
v 1 < 7F (v2+ K) S(A)

wegen Lemma 2.1.12. Damit ist (2.2.24) gezeigt, denn fiir HUer
gilt das oben gesagte analog. Weiter erhidlt man aus (2.2.27) mit

(2.2.26):

2 2
2 a 2 p" a
ly__1° < . ST(A) = %5 »

~

und daraus folgt (2.2.25), womit Lemma 2.2.3 bewiesen ist.

PN
Die Auflerdiagonalbldcke von Urs sind damit abgeschédtzt. Es
bleiben die Diagonalblécke abzuschidtzen. Dazu zerlegen wir u_,

und USs auf zwei Arten:

(2.2.28) u =ud 4y ,
rr rr rxr
mit
. c1c3 0 . 0 -5154
Urr = ’ Urr =
0 €3¢, "S53, 0
U analog ,
und
1 ]
(2.2.29) Urr = I+Urr s
' c1c3 -1 -5154
Urr ) -s_.5S c.,c, -1 ’
273 24
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Lemma 2.2.4
Sei A eine reelle Blockmatrix mit & >0 , die die Voraus-

setzungen (2.2.23) erfillt. Dann gilt

d a
(2.2.30) g <1, 1030 £ 0.0106
a a
(2.2.31) el e =1, WUt 1 < o0.0148
(2.2.32) IU_0<1.4249 , 1U_ 1 < 1.4201
rxr SSs
2
(2.2.33) U2 1 < 0.1322 (VT+8 )2 A
rr Vv 6~2
2
(2.2.34) 102 1 < 0.1848 (/74K )2 SA)
ss V '6"2

Die Behauptungen folgen durch einfache Rechnung aus Satz 2.2.1,
unter Beachtung von S(A) < % (s.(2.2.26)) und HA;;H < %(%5+ Kv)S(A)
(s.Lemma 2.1.12).

Nachdem die Darstellung (2.2.28) abgeschitzt ist, kommen wir nun

zu einer Abschdtzung der Darstellung (2.2.29).

Lemmag 2.2.96
Sei A eine reelle Blockmatrix mit & >0 , die die Voraussetzungen
(2.2.23) erfullt. Dann gilt:

(2.2.35) g I < 0.0259 , lu' 1l < 0.0279

rr SS
und

2 2

(2.2.36) gt 1« p™ S g g o ptm SSA)

rr r 52 sSs s g
mit

(v) ._ & 52 (v) ~ |2

b = 0.1871 (/2 + K)° , b, := 0.2947 (/El-Kv)

v o

Beweis: Mit S(A') < erhdlt man aus Satz 2.2.1 fir je€{1,3}:

IA

. ' - C
(2.2.37) [51n(% l HArSH < < 0.0745

5/2 ’

<
§

und analog fiir je€{2,4} :
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. b
(2.2.38) [sin @ | < T < 0.142

Daraus folgen mit cost% = v1 -Sin2q5 die Abschidtzungen (2.2.35).

Durch Taylorentwicklung von \h -x um O erhidlt man wegen
Isj|=lsin<% ' <1 , 3=1(1)4:

A

2

> s’
COS ¢, = C, = J‘I— s, =2 1-
. . J Z;h - 52 ’
J
und daraus flir j € {1,3} mit (2.2.37):
2 —
coSs mj > 1 Kisj , K, := 0.5015.
Entsprechend erhdlt man fir j € {2,4} mit (2.2.38):
2 .
cos mj 2 1-—K25j , K, = 0.5052.
Fir die Diagonalelemente von U;r folgt damit:
. 2 2
(1-—K151)(1-K153)
12

5 HA;S
_1—K1C -—ENT—

—
[\
@]
O
]

\

2
1-0.0348 (vZ+K)> S A

5~2

I\

dabei wurde zuerst Satz 2.2.1 und dann Lemma 2.1.12 angewendet.

Entsprechend ergibt sich:

2
- > 2 ST (A)
c,c, 2 1-0.1274 (/EW-Kv) ¥

—
[\
vV

Damit ist zusammen mit Lemma 2.2.4:

s* (M)

"Urr" < IIUrrII + (0.0348° +0.1274%) (/'2_+KV) 5

’

2
10" 1 < 0.1871 (/3+K )2 SR .
rr V 52

Der zweite Teil von (2.2.36) folgt analog, womit das Lemma 2.2.6

A

bewiesen ist.
Hiermit sind alle Hilfsmittel, die in § 3.2 zum Beweis der quadra-

tischen Konvergenz bendtigt werden, bereitgestellt.
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2.3 DIE ELEMENTARE VESELIC-HOUSEHOLDER-MATRIX

Die elementare Veselit¢-Householder-Matrix (@ zum Annullieren eines
Pivotblocks A;z des sXmmetrischen Teils A'+ bzw. des schief-
symmetrischen Teils fJ = von A' ist definiert durch (vergl.(2.0.2),
(2.0.3)):

A
(2.3.1) Q. = Q9
Q = (I-2ww") , whw = 1 , we R*
Q3 = (I—2VVT)®(1) s viv = 1, v e R3 ,
ﬁpbei Q&Aynd Q4 Householder-Matrizen sind. Sind die Eigenwerte von
A:S bzw. A;S bekannt (sie kOnnen nach den Verfahren aus § 1.2 be-

A
rechnet werden), so kann man die orthogonale Matrix Qrs durch QL-

Zerlegung bestimmen (vergl. [37],[1 1,[41]).

Betrachten wir zunédchst den symmetrischen Fall; hier gibt es keine

Probleme, da alle Eigenwerte reell sind.

A
.= + :
1.) A Ars habe getrennte Eigenwerte A <A, <A, <},
Wir setzen
(2.3.2) B := (A-—AkI)(A-klI) k,1 nach Abschnitt 1.2.5 ,
B':= BH =(bij) , H Permutationsmatrix,

so dafl die letzten beiden Spalten von B' die grdften in der eukli-
dischen Vektornorm sind. Berechnet man von B' die QL-Zerlegung

~
B' = QL , so gilt QFBQ = ) und mit Qrs = Q

0 B2
AH_'_
o+ /\T AY) +/\ rr
(2.3.3) Ars P QrsArsQrs = o A"t
sSSs
2.) A besitze einen doppelten Eigenwert t=2X_ =X\ s

Aj FT, j ¢{k,1} . Dann setzen wir

(2.3.4) B=A-1I |,

und verfahren weiter wie unter 1.)



3.) A besitze einen dreifachen Eigenwert =t = Ak==kl= Aj,
A ET i¢{(k,1,j} . Dann setzen wir auch (2.3.4); die
Matrix B hat Rang 1, zur QL-Zerlegung reicht eine

Householder-Matrix Q4 , und es gilt
/\ll +
(2.3.5) Ars = diag(T,T,T,xi)

4.) A Dbesitze einen vierfachen Eigenwert. Dann hat Ar;

die Gestalt (2.3.5) mit Xi==r und es ist nichts zu tun.

Damit ist der symmetrische Fall abgehandelt, und wir kommen zum

schiefsymmetrischen Fall. Hier gibt es nur zwei Mdglichkeiten:

/N1 . —
1.) A= Ars habe zwei verschiedene Eigenwertpaare Ay =, ¥ A

Wir setzen

3= X4 .

(2.3.6) B=A%+ A 01 = A2-+|x1|21 = A2

1M -zI .

B ist reell und symmetrisch, so daB weiter wie im symmetrischen

Fall unter 1.) verfahren werden kann.

2.) A habe ein doppeltes konjugiert komplexes Eigenwertpaar
Al = i2 = A3 = 14 . Bildet man hier B wie in (2.3.6), so hat
B den Rang O, und B 1ist die Nullmatrix. Mit dem obigen Ver-
fahren kann also keine Transformationsmatrix bestimmt werden;
hier ist ein Ersatzverfahren erforderlich. Dazu fithrt man nach
37 1,[1 1 auf der komplexen Matrix An-xll das GauB'sche
Eliminationsverfahren mit vollstindiger Pivotisierung durch,

und erhdlt die reelle Matrix

0 0 0 0
' 1 Tat
0 0 aj, ay, +a14lX1|
(2.3.7) B = 0 0 ajiay? 0 ’
0 0 Fa. . a' -a' Ir |



mit
aj, = (3, + 3,50/2
a0 = (85, T a3)/2
3;4 = (a34 + a12)/2 und
AT i) o 1a
Das obere (untere) Vorzeichen ist zu setzen, je nachdem 31,25, <0

(>0) ist (vergl. Abschnitt 1.2.4). Mit dieser Matrix B verfdhrt
man weiter wie im symmetrischen Fall unter 1.), und erhdlt durch
QL-Zerlegung eine Matrix Q , die ebenfalls die Form (2.3.3) erzeugt;

man bendtigt also auch hier nur reelle Arithmetik.

Damit ist die elementare Veseli&-Householder-Matrix (2.3.1) be-
stimmt. In [ 1 ] wurde damit ein Jacobi-&hnliches Verfahren fiir schief-
symmetrische und flir symmetrische Matrizen konstruiert und die globale und asymp-
totisch quadratische Konvergenz bei optimaler Pivotstrategie bewiesen.
Hier wird auf eine weitergehende theoretische Untersuchung dieser
Transformationsmatrix, wie sie in § 2.2 fir die Paardekooper-Jacobi-
Matrix durchgefihrt ist, verzichtet, da es den Rahmen der Arbeit
sprengen wiirde. Es lassen sich aber vermutlich zu Kapitel 3 analoge

Resultate mit derselben Technik erzielen (vergl. §4.2).

In Kapitel 4 wird mit diesen Matrizen ein Jacobi-dhnliches Verfahren

fiir allgemeine reelle Matrizen konstruiert und numerisch getestet.
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2.4 DIE ELEMENTARE EBERLEIN-JACOBI-MATRIX

Die elementare Eberlein-Jacobi-Matrix dient hier zur Normreduzie-
rung auf den Diagonalbldcken. Sie ist im Gegensatz zu den anderen
elementaren Matrizen, die her behandelt werden, nur in einem 2x2
Diagonalblock von der Einheitsmatrix verschieden, und besteht aus
dem Produkt ()-§ einer(orthogonalen) Jacobi-Rotation () und einer
nichtorthogonalen hyperbolischen Transformation § (s.[41,[ 71,

[ 81,[38]1). Die nichttrivialen Blécke von 0((1,m);wr) bzw.
S((l,m);wr), 1=2r-1, m=2r sind gegeben durch

cos @ -sin ®
r r
(2.4.1) 0 =
rr sin @ cos ® ’
Y r
mit
c,, -C
_o_ 1 mm *) o s
(2.4.2) tan.ZqE = 7 C R T <P, <7
Im
und
chwr shwr
(2.4.3) S = ’
rr
shwr chq;r
mit
(2.4.4) thy = ;m 5 ,
Y G+ 2(D° +EY)
n
_ 12 12 12 '2
G = E (ail T Aim T 4y fAng)
i+l ,m
D = 41 7 Fam 2 E = 4 T %m
Dabei ist
(2.4.5) A=0"A0 , CAY = (cf
(2.4.6) A" = STIA'S
gesetzt.

¥} Cyyscy se aus (1.1.5).
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Eberlein [ 4 ] hat fir die Transformation (2.4.5) mit (2.4.1)
und (2.4.2) gezeigt:
1 1]

(2.4.7) €17 % Sum

L

2 1 _ 2
(2.4.8) im sgn(clm) ‘[Clm + Z(Cll cmm)

0
I

Fir die Transformation (2.4.6) mit (2.4.3) und(2.4.4) hat
Eberlein [4 ] gezeigt:

1

(2.4.9) Ithyl < 5
c.2

(2.4.10) S S G
3 oupn2

Veselic [33 ] hat fiir die letztere Transformation gezeigt, daB fir

alle 1<i,js<n:

(2.4.11) Iai'j—aijl s‘fgmax{lcklll1sk<lsn}

gilt, und daraus folgt

LI

— 3 M
(2.4.12) lag) - al,l sfz-max{l Cpy! 11 sk<1sn}

Diese Ergebnisse werden in Kapitel 3 bendtigt. Damit ist die Dis-
kussion der elementaren Matrizen abgeschlossen, und wir kommen zu

den Konvergenzbeweisen flir ein Jacobi-dhnliches Verfahren.



5. KONVERGENZBEWEISE

In diesem Kapitel werden zwei Konvergenzsidtze fir ein Jacobi-
dhnliches, normreduzierendes Verfahren formuliert, das mit
Johnsen-Veselié-Voevodin-Matrizen zur Normreduzierung und.
Paardekooper-Jacobi-Matrizen zur Blockdiagonalisierung des schief-
symmetrischen Teils der Matrix arbeitet. Die Diagonalbldcke werden
jeweils mit Eberlein-Jacobi-Matrizen zur Normreduzierung transfor-

miert.

Wir haben zwei Klassen von normreduzierenden Parametern:

Xv , vE{0,1}, die stets eine Normreduzierung gewdhrleisten, und

Xv sy VE{2,3}, fir die lediglich asymptotisch eine Normreduzierung
und Beschrinktheit von HXvH nachweisbar ist, die aber quadratische
Konvergenz ermdglichen. Um beide Vorteile miteinander zu verbinden,
wdhlen wir den Parameter X der T-Transformation (vergl.[34] und

[ 38]) - mit ve {2,3} je nach gewiinschter Variante des Verfahrens -
zu? X==Xv , falls Xv berechnet werden kann und f(Xv)<:f(X1) ist,

anderenfalls X==X1

Die Konvergenzsitze werden der Ubersichtlichkeit halber nur fiir beide
Klassen von Parametern getrennt formuliert, und nicht fiir das oben an-
geflihrte kombinierte Verfahren. Der Beweis der globalen Konvergenz

ist fiir eine Variante des oben beschriebenen Verfahrens analog még-
lich, wenn man den Transformationsparameter geeignet einschridnkt,etwa
in der Form

X, , falls £(X ) <f(X)) , IX I = 20X 1, ve(2,3)

X := R

X1 sonst

Da} die asymptotisch quadratische Konvergenz auch fiir dieses kombi-
nierte Verfahren erhalten bleibt, wird am Schlufl von Abschnitt 3.2.4

angedeutet.
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3.1 ZUR GLOBALEN KONVERGENZ EINES JACOBI-AHNLICHEN
NORMREDUZIERENDEN VERFAHRENS BEI OPTIMALER PIVOTWAHL

Analog zu dem Hauptsatz von Hari [ 7 ] *), wo an Stelle der hier
verwendeten T-Transformationen die Normreduzierung auf der AuBer-
blockdiagonalen mit hyperbolischen Transformationen (s. § 2.4 ) durch-
gefiihrt wird, 148t sich der folgende Satz beweisen. Wir wollen hier
auf die Ausfithrung des Beweises aus Platzgrinden verzichten, da der
Beweis direkt aus [ 7 ] Ubertragen werden kann, wenn ein technisches
Lemma gezeigt ist, dafl ndmlich nach einer T-Transformation mit Pivot

(r,s) und Xv,ve{0,1} als Parameter :

- A0 < 2vic_ 1, 1

]

IA'"
13

IA

i,j<p

gilt; mit den in § 2.1 bereitgestellten Hilfsmitteln ist das leicht

méglich.

Satz 3.1.1 (Erster Hauptsatz)
Sei A eine beliebige reelle Blockmatrix der Dimension n = 2p; sei

A = A ’ Ak P = R;l Ak-l Rk ’ k21 ’

wobei Rk entweder eine Paardekooper-Jacobi-Matrix U(Kk;...), eine
Johnsen-Veselit-Voevodin-Matrix T(Kk;Xv), ve{0,1} mit «, = (rk,sk),
1 ST <SSP, oder eine Eberlein-Jacobi-Matrix OkSk mit Pivot-

indices (Zrk—1,2rk) y T=s1 < ist , abhingig davon, welche der fol-

genden Grdfen

k- - . .
a_y o= maxUASTI T2 ci <y ep)
_ (k-1) .
Ck_1 = max{HCij i | 1 <£1<]j gp} R
_ (k=1)y2 . 1..(k=1) __ (k-1)y2 :_ ) }
deoy = max{&ciiﬂ )7 o+ glegy Civ1 isp | 37(2)n-1

am groten ist. Das Pivot-Paar Ky bzw. (Zrk—1,2rk) wird so gewdhlt,

dal dort das jeweilige Maximum angenommen wird.

*) Der dort gefiihrte Beweis ist eine Ubertragung eines Beweises von
vVeselié& [33] zur globalen Konvergenz des Verfahrens von Eberlein
[6 ]
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Dann gilt mit Ak = (A(k)):

(D

(I1)

(I11)

(IV)

i3

Die Folge der schiefsymmetrischen Teile A

von Ak konvergiert gegen eine feste Matrix

o-
0 ayi-1 21
M =
-a°" 0

i=1 4yi-1 24

Aig)-+0 , k>« fir jedes Paar (i,j) , i*],

[ o~

fir das 8,4i-1 021 F 3)45-1 23

gilt.

Hat A hochstens einen (doppelten) reellen Eigenwert,

und sind die Imagindrteile der (konjugiert) komplexen

Eigenwerte von J getrennt, so konvergiert

gegen die Murnaghan-Form von f .
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3.2 ZUR ASYMPTOTISCH QUADRATISCHEN KONVERGENZ EINES
JACOBI-AHNLICHEN NORMREDUZIERENDEN VERFAHRENS BEI
ZETLENZYKLISCHER PIVOTSTRATEGIE

3.2.1 Beschreibung des Verfahrens

Wir gehen aus von einer reellen Blockmatrix A der Dimension
n=2p mit 6" >0. AY bezeichne die Matrix A nach der Durchfithrung
des N-ten Zyklus *) , und AE die Matrix A nach der k-ten Trans-

formation des (N+1)-ten Zyklus. Wir setzen fiir den ersten Teil ei-

nes Zyklus:
o _ N N _ -1
A - A ’ Ao = A ’ P = P'le)—'—)‘ ’
Ay = UTTO'AY L, TU » k= 1()P
(3.2.1)
Tk = T(Kk;x\))? ve{2,3} ’
Uk = U(Kk7(p1 r(pz 1(93 1(94) ’

wobei K in zeilenzyklischer Pivotstrategie (2.09), Tk nach (2.1.1),
(2.1.17) bezw. (2.1.44) und Uk nach (2.2.2 ... 7) bestimmt sind;

Xv,v €{2,3}, sowie @1,¢2,®3 und °, hidngen natiirlich von k und N ab,
was in (3.2.1) aus Grinden der Ubersichtlichkeit nicht angedeutet ist.
Die Wahlméglichkeit wve€{2,3} ist so zu verstehen, dafl flir die Durch-
fithrung eines Verfahrens stets v=2 oder stets v=3 gewdhlt wird;

es ergibt sich fir jedes v ein anderes Verfahren.

Fiir den zweiten Teil eines Zyklus setzen wir

Ap = (0,S)7™" AL, 0,8, » k =P+i(1)P+p

(3.2.2)

AT = AL
wobeil

0, = 0((2(k-P)-1 , 2(k-P)); @) nach (2.4.1),(2.4.2)
und

*) Unter einem Zyklus verstehen wir die durch (3.2.1) und (3.2.2)
definierte Folge von P+ p Transformationen, P = (p(p-1))/2.



Sk = S((2(k-P)-1 , 2(k-P));¥) nach (2.4.3),(2.4.4)
bestimmt werden.

Der obere Index N wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit wegge-
lassen, wenn nur Transformationen eines festen Zyklus betrachtet
werden. Bei den vorbereitenden Lemmata (Abschnitte 3.2.2 und 3.2.4)
wird auch der Index k weggelassen, und statt dessen A' bzw. A"

fiir die Matrix nach der ersten bzw. zweiten Transformation geschrie-

ben (vergl.Kap. 2).

Wir sind an den Eigenwerten der Matrix A interessiert, so dafB wir
die quadratische Konvergenz der Nidherungen filir die Eigenwerte gegen
die Eigenwerte zu zeigen haben. Der Abstand der Eigenwerte der Dia-
gonalbldcke Aii von den entsprechen@en Eigenwerten von A kann ab-
geschétzt werden durch die Radien rgl) der fir Blockmatrizen ver-
allgemeinerten Gerschgorin-Kreise (vergl. (2.1.22),[21]), und fir

diese Radien gilt

(1) _ 172 -
rt s 0.91c(D)! -1 s(h)

Es geniigt also, die quadratische Konvergenz von IC(]))! und S(A) zu
zeigen. Da dieser Beweis sehr umfangreich ist, geben wir hier zu-
ndchst eine Beweisskizze mit Landauschen Symbolen (vergl.[34]). Sei

A eine Matrix, deren Eigenwerte getrennte Imaginidrteile haben

(d.h. & >0). Wir setzen fiir ein eN:>O > Ex hinreichend klein, voraus:

S(AY) = 0(e) , 1CMI = 0(ey)
und haben zu zeigen:

S(A™h = oy , Hc@hH = o) .

Zundchst zeigen wir in den vorbereitenden Lemmata unter Anwendung der
in den Abschnitten 2.1.2 und 2.1.3, sowie § 2.2 bereitgestellten Hilfs-
mittel, daB nach einer kompletten Transformation im ersten Teil eines
Zyklus an einem festen Pivotpaar (r,s): S(A") = O(EN) gilt. Wegen

I 0(ey) I+0(e2) 0(ey)

rs rs
o 1 0(ey) I+0(e2)



_60_

da die Imagindrteile der Eigenwerte von f getrennt sind, gilt:

' _ 2y . _ 2 s o
A;r . A;r = Arr + O(EN) ; A;S ' A;S = Ass + O(eN) , und damit:
" 1 = 2 .
ICCAL DT 5 HC(AL)D = HC(A )T + 0(ey) , JE(r,s)
Daraus folgt HIC(D"MI = O(EN)
Da nach einer T-Transformation HC;SH = O(eg) , und nach einer U-
. A
Transformation flir den Auflerdiagonalblock C;s von C(A;S):
S - okl ~ : ok = 2
"Crs“ = "Crs" + O("Crrﬂ ; "CSS“) O(gN) , sow1i "ij" S(Ajj)+0(€N)
4 = 1 3 = ) =
und HCrsH HCrSH + O(eN) gilt, erhidlt man "Crsﬂ O(EN)

Weil A;; = 0 1ist, und die Imaginirteile der Eigenwerte von A ge-

trennt sind, folgt daraus:
TA™ 1 = BA" I = 0(e2) .
rs sr N

Aus S(AM) = 0(e,) und rc(pHr = O(e ) erhdlt man fir den ersten
Teil eines Zyklus:

S(A) = 0(gy) » 1C(MIN = 0(e ) , k = 0(NP

Unter Anwendung dieser Aussagen und einer Abschidtzung des Normzu-
wachses der Nichtpivotblbckeﬂwird dann, einer Idee von Ruhe [28]

folgend, im zweiten Hauptsat:z
S(A,) = 0(el)
P N
gezeigt.

Im zweiten Teil eines Zyklus erh#dlt man nach der ersten (orthogonalen)

Transformation S(A') = S(A) und mit

> ~h
€11 12
' = S - _ct 1 = '
C(Arr) = = , wegen c ., Cly » Cq1 Cim ?
12 22 -
1 = 2r-1, m = 2r
' - =~ _ 4 ' - _ 4 .
(s.(2.4.7)) und €1, -S4y = O(EN) s Com Cly = O(eN) , dafl die

Diagonalelemente <C!, und 532 von C(A! ) ein O(eg) sind.

*) Vergl. Lemma 3.2.8 und Lemma 3.2.9
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Da die Imaginirteile der Eigenwerte von f getrennt sind, folgt
weiter aj -a' = 0(e) ,2a/ -a'; = 0(1), und damit S(A"% = S(A)
T 1 - 1 t - 1 =
(1-+O(£N)) , wegen thy = (amm all)/(Z(am1 alm)) + O(sN) O(eN%.
Die nach dem ersten Teil eines Zyklus erreichte Ordnung S(AP)==O(8N)

wird im zweiten Teil also nicht zerstért, d.h.

S(AY ) = o(el) .

Wegen obiger Darstellung von thy gilt nach der zweiten (hyperbo-
lischen) Transformation: ISV | = O(ei) und wegen

12
€11 = 18,1 = 0(eyy) auch |V | = 0(el) . Weil die Diago-

= |¥n
11 22 11l |C22

nalblécke, die nicht Pivotblock sind, sich nicht &dndern, gilt nach

dem zweiten Teil eines Zyklus:
e@ e = o(ed)
Damit sind die Vorbetrachtungen abgeschlossen, und wir beginnen
mit dem vorbereitenden Lemmata.
3.2.2 Vorbereitende Lemmata

Nach den Vorbemerkungen des ersten Abschnitts werden nun die fiir den
Beweis des zweiten Hauptsatzes bendtigten Lemmata bewiesen.

Lemma 3.2, 1
Sei J eine beliebige reelle Blockmatrix mit & >0, und (r,s)

fest, sowie

e < min{eo,82,€3,ev_1} , vE{2,3} ,

SCA) = g]Ale :
2
e = &5 :
(3.2.3) )
NOER . ,
A= TC(,s)5X )70 A T((r,s)5X,) s

1"

A

T 1
U((Y,S);(P1'®2,<D3,<D4) AU((r,S);®1,¢2,c_p3,cp4) ,
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wobei T die Johnsen-Veselit-Voevodin-Matrix ((2.1.1),(2.1.17)
bzw. (2.1.44)) und |] die Paardekooper-Jacobi-Matrix (2.2.2
2.2.7) sind. Dann gilt

(3.2.4) (A < HS*R
mit
_ ~ > 2

Hv = av-kkv -+1v , ve{2,3}
kv =g, + 2.0364 Kv + 2.0627 ,
T :=g, +0.02635 K +2.0627 ,
g = 6.4676 bV MAI ,
AY rs 6'

a aus Lemma 2.1.13.

BeweZzs: Es ist nach den Formeln der T-Transformation (s.(2.1.3)):

P

s2(A") - ST(M) = E (uA_jrn2 uxvu2 + 20A  TTAL IIX

j¥r,s
+ IA 12 IX 12 & 20A BIA KX u)
s \Y s 3 ri v

+ 1A 12 - HArsHZ ,
also
2" 2 2 v o2 L 2
ST(A) = ST(A) (1+IX_ I+ IX 19+ 1Al | IA_ !
Nach einer folgenden U-Transformation gilt dann:
2:p"y = <e2/p" "2 nwop2 _ v o2 L v g2
(3.2.5) S*A) = SEA ) + NA__1Z + IAN 1ALl 1Al
< a ST(A) + NAY 12 4nAv 0% - wa_ 0% - A w2
\Y) rs sSYr rs ST

Es bleiben HA;SH und HA;r" abzuschitzen, was nach den Formeln der
U-Transformation (s.(2.2.13)) und den Lemmata 2.1.12, 2.2.3 und
2.2.4 wie folgt geschieht:



_63_

A

rs

TR (ru_ 1Al 1o« wu__11a! 1) L (V) S
rr rr ss sSs rs g

+ MUu__1hu_ IS(A) + Nu_ 11y 1 (|IArSII ¥ ﬁvS(A))

IA

((max¢iu__n,1u__1) V¥ AL O Lyy iy
Yy sSs (SN rs rs sSr

£ 1U__1IU__ 1 (1+K)) SA)
I Al
s

IA

2
(V) , ~ . ,a
[1.4291 Vbl + 1.4249 1.4291(1+K\))+49:|S(A)

k. s,

v

IA

mit “A'" < |A| wegen Satz 2.1.8 bzw. Satz 2.1.11 und Lemma 2.2.2.
Analog ergibt sich fiir HA;IH:
A" s[max{lIU bou 1y vabp™ TAL Ly g
sSY rr SS rs 6"' rr SS

+ by My 1 (1« K\))] S(A) < T\) S (A

Zusammen mit (3.2.5) folgt daraus die Behauptung (3.2.4), womit

Lemma 3.2.1 bewiesen ist. A

Aus diesem Lemma erh&dlt man ein Korollar, das zum Beweis von Lemma
3.2.7 bendtigt wird.

Korollagr 3.2.2
Gilt zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Lemma 3.2.1:

- 8
(3.2.6) £ < ¢ b= —2 . veE{(2,3}
e aVE)
so gilt
" 6—
(3.2.7) S(A") < 75

Nachdem der maximale Zuwachs von S(A) unter einer Transformation
im ersten Teil eines Zyklus abgeschitzt ist, kommen wir zur Abschidtzung

der Anderung der Blockdiagonalen unter einer solchen Transformation.
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Lemma 3.2.3

Sei A eine reelle Blockmatrix mit § >0, die (3.2.3) erfillt.
Dann gilt fir ein festes Pivotpaar (r,s):

(3.2.8) Arr = Arr + Rrr ,
(3.2.9) Ass = Ass + RSS ’
mit

5% (A) s2 Q)

K 16 (V3 + K)° LA
. _ V
dv = 7§r + ———g—gr—— [2.941 5" + 0.8101 ]"A" ’

v E{2,3}

Beweis: Analog zu Lemma 2.1.12 erhdlt man

~

K
(3.2.11) X! SHWS(A) .

Daraus folgt mit den Formeln fiir die T-Transformation:

~o

IA' - A LI < & ST ., jEs
oy ar
(3.2.12) 2
Vv
1 < . 2 i
HAis-AisH < Vg"A" S“(A) , i#r

Fiir eine U-Transformation gilt mit U =I1+U'
rr rxr
(3.2.13) A=A 4R ,
rr rr rr
mit
IR

1
T < 20A 00G" 1 + 0A" nug' 12 &
rr Yr rr rr

rr

U U HaA s Aty o+ 1A g a2
rr sr sr rs SS sSr
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A

Y ((2+IIU;rII)IIU;rII+IIU5r|I2) # u__Miu_ 1 (v2'+ K )S(A)

2
s(&Jﬁ59bW)+bW))l|"+ 1.4249 bV fzK)ﬁ(m
r rs 52 rs 3
(V2 + K
< (0.7004 LV:UNY 8077) ——————Qi s2(p)
3 g

wobei die Lemmata 2.1.12, 2.2.3, 2.2.4 und 2.2.5 benutzt werden.

Zusammen mit (3.2.12) folgt daraus

1" 1 1

A = A + R = A + R
ryr rr rr ry rr
mit
dv 2
"Rrr“ < W S (A) .

Die etwas schlechteren Konstanten in (3.2.10) ergeben sich aus der
analog durchzufiihrenden Abschédtzung von R;S . Damit ist das Lemma
3.2.3 bewiesen. A

Lemma 3.2.4
Sei A eine reelle Blockmatrix mit & >0 , die (3.2.3) erfiillt.
Dann gilt fiir den Kommutator der Diagonalbldcke Ajj y, j€{r,s} und

festes Pivotpaar (r,s):

(3.2.14) IC(AY T = 1C(A 0 + e s2(A)

! < + 2 ,
(3.2.15) IC(A; )1 = TCA T + e S2(A)
mit

(¢
1l

§°d d
V V
v 2 <2HAH * T09% ) ™ ve{2,3} ,

[g]
[

. 367
2 AV ey - |A}®

Beweis: Mit den Bezeichnungen von Lemma 3.2.3 ist filir j € {r,s}:
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IA

(3.2.16) IC(AY )N < IC(A,. )0 + 20A, I0R,.I + 20A., +R,.IIR, ]I
]3] ]3] J3J J3 J3J 33 J3]

IN

d\) 2 d\) 2
Iceay n + 2|2 Al TAT S (A) TAT S“(A)

2
ICA O+ e SP(A)

IA

wobei in die letzte Ungleichung (3.2.3) eingeht und e durch €, ab-
geschdtzt wird. Damit ist (3.2.14) gezeigt. Analog zu (3.2.16) er-
hdlt man mit (3.2.11), je{r,s} und v=2:

IA

(3.2.17) e < eyt + 2(2fA] + AHS (A)

5]

IA

Icag )0+ 22 + 55

IA

2
a1 + o, S(A)

Fir v=3 ergibt sich (3.2.15) analog, womit Lemma 3.2.4 bewiesen

ist. “

Nach diesen Vorbereitungen kann WC(D")! abgeschidtzt werden.

Lemma 3.2.5
Sei A eine reelle Blockmatrix mit & >0, die (3.2.3) erfullt.
Dann gilt mit A = [D+E (s.(1.1.22)) fir ein festes Pivotpaar (r,s):

(3.2.18) lcd'H1? < 1c@)r? + thAuzsz(A) ,
2e_ 62 e 82
h = ——— |/ + =———] , ve{z,3) .
v 64| Al 10241 Al

Beweis: Es ist mit Lemma 3.2.4 und Voraussetzung (3.2.3):

lc'yn? = E IC(A; I + HC(A'r'r)u2 + 1c(al )2

i¥r,s
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E IC(A )12 + (IC(A_ )N +e S*(A))?

i$¥r,s

IA

+ (1CA )1 +e 5P (A))?

IA

j;: Ic(a, 1%+ z(VEHC(D)ueVsz(A)-+e§s4(A))

i=1
lc(Dy1? + 2(%7 & e ——~§1———-) e 5% (A)
64 AY) 2562“A"2 AV}

IcI? + h tAI2s*(p)

IA

womit Lemma 3.2.5 bewiesen ist.

Mit diesem Lemma ist auch der Zuwachs des Kommutators der Block-
diagonalen unter einer Transformation im ersten Teil eines Zyklus
nach oben abgeschdtzt. Es folgt die Abschdtzung des Kommutators

am Pivotpaar (r,s) nach einer solchen Transformation, womit dann

auch die Pivotblécke A;S und A;r abgeschidtzt werden konnen.

Lemmg 3.2.6
Sei A eine reelle Blockmatrix mit & >0 , die (3.2.3) erfiillt.

Dann gilt fiir ein festes Pivotpaar (r,s) mit

PaN rr Crs

(3.2.19) CAL) =2 \ o .
rs CSS
~ry g\)

(3.2.20) IC) 1< £ s%(A) + TAf SAAICDIT, ve 2,3,

mit

g, aus Lemma 3.2.1 s, veE{2,3}y ,

2 ~ (2
£, := £+0.5708 bés)(c2+ 1+K)°
£ :i= 2.0626+0.5708 b3 (c_+(1+ % )?)
3 rs 3 3 4
_ 5 0 S
£ i= 2.0626 ( 2+ %)
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Beweis: Nach einer Paardekooper-Transformation gilt fir 6;5

unter Anwendung der Lemmata 2.2.3 und 2.2.4:

"

(3.2.21) ¢

rs

A

bu_ g i o+ o ¢y 4
rr sSS rs rs rr

+

g hitg WIC 1+ 1y nng nnE'o
sSS sSY Ss rs sSY rs

A

< 1.4249(1.42011¢8 1+ b SCA yer gy o
rs rs g Yr

+

~ 2 ~
1.4201 b SCA) yer 4 . a e
rs i ss 4 rs

IA

2.0626 1C' I + (1.42491C" 1 +1.429011¢" 1yp Y SR
rs rr SSs rs g *

~
Es bleibt abzuschitzen, wie grofl die Elemente von C(Ars) nach

einer T-Transformation sein konnen. Dazu schreiben wir:

C' =cea' )y + A'TA' - A AT,

ry rxr Sr SIr rs rs
(3.2.22)

~t - C(Av ) + A'TA' _ Av AlT ,

SS SS rs rs SY sr

Ev - AvTAv _ 1 AvT + A'TA' _ A' A'T

rs rr rs rr sr sSYr SsS rs ss

Damit folgt nach Lemma 2.71.12 und den Formeln der T-Transformation:

] ' 2 ~ 2
(3.2.23) IE) 1 < HC(AL )b+ BA_ 12 & (1A__1 + K S(A))

rr

IA

ICAL )1+ S2(A) + 28,57 (A) +R2S%(A)

IN

Hc(Arr)H + (cv-+(1-+iv)2)52(A) s

wobel bei der letzten Ungleichung Lemma 3.2.4 eingeht.
Auf die gleiche Weise ergibt sich auch

~ Tz N2 2
1T 1 < ICA )1+ (e + (1+K)°) S™(A)
aus (3.2.22). Fir E;s folgt aus (3.2.22) wie oben:

ok ( A'TA' - A" A'T
rs ir' is ri si ’

ifr,s
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(3.2.24) 1" 1 <ic' 1+ (IIA, I(UA, 0+ IXITA, 1) +
¥rs Ys ir 1s ir

i¥r,s

S(IA_ T+ IXEIA_ )TA_ 1)

< Ic' 1o+ (-}HIX")SZ(I-\) .

rs

2 , d.h. X==X2,wegen HX2H s% und Satz 2.1.8,

Daraus folgt fir v

sowlie Voraussetzung (3.2.3):

(1282(725+1)HAH3S(A) + l+l> % (A)
54 s 23

IA

122 2 5 2
<-—6-2—- FATS + B') S® (A

£ 2
= 75675 S (A

Zusammen erhdlt man mit (3.2.21) fir wv=2:

< £82 (A) + ((1.4249"C(Arr)ﬂ + 1,4291uc(Ass)n) +

(@]
A

+2.854(c, + (1+ £)*)s?(A))p (2 —S—éA)—

IA

[f+0.5708(c2 + (1+K))? b;i))] s?(A)
L (2)

+ 2.0211 Z2—1c(D)Is (A)
3

&2
= £,5°(A) + ppr SICD!
wobei in die letzte Ungleichung § = %% §" =2 5S(A) eingeht.

Entsprechend erhdlt man fir v=3 , d.h. X==X3 ,aus (3.2.24)

1 1
wegen HX3H < 5 und Crs =0

IC! 1 < ac! 1+ (%+ux3u) sy = s2ny

rs



und weiter mit (3.2.21):

T

N g
187 1 s f382 (A + TiT rcMIsA)

Damit ist Lemma 3.2.6 bewiesen. A

Lemma 3.2.7
Sei A eine reelle Blockmatrix mit § >0 , die (3.2.3) erfillt,

und es gelte zusdtzlich ¢ <e;+1 (s.(3.2.6)). Dann gilt fiir ein

festes Pivotpaar (r,s):

1" _ " 4 2 g\)
(3.2.25) HArsﬂ = HAer sv7g: [ fvs (A) + TAT S(A)"C(D)“], ve{2,3}
AT AT T AT Any Aa_
Beweis: Wir zerlegen Ars = %(Ars*.A ) + %(A - A T)_-Ar;-FArS :

damit ist
¢ = 2(n

und wegen A;; = —A;;T=Oinfolge der U-Transformation ergibt sich da-
raus die Gleichung (s.(2.0.3),(3.2.19)):
1 = "_mp "y _ An+ An_T

(3.2.26) = C = A A

2 rs rr rs rs ss

Nach Korollar 3.2.2 1ist S(A") 5%3" und wegen der Invarianz der
Euklidischen Norm unter einer U-Transformation und der Normabnahme

unter einer T-Transformation folgt

BN s sl = &

nach Voraussetzung (3.2.3). Damit sind die Voraussetzungen von Lemma
2.2.2 fiir A" erftillt, und es gilt fur den Abstand der Spektren
+ipy, der Diagonalbldcke A;g des schiefsymmetrischen Teils A"_

1

von A mit uj'>O , J=1(D)p

min{iu, - ul1i#3) = ¢ 87,



Damit ist Lemma 1.1.24 auf die Gleichung (3.2.26) anwendbar, und
es folgt wegen A(A;;T) = A(A;;T) = 0:

' 1c” A .
AT < g < —— HC)
rs HpmHg 78 rs
und daraus folgt mit Lemma 3.2.6 die Behauptung. A

Nachdem die Pivot-Bldcke abgeschdtzt sind, bendtigen wir noch zweil
technische Lemmata Uber die maximale Anderung der AuBerblockdiago-
nale von A und eine Abschidtzung von S(A) und IC(]))V tber den ersten
Teil eines Zyklus (3.2.1), bevor der zweite Hauptsatz bewiesen wer-

den kann.

Lemma 3.2.8
Sei A eine reelle Blockmatrix mit & >0, die (3.2.3) erfiillt.
Dann gilt fur {i,jin{r,s} =4 , ve{2,3}, (r,s) fest:

1A 12 &+ 1A 12 < a (1A 1% &+ 1A 1%
rj s3 v sJ
(3.2.27)
IAT 12 + A 12 < a (1A, 02 + 1A, 1%y
lr 1ls V ir 1S
mit a, aus Lemma 2.1.13.
Beweis: Dem Beweis von Lemma 3.2.1 entnimmt man:

IA" 12 < 0A_ 12 & (NA B2 & BA 02X 0 +0A 021X 02 | j+5s
rj rj rj sj V s] Vv ’
und damit ist wegen IA' I = 0A .k, j#s
s s3]
TA' 12 + 1A' 12 < (1 + X U +0X 12y (A 1% + 1A 1%
rj =N A% v rj s
2 2
s a (1A 12 + HA_ 1% )

Wegen der Orthogonalitdt der U-Transformation ist flir j ¢ {r,s}:

A" 12 + 1A" 12 = IA" 42 + 1A' 12 ,
] S rj S



und damit folgt der erste Teil der Behauptung (3.2.27). Analog
erhdlt man den zweiten Teil der Behauptung, womit das Lemma be-

wiesen ist. A

Lemma 3.2.9
Sei Ak eine reelle Blockmatrix mit & >0, die (3.2.3) erfiillt.
Dann gilt mit ve {2,3} , (r,s)fest:

(k+1) k) k (k .
A S < LIIAr(j I+ () ||Asj)ll , jE{r,s)
(3.2.28)
(k+1) (k) (k) (k) .
AZ D < wal el a0 ey

mit

= (v)
K 16 b
(k) _ v rs
m r= 0.5835 m + ——'—'—"5 e S(Ak) ’

Beweis: Nach den Transformationsformeln (2.1.3) und (3.2.11)
gilt fir ve{2,3}:
A < ARy, K, SCA) 1A 54
rj - rj STAT k sj » J TS
(3.2'29)

1

k .
1A, wegen IX 155, i#r

A o gatk)y, 1
is is 2

Weiter gilt nach den Transformationsformeln (2.2.12), (3.2.29)

und Voraussetzung (3.2.3):

pa R+
rj

IA

ar aT (k) T (k) .
I (Urr+Urr) Arj o+ IIUSr ASj b, jé{r,s}

~

e
da (k) V (k)
ol ve (HArj I+ iy S(AOIALS 1) +

IA

a (k) K (k)
£ 102 (HArj b S siapial 1)

+ 1 Ay
sr s j

d a (k)
("UrrllSp + HUrrH)HArj I+



~ (V)
K
+ ("Uirﬂsp + 102 1) 7?¥KW”+ s S(Ak)"Aéﬁ’"
5

< LHAig)H ¥ mék)HAég)H ,

wobei zunidchst Lemma 2.2.3 und dann Lemma 2.2.4 zur Abschidtzung an-
gewandt wird. Entsprechend erhdlt man den zweiten Teil der Behaup-

tung, womit das Lemma 3.2.9 bewiesen ist. A

Es wird nun eine Aussage dariiber erforderlich, wie klein S(A)
und IC()I sein miissen, damit die Bedingungen (3.2.3) fiir alle ite-
rierten Matrizen Ak wdhrend des ersten Teils eines Zyklus garan-

tiert werden kdnnen. Dazu dient das folgende

Lemmg 3.2.10.
Sei A eine reelle Blockmatrix mit & >0, und es gelte:

g < min{eo,€2,€3,€;,E;_1,€;+1'€\)+3} ’
- (672 - (87)2 (p2—1)(H\)-1) 7 ve{2,3}
EO = 2 ’ E\)+3 = 2 2 ' ’ ’
641 Al 161 Al PT h,
(3.2.30) _p
s = (V) FImE
1 2 ~
[CD] = 5 JA]" ¢ ;
a(p) < &
Dann gilt:
1 ~
(3.2.31) _
et < 42—,
(A s %3 , k=0(1)P

Beweis: Der Beweis wird induktiv tUber k gefihrt. Fir k=0 sind

die Aussagen (3.2.31) nach Voraussetzung (3.2.30) wegen H, >1 und



Pz1 mit A_=A erftllt.
Es seien nun fir alle 1<k<P die Aussagen

_2 -
s(h) = T IAE L e < 8 s < &

erfiillt. Dann ist Satz 2.1.8 bzw. Satz 2.1.11 auf Ak anwendbar,

und es gilt: HAk+1H < HAkH , und damit
5"
(A, ) = 8(A) = a(A) < 3¢

Weiter konnen die Lemmata 3.2.71 und 3.2.5 auf Ak angewendet wer-

den, und es gilt:

S, ) < VA, SA) = (VAT s(A)

LAY Yy

IA

|

nach Voraussetzung (3.2.30).
Weiter gilt nach Lemma 3.2.5 mit Lemma 3.2.1:

Ic(D,,)1? < e 1% + h 1A I? %A
k
< 1C(DHM? + hTAI? s2(A) E H
1=0
k+1 _
_ 2 2 2 \Y
= 1c(DH1? + h 1AL S2(A) AT
h
1 1 4 ~2
= Ic(pHI? + =2 ( - ) IALS €
o 6 | T_-1 P
v H,”(H -1)
<lc@n? + by 1AL (e7 )2
- ( o) 16(Hv—1) V+3
PG
64°
(87)° .
also HC(Dk+1)H < 57 . Damit ist der Induktionsschluffl voll-

zogen und Lemma 3.2.10 bewiesen. A



Aus diesem Lemma ergibt sich das

Korollar 3.2.11.
Die Voraussetzungen von Lemma 3.2.10 seien fiir eine reelle Block-
matrix A und die Matrix nach dem N-ten Zyklus AN erfillt, und

es gelte

S(AM) < JIple,
(3.2.32)
Ic@™ < 1A e

Dann gilt flir wve{2,3}:

(3.2.33) max {S(AM) 1 0<k<Pj < %nAu( NCWRES
und
(3.2.34) max{IC(DNO<k<P} s w IAI? e ,
mit

w\) - . },Tl%)-((;%‘—:% 1/2 ‘

Nach diesen Vorbereitungen kann jetzt im ndchsten Abschnitt der
zweite Hauptsatz, daB nach dem ersten Teil eines Zyklus S(A)

quadratisch klein ist, bewiesen werden.
3.2.3 Der zweite Hauptsatz
In diesem Abschnitt wird gezeigt, dafl nach dem ersten Teil eines

Zyklus (s.(3.2.1)) die AuBerblockdiagonale unter gewissen Voraus-

setzungen quadratisch klein ist.

Satz 3.2.12 (zweiter Hauptsatsz)
Sei J eine reelle Blockmatrix mit & >0, die so weit block-

diagonalisiert und normalisiert ist, daB sie (3.2.30) erfillt.



Sei AN die Matrix nach Durchfithrung des N-ten Zyklus gemif}
(3.2.1) und (3.2.2), und erfiille AN die Bedingungen (3.2.30)

und
SCAY) < glAley , 1C™MI < 1A e, .

Dann existiert eine Konstante K(V)("NI,G , 8 ,p), die nur von

der Matrix A abhidngt, so daB

(3.2.35) S(Ag) < K(v)ﬂALG,S_,p)HAﬂeﬁ , VE{2,3}

gilt.

Beweis: Der Beweis folgt einer Idee von Ruhe [28]. Da wir hier

nur einen festen Zyklus betrachten, lassen wir den oberen Index N

weg und setzen abklirzend mit Ak = (Aig)):

(3.2.36) stk) o alk)g2 L oyalk)y2
ij ij ji
und
S(A )2 S(AYEC (DI
(3.2.37) e? srmx{~—%— , Ay 3®k | OsksP} .
1Al IAl

Zuerst beweisen wir durch Induktion {iber r die

cwischenbehauptung:
Wdhrend des N-ten Iterationszyklus (3.2.1) existiert fir jedes
T = 0(1)p-1 eine Konstante K(v)(HAN,S,G_,p) = Kév) , so daf flr

k=k(r) mit k= (r+1,1+2)"

r
(k) (V) 2 4
(3.2.38) ; ; Sij < Kr AV €

i=1 J=i+1

gilt.

*) aus (2.0.4), d.h. man betrachtet die Matrix, nachdem der

K
k+1
Pivotindex die r-te Zeile durchlaufen hat.



Beweis der Zwischenbehauptung: Wir teilen flir k-p+r=<l1lc<k
den nichtblockdiagonalen Teil El der Matrix Al gemdfl der

folgenden Skizze auf:

Pl o § ’

(3.2.39)  E, =

P H,

f

T
d.h. es werden Matrizen Bl ,Pl und Hl definiert durch

(
Ai(? fir 1<i<r oder 1<j<r , i#]j
B.(].') :=
ij
0 sonst ,
(A (D)
Aij fr i=r, 1<jsp oder j=r , j<icp
(1) _ |
Pij =
0 sonst ,
’A(l) £i <i< i< ke
i3 ir r<is<p, r<jsp , 1#]
H{P) o
1]
0 sonst ,

E, =B, + P, +H,

Dabei besteht fir 1l=k-p+r , d.h. x, , = (v,T+1), Bl aus den
Blécken von El , die bereits als Pivot verwandt worden sind,



Pl aus den Teilen der Blockzeile und Blockspalte, die im folgenden als

Pivot gewdhlt werden (Pivot-Zeile) und Hl aus dem Rest.

Mit diesen Bezeichnungen ist die Behauptung (3.2.38) &dquivalent

mit:
2 (V) 2 4
(3.2.40) IBi + Pel™ = K7 JA]" €
Nun kann der Induktionsbeweis wie folgt gefiithrt werden.

Induktions-Anfang: Flir 1r=0 ist Kiepp = (r+1 , r+2) = (1,2) = Ky
also k=0 wund

r

P
:> stk) _ o
1]
1 J=1i+1

da es sich um die leere Summe handelt, so dafl fir r=0 die Be-
hauptung (3.2.38) mit K(¥) := 0 erfillt ist.

i=

Induktions—-Voraussetzung: Sei nun die Konstante KéYi , fir die

(3.2.38) erfiillt ist, bereits berechnet, d.h. es gelte

2 (V) 2 4
(3.2.41) IBy_parl™ = KZ1HALT €

Zu zeigen ist: Es existiert eine Konstante Kév)(“A" ,6,6-,p,K(vi),

r—
i abhidngt, so daR

die nur von A und KéY
(3.2.42) B, + Pf” = KA

gilt.

Dazu stellen wir zunichst fest, daB

(3:2.43) [y} = JEL}7 = STCAD < AT €°

fir 0 <1 < P 1ist.



Weiterhin ist der maximale Zuwachs der Norm der Blocke Aij von B
abzuschidtzen; diese bleiben entweder unberithrt, wenn {i,j}ﬂ{r,s}==¢
ist, oder der Zuwachs kann nach Lemma 3.2.8 abgeschitzt werden. Da

das Pivot-Paar (r,s) die Folge
(ryr+1),(r,r+2) ,..., (r,p)

durchlduft, ergibt sich aus Lemma 3.2.8 und der Induktionsvoraus-

setzung (3.2.41):

r-1 P

s ()
ij

(3.2.44) ||Bk||2

i=1 j=i+1

r-1
SN arr s
oY) 17

i=1 j=i+1

A

p- 2
- av : "Bk—p+r"

IA

p-r (V) 2 4
a, m KL JAT e

Es bleibt "Pk"2 abzuschitzen. Dazu verfolgen wir zundchst, wie

sich ein als Pivot benutzter Block Aé§+3_p) verindert, wenn an-
schliefRend die weiteren Blécke dieser r-ten Zeile nacheinander als
Pivot verwendet werden. Diese Anderung kann nach Lemma 3.2.9 fol-

gendermaflen abgeschidtzt werden:

PARY o LRI g KH3-R)y
rj r]
. pp-i o (k+i=p-1) 4, (k+i-p-1),
v ij *
i=9+1

Durch Quadrieren erhdlt man unter Anwendung der Ungleichung von

Cauchy-Schwarz:



(3.2.45) AR 2 o 2 23 atk+d-pP)y2
rj rj
b . ' 2
+ E p-i m(k+1—p—-1) "A$3+1—p—1)“
AV] i]
i=3+1
< 2 123 [nA‘3+j'P)n2 +
rj
+

; (m$k+i—p—1))2 . z “A£§+i—p—1)"2] ’

i=j+1 i=j+1
wobei benutzt wird, dall wegen p=2i>j wund L > 1 gilt:
L2(p-1) _ ;2(p-3)

Analog ergibt sich aus Lemma 3.2.9:
(3.2.46) 1A 2 o 2 2(P-D) [lLAfk+j'P)u2 "
Jjr jr
E (k+i-p=-1), 2 E (k+i-p-1),2
+ (m\) ) . “Ajl " ] N
I=3+1 i=3+1

und man erhdlt durch Addition von (3.2.45) und (3.2.46) unter Be-
achtung von (3.2.36), sowie Summation {iber die Pivots der r-ten

Zeile, wobei man wegen L>1 und p2j>r die Terme L2(P73) pach
oben durch Lz(p_r) abschdtzen und vor die Summe ziehen kann:
S(k) < 2L2(p—r) S(k+]‘P) +
; rj : rj
j=r+1 j=r+1
b P . _
. j> :> (m(k+l—p—1))2 ; S§5+1-p—1)
v ij
j=r+1 i=j+1 i=j+1
P

IA
[\]
e
[\o]
o)
|
N
w
N~
oo
+
.
i
o
+



_8‘]_

je) i-1
(k+i-p-1) 2 (k+i-p-1)
: E (m, NE ) ) s

i=r+2 i=r+2 j=r+1

Der Term vor der Doppelsumme kann nach Lemma 3.2.9 weiter abge-

schidtzt werden durch:

2

~ (v)
K 16b 2 2
(k+i-p-1),2 v rs TAl“e“
E (m )* < (p-r-1) { 0.5835 t—
v AT s

i=r+2

Flir die erste Summe erhdlt man nach Lemma 3.2.7 unter Beachtung
von (3.2.36) und (3.2.37) die Abschidtzung:

sEHImp) a3 2 g (kHImR)y 2
rJ rj jr

32
49 (87)?

IA

(£,+g,)° TAN%?

und flir die zweite Summe gilt, da die dort vorkommenden Blécke
in H liegen (s.(3.2.43)):

i-1
(k+i-p-1) 2 2 2
E 513 < ST Ay gpog) < TALTe

Jj=r+1

Zusammen folgt damit:

(3.2.47) 1P )? = E ség)

j=r+1
< 2 12(P7T) (p-1) _——E%—E (fv-+gv)2 “A"4€4
49 (87)
> (V) \ 2
R 16b
+(p-r-1)IAI%€? (p-r-1) {0.5835 Tﬁ" P I8 ] pl2e2

56

Q) iz ¢t



Durch Addition der Abschidtzungen fir HBkH2 (s.(3.2.44)) und
IP, 17 ergibt sich:

A

1B, + P 1% < 2(a®7% k¥ 4 V) npr? ef
kMvpn? et

und K( ) hdngt ebenso wie - nach Induktionsvoraussetzung -

Kivi nur von UIAl,8,8 wund p ab. Damit ist die Zwischenbehaup-

tung (3.2.38) bewiesen.

Fassen wir noch einmal zusammen: es ist gezeigt, daR fiir alle

r=0(1)p-1 eine von ¢ unabhidngige Konstante Kév) existiert,

die (3.2.38) erfdllt. Damit gilt nach Durchfithrung des ersten Teils

eines Zyklus, d.h. Kipy = (p,p*1) , k=P
2 (k) (V)
IE, | i§ s < k) A
J=i+1

Nach Korollar 3.2.11 ist unter Beachtung von (3.2.37):
2 1 4P 1, /7 1 \P 2
€ < max { -1—6- H\) ’ Z‘( H\) ) W\)} €

und damit

S(AD) = TER1 < K™V (ipn 6,67, p) TAI €2

mit
(V) _ (V) - .o (V) j1 4P 1 P
K = k™) (1pan,s ,67,p) = k&) max{TE HY 3 (VH) wv}
und diese Konstante K'V! hidngt nur von der Matrix A ab.

Damit ist der zweite Hauptsatz bewiesen. A



Bemerkung 3.2.183

Die Konstanten Qév), r=1(1)p-1 aus Satz 3.2.12 sind nach oben
beschrédnkt durch in). Da die Konstanten
(V) _ (v) _ p-r _(V) (v) - -

KO =0 , Ki = Z(av K. ) -er )y, T = 1(1)p-1
endlich rekursiv definiert sind, konnen sie durch eine endliche
Summe ausgedriickt werden, und daraus kann man mit obigem und der
Formel fir die geometrische Summe eine obere Abschdtzung von K(V)

gewinnen.

Aus Satz 3.2.12 ergibt sich unmittelbar das

Kovrollar 3.2.14,
Sei A eine reelle Blockmatrix mit 6§ >0, die (3.2.30) erfullt.

Weiter gelte

rAY = S,
SAY) < 7IAle, , 1CD™I < A e,
mit
. -P ~ £ 1 *)
ey < mln{(\’Hv ) €5 ) } .
Dann gilt

S(AN) < gIAle,

d.h. S(A) dist nach dem ersten Teil eines Zyklus nicht grofer als

vorher.

*) € aus (3.2.30).



3.2.4 Normreduzierung der Blockdiagonalen

Zur Normreduzierung der Blockdiagonalen im zweiten Teil

eines Zyklus werden Eberlein-Jacobi-Matrizen verwendet (vergl.
§2.4und (3.2.2)). Fiir den Beweis des dritten Hauptsatzes, daf}

nach dem zweiten Teil eines Zyklus auch IC([))! quadratisch klein
ist, werden einige Aussagen iiber die Eberlein-Jacobi-Transforma-
tionen benttigt, die in den folgenden Lemmata bereitgestellt werden.

Zundchst fihren wir noch eine Bezeichnung ein:

11 12
(3.2.48) cal¥)y - , k=P+r-1, r=1(p,
“12 “22
1
und bemerken, dafl im zweiliten Teil eines Zyklus Aét)==Aéf+1) gilt,

fir k' #$P+r-1; damit gilt fiir jeden Pivotblock, bevorer trans-

formiert wird,die Abschédtzung:
(3.2.49) IIC(Ar(];))II <Ic(DIh , k=P+r-1, r=1(1p

Des weiteren gilt:

g (K)

(k) _ (k)
1m a )

~ _ _ (k)
€11 = "Gy = ( +a ) (g, Im

(k) _ (k) (k) _ (k)
a aj; J(ag; arn )

(3.2.50) T, = (af

l1=2r-1, m=2r , k=P+r -1 .

In diesem Paragraphen ist stets der hier notierte Zusammenhang von
l1,m,k und r zu sehen; wir lassen deshalb bei den beiden folgenden

Lemmata den Index k aus Grinden der Ubersichtlichkeit weg.

Lemma 3.2.16
Sei f\ eine reelle Blockmatrix mit 8§ >0, die die Bedingungen

(5.2.51)  SA) <3¢ . e =S¢

erfiillt. Dann gilt nach einer Jacobi-Rotation A' = OT/\O (s.(2.4.5))
mit (2.4.1),(2.4.2) und Pivotpaar (1,m):



(3.2.52)  S(A") = S(A)
(3.2.53) 1T, < ST,
' ' SIC(A_ )
(3.2.54) |all_amm| < T— .
Beweis: Fir eine Jacobi-Rotation gilt:
) r2 2 2
31 F Fyn T 85t A, ’
12 12 2 2 .
811 T Bps T %y T 8py » ie{lmr o,

und damit S%(A') = S%(A) , womit (3.2.52) gezeigt ist.

&2
- -
-

Ci2
Mit C(A}r) = gilt :

<

0
- -
N

1
22

n
~ v2 2 2 2

P PR N (2,2 - &)%) s2@a) = s
1 rm

und analog

' ]
ICmm C2

NEER(Y

3 1 _ .
Daraus folgt mit (3.2.50) und Cll"cém (s.(2.4.7)):

-c! |+ | -€h1+lv -c' 1,

11 mm

und das ist (3.2.53).

Un die Abschitzung (3.2.54) zu erhalten, betrachtet man die Ande-
rung der Elemente von Arr unter einer Jacobi-Rotation; dazu setzen

wir abklirzend ¢ = cos ®, , s =sin<%: und definieren:



. _ 4 .-
Aus (3.2.50) folgt mit (3.2.48) und Ialm amll 2 - $ wegen
Lemma 2.2.2
SHC(Arr)H
eyl s —=2— , jE€{1,2)
J 4 V7 8

Weiter gilt:

a' = c?a + cs(a_, +a, ) + s%a

11 11 ml lm mm ’

a' = s®a - cs(a, +a._ ) + c?a

mm 11 1lm ml mm ’

a' - a' = (a,, -a )(c2 -52) + 2(a, +a_.)cCs

11 mm 11 mm 1m ml

= 62 cos 2¢; +-e1 sin Zq}
Daraus folgt filir (ail-a;m)2 unter Anwendung der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung:
2
S50C(A_ )
(ail-aém)z < 2 rr— ’
4 V2§

und daraus folgt (3.2.54). Damit ist Lemma 3.2.15 bewiesen. A

Lemma 3.2.16
Sei A eine reelle Blockmatrix mit § >0, die (3.2.51) und

. ()2
(3.2.55) c(a, )b < 2

erftillt. Dann gilt nach einer hyperbolischen Transformation (2.4.6)
mit (2.4.4) und Pivotpaar (1l,m):

(3.2.56) S(A'Y < 1.031 S(A)



_87_

' A
clm = C12 + I s
n
1 2
< 1 1 1 1 <
lz] < E (‘ail il *lagy ami‘)— 7 S°(A)
i¥l,m

Weiter gilt nach (2.4.4) wegen G 20 wund D >0 mit (3.2.50) und

la)

4 -
lm_ar;llI = 5 $

(3pp = 311) >
4+
e, -ag) 2(a!_-a' )?

IA

(3.2.57)  Ithy |

2501 C(A il
(A ) . 2582(A)

32(8 )2 64(57)°

IA

A

0.014

nach den Voraussetzungen (3.2.55) und (3.2.51). Daraus ergibt sich:

ithy
< 0.0142

(3.2.58) Ishy | = 'ﬁ' < 1.008 |thy | <
1 -th'y

1
Fir chy = ;afjj?ﬁz erhdlt man durch Entwicklung in eine Taylor-

reihe:

(3.2.59) chwy = 1+n |,

mit
2
Inl < Eﬁ—i-5—— < 0.508 th?y
2 (1-th2y)
< 0.0001

Setzt man A'==D'-+E' (s.(1.1.22)), so ist, da § wund S—l block-
diagonal sind (vergl.(2.4.6)):

A=D"+E" , E"=S'E'S ,



und damit

(3.2.60)  SCA™ = JE"|< |ST'| g, ISlsp SCAY

Da S und S”! symmetrisch sind, ist HSHSP = sprS; S und §°¢
haben dasselbe charakteristische Polynom

det(S-A]) = (A2 -2x chy+1)(r-1)""2

’

mit den Wurzeln

A1,2 = chy +shy , Ay=T, i=2(1)n.
Daraus folgt wegen Ikl 2| <1.015 nach (3.2.58), (3.2.59):
IShs, = us‘lnsps1.o15 und mit (3.2.60) die Behauptung (3.2.56).

Damit ist Lemma 3.2.16 bewiesen.

Aus diesem Lemma ergibt sich zusammen mit Korollar 3.2.14, Lemma
3.2.10 und Satz 3.2.12 das folgende Korollar 3.2.17, welches be-
sagt, dafl die im ersten Teil eines Zyklus erreichte Ordnung von
S(A) im zweiten Teil erhalten bleibt.

Korollar 3.2.17
Sei A eine reelle Blockmatrix mit § >0, die (3.2.30) erfiillt.
Weiter gelte

bM< S

S(AY) < gIAle, , 1CD! < A e,
mit

v min{(Vﬁ{:)_P € g ’ 4K‘V;1.031P } Yo
Dann gilt
(3.2.61) S(Ay,.) = %HAHE ,

*) ENaus(3.2.3O).

A



N N _
(3.2.62) S(Ap,,) < 1.031% s(A,) » r=0(p ,
(3.2.63) SCAYY) < 1.031° k™Y ipre? < JiAle

Beweis: Nach Lemma 3.2.10 ist IC(D )l < (57)°/64 und damit
(s.(3.2.49)) 1C(A_)I = (67)2/64 . Fir p=1 sind die Aussagen
trivial; flir p=22 folgt (3.2.61) mit Korollar 3.2.14 und Lemma
3.2.16 induktiv iber r, da wegen Hs(p_l)/z > (V)P 2 1.031F
die Voraussetzungen von Lemma 3.2.16 fur AP+r_1jeweils erfillt
sind. Damit folgen (3.2.62) und (3.2.63) unmittelbar aus Lemma
3.2.16 und Satz 3.2.12. A

Damit ist S(A) nach einem kompletten Zyklus abgeschitzt, und es

bleibt zu zeigen, daB durch die zweite (hyperbolische) Transforma-
tion im zweiten Teil eines Zyklus fir 811 und 852 die nach der

ersten (orthogonalen) Transformation erreichte Ordnung erhalten

bleibt und gleichzeitig 812 quadratisch klein wird.

Lemmag 3.2.18
Unter den Voraussetzungen von Korollar 3.2.17 gilt nach einer hyper-

bolischen Transformation (2.4.6) mit (2.4.4) und Pivotpaar (1,m):

e . o IAl o2
(3.2.64) €01 = 1851 < 1.77 . 1.063 7?: s2(A,)
2
(3.2.65) I < O°1151 d Ic(1? +
(¢ )

+

(0.8-1074 1AL | 5 g7y 1AL 1.063P8% (A,)
5 5

Beweis: Nach einer hyperbolischen Transformation A§+1 = A" =

STt A'S, mit A'=0° A} 0 (s.(2.4.3) bis (2.4.6)) und Pivotpaar
(1,m) gilt mit <ch=ch V.o sh = sh v, und th = th b,
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" _ 1 v ' _ '

a;, = aj, ch® + (alm aml)ch_sh ammsh '
a" = a' chz-k(a' -a! )J)chsh - a! sh?
mm mm ml 1m 11 ’

(3.2.66)

" = 1 2 + ' - ' _ T 2
al's aj. ch (all amm)chfﬂl amlsh s
a''. = a’ chz-ﬁ(a' -a! J)chsh - a! sh?
ml ml mm 11 Im

Daraus ergibt sich wegen (3.2.58) mit <ch = 1+n nach (3.2.59):

T _ _ ' 2 1 _ 1 " _an
Cly = ((a&m all)(1+2 sh®) + 2 chsh(aml alm))(aml al' )
=T, T, ’
mit
IT,1 = la’ -a | s VZIAT < VZIAL
_ v ' th v _ 1
|T1| @mm all) v 2 VT?:;?’(aml alm) *
[} _ t 2 1 _ '
+ 2((amm a;,) sh® + (aml alm)TTSh) .

Wendet man auf T1(2.2.4),(3.2.54),(3.2.57),(3.2.58),(3.2.59),
. 1 X1 4 -
sowie (|x] <1 = — T 1< 577j7§73) und |aim-a$ll 25-6 an,

so erhdlt man mit G ,D, E nach (2.4.4) und © nach (3.2.57):

1 _ [} a!l -a!
amm all ml lm
1

< Y(al -aj;)+ 7=
! mm L1 10" %1 Vi - en?

L(ag) -a),) (G + 2D%) | D

+ —_ + 2
E2 /1 - on? 4 E2 /1 - th?

1 - [} . 2 2 1 _
+ 2 (Iamm al 1+1.008th® + |a' -a

2
! 1-0.508th?.0.0142)

1 1T ,(6G+2D2) | D]

la' -a!_| 1 - + 1.0001
mm o U1l A -the la! -a' | 2E2

ml

IA

+

2
2(1.017 1a! -al | +0.0072 |a' -a] |) th
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lTl‘S 1.0001 __5___ SZ(A') + __12_5___ Sz(A') + 5125 —3 IlC(DP)II2
86 8192 6 65 536(87)
58 - 2

+ (3355 -0.508+0.0457 + 0.021 IA1) th
2
S“(A)

< (0.626 + 0.016) ——X= + 0,024 " ! A "C(DP)"2
8 (¢ )

+

252 1 o2 2
0.046 1Al e (ve@ + 7 $°(A) )

2

- S”(A)

< 0.081 AL 1cp)1? + (0.56.107% LAL 4 0.642) K-
(6 ) 8 8

wobel bei den letzten Ungleichungen 6—45%MAH fir dimA=4, (3.2.57),

(3.2.51) und die Ungleichung von Cauchy-Schwarz eingehen. Damit gilt
nach Korollar 3.2.17:

IN

n
ey, |

2
0.115 YA yopi? .
G F

+ (0.8.107% 1AL 1 0.07) 1AL 4 0637 s2(p ) |
5 8

und das ist (3.2.65). Weiter gilt nach (3.2.66):

— 1
=1y,

1A

~ 2 2 '
|c11 (Ich sh®]la

1

mJfan-nl|) VZOIAN

1
V2T AN la] _+a)

ml|

Nach (3.2.50) und |a! -a'_| z%-é- (s.Lemma 2.2.2), sowie Korollar
3.2.17 gilt:

S2(A) = IT) 1 2 lal_+al |l g6 ,

und damit

i
ety

| = 1%y,0 < 1,77+ 1.063% 1AL s%p ) .
5

Damit ist Lemma 3.2.18 bewiesen. A
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Nach diesen Vorbereitungen konnen wir den dritten Hauptsatz, daf
nach dem zweiten Teil eines Zyklus auch der Kommutator der Block-

diagonalen quadratisch klein ist, beweisen.

Satz 3.2.19 (Dritter Hauptsatz)

Unter den Voraussetzungen von Korollar 3.2.17 gilt:
(3.2.67) ey < cOpn? 2,
mit

674

4
cO) - p[:<0.24 +0.71-1075 1 {) +1.063% k V) + 017w EAE.%
§

Beweis: Aus Lemma 3.2.18 folgt mit Va®? +b% < |a| + |b| und (3.2.48):

L
(k+1)y_ ofp ("2 , &2
(3.2.68) ICAlE™ M= qf2(e]] + D)

< JT'[(1.77-+0.91 +0.8+ 1074 LA@)-LA! 1.063P s?(

S S

A+

2
+(L1151£Q72 |uxug)u2] , rt=1(Dp

Nach Lemma 3.2.10 ist

§
S(Al}j) < 1_' ’

und nach Satz 3.2.12 gilt:
N 2
s(Ay) < k™Vupie2
also

S?(A0) < 3 K™Vupne?

Fir HC(Dg)H folgt aus Korollar 3.2.11:

lc1? < wl IA® €2 ,

v
L
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und mit (3.2.68) gilt:

I (AS*P)) I < VT [(z.()s +0.8.1074 1AL ) T16 . 1.063P k™M) 4

3§
4
2 Al 2 2
+ 0,115 w 1AI? ¢
el LI
c) 2 2 _
< =5 TAI® el , T =1(Np

Damit ist
ety < }E IIC(A(i;:P))lI
r=1

< cOhipi? 2

und der Satz 3.2.19 ist bewiesen.
Aus Satz 3.2.19 ergibt sich unmittelbar das

Korollar 3.2.20.

Gilt zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 3.2.19:
1

(3.2.69) ey < Y ,
so ist
(3.2.70) e ¥ < npn? ey

Aus Satz 3.2.19 mit Korollar 3.2.20 ergibt sich zusammen mit Korollar
3.2.17 der vierte Hauptsatz, der die Ergebnisse dieses Paragraphen

zusammenfalit.

Satz 3.2.21 (vierter Hauptsatz)
Sei J eine reelle Blockmatrix mit § >0, und es gelte

& -P ~ € 1 1

oo E S sk 10317 7 ¢V P
(3.2.71)S(A) < % T

et < 1A €

ACA) < aﬁ
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Dann kann das durch (3.2.1) und (3.2.2) definierte Verfahren be-
liebig fortgesetzt werden, und die Matrixfolge (AN) konvergiert

quadratisch gegen die Murnaghan-Form von A

IA
O

Beweis: Gilt fiir ein N=20, €y

A

N 1 N 2
S(AT) < 21-lI/.\lIg;N , ICc(DHnr < 1Al ey
so erhdlt man aus Korollar 3.2.17 und Satz 3.2.19 mit

£ 1= max{4'1.031p K(V), C(v)} e§

(1) ®n+1 < Ex ’
.. N+1 1
(ii) S(A ) < I"A“€N+1 R

(iii) e Hr < 1pr? e

N+1

Damit sind die Bedingungen (3.2.71) fiir alle AN erfiillt, da

A(AN) monoton fallend ist. Auflerdem ist mit der Nullfolge (eN)

eine quadratisch konvergente Majorante von 4 S(AN)/HAH und
HC(DN)H/HA"2 gefunden, so daf fiir das durch (3.2.1) und (3.2.2)
definierte Verfahren die quadratische Konvergenz gegen Blockdia-
gonalgestalt und Normalitidt nachgewiesen ist. Da alle verwendeten
Transformationsmatrizen, bis auf die Jacobi-Rotation bei der Eberlein-

Jacobi-Matrix gegen die Einheitsmatrix konvergieren, und die Form

()

invariant unter Jacobi-Rotationen ist, folgt, analog zu dem Beweis
von Satz 3.1.1, die Konvergenz der Matrix-Folge (AN) gegen die
Murnaghan-Form von A . Damit ist der Satz 3.2.21 bewiesen. A

Fir das am Anfang von § 3.2 definierte Jacobi-dhnliche Verfahren ist
damit die asymptotisch quadratische Konvergenz bewiesen. Widhlt man
in (3.2.1) den normreduzierenden Parameter Xv ,VE{1,2} , je nach-
dem welcher die Euklidische Norm:'der Matrix A besser reduziert *),
so hat man fiir das zyklische Verfahren zwar keinen globalen Konver-

genzbeweis, kann aber nach den praktischen Erfahrungen mit Jacobi-

*) Vergl. Beginn von Kapitel 3.



*)

dhnlichen Verfahren globale Konvergenz erwarten . Fir fast
blockdiagonales A kann man nicht garantieren, dafl stets X2
gewidhlt wird, obwohl das in der experimentellen Praxis immer be-
obachtet wurde. Es existiert aber nach Bemerkung 2.1.10 in der
Kugel K = {(X]IXI <ty genau ein Minimum X von £, und es gilt
t* 2o und I1XI-0 fir S(A) >0 ; und Veselit [34] hat bemerkt, daf
bei fast blockdiagonalem A und f(XO)<<f(X2) die Parameter X

und X2 im wesentlichen identisch sind. Die gleiche Argumentation
trifft auch auf X1 statt Xo zu, so daBl die in diesem Paragraphen
tber das mit X arbeitende Verfahren gemachten Aussagen auch

2
fir das o.a. kombinierte Verfahren qualitativ gliltig sind.

Wihlt man Xv , VE{1,3}, je nachdem welcher die Norm besser redu-
ziert, so gilt das oben zur globalen Konvergenz gesagte entsprechend.
Wegen Bemerkung 2.1.10 ist dagegen unter den Voraussetzungen (2.1.42):
f(Xl) <f(X3) unmdglich, weil HXlﬂ <2 und t°2 %} ist, so daR asymp-
totisch stets X3 gewdhlt wird. Damit gelten die in diesem Para-
graphen Uber das mit X3 arbeitende Verfahren gemachten Aussagen
auch fiir das kombinierte Verfahren.

Hiermit sind die theoretischen Uberlegungen abgeschlossen,und wir

kommen im nichsten Kapitel zur Beschreibung der numerischen Verfahren

und zur Diskussion der Ergebnisse.

*) Vergl. Einleitung
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4. JACOBI-AHNLICHE VERFAHREN FOR DIE PRAKTISCHE
BERECHNUNG DER EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

In diesem Kapitel beschidftigen wir uns mit Jacobi-#hnlichen Ver-
fahren mit zeilenzyklischer Pivotstrategie (vergl.Kapitel 2) fir
nichtnormale Matrizen. Im ersten Paragraphen wird eine praktisch er-
folgreich anwendbare Variante des in Kapitel 3 theoretisch unter-
suchten Verfahrens angegeben. Das im zweiten Paragraphen beschriebene
Verfahren entsteht aus dem ersten, indem man die Paardekooper-Jacobi-
Transformation durch die Veselic¢-Householder-Transformation ersetzt,
und wahlweise den symmetrischen oder schiefsymmetrischen Teil annul-
liert, je nachdem welcher gréfer ist. Beiden Verfahren liegt derselbe
globale Ablaufplan zugrunde, der hier in ALGOL-dhnlicher Notation an-

gegeben sei *):
1 := 1 ; itsteht := false;
while max|A,, [>eAl< 50 A itsteht = false do
ity )
for r:= 1(1)p do

for s:= r+1(1)p do
< Normreduzierung am Pivot A oder A >
rs sSY

. 1 *
< Annullierung von A >
dS rs

od r ;

<itsteht := true, falls keine Transformation durchgefithrt wurde>

for r:= 1(1)p do
< Normreduzierung am Pivot Arr >

od

—

1= 141
od

Der Teil < Normreduzierung auf Arr> ist in beiden Verfahren iden-
tisch und durch (3.2.2) und § 2.4 beschrieben (vergl. auch [ 4]

und [38]) .

*) Es ist tA,,l := max{la | 1k,1 € {2i~1,2i}} .
ij k1

Fir die GrdBe von € vergl. FuBnote S. 100

’



Auch der Teil <Normreduzierung am Pivot Ars oder Asr> unterscheidet
sich in beiden Verfahren nicht; hier gibt es aber fiir jedes Verfah-
ren zwel Varianten, je nachdem der normreduzierende Parameter bei
Variante 1 nach 2.1.1 und 2.1.2 (vergl. Abb.4) oder bei Variante 2
nach 2.1.7 und 2.1.3 (vergl.Abb. 5) gewdhlt wird.

Im Unterschied zu Kapitel 3 (3.2.1) und [38] wird hier die Normre-
duzierung mit der elementaren T-(Z-)Transformation vorgenommen, je
nachdem HArsH(HAer) grofer ist. Das erscheint sinnvoll, da A

(Ars) unter einer T-(Z-)Transformation invariant ist, und wegen der

Sxr

normreduzierenden Eigenschaft zu erwarten ist, dafl auch HArSH(HAsr")
reduziert wird. Praktisch fiihrt diese Mafnahme zu einer z.T. erheb-
lichen Verbesserung der Konvergenz im globalen Bereich, wdhrend die
Konvergenz im asymptotischen Bereich erwartungsgemifl weitgehend unbe-
rithrt bleibt. Die Konvergenzbeweise aus Kap.3 gelten auch fir die
wahlweise Verwendung der T-bzw. Z-Transformation entsprechend, da,
wie zu Beginn von § 2.1 bereits gesagt, alle fir die T-Transforma-

tion gemachten Aussagen auch fir die Z-Transformation gelten.

Bei dem praktischen Rechenverfahren wird auf die Beschrdnkung von

X1 (vergl. 2.1.12) verzichtet, da sie lediglich beweistechnischer
Natur ist wund fiir das hier verwendete zyklische Verfahren ohnehin
kein Beweis der globalen Konvergenz existiert. Stattdessen wird in
(1.2.4) das Minimum o gewidhlt, fiir das |alp(a) minimal wird.

Das bleibt, nach dem am Ende von Kapitel 3 gesagten, auf die asymp-
totische Konvergenzordnung ohne EinfluB. Der in Variante 2 berechnete
normreduzierende Parameter Xt stimmt flir eine fast normale und hin-
reichend blockdiagonaldominante Matrix f , bis auf den Abbruchfehler
der Iteration mit der L&sung X3 liberein, so dafl auch fiir diese

Variante die Aussagen von § 3.2 qualitativ zutreffen.
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*) Vergl. FuBnote S. 100
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Die beiden Varianten des Algorithmus zur < Normreduzierung am Pivot
Ars oder A . > sind in Abb.4 und Abb.5 in Form von Programmablauf-
pldnen dargestellt. Weitere Details entnimmt der interessierte Leser
dem im Anhang abgedruckten Programm fiir das Verfahren II (vergl. § 4.2)
mit optimaler Normreduzierung (Variante 2). Dieses Programm wurde aus-
gewdhlt, weil daraus alle anderen abgeleitet werden kOnnen; die
Variante 1 der Normreduzierung, indem nur ein Iterationsschritt aus-
gefihrt wird, und das Verfahren I (vergl. §4.1) in beiden Varianten,
indem jeweils die Veselit-Householder-Transformation durch das in [26 ]

verdffentlichte Programm, angewendet auf den schiefsymmetrischen Teil

von A, ersetzt wird.

Bei den Programmen wird davon ausgegangen, daB die Matrix normiert

ist, z.B. in der Form:

i,j=1
Alle Verfahren liefern fiir die Klasse von Matrizen, filir die sie konzi-
piert sind, als Ergebnis eine blockdiagonaldominante Matrix K , deren
AuBerdiagonalblécke in der Norm kleiner als eine feste Schranke e *)
sind, sowie wahlweise die Transformationsmatrix R, die die Start-
matrix A durch eine Ahnlichkeit in die Endmatrix A transformiert,

und/oder ihre Inverse R™!

Die Ndherungen fiir die Eigenwerte von fJ koénnen durch L8sung von qua-

dratischen Gleichungen aus den Diagonalbldcken von E:gewonnen. werden;
dara2§ erhdlt man durch einfache Rechnung Niherungen fiir Eigenvektoren
von A, und mit R(R—l) Ndherungen fiir Rechts-(Links-)Eigenvektoren

von A .

*) Wir wdhlen €==V€O/1OO r wobei Eo die kleinste positive Zahl ist,

fir die die Maschinenoperation 14+¢ >1 ist; bei der hier verwen-

deten DVA ist e = 27525 0.2201071°
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Der Fehler in den berechneten Eigenwerten, der von Programmen zur
Eigenwertberechnung einer Matrix J gewdhnlich gemacht wird, liegt
nach Osborne [ 24] mindestens in der GréBenordnung sOHAH , wobei €,
die Maschinengenauigkeit ist (vergl.FuBnote S.100). Er schldgt des-
halb vor, die Buklidische Norm der Matrix zundchst durch Ahnlich-
keitstransformationen mit Diagonalmatrizen zu reduzieren. Darauf auf-
bauend haben Parlett und Reinsch [ 27] einen Algorithmus entwickelt,
der Rundungsfehler bei diesen Transformationen vermeidet. Sie mini-
mieren die Norm der Matrix nicht exakt, sondern gleichen die Betrags-
summennorm ||.||1 der entsprechenden Zeilen- und Spalten-(Vektoren)

bis auf einen Faktor 8 an, der als Maschinenbasis gewdhlt wird:

a

I'a
1 .
il

wobei a, die i-te Spalte und al die i-te Zeile der Matrix A be-
zeichnet. Dieser Prozess wird Balancierung der Matrix genannt, und
wir haben bei allen Verfahren die M&glichkeit vorgesehen, ihn vor
Eintritt in die Blockdiagonalisierung durchzufithren. Die Diagonal-
matrizen kdnnen so gewdhlt werden, daBl ihre Elemente Potenzen von B
sind, so daB keine Rundungsfehler auftreten, da bei allen Operationen

nur der Exponent verdndert wird und die Mantisse unverdndert bleibt.

Wir wdhlen B8 =2 , obwohl die Maschinenbasis 16 ist, weil sich die
Verwendung von B8 =16 als zu grob und damit wenig wirksam erwiesen
hat, widhrend die Verwendung von B8 =2 zu guten Ergebnissen fiihrt.
Dabei sind allerdings neben den Manipulationen des Exponenten auch
Verschiebungen der Mantisse durchzufiihren, was aber hdchstens zu dem
Verlust von 3 Bit der Mantisse und einer etwas gréBeren Rechenzeit
filhrt, wobei letztere aber immer noch vernachldssigbar klein gegeniiber
der Rechenzeit fiir die Blockdiagonalisierung ist. Bei schlecht ba-
lancierten Matrizen steht diesem kleinen Mehraufwand eine z.T. erheb-
liche Verringerung der erforderlichen Zyklen gegenliber (vergl. Bei-
spiele 1b),2b),3b),4b),5b),6b), 7 und 8).

Es ist also empfehlenswert, stets zundchst eine Balancierung der
Matrix vorzunehmen, es sei denn; es ist bekannt, daB die Matrix ba-

lanciert ist (vergl. Beispiele 1a),2a),3a),4a),5a) und 6a)).
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4.1 EIN VERFAHREN FUR REELLE MATRIZEN MIT KOMPLEXEN
EIGENWERTEN, DEREN IMAGINARTEILE GETRENNT SIND
(VERFAHREN 1)

Dieses Verfahren 1ist aus dem in [38 ] beschriebenen Verfahren
weiterentwickelt., Die Vertauschung der Reihenfolge der Block-
diagonal- und AuBlerblockdiagonaltransformationen wurde mit Riick-
sicht auf den Konvergenzbeweis in Kapitel 3 vorgenommen. Die we-
sentliche Verbesserung liegt in der Wahl der T- oder Z-Transfor-
mation, je nachdem HArSH oder HAer grofer ist (vergl. Abb.4),
und bei Variante 2 zusdtzlich in der optimalen Normreduzierung
(vergl.Abb.5).

In dem Teil < Annullierung von A;: > wird mit der Paardekooper-
Jacobi—Tfansformation der Pivotblock A;; des schiefsymmetrischen
Teils A ~ von A' annulliert (vergl.[26] , § 2.2 und Kapitel 3).
Uber das in § 3.2 bewiesene hinaus, hat sich in der experimentellen
Praxis die asymptotisch quadratische Konvergenz auch bei dem Auf-
treten von zweil reellen, oder einem doppelten reellen, nicht defek-
tiven Eigenwert gezeigt. Bei dem Auftreten eines vierfachen reellen,
nicht defektiven Eigenwertes bleibt die asymptotische Konvergen:z
quadratisch, solange nicht aufgrund von Rundungsfehlern im Laufe des
Verfahrens daraus getrennte Eigenwerte werden, die von dem Verfahren
als solche erkannt werden. Letzteres wird bei grdBeren Matrizen
(Dimension 20) und grofler Abweichung von der Normalitidt, d.h.

AéA) > 1000, mit

(4.1.1) A_(A) := A(A)
}_l'_ Ix, 12 e
i=1 i

beoabachtet. In diesem Fall tritt, ebenso wie bei Matrizen mit mehr

als zweil verschiedenen reellen Eigenwerten, oder konjugiert komplexen
Eigenwertpaaren mit verschiedenen Real- und gleichen Imagindrteilen,
noch Konvergenz gegen Normalitdt auf, ohne daf eine Blockdiagonalge-
stalt erzeugt wird (vergl.[ 38]). Das Verfahren bricht abnormal ab,

weil entweder die Matrix normal und der schiefsymmetrische Teil block-
diagonal im Rahmen der Rechengenauigkeit ist (vgl.Beispiel 9 in §4.3),
also keine Transformation mehr ausgefiihrt wird, oder der obige Zu-

stand nach 50 Zyklen noch nicht erreicht ist (vergl. Beispiel 8 in

§4.3).
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Bei dem Auftreten eines doppelten komplexen, nicht defektiven
Eigenwertpaares ist die Konvergenz auch noch asymptotisch quadra-
tisch, wdhrend bei gehduftem Auftreten mehrfacher komplexer Eigen-
werte keine quadratische Konvergenz mehr zu erkennen ist. Aller-
dings wird die Konvergenz bei der Gr&Benordnung von S(A), wo bei
getrennten Imagindrteilen die quadratische Konvergenz einsetzt,
deutlich schneller. Dasselbe Verhalten zeigt sich auch bei Matrizen
mit einem doppelten reellen, defektiven Eigenwert; hier kommt es
allerdings h#dufig zu einigen quadratisch konvergenten Schritten, was
sich aber meist nicht bis zum Ende des Verfahrens fortsetzt (vergl.

Diskussion der Beispiele 1 und 2 in § 4.3).

Zusammenfassend 146t sich sagen:

Das Verfahren konvergiert asymptotisch quadratisch auf Matrizen mit
konjugiert komplexen Eigenwertpaaren, deren Imagindrteile getrennt
sind, wobei einzelne doppelt, aber nicht defektiv sein diirfen, und
die zusdtzlich hochstens einen doppelten reellen, nicht defektiven

Eigenwert oder zwel verschiedene reelle Eigenwerte haben.

Es konvergiert noch gegen Blockdiagonalgestalt, wenn die mehrfachen,
nicht defektiven Eigenwerte gehduft auftreten, die Imagindrteile der
verschiedenen Eigenwerte getrennt sind, und wenn ein doppelter
reeller, defektiver Eigenwert vorliegt. Im letzteren Fall wird die
Blockdiagonalgestalt ohne katastophales Anwachsen der Kondition der

Transformationsmatrix erreicht.

Es konvergiert sehr langsam unter katastrophalem Anwachsen der Kondi-
tion der Transformationsmatrix gegen Blockdiagonalgestalt, wenn mehr-
fache komplexe,defektive oder reelle,defektive Eigenwerte mit Viel-

fachheit gréfler als 2 auftreten.

Das Verfahren konvergiert nicht gegen Blockdiagonalgestalt, wenn
komplexe Eigenwerte mit gleichen Imagindr- und verschiedenen Real-
teilen oder mehr als zwei verschiedene reelle Eigenwerte auftreten

(vergl. auch [ 38] , sowie die Beispiele 8 und 9 in § 4.3).
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4.2 EIN VERFAHREN FUR ALLGEMEINE REELLE MATRIZEN
(VERFAHREN 11)

Dieses Verfahren ist von dem Verfahren I aus § 4.1 abgeleitet.
' -

Die Paardekooper-Jacobi-Transformation zum Annullieren von Ars

wird dabei ersetzt durch die Veselit-Householder-Transformation

A" = QT A' @ zum Annullieren von A';S oder A;; . Ist die Be-
dingung

A (HA;;HZ ¥ min{(Re u{T) _ Re U;S) y21i,j € {1,2}}) >

i

(4.2.1)

1—-. 2 . 20. .
><HArSH + mln{(hnuir) - hnu;s)) 1,3 6{1,2}}) s

wobei uik) ,1€{1,2} die Eigenwerte von A;k , 1<k<p sind,
erfillt, so wird der Pivotblock A;; des symmetrischen Teils A'+
von A' , anderenfalls der Pivotblock A;; des schiefsymmetrischen

Teils A'_ von A' annulliert. Die Bedingung (4.2.1) ist analog zu
der entsprechenden Bedingung im komplexen Verfahren von Eberlein [ 5 ]

gewdhlt,

Der Beweis der globalen Konvergenz von Verfahren II ist sicher schwerer
zu erbringen, als der fiir das komplexe Verfahren von Eberlein; und
auch das Problem ist noch offen. Weil auch der Beweis asymptotisch
quadratischer Konvergenz technisch aufwendiger ist, als der Beweis

in § 3.2 belassen wir es hier bei der folgenden Motivation.

Wegen SZ(QTA'i Q) = SZ(A't) - ZHA;§H ist es glinstiger, den Teil zu
annullieren, welcher grofler ist, in der Erwartung, dafl der andere
Teil dabei nicht zu stark anwidchst. Daher rihrt der jeweils erste

Summand in der Bedingung (4.2.1), der einen wesentlichen Beitrag
leistet, solange noch keine Blockdiagonaldominanz vorliegt.

Hat die Matrix f\' getrennte Eigenwerte, und ist sie bereits nor-
mal und hat Blockdiagonalgestalt bis auf ein O(e), mit € hinreichend
klein, so ist der zweite Summand bestimmend, und es wird die Trans-
formation zum Annullieren des symmetrischen (schiefsymmetrischen)
Teils ausgewdhlt, je nachdem die Realteile (Imagindrteile) der Eigen-

werte der entsprechenden Diagonalbldcke besser getrennt sind.
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Damit ist aber nach [35],[ 1] :

I + 0(e2) 0(e) U, 0

AN
(4.2.2) Q- .
0(e) I+0(e?) 0o U

wobeil U1 und U2 orthogonale 2x2-Matrizen sind, und man kann

analog zu § 3.2 zeigen, daB die GrdRenordnung der Abweichung von

der Normalitdt und von S(A'") unter einer Q-Transformation er-
halten bleibt; man beachte, daB unter einer Ahnlichkeitstransfor-
mation mit einer blockdiagonalen, orthogonalen Matrix die Norm eines
jedes Blockes von A' und C(A') invariant ist.

Weiter gilt nach der kompletten Transformation mit A;; =0 (A”;==O),

~r r
wegen "CrSH = 0(82) und der Getrenntheit der Realteile (Imaginir-
teile) der Eigenwerte der entsprechenden Diagonalblécke auch:

- 24 4"+ e .
A =0(e )(Ars = 0(82)). Damit wird dieses Verfahren fiir alle
Matrizen mit getrennten Eigenwerten asymptotisch quadratische Konver-

genz liefern.

Um asymptotisch die Form (4.2.2) zu erhalten, muB man die "richtigen"
Eigenwerte von 'ﬂ;; (ﬂi;) zum shift *) auswihlen, d.h. diejenigen,
die den Eigenwerten des symmetrischen (schiefsymmetrischen) Teils
A;;(A;;) des Diagonalblocks A;r am nidchsten sind (vergl.Abb.6

und Abb.3). Die globale Konvergenz kann durch eine ungeschickte Aus-
wahl der zum shift verwendeten Eigenwerte verzdgert oder sogar ver-
hindert werden. Wir widhlen bei der Transformation zum Annullieren

des symmetrischen Teils die am dichtesten benachbarten Eigenwerte

AN\t +
von A
rs,

t
Teils A * von A zusammenge fiihrt werden, was bei Matrizen mit kon-
jugiert komplexen Eigenwerten A =az*ib wichtig ist, da der symme-
trische Teil der assoziierten normalen Matrix den doppelten reellen

Eigenwert a hat. Eine unnétige "Vertauschung' der Diagonalbldcke

zum shift, damit mehrfache Eigenwerte des symmetrischen

verhindert man durch eine, gegebenenfalls durchzufiihrende Permuta-

o~ . .
tion der Transformationsmatrix Qrs . Es gilt mit

(4.2.3) TA

rs

n 1+

A rr
rs

¥) Vergl. § 2.3 und FuBnote auf Seite 17
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und
0 I ~
AN A
(4.2.4) P := R Qrs = Q P
I O
die Gleichung:
Hi_
4 2 5 /&T /\'i /’< _ ASS O
(4.2.5) rsArs Qrs - "y )
0 A ”
rr

~

Die Transformationsmatrix ﬁ;s Bfwirkt also genau die andere Ver-
teilung der Diagonalblécke wie Qrs , weshalb wir diejenige ortho-
gonale Transformation (4.2.3) oder (4.2.5) wdhlen, deren Transfor-
mationsmatrix die kleinere AuBerblockdiagonale hat (vergl. Abb.7),
d.h.

A ~ A
Qrs falls S(Qrs) < S(Qrs) ,
(4.2.6) ~

(72)
=)
)

sonst.

~

Efi der praktischen Berechnung wird nicht mit der Matrix f&s bzw.
Qrs gearbeitet, sondern mit den Householder-Vektoren wundv
(vergl.(2.3.1)), da so weniger Operationen benétigt werden. Fiir
weitere Details verweisen wir den interessierten Leser auf das im
Anhang abgedruckte Programm.

' -
Da die Transformationsmatrix zum Annullieren von A wegen der

einfacheren Formeln filir die Eigenwerte von ‘ﬁi; *)rsschneller zu
berechnen ist, als dieselbe fur A;S , wird diese Transformations-
art stdrker gewichtet (A < 1). Experimentell hat sich der Faktor

A= 1072 gut bewdhrt; die Transformation zum Annullieren des symme-
trischen Teils wird nur dann verwendet, wenn sie zur Blockdiagonali-
sierung der Matrix A wunentbehrlich ist, d.h. in solchen Fdllen, in

denen das Verfahren I keine Blockdiagonalgestalt liefert **)

*) Vergl. § 1.2, § 2.3 und das im Anhang abgedruckte Programm.

*%) Vergl. § 4.1
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Zur Umschaltung der Strategie bei der Auswahl der zum Shift ver-
wendeten Eigenwerte, wie sie nach den obigen Ausfithrungen erfor-
derlich ist, wird fiir das Verfahren II der Ablaufplan zu Beginn
von Kapitel 4 nach der Zeile '"while ..." erweitert um die Zeile:

A klein := S(A) < 1077

Der globale Ablauf des Teils < Annulliere Ais > 1ist in dem Programm-
ablaufplan 1n Abb. 6 u. 7 dargestellt; weitere Details entnimmt
der interessierte Leser dem im Anhang abgedruckten Programm.

Die experimentellen Beobachtungen zur Konvergenz des Verfahrens II
decken sich in allen Fidllen, in denen das Verfahren I nicht versagt,
weitgehend mit den in § 4.1 gemachten Feststellungen. Die bendtigte
CPU-Zeit ist bei gleicher Anzahl von Zyklen und Transformationen an-
ndhernd gleich; allerdings werden fiir etliche Beispiele weniger Zyklen
und Transformationen bendtigt. Auch bei dem gehduften Auftreten mehr-
facher komplexer und eines vielfachen reellen Eigenwertes ist die
Konvergenz im Gegensatz zu Verfahren I asymptotisch quadratisch, mit
Ausnahme bei grofler Abweichung von der Normalitit (Ar(A)ez1000), \[o)
keine quadratische Konvergenz erkannt werden kann; in diesen Fidllen
bricht das Verfahren I allerdings abnormal nach 50 Zyklen ab (vergl.
§ 4.1). Das kann aber nicht als Mangel empfunden werden, denn bei
solchen Matrizen liefert kein Eigenwert-Verfahren zufriedenstellende

Ergebnisse.

Auch bei dem Auftreten von mehr als zwel verschiedenen reellen oder
verschiedenen mehrfachen reellen, sowie konjugiert komplexen Eigen-
wertpaaren mit gleichen Imagindr- und verschiedenen Realteilen ist

die Konvergenz des Verfahrens II asymptotisch quadratisch.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dafl die Konvergenz bei
Verfahren II stets asymptotisch quadratisch ist, solange kein defek-
tiver Eigenwert vorliegt. Bei dem Auftreten elnes doppelten reellen,
defektiven Eigenwertes ist die Konvergenz asymptotisch schnell (fast
quadratisch), ohne daff die Kondition der TransformationsmatriX
katastrophal anwichst. Liegt ein defektiver reeller Eigenwert mit
Vielfachheit gréBer als zwei, oder ein defektiver komplexer Eigenwert
vor, so tritt erwartungsgemdlR auch hier langsame Konvergenz gegen
Blockdiagonalgestalt bei gleichzeitiger Divergenz der Kondition der

Transformationsmatrix auf.
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symm:= A(NAY 124 (min|Re 1) re 1% D)
rs T i j
i=j
-2 . (V) (s),,2
> (I I )
(ha 07 +minf1myy Hy )
i=j
false true
\sym/
‘ 44 +i ?E'- -
Elgenwerte “iHy . 21, von rs be Eigenwerte Al,Xz,X3,X4
berechnen; dop:= true,falls ein von‘A' nach Abb. 2 und Abb.3
doppeltes Paar vorliegt,sonst false bereckSen und aus&éhlen- :
/\'+

A := A

rs

true

]

B nach Ersatzverfahyen

l berechnen(vgl.§ 2.3) false true
j so wdhlen, daB mehrfach
tiy, am dichtesten an
3 so wahlen, d?g Elgenwertpaar von
daR Arr liegt
s 1= max! B:=(A-\,I) B := A-TI
4= !
l (A—XII)
B:= A2 + 1u IZI [—~ ]
do:\\\\\‘Afalse
true letzt$e¥%guggﬁegroﬁten Spalte von B
Q4 berechnen (vgl.§2.3); B' := Q4B berechnen;

A := Q4 A:A:=A Q4 berechnen, mit Q4 nach (2.3.3)

Abb.6: Veselit-Householder-Transformation zum Annullieren von A;S (1.Teil)
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false

dop

‘\\\\\\//////, dritte mit der grdéBten

Spalte von B vertauschen,
Q3 berechnen (vgl.§ 2.3)

J

AO]<E;ZR\\\ false
oiii///’ l
dop
Q=9,0, , Iol una g Pl

true

berechnen (vgl.4.2.4)

false true
A=AQ A=AQ,
| nach (2.3.3) Q3 aus @, := QP nach (2.3.3

L !

< Ende )

Abb.7 : Veselit-Householder-Transformation zum Annullieren von Ais (2.Teil).
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4.3 NUMERISCHE RESULTATE

Um das Konvergenzverhalten der beiden Verfahren aus § 4.1 und § 4.2
zu untersuchen, werden jeweils 4 Varianten, ndmlich mit einfacher
(optimaler) Normreduzierung, sowie mit und ohne Balancierung der
Ausgangsmatrix auf 130 Testmatrizen angewendet. Die Aussagen von
§ 4.1 und § 4.2 beruhen auf der Auswertung der Ergebnisse von gene-
rierten Testmatrizen mit vorgegebenen Eigenwerten. Ausgehend von

der Jordanschen Normalenform J bildet man

(4.3.1) A=7ZO P T YTO 20D,

wobei T(X) und 7(Y) analog zu (2.1.1) und (2.1.2) mit dim X =

dim Y = (dim A)/2 definiert sind. Die Elemente von X bzw. Y wer-
den mit einem Zufallszahlengenerator bestimmt,und liegen gleichver-
teilt wahlweise im Intervall [0,0.1],[0,1] oder [0,10]. Um Fehler

in den Eingangsdaten zu vermeiden, wurden die Operationen in (4.3.1)

durch ein PL/I-Programm mit "extended precision'", d.h. €4 = g~ 1o8 *)
durchgefihrt.
Die hier ausfiihrlicher vorgestellten Beispiele sollen einen
stdrkeren Bezug zur Praxis haben. Wir widhlen zunichst
o LT 0 I
(4.3.2) 61 = , G2 = ,
-L  -7I -T -t
T>0, mit
2 -1 0 0 .+ 0
-1 2 -1 0 . 0
T = (P+1)2 LT T , dim T = p
0 0 -1 2 -1
0 o -1 2

und

LLT = T » L obere Dreiecksmatrix (vergl. [38])

*¥) Vergl. FuBnote Seite 100.
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Die Matrizen (4.3.2) erh#dlt man durch Linearisierung des qua-
dratischen Eigenwertproblems, das in der Theorie der gedidmpften
linearen Schwingungen auftritt (vergl. Veseli¢ [ 37]). Die Eigen-

werte von 61 und 62 sind gegeben durch die Gleichungen

- inz-4t (p)
- . k=1(1)p

(k)
(4.3.3) Aol (P) = 5 ,

b
wobei tk(p) die Eigenwerte von T sind:
_ 2 .. 2 km _
tk(p) - (2(p+1)) sin 2(p+1 H k—1(1)p

Zum Test widhlen wir die Matrizen:

1 a) A=6, ,b) A=0G, , jeweils p = 10 , T = ZV?:TET ,
2y a) A=6G, »b) A=06,, jeweils p = 50 , T = zf?:ﬁf? ,
3) a) A = G1 , b) A = 62 , jeweils p = 10 , T = 1 ,
49)a) A=6, ,»b) A=06, , jeweils p = 50 , T = 1 ,
5)a) A=G, » b A=G, , jeweils p = 10 , T = 30 ,
6) a) A =0 b) A = G jeweils p = 50 , T = 100

Die Ddmpfung t ist dabei so gewdhlt, daB in den Beispielen 1 und 2
der betragskleinste Eigenwert doppelt reell, defektiv ist (aperio-
dische Ddmpfung der kleinsten Eigenfrequenz), in den Beispielen 3
und 4 nur komplexe Eigenwerte (schwache Ddmpfung) und in den Bei-
spielen 5 und 6 sowohl komplexe wie einfache reelle Eigenwerte auf-

treten (starke Didmpfung).

Sei
01 0 0 0
00 1 0 0
(4.3.4) W, = R , din W = n,e>0 ;
0 0 0 0 1
0 0 0 0

die Eigenwerte von Wn sind alle komplexen n-ten Wurzeln von €
(vergl. [38]).



- 112 -

Wir wdhlen €= 0.01 und

7) - ng @ (O) ’
8) A= Wy,

=
]

Damit sind die Imaginérteile der Eigenwerte in Beispiel 7) ge-
trennt, wdhrend in Beispiel 8) 4 Paare konjugiert komplexer Eigen-
werte mit gleichen Imagindr- und verschiedenen Realteilen auf-
treten. Wir testen noch ein Beispiel von Eberlein [6 ] (vergl.
auch [ 38])

9) ®(0) ,

=
H

A
o O O o o o =
S O O O © = O
o o O o = O O
o O O = O O O
o o = O O O O©
o = O O O O ©

mit den einfachen Eigenwerten A=-1,+i, (1/VD).(1+1i) ,
(1/V2)(-1+1i) und 0O .

Zum Schlufl noch ein Beispiel aus der Praxis, das bei der Ldsung
eines Schwingungsproblems auftritt: Beispiel 10. Die Matrix A

hat die Dimension 90 und ausschliefflich konjugiert komplexe Eigen-
werte, deren Imagindrteile getrennt sind und zwischen 8 und 756
liegen; die Realteile sind negativ und liegen zwischen -1.352 und
~0.8+107°. Das durch die Matrix reprdsentierte dynamische System
ist eine mit Federn und Ddmpfern gelagerte Maschinenbau-Struktur.
Die Matrix A ist dlinn besetzt und besitzt eine Bandstruktur mit

"Léchern'.

Um neben diesen konkreten Beispielen statistisches Material uber
die Verfahren zu erhalten, wurden alle Varianten noch auf je 10 Zu-
fallsmatrizen *) der Dimension 10, 20 und 40, sowie 5 Zufalls-

matrizen*) der Dimension 80 angewendet.

*) Zufallsmatrizen sind hier Matrizen, deren Elemente von einem
Zufallszahlengenerator exrzeugt werden, der Zahlen zwischen -1
und 1 gleichverteilt generiert.
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Die interessantesten Daten sind im folgenden tabellarisch aufge-
fithrt - bei den Zufallsmatrizen *) jeweils die Mittelwerte der

normal beendeten Liufe; dabei bedeuten:

"Zyklen" Anzahl der benstigten Zyklen, um ein Abbruch-
kriterium zu erfiillen **); ein abnormaler Ab-
bruch wird angezeigt. Falls asymptotisch quadra-
tische Konvergenz vorliegt wird in Klammer der
Zyklus angegeben, nach dem die quadratische Kon-

vergenz einsetzt.

"Transform" Anzahl der durchgefiihrten normreduzierenden,
sowie orthogonalen Transformationen; durch
Komma getrennt. Bei Verfahren I sind die ein-
zelnen Jacobi-Rotationen gezdhlt; das sind
bis zu 4 je Block.

"CPU-Zeit" Vom Verfahren benftigte CPU-Zeit, ohne Ein-/
Ausgabe der Matrix, aber mit Berechnung und
Ausgabe der Verfahrensstatistik wie im Programm
im Anhang.

"Kondition'" Kondition der Transformationsmatrix R, definiert
als

(4.3.5) K(R) = [R™*|,IRI, ’

mit

n
IR|, = max {:E: RS ES sr1} .

i=1

Wenn die Ausgangsmatrix balanciert wird, wird die
Kondition der Gesamttransformationsmatrix B R,
wobei die Transformationsmatrix B die Balancierung

der Matrix bewirkt, in Klammern angegeben.

*) vVergl. FuBnote auf Seite 112.

*%) Vergl. Algorithmus Seite 96
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"S(A)" Euklidische Norm des auBerblockdiagonalen Teils
der Matrix nach AbschluB des Verfahrens.

1] 1
TCc(p! Euklidische Norm des Kommutators von A und

"S(C(A)) Euklidische Norm des auBerblockdiagonalen Teils
des Kommutators von A nach AbschlufB des Verfahrens.

Die Tabellen beginnen auf Seite 116.

Die Rechenzeit je Zyklus (Transformation) ist bei beiden Verfahren
etwa gleich; die Variante 2 bendtigt jeweils mehr Rechenzeit, was
sich bei groferer Dimension erwartungsgemdfl weniger bemerkbar macht,
liefert aber nur bei starker Abweichung von der Normalitdt und sonst
in Ausnahmefdllen eine z.T. erhebliche Reduzierung der erforder-
lichen Zyklen, was dann aber, besonders bei groflen Matrizen, zu

einer wesentlichen Verringerung der Rechenzeit fiihrt.

In den Belspielen 1 und 2 liegt ein doppelter reeller, defektiver
Eigenwert vor; trotzdem bendtigen alle Varianten - wenn lberhaupt -
nur wenig mehr Zyklen als flir die Beispiele 3 und 4 (schwache
Diampfung) und z.T. weniger als fir die Beispiele 5 und 6 (starke
Didmpfung), wo asymptotisch quadratische Konvergenz auftritt. Eine
genaue Analyse der Verfahrens-Statistik zeigt, dafl trotz des reellen,

defektiven Eigenwertes bei den Beispielen 1 und 2 asymptotisch qua-
dratische (2a) oder''fast quadratische" Konvergenz vorliegt. Fir
Beispiel 1a) ist die Konvergenz bei allen Varianten vom dritten

bis zum sechsten Zyklus quadratisch und wird dann wieder linear;
fiir Beispiel 1b) tritt dieser Effekt mit Balancierung vom dritten
bis fiinften, ohne Balancierung vom siebten bis neunten Zyklus auf.
Fiir Beispiel 2b) kann bei keiner Variante quadratische Konvergenz
erkannt werden, obwohl auch hier die Konvergenz in den letzten finf

bis sechs Zyklen deutlich schneller wird.

Fiir die Beispiele 3 und 4 gehen alle wesentlichen Daten aus den

Tabellen hervor. Bei Beispiel 5(6), wo 10(32) verschiedene reelle
Eigenwerte und 5(34) konjugiert komplexe Eigenwertpaare vorliegen,
versagt erwartungsgemdB das Verfahren I. Bei Beispiel 6b) ohne Ba-

lancierung bricht das Verfahren I nach 37 bzw. 34 Zyklen definiert

abnormal ab, weil die zur Verfiigung gestellte CPU-Zeit verbraucht

. *) . . .
ist ; €s wird nicht neu aufgesetzt, weil auch nach 50 Zyklen kein

*) Vergl. Programm im Anhang.
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wesentlich anderes Ergebnis zu erwarten ist. Aus weiteren Bei-
spielen, die hier nicht protokolliert sind, geht hervor, daf die
Abweichung der Matrix A von der Normalitdt (A(A)) bei dem Ab-
bruch des Verfahrens I nach 50 Zyklen noch umso gréBer ist, je
grofBer die Ddmpfung t gewdhlt wird. Das Verfahren II bendtigt mit
zunehmender Ddmpfung t mehr Zyklen um die Matrix zu blockdiagonali-
sieren; die Konvergenz ist in den letzten drei bis vier Zyklen

quadratisch.

Flir die Beispiele 1) bis 6) vom Typ G1 steigt die Kondition der
Transformationsmatrix bei allen Varianten schrittweise auf den ta-
bellierten Wert an. Fiir die entsprechenden Beispiele vom Typ 62
ohne Balancierung steigt die Kondition der Transformationsmatrix
bei Variante 1 beider Verfahren im ersten - z.T. auch noch im
zweiten - Zyklus sprunghaft auf das 7- bis 65-fache des protokol-
lierten Endwertes an, um dann '"exponentiell" auf den Endwert abzu-
fallen. Bei Variante 2 erreicht der Faktor sogar Werte von 34 bis
6600; sonst ist das Verhalten dhnlich wie bei Variante 1. Durch
Balancierung der Eingangsmatrix mit der Basis 16 verringert sich
der Faktor auf Werte von 1.2 bis 3, wdhrend sich bei der Balancie-
rung mit der Basis 2 ein Verhalten wie bei den entsprechenden
Matrizen vom Typ G1 zeigt *) . Die diesbeziiglichen Bemerkungen

zu Beginn von Kapitel 4 beruhen auf diesen Beobachtungen.

Fir Matrizen der Form (4.3.4) bringt die Balancierung der Matrix

A fiir e <0.1 eine, mit kleiner werdendem e zunehmende, Verringe-
rung der erforderlichen Zyklen; die Variante 2 bringt bei nicht ba-
lancierter Matrix eine geringe Verbesserung gegeniiber Variante 1.
Fir Beispiel 7 liefert das Verfahren II bei nicht balancierter
Matrix JA etwas bessere Ergebnisse als Verfahren I. Fiir Beispiel 8
- und andere Matrizen dieser Form - liefert das Verfahren I er-
wartungsgemdll keine Blockdiagonalgestalt, und die nach 50 Zyklen er-
zeugte Endmatrix hat noch eine grofle Abweichung von der Normalitit.
Dagegen zeigt das Verfahren II ein dhnliches Verhalten wie fiir Bei-

spiel 7.

*¥) vVergl. Kap. 4, S. 101.
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Variante 1

Variante 2

ohne mit ohne mit
Beispiel 1a) Balancierung Balancierung
Zyklen 8 8
Trans form.
normred. ,ortho. 259,1075 259,1067
CPU-Zeit 8.91 9.84
Kondition 142 dto. 145 dto.
S(A) 0.38, 12 0.36, 12
ICCAI,S(CA)) [o.01,03, -11 0.01,03, ,-11
Beispiel 1b)
Zyklen 11 8 10 8
Transform.
normred. ,ortho. 474,1852 291,1116 426,1680 277,1118
CPU-Zeit 13.88 9.20 16.97 10.33
Kondition 629 201(378) 320 201(366)
S(A) 0.2210—11 0.9310—11 0.1210—9 0.7410—11

IC(AN,S(CAY)

Beispiel 2a)

0.0003,0.2, 11

0.0004,08, -11

0.0004,0.1, -9
10

0.0004,0.6, ~11

Zyklen 9(6) 9(6)

Transform.

normred.,ortho.| 8429,33977 8431,34068

CPU-Zeit 905.66 dto. 926. 50 dto.
Kondition 380 384

S(A) 0.20, -1 0.20, -11

Ic(M1,S(CA)) 0.02,0.3, -10 0.02,0.3, -10

Beispiel 2b) L ~
Zyklen 15 12 15 11
Transform. 17629,69148 9663,37782 17279,68275 9091,36356
normred. ,ortho.

CPU-Zeit 1700.14 1071.37 1827.23 1030.12
Kondition 4865 2085 (4349) 4891 2084 (4520)
S(A) 0.50, -10 0.64, 11 0,17, -11 0.12, -9

1CT,S(CA))

0.2, ,-4,0.1, -10

0.2, -4,0.1, -11

0.210—4,0.310—12

0.4,,-4,0.3, -10
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Variante 1 Variante 2

ohne mit ohne mit
Beispiel 1a) Balancierung Balancierung
Zyklen 7 7
Transform.
normred. ,ortho. | 281,276 281,275
CPU-Zeit 8.53 dto. 10.15 dto.
Kondition 108 108
S(A) 0.2510—10 0.2410—10
c,SCE) 0.03,0.2, -9 0.02,0.2, -9
Beispiel 1b)
Zyklen 11 8 11 8
Transform.
normred. ,ortho. 457,442 315,302 467,458 298,295
CPU-Zeit 13.5 9.63 19.17 11.06
Kondition 415 210(387) 403 197 (383)
S(Q) O.2810—12 0.4410—10 0.4910—11 0.1310—10

IC,SCA)

Beispiel 2a)

0.0002,0.310—12

0.0004,0.4, -10

O.OOO1,O,410—11

0.0004,0.1, ~10

Zyklen 9 (6) 9 (6)

Transform.

normred. ,ortho. 8832,9263 8820,9270

CPU-Zeit 945.66 dto. 979.35 dto.
Kondition 414 409

S(A) O.5810—12 0.5610—12

Ic,S(CA)) 0.02,0.310—10 0.02,0.310—10

Beispiel 2b)

Zyklen 15 12 15 12
Transform.

normred. ,ortho. 17184,16688 9542,9111 17276,16976 9143,8983
CPU-Zeit 1639.20 1035.85 1802.20 1040.49
Kondition 5529 2004 (4168) 4771 2216 (4433)
S(A) 0.6010—12 0.5510—11 0.2110—9 0.9110—11

Ic,scCE)

0.110—4,0.110—12

0.2,,-4,0.1, -1

0.4, ,-4,0.4, -10

0.210—4,0.210—11
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1

Variante 2

ohne mit ohne mit
Beispiel 3a) Balancierung Balancierung
Zyklen 6(2) 6(2)
Transform.
normred. ,ortho. 238,932 237,930
CPU-Zeit 7.24 st 8.11 dto.
Kondition 16.7 ' 15.8
S(A) 0.37, 14 0.38, -14
FC(A,S(CA)) 0.110—11,0.110—12 0.210—11,0.110—12
Beispiel 3b)
Zyklen 10 (5) 6 (2) 10 (5) 6 (2)
Transform.
normred. ,ortho. | 423,1648 264,1007 424,1676 258,1006
CPU-Zeit 12.50 7.69 17.05 9.16
Kondition 248.9 29.2(209) 299.8 29.9(201
S(A) 0.89, -15 0.56, 14 0.45, -14 0.71, ,-14
Ic,SCA)) 0.7,,-14,0.2, -14 | 0.2, -13,0.2, ~13 o

Beispiel 4a)

0.110—13,0.110-13

10—13,0.210—13

Zyklen 8 (5) 8 (5)
Transform.
normred. ,ortho. 8319,33475 8318,33530

CPU-Zeit 868.94 dto. 888.3 dto.
Kondition 72 74

SR 0.94, -13 0.11, 12

I I - _ ~10,.

C,sc) | 0.6,,-10,0.2, ~10 0:01671% 0.2, 10
Beispiel 4b)

Zyklen 15 (11) 10 (7) 15 (12) 10 (7)
Transform.
normred. ,ortho. | 17417,68305 9703,37837 17006,67416 9483,37685
CPU-Zeit 1685.37 1007.12 1809.34 1031.39
Kondition 4952 506 (4586) 4860 384 (4616)
S(A) 0.57, - 14 0.48, 14 0.72, -13 0.88, -13

IC(AN,S(CA))

0.3,,-13,0.1, -13

0.2, ,-13,0.9, -14

0.1,,-12,0.1, 12

0.9, -13,0.9, -13
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VERFAHREN II

Variante 1 Variante 2

ohne mit ohne mit
Beispiel 3a) Balancierun Balancierung
Zyklen 6(3) 6 (3)
Transform.
normred. ,ortho. | 254,253 254,253
CPU-Zeit 7.69 dto. 8.91 dto.
Kondition 16.98 14.77
S(A) 0.41, -10 0.41,,-10
TC(AT,S(CA) 0.210—9,0.210—9 0.210—9,0.210—9
Beispiel 3b)
Zyklen 10 (6) 6 (3) 9 (6) 6 (3)
Transform.
normred. ,ortho. | 441,427 270,259 405,395 269,258
CPU-Zeit 12.77 7.78 16.37 9.56
Kondition 277 30.4(188) 329 30.8(182)
S(A) 0.2310—10 0,1310—11 0.1310—9 0.1310—11
TC(AT,S(CA)) 0.610—11,0.610—11 0.210—11,0.210—11 0.210—9,0.210—9 0.110—11,0.110—11
Beispiel 4a)
Zyklen 9 (6) 9 (6)
Transform.
normred. ,ortho. | 8742,9228 dto. 8746,9225 dto.
CPU-Zeit 958.96 : 976.69
Kondition 80 79
S(A) 0.16, -12 0.16, 12
rc(t,s(C) 0.8,,-10,0.3, -10 0.8, -10,0.3, -10
Beispiel 4b)
Zyklen 15 (10) 10 (5) 15 (10) 10 (6)
Transform,
normred. ,ortho. | 16736,16249 9571,9175 17104,16807 9568,9403
CPU-Zeit 1617.84 971.2 1797.15 1017.76
Kondition 4321 432(4554) 4715 397(4224)
S(A) 0.2310—13 0.2810—13 0.7810—13 0.6710—13

Ic()Y,S(CA))

0.4,,-13,0.1, -13

0.9, -13,0.9, -13

0.8, .-13,0.8 -13
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Variante 1 Variante 2
ohne mit ohne mit
Beispiel 5a) Balancierung Balancierung
Zyklen 50 abnormal 50 abnormal
Transform.
normred. ,ortho. | 1051,4533 1054,4493
CPU-Zeit 46.07 dto. 48.51 dto.
Kondition 47 45
S(A) keine Blockdiagonalgestalt keine Blockdiagonalgestalt

Ic(,S(CA)

Beispiel 5b)

0.2,-3,0.2, -3

0.1,,-4,0.1, -4

Zyklen
Transform.

normred. ,ortho.

CPU-Zeit
Kondition

S(A)
ICI,S(CAN

Beispiel 6a)

S50 abnormal

1224,4815
47.57
460

50 abnormal

1058,3997
44.31
46 (409

keine Blockdiagonalgestalt

0.110—3,0.110—3

0.910—6,0.910—6

50 abnormal

1173,4687
50
476

50 abnormal

1038,4124
43.96
58 (484)

keine Blockdiagonalgestalt

0.2,,-4,0.2, -4

0.1,-5,0.1, -5

Zyklen
Transform.

normred. ,ortho.

CPU-Zeit
Kondition

S
IC@I,SCA)

Beispiel 6b)

50 abnormal

22045,122036
3775.22
216

dto.

keine Blockdiagonalgestalt

1.5, 1.5

50 abnormal

22578,122630
3788.93
210

dto.

keine Blockdiagonalgestalt

1.7 , 1.7

Zyklen

Transform.

normred. ,ortho.

CPU-Zeit
Kondition
S
tc@In,s(C@AN

37 Zeitiiberschr.

28409,112384
3210.5
8249

50 abnormal

21754 ,87602
3218.74
488(9627)

keine Blockdiagonalgestalt

0.02, 0.02

0.910—3,0.910—3

34 Zeitiberschr.

27573,113660
3213.25
7773

50 abnormal

21445 ,90393
3125.93
415(8913)

keine Blockdiagonalgestalt

0.01 , 0.01

0.001,0.001
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Variante 1

Variante 2

ohne mit ohne mit
Beispiel 5a) Balancierung Balancierung
Zyklen 7 (4) 8 (4)
Transform.
normred. ,ortho. | 292,283 328,320
CPU-Zeit 8.8 dto. 12.87 dto.
Kondition 41 43
S(A) 0.6510—14 0.7410—14
FCMI,S(CA)) 0.310—12,0.210—13 0.310—12,0.810—13
Beispiel 5b)
Zyklen 14 (12) 8(5) 11 (9) 8 (5)
Transform.
normred. ,ortho. | 607,579 340,318 490,480 356,346
CPU-Zeit 17.99 10.12 19.97 13.36
Kondition 359 45(372) 386 49(397)
S(A) 0.1310—9 O.7410—14 O.7310—11 O.7810—1O

ICn,s(CA)

Beispiel 6a)

0.410—10,0.410—10

0.710—14,0.110—14

0.2,,-10,0.2, 10

0.210—9,0.210—9

Zyklen 13 (9) 12 (9)

Transform.

normred. ,ortho. | 13711,13753 12504, 12424

CPU-Zeit 1425.66 dto. 1341.68 dto.
Kondition 262 212

S(R) 0.1510—12 0.1610—12

IcI,s(cp) 0.610—10,0.210—10 0.610—10,0.210—10

Beispiel 6b)

Zyklen 22 (19) 12 (9) 23 (20) 14 (11)
Transform.

normred. ,ortho. | 20970,20014 11573,10976 22344 ,22101 13542,13381
CPU-Zeit 2158.38 1179.01 2443.78 1462.37
Kondition 7371 472(9356) 7379 347(9042)
S(Q) 0.5410—13 0.1110—10 0.1810—12 0.3310—11

Ic(t,s(Cc(A)

0.5,,-13,0.2, -13

0.210—12,0.210—12

0.1,,-12,0.1, =12

0.5,,-12,0.5,-12
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Variante 1 Variante 2

ohne mit ohne mit
Beispiel 7 Balancierung Balancierung
Zyklen 16 (13) 12 (10) 15(13) 12 (10)
Transform.
normred. ,ortho.| 670,2708 513,2060 657,2637 501,2031
CPU-Zeit 20.23 15.48 25.92 19.72
Kondition 401 168 (358) 471 158(353)
S(A) 0.1610—13 0.2010—13 0.2110—10 0.2310—13

I, sci)

0.2, -11,0.5, -12

0.110—11,0.510-12

0.2,,-9,0.7, -9

0.9,,-12,0.6, -12

Beispiel 8

Zyklen 50 abnormal 50 abnormal 50 abnormal 50 abnormal
Transform.

normred. ,ortho. | 2076,8361 2035,8851 2081,8411 2025,8175
CPU-Zeit 63.12 63.14 75.33 72.9
Kondition 347 172 (347) 371 167 (374)
S(A) keine Blockdiagonalgestalt keine Blockdiagonalgestalt
ICI,S(CPR) | 4.44 , 4.44 2.77 , 2.77 3.82 , 3.82 2.69 , 2.69
Beispiel 9

Zyklen 16 abnormal 14 abnormal 28 abnormal 14 abnormal
Transform.

normred. ,ortho. | 70,278 64,257 87,375 65,263
CPU-Zeit 2.28 2.02 3.75 2.50
Kondition 10.87 11.8(9.9) 10.4 11.1(9.6)
S(R) 0.01 0.02 2.49 0.005

IC1,S(CA))

0.6,,-13,0.1, -13

0.510—13,0.410—13

0.7,,-13,0.6, -1

3 0.3, -13,0.3, -13

Beispiel 10

Zyklen 11 (7) 10 (7)

Transform.

normred. ,ortho. | 4538,18212 4646,18447

CPU-Zeit 528.9 510.8

Kondition 25 dto. 23 dto.
S(Pp) 0.6110—13 0.2410—12

I, SCA)

0.1,,79,0.1, 10

0.7,,-10,0.3, 10
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Variante 1 Variante 2

ohne mit ohne mit
Beispiel 7 Balancierung Balancierung
Zyklen 14 (12) 12(10) 14 (12) 12 (9)
Transform.
normred. ,ortho. | 614,625 522,533 603,612 499,510
CPU-Zeit 18.6 15.59 25.1 20.15
Kondition 395 167 (392) 388 179 (396)
S(A) 0.7510—12 0.9510—11 0.2410—13 0.3410—13

IC(,SCA))

0.210—10,0.210—10

0.2,,-9,0.2, -9

0.9,,-12,0.7, -12

0'210‘11’0'30‘12

Beispiel 8

Zyklen 15 (13) 12 (9) 15 (12) 12 (9)
Transform.

normred. ,ortho. | 659, 670 513, 526 631, 640 490,501
CPU-Zeit 16.7 15.5 26.37 19.54
Kondition 397 208 (448) 381 218(450)
S(A) 0.41, 13 0.71, 13 0.38, -14 0.20, -13

IC(MI,S(CA))

0.2,-11,0.1, 11

0.110—11,0.110—11

0.5

1o 1250.1, 12

O.HO—11,O.710—12

Beispiel 9

Zyklen 5 (2) 6 (2) 5 (2) 6 (2)
Transform.

normred. ,ortho. | 30,30 35,35 30,30 35,35
CPU-Zeit 0.94 1.06 1.22 1.44
Kondition 9.05 14.4(11.7) 10.9 12.8(10.8)
S(p) 0.19, -9 0.24, 15 0.81, ~11 0.15, -14
ICAI,S(CA)) 0.110—8,0.110—8 O.410—13,O.210—14 0.410—10,0.410—10 O.110—13,O.110—13
Beispiel 10

Zyklen 10 (6) 9 (6)

Transform.

normred. ,ortho.}{ 7757,8548 7821,8021

CPU-Zeit 807.75 dto. 774.01 dto.
Kondition 26 25

S(P) 0.2010—12 0.1810—12

ICI,SCAN

O.110—9,0.610—10

0.9, -10,0.4,

-10
o}
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Zufallsmatrizen Variantel Variante 2
Mittelwerte ohne mit ohne mit
Dimension 10 Balancierung Balancierung

Zyklen 8 8 7 7
Transform.

normred. ,ortho. | 75 , 300 74, 297 72, 288 72, 288
CPU-Zeit 1.85 1.85 2.55 2.54
Kondition 45.3 44.8(45.4) 44.0 43.9(44.2)
S(A) 0.3310—10 0.3310—10 0.8610—11 0.3710—12
Dimension 20

Zyklen 11 11 11 11
Transform.

normred. ,ortho. 470,1881 470, 1881 470,1880 470,1880
CPU-Zeit 13.09 13.18 17.47 17.53
Konditon 105 105(105) 108 108 (108)
S(Q) 0.6710—10 0.6710—10 0.2810—10 0.2810—10

Von den 10 Zufallsmatrizen der Dimension 10 werden 3 Matrizen von allen
Varianten des Verfahrens I nicht blockdiagonalisiert, weil sie 4 reelle
Eigenwerte haben; die o.a. Mittelwerte beziehen sich nur auf die rest-

lichen 7 Matrizen.

Bei den 10 Zufallsmatrizen der Dimension 20 versagt das Verfahren I mit
allen Varianten in 6 Fdllen, bei denen mehr als zwei reelle Eigenwerte
vorliegen; in zweil Fillen treten 6 und in 4 Fdllen 4 reelle Eigenwerte auf.
Flir die restlichen 4 Fdlle , in denen 2 reelle Eigenwerte vorliegen, sind

die Mittelwerte oben angefiihrt.

Flir die 10 Zufallsmatrizen der Dimension 40 und 5 Zufallsmatrizen der
Dimension 80 sind keine Mittelwerte der Varianten von Verfahren 1 aufge-
fiihrt, weil diese Verfahren in keinem Fall normal terminieren. Bei den
10 Matrizen der Dimension 40 treten in je 2 Fdllen 4 bzw. 8 und in den
restlichen 6 Fillen 6 reelle Eigenwerte auf, widhrend bei den 5 Matrizen
der Dimension 80 in 2 Fdllen 6 und in je einem Fall 8, 10 bzw. 12 reelle

Eigenwerte vorliegen.

Die Varianten von Verfahren II liefern in allen Fdllen eine ''fast' nor-
male und blockdiagonale Endmatrix, aus der die Eigenwerte abgelesen

werden kdnnen.
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Zufallsmatrizen Variante 1 Variante 2
Mittelwerte ohne mit ohne mit
Dimension 10 Balancierung Balancierung

Zyklen 7 7 7 7
Transform.

normred. ,ortho. 72, 72 71, 71 69, 69 69, 68
CPU-Zeit 1.95 1.93 2.67 2.66
Kondition 43.3 42.1(42.5) 42.97 42.2(42.8)
S(A) 0.6010—13 0.6510—13 0.6310—10 0.4410—10
Dimension 20

Zyklen 10 10 9 9
Transform.

normred. ,ortho. 413,411 413,411 401 400 401 400
CPU-Zeit 12.26 12.34 15.76 15.8
Kondition 100 100(100) 101 101 (101)
S(A) 0.54, -10 0.54, -10 0.32, 10 0.32,,-10
Dimension 40

Zyklen 12 12 11 11
Transform.

normred. ,ortho. 2167,2148 2167,2148 2050,2043 2050,2043
CPU-Zeit 99.14 68.18 111.97 110.39
Kondition 281 281(281) 274 274(274)
S(A) 0.4410—10 0.4410—10 O.2610—1O 0.2610—10
Dimension 80

Zyklen 14 14 14 14
Transform.

normred. ,ortho. 10235,10183 10234,10183, 10178,10146 10178,10146 -
CPU-Zeit 832.58 827.82 904.58 901.99
Kondition 905 905 (905) 921 921(921)
S(A) O.7110—1O O.7110—1O 0.3810—12 0.3810—12
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Fiir Beispiel 9 zeigt das Verfahren I Konvergenz gegen Normalitit,
ohne Blockdiagonalgestalt zu erzeugen; die starke Schwankung der
Zyklen-Zahl bei den verschiedenen Varianten deutet an, daBl es weit-
gehend vom Zufall abhingt, wann der Zustand erreicht ist, bei dem
keine Transformation mehr durchgefiihrt wird. Dagegen bendtigt das
Verfahren II noch 2 Zyklen weniger als das komplexe Verfahren von

Eberlein (vergl.[ 38]).

Fiir Beispiel 9 bendtigt das Verfahren II jeweils einen Zyklus weniger
als Verfahren I; trotzdem aber eine erheblich gréBere Zahl von Trans-
formationen und mehr Rechenzeit. Eine genaue Analyse der Verfahrens-
Statistik zeigt hier, daB bei Verfahren I vom zweiten bis zum sechsten
Zyklus einschlieBlich, scwohl orthogonal wie normreduzierend, kon-
stant 540 von 990 méglichen Transformationen durchgefiihrt werden -

das sind ca. 54%; nach dem sechsten Zyklus werden es langsam weniger.
Demgegeniiber werden bei Verfahren II vom zweiten Zyklus an die volle

Zahl von 990 Transformationen durchgefithrt. Dieses bei Verfahren I
beobachtete iliberraschende Phidnomen liegt in der speziellen Struktur
der schwach besetzten Matrix begriindet, die offenbar von den verwen-
deten Transformationen (fast) nicht gestdért wird, so dafl viele Pivot-
blécke so klein bleiben, dall dort keine Transformation erforderlich

ist.

Soweit fir die Beispiele die exakten Eigenwerte bekannt sind, k&nnen
die berechneten Eigenwerte auf ihre Genauigkeit Uberpriift werden.
Dabei zeigt sich, dafl in beiden Verfahren die Genauigkeit der berech-
neten Eigenwerte im Vergleich zu anderen normreduzierenden Jacobi-
dhnlichen Verfahren als sehr zufriedenstellend zu bezeichnen ist; der
relative Fehler liegt in der GrdBenordnung von K(R)eo *) , so daf}
die berechneten Eigenwerte bei gut konditionierten Problemen auf 14
Dezimalstellen exakt sind. Tritt ein doppelter reeller, defektiver
Eigenwert auf, so ist dieser erwartungsgemdll nur auf etwa 7 Dezimal-
stellen exakt, widhrend fiir die anderen Eigenwerte das oben gesagte

zutrifft.

*) Vergl. (4.3.5) und FuBnote S.100.
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AN H A N G

A) Konstanten- und Schrankenverzeichnis

(in Klammern ist angegeben, wo die Konstanten

definiert sind; es gilt stets ve{2,3})
a=1.1336 , b =1.1004 , c = }8
13 _ 7.
a, =% , a;=g1=1.75
b V) = o.1871(vT + )2,
Y AY)
b ™M 2 0.2047(vE + R )2,
s v
o T3 0T R
244 2 367
<, =~ A" = 1A}

)

c™=p [(o.z4-+o.71-10‘5 1AL )e1.065% k(M) 40,120 w2
5

(Satz 2.2.1)

(Lemma 2.1.13)

(Lemma 2.2.5)

(Lemma 2.2.3)

3.2.4)

(a‘)4]

(Lemma 3.2.19)

(Lemma

nand

(Def. 1.1.29)

(Satz 2.2.1)

(Lemma 3.2.3)

(Lemma 3.2.4)

(Satz 2.1.8)

5 = min{lxi -xj|[1si_<j <n }
& = min{iIm A, -Imagl [1i<j<n)
& = % min{|v, -V, Il1<i<j<p , v, >0 , iivaEWe von A}
~ =N 2
K 16 (V2 + K )
AY) \%
d, = = + (2.941 —A— + 0.8101) . 1Al
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d\)
ey = Z\2IAl- 4096upn TAT
\
2
€ =T67'-1'"mr ’ €1=—6—7
© P 641 Al
b
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49710 2 74
e, = [41pl [_”~_ T __]
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€, = == < €, (Satz 2.1.9)
512 (4 + V2)IAl

2

e = L&) (Lemma 3.2.10)
° 64lpl

- s)

8
€ = <
V=1 4upAl(a 428 +R 2)1/2 ITAT
Vv Vv vV

(Lemma 2.1.13)

- & -
€up1 = ZTﬁqufj < e,y (Korollar 3.2.2)
2 1/2
_ -2 (P-~1)(H, -1)
€43 = —Lé-la A (Lemma 3.2.10)
v 161 Al P2hv

C
£ = 2.0626 [54.73]

6
£ = £+0.5708 b'?) (c. + (1+8)H?) (Lemma 3.2.6)
2 ' rs 2 2 e
£ = 2.0626+0.5708 b3 (c. 4+ (1+K)?)
3 rs 3 3
/
_ (vy NAIl
g, = 6.4676 b (" . (Lemma 3.2.1)
5
2e &° e, &
h, = —— 2+ — (Lemma 3.2.5)
Vo 64lpl 102417l

_ o 2 > 2
H,= a,*(g, +2.0364K +2.0627)° + (g, +0.0263 K +2.0627)

(Lemma 3.2.1)

, = l&glg; “A"2 , KB = V€_24 HAH2 (Lemma 2.1.12)
V3 8 5

~




(v) | p-r (V) (v) (v) _ )
Kr Z(a\) r-1 " Qr ) Ko =0
| (Satz 3.2.12)
(v) (V) LT I P
K Kp_1 max{16 H, » 7 (VH) Wv} ,

L = 1.0916
o ﬁ\) 16 bé\s)) ) (Lemma 3.2.9)
m, = | 0.5835 ppp + — S(A,)
y
P - Ei%:ll
2 - 32 2
Q) = 2127 (por) — (£, +g)
49(87)
2
~ (V)
K 16 b
2 v rs 2
+(p-t-1)“ | 0.5835 + — X5 A
o IA
(Satz 3.2.12)
P
h, (H, -1)

(Korollar 3.2.11)

w, = 1+ T6(H, = 1)
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ALGOL 60-Programm filir Verfahren II, Variante 2

1) Beschreibung der Ein-/Ausgabe-Variablen:
N Dimension der Matrix A (Eingabe)
A Matrix A , von der die Eigenwerte berechnet werden

sollen, enthdlt nach Ricksprung die transformierte
Matrix A (Ein-/Ausgabe)

L Anzahl der bendtigten Iterationszyklen (Ausgabe)

MNORM Anzahl der normreduzierenden Transformationen (Ausgabe)
MORTH Anzahl der orthogonalen Transformationen (Ausgabe)

NAO S(K) nach Riucksprung (Ausgabe)

LINKS (Schalter zur Steuerung, ob die (inverse)

RECHTS) Transformationsmatrix akkumuliert werden soll(en)(Eingabe)

T akkumulierte Transformationsmatrix (Ausgabe)
TI Inverse der akkumulierten Transformationsmatrix (Ausgabe)
Z bendtigte CPU-Zeit in (1/100) Sek. (Ausgabe)

FMARKE Sprungziel im Fehlerfall (Eingabe)
F Fehlercode (Ausgabe)
LIM zur Verfligung gestellte CPU-Zeit in (1/100) Sek. (Eingabe)

Mégliche Fehlercodes sind:
1 N ist ungerade ,

2 50 Zyklen durchgefiihrt, ohne daR Blockdiagonalgestalt

von A erreicht ist,

3 Wihrend des letzten Zyklus wurde keine Transformation

durchgefihrt ,
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6 die zur Verfligung gestellte CPU-Zeit ist verbraucht .

2) Externe Prozeduren:

GAUSS 2. (N,A,X,FM) Dberechnet die LOsung eines linearen
Gleichungssymstems der Dimension N mit vollstidndiger
Pivotisierung, wobei die rechte Seite als (N+1)-te
Spalte in A gespeichert ist.

Riicksprung iUber FM, falls das System singulidr ist.

KOMMUTATOR (P,A,SCA, NCA,NCD) berechnet von der Matrix A der
Dimension 2P die Werte SCA = S(C(A)), NCA = IC(A)I und NCD = IC(D)I.

KOND (N,T,TI) berechnet aus der Transformationsmatrix T
der Dimension N und ihrer Inversen TI die Kondition

von T 1in der Spaltensummennorm.
MINIMUM (X,B1,B2,B3,B4,B0,PX) berechnet die Minimalstelle X
des Polynoms P(X)=B4+X*+B3.X3+B2.X?+B1.X +BO nach § 1.2

mit [X|P(X) = min! und den Wert PX = P(X)-BO .

NORM (P,A,NA,NAO) berechnet von der Matrix A der Dimension
2P die Euklidische Norm NA = IAl und NAO = S(A).

RMIN (A,B) berechnet das Minimum von A und B .

Die Prozeduren PUTDATA, PUTLIST und PUTRDAT dienen der

formatierten Ausgabe.
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"AST ALGOL COMPILER OF DELFTLRELEASE OF 1/ 2/1977 INCReNRe +SOURCE L

0 YPROCEDUREY EIGENT(N) MATRIX:(A) ITERATIONEN:(L) 000
1 TRANSFORMATIONENS (MNORMs MORTH) Ss(NAD) 000
1 EIGENVEKTOREN: (LINKSs RECHTS) 000
1 TRANSFORMATIONSMATRIZENZC(TIS T) 000
1 VERBRAUCHTE RECHENZEIT:(Z) aoo
1 FEHLERRUECKSPRUNG:(FMARKE) ago0
1 FEHLERCODE:(F) goo
1 ZEITLIMIT2C(LIM)S 060
1 800
1 oo
1 BCOMMENT® 526303656 %2 53 3636 256 JE00 20 3 30 36 36 26 26 303 J6 36 3 36 26 9 36 36 2626 236 36 26 % 3 962 226 MMM X X e N X u X% %x001
1 = #001
1 x UNTERPROGRAMM EIGENWERT 7 ZUM BERECHNEN ODFR EIGENWERTE *G01
1 = BELIEBIGER REELLER MATRIZENa *001
1 = %001
1 = #0001
1 = VERSION 5 VOM (08e 02« 1982 »x001
1 = #0001
1 = VERFASSER ¢ HANS JCACHIM WENZELs FBae MATHEMATIK »Q01
1 % *002
1 x LETZTVE BEARBEITUNG ¢ 11e 11e 1982 x002
1 = VERSION 546 x002
1 = ®002
T JEIE U0 2N 306N I NI I M I MU B T I M P NN MM NN MN R NNEMNNNNN NN NN RN RN xwN3002
1 002
1 002
1 SVALUE' N3 002
2 YINTEGERY Ns Ly 2Zs Fs LIMs MNORMs MORTH: 002
3 SREAL' NAQ: 002
4 OBOOLEAN® LINKSs RECHTSS 003
S YLABEL® FMARKES 003
6 YARRAY® Ay 71, T3 003
7 *BEGIN?® 003
8 003
8 *PROCEDURE® GAUSS¢?s3 'CODE's 003
10 *PROCEDURE® KOMMUTATORs °*CODE®*; 003
12 SREAL'®*PROCEDURE?® KOND3; tCODE"S 003
14 *PROCEDURE' MINIMUMS *COGDE?*; 003
16 'PROCEDURE® KORM3 ‘CODE?®; 003
18 SPROCEDURE®* PUTDATA; °*CODE?®S 004
20 *PROCEDURE® PUTLIST: *'CODE®S 0G4
22 YPROCEDURE® PUTRDATS *CODE*s 004
2h REAL'*PROCEDURE® RMIN3 *CODE?*s 004
26 004
26 *INTEGER®Ps P1s Rs» S» R1s MMy Z1s 225 MMMy MDDy MDIAGs Is Js 004
27 NSYs NSCHIEs NT4s NT3s NVhLs NV3s NP3 D04
27 SREAL® EP, EPSs NAs Ky ASUMs SSUMs SCAs NCAs NCD» LAMBDAS 004
28 *BOOLEAN® ITSTEHTS SYMM, SCHIEF» AOKLEINS 004
29 PARRAYY MC{/%Vsh4s 1:5/)s XC/Z1:4/)s DC/1EN/)S 0os
30 005
30 0G5S
30 005
30 005

30 *PROCEDURE® EBERLEINS *BEGIN® 005
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"AST ALGOL COMPILER OF DELFTYSRELEASE OF 17 2/1977 INCRsNRe+SOURCE L
32 00s
32 CCOMMENT ® 2626362363656 % 296 339 2 2 M I 6 M JE 262 306 3 D636 36 62696 36 36 96 D626 6 MO Mo MM NM XXMM ARRNNNXAXDDS
32 x x005
32 = AUF DEN DIAGONALBLOECKEN R = S = 1 (1) P WMIRD »005
22 x JE EINE EBERLEIN - TRANSFORMATION ZUR NORMALISIERUNG *x005
32 x DIESER BLOECKE DURCHGEFUEHRT x»006
32 =x #0006
32 DE6 3632 N 629326 3 M 20 I 0 I IE N FE I I I IE I I I 36 6 6 JEIEIEIE I 6 M N N NN MIEN N M N UXMxNNXXN3006
32 0geé6
32 YINTEGER® 11 Ks Ms I, SIGs M1s K13 006
33 YREAL® AITs AIKs AKI» Gs Hs NDAs AINs AMI s AKM, AMKs AKK)» 006
34 AMMs AIKQ» AIMOs H2s CXs SXs COT2Xs COTXs C2X» S2Xs THs CHs SHOO6
34 s Sy SCs Cs Dy Es AMIO, AKIQs CKKs CMM, CMKs C13 006
34 *RBOCLEAN® TRANSS gg6
25 a06
35 SFOR® 1I:=1 ®STEP* 1 *UNTILS® P *DOY*BEGIN® a67
37 M = 1Ix23 0g7
38 K := M~-13 gov
39 TRANS 2= SFALSE?'; 007
4T 807
L0 SCOMMENT® 569363 9 2 26 % 2 29 3 36 9696 263 3696 763626 36 3006 7636 26 3 36 696 3¢ 336 2 96 30 36 2 96 606 %06 M 23 X e e e k226007
LD = . 007
40 BERECHNEN DES ROTATIONSPARAMETERS X x007
43 = UND DES SCHERUNGSPARAMETERS Y *007
L0 x *»007
L0 MMM NI N IEN I I NI I I I M H I NI IEH NI NN IR HNMNNN NN XRAR XN XNAX3008
40 008
40 AKM = A(/Ks M/)3 AMK = A(/Ms K7)3 008
42 AKK := A(/K>» K7)3 AMM 2= A(/My A/Z)S 008
Li € = H 2= H2 := AIKG 2= AIMC := AMIQ := AKIO = (3 008
L5 M1 2= M - 13 aoé
46 K1 = K=-13 008
L7 SFOR® I:=1 *STEP®* 1 'UNTIL® K1» 308
LE K+1 'STEP® 1 PUNTIL® M1, 008
LE M+1 YSTYEP® 1 SUNTIL® N *DOS*BEGIN® 8117,
L9 AIK == A(/1» K/)s AKI 3= A(/Ks 17)3 oos
519 AIBM = AC/1Is M/)3 AM1 2= A(/Ms 17 010}
53 AIKO = AIK%#x%2 + AIKOC3 0609
54 AIMG := AlMxn2 + AIMO3 609
55 AMIO := AMI®x2 + AMIO: 009
56 AKIOQ := AKIxx2Z + AKIO3 009
57 H 2= H + AKIXAMI - AJK®AIM; 009
58 'ENC*E DER SCHLEIFE UEBER I3 409
59 G t= AKIGQ + AIKC + AIMQC + AMIQC; g0¢%
60 H2 t= AKIO + AIMO - AIKQ - AMIO; Qa9
61 D = AKK - AMM: 010
62 C 2= AKM + AMK3 410
63 E 2= AKM - AMK3 010
64 810
64 PCOMMENT® %2656 5 2 2056 5 3 3 203 3 % 2096 3 3636369 3696 36 3 76 36 9636 366 5 3 36 2626 36D MM 263 2 X H MM nnuuunx(J10
64 x #U10
64 % BERECHNEN DES KOMMUTATORS CCIXs 1II) VON A »010
64 x x010
Gh MK MR NI KNI JE N TEIE I N I I I NI MNH NI NN NN NN NN k%3010
64 g10
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"AST ALGOL COMPILER OF DELFTSRELEASE OF 1/ 2/1977 INCReNRe+SOURCE L
64 CKK 2= AMKxx2 - AKMxx2 + AIKQ - AKIQ3 011
65 CMM = AKM®x2 - AMKx%x2 + AIMO -~ AMIO; o111
66 CMK 2= AKKXAMK + AKMxAMM — AKKXAKM - AMKXAMM + H3 a11
67 C1 3= CKK - CMM; g1
68 011
6¢ 'COHHENT‘*l**x*l*****i!*l*!Il*!*i!***lll**i****ll**l**!*l**!***ll*****li011
68 % *x011
68 * BERECHNEN DER ROTATIONSMATIRIX R x011
6& = #011
68 JI6 NI M 3 M N NI I I VI U 2 I IEI6JEIEI6 H I FIE DM IEIE F I NI M TN I MM I NI NN X XM NN RN AN NENZ[YT
€8 012
68 $1F* ABS(C1) <= EP 012
69 PTHENS*BEGINY*COMMENT® R IST EINHEITSMATRIX: 012
70 CX = 13 SX == 012
72 *END'E DES THEN - ZMEIGES 012
73 CELSES®*BEGINY 012
75 TRANS := STRUE®*; - D12
76 COT2X = Z2»xCHK/C13 012
77 SIG t= *IF® COT2X<J *THEN® -1 *'ELSE* 13 012
78 COTX 2= COT2X + SIG » SORT(1+C0T2Xxx2)3 012
79 SX t= SIG / SOQRT(1 + COTX#x%2)) 013
&0 CX 2= SX % COTX 013
&1 YEND®E DES ELSE - ZWEIGESS 013
82 013
82  PCOMMENT ® 32536 2965 5 3696 36 363 3 36 5 3 3 3 3636 36 3 36 36 3 6 26 2 2696 36 36 36 3 3 M6 MM M X X XM s u M xuxnxn013
82 = %013
g2 = BERECHNEN DER SCHERUNGSHATRIX S #013
82 ¥ : %013
' d BEIEIEIEIEN DI I JEIE JEIE 6 I 626 26 IEIE DI DEI6 26 I 0 B I 6 2 U I MM NI M M I I MM NM MEMENNNNNNN NN NNXF(ITS
g2 013
&2 C2X = CX%R2 -« SX%¥23° 014
83 S2X 3= SXxCXx23 D14
84 B = DxC2X + CxS2X: 014
&5 H 2= HxC2X%x2 - H2x52X3 014
g6 TH 2= (ExD - H/2) / (G + (E%%2 + Dux2)%2)3 014
87 *IF* ABS(TH) <= ¢EP 014
E8 FTHENS FBEGINYPCOMMENTY S IST EINHEITSMATRIXS D14
89 CH = 13 SH 3= o 014
21 SEND*E DES THEN - ZWEIGES 014
G2 SELSESBEGIN® 014
94 TRANS = *TRUE®*3 015
95 CH 2= 3 / SORT(1 - TH=xxZ2); 01s
26 SH = CHxTH 015
97 YEND'E DES ELSE - ZWEIGES3 015
98 015
98 L § TRANS C*THENCS*BEGINS® 015

100 g1s
100 lCGMMENI'***x*x*&**xxx**xnn*x****x**&*xxxx**x***xx**u****tﬁuunuiix*xxxu*015
100 = %015
100 = BERECHNEN DER TRANSFORMATIONSHMATIRIX T »015
100 =« : %016
TOO H6%36 263396 X2 I3 95 I3 3 236 I3 I3 2 26263 36 6 3696 IE 36 3626 2 6 3 N M MMM N M n M u e xux wxunx%3016
100 016
100 MG = MWD + 1; g16
101 S t= SHxSX3 SC = SX*CH3s 016
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AST ALGOL COMPILER OF DELFTYSRELEASE OF 17 241977 INCReNRo+SOURCE L
103 AMK 2= =CX%xSH> AMM = CXxCH} 016
105 AKK = AMM + S3 016
106 AMM = AMM -~ S3 g16
107 AKM = AMK - S(C3 016
108 AMK = AMK + SC3 D16
109 017
FOO9  CCOMMENT® %2 36965 % 365 9 9 9 2630 3963626 33 3636 9626 656 296 2696 3 2696 % 26 96 36 36 326 26 3 JE 26 636 D26 JE 26 206 M6 X X ¥ %u317
109 = , ®x017
109 = MULTIPLIKATION MIT Tax~-1 VON LINKS *017¢
109 = %017
TOOG 226263 265636 96 36 2 363 J 365 J636 26 2 3696 263 369 26 36 3036 3 36 36 36 26 2626 3 36 3 2IE M I I I IEN NN MR NN NN MNNNNNNNNS(]YT7
109 017
109 *FOR? $=1 SSTEPY 31 'UNTIL® N 'DCOC*BEGIN® 017
111 AKI = AC/Ks 1/): AMI = A(/My 1/)3 017
113 AC/Ks 1/7) = AMMXAKI - AKMxAMI; a7
114 AC/Ms 173 3= AKK®AM] ~ AMK%AKIS 018
115 VIF? LINKS ®*THEN®'BEGIN?® 018
117 D18
TI7  SCOMMENT Y 562 % %% 50 M6 33 2636 J36 3636 Y26 N2 N M J MM JHNM MM MU NNUN NN URNNNNN XN RN R xNN%20T8
117 = x(318
117 x= BERECHNEN DER LINKSEIGENVEKTOREN %018
117 = %018
TAT7 XM M 3626 562636 33636 26 296 3 2 3696 336 3630 2636 J6 36 33626 3 36 296 MMM NN NN N MMMNNXNNNNNRNNNXXXFTTE
117 018
117 AKI 3= TIC(/Ks 1/)3 ANMI = TI(/Ms 1/)3 018
119 TIC/Ks 1/7) 3= AMMXAK]I - AKM®AMI: 019
120 TIC/M> 1/7) 2= AKK*AMYI =~ AMK®AKI 019
121 YEND? 019
122 *END®*E DER MULTIPLIKATION VON LINKS: 019
123 019
123 CCOMMENT® %% 5% 269 9 563 22606 2 39 26 3 36 330 6 3626 26 36 303 2696 DX 62 X0 M MAMMENMMUNNMMENNNUNKEXNUXNNTTY
123 =» *019
123 x= MULTIPLIKATION MIT T VON RECHTS x(19
123 = *{J19
T23 MK I I3 T JIE DI M I I I DI I NI H N HNA NN NI H NN NN RNERNRAEXRNRNRANEIOT1D
123 ‘ 320
123 *FOR? t=1 SSTEP®* 1 SUNTIL®* N *DOSSBEGIN® 020
125 ATK 3= A(/Ys K/)3 AIM = A(/ZLs M/) 020
127 AC/Ts KZ7) 3= AKK*AIK + AMK%AIM3 020
128 AC/71s M/) 3= AKM*ALIK + AMMRAIMS 020
129 020
129 *IF* RECHTS STHENSSBEGIN?® 220
131 020
131 BCOMMENT " 522 3 236262 326 365 %6 26 J 3 M 636 M6 69 3 MMM MNMMARMxINNMMNNuxuNxuxxuxxnmxux020
131 « #0320
131 = BERECHNEN DER RECHTSEIGENVEKTOREN »021
131 »* %021
131 3696336 2 I 2 I 6 JE A I I I I IEIE I I NI JE I F I 2 I e J I I I 36 I MM MM I MM NI AN N NMNRM R NN NN NN D2
131 ge1
131 AIK = T(/1s K/)3 AIM = T(/1s M/ 021
133 TC/1s K7) 2= AKK®xAIK + AMK*AIM3 az21
134 T(/7Xs A7) 2= AKMxAIK + AMMXAIM 021
135 YEND? g21
136 *ENDYE DER MULTIPLIKATION VON RECHTS 021

137

YEND'E EINER TRANSFORMATION 021
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138
139
140
140
140
140
140
142
142
142
142
142
1462
142
142
142
142
142
142
142
142
142
142
142
142
143
143
144
144
144
145
145
145
145
145
145
145
145
145
145
145
145
145
145
145
145
145
145
145
145
145
145
145
146
146
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SEND*E DER SCHLEIFE UEBER Il

YEND'E DER PROZEDUR EBERLEINS

"PROCEDURE?Y BLOCKTRANS73 BEGIN?®

INCReNRe +SOURCE L

022
022
022
rs
022
022
022
022

SCOMMENT® %336 369 % 3 336 000 2 2 262 236 696 3 0 3626 9636 96 3 26 96 36 2656 26 36 26 6 26 96 26 36 26 % 2 2636 Mae My Mo u ek w un{}22

MoK M oK K X K X K XK K K

FUER DIE INDIZES R =1 (1) P=1 » S = R+1 (D) P
WIRD EINE BLOCKTRANSFORMATION ZUM MINIMIEREN DER
EUKLIDISCHEN NORM DER MATRIX A VORGENOMMEN
ANSCHLIESSEND EINE ORTHOGONALE TRANSFORMATION ZuM
DIAGONALISIEREN DES SCHIFSYMMETRISCHEN BEZWe
SYMMETRISCHEN TEILS DER MATRIX A »

VERSION 5 VOM 08¢ U2e 1982

LETZTE BEARBEITUNG ¢ 11e¢ 11e 1982
VERSION 546

#022
#0023

x 023

x023
2023
%023
%023
%023
%023
%023
#0023
%024
%024

M I I NI H N KN NI I NI M NI NN I MBI NN MM NN NN RN NN NNAN NN NN 2h

*ARRAY? ENC/1247)s

SINTEGCER® R2s R21s R22s S2s S21s 5225 Ks Js» S1s Ls J1s Is SIGs
Us Vs We SPs» NITS

'REAL®* C11s C12s C215 C22s E11s B12s B22s ALPHA,

024
024
024
024
024
024
024

C11Ss C12Ss C21Ss €22Ss B115s B12Ss B22S» AV1Ss A12S» A225,025

XT11s XT12» XT21s XT22s AR11, AK22s AS11s ASZ2»

X11s X125 X213 X22s ARZ21s AR12s AS12s AS21s ARS11s ARS12»

ARS21s ARS22s ASR11s ASR12s ASR21s ASR22s C120s D120s

025
025
025

C210, D210s C1D1s C1D2s C2D1s C2D2s Hs MJIJs HYs H2s H3s HL,025

H5s H6s H7s HEs NCRSs F2» F1s F1A» ¥11s Y125 Y215 Y22»
N1y N2s SP1s SP2s SP3s SP4As SP5Sy

KAy, WURs TAU1Ts TAUZ2s PLUs MALSs QUAs C»

KQ41s KO&2Z2s KOL3s KOALy KO31s K032, KO33,

AT20s A130s A140s A230s A240s A34Q,

Z1s Z2» 13y 14s 155 169 PEs QUs DISKRs XOs X1» X223
P3sy Ds RO» A11s A12% A13s Alhs A22s A23s A24s

A33s A34Ls ALbs A21s A31s A32s Abt1s AGL2s AL,

AF11s AF12s AF13s AF14s AF22s AF23s AF24,s

AF33s AF34s AFhbhs TAUs SHIFTs EPSIs Y1, Y2»

VE31s VE32s VEEZ3s VEK31s VEK32s VEK33s

VELYs VE&L2s VEL3s YELALs VEKLYs YEKALZ2y VEKA&3s VEKAGL
D1s D2s D3s SPURs Uls U2s U3s U12s U13s U23s

NG1s NOZ2s NG3» NGQLs AR1Is ARLs L1 L2

NO1s NOZ2s NO3s NO4L>

IMLRs RELR1» RELR2s IMLSs RELS1s RELS2s DREs» DIM3

SBOOLEAN® FX2s DREIy DOPs VZIWs MEHRFACHs WIEDERHOLUNGs ITERS

*FOR® R:=1 *STEP® 1 'UNTIL® P7 *DO**BEGIN®

025
025
025
25
025
026
026
a2é6
0c6
026
026
026
026
02¢
geeé
027
027
027
027
27
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AST ALGOL COMPILER OF DELFTSRELEASE OF 17 2/1977 INCReNRe+SOURCE L

148 027
148 R1 3= R - 13 027
149 R2 = R % 23 027
150 R21 2= RZ2 - 13 D27
151 R22 $= R2 - 2% 027
152 0248
152 tFOR t=R+1 *STEPY 1 SUNTIL® P SDO**BEGIN? 028
154 028
154 S2 = S % 23 028
155 S21 = 82 - 13 328
156 $22 s= 52 - 23 028
157 028
157 AST1 = A(/2xS-1) 28S5=-17)3 028
158 AS12 1= A(/2x5-1s 2%3/7)3 U2¢8
159 AS21 = A(/2xSs 2%S-1/)3 028
160 AS22 1= A(/2%Ss 2%5/)3 329
161 029
161 AR11 = A(/2%R~13 2%R=-1/)3 a29
162 AR12 3= AC(/Z2%R~1s 2%k/)3 029
163 AR21 = A(/2%Rs 2%#R-17)3 029
164 AR22 = A(/2%Rs 2%R/); 029
165 029
165 ASR11 3= AC/2xS-~1s R21/)3 029
166 ASR12 = A(/2xS-1s RZ /); 029
167 ASR21 t= A(/2xS s R21/)3 029
168 ASR22 = A(/2%S s R2 /)3 d30
169 430
169 ARST1 = A(/R21s 2%5-17)3 0389
170 ARS12 = A(/K21s 2%S /)3 g30
171 ARS21 = A(/RZ2 s 2uS-1/)3 a30
172 ARS22 = AC/R2 » 2%S /)3 430
173 U330
173 C11S 1= €128 2= C21S = €228 = 830
174 A11S 3= A12S := A22S := Jd30
174 B11S := B12S := B22S := O3 630
174 031
174 sIFe ARS11%%2 + ARS1Z2%%2 + ARSZ21x%%x2 + ARS22%x2 031
175 > ASRTIT1*%2 + ASRIZn%2 « ASR21%x%2 + ASR22xx%2 031
175 STHEN®*BEGIN® 031
176 031
176  CCOMMENT Y 2 %35 % %3696 36 3630 JE 369 % 36 36 2 9 2636 36 2636 36 6 26 96 36 2 2626 36 36 26 36 36 36 50 36 36 96 36 26 2 36 2 26 36 3 36 3¢ M Mo X x % % %2031
176 x %031
176 x FEARSEE > tlASRIY %031
176 %31
FT6 WM KNI NI NN KM N T NI I K NI JE I NI I NI MMM NN AN XN AN NNNFT
176  VCOMMENT ™ %9 %569 % 32 5% 26 363 %262 36 3 3636 36 20 3 96 36 36 36 36 2696 36 3636 26 3636 M0 06 323 2 M M MM N NN u M n N %32
176 x %032
176 = BERECHNEN DES KOMMUTATORS CRS#s Ax UND B #(32
176 = %032
F76 NN K I DI IR DI NI I NI I I I I I I TN NI NI FNN NN NN N ANRXNFDF2
176 032
176 PFORY Kt=1 SSTEPY 1 PUNTIL® RZ2Z2» 032
177 R2+1 *STEP' 1 PUNTIL' S22, 032
177 S2+1 SSTEP® 1 *UNTIL® N *DO®*BEGIN? 032
178 032
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178
179
180
181
181
182
183
184
184
185
185
186
1€6
187
187
188
188
189
189
190
191
192
193
193
193
193
193
193
193
163
194
195
196
197
198
169
200
201
202
203
203
204
205
206
2066
208
209
210
211
212
213
214
215
216
216

A11S
A12s
A22S
B11S
B12S
223
c11s
ci2s
€21s
€22s
YEND'E

c11
€12
€21
C2z2

Hnun

s B AR 84

AC/S21s K/)%%2 + A11S3
AC/S21s K/) % AC/S2s K/) + A125
AC/S2s K/)x%x2 + A22S3

" ee e
H oW

AL/Ks R2T/)%x2 + B11S3
AC/Ks» R2/) » A(/Ks R21/7) + B12S3
AC/Ks R2/7)%%2 + B22S3

HuH

A(/Ks R21/I%A(/Ks 521/)
AC/R21s K/DIRACZS21y KZ7) +
A(/Ks R217) » A(/Ks S2/7)
AC/R21s K/7) % AC/52s K/7)
AC/Ks R27) % AC/ZKs 3521/)
AC/RZ2s K/) % AC/S21s K/) +
AC/Z/Ks R27) % AC/Ks S$27)
AC/R2s K/) % AC/S2s K/) + (22S
BERECHNUNG VON CRS»s Ax UND Bxj

C118s
C1283

2183

BN

<
m L7 » » 'Y s 29 ae
A

C11ss
€12Ss
C21ss
€22S;
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033
033
033
033
033
033
033
033
033
033
034
034
034
034
034
034
u34
034
034
034
035
035
035

FCOMMENT® *****!tX**********!I*!**!**’***i******l**!*l*lli!******!*****l*lﬂ}S

*
x BERECHNEN
*

VON A UND B

%035
%035
%035

i!*’**!***!**l*************l*il**ll*******li********!*l*!l******l*!***i}QBS

A1
At12
A22
H =
B11
B2Z
A1l
B22
A22
B12

" e e
Hnn

S

Honwwnuw»

e e¢ e 8% % ae

X111
ITER
NIT

[ 1]
H e

ITERX:

NIT

€120
c21¢
D120
p21Q
C1D1
c102
€201
czb2

L 2]

o es v 88 a8 ad |}

L LI LT T L [T (O L O [

[ 2 Y]

ASRT1xx23

ASR1TI%ASRZ21 + ASRIZ2%ASR22 + A12Ss
ASRZZ2x%x%2;

R2Ixx23

A1l + H + B1153s

ASR12%%23

A1l + B22 + A11Ss

B22 + K22 + B22S3

A22 + H + A22S;

ASRT12xASR11 + ASR22%A5R21 + B12S3

X121 =

X112 :=
SFALSE':
03

NIT +
AR12
ARZ1
AS12 =%
AS21 xx=
AR1Y -
AR11 -
AR22
AR22 -

13
3
%%

23
23
25
23
AS113
AS223
AS113
AS223

035
035
036
036
036
036
036
036
036
036
036
036
037
037
037
037
037
037
037
037
037
037
03¢
038
038
038

'CDMMENT'n*&***x***n***ixx*!x******ilx*!******xx**x*xa**au!***au*******xﬁ}ﬂ
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216 x #0038
216 » BERECHNEN DES KOMMUTATORS CRS x03E
216 *(038
2T6 MR I I NN NI I I IE I TEI I I VI IEIE K I NI N TN MMM NN XN AN NN R RN KN NNF(3E
216 038
216 C11 = (ARS11 - ASR11) x (AR11 - AS11) 439
217 + ARSZ21 % AR21 - ASR12 % AR12 a39
217 + ASRZ21 » AS21 - ARS12 % AS12 + C113 039
217 C12 = (ARS12 = ASR21) % (AR11 - AS22) 03¢
218 + ARS22 »x AR2T - ASR22 *x AR1?2 036
218 + ASR11 » AS12 - ARS11 » AS21 + (€123 036
218 €21 = (ARS2t - ASR12) * (AR22 - AS11) 03¢
219 + ARS11T % AR12 - ASR11 % AR21 038
219 + ASR22 x AS21 - ARSZ22 » AS12 + (213 039
219 €22 2= (ARSZ22 = ASR22) * (AR2Z2 - AS22) 039
220 + ARS12 % AR12 - ASR21 » AR21 04C
220 + ASR12 % AS12 - ARS21 x AS21 + (223 40
220 040
220 NCRS := SORT(CHI1%x2 + C12x%x%x2 + C21%x%2 + C22x%%x2)3; 040
221 Uacl
221 L § NCRS ¢ *=14 STHENS'BECIN® g4C
223 tIF* ITER STHEN®®!GOTO®* TRANSX g4cC
225 PELSES*GOTOY KEITRA g4cC
227 YEND'E  NCRS (¢ *-14; Q40
228 ITER := 'TRUE®*: 040
229 041
229  VCOMMENT Y 2636366 % % 302 20 3 26 36 22 36 26 36 36 36 26 3026 36 26 36 6 26 36 36 36 36 3 36 JE 26 269 2 26 I JE M N MM M MM M A N k%% 041
229 % %041
229 = BESTIMMEN DER NAEHERUNG X2 FUER CIN MINIMUM #0411
229 x DER FUNKTION FCX) %041
229 = %041
229 % BERECHNEN DER MATRIX FUER DEN GAUSS - ALGORITHMUS »041
229 » ZUR LOFSUNG DES GLEICHUNGSSYSTEMS K X = =CRS *x041
229 » #0461
229 JEIC 66 366 JE P J6 I FEIEIEIE 62 I IE I J I N M2 I D6 I I I I 23 JE I I 2 H N M A MM MM N MM NN MHNNNMINNNNS(LT
229 042
229 M(/1917):=-2%ASRTIIXARSTTI+ CiD1xx2 + €210 + D120 + A1l + B113042
230 MC/2917) 3= M(/1327)3:==ASRT1%ARS12 <« ASR2I#ARS11 -~ C1D2%xA512042
231 - C1D1%AS21 + AYZ23 042
231 M(/3517) := M(/1s37) = =ASR12 % ARS11 -~ ASR11 »* ARSZ21 D42
232 +« C2D1 » AR21 + C101 »* AR1Z2 + B123 042
232 MC/Z&317) = M(/1s4/) := =ASR21 % ARS2Y -~ ASR12 #* ARS12 D42
233 - AR21 % ASZ21 - AR12 % AS123 042
233 M(/2s27)2==2%ASR2I%ARS12+ C1D2%x2 + C210 + D210 + A22 + B113042
234 MC(/3:27) 1= M(/2537) := -ASR11 * ARS22 = ASRZ22 x ARS11 042
235 - AR21 % AS12 -~ AR12 = AS213 043
235 M(/4327) 2= M(/2s4/) = =ASRZ22 * ARS12 = ASR21 » ARS2? 043
236 + (202 * AR21 + C1D2 % AR12 + 8123 043
236 M(/3;3/7) 2= -2 % ASR12 % ARS21T + (C2D1 xx 2 + (120 p43
237 + 0120 <+ A1Y + B223 043
237 M(/43s37) 2= M(/394/) := =ASR12 % ARS22 = ASR2Z2 *» ARSZ21 043
238 - (202 * AS12 =~ C2D1 * AS21 + A123 043
238 MC/ZLsbk/7) t= =2 % ASR22 * ARS22 + (202 =x 2 + (C120 043
239 + D218 + A22 + B22; D43
239 M(/1s57) = ~-C11; 043
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240
241
242
243
243
243
243
243
243
243
243
243
244
245
245
245
245
245
245
245
245
246
247
248
249
249
250
252
252
252
252
252
252
252
252
252
252
252
252
252
252
252
252
253
254
255
256
257
257
257
257
258
259
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M(/2s57) = =C123 Ok

M(/3s5/7) = =(£213 044

M(/74s57) = =(225 044

044

S COMMENT ® 539655 22263 369 22 3696 3636 3626 2626 3626 236 326 626 2626 3636 36 2 M0 2 Mo MM AN MR NN nxnu®n0hb
* LY
* LOFSEN DES LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMS K X = -CRS %044
% MIT DEM GAUSS - ALGORITHMUS 2044
x #04L4
I M I I I I NI FIE I NI N H I HI AT I I NN KNI NN AN NN NNRAN NN NAN N %A NNZOL4
045

FX2 = 'TRUE®3 045

GAUSS2(4s Ms Xs SINGULAER): 045

045

BCOMMENT Y %3 202 % 369 2 9 % 3 9696 98 3636 333096 3 30 32622 2623 M3 MM NN AR UMM XN R NN KN N MR0LS
x %045
* BESTIMMUNG DES PARAMETERS X2 x045
»* 2045
BN MK KN DI KT I N IR M I I DI H MMM I IC NI MR I N NN RN NN AN NN NN nunwnnnx3045
045

X11 3= X(/1/); 046

X12 = X€/27); 046

X21 = X(/3/);3 gA6

X22 t= XC/4/)3 O&é

046

SIF? X11 %*%2 + X12 %x%2 + X271 %x2 + X22 xx%2 > 100 °*THEN®*(046E

SINGULAER: FX2 ¢= SFALSE'; 046
G4é

VU OMMENT ™ 263 23 2365636 96 26 J 636 0696636306 3 6 D06 2 D66 222 M N XMMUNNMAXENNNNXNNN X AN NNXRDLE
* %046
* BFESTIMMEN DER NAEHERUNG X7 FUER EIN MINIMUM »047
* DER FUNKTION F(X) x047
® %047

*i!****!****l**l**!!**XK*l!**!*!l****il******K***********l*l*******i!*!iﬂ‘?
S COMMENT ¥ 23533 22363 96363 29 3 5 9696 063626 2 6 26 26 36 6 36 9 263 36 JE 3 260 26 3626 96 2 26 JMEN MM e o Mt NN 047
* #041
%047

*® BESTIMMEN DES PARAMETERS X13
L x0417
»* BERECHNEN VON FT = F(X1) *#047
»* %047
***********!******i****!**&il!*****l***i***!***l******ll**l******l*!**liDha
048
H1 2= ASR11 » C11 + ASRYI2 % C213 048
H2 $= ASRZ21 x C11 + ASR22 % C21; 048
H2 = ASRI1 = C12 + ASR12 % (225 J48
H4& 3= ASRZ21 » C12 + ASR22 = (223 048
SP2 = (ARSY1 # C311 + ARS21 » £21) = H1 g4 8
+ (ARS11 = C12 + ARS21 % (C22) = H2 04 &
+ (ARS12 % C11 + ARS22 = C21) x H3 U48
+ (ARS12 * C12 + ARS22 = C22) = Hius 048
HS = H1 % C11 + HZ x (C12; 049
H6 2= H1 % C21 + H2 = (€223 049
H?7 ¢= H3 = C11 + H4L = C12; 049
H8 = H3 » (21 + H4 = (223 049
H1 = C1B1 » C11 + AR1Z2 * ({21 = AS21 = C12; 045
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262
263
264
265
266
267
268
268
268
268
269
269
269
269
270
271
272
272
272
273
274
275
276
276
278
278
278
278
278
27¢&
278
278
279
286
281
282
283
283
283
283
284
285
286
287
288
286
290
291
292
293
294
294
294
294
295
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H2 = AR21 = C11 + (C2D1 » C21 - AS2Y = €223 04

H3 2= C1p2 % C12 + AR12 x (22 - AS12 » C113 0469

Hd := AR2T % C12 + (C2D2 % C22 -~ AS12 * C213 0469
SP3 2= H5 % H1 + H6 % HZ + H7 » H3 + HE » Hb&s 049
SP1 2= C11 » C11 + C12 x C12 + €21 = €21 + (C22x%C223049
SP4 2= (A1Y * C11 + A12 % C12) = Ci11 05C

+ (A12 » C11 + A22 x C12) = C12 050

+ (A11 x €21 + A12 » C22) x C21 95¢

o+ (A12 x (21 + A22 = (22) x (223 050

SP5 = (B11 » C11 + B12 x C21) x (C11 05C

+ (B11 x €12 + B12 x (22) = (12 05¢C

+ (B12 x C11 <+ B22 x C21) x (2% 65C

+ (B12 * 012 + B22 = C22) = (223 G5C

N1 2= HT1 %%2 + HZ2 %2 H2: %¥x2 + HA x%2; 0s¢C

N2 2= HS5 %2 + H6 »x2 H7 %x2 + HE xx23 05¢C
MINIMUMCALPHASs 2%SP1s SPA+SPS+N1-2xSP2,y =-2xSP3, 051
N2s NAs F1)s 051

051

Y11 2= C11 % ALPHA; 051
Y12 3= C12 » ALPHAS 051
Y21 3= C21 % ALPHAS 051
Y22 = (22 % ALPHA3 51
651

SIFY FX2 YTHEN''BEGIN® 051
G451

SCOMMENT Y %962 22 296 296 JE 20 336 D620 396 3 2636 36 36 9626 3 3636 9 36 96 36 96 96 336 3696 3 3036 36 36 26 36 36 36 3 2 26 96 3 3 3 )6 3 3 % 2 % (52
* *x(052
* BERECHNEN VON FZ2 = F(X2) 2052
»* ®052
**l*****************l*******!**li***l*********!**l***l*!!*ll!**********}052
052

H1 = ASR11 * X11 + ASR1I2 » X213 052
HZ = ASR21 * X11 + ASR22 * X213 052
H3 = ASR11 » X12 + ASRI2 x X223 052

H& = ASR21 » X312 + ASR22 » X225 052
SP2 == (ARS11 * X11 + ARS21 x* X21) = H1 053

+ (ARS1T1T = X312 +  ARS21 » X22) » H? 053

+ (ARS12 % X111 + ARS2?2 x X21) x H3 053

+ (ARS12 x X12 + ARS22 * X22) = Has 053

HS 2= HT = X11 + H2 x X123 053

H6 = HT % X21 + H2Z = X223 U513

H7 3= H3 * X111 + H& » X123 053

HE *= H3 = X21 + H& x X223 053

H1 2= C1D1 % X111 + AR12 # X21 - AS21 % X123 0532

H2 = AR21 * X11 + (C2D1 % X21 - AS21 = X223 053

H3 2= C1D2 » X12 + AR12 » X22 - AS12 » X113 054

Hh 2= AR21 x X12 + C2D2 » X22 - AS12 x X213 054
SP3 t= HS % H1 + H6 x HZ2 + H7 % H3 + HE x Ha; 054
SP1 2= C11 ¥ X11 + C12 * X12 + (21 % X21 + (C22%X22305¢4
SP4 1= (ATT » X111 + A12 x X12)» * X111 054

+ (A12 * X11T + A22 x X12) = X112 054

+ (AT1T1 » X21 + A12 » X22) x X21% 054

+ (ATZ2 % X21 + AZ22 x X22) ® X223 G54

SPS == (B11 % X11 + B12 % X21) = X111 054

+ (B11 * X12 + B12 % X22) *x X112 054
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295 + (B12 * X11 + B22 x X21) » X21 055
295 + (B12 x X12 + B22 % X223 % X223 G655
295 N1 = HT =x%2 + HZ #%2 + H3 #xx2 + Hh x%2; 055
296 NZ 2= HS %%2 + H6 x%x2 + H7 %x%x2 + HE x%23 055
297 FZ2 = (SPY1 - SP2 - SP3) » 2 + SP4 + SPS5 + N1 + N2 055
298 055
298& *ENDYE DER BERECHNUNG VON F1 UND F23 55
299 0ss
299 BCOMMENT ® %6293 5365 3 206 396 3 3 26 26 9 H 20 3% 9 9 36 06 2 06 JE 06 M6 36 3 I 22 MIE M AN N MM ANKMNNN NN NNANR]SS
299 = #055
299 = VERGLEICHs WELCHE NAEHERUNG DIE FUNKTION F(X) x056
299 % BESSER MINIMIERT = X1 ODER X2 *056
299 x x056
299 BN MM NI I H N IEJE I JEIEIE I I IEF A6 I 36 X I I 6 IE I FE I I I 2 M F I N M MM MMM NN HN NN R NU NN XNXNF]56
299 056
299 'IFY TFX2 ! FI<F2 STHENSPHEGIN® 056
301 X11 2= Y113 056
302 X12 3= Y123 056
3p3 X21 = Y213 056
304 X222 = Y27 056
305 PENDYE DES SETZENS DER BESSEREN NAEHERUNGS 057
306 057
306 XT11 = XT11 + X113 as?
307 XT12 = XT12 +» X123 0s7
308 X121 = X121 + X213 057
309 XT22 := XT22 + X223 057
310 057
310 SIF?® ABSCX11) + ABS(X12) + ABS(X21) + ABS(X22) ¢ *-10 as?
311 H NIT > 23 H (ABS(F1A - F1) € *-8 & F2 > 0> (057
311 YTHEN® 'GOTOY TRANSX: 057
3i%2 F1A = F13 05&
313 058
313 BCOMMENT " 3 %265 % 5 %3 3 3 9 2 30 M 63 3 I3 M2 I DI I 2696 2 3 MMM MMM NN HAXNNXRNNHNNNHNNXR]SE
213 % #[05¢&
313 = TRANSFORMATION DER PIVOT -~ BLOCKE ®058
313 = #(5¢
T3 MK R NI K NN I KN NI KNI M H NI NI NN NI KNI NN NN NN MR N AN RN RN NNFODE
313 g5&
313 H1 2= X171 » ASR11 + X112 »* ASR213 05¢&
314 H?2 2= X111 % ASR12 + X12 = ASR22; U5¢&
315 H3 &= X271 % ASR11 + X22 » ASRZ21: 059
316 H4 = X21 % ASR12 + X22 » ASR223 05¢
317 ARYT = AR - H1: 059
318 AR12 t= AR12 -~ H23 059
319 AR21 := ARZ21 - H3s 059
220 AR22 = AR22 - Hb4s 059
321 ARSTT 3= (AR11 = AS1T1) * X111 =~ AS21 x* X112 059
322 + AR1Z2 = X21 + ARS113 059
322 ARSTI2 3= (AR11 - AS22) » X12 - AS12 x X11 05¢
323 + AR12 » X22 + ARS123 G56¢
323 ARS21 3= (AR22 - AS11) » X21 - AS21 = X22 g6l
324 + AR21 % X11 + ARS21; 5118
324 ARS22 5= (AR22 - AS22) x X22 - AS12 % X21 g6C
325 + AR21 = X12 + ARS2Z3 ge6(
225 AS11 = A511% + (ASR11 % X11 + ASR12 * X213 g6(
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32¢ AS12 3= AS12 + (ASR1T1 » X12 + ASR12 # X22)3 06C
327 AS21 3= AS21 + (ASR21 x X11 + ASR22 % X21); 06cC
328 AS22 3= AS22 + (ASR21 x X12 + ASR22 x X223 06(
329 1138
329 CCOMMENT ® 336265 3 963636 36 2696 263 20 2636 626 2 3636 36 36 3 3 36 3 36 6 36 30 9 36 36 26 36 626 JE 00 369 23 2036 2 96 M I X 2296 % % % %N IST
3129 % *(61
329 = MODIFIKATION DES KOMMUTATORS CRS #0661
329 «x x061
329 MENHK KKK N MM NI NIN MM NN NN RN NN KNNNNNNAARRENRNRENAX NN XN RNZ06)
329 61
329 C11 = B12S * XT21 + A12S * X712 0é1
330 + (B11S + AT1S) » XT11 + C(C11S3 061
330 C12 = B12S % XT22 + A12S = X111 D61
33 + (B11S + A22S) » XT12Z2 + C12S; 061
33 €21 ¢= B12S * XTIt + A12S » X122 té61
332 + (B22S + AT15) * XT2% + €21S83 D6é
332 €22 = B125 * XT12 + A12S » XTI21 062
333 + (B22S + A22S) = XT22 + (2253 06¢
333 062
333 *GOTO0* ITERX: 067¢
334 Ded
234 POOMMENT ® %25 M3 MM H M3 M MMM M KNI IHNNRNE R NRNNHK AR RNNARARNR AR NAN]O?
334 =x %062
334 % FALLS DIE TRANSFORMATIONSMATRIX IDENTISCH MIT DER 2062
334 = EINHEITSMATRIX ISTs WIRD KEINE TRANSFORMATION DURCHGEFUEHRT ®x062
334 0« #0672
B4 M A WHIEIN I N I K I I I NI I NI NI NN MM NI NK RN RN RN RAR N RN NNNS[63
334 (¢1. %]
234 TRANSX: sIF ABSC(XTT11) + ABSCXT12) + ABS(XT21) + ABS(XT22) < EP 263
336 THEN® *COTO' KEITRAS 063
337 063
337 ITSTEHT = *FALSE®*: 063
338 MM = MM + 13 ’ 063
339 063

339 CCOMMENT 362656 53 3 3 3 36 9 36 3 3636 9 3 3 96 26 2 3636 36 36 36 36 3 J6 06 6 263 26 36 36 36 26 36 26 26 3 96 36 26 3¢ 296 3 26 D M 2 M %% % %% {J6 32

239  x : *x0o64
3239 =« TRANSFORMATION DER 2%R-1 -~ TEN UND 2%R - TEN x64
339 ZEILE DER MATRIX & 2064
339 =x #U64
3129 FE6 I JEI NI B IE I I NI JEIE I JEIE JE FEIE MO FE I JE 2 JE I FEN JEIE DI W MK NI M MMM N NN RN AU NN RN NF[O4L
339 064
339 *FOR? t=1 O®STEPY 1 *UNTIL®' N 'DOS*BEGIN® Dodé
341 AC/R21s 1/) 3= AC/R21s 1/ - AC4S21s 1/7) % X111 064
342 - A(/S2s 17) % XT123 064
242 AC/R2s 173 = AC/R2s 1/7) - AC/S21s 17) % X121 064
343 - A(/S2s 1/7) % XT223 065
3453 SIF® LINKS STHEN®'BEGINY 065
345 065
ZAS  SCOMMENTY %% 9 5% % 205 5 3636 % 0 3696 363 M0 9 06 36 2 26 3636 3636 2269 6 26 96 36 236 36 2606 6 96 % 36 M 26 2 D3 36 N M X% %% %% 065
345 x %065
345 BERECHNEN DER LINKSEIGENVEKTOREN #065
245 = #065
LS NI I I N IEIE I I I N I I I I JE I D6 I I I M I N M I M I NN IE NI NN N NN NRNRNNNRN NN NN NSOD
345 ’ D65

345 TIC/R21s 1I/) = TIC/R21s 1/7) - TIC/525 1I/7) % XT12 065
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346 - JIC/S521s 1/) % XT113 g6é
346 TIC/R2s 17) = TIC/R2s 1/) - TIC/S21s 17) * XT21% geb
347 - TIC/S2s 17) % X122 066
347 'END?® 066
348 SEND'E DER ZEILENTRANSFORMATIONENS: 066
349 U66
349  SCOMMENT * %9369 5 2935 263 %36 965 3620 2606 363606 06 36 606 MMM MR M MR NAMAE RN N AR RN N XN NN NAXX066
349 X x 066
349 x TRANSFORMATION DER 2%5~1 -~ TEN UND 2%5 - TEN x066
349 x SPALTE DER MATRIX & x066
349 = *067
YU T i s i i it I I I R I I I I T I I IR I I IAIIINIAIITIITYIINY
349 067
349 SFORY I:=1 SsSTEP® 1 SUNTIL® N *OO0'SBEGIN® 067
351 AC/Ts S21/7) 2= AC/ZIs R217) x XT11 + 067
352 AC/ZLI» R27) % XT21 + A(/1s S217)3 067
352 ACsYs S27) = AC/1s R21/) » XT12 + 067
353 AC/Is R2/ZD) » XT22 + A(/1s S2/7)3 g67
353 $IF' RECHTS STHEN®SBEGIN?® 067
355 067
55 FCOMMENT ® 2653 % 2 3 26265 % 2 3 069636 % 3 326 M J6 35 20622 X2 MM NI XM XN NHRNNWIN MR NNUNHNNNX%068
355 =« * 068
355 » BERECHNEN DER RECHTSEIGENVEKTOREN #0608
355 = #068
355 BN NI 6K I JE I M IEDEIE I I N I I I I M DI I I MBI I I I I N MMM N NN NN NHNN AN NN N NNNNS 68
355 06é&
355 TC/1s S21/7) = TC/Xs S217) + T(/1Is R21/) * XI11 06 ¢&
356 + T(/1s R2/7) * XT213 D68
356 TC/Ys S27) 3= T(/1s S27) + TC/1s R217) % X112 468
357 + TC(/1s R2/7) % X122 U8
357 *END? 06S
358 *END'E DER SPALTENTRANSFORMATION 069
359 YEND®*E DES FALLS FEARSELE >  LHEASRIY 069
360 069
360 *ELSE**BEGIN? 06s
362 069
362  VCOMMENT ® %2 %5 %3636 23 X666 %36 9626 X639 96 26 296 D36 296 23 D36 226 K96 M6 MM MM NNMRNRNNMNEXRANXXTOS
362 = #0655
362 x F1ASREL  >=  LLARSIHI x069
362 %0669
FE2 K KN K NNH NI NN N RN NH NI NN N NN NI MMEANRNN AR RERN NN AU RN%307L
362 u7c
362 a7c
362  SCOMMENT Y %55 965 25620 D0 3269636 363 9696 26 2 D36 936 2636 262 JEJEUE 36 96 36 263 2 2 2026 M2 26 M Hoe W Mo e e nnnxxy7C
362 x *37(
362 = Dieser Fall wird analog zu dem Fall FIARSIE > LIASRU #37C
262 x abgehandelts uwobel R und S zu vertauschen sinds #07C
362 % Aus Platzgorinden wird dieser Teil nicht mit abgedruckta ®x07C
362 ®G7C
TED KW RN IR H R NI N KD I I NI NI I DI P I N I I DI I I N MMM I MMM NN NN NN NNNNNS 07
362 71
262 071
362 *END'E DES FALLS FVASRIL >= LiarStis 071
363 071

363

KEITRA: 071
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363 g71
Z63 SCOMMENT Y %2 %% ¥ N 256 M9 3636 X3 5 I3 J 29 MMM MMM MN NI MMNNMERMMEMNNEXNNNNNRNUXNEX]TT
364 % »071
364 TRANSFORMATION ZuM ANNULLIEREN DES ANTISYMMETRISCHEN (ARS-) *071
6L = BEZWe SYMMETRISCHEN (ARS+) TEILS VON A AM PIVOT (RsS) » *»071
6L x MITTELS EINER 4x4 — HOUSEHOLDERMATRIX ®x Q72
364 = *072
TGd EWN NN NI K I NI NI I I I K MK I I NI HE NI NN NN MM NN NN RN NN NN NN EXNKNNRKNF T2
364 072
364 DREI ¢= DOP = YFALSE'; 072
365 07
365 AF13 2= A(/R212%x5=1/) =~ A(/2%S~1sR217/)3 072
366 AF14 2= A(/R2152%57) - A(/2%xSsR21/); 07¢
367 AF23 = AC/R292%#S~17) ~ A(/2%5-13R2/); 072
368 AF24 = A(/R2s2%S/) -~ A(/2%S»R2/)3 072
369 g73
369 A13 2= A31 = A(/R2122%xS=1/) + A(/2%S-15R21/)% 073
370 Ald = A41 = AC/R2122x%xS/) % A(/2%SsR21/)3 0713
371 A23 1= A32 = A(/R2s2%S=1/) + A(/2%xS-15R27/)3 073
372 A24 = AL2 = AC/R232%S/) + A(/2xSsR2/)3 073
373 A1t 1= A(/2%R-1s2%R-1/)3 p7z2
374 A22 = A(/2%Rs2%R/) 3 073
375 A33 = A(/2%S-1s2%5-1/)3 073
376 ALbh = A(/2%Ss2%5/) 073
377 A12 1= A(/2%R~=132%R/)3 073
378 A21 = A(/2%R32%R-1/)3 074
379 A34 1= A(/2%5-1s2%S/)3 074
380 AL3 = A(/2%Ss2%#E-1/)3 074
381 074
381 IMLR 2= C(C(AT11 = A22) /7 2) =x%2 + A12 # A213 074
382 RELRYT 2= (A11 + A22) / 23 D74
383 *IF* IMLR >= ( *THEN**EEGIN® 074
385 IMLR := SQRTCIMLR); 074
386 RELRZ = RELRT - IMLR3 074
387 RELRT 2= RELR1 + IKLR; 074
388 IMLR = O 075
389 YEND? g75
390 PELSE! 075
391 IMLR = SQRT(-IMLK); 075
392 075
392 IMLS 3= ((A33 = AL4L)Y /7 2) »%x2 + A34 » AL3s prs
3932 RELSYT t= (A33 + A&L)Y [/ 23 075
394 tIFY IMLS >= 0 *THEN®*EEGIN?® 075
396 IMLS 2= SQRT(IMLS): 675
397 RELS2 2= RELST - IMLS; 075
398 RELST := RELS1T « IMLS: o7é
399 IMLS := 0 076
400 'ENDS 076
401 YELSE? 076
402 IMLS 2= SORT(-IMLS); 076
403 076
403 *IF* IMLR "= O *THEN®'*BEGIN® 076
405 'IFY IMLS "= 0O *THEN®*BEGIN® 076
407 DRE := RELRT? - RELS13 076

LG8 pIM := IMLR - IMLS 076
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410
412
413
414
415
410
419
420
421
422
424
425
425
426
427
427
428
428
428
428
428
430
430
431
432
433
L34
435
436
437
437
438
439
440
441
441
442
444
444
445
446
La7
L4LE
449
450
451
452
452
453
454
454
456
456
L56
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INCReNRe +SOURCE L

'END? ar?
CELSEY'BEGIN® p7?
DRE := RMINCABS(RELRI1-~RELS1)s ABS(RELR1-RELSZ2))3 g717

DIM = IMLR 077

YEND? ar?
YEND? 077
PELSESYIF® IMLS "= D YTHENS® 'BEGIN® 077
DRE = RMIN(ABSC(RELRT-RELST1)>» ARS(RELR2=-RELST)); 077
DIM = IMLS G717
YEND? a77
CELSE*YBEGINY 074
DRE 2= RMINC RMINC AES(REFLR1-RELS1)s ABSC(RELRI-RELS2) )» 078
RMIN( ABS(RELRZ2-RELS1)» ABSCRELRZ-RELS2) ) )3 078

oIM = 0 g78
YEND'*E DER ABSTANDSBERECHNUNG 3 ﬂ;&
078

SYMM 2= ( (A13 *x2 + A1d xx%2 + A23 %x2 + K24 %x2) gr8
+ DREx»2 ) x LAMEDA 078

> (AF13 %%2 + AF14 %x%x2 + AF23 %2 + AF24 %x2) 078

+ DIM xx23; 078

ar9

L SYMM *THENC®'BEGIN? p7¢
Q7%

NSY = NSY + 13 07%
A1l = A1Y = 23 07§
A22 = A22 » 23 079
A33 = A33 x 23 079
ALL 1= ALL * 23 079
A12 2= A21 = A12 + A21; 079
A34 = AL3Z = A34 + AL3; 679
08C

NUR = SOGRTI(C(ATITI-A22) /2) %xx2 + A12 %x%2); 08cC

L2 2= (ATY + A22) / 23 &

L1 s= L2 - WUR3 08(

L2 3= L2 + WUR g8
08C

PEND? U8c
SELSEVYSBEGIN® g&C
08c

NSCHIE := NSCHIE + 13 usl

AF 12 2= A(/2%R-132%R/) = A(/2%Rs2%R~1/)3 81
AF34 = A(/2%S=1,2%5/7) - A(/2%xSs 2%5-117); 081
A13 := AF13; 081
A14d := AF14:s 081
A23 := AF23; cé1
A24 3= AF24 pé1
END®; 081
081

L ABSCA13) + ABS(AT&) + ABS(A23) + ABS(AZ4) > *-14 081
*THENP*BEGIN? Gé1
08¢

tIF e SYMM CTHEN®'BEGIN® 08
082

.COMHENT'!****!******x************!ll*!*******l*X*******l****l**i*******ﬂﬂz

*08¢
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FAST ALGOL COMPILER OF DELFTSRELEASE OF 1/ 2/1977 INCR«NRe+SOURCE &L
. 456 = SPURSHIFT %08 ¢
456 *x08¢
L56 N HKIIM KN KM K I I K I I I I IEIE M NI NI I KNI MNIEIN MR NNN NN RN XN NNFDE2
456 08¢
456 SHIFT = TAUT = (A11 + A22 + A33 + ALAL) / 4} 082
457 WIEDERHOLUNG t= MEHRFACH == 'FALSE'; 0g?
458 EPSE = 8-23; 083
459 0813
L5G  SCOMMENT 22655 %38 %36 636 365 3 6 3E 2 3 2 623696 636 326 2636 JE 26 9 26 296 326 D26 230 396 DEOE 6 MMM o e M X un(0B2
459 =x #0813
459 % BERECHNEN DER HILFSVARIABLEN #0882
459 «x #0812
459 JAE I J M E I B IEIE I MM E N K I I P FEIE M I I I HN NI NN M I KM NKMA NN RN NN NN AN NNF0B]
459 081
459 A120 3= A12#%2; 083
460 A130 1= A13x%%2; 084
461 A140 = A1Lx%x23 084
L62 A230 1= A23%x2; 084
L63 A240 1= A24xnx23 084
Léh A340 1= A34%x23 084
465 21 3= A24 % A34L; 084
| 466 22 = A12 % A13; 084
i Lé67 H 2= 2 % (AL » CA12%A24 + AI3nA34) « A23 » (12 + Z1)); 084
L68 TAU = A120 + A130 + A140 + A230 + A24Q + A3LGs 084
469 084
469 POLYNOM: A1t = A11 - TAUYS 085
471 A22 = A22 - TAU1; 085
472 A33 = A33 - TAUL: 085
L73 ALL t= ALL - TAUTS D85
L74 L1 2= L1 - TAUTS 085
475 L2 = L2 - TAUT3 085
476 085
476 13 = A3Z x AbLbs 085
L77 & = A22 % ALL -~ A240G; 085
4LT78 ZS = A33 + ALLs 08%
479 16 1= I5 + A223 086
480 086
LED  VCOMMENT " X062 MK K % M 36396 2 2 6962 6 MMM MM MMM N MM XN AN RN N xRNk x%uxn[EE
LED %086
LED =x KOEFFIZIENTEN DES CHARAKTERISTISCHEN POLYNOMS x0g¢
LEBO = ®0Bé¢
L8O MMM NN NN NN NN M TN I I HH NI H NI NI WM MMM HNRNMN N RN NN AN NZ[BO
480 08¢
480 KO4T1 2= ATT % (A33I%Z& - A22%A340 -~ ALAXA230) 086
L8 + (A340 - 23) » A120 - Z4 » A130Q 1171,
481 + (A230 - A22xA33) x A140 087
481 + 2 % (ATI1%A23%Z1 + 712 % (A23xA44 - 1I1) 087
481 + ATL % (A12 % (AZ24xA33 - A23%A34) pg7
481 + AT3 x (A22%A34 =~ A23%A24))); 087
481 KOLZ := (A22 + A4LL)Y % (A130 - A11%xA33) - (A1l + A33) = 24 087
482 + (A11 + A22) * A34LQ + (A11 + ALL) » A230 087
L82 + (A22 + A33) % A14G + 75 = K120 - H3 11,
LE2 KO&3 = A11%Z6 + A22%25 + 13 - TAUS p8?
483 KO4L 1= tiFe NWIEDERHOLUNG 087
LEL PTHENS® -A1Y - 16 *ELSE?" 03 087
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‘AST ALGOL COMPILER OF DELFTSRELEASE OF 17 271977 INCReNRe+SOURCE L
484 088
LEL sIF? ABS(KO4LZ) + ABS(K043) < '=13 % ABS(KQL4L) g88
L85 STHENTYYBEGIN® 088
LEG 088
4L 86 SHIFT = SHIFT - TAUl; (112,
487 D8 &
LB7 A11 = A11 + TAUT; 0B&
LBE A22 = A22 + TAU1: 088
LBY A33% = A33 + TAU13 08 &
490 ALh = ALL + TAU1; pgé
491 L1 = LT « TAUT: 089
492 L2 2= L2 +« TAUY; 089
493 ‘070" YERGLEICH 089
494 'ERD'E KEINE ERNFUTE BERECHNUNG DES POLYNOMSS 089
495 089
495 YIF ABS(KOAL) + ABS(KO042) { ~%-12 x K0OA3 089
496 STHEN®*BEGIN?® 089
497 089
LG7 CCOMMENT Y %262 %2 %% 526 M 5 M9 IE 23 336 J6IE 300 036 62 D0 369626 269626 306 226 Hoe M6 36 MM NN NMRXNNNXNNNTEY
497 » *0§9
L97 » LGSEN DER BICUADRATISCHEN GLEICHUNG *09C
L97 x #09(C
LG7 M H K KIEIEN IN N IN D660 B DI I I 06 BB 636 2 36 3 36 2 JEIE N I I I 96 2 3 6 6B D36 B3 MM I I 3¢ % ¢ ¢ X M3 09C
497 09C
497 13 1= - KO&3/23 49C
498 24 = 13 x%2; g9C
499 DISKR = 74 - KO413 a9cC
500 DISKR t= ¢]IF¢* DISKRS '=14x(24+K04AT) *THEN®* D 89C
501 *ELSEY SORIC(DISKR)YS 09C
501 Yt :t= I3 -~ DISKR3; Q9c
502 Y2 t= 723 + DISKR3; 091
503 Y1 3= SIFes YT € 8-=14%Y2 STHEN? 0 *ELSE® SGRT(Y1) 091
504 Y2 = SQRTI(YZ2): 091
505 E¥C/1/) = =Y23% 091
506 EM(/2/7) := =-Y13 091
507 ENC/73/) := Y13 091
508 EW(/4/7) 2= X2 691
509 SEND'E DES LOSENS DER BIGUADRATISCHEN GLEICHUNG 091
510 *ELSEY*BEGIN? 091
512 o1
SF2 SCOMMENT ® 263 % 236 3 265 3 % 6 26 3636 36 3 3696 3 3 26 96 26 96 763 2 26 36 9 936 2636 36 3 36 936 3 JE 2 ¥ 96 3 % 3 36 XXM M 3 X N MU A% %97
512 = x09¢
512 «x KOEFFIZIENTEN DER "FERRARI - RESOLVENTE"™ #094
512 =« x(9¢
512 636 M P I HIE 60 666 MU I FE I K I JE I JE I MU JEIE MU I T I M NI MMM NI WA NIN NN NN NRNNNF(TS
512 094
512 23 = & » KO43 - KD44 %x2; 09¢
513 K031 t= K041 »x 723 - KOAZ2 %xx2; 0972
514 K032 = KO4LL = K042 - & x KO413 092
515 K033 1= ~K(0433; 092
516 093
516 'COHHENT‘*********lx&*l*l***!***l*!*l********x***********i***il*ll**l*llOQE
516 x #0913
516 * BERECHNEN EINER NULLSTELLE DER "FERRARI - RESOLVENTE"™ *0913

516

# %092



-149-

'AST ALGOL COMPILER OF DELFTsRELEASE OF 1/ 2/1977 INCReNRa +SOURCE
S5T6 %% 3% 5 X %3 %3 M3 IE D6 3 I3 396363636 2 3269 JE NI I I IEI I NI I NN HUNNNNN UK NN RN NNNNF NI
516 093
516 PE 5= K033 x%2 - 3 x KO032; 093
517 CU 2= K033 x (9 = K032 - 2 = K032 xx2) - 27 x KO0317; 092
51¢& DISKR 2= QU x%x2 = 4 % PE #x3; 093
519 094
519 sIF* PE (¢ #-13 STHEN* X0 := =-K033/3 094
521 SELSE*IF?Y PE < *=9 § DISKR > @O 094
523 STHEN®®*BEGIN® 094
524 X0 t= 2 x SGRT(PLE)3 094
525 X1 2= (X0 - KO33) 7 2; 094
526 X2 2= (X0 - K333) /7 33 094
527 XD = ®]Fe 094
528 ABSC ((X1 + KO33) » X1 + K032) x X1 + K031 ) 094
528 ¢ ABSC (X2 + KO033) » X2 + KD32) » X2 + K031 ) 09¢
528 *THEN?® X1 *ELSEY X2 095
528 *END? 095
529 'ELSE''BEGIN? 095
531 SIFY DISKR > O 095
532 *THEN? 095
532 X0 t= 2 % SORT(PE) x SIGNC(GU) 095
533 SELSE*'BEGIN® 09s
535 X3 = 2 » SART(PE) x» SIGN(CGU)3 095
536 P3 = 3 = PE; 095
527 SFORY I:=0s1+¢1 SWHILE® IC10 & ABSC(D)>*=11%ABS(XO) *pO*09S
538 *BEGIN® 09¢
539 RO 2= X0 %x23 09¢
540 t= ((RQ - P3) » X0 -~ QU)Y /7 (3 = (RG ~ PE)Y)s3 096
541 X0 = X0 - D 09¢
542 *END'E DES NEMTON - VERFAHRENS 096
543 *END®E DER IF — ANMEISUNG: 09¢
544 09¢
544 X0 = (X0 - K033) / 33 09¢
545 X0 = X0 = (((X0 + KO33) = X0 + KO032) * X0 + K031y / 09¢
546 €C(3 % X0 + 2 » K033) = X0 + K032) 09¢
546 *END'E DES FALLSs BEI DEM KEINE DREIFACHE NULLSTELLE 097
547 YORLIEGTs 097
547 097
SLT7  YCOMMENTY 595 3 963 33 9 D36 % 3636 36 3 36 36 3 36 36 3 36 6 36 96 26 3 96 36 36 36 36 3¢ 36 36 36 3 36 3 3 3 98 26 3 36 9636 36 3¢ 3 3¢ 36 3¢ %3¢ ¥ 3¢ % % %% )G
547 x *09i
547 BERECHNEN DER NULLSTELLEN DES CHARAKTERISTISCHEN %097
547 POLYNOMS %097
547 % %097
SLT %% B3 D9 J 3 M M2 FE I I I I IEIE I 9 326 336 J 0 I I6 I I I M 6 I NI I NI WM NNNNNK N NNNNS 97
S&47 091
547 Z5 = X =x%2; C9&
548 26 := & = X03 09E
549 I4 = &4 % KOD&41s 098
550 QU = I5 - 743 09§
551 PE 2= 716 - 73 09&
552 fIFY  QU<C='-14 *THEN® QU := O3 098
554 tIF' PEC="=14 *THEN' PE :=03 098
556 *IF QU >*~14 ¢t PE D>t-14 ¢ THEN**BEGIN® 09&
558 *IF?® PEXABS(25+424) > QUxABS(Z26+73) 09§&
55¢ STHEN'S*EBEGIN® u98
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PE ¢= SORT(PE):
QU == (K044 x X0 - 2 * KO42) / PE
*END?

YELSE**BEGIN®
U 2= SORTCCQU);
PE 1= (KO&& * X0 -~ 2 * KOA2) / QU
OENDI
*END'E DER BERECHNUNG VON P UND Q3

26 := (KO&&4 + PE) / 43

15 = Z&L w%2;

23 = (X0 + GU) 7 23

BISKR := IS5 - 73;

DISKR 3= 'IF? DISKR < *=13x(7Z5+13) *THEN' O

SELSE® SQRT(DISKR)S3

DISKR -~ 243

EW(/Y/) ==
t= -0ISKR - Z43

Ewc/2/7)

14 3= (KU44 - PE) / 43
15 3= 14 x%%2;

23 = (X0 - Qu) /7 23

DISKR := 75 - 733
DISKR s= “SIFe DISKR < *=13%(25+22) *THEN® O
*ELSE® SQRT(DISKR)S

DISKR ~ Z43

EWNC/3/) ==
:= -DISKR - Z43

EWC/4L/)

*FOR* U:=1 *STEP® 1 SUNTIL®' 3 *DOYIYBEGIN?
¥ 1= U3
*FOR® y:=U+1 *STEP® 1 SUNTIL® &4 °*DO°
SIFe EMC/ZY/) € ENC/IN/)
STHEN® W = V3
vIF ¥ T=u STHEN®*BEGIN®
TAUT := ENM(/M/);
EM(/W/) 3= ENC/ZU/)S
EN(/U/) 3= TAU1
SEND'E DER VERTAUSCHUNG
'ENDYE DES SORTIERENS
*ENDYE DER BERECHNUNG DER EIGENMERTES

VERGLEICH: DREI := *FALSE'3
‘IF? ABSCEN(/1/) = EWC/2/)) < EPSI P*THENC*BEGIN®
*IF" ABSCENC/1/) - EW(/3/)) < EPSI °*THEN®**BEGIN®
*IF? ABSCEW(/17) - EN(/4/)) < EPSI *THEN*S*BEGIN®
tIF* WIEDERHOLUNG *THEN®**GOTO® ENODE
SELSE®*BEGIN®
NEUVER: WIEDERHOLUNG := *TRUE'S
EPSI := *-123
*GOTO® VERGLEICH
*END*E ABSCHLUSS
SEND'E VIERFACH
SELSE**BEGIN®
TAUT = (EWC(/1/) + ENC/2/) + ERC/3/)) / 33

INCRoNRe +SOURCE L

099
099
099
099
099
099
099
099
09§
099
100
10C
10¢
10¢
10C
10C
100
10¢
10¢
16¢
101
101
101
101
101
101
101
101
101
101
102
102
102
102
102
102
102
102
102
102
102
103
103
10?
102
107
101
102
10
103
104
104
104
104
104
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AST ALGOL COMPILER

618
619
620
621
623
624
626
627
628
628
629
630
631
632
633
635
637
638
639
640
642
643
644
645
646
64E
650
651
653
654
655
656
657
658
660
662
665
667
667
668
670
671
672
674
675
676
677
679
681
683
684
686
688
6E9
690

OF DELFTSRELEASE OF 1/ 2/1977 INCReNRe+SOURCE L

DRE] = BSTRUE®
*END'E DREIFACH
*END'E DREIFACH ODER VIERFACH
SELSEM*BEGIN®
TAUY = CEWNCZ1/) + EWC/27))Y 7 23
*IFe ABSCEN(/3/7) - ENC/4/)) C EPS] *THEN''BEGIN?
TAUZ 2= (ENC/37) + ENCZLZ)Y)Y / 23
tiF e ABSC(LY + L2) 7 2 - TAU2)
C ABSC(LYT + L2)Y /7 2 - TAUD)
*THEN? TAUT 2= TAUZ
*END'E ZMEI DOPPELTE EIGENMWERTE
'END*E DOPPELT ODER MEHRFACH
SEND'E GENAU EIN DOPPELTER EIGENKERT
*ELSE®
t1IF ABSCEW(/2/7) - EWC/3/)) < EPSI *THEN*'*BEGIN®
SIF ABSCEM(/2/) = EM(Z4/7)) < EPSI STHEN'*BEGIN®
TAUT = CEM(/Z2/) + EilC/3/7) + EMCI4LZY)Y 7 33
DREI = *TRUE®*
*END*E DREIFACH
*ELSE? TAUT = (ENC/2/7) + EMCZ3/7))Y 1 2
*ENDYE ZMEIFACH ODER DREIFACH
YELSE?®
*IF ABSCEW(/3/) ~- Ew(/74/7)) < EPSI *THEN?
TAUT = (ENC/3/) + EMC/4L/))Y /1 2
CELSESYGEGIN®
*IF e ADKLEIN STHENSYBEGIN?
K := L t= 13
*FOR® Utz=2 ®*STEP* 1 SUNTIL® 4 °‘DO'SBEGIN®
*IF® ABS(L1 - EWCZU/)>) < ABS(L1 - EMN(/K/))
STHEN® K 2= U;
fIF" ABS(LZ - EW(/ZU/)) < ABS(LZ - EMC/L/))
STHEN® L :=
*END'E DER EIGENKERTE NAHE DENEN VON A RRS
$IF® K = L *THEN®*'BEGIN®
*IF* K = 1 FIHEN® L 3= 2
SELSE**IF*® K = 4 *THEN?! K 3=
CELSE*YIFY ABS(LY -~ EN(/ZK-1/))
€ ABSCL2 - EW(/K+17/))
*THEN® K ==
'ELSEY L :=
SEND*E DES FALLS K = L
SEND'E EIGENMERTE NACHE BEI DENEN VON ARR
*ELSESS*BEGIN?®
D1 = ABSCENMC(/1/) - EB(/2/));
D2 s= ABSCEW(/2/) - ENC/3/))3
D3 = ABSCKEN(/Z3/) - EMC/AL/))S
'IF DY <€ D2 CTHENY®BEGIN®
L ) D1 < D3 *THEN®*BEGIN?

K = 13 L = 2
SEND?
*ELSES*BEGIN®
K 2= 33 L 2= &
YEND?
CEND?

YELSE®**IF® 02 ¢ 03 *THEN®*BEGIN®

104
104
104
104
104
105
105
105
105
105
105
105
105
105
105
10¢
106
10¢
10¢
10¢
106
10¢€
10¢
10¢€
10¢€
107
167
107
107
107
101
107
107
101
107
108
108
108
10¢&
10¢&
10¢&
108
10€
108
108
109
109
109
109
10§
109
109
109
109
109
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AST ALEOL COMPILER OF DELFTSRELEASE OF 1/ 271977 INCReNRea+SOURCE L
693 K 3= 23 L := 3 11C
695 *END? 11C
696 SELSE**BEGIN® 11C
698 K = 33 L 2= 4 11C
700 tEND® 11C
701 *END'E DER AM DICHTESTEN BENACHBARTEN EIGENMNERTES 11C
702 sGOT3®* TRANS 1C
703 PEND'E GETRENNTE EIGENWERTES 110
704 110
704 *IF* WIEDERHOLUNG *THEN® MEHRFACH := ®*TRUE? 11C
706 YELSE? 111
707 ¢IF® ABSCTAUT) < =4 * TDREI STHEN®**GOTO® NEUVER 11
709 SELSEC'BEGIN® 111
711 NIEDERHOLUNG = *TRUE®*; 111
712 EPSI 2= *-=123 i11
713 SHIFT := SHIFT + TAUl: 111
714 *GOT10* POLYNOM 111
715 *END®*E START ZUR WIEDERHOLTEN POLYNOMBERECHNUNG: 111
716 TRANS: 111
716 *IF* MEHRFACH CTHENS *BEGIN® 111
719 A11 2= A11 - TAUT; 112
720 A22 t= A22 - TAU1s 112
721 A33 = A33 - TAUT; 112
722 AbL = AL4 - TAUYS 112
723 ‘END® 112
724 CELSES*BEGIN? 112
726 114
726 FCOMMENT? 59695 2360636 360 9 26 35 536 M2 336 336 3606 26 36 36 0 260636 3 96 96 96 36 3696 2 2 2626 336 JE 96 36 M6 6 Mt 26 M 192
726 %112
726 SHIFT A = (A - EM(/K/)®I) x (A - EW(/L/)%I) ®*112
726 » ¥1143
726 JEIC NI M HIE FI NI I NI IEIE M I IEIEIE I3 U6 D I NI M I F M I NN NI M NN NN NN NN NN NRRRNNS T
726 113
726 PLU = ~EN(/K/) - EN(/LZ)S 113
727 MAL = EWC(/KZ) % Ew(/L/)3 112
728 AF11 1= ATTI%%2 + A12x%2 + A13x%%2 + ATa%%2 + PLUXATI+ MALFT112
729 AF22 2= A12%%2 ¢ A22%x%2 + A23%x2 + A24x%%2 + PLUXA22+ MAL3112
730 AF33 2= A13%%x2 + A23%%2 + A3Z3%%2 + A34axx2 + PLUXAZ3+ MAL3113
731 AFLL 2= A14%%2 + A24%%2 + AZ4u%2 + ALL%x%2 + PLUXALL+ MAL3 113
732 AF12 = (A11 + A22 + PLU) » A12 + A13 x A23 + Al4 x A243 1113
733 AF13 = (A11 & A33 + PLU) * A13 + A12 x A23 + Ath » A343 114
734 AF14 = (ATT + AbLL + PLU)Y % AT4 + A12 = A24 + A13 x A3L: 114
735 AF23 2= (A22 + A33 « PLU) % A23 + A12 % A13 + A24L % A34; 114
736 AF24 = (A22 + ALL + PLU) x A24L + AT12 ® A14 + A23 % A34L3 114
737 AF34 = (A33 ¢ ALL + PLU)Y x A34 + A13 x A14 + A23 x A243 114
738 114
738 A11 = AF11:3 114
739 A22 = AF22s 114
740 A33 = AF33s 114
741 AL 1= AF 44 114
Tae A12 3= A21 := AF1Z; 115
743 A3 = A31 = AF13: 115
744 AlLd = ALT = AF143 115
745 A23 t= A32 := AF233 115
746 A24 2= AL2 = AF243 115
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747
748
749
749
750
752
752
753
753
754
754
754
756
756
756
756
756
756
756
756
756
756
756
757
759
760
761
762
763
763
763
764
764
766
766
767
768
769
770
771
772
773
774
775
776
77
779
779
779
779
7779
779
779
779
779
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A34 = AL3 3= AF34
'END'E DES ERSTEN SHIFTS

SEND'E DES SYMMETRISCHEN FALLS
'ELSE**BEGIN®

PLU 3= (AF12%2%2 + AF13%%x2 + AF14%x2 + AF23%%2 + AF24%x2 +
AF3L%x%22/23
MAL := (PLUxx2 - C(AF12 % AF34

AF13 x AF24 + AF14 % AF23)%%2);

SIFs MAL>*~-14 *THEN® *BEGIN'

INCReNRe *+SOURCE 1L

1:
115
113
115
113
11¢€
11¢
11¢
11¢
11¢
11¢€
11¢€
11€

FUOMMENT #2609 26365 26363 96 396 96 9696 2636 3636 3636 2 36 D26 363 36 36 2 326 D6 26 M I 2696 620 6 XM MR KM NN NN NNXRNTTE

*
* DIE BEIDEN PAARE KONJUGIERT KOMPLEXER EIGENMERTE
* SIND VERSCHIEDEN.

* BERECHNEN DER MATRIX AA = AF xx2 + Z(1) x I

* (VERGLe & 243)

#

*x

%116
%1117
#1117
*11%i
*111
#1117

60 2636 39 J6 D IEIE B I J I X D D6 I 6 JEIE I B I U 3 IE 36 J6 D IE I J I M M I M I M IEIE M NN M NN N NN NN NNNNSTTT

MAL 2= SQRT(MAL)S

*TF* AQOKLEIN STHEN® *BEGIN?®
L1 := PLU ~ MAL3;
L2 = PLU + HMAL:;

MAL = AF12 %#x23

PLU = VIF® ABSC(L1 - MAL) < ABS(LZ - MAL)
STHEN® L1
*ELSE® L2

"END'E EIGENWNERTE DICHT BEI OEM VON A RR

SELSE® PLU = PLU - MAL:
A11 t= =(AF1Z2x%x%2 + AF13%x2 + AF14%x2 - PLU)S
A22 = =(AF12%%2 + AF23xx2 + AF24%x%2 - PLU);
A33 2= =(AF13%%2 + AF23x%x2 + AF34%x2 -~ PLU)S
ALL = =(AF14%x2 + AF24»%2 + AF3L4%x2 - PLU)S
AZ21 = A12 = ~(AF13 n AF23 + AF14& % AF24)3
A31 = A13 := AF12 % AF23 - AF1& % AF34s
Ab1 3= A14 1= AF12 % AF24 + AF13 » AF34s
A32 3= A23 = =CAF12 » AF13 + AF24 x AF34)3
AL2 3= A24 3= AF23 x AF34 - AF12 x AFl4:
ALZ = A34 = =C(AF13 » AF14 + AF23 » AFZ24)
YENDSE DES FALLS MAL > O
SELSE* YBEGIN®

111
111
117
119
11§
118
11€
118
118
11&
118
118
118
118
119
119
119
19
119
116
119
116
116
119
12C
12C

S COMMEN T ® 365 55 2636 2 26 296 3636363 3626 36 363 3636 36 96 3 6 96 3636 636 3696 36 36 2636 2696 26 36 JE 20 6 % 2 2 3 M 3 M M o 3 2 e v ] 20

» .
* DIE BEIDEN PAARE KONJUGIERT KOMPLEXER EIGENWERTE
* SIND GLEICH.

* AA WIRD NACH DEM ERSATZVERFAHREN BERECHNET

* (VERGLe § 243)

*

*

#12(
x12(C
%12C
%12C
#»32C
#12(C

JEU M6 K N IE I DN IE I IEIE 3 JEIE ICI6 I JE 26 JEI6 I 36 JE 26 6 JE I 2 JEIE N 3 0 6 I 2 ) D66 M6 0 U6 M I M NN NN NN 2L
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AST ALGOL COMPILER OF OELFTSRELEASE OF 1/ 2721977 INCReNRe #+SOURCE L
179 121
779 DOP := STRUE'; 121
780 A11 = A12 = A13 := K14 := 121
781 A21 = A22 := 121
781 A31 = A32 = A3L := 121
781 ALY = K42 t= 03 121
781 MAL := *IF* MAL>O *THEN® SORT(MAL) *ELSE® g3 121
782 PLU 3= SQRT(PLU - MAL): 121
783 121
783 *IF® AF12 % AF34 < D STHEN®'*BEGIN® 121
785 VIW 2= STRUE"; 124
786 AF34 s= (AF34 - AF12) 7 23 122
787 AF24 == (AF24L + AF13) 7 23 122
788 AF14 3= (AF14 = AF23) 7 2 12¢
789 *END'E DES FALLS VERSCHIEDENER VORZEICHEN 122
790 SELSE*'BEGIN? 122
792 VZI¥ 2= SFALSE': 1242
793 AF34 5= (AF34 + AF12) /7 23 122
794 AF24 2= (AF24 - AF13) /7 23 122
795 AF14 = C(AF14 + AF23) /7 2 122
796 SEND'E DES FALLS GLEICHER VORZEICHENS 123
797 1213
797 A23 3= AF24 » AF343 1213
798 A24 = AF14 = PLUS 1213
799 A33 = AF14%%2 + AF34wx23 123
8§00 AL3 = AF14 = AF24; 1213
801 AbLh = ~AF34 » PLU3 123
302 1213
802 tIF® VZW *THEN®*'BEGIN® 123
8§04 A24 = ~A243; 1213
805 ALS = =A4L3 124
806 *END*E DFES VORZEICHENWECHSELS 124
8G7 CEND'E DES FALLS MAL = O 124
&08 124
£08 SENDYE DES SCHIEFSYMMETRISCHEN FALLS: 124
809 124
809 *IF* TpOP *THEN**BEGIN® 124
811 124
811 BCOMMENT 53606 30 2 3 9 3 32 36 3 36 36 2 5 96 96 36 26 26 3 36 36 26 36 36 36 J6 36 36 36 6 36 26 36 JE 56 6 26 9696 3 36 MIE M MM N NN N NN N un T2 4
811 = #1124
811 x VERTAUSCHUNG DER LETZTEN MIT DER GROESSTEN SPALTE ®12°5
811 = #1125
BTT MM M NN I NI M I NI I I JEIC I M N I K NI NN I NI RN MA NN RNNN NN NN NNFT2E
11 ' 125
g11 NV4 2= RV4LE + 15 125
812 NOT1 = AT1%%2 + A27x%2 + A31%%2 + ALIxx23 125
g13 ND2 3= A12%x%2 + A22%%2 + A32%x%x2 + AL2#n2} 12%
814 NO3 = A13x%2 + A23xx%2 + A33xx2 + AL3xx23 125
815 NO&L 2= AT4xx%2 + A24%%2 + A3Lx%2 + AbLbLxx2; 125
816 SP = SIF® NOI>NG2 & NOTIONO3 & NOI>NO4L 'THEN® 1 12°
817 SELSE® "IF® NOZONO3 & NOZ2O>NO4L *THEN® 2 12¢€
817 SELSE? ¢IF® NO3IDNO4L *THEN® 3 YELSE®* 43 12¢
817 12¢
§17 VIF* SP=1 *THEN® °BEGIN® 12¢

819 KA = NOT; 12¢
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'AST ALGOL COMPILER OF DELFTSRELEASE OF 1/ 271977 INCReNRo +SOURCE ¢t
8§20 TAUT 2= A113 A11 = A1L3 At1L = TAUT; 126
823 TAUT 2= A213 A21 = A243 A24 3= TAUT; 12¢
826 TAUY = A313 A31 := A343 A3L = TAUl;S 12¢
&29 TAUT 5= AL13 ALY 3= ALL3 ALL = TAU1 12¢
8§32 *END? 12¢
833 SELSE? 127
834 YIFs SP=2 ®THEN® 'BEGIN® 127
836 KA $= KO2:3 127
837 TAUT = A123 A12 = AT43 Até 2= TAU13 127
840 TAUT = A223 A22 = A243 A24 3= TAUTS 127
843 TAUT &= A323 A32 = A343 A34 3= TAUY: 121
846 TAUY = ALZ23 AL2 = ALL3 ALL = TAU 127
ELY YEND? 12i
850 *ELSE?® 12i
851 sIFe SP=3 *THEN®' *BEGIN?® 12i
853 KA = NOZ; 128
854 TAUT = A133 A13 = A143 A14 = TAUT; 128
857 TAUT 2= A233 A23 := A243 A24 t= TAUT: 12¢€
860 TAUT = A333 A33 = A343 A34 := TAUTS 128
863 TAUT t= AR4335 AL3 = ALL3 ALL 3= TAUT 128
866 *END® 12¢&
867 SELSE? 128
g68 KA t= NO4&4 128
269 SENDYE DES FALLS DOP = SFALSE® 128
870 YELSE? 12€
871 KA = ATL¥X%2 + A24%%x2 + A34xx2 + ALL¥x2} 126
872 128
E72  VCOMMENT® 2302 %3 36 63 3 36 36 36 3636 369 I 36 96 3696 36 3 3626 36 36 36 3 36 3 96 36 36 36 D 3 3 26 6 36 26 36 Y63 26 3¢ 9 96 3 3 236 % 3¢ % % 2 2 % % 1 29
872 =x #1268
872 » TRANSFURMATION VON A MIT Q& #1129
872 x x129
B72 MW N KN NI KNI I I I I I I I 2 I I DI KNI H M NI NI RN NNNNR NN NN T2G
872 129
872 YIFY KA (¥=32 STHEN?® *COT0Y ENDE; 126
874 C == SORT(KA); 126
875 13(C
875 SCOMMENT?® KA = S »#%25 C = S3 13C
875 130
875 KA 3= KA + ABSC(ALL) x (3 13C
876 13C
876 YCOMMENT? KA = (2%K) xx23 13C
876 13€
876 ITSTEHY = PFALSE?'; 13C
877 NT4L 3= NT4& + 13 13C
878 MMM = MMM + 13 13(
879 131
879 SCOMMENT?® BERECHNEN VON VE& = U3 131
879 131
879 VELTY = Al4 13
880 VELZ = A243 131
881 VE4L3 = A34; 131
882 VELL = ALL + SIGNCALL) x (3 131
883 YIFY A4L=(0 MTHEN® VE4L4L == YE4LL + (3 131
885 131
885 ¢COMMENT?® BERECHNEN VON VEK4 = Ps 131



-156-
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885 132
885 VEK&41 = (VELT * AT1 + VEL?2 % A21 132
886 + VEL3 % A31 + VE4L& *x ALTIDY/KAS 13¢
886 VEKA4Z2 = (VEALT % A12 + VE&L2 % A22 132
B87 + VELS % A3Z2 + VELL = AL2)I/KAS 132
B87 VEKA4L3 = (VEALT » A13 + VELZ2 x AZ3 132
888 + VYE43 % A33 + VE&LL x RL3I/KA 132
8E8 VEK&LL = (VELT % Alé + VELZ % K24 132
B89 + VEL3 x A34 + VELL ¥ ALL)/KAS 132
889 132
889 ¢CCOMMENT ¢ BERECHNEN VON A" 2= 0 ¥ A = A - U x PT3 133
889 133
&89 A1t = A1T - VE4LT1 x VYEK413 132
890 A12 = A12 - VE4T = VEK4ZS ' 133
891 A13 2= A13 - VE&L1 % VEK&3; 133
8§92 AZ1 = A21 =~ VE&LZ % VEKA1l:s 133
8§93 A22 = A22 - VEL2 x VEK4L23 133
894 A23 1= A23 - VEL2 x VEK&3S 133
8§95 AZ1 = A31 - VEL3 » VEK41S 1313
896 A32 = A32 - VE4L3 = VEKA42: 133
897 A33 3= A33 - VE&3 = VYEK&4L3 134
898 134
8g8 SCOMMENT® BERECHNEN VON VEK4 = UCSCHLANGE)S 134
898 134
8§98 VEK4LT := VYELI/KAS 134
899 VEK&LZ2 = VEL2/KA; 134
900 VEKAL3 = VEAL3/KA3 134
901 VEK&4L t= VE&LL/KAS 134
90¢ 134
902 CCOMMENT® 3309 9 % 9 3 9636 2 2 3¢ 36 2 3 36 2626 96 3 36 36 J6 36 2 36 30 6 36 26 36 36 36 26 36 3 26 36 J6 36 J 9 J 36 26 2 X 36 36 96 3 3 363 3 3 2 e % % 4 3 34
902 = %135
902 = ZEILENTRANSFORMATIONEN MIT Q4 #135
902 #135
Q02 JEE U I M I I I V6O H O JE I JEIE N I JEIE I 6 JE I I D66 I 36 JEJE T3¢ JE 36 F I H 3 I3 3¢ M3 I I MM H MM W N3RS
902 135
902 SFOROUI=1*STEP*T*UNTILON'DO®'GEGIN" 135
904 BUA 2= VELIXAC(/R21sU/) + VELZ2RA(/R2:U/) 1358
905 + VELI*A(/S215U7) + VEALXA(/S22U/7) 5 135
205 AC/R21sU/) 2= A(/R21sU/) = VEK4LTI®QUAS 135
906 ACZ/R2yU7) = AC/R23U7) = VEK4L22UUAS 135
907 AC/S21sU/) 3= AC/S21sU/7) = VEK&L3xQUAs 13¢€
908 AC/S25U7) = AC/S2sU/) - VEKALxQUAS 13¢
909 SIF* LINKS STHEN®®*BEGIN? 13¢
911 136
911 SCOMMENT Y 3% 95 3 53 3 362 2 96 3636 3 35 36 26 6 36 3 26 36 3 2636 3¢ 3 6 36 36 36 36 36 36 36 36 36 2 3 96 96 236 36 36 2 36 363 23 3 3¢ 3 % % x %2 ] 3¢
911 = *13¢
911 * BERFECHNEN DER LINKSEIGENVEKTOREN %136
911 =« x13¢€
911 B0 2 M NI I IE N I N NI IE I 6 06 HIE I I I 6T I PN IE M MM RN N MMM NN NN RN NN AN MK N N NN T DE
2911 13¢€
911 QUA = VE4TIxTIC(/R215U7) + VEL2XTI(/R2sU7) 13i
912 + VYE&L3xTI(/S21sU/) + VELLXTI(/S2sU7); 137
912 TIC/R215U7) = TIC/R21sU/) - VEK4TIxQUAS 137
913 TIC(/R2s5U7) 2= TI(/R2sU/) - VEK&LZ2x%UUAS 137
914 TIC/S21,U7) = TI(/S21sU/) = YEKA3IRQUAS 137
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AST ALGOL COMPILER OF DELFT,RELEASE OF 1/ 2/1977 INCReNR2+#SOURCE L
915 TIC/S22U7) 2= TIC/S2sU7) - VEKLLXQUA 13i
9216 LEND? 137
917 YEND'E DER ZEILENTRANSFORMATION: 137
918 137
GIE8  SCOMMENT S 26363 55 %3625 M3 33 M 36 236 226 3 3 9636 636 96 36 9 M EI 96 JE N Y MMM N HUMMUNENNXNX NN NN NXRTIT
918 » *13¢
918 = SPALTENTRANSFORMATION MIT Q4 *13¢
218 * ®13¢
GTE 36 03I 2 % I M M I I I NI I I I I I N I IR I I TN F W W N NI N N KNI I W NN NN NN KN NNNS]IE
918 13¢
918 *FORYU::=T"STEP®*TIYUNTILOIN*DOCSBEGIN? 138
920 QUA 2= VE&L1%AC/USR21/) + VEL2uA(/UsR2YZ) 138
921 + VEL3IXAL/U»S217) + VELLX AC/U»S2/7)s 13§
921 AC/UsR21/7) = AC/UsR21/) - VEK&TIx0OUAS 13¢
922 AC/UsR2/) = AC/USR2/) — VEK&LZ2xQUAS 13§
923 AC/UsS21/7) = A(/U»S21/7) = VEKL3IxQUA; 13¢
924 AC/UsS2/7) = AC/UsS2/7) - VEKLAXGUAS 138
925 $IF®* RECHTS *THENS*®BEGIN® ” 13¢
927 13¢
Q27  CCOMMENT W335 33 %5 % 3 9 336 D36 9636 696 3 36 996 96 36 636 969 I 36 36 9696 2606 J6 96 3¢ 63 606 % 36 % 36 236 3 3 3¢ 2 o % 3 2% 136
927 % %136
Q927 « BERECHNEN DER RECHTSEIGENVEXTOREN * 139
927 % * 13§
Q27 I IHH I I K I I I I IEN I I I I KNI IEIE N IIEN K I EIN NN RENN MU NN NN NNNANS 3G
927 134
927 QUA = VELIxTC(/UIR21/) + VE42xT(/UsR2/) 140
928 + VEAIXTC/USS2V/7) + VELEX TC(/UsS27)3 14C
928 TC/UsR21/7) = T(/UsR21/) - VEK4L1xQUAS 14C
929 TC/UsR2/) 3= TC/UsR2/) -~ VEKLZ®GUAS 14¢(
930 TC/UsS217) 2= TC¢/Us32%1/7) - VEKL3%QUA3 14C
931 TC/U»S2/) t= TC/UsS27) - VEK&LxQUA 14C
932 *ENDY 14C
933 SEND*E DER SPALTENTRANSFORMATIONS 14C
934 14C
934 *IF* "DREI *THEN® 'BEGIN® 14C
936 *IF® TDOP *THEN® 'BEGIN® 141
938 141
938 BCOMMENT ® 2362 3696 5 7 365 3 30 36269626 36 36 36 26 36 96 676 26 36 26 36 3636 2 26 3636 2 36 X2 326 K622 M2 M XXX MA XX NXX N XNNNNT AT
938 = 141
938 x VERTAUSCHUNG DER DRITTEN MIT DER GROESSTEN SPALTE» *141
938 x NUR»s WENN KEIN DOPPELTES PAAR KOMPLEXER EIGENVWERTE %341
9328 VORLIEGT (CDOP = S*FALSE"® 2) *141
938 «x BEZYe KEIN DREIFACHER EIGENMERT VORLIEGT %141
938 x (DRETI = *FALSE" !) o ®141
938 *141
98 36969636 262 I JE I I 6 IE I 2 I JE 2 I I I JE I I 2 6 I I 26 I M I IE N M J I I I I K MM MM MMM NI KRNI A NNNNNTIEZ
938 14¢
938 NV3 2= NV3 + 13 1472
939 NOT 2= AT1%x2 + A21x%2 + A31xx23 142
940 NOZ = A12x%2 + A22%%2 + A32%x2; 142
941 NO3 3= A13xx2 + A23na2 + A33%x2; 1472
942 142
942 SP = YIF* NOIONO2 & NOTDONO3 PTHEN® 1 142
943 SELSE®*IF* NO2>NO3 STHEN® 2 SELSE® 33 142
943 14¢
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943 SIFS SP=1 PTHEN®' 'BEGIN:® 143
945 KA := NO13 143
946 TAUT 3= A113 A11 = A13; A13 3= TAUYS 1413
949 TAUT 3= AZ13 A21 3= A233 A23 := TAUL: 142
952 TAUT = A313 A31 = A333 A33 := TAU? 143
955 *END? 143
956 *ELSE? 143
957 PIFY SP=2 'THEN®* *BEGIN® 141
959 KA 3= NOZ3 1413
960 TAUT = A123 A12 2= A133 A13 := TAULS 1413
963 TAUT 3= A223 A22 t= A233 A23 := TAU1l:; 144
966 TAU1T 2= A323 A32 := A333 A33 := TAUY 144
969 SEND? 144
970 YELSE? 144
971 KA 2= NOG3 144
972 SENDYE DES FALLS DOP = °*FLASE! 144
973 'ELSE"* 144
974 KA = A13x%x2 + A23%xx2 + A33xx2; 144
975 144
G75  SCOMMENT Y 55 29 X263 W65 % 2% 5 I I HJ 362 J6 0963 5 % X636 326362 36 M MMM NXXNNMNNEENNNNNRTLY
75 * 145
975 = TRANSFORMATION MIT Q3 %145
975 = * 145
Q7S BN I NI NI I I I I IO FI T I I FIE I FIE I NI NN KM NN RN KRN NNNNG TLS
975 145
975 *IF* KA ( t-32 *THEN® 'GOTO" ENDES 145
977 145
977 C 2= SORT(KA)S 148
978 KA = KA + C % ABS(A33):; 145
979 NT3 = NT3 + 13 145
980 VE3Y := A13; 14¢
981 VE32 2= A23; 14¢
982 YVE33 2= A33 +» SIGN(A33) x (3 14¢€
983 *IF* A3Z3=() *THEN?® VE33 := VE33 + (3 14¢€
985 14¢€
985 VEK31 3= VE31/KA3; 14¢€
986 VEK32 := VYE3IZ2/KA3 14¢€
987 VEK33 2= VE3I3/KA3 14¢
988 14¢€
Q88 *IF* TAQOKLEIN & "DOP *THEN®'BEGIN® 14¢€
990 14i
990 SCOMMENT ® 26969 2636 39 336 2696 3K 3 5 2 36 369 96 96 96 26 2 36 2 36 3636 2 3 96 26 36 3 9 3 36 26 6 96 D626 3636 336 93 260 M X XK XM XN V4T
990 = %141
990 «x BERECHNEN VYON 0 = (I = 2 ¥xNT) % (I - 2 V¥xVT) #1bi
990 x L 3TY
990 326 3 JE 9 M2 M I H I F I I I HIE NI I NI I M I DI I VI M M NI IEI K I I I NI I I MM NI KN NNNNNS VLT
990 147
990 SPUR 2= VEK&LIXVE3ZT + VEKL2XVE3?2 + VEKA3xVE33s 1417
991 Ul = VEK4LT - SPUR x VEK313 141
992 U2 = VEK&Z - SPUR x VEK323 141
993 U3 = YEKA4L3 - SPUR x VEK3Z; 148
994 U12 = VE31 x ViKk32s 14§
995 U13 = VE31 » VEK33; 14¢&
996 U23 t= VE32 » VEK33; 14¢&
997 14¢
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"AST ALGOL COMPILER OF DELFTSRELEASE OGF 1/ 2/1977 INCRaNRo +SOURCE &
G997 NG1 = (1 = VEAIRUT - VEZI*VEK31) =x2 14§
998 + (1 = VEL2%U2 ~ VE3I2HVEK32) xx2 14LE
998 + (VEATI*UZ2 + U12) %x2 + (VE&Z*UT + U12) %x%23 14¢
998 NG2 2= (1 = VE&43xU3 =~ VE33XVEK33) xx2 14§
G99 + (1 = VELLXVEKALL) xx?2 148
999 + (VEL3IXVEKALL) %%x2 + (VELLRU3S) %x23 146
999 NO3 t= (VELT*®U3 + U13) x%2 + (VELT*VEKLAL) xx2 1469

1060 + (VEAL2%U3 + U23) »x2 + (VEL2Z2RVEKLYL) %%23 149
1000 NQ4 := (VEL3xUT + U13) x%x2 + (VEA3xUZ + U2Z23) xx2 146
1001 + (VE&LL®UT) xx2 + (VELL®UZ) *x23 146
1001 145
1001 SIF* NO1 + NO2 ¢ NG3 + NO4 STHEN®'*BEGCIN® 146
1003 146%
1003 SCOMMENT® 3265 29 3 % 369 2696 36 369 3 96 36 3 36 6 96 36 36 36 36 JE 26 36 263636 36 96 96 3 36 96 3 36 36 2 36 36 96 3696 36 36 9696 06 26 3 3¢ M My %% J4 G
1003 %1459
1003 = TRANSFORMATION DER DER GROBEN MATRIX A ®x15(
1003 «x MIT DER HOUSEHOLDER - MATRIX 0 = P ®15(
1003 = *15(
FOO3 %2 %% W3 %96 26 I 26 D36 236996 I 96 6263636 9626 2636 36 26 36 36 26 36 96 36 36 9 36 26 36 36 36 3 26 96 36 D36 36 36 96 I X 36 M2 MMM N X NN NXFIS(
TO03 S COMMENT Y %55 %5 %3 %% 25 %3695 336 39 3K 636 3 96 36 3636 9 56 9 3 26 36 9 3 I 96 356 3 36 96 26 336 3 36 36 26 9 3¢ 2 36 % % % 3 % e w3 15(
1063 = #15(
1003 ZEILENTRANSFORMATION ®15(
1003 «x #15(
TOOG3 WM M XK I H I I I I I I I I 3696 3026 363620 36 36 96 9636 3 26 36 36 36 36 3 2036 36 36 2 3 26 36 36 % JE 2 A M e ux 3 1S(
1003 15¢
1003 NP = NP + 13 151
1004 SFOR*Ut=T1*STEP*TYUNTIL*N*DO®**BEGIN® 151
1806 CUA = VEZIxAC/R215U/7) + VE3ZxA(/RZ2s,U/) 151
1067 + VE33%xA(/521:U7)3 151
1007 AR1I 3= A(/RZ21s U/); 151
1008 ARYI 2= A(/R2s UZ); 151
1009 AC/R215U7) == A(/S21sU7) - VEK33x0QUA3 151
1010 A(C/R23UZ) 2= A(/2S2sUZ): 151
1011 ACZS21sU7) = AR1I - VEK31xQUA3 151
1012 AC/S2s5U/) 2= ARI - VEK3I2xQUA3 151
1013 SIF® LINKS STHEN®®*BEGIN? 152
1015 15¢
TOTS  SCOMMENT® 2% %5263 %M 29 36363696 39 2 % 363 26 36 36 36 36 36 36 36 J6 36 2676 9696 6 9 6 26 JE 6 36 JE JE 2636 H M X2 M NN NN X e XNTST
1015 =« %152
1015 x BERECHNEN DER LINKSEIGENVEKTOREN %152
1015 «x %15¢
TOTS5 %% 2636396 25 33 % % J 2965 P62 36563 9 I 5 363696 D06 200 230 IEI M2 33 M3 MMMMMMIN HNNNHNNRMNRNENXNNXNSTDHZ
1015 154
1015 QUA = VE3SIxTIC/R21sU/7) + VE3Z2xTIC(/R2sU/) 15¢
1016 + VE33xT11(/S21sU7/)3 152
1016 ARTI := TI(/R21s U/); 1512
1017 ARI 3= TIC/R2s U/); 151
1018 TIC/R21sU7) 2= TI1(/S21sU/) -~ VEK3I3xQUAS 153
1019 TIC/R2,U/7) 2= TI(/S2sU/)3 153
1020 TIC/821sU/7) t= ARTI - VEK31=0UAS 153
1021 TIC/S2sU7) = ARI = VEK32%QUA 153
1022 YEND? 152
1023 PENDYE DER ZEILENTRANSFURMATIONS 153
1024 153

1024

FCOMMENTS 336 3 5 5 9 % 3 36 96 3 236 36 36 38 26 3696 36 26 3 26 36 D6 36 36 36 3 I 96 36 36 36 3 36 3 JE 2 3 % H 326 I JH N HE XX N XN N2 )52
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AST ALGOL COMPILER OF DELFTSRELEASE OF 1/ 2/1977 INCReNRa +SOURCE 1
1024 =« # 154
1024 x SPALTENTRANSFORMATION x154
1024 %154
YO24 R HHHERIH N AN MK J I I I 2622052636 369 3636 I 36 36 36 1636 36 36 J I 29 J6 I M M N MUK KUNKNHNNK ¥ NNNXZT54
1024 154
1024 CFOR*US=T1*STEP*1*UNTIL*N'DO**BEGIN? 154
1626 QUA 3= VE3Z1%AC(/UsR217/) + VE32xA(/UsR2/) 154
1027 + VE3IXA(/U»S217)3 154
1027 ARTI = A(/Us R217)3 154
1028 ART 2= AC/Us RZ2/): 154
1029 AC/USR217) 3= A(/U5S5217) - VEK33xQUA3 155
1030 ACZUSRZ2/)Y = AC/U»S52/)3 155
1631 AC/ZU3S217) 2= AR11 - VEK31xQUA3 155
1032 AC/UsS27) = ARI - VEK32xQUAS 155
1035 tIF® RECHYS *THEN*'BEGIN® 155
1035 155
1035 SCOMMENT® 25 % 9 9636 3 36 363 363 336 3 36 36 2 36 3606 6 30 36 36 36 36 36 2 9696 26 3 36 36 26 3 36 296 06 Y36 0 26 36 2 3 206 ot e e 155
1035 « %155
1035 =x= BERECHNEN DER RECHTSEIGENVEKTOREN %155
1035 = %155
1035 JEIE M I IEIE A I I IEIE N I I N IEIEJ M H IO NI I IE I IE I NI I M I N NI MMM NN IR AN NN NNNHNNT T15€
1035 15¢
1035 QUA == VE3ZI*T(/UsR217) + VE3IZ2xT(/UsR27) 156
1036 + VE33%T(/U»S21/)5 156
1036 ARTI 2= TC(/Us R21/)3 15¢
1037 ARI := TC/Us RZ2/)s 15¢
1038 TC/UPR21Z) 3= T(/7UsS217) - VEK3I3xQUAS 15¢
1039 TC/UsR27) 2= T(/UsS2/)3 15¢
1040 TC/UsS217) t= AR1I - VEK31x0UA; 15¢
1041 TC/UsS2/7) 2= ARI - VEK32xQUA _ 15¢
1042 *END? 15i
1043 *END'E DER SPLATENTRANSFORMATION 157
1044 *END'F DER TRANSFORMATION MIT Q = P 157
1045 157
1045 SELSE®**GOTO" TRANSO 15i
1047 *END*E DES FALLS TAOKLEIN & ~ DOP 151
1048 YELSE®'BEGIN?® 157
1050 15i
1050 SCOMMENT S 235 5 3 3 % 336 36 3 2 36 J6 36 36 36 3 3 3 36 96 3 336 26 36 96 36 36 36 36 3 36 96 36 3 36 M 36 326 2606 2 6 6 XN NN NN NKURTST
1050 «x x151
1050 =« TRANSFORMATION DER GROUBEN MATRIX A % 15§
1056 = MIT DER HOUSEHOLDER - MATRIX A %158
1050 = %158
TOS0 XM IHHKIIEH 6N II I I IE U6 I 2 I3 26 26 36 36 26 26 3 303 3 J I 36 6 M I N NN N MK MMM NXIXKXRN N R NNANS 158
1050  CCOMMENT ® 23 %29 33 5 33 3 % 3 2626 369 36 3696 2 3 96 33 2606 9696 3 M M H MMM M MMM MM HU XK AU NN NKNNNTDHE
1050 x 158
1050 = ZEILENTRANSFORMNATION #15§
1050 = %158
TS0 %2 J9 236 396 %36 2 H % 236 I 06 6363 26 096 96 33 P2 3636 3606 3636 I 2 I I JEJ M AT IE K I MM NN NE NN NN NNNSTI5E
1050 15¢%
1050 TRANSC: 159
1050 *FOR'US=1YSTEPST'UNTIL*N*DIY*BEGIN® 159
1053 QUA = VE3Z1xA(/R21sU/) + VEIZ*A(/RZ5U/) 15%
1054 + VE33%A(/S21sU7)3 156
1054 AC/R215U7) = AC/R215U/) ~ VEK31x0UAS 156
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1055 AC/R25U/Z) t= A(/R2sU/) - VEK32xQUA: 159
1056 AC/S21sU7) = AC/S215U/) - VEK33xQUAS 159
1057 *IF® LINKS *THEN®**BEGIN® 156
1059 15¢
10509  CSCOMMENT Y 3% % %9 %3 23 965 236 596 396 2620 9626 696 2696 6 36 3696 336 JE 26 36 26 36 36 263 3636 2626 D36 26 23 22 2 MM 3 My N X% 156
1059 = %16l
1059 =« BERECHNEN DER LINKSEIGENVEKTOREN %16(
1059 = ®16(
TOS9D  RIM NI NN I I IEI I IEIE K HEIE I I I IEIEJEIEIE I IE 2 I JIE I K JEME NI NI NN MM NN NHNUNNNNNNNZT6(
1059 16C
1059 QUA 2= VEZIIXTI(/R215U7) + VE32xTI(/R2sU4) 16(
1060 + VE33xTIC(/S21,U/)3 16(
1060 TIC/R215U7) = TIC/RZ21sU/) - VEK31%QUAS 16(
1061 TIC/R25U/7) 2= TIC/R25U7) — VEK3I2x0UAS 16(
1062 TIC/S215U7) 3= TI(/ZS21sU7) - VEK33xQUA 16(
1063 SEND?® 161
1064 CENDYE DER ZEILENTRANSFORMATIONS 161
1065 161
T06S5S  VYCOMMENT S 2% 235 %3 963 I3 33 33 J 9 306 I 3626 39 236 96 33 236 26 20 3626 3636 D66 3696 Jo6 26 3636 Mo MM MU NN MxnnrnnTOl
1065 = *161
1065 x SPALTENTRANSFORMATION %161
1065 = 161
FO6S  MIRR I NI NN I NI I IIEIE I NI I INH I NN RN MMM TN KIENN NI RN NN RENNK HNNNNSTEHT
1065 161
1065 SFOROUS=T1SSTEP*TSUNTILON*DO*BEGIN® 161
1067 QUA = VYE3SIxAC/UsR21/) + VE32%xAC/UsR2/) 162
1068 + VE33xAC/UsS521/7)3 162
1068 AC/USR21/Y 2= ACQ/USR2Y7) - VEK31xQUAS 162
1069 AC/UsR2/) 2= AC/UsR2/) ~ VEK3Z2xQUAS 162
1070 AC/U»S217) t= AC/Us5217) - VEK33xQUAS 16¢
1071 tIF® RECHTS ®*THEN'S'BEGIN® 162
10732 162
FO77  SCOMMENT ® %265 265 390365 5 3362 3 236 36 3 96 3636 2 36 96 36 3 36 38 2 36 96 36 J 36 236 3636 236 936 336 Mo 3 o6 M MM X X X NN NN THZ
1073 =x %162
1073 » BERECHNEN DER RECHTSEIGENVEKTOREN %162
1073 = %162
I I I InInIImMm ImMm I IO
1073 1632
1073 QUA 2= VE3IxT(/UsR217) + VE3Z2xT(/UsR2/) 163
1074 + VE33xT(/UsS217)3 163
1074 TC/UsR21/7) t= TC/U»R21/7) - VEK31x0UAS 1632
1075 TC/USR2/) = TC/UsR2/7) - VEK32xQUA3 167
1076 TC/Us8217) 3= T(/UsS21/7) = VEK33»QUA 1613
1077 *END? 1613
1078 PEND'E DER SPLATENTRANSFORMATION 163
1079 SEND®*E DER TRANSFORMATION MIT Q 164
1080 YEND'E DES FALLS DREI = SFALSE! 164
1081 SENDYE EINER TRANSFORMATIONS 164
1082 ENDE: 164
1082 SENDYE DER SCHLEIFE UEBER S 164
1084 SEND'E DER SCHLEIFE UERBER KR 164
1085 *END*E DER PROZEDUR BLOCKTRANS?: 164
1086 164
1086 164
1086 F := 05 164
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1087
1089
1092
10963
1094
1094
1096
1096
109¢
1096
1096
10906
1096
1096
1098
1099
11060
1101
1102
1103
1105
1105
1105
1105
1105
1105
11065
1105
1107
110¢&
1109
1110
1111
1112
1112
1113
1114
1115
1116
1117
1118
1119
1120
1121
1122
1123
1123
1125
1126
1127
1128
1129
1129
1130
113
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INCRaNRe +SOURCE t

*IF* N *MOD' 2 "= O *THEN®*BEGIN® 165

Z = 03 F = 13 'GOTO0®* FMARKE 169
*END®*E DER 1IF = ANWEISUNGS 165
SETTIM; 165
165

IF* LINKS STHEN''BEGIN® 15?

16
'CQHNENT'i******i***************************!****i!i*l*l&*!li**ii*!!*ﬁ**165
* x165
* INVERSE TRANSFORMATIONSHMATRIX ALS EINHEITSMATIRIX SETZEN %165
» ® 166
B0 626 60636 6 2 2 I 36 D26 6 JCI FE NI N D 6 D6 I 6 D6 I 9 2 M 266 I F I I X MM NI MM I MMM NN MK MNNNNKNNS T6E
166

SFOR®* JI:=1 SSTEP®* 1 *UNTIL® N 'DOP**BEGIN® 166
TIC/1Is 17) 2= 13 166

*FOR? t= I+1 *STEPS 1 SUNTIL®* N *DO°® 16¢

TIC/Ys J7) 2= TIC/Jds 1/) 3= 16€

‘END* 166

tEND®E S 16¢€
*IF? RECHTS STHEN®*BEGIN:® Y6¢€
167

CCOMMENT S 2623625 %9 536 2606 36960 M6 M6 M IEX M I 06 I MMM MMM HMIN N MUK KXNR MM NN NNRNNTOHT
* X167
* TRANSFORMATONSMATRIX ALS EINHEITSMATRIX SETZEN x167
» x16i
J 269 6 3 PEIE N U2 I IE I I I 66 6 I I D X I I 6 226 260 2 I I I K 2 M H A I I I D M MMM WM KN NN NNNNNRS 167
1617

‘FOR? :=1 SSTEPY 1 SPUNTIL® N °DO**BEGIN? 167

1¢/71s 17) = 13 167

*FOR? 1= I+1 ®STEP® 1 WYUNTIL® N *pO°* 167

TC/1s J/) = T(/Jds 1/) 3= 16¢&

SEND?® 16§
YENDY 168
16§

LAMBDA :z= =23 168

P = N/23 16¢&

P1 2= P - 13 16§

EP = EPSILON % 43 16¢
EPS 3= SOQRT(EP) x %=-23 16§
MNORM := MORTH := MDIAG := 03 16¢
NORM(Ps As NAs NAQO)S 166
PUTRDAT(1s Os 79 S¢'LIALL = %)%, NAs O0)3 1669
PUTRDATC(3s DOs 18» (v ELALL = %)%, NA» ()3 165
PUTRDATC(1» Qs 25 8('s SCA) = v)%s NAOs 1) 166
PUTRDAT(3s Ds 25 8(*, SCA) = ")%, NADs 335 :62

6

*FOR?* t=1 tSTEP®* 1 *UNTIL® 50 °*DO**BEGIN? 165
ITSTEHT := *TRUE': 1694

NSY == NSCHIE t= NT4 2= NT3 2= NV4L t= N¥3 := O3 16§

MM 3= MMM := MD := 03 169
ADKLEIN 2= NAD € '=2; 17C

17C

Z1 2= ASKTIM: 17C
BLOCKTRANSS 17C
EBERLEINS 17¢



-163-

"AST ALGOL COMPILER OF OELFYSRELEASE OF 1/ 2/1977

1132
1133
1134
1135
1136
1137
1138
1139
1139
1140
1141

1141

1142
1143
1143
1143
1144
1145
1146
1147
1147
1149
1150
1151

1152
1153
1153
1153
1154
1155
1157
1158
1158
1159
1159
1160
1160
1161

1162
1162
1163
1164
1165
1166
1166
1167
1168
1169
1170
1171
1172
1172
1173
1173
1174

INCReNR&+SOURCE L

Z2 := ASKTIM: 17C
NORM(Ps As NAs NAD); 17¢
AFIXC1s» 22 0Os L) 17C
AFIX(3s 129 0s L) 17C
MNORM 2= MNDORM + MM; 17(
MORTH := MORTH + MMM3 171
MDIAG := MDIAG + MD; 71
171

PUTDATA(3s Os 35 ®*(*BLOCKNORMREDUZIERUNG @ $)s s MM 171
PUTLIST(3s Os 25 *('s DIAGONAL @ ")', MD» 171
€(" TRANSFORMATIONEN DURCHGEFUECHRT, t)*r)s 171

PUTDATA(3s 15 18 *('ORTHOGONAL : t)ts MMM); 171
PUTLIST(2s 0s» 15 "C*TRANSFORMATIONEN DURCHGEFUEHRTs ) 171
2 22=-715 *(% ZENTISEKUNDEN GEBRAUCHT®*)>'); 171
171

PUTRDAT(1s U» 2 *CrEIALL = %)%, NAS 0)3 172
PUTRDAT(3s 19 18» *(t1IAll = ®)v, NAs ()3 17¢
PUTRDAT(1s D» 22 %(?, S(AY = %)%, NAQs ()5 17¢
PUTROAT(3s Os 23 (1 SC(A) = 831, NA(Qs O)3 17¢
17:

YIFe RECHTS & LINKS *THEN®'BEG IN® 172
K 2= KOND(N» Ts 1133 172
PUTRDATC(Ts 15 10 *('KONDCT) = ?)%, Ks O)3 172
PUTROAT(3s Cs 25 (%, KOND(T) = %)%, Ks 0) 172
YEND'3 172
173

1713

SSUM = ASUM := 03 173
*FOR® R:=N-3 *STEP® -2 SUNTIL®* 17 *DOC? 173
YFOR' S:=R+2 ®*STEP® § SUNTIL® N *"DOC*BEGIN® 172
ASUM 2= ASUM + (AC/RsS/) = A(/SsR/)) x%x2 172

+ CAC/R+1355/) = A(/SsR+1/)) x%x23 173

SSUM = SSUM + (AC/RsS/) + AC/SsR/)) #=xQ 1717

+ CAC/R+1557) + AC/SHR+1/)) %xu2 172

SENDYE DER NORMBERECHNUNGS 173
174

ASUM := SORTC(ASUM)S 174
SSUM == SIRT(SSUM); 174
174

PUTROATACTs 15 10s *(°S(A+) = %), SSUMs 0)3 174
PUTRDATACZs 15 18s Y(*S(A+) = ®)*ts SSUM, 03 174
PUTRODATA(Ys Os Ss *('S(A-) = &)1, ASUMs 0)3 174
PUTRDATAC(3s O» Ss S(*SCA=) = 8)v, ASUM» ()3 174
174

PUTDATAC3s 15 18s *(*NSCHIE = %)%, NSCHIE)S 174
PUTDATAC3, Os 4s P('NSY = )%, NSY)s 17¢
PUTGATAC(3s O2» 4s *(*NV4L = %)%, NV4L); 17°¢
PUTDATA(3s U2 4 P('NTL = '), NT&L): 175
PUTDATAC3s Ds 4y P(SNVY3 = )%, NV3); 175
PUTDATA(3s Os & "('NT3 = %)%, NT3); 17%
175

KOMMUTATOR(Ps As SCAs NCAs KCD)3 175
175

PUTRDAT(1s 1s 10s Y(*SC(CCA)) = 8)%, SCAs 03 175
PUTROATC(3s 12 18 "('S(CC(A)) = %)%, SCAs 0)3 17¢
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INCReNRe+SOURCE L

1175 PUTRDAT(Ys O 25 *('s FICCAYEL = v)vy NCAs 0)3 17¢
1176 PUTRDAT(3s U» 25 *(*, FiCCAYIL = *)vs NCAs D)3 17¢
1177 PUTRDATC(1s 15 10s *(*LIiCC(DYII = v)v, NCD» 0)3 17¢
117¢ PUTRDAT(3s D» 2s *(', LICCDIIE = *)*s NCDs» 0D 37¢€
1179 17¢
1179 LINECYSs 1)3 17¢
1180 LINE(3s 2)5 17¢€
1181 17¢
1181 vIFe TTISTEHT ®THEN® *BEGIN® 17¢
1183 Z = ASKTIM; 17¢
1184 F 2= 33 171
1185 'GOTO® FMARKE 177
1186 SEND®E DER IF-ANWEISUNG; 1717
1187 1717
TI87  CCOMMENT® %3 56629 % 3 2 3 362 36 36 363 23 66 3 2626 0 2 3D X KM MM NN MANRNMNNHRR KRN HNANNNRTTT
1187 x %177
1187 = BERECHNEN DES KONVERGENZKRITERIUMS ®177
1187 «x x177
FUIBT %3 695 36 206 X3 200 J6 33 HIE I 226 3036606 62026 ;20 MM H MM MM NI HMMN NN NN NN NN KRN NUNNS 177
1187 177
1187 *FOR® Re=1 *STEP® 1 SUNTIL®' P *DO*'BEGIMN® 178
1189 RT = R - 13 17
1190 SFOR® S:=1 ¢STEP® 1 *UNTIL® R1» 17¢&
1191 R+1 SSTEP® 1 SynTIL* P 'DO* 178
1191 tIFY ABSC(A(/2x%R-1s 2%8-1/)) > EPS ! 17§
1192 ABS(AC/Z2%R—1s 2%3 /7)) > EPs ! 178
1192 ABSCAC/2xR s 2%S-1/)) > EPS ¢ 178
1192 ABSCA(/2%R 5 2%S /)) > EPS STHENS'GOTO' MEITER: 178
11932 *END'F DES KONVERGENZTESTS: 17¢&
1194 *GOTO* ENDES 17§
1195 KEITER: 176
1195 YIFY  2%x72 - Z1 > LIM *THEW*®*'BEGIN' 179
1198 I = 223 176
1199 F 2= 63 17¢
1200 1GO0Y0® FMARKE 174
1201 SEND®E DFR ZEITUEBERSCHREITUNG 17¢
1202 *END®E DER ITERATIONENS 174
1203 L e= L - 13 17§
1204 F 2= 23 179
1205 Z 3= ASKTIM; 17§
1206 *GOT0Y FMARKES 18(
1207 ENDE:s Z := ASKTIM; 18
1209 BLANK(32 2)3 LINE(3s 2)3 BLANK(3s 10)3 18C
1212 QUTSTRING(3s *('GESAMT:®)?®); 18C
1213 PUTDATAC3s s 35 "(*BLOCKNORMREDUZIERUNG 3 1)ty MNORM)S 18C
1214 PUTLIST(3s O3 25 (', DIAGONAL : $)t 3 MDIAGS 18(C
1215 5¢' TRANSFORMATIONEN DURCHGEFUEHRT»®*)1'); 18C
1215 PUTLIST(3» 15 20s *(*ORTHOGONAL : )ty HORTH, 18C
1216 "{* TRANSFORMATIONEN DURCHGEFUEHRTe®*)*) 18C
1216 °*END'E DER PROZEDUR EIGENTY3 18C

I0 ERRORS FOUND
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