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Diese Arbeit beschiftigt sich mit einer speziellen Klasse von Jacobi - &hnlichen Algorith-

men zur Losung des algebraischen Eigenwertproblems
A-x=2)-x (0.1)

Basis dieser Verfahren ist das klassische Jacobi- Verfahren [12] zur Berechnung der Ei-
genwerte einer symmetrischen Matrix. Es beruht auf einer Folge von orthogonalen Ahn-
lichkeitstransformationen, die die Ausgangsmatrix auf Diagonalgestalt transformieren.
Als Transformationsmatrizen dienen ebene Rotationen, deren Rotationswinkel so be-
stimmt werden, dafl einzelne Auferdiagonalelemente der Matrix zu Null werden. Als Pi-

votelemente werden dabei sukzessive alle Aufierdiagonalelemente der Matrix verwendet.

Das klassische Jacobi - Verfahren fiir reelle, symmetrische Matrizen zeichnet sich in zwei
Punkten besonders aus. Indem die Symmetrie der Matrix genutzt wird, kann das Ver-
fahren auf die Bearbeitung nur eines Dreiecks der Matrix beschrinkt werden. Dadurch
wird der Rechenaufwand halbiert und gleichzeitig ben&tigt der Algorithmus nur den hal-
ben Speicherplatz im Vergleich zur vollen Matrix A des Eigenwertproblems (0.1). An-
dererseits sind die Rotationswinkel der ebenen Rotationen, unabhingig von der Dimen-
sion der Ausgangsmatrix, aus nur 4 Matrixelementen Berechenbar. Beide Umstande fiih-

ren zu einem duflerst effektiven Algorithmus.

Verallgemeinerungen des klassischen Jacobi- Verfahrens konnten diese beiden Eigen-
schaften nur teilweise iibernehmen. Bei Algorithmen fiir Matrizen ohne Symmetrieeigen-
schaften geht z.B. der Speicherplatzvorteil verloren. Einen Uberblick iiber die einzelnen
Modifikationen des klassischen Jacobi- Verfahrens findet man bei Hoppe [11]. Wir be-
trachten hier eine Klasse von Blockverallgemeinerungen des klassischen Jacobi - Verfah-

rens fiir nicht diagonalisierbare Matrizen, die als Endmatrix eine Blockdiagonalmatrix
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mit 2x2 - Blocken auf der Diagonale anstreben. Aus diesen Blocken kann man leicht die
Eigenwerte berechnen. Gleichzeitig kénnen so auch komplexe Eigenwerte berechnet wer-

den.

Ein entscheidendes Problem bei Jacobi - dhnlichen Blockverfahren fiir nicht normale Ma-
trizen liegt darin, dafl man die Blockdiagonalgestalt nicht mehr allein durch unitére

Transformationen erzielen kann. Dies sieht man an folgender von Schur bewiesenen Aus-

sage (vgl. [28]):

Seien A,...,A, die Eigenwerte der Matrix A . Dann gilt:

n
2 2
PIRDONENE

=1

(0.2)

Hierbei tritt Gleichheit genau dann auf, wenn A normal ist.

Will man folglich Diagonalgestalt mit den Eigenwerten auf der Diagonale erreichen, so
mufl die Norm der Matrix minimiert werden. Daher kann man nicht mehr allein unitére
und somit normerhaltende Transformationen verwenden.

Eine weitreichende Konsequenz ergibt sich daraus, daf§ die Normverinderungen einzel-
ner Ahnlichkeitstranformationen kontrolliert werden miissen. Dies bedingt, dafl man bei
Verwendung von Elementartransformationen die Veranderungen von 4-n Matrixelemen-
ten mit n = dim A beriicksichtigen und die Parameter so berechnen muf, daff die Ge-
samtnorm der Matrix reduziert wird. Die meisten Jacobi-&hnlichen Algorithmen fiir
nicht normale Matrizen bestehen deshalb aus einem Normreduzierungsschritt und einem
Diagonalisierungsschritt. Dabei ist zu beachten, dafi der Rechenaufwand der Parameter-
bestimmung des Normreduzierungsschrittes proportional zur Dimension der Matrix ist,
wihrend beim klassischen Jacobi - Verfahren nur jeweils 4 Matrixelemente benutzt wur-
den und die Zahl der arithmetischen Operationen zur Parameterbestimmung unabhingig

von der Dimension der Matrix 1st.




In dieser Arbeit wird gezeigt, dal man in bestimmten Situationen auch bei nicht norma-

len Matrizen auf den komplizierten Normreduktionsschritt verzichten kann und wie
beim Jacobi - Verfahren lediglich die Elemente des Pivotblockes annulliert. Ein solches
annullierendes Verfahren wollen wir primitiv nennen, in dem Sinne, daf lediglich einzel-
ne Matrixelemente zu Null gesetzt werden im Gegensatz zur wesentlich komplexeren Pa-
rameterbestimmung bei normreduzierenden Verfahren. Bei der primitiven Winkelbe-
stimmung fiir Blockverfahren sind pro Pivot (p,q) lediglich die Matrixelemente der
(p,q) - Restriktion der Matrix, also 16 Matrixelemente, betroffen. Den ersten Hinweis auf

diese Vorgehensweise findet man bei Durand [1].

Fast alle Jacobi-&hnliche Algorithmen benutzen zur Diagonalisierung der Ausgangsma-~
trix Elementarmatrizen. Ahnlichkeitstransformationen mit Elementarmatrizen zeichnen
sich dadurch aus, daff jeweils nur ein Zeilen - bzw. ein Spaltenpaar der Ausgangsmatrix
linear kombiniert werden. Dies ermdglicht eine effektive Implementierung solcher Algo-
rithmen auf Paralellrechnern, die Linearkombinationen von Vektoren und Skalarproduk-
te in einem einzigen Maschinenzyklus berechnen kénnen. Bei normreduzierenden Para-
meterbestimmungen kann man den Vorteil der schnellen Durchfiihrung einer elementa-
ren Ahnlichkeitstransformation nicht nutzen, da die Parameterbestimmung an sich als
Berechnung der Normen von ganzen Zeilen und Spalten der transformierten Matrix
nicht paralellisierbar ist. Hierin liegt die besondere Bedeutung der primitiven Parame-
terbestimmung. Diese benétigt nur die lokale Informationen des Pivotblocks und man
kann die Parameter duflerst effektiv berechnen. Eventuell schlechtere Konvergenzeigen-
schaften von primitiven Algorithmen kénnen in der Praxis bei Verwendung von Paralell-
rechnern in Zukunft von untergeordneter Bedeutung sein, da diese durch den Geschwin-

digkeitsvorteil der Paralellisierung wettgemacht wird.
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Wir behandeln speziell die Klasse der J - symmetrischen Matrizen A, fir die gilt

J-A-J=AT mitJ=JT=J", (0.3)

Dieser Matrixtyp entsteht bei der Diskretisierung von Differentialgleichungen fir ge-
dampfte Schwingungen. Naheres ist im Kapitel 4 nachzulesen. Blockverfahren fiir
J -symmetrische Matrizen besitzen wie beim klassischen Jacobi- Verfahren den Vorteil

des geringen Speicherplatzbedarfes, falls J - orthogonale Transformationsmatrizen T mit

T4 =J. 7. J (0.4)

verwendet werden, die die J- Symmetrie der Ausgangsmatrix erhalten.
Damit besitzen primitive Jacobi-&hnliche Blockverfahren fiir J -symmetrische Matrizen

beide Vorteile des klassischen Jacobi - Algorithmus.

Wir weisen fiir ein primitives Jacobi-&hnliches Blockverfahren, angewandt auf J-sym-
metrische Matrizen, die asymptotisch quadratische Konvergenz nach. Dies bedeutet, dafl
bei geniigend kleiner Auflerdiagonale der Startmatrix A das Verfahren die Aufierdiagona-
le mit quadratischer Konvergenzordnung verkleinert, bis Blockdiagonalgestalt erreicht

wird.

Nach der Einfiihrung der grundlegenden Bezeichnungen und Definitionen im 1. Kapitel
stellen wir anhand eines einfachen primitiven Algorithmus die Beweisidee der asympto-
tisch quadratischen Konvergenz vor. Das behandelte Verfahren diagonalisiert eine kom-
plexe Matrix mit getrennten Eigenwerten. Innerhalb des Beweises miissen die Parameter
der einzelnen Transformationen in Abhingigkeit von der Gréflenordnung der Auflerdia-

gonalen und der Getrenntheit der Eigenwerte abgeschétzt werden.
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Das Verfahren eignet sich deshalb besonders gut als Beispiel, weil die Parameter im Ge-
gensatz zum spéter betrachteten Blockverfahren exakt berechenbar sind. Weiterhin wird
in Abschnitt 2.4 eine neue Beweisidee vorgestellt, wie man das Auflerdiagonalwachstum

besonders scharf abschitzen kann.

Das dritte Kapite] beinhaltet den asymptotischen Konvergenzbeweis fiir einen primiti-
ven Jacobi - dhnlichen Blockalgorithmus. Ausgangspunkt fiir dieses Verfahren ist ein un-
veroffentlichtes Manuskript von K. Veseli¢ und E. Zakrajsek [25]. Das Verfahren annul-
liert durch die Kombination einer nichtunitaren hyperbolischen Ahnlichkeitstransforma-
tion und einer Jacobi - Rotation die 4 Elemente des jeweiligen Pivotblockes. Die 4 Para-
meter sind Lésung eines nichtlinearen Gleichungssystems und k&nnen nicht exakt be-
rechnet werden. Deswegen wird in 3.4 das Newton - Verfahren verwendet, um die Para-
meter niherunsweise zu bestimmen. Die mit Hilfe des Satzes von Newton - Kantoro-
vitsch [17] gewonnene Abschétzung der Paramecter wird wie im Kapitel 2 fiir den
Beweis der asymptotisch quadratischen Konvergenz eingesetzt. Es ist dabei zu beachten,
dafl die Abschatzungen von der Norm der zu diagonalisierenden Matrix abhingen und
daher relativ kompliziert werden. Im Abschnitt 3.17 wird dann nachgewiesen, dafl trotz
moglicher Normerhéhung im Laufe des Algorithmus das Verfahren dennoch quadratisch

konvergiert.

Im 4. Kapitel wird aufgezeigt, wie der vorgestellte Algorithmus fiir J - symmetrische Ma-
trizen zur Geschwindigkeitserhthung in einen normreduzierenden Algorithmus von Hop-
pe [11] integriert werden kann. Es werden Méglichkeiten vorgestellt, wie aus dem qua-
dratischen Eigenwertproblem der geddmpften Schwingung J-symmetrische Matrizen er-

zeugt werden koénnen. Abschlieend werden die numerischen Ergebnisse vorgestellt.
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1. Grundlagen

In diesem Kapitel wollen wir die grundlegenden Bezeichnungen und Definitionen zur
Verfiigung stellen. Es ist als kurze Einfiithrung in die benutzte Nomenklatur anzusehen.
Die Bezeichnungen, die im 2. Kapitel auf einzelne Elemente angewendet werden, sind im

3. Kapitel auf die Blécke von J -symmetrischen Matrizen anzuwenden.

1.1 Definitionen und Begriffsbildungen

Wir definieren zunichst die Blockeinteilung von Matrizen.

Definition 1.1

Sei A e R fiirm 22 gegeben. Dann definieren wir fiir A folgende Blockeinteilung

A= [Ay] mit
f¢i,j sm

A = [an’ 3 ,j +n ]em"'”fﬁr allel <ij¢m. (1.1)

1 . . . .
] ism,j 14m,} +m

Fiir 1 < p < q ¢ m bezeichnen wir die 4x4 - Matrix
- A.. A 4,4
A= [ ij i,jm ]eIR 1.2
1 Aiﬂn,j Ai+m,j+m ( )

als Blockrestriktion der Matrix A.

Wir werden folgende Normen in den nachfolgenden Kapiteln verwenden:



Bezeichnung 1.2

. n . n,n . .
Seienx e R sowie A=( a ¢ R ' mit n > 2 gegeben. Dann sei

ij )lsi,j sn

n

(ST

h=x| := [ Z | x; |2 ] die euklidische Vektornorm,
) i=z1
< 3

I} A ||F = | Z Y ] die Frobeniusnorm
i,j=t

| All,:= J A -A) die Spektralnorm,

wobei p( A) der Spekralradius von A ist

| Al := max |a;; | die Maximumnorm.

nax | a; |
ISI;JSD ]

Wir benétigen als eine der wesentlichen Grofien ein Ma# fiir die Gréflenordnung der Au-

Berdiagonale sowie ein Maf fiir die Abweichung einer Matrix von der Normalitit.

Definition 1.3

Sei A eR ™™ mit A= [Aij] fir m 2 2 gegeben. Dann sei die Auflerdiago-

Isi,}sm

nalnorm der Blockmatrix A gegeben durch

staye= [ Y0y ] | (13)

i, )=l
iz}




Definition 1.4

Die Matrix 4 eR " , 1 2 2, sei auf Schursche Dreiecksgestalt transformiert, d.h.

A=D+ M

mit D = diag (A,,....,A,), wobel die A, gerade die n Eigenwerte der Matrix A sind, und

Mist echte obere Dreiecksmatrix, d.h. M= ( m;; );(; j, mit my; = Ofiiri 2]

Sei || - || eine Matrixnorm, dann ist das Henrici - Mafl A(A ) der Matrix A definiert als
A(A):=inf|| M| (1.4)
M

Das Infimum wird dabei iiber alle Dreiecksmatrizen M gebildet, die in der Schurschen

Dreiecksgestalt auftreten kénnen.

Bemerkung:
Wir werden AF(A ) und A,(A ) verwenden. Dies seien die Henrici- Mafle von A beziig-

lich der Frobenius- bzw. beziiglich der Spektralnorm gebildet. Es gilt speziell fiir diese
Henrici - Mafle:

(14t - 101"

2 _ 12
[ham - 310
i=1

Es ist stets Ay (A4 ) ¢ AF(A ).

A(4)
(1.5)

[S17
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Definition 1.5:

2m,2m

Sei E eR mit E = [E] = [eij] fiir m > 2 eine reelle Block-
{si,) sm 1s1,) ¢2m

1}

matrix. Wir bezeichnen E als Elementarmatrix, falls fiir ein (p,q) mit 1 < p < q ¢ m gilt

Eij = I-Eij fiir alle Paare

(1,j) ¢ { (1,j) | 1 ¢4, m und (i,3) # (p,q),(p,q + m),(p + m,q),(p+m,q+m) } (1.6)

Damit unterscheidet sich E nur in einer (p,q) - Restriktion von der Einheitsmatrix. Das
Indexpaar (p,q) heifit Pivot und der zum Pivot gehtrende Matrixblock E_ heifit Pivot-
block.

Bemerkung:

Durch die Durchfithrung von Ahnlichkeitstransformationen mit Elementarmatrizen wer-
den nur zwei Zeilen und zwei Spalten der Matrix transformiert bzw. eine Blockzeile und

- spalte.

Ein Algorithmus, der aus einer Reihe von Ahnlichkeitstransformationen mit Elementar-
matrizen besteht, ist neben der Form der Transformationen und deren Wirkung auch
durch die Auswahl der Reihenfolge der verwendeten Pivotpaare gekennzeichnet. Zur Be-

schreibung der Pivotauswahl benutzen wir folgende Bezeichnungen:
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Definition 1.6:
Sei A¢R ' beliebig. Es sei Ni=n-(n-1) und P o:={(1,j) | 1<1j¢n und i# }. Fir

ein elementweises Verfahren werden alle Nichtdiagonalelementen a;, als Pivotelemente

P
verwendet. Wir sagen, dafl ein Zyklus des Verfahrens aus der Folge von Ahnlichkeits-
transformationen besteht, die jedes Nichtdiagonalelement genau einmal als Pivotelement

benutzen. Das Matrixelement anq fir p#q wird dabei als ((p,q)-tes Pivotelement ver-

wendet, wobei

p-1
(P = {LNL (p@)i=a -p+ Y (- i) (L.7)

1=1

Diese Reihenfolge wird als zeilenzyklische Pivotstrategie bezeichnet.

Bezeichnung

Zur Beschreibung der jeweiligen Standes des Verfahrens fithren wir folgende Nummerie-

rung fiir die Folge der transformierten Matrix A ein.

Al = [ Ai; ] sei die Matrix nach dem | -ten Zyklus
1gi,j ¢m

Akl [Ai;('l ] sei die Matrix nach k Ahnlilchkeitstransformationen
fgi,j ¢m

im (1+1) -ten Zyklus

Definition 1.7:

2m, 2m

Se1 AeR mit A= [A-- ] , m >2, eine reelle Blockmatrix. A heifit
f¢i,] sm

1)

. . 2m, 2 . . .
J - symmetrisch, falls eine orthogonale Matrix J ¢ R "1 existiert mit

At=J - A-J (1.8)
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Bemerkung:
Falls A J-symmetrisch ist, ist das Produkt J- A symmetrisch. Wir betrachten in dieser

Arbeit J - Symmetrie bzgl. der Matrix

J= [ I O] R m, wobei I die Einheitsmatrix im B ' ist.
0-1

Definition 1.8:

Sei ReR°™™

mit R = {Ri]-] mit m 2 2 eine reelle Blockmatrix. R heifit
1¢i,jsm

. . 2m,2 - .
J -orthogonal, falls eine orthogonale Matrix J ¢ R "™ existiert mit

R'=J-RT.J (1.9)

Bemerkung:

Die Inverse J - orthogonaler Matrizen 1st also sehr einfach zu berechnen. Verwendet man
fir Ahnlichkeitstransformationen J -orthogonale Elementarmatrizen, so ist die J-Sym-
metrie eine Invariante der Transformation. Dies ermdglicht die Ausnutzung der J-Sym-

metrie bei der Auswahl der Pivotelemente.

Fiir Blockverfahren, die in der Klasse der J -symmetrischen Blockmatrizen arbeiten und

auf J - orthogonalen Elementarmatrizen basieren, verwenden wir folgende Pivotstrategie.

Definition 1.9:

Sei AeR™'™ eine J - symmetrische, reelle Blockmatrix. Es sei M := m-(m-1)/2 und

es sei Q :={(}j)]1¢i<j<¢m} Fir ein die J-Symmetrie ausnutzendes
Blockverfahren werden alle Nichtdiagonalblscke A_. mit p < q als Pivotblscke

verwendet. Der Block A, wird dabei als ¢(p,q) -ter

T S
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p-1!
#: Q= {LsM}, (p@)i=a-p+ Y (m =) (110)
ial

Diese Reihenfolge wird als zeilenzyklische Pivotstrategie bezeichnet.

Schliefllich fithren wir noch folgende Bezeichnung ein, die den gewiinschten Endzustand

der Blockdiagonale nach Durchfiihrung des Verfahrens beschreibt.

Definition 1.10

2m, 2m

Ser A ¢R mit A= [ Aij] eine reelle Blockmatrix. Wir sagen die Matrix

I¢i,jsm

A besitzt Murnaghan - Form, falls A eine 2x2 - Blockdiagonalmatrix ist mit normalen

Diagonalblécken, d.h.

A = diag(A,,,...,A,,), wobei die 2x2 - Matrizen A;; von der Form

A =[2 0 ] oder Ay = Behi ImAidgng (1.11)
0 ’\i+m -Im Al Re Al

Hierbei sind A; fiir j = 1,...,2m die Eigenwerte der Matrix A.
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2. Bin erstes Jacobi-dhnliches Annullierungsverfahren

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit einem ersten primitiven Verfahren zur Berechnung
der Eigenwerte einer Matrix A€ ( *P ) die getrennte Eigenwerte besitzt. Es soll zur
Veranschaulichung des aufwendigen DBeweises der asymptotisch quadratischen

Konvergenz von primitiven Verfahren dienen. Es gelte

iz

Hierbei sei A; € { der i-te Eigenwert von Afiiri = 1,...,n.

Dabei verstehen wir unter Primitivitit, dafi Ahnlichkeitstransformationen zur direkten
Annlierung einzelner Auflerdiagonalelemente eingesetzt werden wie es beim klassischen
Jacobi - Verfahren durch orthogonale Drehungsmatrizen geschieht. Die Benutzung ortho-
gonaler bzw. unitérer Ahnlichkeitstranformationen kann bei nichtnormalen Matrizen
nicht zum Ziel fithren, da diese zusitzlich in ihrer Norm reduziert werden miissen, um
Diagonalgestalt bzw Blockdiagonalgestalt zu erlangen.

Deswegen arbeiten wir mit nichtunitdren Elementarmatrizen, die in komplizierteren Al-
gorithmen zur Normreduzierung eingesetzt werden. Bei einer Normreduzierungstaktik
gestaltet sich allerdings die Berechnung der zugehorigen Parameter sehr kompliziert, da
bei Transformationen mit Elementarmatrizen zwei Zeilen und zwei Spalten verindert
werden, so daff die Verinderung von 4-n Matrixelementen bei der Norménderung be-
riicksichtigt werden muf.

Einfacher ist es, direkt ein einzelnes Matrixelement auf Null zu transformieren. Die
Parameterberechnung ist in diesem Fall elementar, allerdings ist fiir eine solche Trans-
formation in der Regel nur im asymptotischen Grenzfall kleiner Auflerdiagonalelemente
der Matrix mit einer Normreduzierung zu rechnen, da die Linearkombination der
Pivotzeilen bzw. -spalten insgesamt trotz Annllierung der Pivotelemente in der Summe

normerh&hend wirken kann.
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Durch zeilenzyklische Anwendung von Ahnlichkeitstransformationen wird in dem jetzt
beschriebenen Algorithmus versucht, die Auflerdiagonale der Matrix A zu annullieren.
Dabei wird die einfachste mogliche Taktik eines primitiven Verfahrens verwandt, indem
wir mit zwel Drelecksmatrizen mit jeweils einem reellen Parameter die aktuellen Pivot-

elemente annullieren.
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2.1 Die Transformationsmatrizen
Alle Jacobi - dhnlichen Verfahren gehen von mdglichst einfachen Transformationsmatri-

zen aus. Sie unterscheiden sich nur in einem einzigen Matrixelement von der Einheits-

n,n

matrix, dem Pivotelement an der Stelle (p,q). Die (1,j) - Restriktionen S;;. , T.. e €

ij » Tij

der Transformationsmatrizen § bzw. T sind dabei gegeben durch

qu:=[1 X]und’rpq:=[1 O]mitx,yea: (2.2)
01 y 1

Die Transformationsmatrizen sind nichtsinguldre Dreiecksmatrizen. Daher ergeben sich
besonders einfache Formeln fiir die Matrixelemente der transformierten Matrix A . Die

Parameter x,y der beiden Matrizen werden so bestimmt, dafl die Pivotelemente apq und

agp verschwinden. Es gilt

3gp =0
. .
X = ;;——‘:—q—— fiiraqq#app
q )
y = 0 (23&3
agp $0:
1 . -
x = 5 '[(aqq - app) - J (2gq - app)2 - 4rag-apg )
.a‘qp )
a - (2.3b
y = 7 :p fﬁrJ (2gq " aLpp)2 - 4rag,can, #0
J (3gq ™ app)® - 4r3gp 2pq ]

Bemerkungen

Die in beiden Parametern x und y auftretende komplexe Quadratwurzel ist nur bis auf

ihr Vorzeichen eindeutig bestimmt. Fiir eine beliebige komplexe Zahl z := a + 1-8¢ €

gilt

o [T o T
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Fiir die Parameterwahl ist lediglich wichtig, daf bei x und y dieselbe Quadratwurzel zu-
grundegelegt wird. Wir verwenden in diesem Kapitel stets die positive komplexe Qua-
dratwurzel.

Die Parameterbestimmung zur Annullierung der Pivotelemente ist nur dann wohldefi-
niert, falls die Elemente der Diagonale im Pivotblock ungleich sind. Dies fiihrt auf die

Forderung aqqqﬁapp fir die untransformierte Matrix bzw. auf die Forderung

] (agq" app). - 4134y 3, # 0 fiir die Matrix nach der Transformation mit $. Wir wer-
den spiater eine Voraussetzung an die Gréflenordnung der Auflerdiagonale der Matrix A
stellen, die beide Forderungen garantiert. Im Fall a;, = 0 wird nur eine Transformation
durchgefiihrt. Daher wird T mit y = 0 zur Einheitsmatrix gesetzt. Damit ist die Wir-
kung der Ahnlichkeitstransformationen auf die Matrix A an der Pivotstelle (p,q) festge-

legt. Es gilt

- R
A =7 .5 -A-§-T (2.4)
aj; = a;; fur (1,j) £ {p,q} sowie 5‘pq = 5‘qp =0 (2.5a)
89 = 3gq * X*3gp W (2.5b)
8pp = pp - X+3gp )

ajp, = (1 + x-y)-aj, + ¥-a;4

giq = 34 * X-34

) fir i) #(pa) (2:50)
ag = (1+ x-y)-aq]- Y a,

a

pi = 3pj T X 2

Die Formeln (2.5) machen die Méglichkeit der effektiven Implementierung des Algorith-
mus auf Paralellrechnern deutlich, da die neuen Matrixelemente lediglich Linearkombi-
nationen von Zeilen bzw. Spalten der alten Matrix sind. Gleichzeitig erkennt man die

Stabilitat des Algorithmus bei kleinen Parametern x und y.
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2.2 Definition eines Zyklus des Verfahrens

Seide€”" und (p,q)eP, = (1,...,n}x{1,...,n}\{(3,1)]iel,....,n und i < j} ein gegebenes

Pivotpaar. Die Pivotelemente werden in zeilenzyklischer Reihenfolge gewéhlt:

(1,2)(1,3)(1,11-1)(1 ,l'l)
(23) .. (2 q )
(n-1 n)

Ein vollstindiger Zyklus besteht folglich aus N := n+(n-1)/2 Transformationen, so dafl

jedes Nichtdiagonalement einmal als Pivotelement benutzt wird. Setzen wir

p—1
C:Py= {LN} ((P@)i=q - P+ Y (n-i), (2:6)

i=1

so werden die Matrixelemente ang und P als {(p,q)-te Pivotelemente annulliert. Sei

a
q
A’ die Matrix nach dem i-ten Zyklus. Uber den (i+1)-ten Zyklus wird die Matrix

A’ € C™'" wie folgt transformiert:

A
o,i i-! i1 i i i
AR [T“’] - [s"'] A S P Gk e {1,N), ieM (27)
A

Hierbei ist das zu § ot und 7" gehdrende Pivotelement iiber (2.6) durch die Zuord-
nung k = {(p,q) gegeben. Wir bezeichnen mit hochgestellten Indizes die laufende Num-
mer der Transformation und die aktuelle Nummer des Zyklus. Damit ist A ° die vorge-
gebene Startmatrix und A ' = A" die Matrix nach dem i-ten Zyklus, da ein Zyklus

aus N Ahnlichkeitstransformationen besteht.
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2.3 Abschitzung der Winkel bei asymptotischer Betrachtung

Ein derart einfaches Verfahren, das lediglich durch sukzessives Nullsetzen der Pivotele-

mente und a__ versucht, eine Matrix A auf Diagonalgestalt zu bringen, kann nicht
%pq 9 gona’g 8

P

global konvergent sein. Wir begniigen uns daher damit zu untersuchen, wie sich das Ver-

fahren bei bereits kleiner Auflerdiagonalnorm S{ 4 ) verhilt. Es sei folglich

[ ] 5
S(A):= la;; [# ] <= mit §aus (2.1) (2.8)
L%:l e

Lemma 2.1:

Mit Voraussetzung (2.8) gilt fiir die Abstinde zweier Diagonalelemente der Matrix A:

lagg - appl 20.98-6 firp#q. (2.9)

Beweis:
Mit Hilfe der umgekehrten Dreiecksungleichung und des Satzes von Gerschgorin, in der

Frobenius - Norm angewandt, gilt:

lagq = appl 214 = Al = [Aq - agql - |A; - app |
n R _}
> 6 '2'[Z|aijl]
i,j=1
12j
-5 - 2.5(4)
) -2 .5 = 0086
100
°
Bemerkung:

Der Hilfssatz zeigt, dafl fiir beliebige Pivotelemente a_stets a gilt. Ebenso folgt

pp ¥ 3gq

nach der ersten Transformation mit der elementaren Matrix T, daf§

J (3gq - app)z - deagay > J 0982 . & - 4-S(A) 25~J 0.982 - 0.04 >0

ist. Damit sind die in (2.3) definierten Parameter unter der Voraussetzung (2.8) stets

wohldefiniert.
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Lemma 2.2:

Unter der Voraussetzung (2.8) gilt:

|x| ¢ 1.0205144 - ﬁ;il Iy ¢ 1.0205144 - ﬂ;“-— (2.10)

Beweis: Fiir a,, = O ist y = 0 und es gilt

lapql
x| < Pa’__(S(A) _gg04.34)
lagq - appl 0.98-6 )

Fiir agp # 0 gilt:

a. - a [ 1 a
|x|5—u-!1-J1- *pa ‘“’2 und
2-agp (agq - app)
2 2 2
| 4apq 3gp l . 4-|apq + ag, ) 45%(A) ) 20824656-10'4
9 | ~ 9 - s - 7
(agq - 2pp) lagq - appl 0.98- ¢

Setzen wir f(€) := |1 - yT = | fir € ¢ R, so folgt fiir |¢] ¢ 2.084-10*

£(6)] = —— ¢ —1L - = 0.50005207 =: C  und damit
2y =T 2(1 - 2.083-10%)?

- a 4 Jag | - lagp |
|x|s|ah"p M[.o. P T® 9. 0. S(A) _ g 0005144, S(4)
2-a lagq - app[2 0.98-6 )
1
ly| ¢ Bapl ,
lapp = agql J 1. tlaggl lagpl
l2gq - 2ppl”
1
< 2l - ¢ 1.0205144. 5(4)
lap, = agql (1 - 2.083-10°* )2 8

Damit sind die Parameter bei kleiner Auflerdiagonale ebenfalls klein.
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2.4. Auflerdiagonalwachstum pro Transformation

Im weiteren leiten wir eine Formel fiir den maximalen Zuwachs der Aufierdiagonalnorm
S(A ) unter den Voraussetzungen des Abschnittes 2.3 her. Wir formulieren zunichst die

Aussage.

Satz: 2.3:

Es gelte (2.8) und sei weiter (p,q) € P_ ein Pivotpaar, dessen Annullierung zu einem
Vergrofierung von S( A ) fiihrt, d.h. fir die transformierte Matrix A gilt S(j) > 5(A).

Dann gilt:

(1) Die nach Formel (2.3) zur Annulierung von a,, und ag, gewihlien Parameter

x,y € € geniigen den Abschatzungen:

x| 51.0205144.7-[%i1]2 und |y|s1.0205144.7-[§%’il]2. (2.11)

(2) Fiir den maximalen Auflerdiagonalnormzuwachs pro Transformation gilt

SAA) ¢ [1 ; [7-5%:“-2]2]-32(,4). (2.12)

Hierbei ist v = 2.073381.

Bewelis:
Wir betrachten die Differenz von S(x&) zu S(A ) bei einer Ahnlichkeitstransformation,

die zu einem Zuwachs in S(A ) fithrt. Es gilt:
S(A) > S(A) &

n n
Tom (s xyf? o 1502 - 102 (lagl? + fag 12+ 191 Y (lagsl? + faggl?) +

izp,q izp,q

n
2 - Re[(y + X +xy2)-2 (aip-ajq - aqi-api)] > ael? + lagl?
12p,q

=

T > lapgl? + lagl®




Wir betrachten im weiteren das Verhalten des Terms T. Es gilt:
ITIe (1912 + 1L xyl? o 1x] - 1+ [Re(y + x +xy?)| ] - 5%4)
Unter Verwendung der Abschétzungen fiir x und y aus Lemma 2.1 ergibt sich

IT| ¢ 2.073381- [%A—l] SYA) (2.13)

Wir setzen zur Abkiirzung v := 2.073381. Wir zeigen nun mittels Induktion iiber i fol-

gende Zwischenbehauptungen fiir alle 1 > 2:

x| ¢ 1.0205144- [SgA )] , [%A ).7] ;?:(%)i

(2.14)

ly| ¢ 1.0205144- [Sg/i)] . [st A )..,]:gi(*)j

Induktionsanfang (i=2):
Fiir |T| gilt die Abschitzung (2.13). Mit der Voraussetzung der Zunahme der Aufierdia-

gonalnorm folgt wegen Ia'qu2 + Iaqpl2 ¢ T fiir die Pivotelemente die Abschétzung:
3 }
lapq S\/Ty.S(A).[iS_%_A_l] und |ag,| gﬁ.s(A).[_S_gAl]

Diese Abschitzung verwenden wir, um die Abschatzungen fir die Parameter x,y € € zu

verbessern. Es folgt nach (2.3)

|x| ¢ 1.0205144. [SgA )] , [S(éA)”y]%

ly| ¢ 1.0205144 - [S%Al] , [SESA ).7]%

Damit ist der Induktionsanfang gezeigt.

Induktionsvoraussetzung:  Die Formeln (2.14) gelten fiir ein i 2 2.

Induktionsschritt (1-1 + 1)
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Durch Einsetzen der Induktionsvoraussetzung in die Abschitzung von |T| folgt:

IT] ¢ { 2- 1.02051442-
+ 1.02051444.

+ 1.02051442.

+2-1.0205144 -

+ 1.02051443.

= SY(A)- [5!;4_).] :
6

{ 2-1.02051442.

+ 1.0205144°-

+ 1.0205144%.

+ 1.02051443-

Wegen %ﬂ-fy ¢ 2.07034-0.01 ¢ 1 gilt [%il-y]

5(4]].
L § .

[S(A)]
L §

-4

5(4)]).

[S(4)].

)

-6

6

S(A)

'[sm.,,

]

5(4)] .

L4

S(4)] .

S(4)] .

L §

-6

(S(A)] [

+ 2-1.0205144 }

)
<1 fiir k € {1,2,3} und man

kann den Term innerhalb der grofen geschweiften Klammer durch 4 abschétzen. Es

folgt insgesamt

S(4) :

IT) es¥a) - [BA)).|

é
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Unter der Annahme einer Transformation mit Normzuwachs folgen hieraus verbesserte
Abschétzungen fiir die Pivotelemente a,  und a
il
b orgoay b S
Japal $V7-5(4)- (AA)7 - [BLALo]7 %

AN 54y Y3 S
Iac,pls\ffy.S(A)-[ES ] [g o]0

Mit Hilfe dieser Verbesserungen erhalten wir schliefilich neue Abschitzungen fiir die Pa-

rameter x,y € €. Es gilt:

(Ix],1y1)¢ 1.0205144.[SESA )].[SEA).A,]?Z(%)"

Die letzte Formel ergibt sich mit Hilfe der Gleichung #- El(-})j = 53(%)5 - %. Damit ist
der Induktionsbeweis gefiihrt.

Die angegebene Abschatzung ergibt wegen lim S‘( 1) = 1 die Behauptung (1). Es ist

I~
SHA) = SA) + T - |apgl® - lagpl® ¢ 5(4) + |T|
Mit Behauptung (1) folgt wie im obigen Induktionsanfang die Abschitzung:

] < sa) - (AL o

Einsetzen liefert schlieilich

A) < $24) + 4) - LA 2 = 9a) - 14 [HAT] ]

Bemerkung:
Mit Hilfe von [8%1]2 ¢ 10™* gemif Voraussetzung (2.8) folgt eine absolute Abschit-

zung fiir den maximalen Auflerdiagonalnormzuwachs. Es gilt

SAA)<(1+ ¥-10)-5%A) unddamit S(A) ¢ 1.000215-S(4). (2.15)
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2.5 Das Wachstum gekoppelter Matrixelemente

In diesem Abschnitt betrachten wir das Wachstum der Matrixelemente in den beiden
durch die Pivotwahl gekoppelten Spalten p und q der Matrix A . Wir schaffen mit Hilfe
der angegebenen Abschitzung eine technische Voraussetzung fiir den abschliefienden

Konvergenzbeweis im folgenden Abschnitt.

Lemma 2.4
Es gelte (2.8). Sei A die durch die ¢ p,q) -te Transformation erzeugt. Dann gilt fir die

in dieser Transformation erzielten Verinderung
1ap; |2 4 |3 [2¢(1+ 3.1246-10"‘)-(|an |2 + lag 12) (2.16)

Beweis:

Laut Transformationsformeln (2.5) gilt:
Et |

1+ x-y)ay - y-a

10512 Jag 17 - 2R (3+(1 + x-9)-ag; a5 | + Iy1% lay

+ jag |? - Q-R;e[x-aqj -apj] + |x]?|ag |2

([1exey |+ |x]%) Jagi 2 + (1 + |51 ]y 12

- 2-Re [(x + y-(Lex-y))-ap; -aqj]

¢ [max (1o 24 x5 L+ (917 4 Re fx 4 yo(Toxen)] | - (lagg 12 + lag 19

+'5q1|2
2 a 12
I* + lay; - x-aq|

|2

Nach Lemma 2.2 gilt (|x],|y|) ¢ 1.0205144 - 5%*11 ¢ 1.0205144-10°2.

Es folgt:

#lag 12 <+ 3 Ix12 + (219 (lagg [ + lag 1)

<(1+31246-10°%) - (Jag; |2 + lag; )

‘ap] i2
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2.6 Die Zugehorigkeit der Diagonale zu festen Eigenwerten
Bei geniigend kleiner Auflerdiagonale stellen die Diagonalelemente der Matrix A Nihe-

rungen fiir die Eigenwerte der Matrix dar. Im fortgeschrittenen Stadium des Verfahrens
ist es nun nicht mehr mdglich, dafl ein Diagonalelement im Laufe der Transformation
verschiedene Eigenwerte der Matrix A approximiert. Dies ist die Aussage des nachiol-

genden Lemmas:

Lemma 2.5:
Es gelte die Voraussetzung (2.8). Sei A, ein zum Diagonalelement a, gehoriger Eigen-

wert. Dann gehdrt zum transformierten Block &, ebenfalls der Eigenwert A,

Beweis:
Laut Definition gilt fiir den Abstand eines zweiten Eigenwertes A, zu At [A, - A | 2 6.

Die Transformationsformeln ergeben fiir die Veranderung der Diagonalelemente mit

a_. =a. + X-a und ap, = A, - X'

qa 99 9P P

und wegen |x| ¢ 1.0205144 - %A)-

11

2
155 - a1 ¢ x| |ag,| ¢ 1.0205144 .-3—55-4-151.0205144.10-4-5 fir i=p,q

Ware nun der Eigenwert A zu Epp gehorig fiir ein beliebiges q # p ,so folgte:

~

lapp - Aql ¢S(A) und Ia.pp - z\pl ¢ S(A )also
|35p - appl 2 [Ag - Agl = (355 - Aql- lapp - A
> § - S(A) - SA4)
> 6 - (1 + 1.000215)- S(A)
2 0.97-6

Damit folgte insgesamt der Widerspruch:

5 -4
0.97-8 ¢ |&,, - ay,| €1.0205144-107-6
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2.7. Nichtdiagonalelementwachstum

Als letzten Hilfssatz fiir den eigentlichen Konvergenzbeweis ben&tigen wir noch eine Ab-

schatzung fiir den Zuwachs der Nichtdiagonalelemente.

Lemma 2.6:
Unter der Voraussetzung (2.8) gilt fiir die durch eine Transformation verinderten Nicht-

diagonalelemente folgende Abschitzung:

] N S( A
5, ] <(1+ 210 |a, | + 1.0205144~-b—t-$——)-laqi |
firj#p,q (2.17)

i i S(A
15,1 €(1+ 2:10°%)- [ay | + 1.0205144.—16—l-|ajq|

Bewels:

Die Transformationsformeln lauten:

a.]p = (1 + X-Y)-a.jp + y~a.jq und a.p] = ap] - x.aqj

Damit ergibt sich sofort

: - S(4
i | <lag | + 1.0205144-—%—l-|aqj|

2
8,1 <(1+ 1.02051442-%-‘3-1) ag | + 1.0205144.—3-&-‘4—14%1

Mit (2.8) erhalten wir aus der zweiten Formel bereits eine der behaupteten Abschit-

zungen. Die erste Abschitzung ergibt sich durch Vergréberung der ersten Formel.



2.8 Asymptotisch quadratische Konvergenz

Mit den Lemmata der vorangehenden Abschnitte sind wir nun in der Lage, die asympto-
tisch quadratische Konvergenz des Verfahrens zu zeigen.
Wir beweisen, dafi bei geniigend kleiner Auflerdiagonalnorm S{A°¢) der Startmatrix

A ° = A die Auflerdiagonalnorm folgender Formel geniigt:
(A k+1) ¢ K(n,6)-5%( Ak) fiir alle k € N, mit K(n,8) ¢ R (2.18)

Der Beweis beruht auf der Addition aller Auflerdiagonalnormzuwéchse der Transforma-
tionen einer Pivotzeile und wird induktiv iiber die Anzahl der Pivotzeilen gefiihrt. Dazu

definieren wir

r r r
§.. = Ia,ij |2 + |a]1

ij 1% (2.19)

wobel der obere Index r das Matrixelement nach der r -ten Transformation bedeutet.

Satz 2.7:
Es sel
S(A°) ¢ 1.000215 ™ - —0— mit N = n-(n-1)/2. (2.20)
100

(1) Dann existiert fir alle p € {0, ...,(n-1)} eine Konstante C, > 0, sodafi gilt:

4 0
z g CP-S—L“-‘——l ,wobei r=¢(p+1,p+2) ist. (2.21)
52

Sij -
icj¢n
lsigp
(ii) Das Verfahren bricht nach endlich vielen Schritten mit der Annullierung der Aufier-

diagonalen ab und die Konvergenzordnung ist quadratisch, d.h. es existiert ein

K(n,$8) > 0 mit

S(AT) ¢K(n,) - SY(A")
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Beweis:

Die Voraussetzung (2.20) garantiert, dafl alle Abschitzungen der vorangehenden Ab-
schnitte iiber die gesamte Dauer eines Zyklus ihre Giiltigkeit behalten, da der Auflerdia-
gonalnormzuwachs gem3f (2.15) abschitzbar ist.

Der Beweis wird per Induktion iiber den Index p der Pivotzeile gefiihrt:

Induktionsanfang (p=0):

Fiir p=0 ist die Aussage leer.

Induktionsvoraussetzung:

Firein p > 1 existiere ein Cp_; > 0 mit

ZS;' SCp-x‘SiEs-‘}ﬂ mit r = ¢(p,p+1)

i¢j¢n
tgigp-1

Induktionsschritt:

Es sei stets r:= ((p,p+1). Fir den eigentlichen Induktionsschritt unterteilen wir die

Matrix A in drei Bereiche:

Bk

+p-te Zeile

Ak = firk=r,...,r +n-p

p—te Spalte

Laut Induktionsvoraussetzung gilt bereits

IB=lz= s < © ,

i<jsn
l¢igp-1
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und es gilt natiirlich || F* “; <|| EF H; <SAAN).

Gesucht ist eine positive Konstante C, > 0 mit
1,p+2 1, p*2 4( 02
” Bl""ﬂ‘P + ern-p ”2 = “ B‘P(P+ p+ ) + RLP(P+ P" ) "2 S C .S A .
E E P §2

Mit Hilfe des Lemmas (2.6) lassen sich alle Matrixelemente in der p -ten Zeile nach Ver-

wendung der gesamien Zeile als Pivotelemente abschatzen. Es gilt:

alttP| ¢ (1 + 2.10)3 - JattiP| + Y 1.0205144771 10205144 -(—l aryi-pl
(

1=) +1
n .
Jaf™P| (1 + 2:10%p - [afpiP| + Y 10205144 1.0205144--31%2.]#;@-%
i=) +1

Quadrieren der Formel mit anschliefender Anwendung der Cauchy - Schwarzschen Un-

gleichung ergibt:

,a;m pl2 <2-(1 + 2- 10-4)2(n-]) l r+)-p|2

2
‘2 [ 2 1.0205144™% 1,0205144- i_l ;am-p-q]

i=j +1

€2-(1 + 2-107)21). [artipy2

2
[ 2 1.02051442(n-1) [10905144 _(_l] Z lam-p-llz]

i=j +1 i=) +1

¢2-1.0002207). | [arsip|2 1.0205144- -i_l AFeiopel|2
P] 1j

i=j 41 i=) +1

Eine analoge Formel gilt fir [a] P |2. Nun kénnen wir die Quadrate aufsummieren:
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n
pY S
j=p+l
[ 21 00022(11-]) 21 00022(n-i) . 2 2 r+i-p-i [1 0205144 _(_l] }
J=p+! jzpt! i=j e1jepel
<
n o
21-00022(“'j)- S;jj P .
j=p+1
{Z 2 1. 00022(n-]) r+1—P l] 2 [1 0205144 M]Q]
)
1=p+2 je=p+l i=p+2
Es gilt
i-1
2 S1”+1-F"‘ < “ Fr“2 < SZ(A N)
j=p+i
Damit folgt
n
ZS;; P ¢2.1.00022-P) .
j=p+1
n .
0 $)=D~-
[ Z’S;,-: P+ (n-p-1)-1.02051442- [ ] {2 2 Feiop ”
1=p+2 J'P*l

1=p+i
Die Parameter x,y waren so gewahlt, dafl die Pivotelemente verschwinden, also

r*] p r+ -
3, ] P20 und E + P_
Pj

jepel

Insgesamt folgt

= rene NS NS
ZS;jn ® $2:1.0002(P) . (n-p-1)-1.0205144- §£§_l : Z (AN
izp+2

j=p+l
o 4 Fig2
¢ 2.1.000220P) . (n-p-1)-1.02051442. [SA )" (n_p-1).5%4F)




N
4
¢2-(n-p-1)2-1.02051442(np) . S(A )
82

N
C(a ,p) -—Si%f—L

>4

Damit folgt fiir die p -te Zeile und Spalte:
N
4
| 2P I < Olnp) LA

Fir die Matrixelemente im bereits transformierten Bereich B gilt, dafi sie bei Transfor-
mationen der p -ten Zeile entweder iiberhaupt nicht verindert werden oder gerade zwei
Zeilen bzw. zwel Spalten gekoppelt transformiert werden. Daher kénnen wir zur Ab-

schitzung von || B™"P ||2 das Lemma 2.5 verwenden. Es folgt:
| B*oP (|2 < (1 + 3.1246-10")-|| Bron-p-! |12
<. ¢(1+3.1246-104)P.|| BT ||2

N
4
<1+ 3.1246.10-4)D-P.cp_1.i‘;4_L
2

Damit erhalten wir

4y 2 § as 4 ¥
| BEoP + RTOP 2 < (14 3.1246~10-4)"'P-cp_,-—S-fs—“‘—l + C(n,p)~—s—-§A—L
2 2

4 N
¢ [(1 v 3.1246-107)"P-C, + C(n,p)] -%—l
4
= Cp .S_(A_l.
52

Damit ist der Induktionsbeweis gefiihrt.
Durch sukzessive Benutzung aller Zeilen der Matrix als Pivotzeilen erhalten wir schliefi-

lich nach N=n(n - 1) Transformationen:

N
4

NE [2=1B" + R |2 ¢op- 3XA )
E E 52

Mit S(A ") ¢ 1.000215 - S(A ) folgt insgesamt

N
1E" || =s(4") SJE; -&6‘4—1 ¢ 1.000215"-1(:—N .KGA_"L
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oder
S(A™) <K(n,8) - SHA°) mit K(n,6) := 1.000215".jc_N -(-‘;- N = n(n-1)/2

Damit ist die asymptotisch quadratische Konvergenz gezeigt.

Bemerkung:

.8 verwendete Konstante C ist Losung folgender linearer Differenzenglei-

Cp= (1 + 3.1246-107%)"P-C,; + 2(n-p-1)?-1.02051442P)  mit C = 0.

Die Lésung 1afit sich abschatzen durch die Losung der folgenden linearen Differenzenglei-

chung mit konstanten Koeffizienten:

Co= (1 +3.1246-10°4)0 - 6p_, + 2+(n -1)"-1.0205144™ mit C, = 0.

W N~

-~

1= b +Cpoy # a

) p-!
Die Losung lautet C, = a,-z'b1

1=0

Wegen a, b > 1 folgt schlieBlich die Abschétzung

N-1
Cy¢Cy=a Y bl a-N-b" mit N = n+(n-1)/2.

1=0

Folglich erhalt manK(n,8) ¢ 1.000215 - | aN-b
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Im nachfolgenden Kapitel werden die einzelnen Beweisschritte des asymptotischen Kon-
vergenznachweises auf Blockmatrizen verallgemeinert und so auf ein primitives Verfah-
ren angewendet, das fiir J-symmetrische Matrizen konstruiert ist. Der bis jetzt be-
schriebene Konvergenzbeweis ist relativ einfach ausgefallen, weil wegen der Forderung
der einfachen Eigenwerte mit Mindestabstand § > 0 eine wesentliche Schwierigkeit des
eigentlichen primitiven Verfahrens zur Diagonalisierung von J - symmetrischen Matrizen
nicht auftritt. Es handelt sich hierbei um die Abhangigkeit aller Abschitzungskonstan-

ten von der Norm der aktuellen Iterierten.
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3. Ein primitives Verfahren fiir Jsymmetrische Matrizen

Wir beschaftigen uns in diesem Kapitel mit einem primitiven Algorithmus zur Berech-
nung der Eigenwerte einer J-symmetrischen Matrix. Das Verfahren transformiert durch
Annullierung von Auflerdiagonalblécken der Startmatrix A die Matrix auf Blockdiago-
nalgestalt. Dabei bleibt die J-Symmetrie der Ausgangsmatrix erhalten. Die Ahnlich-
keitstransformation besteht aus zwei hintereinander auf jedem Pivotblock auszufiihren-
den Transformationen, einer hyperbolischen nichtunitiren Transformation und einer an-
schiieflenden orthogonalen Transformation mit jeweils zwei Parametern. Die Parameter
werden so bestimmt, daff die 4 Matrixelemente des Pivotblockes niherungsweise zu Null
gesetzt werden, da die exakten Gleichungen auf ein nicht explizit l6sbares nichtlineares

Nullstellenproblem fiihren.

Ziel ist es, fiir dieses Verfahren die asymptotisch quadratische Konvergenz nachzuwei-
sen, d.h. bei geniigend kleiner Aufierdiagonalnorm S(A) < € zu zeigen, dafl ein Zyklus die
Grdflenordnung von S(A) von Of¢) auf O(€?) reduziert. Die Pivotwahl soll dabei zeilen-
zyklisch durchgefithrt werden. Die einzige Voraussetzung an die Ausgangsmatrix ist die

Getrenntheit der Eigenrdume der Diagonalbldcke. Es soll gelten

Ac Rm'm, m » 2, A sel J -symmetrisch beziglich J = [ 1o }, ' (3.1)
0 -1

wobeil ¢ R " die Einheitsmatrix ist und

6:= mindist { &;, & } >0. (3.2)

12j

Hierbei sei &, fir k = 1,...,m die Zweipunktmenge, die das Paar von Eigenwerten der
Matrix A, das zum Diagonalblock A, gehort, beinhaltet. Wir gehen dabei von geniigend
kleiner Auferdiagonale aus, sodaf die Eigenwerte der Diagonalbléckke Ay, als

Niherungswerte fiir zwei bestimmte Eigenwerte von A aufgefafit werden konnen.
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3.1 Die Transformationsmatrizen und ihre Eigenschaften

Die hyperbolische Transformation 7 ist folgendermafien gegeben. Es sei A eine reelle
J -symmetrische Blockmatrix mit dim A:=n=2-m. Es sei weiter (p,q) fiir
1 ¢ p < q ¢ m ein fest vorgegebenes Pivotpaar.

¢(p,q)

Dann ist die Transformationsmatrix T mit ¢(p,q) gemif (3.15) fiir das Pivotpaar

(p,q), die den Pivotblock qu annulliert, gegeben durch die Restriktion ’i‘pq:

T o= fcoshy, 0 ] T = [ 0 sinhy,]
1 ' pa’" | .
. 0 coshy, | sinhy, 0 |
mit y,,y, € R (3.3)
_[ 0 sinhy, ] . [cosh y 0 ]
T =] o 2
sinhy, 0 ] . 0 coshy,]

Ty; =1-&;  fir (i) # (p,p)y(Pa)(a,p)(0,9)

Die so definierte zweiparametrige Elementarmatrix T(y,,y,) ist J-orthogonal, aber
nicht orthogonal, so daf unter Ahnlichkeitstransformationen mit T (y,y,) die Matrix A
zwar J -symmetrisch bleibt, aber die Norm der Matrix nicht invariant ist.

Falls es nicht von Interesse ist, auf welchem Pivotblock die Transformation T wirkt, las-

sen wir die Nummer ¢(p,q) der Transformation weg.

Die Matrix T ist stets regular, und sie hat als Funktion der Parameter y;,¥; ¢ R folgende

Eigenschaften

]
by

T(0,0) T(?]*Ypig*h): T(ipiz) + T(Y[)Y2)

(3.4)

P(-yp-7,) T(y,55)" T(y,5,)

Td(YpYz)
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Fiir feste Parameter y,,y, € R und ein festes Pivotpaar (p,q) sei die Ahnlichkeitstransfor-

mation auf A beschrieben durch

At = (Tw(p,q))-l(y“yg) DA (Txp(p.q)) (7,,75) (3.5)

Dann ist A' wieder J-symmetrisch, und es gelten folgende Transformationsvorschriften

fiir die einzelnen (1,j) - Blécke der Matrix A:

pi pp - “pi pq ~ “iqi
firi=1,.mundi#p,q (3.6)
Ali= =T A . + T A

A;m= Tpp ) App ) Tpp - qu ’ qu ’ Tpp * Tpp ) qu ’ qu - qu ’ Aqq ’ qu

A|pq= Tpp ’ App ’ qu - qu ’ qu ’ qu + Tpp ’ qu " Toq - qu ) Aqq ) qu(3'7)
A_-T

Aga=™ “Tap “App " Tpa*t Taq " Agp " Tpa = Tap " Apq " Tag * Toq * Agq - Toq

Fir die p-te und q -te Blockspalte und A, ergeben sich wegen der J-Symmetrie ent-

sprechende Formeln. Fiir spatere Betrachtungen benttigen wir ebenfalls die Transforma-

tionsformeln einzelner Elemente der Matrix A= | a;; . Bei der expliziten Be-
1 igi,jsn

rechnung transformierter Elemente verwendet man die J-Symmetrie der Matrix und
transformiert nur die obere Dreieckshélfte der Matrix A. Deshalb geben wir hier For-

meln an, die auch nur solche Matrixelemente verwenden, die in der oberen Dreieckshalf-

te liegen. Es gilt



ajp, = ajp ch,
t

3 qm = a‘i,qﬂn'Chl
1

3 = 3 - chy
]

i qtm™  3i,qem’ Chl
]

i = i ° ch,
1

3i,q+m™ 3i,qem " Chl
]

api = a5 - chy
1)

a‘q+m,i= a’qﬂn,i'Chl
) -

aiq = a.iq . Ch2
]

3 ,p+n= 3i,pem’ Ch2
]

aqi = a.qi M Ch2
)

a; ,prm = a; ,p+m Ch2
ag; = aq; * chy
)

a; ,ptm = aj ,ptm Ch2
t

aql = aql . Ch2 -
a‘p+m.i= ap-rm,i'Ch?

und weiter gilt fiir die Elemente der Pivotblocke

i,q9+m

ip

i,q+m

i,psm
iq

i,p+m

qi

1,pm

qi

a'p~un,i

qi

sh,

sh,

sh,

° Sh]

- sh,

sh

sh,

sh,

- sh,

sh,

sh,

sh,

- sh,

sh,

sh,

sh,

fiir 1

fiir i

fiir 1

fiir 1

fiir 1

fiir 1

fiir 1

fiir 1

p+l..m undi#q

q+m-1,...,n

1,..,g-1lundi#p

q+l,...,m

m+l,.,p+m-1

(3.8a)

m+l,..q+m-lundi¢p+m

(3.8b)

p+m-1,..n undi#q+m



Bp = A chi 42
%p,pm = 3p,pwm "chychy 4
a‘i)fm,pﬂn = 8pm, pem 'Ch‘%’ -2

‘a

*a

P,q+m

-ch,-sh,

- a -sh?

q+m , g+m

anq “Chyssho - ag, o chy-shi+ag

q, p+m

¢ Ch2 M Sh2 -

.sh?
3q,q°Sh3
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sh, -sh,

,q+m

anq = apg ‘chyschy + a, [ cchypshyt ag oo cchyeshy- a,, . -shy-sh,
a‘lprqﬂn = (-app - aqu,qu)'Chl'Shl t 3, g (Ch% + Sh%)

a'q,p+m = (aqq - a»p+m,p,m)»ch2-sh2 t 8y e (Chg + Sh%) (38C)
a"p+m,q+m = awm’c‘m-chl-ch2 - 8q,qem "Chy'shy - 3, pem +chy-sh, - anq -sh, -sh,
Y = 3qq chj + 2.2y oun Chyeshy - aj, o, sh

3, qgm = 2,qwm «ch,-ch, - 3hem, qem -chy-sh, + a, q -chy-sh, + 3, pem -sh, -sh,
a'.q+m,q+m = a‘qﬂn,qﬂn'Ch? - 2'a‘p,q1»1n 'Chl'Shl = aG,p Sh%

Hierbei bedeutet ch; = cosh y; und sh; = sinh y, firi = 1,2,

Auf die hyperbolische Transformation folgt unmittelbar bei jedem Pivotpaar (p,q) eine

orthogonale Ahnlichkeitstransformation mit der Elementarmatrix U

dermaflen gegeben ist:

U .= cos x,
PP ~ 0
U = [sin x,
P 0

U.. =1.6..

1} 1}

0

cos X,

~

0

sin X,

r »
-sin x,

0

[ cos x,

0

0

cos X, |

fir (1,3) # (p,p)(P,a),(q,p),(9,2)

-

mit XX, € ( —%,

w(p,q)

, die folgen-

71 (39
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Die zweiparametrige Elementarmatrix U(x,,x,) ist J -orthogonal und orthogonal, so daf
unter Ahnlichkeitstransformationen mit U(x,,x,) die Matrix A ihre J - Symmetrie beibe-
halt und gleichzeitig die Norm der Matrix nicht verandert wird.

Fir feste Parameter x,x, € ( - % , %] und ein festes Pivotpaar (p,q) sei die Ahnlichkeits-

transformation auf A' beschrieben durch

At = (Uv(p,q) )-l(xl,x.u,) DA (Ukp(p ) ) (%)

Wie oben lassen wir die oberen Indizes ¢(p,q), die nur bei der Beschreibung eines ganzen
Zyklus des Verfahrens von Bedeutung sind, hier zunichst weg. Dann transformiert sich

die Matrix A' in Blockschreibweise wie folgt:

Api=  Upp Ay - Upg- Ag; T

firi=1,..mundi#p,q (3.10)
A= - U s+ U A |
App= Upp " App * Upp = Upq = Agp  Upp # Upy = Apg - Ugp - Upg » Agq * Ugp
Apg= Upp " App * Upq = Upq " Agp * Upg + Upp « Apq - Ugg = Tpq * Agq * Ugg
Agqa= ~Ugp " App " Upq * Ugq " Agp * Upg = Ugp * Apg * Ugg + Ugq * Agq * Ugg

Fiir spéitere Betrachtungen sind folgende zwei Eigenschaften der Transformation von Be-

deutung, die sich aufgrund der Orthogonalitit von U ergeben:

Il Api Il + |l Agi II

(3} '} 2 ' 2
A I+ DA IS = HAs 12 + 1A Il

] 2 [} 2
I Api o+l Aqi I
F F .
firi = 1,..mund i# p,q. (3.11)

Wegen der J - Symmetrie von A folgt:

S(a) -8 (A ) = 2 Al - 20 A (3.12)

bal;
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Schlieflich bené&tigen wir ebenfalls die Transformationsformeln einzelner Elemente der
Matrix 4' = [a'ij ] . Wir geben die Formeln beziiglich der oberen Dreieckshilfte

i¢i,)sn

der Matrix A an. Es gilt

aj, = ajp "€ - g 8
firi=1,...,p-1
ajqy = ajq " Cp ¥ a'ip . 8
' ' ;
i = i G T dig 5
' ' firi = p+1l,...,q-1
ajq = 3jqCt g c 8y
N . . W (3.132)
i T %i "G i
firi = q+1,....m
aq; = g ¢t a,i * 8
a';nl,i-tm: a{o,iﬂn c &y - a'q,ii»ln |
firi=1,...mundi#p,q
a‘|q',i+m= a'lq,iﬂn "t a‘;a,ifm " 8
a"i',p'tm: a‘li,p-rm *Cp - ali,qﬂn " 8
firi=m+l,.,p+m-1
ali',qﬂn = a; ,qim " Co t aj ,ptm ~ 52
a';;>l+m,i= a‘;aﬂn,i *Co - a‘li,qﬂn * 8y
firi = p+m+l,..,q+m-1
a'i‘,q+m = a"i,q+m Co t a‘;ﬂm,i " 8y
. ? (3.13b)
Spem,i = a;)ﬂn,i PGy - a‘:q+m,i * 89
firi = q+m+1,..,n
alq'-rm,i— a"qﬂn,i TGt a"pﬂn,l " 59
a"i',p+m=a‘.i,p+m * G- ali,qﬂn's‘z T
firi=1,..,mund1i#p,q
a"i ', q+m a"i ,q#m ~ C2 t a"i ,p+m " S2

und fiir die Elemente der Pivotblocke gilt weiter
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% p = G - Zap qCs 3,q°S1

a'p',pq»m = a;:\,p+m *CiC - a’:q,pﬂn *Cot8y - a‘;),qﬂn Cy8y a"q,q-nn *81°8y
a‘;):»m,p+m = a';>+m,p+m'cg - Q'a';:nm,qu "Cy8y 4 a'q<|»m,q+m 'Sg

ap' 4 = a, q (cF-8))- ag 4 oy + an b €8y (3.13¢)
a‘;>.,q+m = a‘;,p'rm "Cy8y - a‘:],p+m *81°8y + a‘;),qﬂn CprCy - a'<:|,c|+m "81°Cy
a"q',p+m = a':q,pﬂn *CyCy - a':q,q+m *C1°8y + a‘;:),pﬂn "Cot8y - a‘;),qﬂn "8 °8y

' 2 2
a‘p+m,q+m '(CQ - 52)' q¢m,qwm "C2° 59

-+

[N [
a‘P"m:qﬂn - ap+mnp*m.C2‘82

[ ' . 2 on! . . ' . 2
3, = 3q,q 1t 23 q7¢y8; 4 %.,p "SI
(]

auq,q+m 'CI'C2 +

1 1
a‘q,p-l-m €8y + a5, q+m "Co°8y +

1 - 1 . 2 o' . . ‘ ] . 2
aq+m,q+m - a‘q+m,q+m Cy + 2 a‘p+m,q+m Co°8y ¢ a‘pﬂn,pﬂn 8y

]
24, qm

Hierbei bedeutet ¢; = cos x; und s; = sin x; firi = 1,2,

13
%, pem "5175;
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3.2 Definition eines Zyklius des Verfahrens

2m , 2m

Sei AeR ' und (p,q) € Q= {(i,i)] 1 ¢i < j < m} ein gegebenes Pivotpaar. Die Pi-

votelemente werden in zeilenzyklischer Reihenfolge gewahlt:

(1,2)(1,3)... (1m-1) (1 ,m )
(2,3)... (2m-1) (2 ,m )
(3.14)

(m-1,m)

Ein vollstindiger Zyklus besteht folglich aus M := m-(m-1)/2 Transformationen, sodaf}

alle Nichtdiagonalbldcke einmal als Pivotblécke benutzt werden. Setzen wir

p—1
¢ Qp = {1 M} ep,@)i=q - p+ Y (m-i) (3.15)

i=1
so werden die Matrixblécke A, und A als ¢ p,q) -te Pivotelemente annulliert. Sei
Ai die Matrix nach dem i1-ten Zyklus. Uber den (i+1)-ten Zyklus wird die Matrix

i om,om :
A eRT wie folgt transformiert:

A =4

o oo I . . .
Ak 1,i = Uk'l} ) [Tk,l] ) Ak,l. Tk‘l' Uk'lfﬁrkf{l,..,M};iGN (3.16)
A1+l :=Al[,1

. . . k; i kl i . . . .
Hierbei sind T ' und U ' die Transformationsmatrizen der k -ten Transformation
im i-ten Zyklus. Der zugehorige Pivotblock ist durch k = ¢(p,q) gekennzeichnet. Damit
. L. . . i+] ¥,i .. . .
ist A" die Startmatrix des i -ten Zyklus und A " = A" die Matrix nach dem i-ten

Zyklus, da ein Zyklus aus M Ahnlichkeitstransformationen besteht.
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3.3 Die Eigenwerte der Blockdiagonale als Niherungen fiir die exakten Eigenwerte

Die beiden Ahnlichkeitstransformationen werden dazu benutzt, die Blockaulerdiagonale
der Matrix A zu annullieren. Dies wird dadurch erreicht, dafl die 4 Parameter der beiden
Transformationen so gew&hlt werden, dafl der Pivotblock n3herungsweise annulliert
wird. Im Laufe der Iteration soll damit die Reduktion der Startmatrix A auf Blockdiago-
nalgestalt erreicht werden. Wie im einfachen Fall der Diagonalisierung einer Matrix
braucht man ein Kriterium, in welchem Zusammenhang die Eigenwerte der 2x2 - Matri-

zen der Blockdiagonale zu den exakten Eigenwerten der Matrix A stehen.

In diesem Abschnitt beschreiben wir das fiir das Annullierungsverfahren grundlegende
Theorem, das den Abstand der Eigenwerte der Blockdiagonale zu den exakten Eigenwer-
ten der Matrix A abschitzt. Neben der Grofie der Auflerdiagonalelemente S{ A) geht zu-
sitzlich das Henrici - Maf} AF(A” ) der Diagonalblocke A;; in die Abschatzung ein. Das
Theorem stellt eine Blockverallgemeinerung der Eigenwerteinschliefungsaussagen von

Gerschgorin dar und stammt von Meyer - Veseli¢ [13].

Theorem 3.1
. . 2m , 2m .
Das Spektrum einer Blockmatrix A ¢ R der Form A = [Aij ] ist enthalten
I¢i,jsm

in der Menge H:

2
(i) Y
Hj=U{ze¢||piJ —z ¢ ! -2||Ajk||F} baw.  (3.17a)

2
(1) 1
H=J{eeel 1 ol [1@mFT - 0] ZuA,ku} (317b)



Hierbel 1st p? ) der i - te Eigenwert des Diagonalblockes Ay firi =12, und es ist

1]
> A,
i
Die Norm || ”F ist dabei die Frobenius - Norm und AF das in der Frobenius - Norm be-

rechnete Henrici - Ma$.

Beweis:

Der Beweis ist bei Meyer [14] nachzulesen.

Bemerkung:

Die Blockveraligemeinerung der EinschlieBungsaussagen nach Gerschgorin lassen sich
auf beliebige Blockeinteilungen der Matrix A anwenden. In unserem Spezialfall haben al-
le Matrixblécke die Dimension 2. Im Falle normaler Diagonalbldcke A, ; ist das Henrici-
Maf} AF(Aj j)=0 und damit y; = 0, so daf die EinschlieBungsmengen H; sich zu di-
rekten Blockverallgemeinerungen der Gerschgorin - Kreisen reduzieren und lediglich die

Norm der Auflerdiagonalblécke einer Zeile eine Rolle spielt.

Bemerkung:
Fiir nichtnormale Diagonalblocke A;; geniigt es, die Grofenordnung des Produktes

m
AAD - ) AL
ks
zu kontrollieren. Ein iteratives Verfahren, daff eine Folge von Matrizen ( Ai )i e

zeugt, fir die
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n

lim AF(A;]- )Y A I =0 firallejel,.m (3.19)
ki

gilt, transformiert eine Startmatrix A auf Blockdiagonalgestalt und die Eigenwerte der

Blockdiagonale approximieren die exakten Eigenwerte der Matrix A. Die Genauigkeit

der Niherungen fiir die Eigenwerte ist durch die rechte Seite der Ungleichung in der De-

finition der H; gegeben. Sie besagt, daf einfache Eigenwerte pgj )einen Fehler der Gro-

.

Benordnung S{ A) im Vergleich zu den exakten Eigenwerten A. haben. Bei doppelten, de-
& W 4y i ’

fektiven Eigenwerten pgj Jsinkt die Genauigkeil auf die Grofenordung JS(A). Dazu

schauen wir uns das Henrici - Maf AF( A) genauer an.

J - symmetrische 2x2 - Matrizen sind leicht zu charakterisieren. Es gilt

Hilfssatz:

Sei A = [ ; 3] eine reelle, J -symmetrische Matrix.

A ist genau dann normal, falls a = d oder b = 0 gilt.
A ist genau dann defektiv, falls | a - d | = 2-|b| #0.

Das Henrici - Maf als Ma# fiir die Abweichung von der Normalitit ist gegeben durch
AF(A)=min{Ia—dl,Q'lbl}s“AllF (3.20)

Beweis:

Fiir eine reelle, normale Matrix gilt AT-A = A-AT. Es ist

AT.A = [(a?+b?) b(a-d) ] und A-AT = [(a2+b2) b(d -a) ]
b(a -d) (b2+d2) b(d -a) (b2+d2)
Es folgt

AT.A=AAT=b(a-d)=0 &@b=0oder{a-d) =0
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Eine defektive 2x2 - Matrix mu8 einen doppelten Eigenwert A besitzen und es mufi b # 0

gelten. Bs folgt

(a-A)2-b2=0 (d-A2-b2=0undb-(a+d-22)=0.
Es ergibt sich somit A = (a + d)/2 und damit

la-d|=2|b]20

Das Henrici - Maf§ AF(A) in der Frobenius - Norm ist gegeben durch

L4

B ={IAL-Y @} <Al
i=1

wobei g, und g, die beiden Eigenwerte von A sind mit

1
7
#l2=a+d*l‘[(a_d)2_4,b2]
' 2 2
1

und || A ”I« = [a2 +2-b? + d2]2 gilt.
Fir | a - d | 22-|b]| sind die Eigenwerte reell, und es gilt

p2 = a? - 2.b? + d?

-

i=1

Fir | a - d | < 2-|b] sind die Eigenwerte komplex konjugiert, und es gilt

0

4

2 [ ]2 = 2-(Re p)? + 2-(Im p)? = 2-a-d + 2-b?

1=1
Es folgt

”A||2 ‘il#'|= (a-d)? fir|a-d] <2-|b}
e 4-b*  fir|a-d| 22-|b|

Damit gilt

A (A) = min{ la-d| ,2-|b|}
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Bemerkung:

Die Zeilensumme einer Auflerdiagonale ist durch die Auferdiagonalnorm S(A) ab-

schéatzbar. Es gilt

3 Al svET -{2||A,-ku§]§s%-sm

ks ks

Daher geniigt es, innerhalb des Verfahrens die Produkte AF(A]-]- ) - S(A) firj=1,...,m
zu kontrollieren. Der asymptotische Konvergenzbeweis beruht im wesentlichen darauf,
dafl bei geniigend kleiner Auflerdiagonale S( A) die Henrici - Mafle der Blockdiagonale be-
schrinkt werden konnen. In diesem Fall stimmt die Genauigkeit der Niherungswerte fiir
die Eigenwerte und die Konvergenzgeschwindigkeit des iterativen Verfahrens mit der

Groflenordnung von S(A) iiberein.

Bemerkung:

Theorem 3.1 erlaubt, Niherungen fiir die exakten Eigenwerte auszurechnen, obwohl die
Norm der Matrix wahrend der Iteration anwéchst. Die bekannten Jacobidhnlichen Ver-
fahren benutzen entweder unitire und damit nicht normverindernde Transformationen,
oder im Falle nichtunitirer Transformationen werden die Parameter so bestimmt, daf§
eine Normreduzierung garantiert ist. Der Satz von Meyer - Veseli¢ zeigt, dafl ein be-
schrinktes Normwachstum durchaus méglich ist und trotzdem Approximationen der Ei-
genwerte berechnet werden kénnen. Diesen Aspekt werden wir ausnutzen, um einfachere
Parameterbestimmungen verwenden zu kénnen, die die Rechengeschwindigkeit des Ver-

fahrens positiv beeinflussen, aber ansonsten keine Normreduzierung garantieren.

[




51

3.4 Die nadherungsweise Bestimmung der Parameter zur Annullierung des Pivotblockes

In diesem Abschnitt wollen wir beschreiben, wie die 4 Parameter y; und x; der hyperbo-
lischen Transformation T bzw. der orthogonalen Transformation U zusammenwirken
miissen, damit die vier Matrixelemente des Pivotblockes Ay, annulliert werden. Die
Transformationsformeln (3.8) und (3.13) ergeben fiir die Elemente nach beiden Transfor-
mationen unter Verwendung der Abkiirzung s; = sin x;, ¢; = cos x;, sh; = sinh y; so-

wie ch, = cosh y; fiir1 = 1,2 folgende Formeln:

g = € cos(2x

cos(Qx [ -chy-ap, + chy-shy-ag o + chyeshy cay oo - shl-shz-apm'qm]

0.5-s n(2x,)-(a'qq - a'pp)

\—/

- Q sin(2x,) - [chg 3gq + 2:Chy-shy-a - sh§-a

q, p+m p+m, p+m (3,213)

- ch%'app - Q'Chl-shl-ap,q,,m + sh",’-aqmlqm] =:F(x,,5,,¥9,%,)

ay' g = a;)'pmocos(xl)'sin(xﬂ - a;‘p*m-sin(x,)-sin(x2)+

a'p g -cos(x;)-cos(x,) - ag  qém -sin(x,)-cos(x,)
{

= Cy*Sy° \ap'pm-ch,-ch.‘, + aplq-chl-ssh2 - a~p+m,q+m‘Ch2’Sh1 + aq'qm-shl-sh2]
+ 8-Sy ‘(apm'mm - ag o)-chy-shy - a, ., -(ch] + sh )]
b6y :(a,p'p - qm qua) chyshy + 2y o o(ch? 4 sh?)] (3.21b)
- §;Cy" :aq'qm-chl-ch2 - ap+m,q+m":h1'3h2 + a.p,q-chfsh, + ap'pm-shl-shé]
=: Fo(%,7 T %y)
al')',fm'q -a'q"pm = a;,qm-cos(x,)-sin(xz) + a%,'qm-sin(xl)-sin(x?) -
a;'pm-cos(xl)-cos(x,l) - a'p’pmvsin(xl)-cos(xz)
.
= €8y ‘aq'q,mmh,-chz - aLlelq\,m'chl'sh2 + ap'q-ch2°sh, + ap‘pm~sh,osh2]
+ 5,8, :(ap‘p ~ qum, qum) "Chyshy + 2, o -(ch? 4 shz)}
- ¢ty [(auq'q - Aun, pem) "Chyoshy + 25 o e(ch + shg)] (3.21c)
- 8;°Cy" :aAp’mech,-cl*.2 + ap,q-chl‘sh2 - apm’qm-c}12~shl + aq’q+m~sh,'sh.~,}

F3(X]’Y[)YQ)X2)
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a|p'+m,q+m = COS(2x2)'a'p+m,q+m - O'S'Sin(QXQ)'(a'cum,mm - a’;:-ﬂn,p#m)
= cos(2x,) ’[Clll'Chz'apm,qm - chy-shyray oo - chyeshyeag o - sh|~sh2-ap'q]
1. ‘ 0

- 77-5in(2x,) '[Ch%'aqﬂn,qﬂn - 2:chy-shy-a; o - shi-a,, (3.21d)

- ch%-ap\,m‘pﬂn + 2-ch?-shz-aq'lm,l + shg-aq‘q] =:F (x,7 1,7 9:X5)

Diese vier Transformationsformelin bilden ein nichtlineares Gleichungssystem in den vier
Parametern der beiden Transformationen.
4 4
F:R ~R;
e~ T _
I"‘(klaYDS'z:xl) - (F]1F27F3)F4)(z) =0 (3‘22)

Eine exakte Losung ist nicht méglich. Innerhalb des Verfahrens miissen wir uns daher
mit einer ndherungsweisen Bestimmung der Parameter begniigen. Da die vier Funktio-
nen beliebig oft differenzierbar sind, bietet sich das Newton - Verfahren zur Approxima-
tion der exakten Lésung an, da wir an einem quadratisch konvergenten Verfahren inter-

essiert sind.

Da nichts Naheres iiber die Lage der Nullstelle im R' bekannt ist, starten wir das Ver-
fahren im Nullpunkt und es kommt im wesentlichen auf das Verhalten dér partiellen Ab-
leitungen in Null an. Ein schnelles Verfahren wird auf eine sehr genaue Bestimmung der
Nullstelle verzichten miissen und wird lediglich einen Schritt des Newton - Verfahrens
durchfithren. Eine genauere Berechnung der Nullstelle ist ohnehin nicht von Bedeutung,
da selbst exakt erzeugte Nullen im Pivotblock bereits in der nachfolgenden Transforma-
tion in der Gréfienordnung der Auflerdiagonalnorm quadratisch gestért werden und so-
fort verschwinden. Deshalb benétigen wir lediglich eine quadratische Verkleinerung des

Pivotblockes. Eine genauere Berechnung der Nullstelle ist nicht nétig.
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Die Komponentenfunktionen F; und F, haben ebenso wie F, und F eine &hnliche Struk-
tur. Deswegen geben wir an dieser Stelle lediglich fir F| und F, die partiellen Ableitun-
gen an, die fiir das Newton - Verfahren benétigt werden. Wir verwenden dabei abkiirzend

s; = sin x,, ¢; = cos X;, sh; = sinh y; sowie ch; = cosh y;. Es gilt:

|
e (XpyleQ)xg) =

Xy
—2-3in(2-xl)-[ap,q-ch,-ch2 + ap papChyoshy + 2y oo echy-shy - ap,m’q+m~sh,-sh2J
- cos(2‘x,)-[ 8q,q°Ch3 + 2+a, pun-Chyshy - ap,, o ,sh) {(3.23a)
- a, p-chi - 23, ., -chy-sh; + aqm'qm-sh";]
IF,
und —(0) = (2,5 - 2g,q)
X, :
Fy
_(XUYI’mez) =
Y1
= cos(2x,)- [sh,-chQ-a.p'q + chy-chy-ag g, + shy-shy -, - ch1~sh2°ap+m'q,m]
- %~sin(2xl)- [sinh(?y,)-( 3gm,qem ~ 3p,p ) - 2°cosh(2y)-a, o J (3.23b)
oF,
und —(0) = 2y, gun
dy,
oF,
— (XYY 9%a) =
Yo
= cos(2x,)- [chl-sh2~ap'q + shy-shy-ag .+ chyechy cay L - Shl‘Chz'apm,qm]
- %-sin(Qxl)~ [sinh(2y2)~( 3q,q = 3pem,pem ) " 2-cosh(2y2)-aq‘p+m] (3.23¢c)

oF,
und —(0) = a; o4
Oy,



aF

1
—.(XI)YI)Y27X2) = 0 (3‘23d)
Xg
oF,
(xl:YI)Yang) =
Xy
{
= - §;°S," ‘a‘p,p+m'Chl.Ch2 +a, oochyshy - 3, g chy-shy + aq’q+m~shl-sh2]
{
g, - Yoch. - - (ch? 2
+Cy8 \(ap,,m'p*m ag ) chyshy - ag L,e(chs + sh2)]
¢ 9 . (3.243)
- 8,°C, ‘(ap'p - Bgum, qem) "Chyshy + Ay o - (chi shl)]
{
- CyCyr \aq'q+m-ch|-ch2 - @pum g Chyshy + @y oochyeshy + ap,pm'Shl'Shz]
IF,
und ——(0) = -2, qun
Xy
F,
_(XI)YUmeQ) =
Y1

= Cy8g" ‘a.p,p,’m~shl‘ch2 + ay g-shy-shy - a,,, o.p-chy-ch; + a.q‘qm-ch,~sh2]
(
+ CpeCye ‘(ap‘p - gum, qem ) "€08R(2y}) + ap oo -2-sinh(2y,) ] (3.24b)

{
- 8;°Cy" ‘aq'q,,m-sh,-chQ ~ pam, qem SNy "8hy + ap gechyechy 4 a.p’p,m-chl-shz]

0F,
und -—(0) = ( a‘p,p - a‘q+m,q+m)
dy,

dF,
— (x1)Y|)Y2)x2) =
Yo

(
= CySye ‘a.p'pm-ch,-sh:! +ay gochy-chy - a,n qun-shy-shy + aq'qm-shl-chg]

)-cosh(2y,) + a

o pon-2-5inh(25,) ] (3.24¢)

4
= 5ySyc ‘(a‘q'q = Qpsm,pem

{

- 51°Cy" | 8q qamChyShy - apy quncchy-chy + a, -shy-sh, + ap'pm'shl-chz]
\

dF,
und —(0) = 0
dy,
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JF,
—"'(xpylamez) =
Xo
{
= €;*Cq ‘ap'p+m~ch,'ch2 ta, o-chi-shy - a . qunechy-shy + aq‘qm-shl-shz]

/

-ch. - - «(ch2 2

+ 8:Cye ‘(a‘p,,m’P,,m - aq,q) Chy-shy - ay o, (chs + shz)]

/ . \ (3.24d)
~ Cy*8y° \(ap’p = Bgem, qem) "Chyshy + 2y oo e(chy ¢ sh,)]

4

“chy-chy - a . qunchy-shy + a,  -chy-shy + ap’pm-sh,-shQ]

+ Bl'52’ afq'q+m
\
6F2 )
nd 21(0) = 3,
dx,

Fir die Komponenten F; und F, ergeben sich analoge Formeln. Wir verzichten auf die
Angabe der zweiten partiellen Ableitungen der Funktion F, obwohl diese spater benstigt
werden und geben lediglich die Jacobi-Matrix J(z) der partiellen Ableitungen im Punkt

4 . . .
0 ¢ R an, die fiir den ersten Schritt des Newton - Verfahrens bendtigt wird:

JF
30)=
Oz £=0
[(app - 349) 3q,qm 3p,p+m 0 ]
-3, qm  (3pp - 3qem,qwm) 0 © @p,pem
= 0 (3.25)
“% , pm (3psm ,pem = 3qq) 3q, q+m
0 “3p ,p+m “2q,q+m (2psm,psm = Fqem,qem)

Die Naherungen z'K) des Newton - Verfahrens werden durch folgende Iteration erzeugt:

0 - p

glke) = k) _ J"(z(k)_)-F(::(k)) firk >0 (3.26)

Im Verfahren selbst werden wir uns mit dem ersten Schritt des Verfahrens begniigen,

d.h. wir berechnen lediglich

= - IYD)-F(0) (3.27)
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Im n&chsten Abschnitt werden wir die quadratische Konvergenz des Newton - Verfahrens
bei geniigend kleiner Auflerdiagonale nachweisen. An dieser Stelle untersuchen wir ledig-
lich die Losbarkeit des linearen Gleichungssystems fiir die 1. Iterierte (" . Dazu benati-
gen wir als Voraussetzung ebenfalls eine geniigend kleine Aufilerdiagonale. Wir werden
die Groflenordnung der Auflerdiagonale S( A) so beschrinken, wie es insgesamt fiir die a-

symptotisch quadratische Konvergenz des gesamten Verfahrens nétig ist. Hier wird die
(a)

i

Beschrankung der Auflerdiagonale lediglich zur Trennung der Eigenwerte pfp)und u

unterschiedlicher Diagonalblécke A, und A, bendtigt.

Generalvoraussetzung an die Auflerdiagonale:
Es sei 6§ durch (3.2) gegeben und es gelte

™ {
s i={ Y Ay IE Y e 1 L (3.28)
S L&y TR T e meT || AR

Unter dieser Generalvoraussetzung werden wir alle weiteren Betrachtungen durchfithren.
Mit ihr zeigen wir zunéchst, dafl der erste Schritt des Newton - Verfahrens durchfiihrbar

ist, d.h. die Matrix J(0) ist invertierbar.

Hilissatz 3.3

Unter der Generalvoraussetzung gilt fiir die Eigenwerte pg 1 der Blockdiagonale

§(A):= min dist{ & , & } 20.976 - §,. wobei (3.29)

13}

- k k .
&y = {,ug ),pg )} fir k = 1,...,m ist
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Beweis:
Laut Theorem (3.1) liegen die exakten Eigenwerte A, der Matrix A in der Vereinigung

aller Mengen

2 (i) 3
{ze@llﬂi] -Z|5[1+(JY,'+?-%)]'E”Ajk"F}

= ks

firj = 1,...,m mit (3.18)

[

AF(A“)

I A,

e
w ME
] 59

Die exakten Eigenwerte haben den Mindestabstand § > 0. Setzen wir
m
Ryi= [1+ (577 - )] -EZMA,-.(MF,
=]
%)

so folgt wegen AF(AH) <Jl A "F und mit §¢< {2 - || A ”F die Abschitzung

ZHAjk“ 5@.5(,4)5 1 I (L. 62 SW . §
o FooIZ 6.4-104-J2 ||A||I§ §:105 [[A|l 8108

und damit ergibt sich fiir den maximalen Radius R := max R, der Kreise H;:
j=l

2 -
RedZ .5, |{ A2 51 1.8 a4
16109 16-103 8105 [ Al

F

<0.012 - 4.

Da die Mengen &; und &; fir i #j gemaB (3.2) einen Mindestabstand 6 haben und

gleichzeitig in den Kreisen H; mit maximalen Radius 0.012-§ liegen, miissen die Mengen

-~

&; und £ ; ebenfalls getrennt liegen fiir i # ), und fiir zwei beliebige Eigenwerte der Dia-

alblicke, die in verschiedenen &, liegen, folgt:

~)




(1) (i) (1) G)

b " - 120 -4 - me =N - 1w -

il

>§ - 2-0.012-6 = 0.976- 4.

Hierbei sind A; baw. A, die zu den beiden Eigenwerten ,u,,((l) und pl( ) gehorenden exak-

ten Eigenwerte der Matrix A.

Die Getrenntheit der Mengen der exakten Eigenwerte iibertragt sich damit bei kleiner
Auflerdiagonale auf die Mengen der Eigenwerte der Diagonalblécke. Dies ist die Garantie
fir die Regularitat der Matrix J(0), denn die Linearisierung im Ursprung besitzt eine
ganz spezielle Struktur, sie kann als Kroneckerprodukt mit den Diagonalblécken A,

und A, geschrieben werden:

Definition 3.4
. . k,k n, .
Unter dem Kronecker-Produkt zweier Matrizen A ¢ R und B eR n, in Zeichen

B ® A, verstehen wir die Matrix C ¢ Rnk'nk gegeben durch:

-~

a;B a;,B..a;B

C=B®A:= mit a;;B e K" (3.30)

ale ak2B ves a.kkB

>

Bemerkung:

Die Matrix J(0) der Linearisierung in Null kann geschrieben werden als

J0)=A,,®L, - ,8A,  mitlals Einheitsmatrix im K",
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Die Eigenwerte eines Kroneckerproduktes lassen sich aus den Eigenwerten der zugrunde-
liegenden Matrizen A, und A, berechnen, wie man aus den folgenden beiden Sitzen

aus Friedman [6] sieht:

atz 3.
. d,d .. . .
Seien A;,B; e R’ firi=1..pund C= A, ®B + A)®B, + .. + A, ®B_ .Die Men-
ge der Matrizen By,..., B, seien simultan reduzierbar, d.h. es existiert eine nichtsingulare

= |

4
. a,u N
Matrix P e R ' mit

P-B,-P! = . fir k=1,...,p und By ¢ R"'" mit n-p=d. (3.31)

Dann ist jeder Eigenwert der Matrix

M; = A, @B, + A,®B, +..+A, 8B, (3.32)

Eigenwert der Matrix C und umgekehrt jeder Eigenwert der Matrix C ein Eigenwert ei-

ner der Matrizen M; fiir j=1,...,p.

Folgerung:

Ist y ein Eigenvektor aller Matrizen B,,..., B, so dafl
Bpy = p-y furk=1,...,p

gilt und ist x ein Vektor mit
(B-Ap+ ot pycAp)x = Aex,

dann ist A ein Eigenwert von C, und es gilt

C(x®y)= A(x®y)
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Bemerkung:
Eine besonders einfache Darstellung der Eigenwerte von C ergibt sich, falls p = 2 und

. . . 2,2,
A, = I, bzw. B, = I, mit I, als Identitat im R ist, d.h.
C=Ae®l +1,@B (3.33)
Seien ; die Eigenwerte von B und }; die Eigenwerte von A fiir j = 1,2. Dann sind die

vier Eigenwerte der Matrix C gegeben durch (p; + A;) fir i,j = 1,2.

Mit obiger Bemerkung kann man folglich die Eigenwerte der Linearisierung J(0) ange-

ben:

Satz 3.6
S - TP, R o . .
Seien p; die Eigenwerte von A und p; die Eigenwerte von Ay, fiir i = 1,2. Diese sind

unmittelbar als Losung eines quadratischen Gleichungssystems berechenbar. Es ist

. 3pp * Zpem,pem N { 3pp ~ 2pem,psm ]2 52 und
H,2 = T %p,pm
2 2
a _ 2qq * Zqum,qm %90 ~ Fqem,qm Y2,
Bi,9 = " * " 3,qem
2 2

Die Eigenwerte von J(0) sind dann gegeben durch die vier Differenzen
q
iy =g ) (ot - i ) (g = 4 ) und (g = gy ).
Weiterhin folgt sofort mit Hilfssatz (3.3), da die Eigenwerte der Diagonalblocke A und
A, den Mindestabstand 0.976-6 haben, dafi die Matrix J(0) regular ist, da die Differen-

zen von Null wegbeschrinkt sind.
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Bemerkung:
Damit ist gezeigt, dafl fiir geniigend kleine Auflerdiagonalnorm der erste Newton-Schritt

stets durchfiihrbar ist, und gleichzeitig haben wir einen wesentlichen Beitrag fiir den Be-
weis der quadratischen Konvergenz des Newton - Verfahrens erhalten. Da die Eigenwerte
von H von Null wegbeschrankt sind, ist der Spektralradius der Inversen J'(f) be-

schrankt. Dies verwenden wir, um die Spektralnorm von J-! abzuschitzen.

Wir kommen nun 1un nichsten Abschnitt zum Beweis der quadratischen Konvergenz des
Newton - Verfahrens, das zur ndherungsweisen Bestimmung der vier Parameter der Ahn-

lichkeitstransformationen dient.
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3.5 Der Konvergenzbeweis des Parameterbestimmung

In diesem Kapitel wollen wir nachweisen, daff die nach Newton gebildete Iterationsvor-
schrift (3.26) bzw. (3.27) zur n&herungsweisen Bestimmung der Transformationsparame-
ter quadratisch konvergiert. Dazu verwenden wir den Satz von Newton - Kantorovitsch.
Der Beweis benttigt im wesentlichen 3 Voraussetzungen, die kombiniert die quadrati-

sche Konvergenz bzw. die lokale Eindeutigkeit des Nullstellenproblems garantieren:

1) Die Beschranktheit der Spektralnorm der Inversen J!(0) der Linearisierung
2) Die Beschrinktheit der 1. Iterierten z!!) des Newton - Verfahrens

3) Eine Lipschitz - Bedingung fiir die Linearisierung J(z) beziiglich z ¢ R4

Die erste Voraussetzung erhalten wir aus einem Satz von Henrici [8], der es erméglicht,
die Spektralnorm einer beliebigen, auch nichtnormalen Matrix durch ihren Spektralra-
dius abzuschéitzen. Der Spektralradius von J-!(0) ist bereits durch die Darstellung der
Eigenwerte von J(0) als Kehrwert der kleinsten Differenz der Eigenwerte der Diagonal-
blécke A, und A, abgeschatzt. Es gilt:

Satz 3.7

Sei Ae¢R " eine nichtnormale, nichtsingulare Matrix. Dann gilt:

A, 2 A7) mity = q 4B A und ) = Y (3.34)
i=1
P A) sei hierbei der Spektralradius von A und A,(A) das Henrici - MaB gemessen in der

Spektralnorm.

Um den obigen Satz aus J(0) anwenden zu konnen, benstigen wir zundchst eine Ab-
schatzung von A,(J(0)). Der Beweis des nachfolgenden Hilfssatzes verdeutlicht gleich-

zeitig die Struktur der Dreiecksgestalt, auf die J(# ) unitar transformiert werden kann.
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Hilfssatz 3.8 )
Das Henrici - MaB A,(J(0)) der Matrix J(0) der Linearisierung ist beschrinkt. Es gilt

A0 €2 Al (335)

Beweis:

Die Matrix J(0) ist darstellbar in der Form J(0) = Ap®l, - I, ®A  mit ], als Ein-
2.9 .o . . . . .

heitsmatrix im R™'". Nach Schur existieren unitire Ahnlichkeitstransformationen U und

V, die die Diagonalblocke App und A, auf Dreiecksgestalt transformieren,némlich:

- P
* /‘l AF(App)
U - App - U= Dpp + Mpp = 0 p und
L Bo
(1 A (Ag) *
* 1 aq |
V' Ay  Vi=Dyq + My, = F a }
L 0 Ha

; als Diagonalanteil der Dreiecksmatrix und M;; als echte obere Dreiecksmatrix

fiir i = p,q. Dann folgt mit den Rechenregeln fiir Kroneckerprodukte:

(U e V")-3(0)-(Ue V)

= (U V) [(App 8L)-(VOV)- (1,0 A,5)- (Vo V)]

= (UTA,, U)o (V" -1,-V) - (UL U e (VAL V)
= (Dpp + M) el - 1,®(Dgq + My,)
= (D, @, - [,®D,,) + (M, 0L - ,eM_)
([, P a A [ )
(#’I _lu'l) 0 0 AF(App) AF(Aqq) 0
- (1} - ) . |0 0 0 A(AL)
= P q F ‘
(fhg = p41) 0 0 0 A (A,)
0 2 g F PP
(Bo-mp)) L O 0 0 0

N

= M (J(0))
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Damit folgt wegen AF(A“) <l 4 HF firi = p,q

ALI(0)) ¢ A (3(0)) = [ M(I(0) || = J 28 (Ap)? + 204 (A

<2 Al
L
Somit ist die Spektralnorm der Linearisierung abschitzbar. Es gilt:
Satz 3.9
Fiir die Spektralnorm der Linearisierung J{ 0 ) gilt
3 .
Il 30 )], < 2.05- L. [z.os.n Al - -1-]‘ (3.36)
) " )
Beweis: \ )
Bsgilt | J(O)']l, €1+ y + 52+ 5°)-p(J(0)") mit y:=p(J(0)7)-Ay(J(0)).
Die vorhergehenden Betrachtungen ergeben:
0<y <205 Al -+
F g
Einsetzen der Abschitzung fiir y ergibt die Behauptung.
®

Damit haben wir eine Abschatzung fiir || J(0 ) “2 gefunden. Zwei weitere Voraussetzun-
gen miissen noch erfiillt werden. Dazu verwenden wir fiir den Punkt 2 eine Abschatzung
fiir die Losung eines linearen Gleichungssystems, dessen Matrix ein Kroneckerprodukt

ist. Diese Abschétzung stammt von Meyer [15].
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Satz 3.10

Gegeben sei ein lineares System der Form
J0)z=(A,,®L - ,®A)-z= C mit CcR".
Die Losung z ¢ R’ dieses Systems geniigt der Abschitzung

I Cll .
lzll ¢ Guy)— mit (3.37a)
min | pf - p |
1,)=1

A (Ay) + A (A

Gy):i=l+y+y +y +y" und y:= (3.37b)

2

£ P q
min | gy - opy |
1,)=1

Der Beweis ist bei Meyer [15] nachzulesen. Mit Hilfe dieses Satzes erhalten wir das

Lemma 3.11
Unter der Generalvoraussetzung (3.28) geniigt die 1. Iterierte z{!) des Newton - Verfah-

rens (3.26) zur Bestimmung der 4 Transformationsparameter der Abschitzung:

s nce,[20 Al 2] —2— L _—. B
F 87 09766 2 64-10¢{m-T |A|}
Beweis:
|21 ¢ Gy(n)-—AECLL
irfljizl | mi - wy |

Es ist nach Satz (3.8) 0 <y < 2.05-|| 4 ”F—}g- Weiterhin gilt nach Hilfssatz (3.3) fir
2
den Nenner min | ,u? - u? | 20.976- 4. Schlieilich ist die rechte Seite F(0 ) gerade ge-

i,5=1

geben durch den Vektor F(0) = (2,4 35 qem » @pem,q > 3pem, qom )T. Damit folgt

uF(o)ns%-S(A)
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Insgesamt folgt so

200 $ Gy 205 4, = | —L—AZ - 504)

m l'x)

Aus der obigen Abschatzung fiir |j z*! || lassen sich durch Vergroberung der Abschit-

zung unter Zuhilfenahme der Formel 4§ ¢ {2-|| A || mehrere abgestufte Abschitzungen
F
fir || £V || zeigen, deren Giiltigkeit wir weiter unten in vielen Abschitzungen verwen-

den werden. Es gilt:

4

H.r“)HSZ[Q.OS—“A” _1_] 1 2. 1 L
o F §J 0976-6 2 64-10¢-ym-T | A]®

F
4 .
1 2 1 i | 1], 68
¢ A2 ¥ 205 (|| A ._] .
0.976 2 6.4-10¢ 120 SR S Y

1 g 1
0.976 2 6.4-104

[ 8 o058 o052, o053.9 +2.054]--—5;‘-—

4 3 2 4
PR VYE E Al AT
A2
0976 2 64 104
[4 + 2.05-2-47 + 2.052.2 + 2.058-{7 + 2.054].%
Al
- < 3-C ¢2.c.—8 _co.pc—L _csc (339
Il A lI4 i A II3 AL Al
mitC=—23 A2 1 4, 005.2.07 4 20522 4 2.055.y7 4 2.054]
0976 2 6.4-10¢

% 5.4391332-10-4 < 5.44-10-4

Damit folgt als grobste Abschatzung: || 2V || < 2.176-10°3
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Schlieflich ben&tigen wir im Konvergenzbeweis des Newton - Verfahrens eine Lipschitz-
bedingung fiir die Funktion J{z). Eine solche Abschatzung ist bei Abschitzung aller auf-
tretenden Matrixelemente durch die Norm der Matrix lokal um 0 ¢ R’ leicht zu gewin-
nen, da J eine C®- Funktion ist und die Komponenten der Hessematrix H der zweiten
partiellen Ableitungen auf jedem Kompaktum, also zum Beispiel auf einer abgeschlosse-
nen Kugel um Null) ithr Maximum annehmen. Die Hesse - Matrix H hat auch bei Beriick-
sichtigung der Symmetrie immer noch 32 verschiedene Komponenten. Es wire an dieser
Stelle duflerst mithsam, die Abscha@tzung dieser 32 partiellen 2. Ableitungen konkret
durchzufiihren. Ich verzichte aui die explizite Angabe von H(z). Die Rechnungen sind

trivial, aber sehr langwierig.
Fiir den Konvergenzbeweis benutzen wir den Satz von Newton - Kantorovitsch:

Theorem 3.12 (Newton - Kantorovitsch)
SeiF: DCR ~ R Fréchet -differenzierbar und D, ¢ D konvex. Wir betrachten

(k) (k)

o )-P(z) firk e K, (3.40)

. x(k) - FI-(

Fiir die in der Iterationsvorschrift (3.40) auftretende Ableitung existiere ein 4 > 0 mit

IF (@) -F @l <r lls-yll firallesye D, (3.41)
Sei nun ein = ¢ D, gegeben mit | F' (s ) fl, ¢ 8 und || F* )R || ¢
gegeben. Gilt dann fir

t* = -El-— . [1 - J 1-2.¢a ] die Beziehung

.7,
5z % ={1:GIR |l z- ‘°’||st*}cuo (3.42)
und ist

ai= Boyop el (3.43)

9
P

k . , *
dann konvergiert die Folge (1:( ))kelN aus (3.40) gegen ein z ¢Rmit F(z ) = 0 und
0

I -2« 22— . (2-0) furk ¢ N, (3.44)

F ﬁ"y-?k
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. . , .. 0) %% .
Die Losung ist eindeutig in S(.r( ),t ) mit

.[1 +J1-2-a] (3.45)

*%
t =

A
By
Der Beweis findet sich in Ortega - Rheinbold [17].

Mit Hilfe dieses Satzes erhalten wir unter Beriicksichtigung der bereits gezeigten Vor-

aussetzungen:

Satz 3.13
Die gemafl (3.26) gebildete Newton -Iteration zur naherungsweisen Bestimmung der 4

Parameter der Ahnlichkeitstransformationen

79 =9

gleet) = g0 _ 31z Pk figrk 20

konvergiert fiir alle Startwerte () ¢ S(0,R) C R' mit R € 4.352-10°3 gegen die exakte
Lésung 7 des zugehdrigen nichtlinearen Nullstellenproblems F(z) = 0. Die Lésung ist lo-

kal eindeutig in S(O,R). Es gilt die Fehlerabschéitzung

" .‘L'* _ I(k) ” _(_ __l___ . (Q.Q)Zk (3.46)
By 2
mit
1 % 1)i
B < 2061 2[2'05'”A||F"g]
i=0
Y ¢ 3.4424-107 - || Al (3.47)
4 .
1 9
N L B ey rrw=— R I T
09165 2 64.10¢fm-T [ A°

i=0

und @ := B-+v-n. Insbesondere gelten die folgenden Abschitzungen fiir die 1. Iterierte:
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15 -3 )] 9152106 —L— ¢ ¢3.6592-10° (3.48)
Al
(1) Al
I F(z )| $1.46993-105-[ max || X&) | ] : - §%4) (3.49)
£eS(OR © st

< 2.99138-10° - - S%A)

I AlL°
s

Beweis:

Es gilt bei Verwendung des Mittelwertsatzes und der Vertraglichkeit von ||-||, mit || IIF
13(z) - o) Il < 1 3=) - I I,

<8- max T -
) [&{My_z)mw}u (] -z vl

Eine liangliche Rechnung ergibt, da das Maximum der 32 verschiedenen Komponenten
der 2. partiellen Ableitungen von F(z) gerade bei den ungemischten zweiten Ableitungen

angenommen wird. Das Maximum der 2. partiellen Ableitungen von F; wird angenom-

RF .
men von —w-%fﬁr i = 1,2,3,4. Wir erhalten fiir ye¢ S(OR) C R' mit R ¢ 4.352-10°3 die

Abschitzung

max J <4.303-102 - || A
[Ef{ﬂw(y-z)mswsl}” « )”] [fGS(O )" | ]‘ I ”F

Wir erhalten fiir die Lipschitzkonstante

7 $3.4424-107 - || Al

Es ist weiter 2= 0 und damit folgt nach Satz (3.9)

(0 \ 178
17 = 170) y <2081 3 (205 41, ] = 8

i=0

Schliefilich erhalten wir als Abschétzung der 1. Iterierten nach Theorem (3.12)
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(0) (0)

-1 (1)
| F' (= Y =T (0-Fo =]z |
i[g'%-lml A s ST e T
o~ F 0976-§ 2 6.4-104-fm-1I || A ||;
Es folgt
3 .
a=Byged 2052 N loos a2 1] 3aa0a100 A 1
Fy F F

120
1

4
1 1 §9
2[205 I All- 5] A2 ,
0976-6 2 64-104-fm-T [|A|]?

7
3 tog5.3aazr0 L. 2.1
I Al 0.976- 2 6.4-10¢

142-C+3.C%+4-(C34+C*+3.C¥+2.CO4 07}

mit C:= | 2.05-| Al -1 ). Wegen 8 ¢ -] 4| folgt
F § F

a¢ 1205344001001 A2 1 |
0.976- 2 6.4-10¢

8-42 + 2.05-2-8 + 3-2.05%+4-J7 + 4-(4-2.05%+2-J2.2.05%)
+ 3-2.2.05° + z.p-2.055+2.057}

und schliefilich « ¢ 8.408-1073 ¢ 0.5
Es gilt

o :ﬁi-- [1 _11-2a ] ¢2-p < 4.352.10°8
-y

*
und deswegen ist S(f,t ) C D,.Damit sind die Voraussetzungen des Satzes von Newton-
Kantorovitsch erfiillt, und es folgt die quadratische Konvergenz des Newton - Verfahrens

gegen die Nullstelle x' des Problems F(z) = 0. Fiir die 1. Iterierte erhalten wir die Ab-

schitzung



[z -2 c2L . & = 2.0y ¢ 2 5.44.10+4-8.408-103. —&
B A1l
< 9.152-10-6.—2* ~ <. £3.6592:10°
AT

Unter den starken Voraussetzungen an die Auflerdiagonale ist die 1. Iterierte eine sehr

gute Naherung fiir die exakte Nullstelle des Problems. Fiir die Gréfilenordnung des Pivot-

blockes ergibt sich nach der niherungsweisen Annullierung mit den Ahnlichkeitstransfor-
1)

mationen mit ')

Es gilt nach dem Mittelwertsatz

*
IFE= | ) - F2) |
*
<t max EOINRECEES
Ee{z(D 4+ z(1) -1 )|0¢wsl}
Die Verbindungsgerade zwischen z{!) und iy liegt wegen || z) || ¢ 2.176-10°% und

| = = 2" || ¢ 4.574-10-6 noch ganz in S(OR) C R’ mit R = 4.352-10°%. Es folgt

7 *
F(s{ )] ¢ 4 N3 |- -= |
PRGOS e _
1 1
¢ 8 max  JuOO |-
- £eS(OR) ®) By
= §- I, '5-7-172
EES(UR)
Nun gilt
1 % i
§ <205 2[2.05-" A ||F-—5]
120
7€ 34424107 - || A

4

i 1 1]
§ [2‘05'”A||F'_1] L1 42 g4y
- § 0.976-6 2
1=

<3
A
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Es folgt
| (=)
1 17
<8-| max | J(€) -2.05'——-- i 205} Al =1 -
[feS(OR)l ”‘”] 1=o[ F 5]
4 . 2
] i vl
3.4424-107 - || A]|_ {2[20‘, e } : -S(A)]
~ s 0976-6 2
- . A2
¢ 182-.0.34424. 1. { max || J(&) | J : 1AL - S%(A)
09762J £¢S(OR) 514

[ 3 ; 4 . i]2
qr j E : 2[2,05.“ A||F...%] }.{“ j T .2[,‘.05.” A||F._%]]

1=0 is0

€2.9633- |2.05% + 2.052.y7 + 2.05-2 + 2.{2]-

.

2
- 12.05% + 2.05%-J2 + 2.05%-2 + 2.05-2-2 + 4} .

I A lll2

3N, ] - —E - s(4)

EGS(UR)

12
LA G

¢ 1.46993-10° - [Emgs(:o R I 3C6) |l ]

Das Maximum der Jacobi-Matrix J(z) in der Sphire S(0,R) 1afit sich leicht abschitzen.
Es gilt

max | J(€) Il €2.035044 - || A}
£eS(OR) ? F

Damit ist die quadratische Konvergenz des Newton - Verfahres nachgewiesen. Gleichzei-
tig kennen wir die Gréflenordnung des Parametervektors z € th, und wir haben gezeigt,
daB der Pivotblock A, nach der Transformation von der Ordnung O(5(4 )) nach der

Transformation die Grofienordnung O(S% A )) besitzt.
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In den nichsten Abschnitten beschiftigen wir uns mit den Verinderungen der Matrix-
blécke A;; durch die einzelnen Transformationen unter Verwendung der nun bekannten
Groflenordnung der Transformationsparameter. Wir kénnen damit alle Wirkungen iiber

einen gesamten Zyklus des Verfahrens in ihrer Gesamtheit berechnen.
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3.6 Abschétzung der Transformationsmatrix der hyperbolischen Transformation

In diesem Abschnitt wollen wir die Pivotblécke der hyperbolischen Transformation in
ihrer Groflenordnung unter der Generalvoraussetzung abschédtzen. Wir bendtigen solche
Abschitzungen sowohl fiir die hyperbolische als auch fiir die orthogonale Transforma-
tion, um die Verinderungen der Matrix A pro Transformationsschritt abschitzen zu
koénnen. Hieraus werden wir eine Abschéitzung fiir den maximalen Zuwachs der Aufler-

diagonalnorm S( 4 ) gewinnen.

atz 3.14
Es gelte die Generalvoraussetzung (3.28). Die Parameter y, und y, seien durch das New-
ton - Verfahren (3.26) fiir das Pivotpaar (p,q) € P, bestimmt. Dann folgt fir die Pivot-

blocke der hyperbolischen Transformation My,,y,)

I Top o= 1l Toq lly € (1 + 2.3675-10°° )

I T lla= Il Tgp lly € (1 + 2.3675-10°%) - || sV (3.50)
mit (3.39)
4 »
11 3

[ERNE [Qﬂ&HA”.—]._____. . §(4)

2% F §J 09766 2

1=

84 5
$ 5.44-10 <. €2.176-10

Weiter gilt fir den Abstand der Diagonalblécke T;; fir i=p,q zur Einheitsmatrix
I ¢ R>'% mit der Bezeichnung ’E‘Pp = Tpp - 1, bzw. i‘qq =Te - 1o
” Tpp ”2 = ” qu ”2

. 9 . ) (3.51)
” Tpp ”2 + 2” Tpp “2 = ” qu ”2
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Beweis:
Der Diagonalblock T ist gegeben durch

T = coshy, O
pp "
0 coshy,

Damit sind die beiden Eigenwerte von T, bekannt, und der Spektralradius lautet

A T,p) = max { cosh(y),cosh(y,) }
Wegen
_ 1 1 1 6
cosh(y;) = < < <1+ 2.3675-10

1 - tanh2(y,) {1 -y2 {1 - 4.735.10°8

folgt

T lly = | Toq lla € (1 + 2.3675-10°%)

Der Block T, ist im Gegensatz zu den Diagonalblocken nichtsymmetrisch und damit

gilt

. inh? 0
Il qu “2= P(T;I;q-qu) mit qu.qu= [Sln v :l

0 sinh?y,
Hiermit folgt sofort

| Tpq lly = max { |sinh(y,)],|sinh(y,)| }.
Mit

tanh(y;)
sinh(y;) = — ¢ (1+23675-10°) - tanh(y;)

{1 - tanh2(y;)
<(1+23675-10%) - |y;|¢ (1 + 23675107 ) - || (1) |

folgt die Abschatzung fiir || T, |l Es gilt schlieflich

P =T -1 = [(coshy, -1) 0
PP pp [ 0 (coshy, - 1)
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Damit gilt

ATpp) = A(Tqq) = max { cosh(y,) -1,cosh(y,) -1}
Sei 0.B.d.A. o(T ) = (cosh(y,)-1). Dann gilt

- 2 -
| Toplls + 2 - I Tpp llz= (cosh(y)-1)2 + 2-(cosh(y ) -1)
= cosh(y,) - 1 = sinh%(y,) = || i‘pq Il

denn mit p(’f‘pp) = (cosh(y,) -1) folgt sinh(y,) > sinh(y,).

°

Bemerkung:
Aus der Darstellung von 'f‘pp ergibt sich fiir deren Norm

i T B W T I3 Ol T I

PP oy | i‘pp ll, 2+ max(ch,-1,ch,-1) 1 + max(ch,ch,)
| Tl ¢ %-( 1+ 2.3675-10°% )2- || V|2 = O(S(4)?)
2

mit ch; = cosh(y;) firi = 1,2. Damit folgt insgesamt

Top = I + O(S(A )?) und Toq= 0O(5(4)) (3.52)

Also ist die hyperbolische Transformationsmatrix T in den Diagonalblécken nur quadra-
tisch in der Gréflenordnung der Auflerdiagonalnorm von der Identitdt entfernt und in
den von Null verschiedenen Auflerdiagonalblécken in der Gréflenordnung der Auflerdia-
gonalnorm von Null verschieden. Fiir gegen Null konvergierende Auflerdiagonalnorm

S(A ) konvergiert damit T gegen die Einheitsmatrix in R’ -

Die Blacke der hyperbolischen Transformation T (y,,y,) sind damit abgeschitzt und wir
konnen nun berechnen, wie sich die Matrix A duch eine einzelne hyperbolische Transfor-

mation verindert.
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3.7 Anderung der Matrixblécke durch die hyperbolische Transformation

Durch eine hyperbolische Ahnlichkeitstransformation mit der Matrix T(y,y,) beim Pi-
vot (p,q) € P, verdndern sich die Blocke Appr Aqq SOWiE A, q der Matrix A. Der nach-

folgende Satz gibt Abschatzungen fiir die Groﬁenordnung dleser Verédnderung an.

Satz 3.15
Es gelte die Generaivoraussetzung (3.28). Die Parameter y, und y, seien durch das New-
ton - Verfahren (3.26) fiir das Pivotpaar (p,q) ¢ P, bestimmt. Dann folgt fiir die Pivot-

blécke Aj; der Matrix A' nach der hyperbolischen Transformation Ty,,y,)

AL, = A+ W, mit

Wi Il ¢ 19922 -

Apq

qu + W mit

nAn (3.54)
| Woqll, ¢ 49.23- = F .S(A)

Insbesondere gilt|| A, "F < 2.35244-107% - § (3.55)

Beweis:
Unter Verwendung der Formeln (3.7) fiir die blockweise Veranderung der Matrix A un-

ter der Ahnlichkeitstransformation mit T (y,y,) gilt

Al
= TopApp Tpp * Tpp Apg Tap = Tpg Aap Tpp = Tpg Aaq Tap
= [App A "Tp ] * TopApq Tap = Tpg Aap Top = Tpa Aaq Tap
= App + [ PP’ App Tpp * Tpp'App'Tpp]
+ T “Apq Tap = ToaAqp Tpp = Tpq Aaq T

Pd 9P PP P3 " 99 “qp
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Somit erhalten wir als Darstellung der Veranderung von A,

e

App Tpp + Tpp: pp'Tpp]

App +
'qu'qu - pq'qu'Tpp - qu'Aqq'qu’

wpp.:[T
+ T

-3

PP
PP
und es folgt
I Wl 200 Fop ol Ay I # 1 Fo B0 A 1+ 1 A Il Tl T I
11 Ay 1l T el Tl + 1 Agg -l Tl T
= W gp - [2-11 Bl + 1 F, 1]
# 2] Apg 11l Tl ll T lla + 11 Agg 11l T I
1Tl I A I+ W Ag H] + 240 A -1 T ol Tl

Die letzte Abschitzung folgt wegen 2-|| ’i‘pp i + |l "I"pp ||§ = || Tpq "3 nach Satz (3.13)
und wegen ” Tpp "m = ” Tpp ”2 bzw. ” T1] ”m = ” Tl] ”2 fiir (la]) € { (p)q))(p)p) }

Wegen | Apg [| + [l Agg Il € 4211 A1l und || Ay | gJQE- S(A ) ergibt sich

2
I Wop S 1 Ty 14210 A1 + 2T SCA)-1 Tyg el Tl

o
“
.

¢ {2-(1+23675-10°)
2
LR PRI PR ]
4

Mit || 20 || ¢ 2[2.05.",4”1?.—2]’- 09;6 6-%-3(14){0@

1=0

W, ¢ 42-( 1+ 2.3675-10%)". S%(A) -

[[2 [2.05-“ A IIF-_ﬂi.m-%] Al + ), [2.05-“ A IIF%]i .__0.9;&6 %]

1=0 i=0

2
4



J2-(1 + 2.3675-10%)°. $%(A) -

. 9
[iQ.osi.[ § ]4'1.._1.E]2."A"F
141 Toere 20 gm0

A

i=0
4
| A : i 41
o “F-22.05-[ J ] 1 A2
p LAl) 09765 2
ll'9
A L2 o Al
¢ J2.(1423675-10°)-S(4) - 6'01‘ .
4 : 4-i 2
[[22,05'.[ § ] _LE]
. l4]] o976 2
1=0 F
5 4 . 4-i
§ 0 -22.05‘-[ s ] — L1 A2
NA|° - | AJl 0.976-6 2
F =0 F
Wegen 6§ < J2-|| A ||F folgt insgesamt
5
Wonec Al gy m
W € € - 8°A ) mi

4 . o2
C = [2-(1+2.3675-10°%). [—P—-Zz.os‘-ﬂ"‘] ;2
0.976-2 & 0.9

~ 1992.19126

79

4 . .
Y205 -m‘“]
76 4
1=0

Der Beweis fiir den Block A, ist identisch. Fiir den Nichtdiagonalblock Ay erhalten

wir in Blockschreibweise

Apg

= Tpp'APp'qu + Tpp'qu'qu - qu'qu'qu - qu'Aqq'qu

Apg*t | Tpp-Bpg * Apq Toq * Tpp'qu'qu}

+ Top App Tog = Tpg'AgpToq = Tpq'Aaq Tag

Somit erhalten wir als Darstellung der Verdnderung von A

Woq = [Tpp'qu + A Toq + Tpp'qu'qu]

+ Top A T - TpgAgp Tpq = Tpq'Aga' Taq:

qu - qu - Tpp°qu'qu] * Tpp'App'qu - qu'qu'qu - qu'Aqq'qu
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und es folgt

| Woq 1€ 240 Top llall Apg Il # 1 Top 121 Apg Il + 1 Ay 111l Tpp Il g Il
0 Apg 11l Tog 13+ 1 Agg 111 Tpg lal Tag Il

I g 1 240 Tyl + 11 E 18]

1 A 1 Tog 1B+ (I Agy I+ 1l Agq 1] 1 o el Ty

1 P ol Tl [ A I+ 1 Agq ] + 2411 A 1+ T 1

A

Es folgt wie oben

I Woq ¢ 2:(1 + 2.3675.10 )| 0" 42- 5(4)
+( 1+ 23675-10% )-|| V)| -{2-|| 4 I

Mit der obigen Abschitzung fiir || z")|| und mit der gréberen Abschatzung
| 20 || € 2.176-1073 folgt

W ll¢ (1 +2.3675-10° )-y2-(2.176-10°%)°. S(4)
Pa

4
. 171 | Al
f(1+2.3675:10%). Y [2.05-||A|| --] L~ F . 5(4)
P )
“ 51 0.976.5

55

b
R

2 . § 4-i 1 " A ”:\
+(1 4+ 2.3675-10 )-22.051-[ ] : } S(4),
1Al ogr) s

< {( 1 + 2.3675-10°° )-{7-(2.176-10°%)’ -

1=0
also insgesamt

AN
I Wil € 0 —-5(4)

4

mit C = (1+2.3675-10‘6)-{(2.176-10‘3)2-8+ 1 -22.05i-[ § ]}
0.976

i=0

~ 49.22957

Mit der Generalvoraussetzung (3.28) erhalten wir aus der letzten Abschitzung
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Apq Il 1 Apg ll + It Wog ll
5

4l
<12.504) + 49.20057 e S(4)

2 &

g & A, g8
5{ . + 49.22957} L. :

2 NAlE £ 64104 [m-T |l A

242 | 593504410 . §
6.4.104

hY
.

¢ {4 + 49.22057|
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3.8 Wachstum der Auflerdiagonale und der Norm

Mit Hilfe der Abschitzungen der Normverinderung unter der hyperbolischen Transfor-
mation T 14t sich der maximale Auflerdiagonalnormzuwachs sowie der maximale Norm-
zuwachs fiir den hyperbolischen Teil einer Ahnlichkeitstransformation abschétzen. Dies

ist die Aussage der folgenden beiden Sitze.

Satz 3.16

Es gelte die Generalvoraussetzung (3.28). Die Parameter y, und y, seien durch das New-
ton - Verfahren (3.26) fiir das Pivotpaar (p,q) € P, bestimmt. Dann folgt fiir den Norm-

zuwachs der Auflerdiagonalnorm nach der hyperbolischen Transformation

AN |
— S(A) (3.56)

S(A" ) < 53.976 -

Beweis:

Fiir die Anderung der Auflerdiagonalnorm ergibt sich

m m
. n2 2
> A ly - Y Al =

i,j=1 1,)=l

S%A'" ) - S¥(A)

12] iz
m n
v n2 . ou2 2 2
=23 (Al e aw 2] - 23 [0 I+ 1 Ag 1]
izp,q izp,q

y 02 2
e 2:[ Il Apq I - 1 Apg 7).

denn es werden lediglich die p-te und q-te Blockzeile bzw -spalte durch die zum Pi-
votpaar (p,q) gehérende Transformation geindert. Die Blockdarstellung (3.6) der Veran-

derung hefert

I~

I Aps I,
I Agi

1 Top Mo 1 Ags 1L+ 1l Ty ol Ags 1L,
| Tap lo 1l A I+ 1 T Tl Ags I,

1A
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Quadrieren der Formeln und anschlieBende Anwendung der Cauchy - Schwarzschen Un-

gleichung ergibt

” Tpp “% ” Api ”:‘ + ” qu ”%” Aqi ”;
+ 21 Top el Aps 11l T Il Ags 1L
2 1 Tpp 1B 1 Apgi 12 + 1l Toq 8-l Ags 112 ]

[Pl

2
I Aps 112

i~

Analog folgt

r

;
2| I Tap 18- 1 Ap I+ Il Taq l5-11 Aqi 117 .

A

I Aqi II?
Mit Hilfe der Abschatzung (3.50) fiir || T;; llo mit (1,3) € { (p,a),(q,p),(p,p),(q,q) } folgt

AL 12 < 2 [( 1+ 2.3675-10° ) - 217610 || Ay |I2
# (1 + 2367510 P[] Ag |12 ]

| Ay 112 € 2 [( 1+ 2.3675-10° )2 - 2.176210°%- || Ay |2

+ (1 +23675-10 )| A, Il§]~

und damit

I Api 112 €9.5-207° || Ag; lI2 + (2 + 9.5-107°)-|| A, |2
(3.57)
Il AG 12 €9.5:10° [ Apg 12 + (2 + 9.5-20°0)-| Ag; 2.

Durch Summation der Formeln iiber i erhalt man

-3, (et 15 0] - 223 (Wl 14 1) =

12P.9 1#p,q
c2-y [9.5.10-6. I Ags 2+ (14 95:20%).] Ay ”i]
izp,q

m

£ 2 z [9.5-10'6- | Ay IIE +(1+9520°) | Ay Ili]
izp,q
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m
2.y, [( 14+2:05:10%) [ Ag I + (1 +2:0.5:10%).]| A H;’;]
12p,q

n
. 2 2
2 (1+2:9510%) Y (Il Aq I+ Il Ay 1)

izp,q

m
(2 + 1.9-10°%) 2 [” Ay ||: + |l AL ||:] <(2+1.9-10%) - S%A)
izp,q

Aus der Darstellung von A _ nach (3.54) ergibt sich

. 2 2
” qu ”F - ” qu ”F

2l Al I Wog I ¢ 1l W11
5 10
nan A
Sﬂ-49.22957—-2—5——— - S%(A) + 49.22057°. T - S%(A)
, 5 Al
< | {2-49.22057. + 49.22057% | . E .8%A)
] A "5 §10
F
10 10
: oA A
< | 8-49.22957 + 49.22957 } . poT - S%A) = 2817.387 - T - 5%(A)
Man addiert jetzt beide Abschitzungen und bekommt fiir den Normzuwachs
10
2 ' 2 -5 2 ” A ”F 9
SHA )=8%A)+(2+19:107°)-S%A)+ 2817.387 - AT - 8%(A)
10
-5 610 ” A "F 9
< (3 +1.9-107) - + 2817.387 | «+ ——— -S4 A)
10 §10
10 F
A
€ 2913.387 - - S*%(A)
510
oder
5
| hal
S(A' ) ¢53.976 - o - S(A)
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Wir kennen nun den Auflerdiagonalnormzuwachs und sind damit in der Lage, den maxi-

malen Normzuwachs unter der hyperbolischen Transformation abzuschitzen.

Satz 3.17

Es gelte die Generalvoraussetzung (3.28). Die Parameter y, und y, seien durch das New-
ton - Verfahren (3.26) fiir das Pivotpaar (p,q) ¢ P, bestimmt. Dann folgt fir den maxi-

malen Normzuwachs der Matrix A durch die hyperbolische Transformation:

A i, ¢ (1+ 21225-107) - || A I (3.58)

Beweis:

Die Veranderung der Norm der Matrix ist gegeben durch

2 2 - 2 = 2 - 2 - 2
Fa I - Al = D A I Y AL - ) A I - D A
i,1=1 iz i,1=l i=1
12) 12]

] [l 2 2 ' 2 2
= S2(A ) - s2(A) + ” App ”F - ” App ”F + ” Aqq ”F - " Aqq ”F

Die Veranderungen der Auflerdiagonalnorm und der Diagonalblécke sind bereits abge-

schédtzt. Aus dem Satz 3.16 folgt also

10
' A
SHA ) -S¥A) ¢ |2920.8729 . | a'EF - 1] - §%(A)

Nach (3.53) gilt weiter

.2 2
IYAii“F ‘||Aii"F-"4‘Aii“F'”VVii”F+ "VVii";

9
W.. [l €1992.2 I A1, SAA) firi=
Wi Il € 20922 - ——2E - S3(4) fri = pa
und damit
LAl Ay’
contoaut< [o. 2 F_ . q . F . q
A5l - WAl s (210022 4100220 — s(4) ] o 4)

4y’
¢ [2-1902.2 + 199202 . 16 ] F . 5%A)
L 4096-100 4§10
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10
4]
610F ’ Sz(A)

< 3984.4155 -

Damit folgt mit der Generalvoraussetzung (3.28)

2 2
AU - AL
T 10
- 41 141
< |79 - - 1} S2(A) + 2-3984.4155 - . S A)
10
’ Al
¢ [10808.704 - —81° . 22T . g2 4)
" A ”10 6[0
F
<10866.704 - — L. 8% _pay?
1096-10° || A2 F

<4.245-10°° - || A ||;.

Wurzelziehen ergibt die Behauptung.

Mit diesen beiden Satzen sind alle wesentlichen Verinderungen, die die hyperbolische

Transformation an der Matrix A vornimmt, charakterisiert.
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3.9 Abschéitzung der Transformationsmatrix der orthogonalen Transformation

Es ist das Ziel der nachsten beiden Abschnitte, die Normverinderungen unter der ortho-
gonalen Transformation U abzuschitzen, um auch bei der zweiten Ahnlichkeitstransfor-
mation den Auflerdiagonalnormzuwachs zu kontrollieren. Dazu betrachten wir zunachst

die einzelnen (1,]) - Restriktionen von U:

Satz 3.18
Es gelte die Generalvoraussetzung (3.28). Die Parameter x; und x, seien durch das New-
ton - Verfahren (3.26) fiir das Pivotpaar (p,q) € P, bestimmt. Dann folgt fiir die Pivot-

blocke der orthogonalen Transformation Ux,,x,)

” Upp ”2 = “ qu ”2 ¢ 1

 Upg lla = 11 Ugp lla < 11 591l (3.59)
wobel
4 .
1 1z

0« 3 [205- 4l 2] —E—L . 504)

IZO F s 0.976-6 2

¢ 544104 - —80 ¢ ¢2176-107 ist.
A

F
Weiter gilt fir den Abstand der Diagonalblocke U, fir i=p,q zur Einheitsmatrix

I, € B mit der Bezeichnung {Jpp = Up, - 1y bzw. [quq =Ugq - Ly

” ﬁpp ”2 = ” qu ”2
., . P \ (3.60)
” Upp ”2 + 2'” Upp ”2 ¢ ( 1+71-10 ) ' " qu ”2

Beweis:
Der Diagonalblock U, ist gegeben durch

._[cosx, O
e[ )

0 cos X,
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Damit sind die Eigenwerte der Matrix U, bekannt, und es gilt
| Upp lly =p(U,p) = max { cos(x;),cos(x,) }< 1

WegenUpq = -Ug, = [0 %1 O | ist
0 sinx,

| Upq llz = [l Ugp Ilo = AUpq) = max { |sin(x)], |sin(x,)] }

1 Vg ll = 1l Ugg ll € max { I, ], Iz ] } <11 2]

4

mit |50 ¢ 2[2.05-”14”1?-_15] - 09;6 6-%-3(,4)

i=0

Fiir Upp erhalten wir somit

T _ [(cos(x()-1) 0
U.=0U_-1,= |
PP R [ 0 (cos(x,)-1) ]

| Ugp lla = Il Ugq lly = max { 1-cos(x,),1-cos(x,) }.
Sei 0.B.d.A. || Ivap ll, = 1-cos(x,). Dann folgt

| fJpp I3 + 2| ﬁpp ll, = (1-cos(x,))? + 2-(1-cos(x,))

2 -sin?(x,)
< - sin(x,)

) J 1 - sin%(x,)

<

A 9 .
- : B .J 1 - sin2(xl):| - 8in?(x,)
. J 1 - sin%(x,)
A 5 ‘
¢ {1 ] - sin*(x;)

ETE

Mit 1-cos(x;) = max { 1-cos(x,),1-cos(x,) } folgt

sin(x;) = max { |sin(x,)|,|sin(x,)| } und damit insgesamt wegen || =) || ¢ 2.176-10°3
2

41 - 2176210
2

I Gop 1+ 21Ty | - [T amaee | 1Vl

<

{J ol {1 - 2176210 ] 1 Upq Il
1 - 2.1762-10°

S( 1 + 7.1‘10-6) ¢ “ qu “g
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3.10 Anderung der Matrixblécke durch die orthogonale Transformation

Nach der Abschitzung der Blécke der Transformationsmatrix U kénnen wir nun die

blockweise Verinderung der Matrix A' abschétzen.

Satz 3.19
Es gelte die Generalvoraussetzung (3.28). Die Parameter x, und x, seien durch das New-
ton - Verfahren (3:26) fiir das Pivotpaar (p,q) € P, bestimmt. Dann folgt fiir die Pivot-

blscke A'i; der Matrix A'' nach beiden Ahnlichkeitstransformationen

ALY = AL+ W, mit

', . F .q ir1 =
Il Wy ”F < 3960.73 T S2(A) firi=p,q

A

A

1 ,5 .
P4 = qu + vaq mit

Al 504) (3.62)

| Whq ll ¢ 49.23097 - =

Beweis:
Mit der blockweisen Darstellung der orthogonalen Transformation nach (3.10) ergibt

sich fiir die Anderung der Diagonalblécke
App = A, + Wy, mit
Wop = =App + Upp App-Upp = UpqrAgp Upp + UppApq Ugp = UpgrAgqUg
Mit

P P

pp

Upp App + App Upp + UpprApp-Upp = Upp A Upp - Apy

erhalten wir fiir die Veranderung von A

pp
- UpqAqp-Upp + Upp-Apg U

Wep = [UPP'AEP * App-Upp * UPP.A;)P.UPP]

ap " qu 'A'qq'qu
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und

Wi Il
¢ 201 Upp lloll App Il + 11 Opp 1L App Il # 1l Al U1 U Tl Upg
# 0 A 1 Upp llael U s+ 1 Al L1l Upg o+ Ugp 1l
= Ay [0 T e+ 1D, 18]
# 2 A Il U el Ul + 1 Ag 1L -1l U
¢ T20) | Upg U (Il Apy Uy # 11 A ]+ 240 Ap 11 U el Ul

Die letzte Abschitzung folgt wegen (3.59) und wegen || f]pp ”0D = || prp |, bzw.
” U1] “m = ” Uu ”2 fﬁr (1)]) 3 { (p,q),(q,p) }

Wegen|| Ay [l + | A Il ¢ 4Z-11 4 [l <42-(1 + 21225-10% )| A|_

5
' E ' a o4 " A ”'ﬁ‘ ; . s
und || AL, “F < - S(A' ) ¢32.2745 - - L. 5(A) ergibt sich

\ _ - 2
| Wep Il € (14 7.1-107)-{2-( 1 + 21225-10° )| Upg flp- I} A1l

5
Al
55 : S(A )" Upp ”2" qu "2

<(147.1-10°)-2-( 1 + 2122510 )]} )+ || A I

5
Al S(4)-|| =Y
55

+ 2-32.2745 -

+ 2-32.2745 -

4

Mitl]x(”lls2[2.05-||A||F-—%]i~ L2 . 504) folgt

~ 0.976-6 2
4 .
, _ 17t 2
W' || ¢ (1+2.833-10°%)- [2.05-| A -—] 42 5aA).|l A
W [2 R e Al

i=0

5
Al - 18 1
¢ {0-32.0745 . L F . [2.05-n A -—] : . §2(A)
5 2; e Sores
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4 ; gy
¢{(1+2833-10%). — L2 . [22.05 [ d ]
2.0.970 | & Al
9
+ {7-32.2745- 005 [ ] AL 2A)
0976 §10

Wegen 6 < {2-|| A ” folgt insgesamt

| A||
W, ”FSC T S(A)rmt

4 4
(14+2.833-107%) -2 i 12 [7-32.2745 R
C == . 2.05 - + . 2.05 -
2.0.9762 [2 2 ] 0.976 Z o

i=0 i=0
% 3960.73 < 3961

Der Beweis fir den Block Ay, ist identisch. Fir den Nichtdiagonalblock Ap; erhalten

wir in Blockschreibweise

Apa= Upp AppUpg = Upg Agp-Upg + UppApg-Ugq = Upg AaqUgg
= Apq * [Upp'Alpq + ApqUgq + Upp'A'prqq]

+ UppAppUpq = UpgAqp Upg = Upg"Agq Ugq
Somit erhalten wir als Darstellung der Verdnderung von A,

Wha = [ TopApg * ApaTag + Do Apa-Tag)
+ Upp*AppUpq - qu'A'qp°qu - qu°A:1q'qu
und es folgt

l Woa ll €

201 Ul Al + 1 T 11 A # 11 A 1 U ol U
# 11 A 11 U 1B + 1 Agq 1 U llo 1| Ul
= 1l Apqlly- [21 Tl + 11 0 18]
1 Al U 1+ [ A I 1A L] U Ul U
€ 1 Vgl Ul (1 A Uy + 11 A 1
+ 2 (14 7.1-207°) | Apg LMl Upg 12
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Wie oben ergibt sich

I Woq Il <ll #Vlf-42-( 1 + 2.833-10% )|} A ||

5
Al
o CON i

+ 2-(1+7.1-10°%). 32.2745 -

4

¢ (1+2.833-10%). ——1—2[2.o5~u AIIF-—%]I- S(4)-f| Al

0.976 - 6 -
1=0
5
o 1Al
#2:(14T.110):82.2745 2176210 - —E- - §(4)
Lo g AN
¢ 1.02462-22.05~[ ] » 3.057-10% | - —E . 5(4)
25, ;
5
LAl
< 49.23097 - . S(4)

55
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3.11 Gesamtinderung der Auflerdiagonale durch beide Transformationen

In diesem Abschnitt wollen wir die Anderung der Auflerdiagonalnorm nach Ausfithrung

beider Transformationen zu einem festen Pivotpaar (p,q) schitzen.

Satz 3.20
Es gelte die Generalvoraussetzung (3.28). Die Parameter beider Transformationen seien
durch das Newton - Verfahren (3.26) fir das Pivotpaar (p,q) € P, bestimmt. Dann folgt

tiir den Normzuwachs der Auflerdiagonalnorm nach beiden Transformationen:

TN |
—E . 5(4) (3.63)

S(A'" ) ¢118.813 -

Beweis:

Wegen der Orthogonalitit von U und der J - Symmetrie von A gilt nach (3.12)

Pt ] [N} 2 1 2
SA ) =S4 ) 4 2 [ AL I - 1 A 11

Mit (3.61) erhalten wir

2 oo ,

Wir wissen bereits

)
Wl < 4003007 - AN g 4)
“ Pa ”F = 27 : 55 ' (
5

| Ak

| Apq HF < 32.2745 - R S(A) und damit
Al

i 2 ) 2 2 F 2

AL 1% - 1] Apg I [2-32.2745.49.23097 + 49.23097 ] e A

10
Al

I
< 5601.4981 - F.5%4)
510




Mit Formel (3.56) folgt insgesamt
10

Al

SAA" ) 5{53.9672 : 2.5601.4981] g SY4)
10
Al
= 14116.384 - 510 - S(A ) oder
b
WAl

S(4'' ) <118.813 - —E . 5(4)
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3.12 Trennung der Eigenwerte der Blockdiagonale nach beiden Transformationen

Unter der Generalvoraussetzung, die eine geniigend kleine Auflerdiagonale der Matrix A
fordert, wissen wir, daf} die Eigenwerte pgp)und pgq) der Diagonalblscke App und Aqq
getrennt liegen. Laut (3.29) haben sie einen Mindestabstand von

5(A) = min { [0 - "] [kl e{1.2} und 1 5i<j$m} > 0.976 - 6
Wir zeigen in diesem Abschnitt, daB unter der Generalvoraussetzung die Getrenntheit

dieser Eigenwerte auch nach Ausfithrung der beiden Ahnlichkeitstransformationen zu ei-

nem einzelnen Pivot erhalten bleibt.

Satz 3.21
Es gelte die Generalvoraussetzung (3.28). Die Matrix A werde fiir ein Pivotpaar
(p,q) € P, sowohl der hyperbolischen als auch der orthogonalen Ahnlichkeitstransforma-
tion unterworfen. Dann sind auch nach beiden Transformationen die Eigenwerte der
Diagonalblécke getrennt, genauer gilt:

§A'') = min{ | pl((j) - ;Ll(j)l | kle{l,2}und1¢i<j<¢m } 208037 - § (3.64)
Beweis:
Unter der Generalvoraussetzung wissen wir, dafi fiir die nicht transformierte Matrix A
gilt

§A) := min{ 1) - W K ef1,2) und 1 si<j5m} >0.976 - 6
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Fir die Aufierdiagonalnorm erhielten wir nach Satz (3.20)
4]

Al

55

S(A"' ) <118.813 - - S(A)

und

S(A) ¢ 1 N L
6.4-104{@-T [ 4]°

Schlieflich gilt fir das Henrici - MaB der Diagonalblécke A; .

AF(AH) <A ”FSHA,‘]' ”F + LA} - Al ”F + LA - Al

1] F
A I+ TW L+ TTW55
F F F

Fir W;; und W;; kennen wir nach (3.53) und (3.61) die Abschétzungen

9
. ATl o
” V"ii ”F $1992.2 - 510 : S2(A ) firi = P,q
8
, Al o
W3 [l < 3960.73 - pral S2(A) firi=pgq
Es folgt
A1
[ ] F
A (A7) <l Ay Il + 5952.93 - or - S2(A)

Laut Theorem (3.1) liegen die exakten Eigenwerte A; der Matrix A in der Vereinigung

aller Mengen

Hj=

{ze¢| Ipij)-zls[l+(ﬁj—+_;-%)]'i"Ajk”F}

3+

...
Cw
1

fiir j = 1,...,m mit (3.18)

A (A;5)

¥; =

Nei

I A Il

La2al
Hu
-
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Die exakten Eigenwerte haben den Mindestabstand é > 0. Wir setzen
n
Ro= [+ (57T - 1) ] Y AL
kzf
Mit den beiden folgenden Abschitzungen

il ALl D G4y L8B3 8 ussis s
3 Yo AT a2a00Z A
ks s )
(118.813 e 8
3.2.104
und
H(Af) Zu il s
k5
Al
<Al + 5952.93 - F .gz(A)], 118.813 . _ 42
L F §10 3_2.104.4’2’ ”A ”F

<—HAHF+5952.93- 1 & ] 118.813 &

£096-10° [ 4|70 82:100-Z [ Al

5[1+5952.93- 16 ] 118.813 o

4.096-10°)  3.2.10¢-{2

€2.627-10% - &

erhalten wir fir den maximalen Radius R := max Rj der Kreise H
=1

R <1.8576-107 - § + J 3.4504-107%. & + 2.627-10°3. &

¢ 5.3145-102 . &
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Mit den gleichen Argumenten wie in Hilfssatz (3.3) folgt

(1) (i) (1)

()
e B P T o N I el B R

A

> 6 - 2-53145.102 . §=0.8937 - &

Hierbei sind A; bzw. A; die zu den beiden Eigenwerten pl((l) und ,ul(l) gehérenden exak-

ten Eigenwerte der Matrix A.

Damit bleiben die Eigenwerte der Diagonalblécke auch nach einer vollen Transformation
zu einem einzelnen Pivotpaar (p,q) getrennt. Mit Hilfe dieser Eigenschaft 148t sich nun
zeigen, daf bei geniigend kleiner Auflerdiagonale die Eigenwerte der Diagonalblscke ge-
gen einen festen Eigenwert der Startmatrix A konvergieren miissen und nicht im Laufe

der Iteration ihre Zugehdrigkeit zu einem bestimmten Eigenwert der Matrix A wechseln.
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3.13 Zugehorigkeit der Naherungen zu festen Eigenwerten der Matrix

Der vorangegangene Abschnitt hat gezeigt, daf8 die Gesamttransformation auf einem Pi-
votpaar (p,q) € P, die Getrenntheit der Eigenwerte u,((i) der Diagonalblocke A, fiir
k =1,2 und i = 1,...,m nicht beeinflufit. Die Eigenwerte der Diagonalblécke stellen im
Sinne von Theorem (3.1) Niherungen fiir die exakten Eigenwerte der Matrix A dar. Die-
ser Abschnitt soll zeigen, daf bei geniigend fortgeschrittener Annullierung der Auflerdia-
gonale die Niherungen ,ul((i) ihre Zugehorigkeit zu den exakten Eigenwerten nicht mehr
indern kdnnen. Diese Aussage verhindert, daff in der Schlufiphase des Algorithmus die
Auflerdiagonale bereits annulliert st und lediglich Verinderungen der Diagonalblécke
stattfinden, die zum Tausch der Eigenwertzuordnungen fithren. Wir bené6tigen zun#chst
eine Aussage, wie sich die Eigenwerte einer Matrix bei Stérung der Matrix veréndern.

Das zitierte Resultat stammt von Wilkinson - Ostrowski [28].

Satz 3.22

Seien A,BeR '~ zwei Matrizen mit || A IIF o BIIF <1 Sei weiter ¢ >0 und
A" = A + ¢ B Dann gibt es zu jedem Eigenwert A von A einen Eigenwert X' der Ma-
trix A' mit

L
n

A - | <(n+2) -[n2oe] (3.65)

Das Ergebnis ist nur fiir kleine Dimensionen sinnvoll anwendbar. In gréfieren Dimensio-
nen geben simple Normabschitzungen der Matrizen bessere Schranken. In unserem Fall

ist dies ohne Bedeutung, da wir nur 2x2 - Blécke betrachten.

Wir wollen die Anderung der Eigenwerte der Diagonalblicke nach beiden Ahnlichkeits-

transformationen abschitzen.
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Satz 3.23

Es gelte die Generalvoraussetzung (3.28). Die Matrix A werde fiir ein Pivotpaar
(p,q) ¢ P, sowohl der hyperbolischen als auch der orthogonalen Ahnlichkeitstransforma-
tion unterworfen. Dann approximieren die Eigenwerte ;1,((1) der Diagonalbldcke App bzw.
A_. und die Eigenwerte ;z‘(cl 'der transformierten Blacke App bzw. ALC fiir k = 1,2 und

aq
1 = p,q dieselben vier Eigenwerte der Matrix A.

Beweis:
Wir beschreiben zunschst die Ausgangssituation. Laut Theorem (3.1) liegen die exakten

Eigenwerte der Matrix A in der Vereinigung aller Kreise

n
B = {aeciiw’ -t [1eqmaT -] YA, )
k3j
firj=1,..mundi= 1,2
Da aufgrund der Generalvoraussetzung alle Radien der Kreise Hi(j) kleiner als der Min-
destabstand é der exakten Eigenwerte sind, kann in jedem Kreis Hi(p) bzw. Hi(q) fiir
1= 1,2 nur ein exakter Eigenwert der Matrix A liegen. Wir bezeichnen diesen exakten

Eigenwert mit A f P)

bzw. A i(q.) Die gleiche Situation ist auch nach Durchfithrung der bei-
den Ahnlichkeitstransformationen auf dem Pivotpaar (p,q) gegeben. Wir betrachten

jetzt 0.B.d.A. den Block App Nach beiden Transformationen gilt mit (3.60) und (3.53)

[ ) — T T
App= App + Wep + Wi

craf Al e W Wer t Woplly  Wep + W ]
Flaeal Al N4l @l Wy, + Wil

fir @ > 0 beliebig. Die Eigenwerte von A und der geklammerten Matrix unterscheiden
sich nur um den Faktor (1+¢a)-]| A HF Auf die Matrix in der Klammer kénnen wir den

Satz von Wilkinson - Ostrowski anwenden. Wir setzen

A W +W'pp

PP ) PP e | pr * W;)p ”p
B;-- unug ¢t .=

e Al @ra)ll Wy + Wi Il YR
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Dann gilt fiir den maximalen Abstand zweier zueinander gehdrender Eigenwerte der Ma-

trizen Aund A' = (A+ eB) wegen dim A = 2 die Abschitzung

[A-X | <8-Y¢€
mit
| Weop + Wip i
=t e [ W 4 11
I Al
Wegen
9
W < 1992.2 ”A”F S2(A d
“ PP “F- * 6'0 ‘ ( ) un
9
W |l ¢ 3960.73 141 S¥A) fol
W, I € 96073 - ——CE- - 52(4) flg
9
1 Al
€< - 5952.93 - - S2(A)
Al 810
F
Es ergibt sich
4
| Al
A - X' | <617.2419 . e - 5(A)
Unter der Generalvoraussetzung (3.28) folgt schlieflich
1 84

IX - A | < 617.2419 -

6.4-104-{m-1 Il A H;
Dies ist der Abstand der Eigenwerte der normierten Matrix. Die Eigenwerte von A}

und A, unterscheiden sich gerade um den Faktor (1+a)-|| 4 IIF von den oben genann-

ten, d.h. es gilt

l "(p) (p) 1 64

w0 AP < 6172419 - (14 a) - :
1 ‘ 6.4-104{m-T || 42
¢ 617.2419 - (1+a) - 242 . 5
6.4-10¢

tA

(1+a)-0.0273-6 fiiri=12und a>0
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Wegen a > 0 beliebig folgt somit

' "(p) _ (p)

I py | €00273 - 8 firi=1,2

Damit ist die Verinderung der Eigenwerte der Diagonalblécke durch die beiden Ahnlich-

keitstransformationen sehr gering. Wir erhalten fiir den Abstand von ,u;w und dem zu

pgp) gehorenden exakten Eigenwert /\gp)

“{p) (p)
l.u' - ’\i l

1

“(p) (p) {p) (p)
Slp o - Pip L+ Jwg - A7

0.0273 - 6 + 0012-6
0.0393 - 6

[Fa¥

(P4

Dieselbe Abschétzung gilt fir den Block A,,. Alle anderen Diagonalbldcke bleiben bei
einer Transformation fiir das Pivotpaar (p,q) unberithrt. Damit kann der Eigenwert pgp)
durch die beiden Transformationen nicht in einen Kreis zu einem anderen exakten Ei-

genwert A als /\Ep) wandern, denn es gilt

“{p) (p) “(p) (p)
P Y Y PHUNP U B A P N

i i

26 -2-0.0393 - §=0.9607 - 4,

d.h. der Abstand zu jedem anderen exakten Eigenwert ist grofer als der Kreis um den

exakten Eigenwert, in dem die Niherung nach Satz (3.21) legt.
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3.14 Wachstum der Pivotzeilen bzw. gekoppelter Matrixblocke

Wir bendtigen abschlieend noch eine Aussage, in welcher Weise sich die Zeilen bzw.
Spalten verindern, die neben den Pivotblocken bei einer Transformation zum Pivotpaar

(p,q) € P, ebenfalls betroffen sind.

Satz 3.24
Es gelte die Generalvoraussetzung (3.28). Die Parameter x, und x, seien durch das New-
ton - Verfahren (3.26) fiir das Pivotpaar (p,q) € P, bestimmt. Dann folgen fiir die Pivot-

zellen der Matrix A'' nach beiden Ahnlichkeitstransformationen

o2 AL - 2 2
A 2+ A I €2+ 19:10%): [ Agp I + I Asq 1 | (3.662)

AL I, ¢ (1+7.1025-20°) [ Ay ||+ (244.735-10°%)- | O[] Agy I, (3.66b)

fiiri = 1,...,m und mit

4

1= ¢ Y (2050 Al L] —L—AZ . 504,
o ) 0976 5 2

Beweis:
Wie wir bereits bei der Betrachtung der orthogonalen Transformation festgestellt haben,
148t die Transformation U die Norm gekoppelter Matrixblécke nach Formel (3.11) un-

verindert, d.h.

(W] 2 [ 2 ] o ¢
MAs I+ TASG L = 1A%y ll + | A qIl firi=1,..,m

Weiterhin haben wir die Beziehung (3.57) bereits gezeigt. Es gilt:

I~

2 . 2
AL, I € 95100 [ Agg 12 + (2 + 9510 )-f Ay, |1

F

[Fa

-6 - 2
Il A} q“ 9.5-107°- || Ay || +(2+95-10°)- || Ajq Il

Insgesamt folgt so

A I+ A, I ¢ [9.5:10% ¢ (2 4 9510 |- [l Aig 2 + 1l Ay I ]
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Fiir den Block A gelten folgende Transformationsformeln:

Api = Tpp-Api + TpgAqi
‘AIQI = qu‘Api + qu'Aqi
Api= Upp Ay + UpgrAy;

Somit erhalten wir

r ]

” A;)'l ”F $ { ” Upp "2” Tpp ”2 + ” qu "2.” qu "2J '" Api "F

b [ 0o ol Toq o # 1 Upg el T ) 1 Ags

Mit Hilfe der Abschatzungen der Bldcke T;; baw. U;; nach (3.50) bzw. (3.59) ergibt

sich mit || 2|2 ¢ 4.735-107

” Upp ”2'" Tpp ”2 t " qu "2'“ qu "2S ( 1+ 23675'10-6 )'( 1+ ” 1‘(1)"2 )
<(14+23675-10)-( 1+ 4.735.10°%)

und

. ” Upp "2” qu ”2 + " qu "2” qu ”2 €2 ( 1+ 2'3675'10-6) * " ’(l)"

Es folgt insgesamt
ARSIl ¢ (1 +2.3675-1077)-( 1 + 4.735-10° )-|| A ||
+2-(1+23675-10°) - || VY- Ags I
= (1 +72025-20° )| Ay Il + (2 + 4785-20° ) || VY- Agy ]
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3.15 Einhaltung der Generalvoraussetzung iiber den gesamten Zyklus

Die bisherigen Untersuchungen bezogen sich auf einzelne Transformationen an einem Pi-
votblock A, und deren Auswirkungen auf die Normen der Blocke, der Auflerdiagonale
und der Norm der Gesamtmatrix A . Wir haben jetzt die Instrumente zur Verfiigung ge-
stellt, um die Wirkungen aller Transformationen eines vollen Zyklus aufzuaddieren. Wir
wollen dabei alle bisher gezeigten Abschitzungen iiber den gesamten Zyklus verwenden.
Unsere Abschétzungen zeigen, dafi die Auferdiagonalnorm S{ A ) in bestimmter Gréfien-
ordnung wachsen kann genauso wie die Norm der Matrix A. Wir miissen daher unsere
Generalvoraussetzung in dem Sinne nochmals verschérfen, dafl sie in der urspriinglichen
Form selbst auf dem letzten Pivotpaar eines Zyklus trotz vorangegangener Transforma-
tionen giiltig bleibt. Die Schranke, die fiir die Auflerdiagonale notwendig ist, wird in die-
sem Abschnitt konstruiert. In dem nachfolgenden Induktionsbeweis diirfen dann an-
schliefend alle Abschétzungen unabhéngig von dem gerade betrachteten Pivotpaar b-

enutzt werden. Es gilt

Satz 3.25
Sei p € Wy Wahlen wir fiir die Startmatrix A = A ¥ des (p+1) -ten Zyklus die Auflerdia-

gonalnorm S( A * ) so klein, daff

S(A*) ¢ e - ! . fs (3.67a)
64100 {m-T || 4|

mit

Ry (A ]E x M-(
e = 118.813X . [1+2.1225-10'5] v [ . F] und Ry := 2M QM'I (3.67b)

so ist die Generalvoraussetzung (3.28) unabhénglg vom betrachteten Pivotpaar

(p,q) € P, fiir alle Matrizen A op des (p+1)-ten Zyklus fiir k = 1,....M erfiillt, d.h. es

gilt

545" ¢ 1 L firk = 1,... M.
6‘4'104 'Jm"I ” Akap‘ng
F
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Beweis:

Im Beweis ersetzen wir den oberen Index (k,u) des Zyklus unter Vernachlassigung der
Nummer g des Zyklus durch die Nummer k der einzelnen Schritte des Zyklus. Unter der
Annahme der Generalvoraussetzung (3.28) haben wir sowohl das Auflerdiagonalnorm-
wachstum als auch das Wachstum der Norm der Matrix A abgeschitzt. Es gilt nach
(3.63) bzw. (3.58)

ok
k+1 ”A "F k .
S(A™') ¢ 118813 - —F . §(4") fark = L., M
LA ¢ (14212250100 - || 4] fark = 1,.,M

Letztere Abschitzung gilt, weil die Transformation U die Norm der Matrix A nicht ver-
andert. Damit erhalten wir, falls fiir alle Schritte des Zyklus die Generalvoraussetzung

gilt, folgenden maximalen Auflerdiagonalzuwachs:

A
s(A™) 118813 . ——E . 54™")
-2 .5

K-1 .56
lp o we

I | A"
< 118.813 - —7;—2- -118.813 -

C 118813 X (TTy 4 0
1
¢ : : ”IIA Ilf,]'S(A )
T s
Ti=0

M-1
- by r :
¢ __11;813 : H(1 + 2.1225-10° )51 . IIAclli] - 5(4°)

Ti=0

I

M-1
118.813 ¥ 105)8] 1 A% . 54’
[T] [H(1+2.1225 10 )} HA°I" - sa”)

i=0
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¥-1 -1
. . . 5-M:(M-1
Mit 251=5'21=—-g——1 = Ry folgt

120 1=0

|
s4™) s[ 11;813 .||,4°||g] .[1 + 2.1225-10'5]R“-S(A°)

Damit ist die maximale Auflerdiagonalnorm nach Durchfithrung des gesamten Zyklus
0
abgeschitzt durch die Norm bzw. die Aufierdiagonalnorm der Startmatrix A = des Zy-

klus. Es gilt daher

1 N 1 o
- 0
6.4-104-Jm-1T || 4 I 64-10¢-Jm-T || 4 ||}

firj = 1,...,M, falls

S(A’) ¢

b 1 8
6.4-104-Jm-T | A 12

¥ -
S(4°) ¢ [—%- A ||;’;] -[1+2.1225-10~5]
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3.16 Induktionsbeweis nach Ruhe fiir quadratische Abnahme der Auflerdiagonale

Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis der asymptotisch quadratischen Konvergenz.

Wir setzen voraus, dafl die Auflerdiagonalnorm nach (3.63) folgende Gréfienordnung hat:

s(A" =A% - F mit
R

-K -
7 = [%55811 AT ] [rezazes10%] M e und (3.68)

1 &
6.4-104-fm-T || 4 ||°

€

Die Behauptung ist, dafl nach allen M Transformationen des p-ten Zyklus die Auflerdia-
gonalnorm von der Gréfenordnung O(22) ist, d.h. dafl gilt:

S(A ll["H) = S(A%) = Const - 2 mit einer Konstanten Const > 0.

Der Beweis der quadratischen Abnahme der Auflerdiagonalnorm wird nach einer Idee
von Ruhe [19] induktiv iiber die Anzahl der Blockzeilen der Matrix A gefiihrt.

Der nachfolgende Satz besagt anschaulich, daf die Verinderungen der Normen der
Blscke Ay durch alle Transformationen, die bis zum Ende einer jeden Zeile p fiir
p € {0,..., m -1} durchgefiihrt wurden, sich so aufaddieren, dafi alle Blécke, die in bzw.
oberhalb der p-ten Zeile in der oberen Dreieckshilfte stehen, quadratisch klein

geworden sind.

Satz 3.26
Die Aufierdiagonalnorm der Startmatrix A et geniige der Bedingung (3.68). Es sei wei-
ter k;:= p(p,m) fir pe{0,., m-1} die Nummer der Transformation auf dem

Pivotpaar (p,m). Dann existiert fiir alle p € {0,..., m -1} eine Konstante C, > 0 mit

p m
k., p-1,,2 0,2 .4
D N NAFL < O ATl - (3.69)

i=1 j=is+l
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Beweis:

Der Beweis erfolgt durch Induktion iber p.

Induktionsanfang (p = 0)
Fir p=0 ist die Aussage leer, und wir wihlen C, = 1.
Induktionsvoraussetzung:

Es existiere eine Konstante C,_; > 0 mit

p-!{ m
k__,,p1,2 0,2 .4 . .
Z 2 HAGP" L < Cpy - AN - &, wobeik, =k, - (m-p) ist.

ist jeisd

Induktionsschritt:
Im Induktionsschritt haben wir die Auswirkungen der Transformationen der p -ten Zeile
zu beriicksichtigen, also die Folge

kp_l +1 = op,p+1),p,p+2), ... Ap,p+tm) = kp
von Pivotpaaren mit den zugehérigen Transformationen. Wir betrachten zunichst die
Verinderungen der ersten (p -1) Zeilen. Blécke dieser Zeilen werden durch Transforma-
tionen der p -ten Pivotzeile entweder iiberhaupt nicht geindert oder gleich paarweise als
gekoppelte Blécke zweier Spalten. Die Verdnderung gekoppelter Blécke haben wir be-
reits abgeschatzt. Es gilt fir das Pivotpaar k, = ¢(p,m) nach (3.66a)

k_,p-t k_,p-1 _ k_-t,p-1 k_-1,p-l
AP 12 ¢ AP 2 e @ ¢ 19200 ) [ A" 12 g a2 ]

firi = 1,...,p-1.

o K, p-l 2
B
PPN F- Pk

izt jeiet
-1

o N ke k., pel
-1 w1 b
DD Iy 2[ P A 2]

i=1 j=i+t
izp

p-1 m
- k-1,p-1,,2
C(2+19:20°) 3 Y AT

izl jaiel
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Betrachten wir anschlieflend das Pivotpaar kp -1 = ¢g(p,m-1), so folgt analog

T St 1910'5)22||A“'“'

is] jeis] 1=t jziel

und sukzessive fiir alle Pivotpaare der p -ten Zeile aufaddiert

2 2 ”A 13'*""l <(2 1.9-1075 yop. 2 2 “A k "“’P:IH “

=1 )=i+l 1=1 j=i+l
Wegen kp-m+p = kp_l kann man nun auf die rechte Doppelsumme die Induktionsvor-
aussetzung anwenden, und es folgt

p-1 m
k_,p1,2 _ _ 0.9
> Y IAPTI <2 19200 )R- Cpy - 1AL

izl j=itl

4
€ .

Damit sind alle Blécke der ersten (p-1) Zeilen der Matrix nach der Durchfithrung der
Transformationen der p -ten Zeile quadratisch klein. Es bleibt das Verhalten der Blocke
der p -ten Zeile unter den Transformationen derselben Zeile abzuschitzen.

Wir schauen zunichst die Verdnderungen an, die ein Block der p -ten Zeile nach dessen
Verwendung als Pivotblock erfahrt. Der Block A,; wird in der k, ,+(i-p)
=k, ~-m+p+(i-p) = (k,-m+i)-ten Transformation des aktuellen Zyklus als Pivot-
block verwendet. Anschliefend wird er noch weitere (m -1) - mal mittransformiert, wobei

jede einzelne Transformation nach Formel (3.66b) durch

k -+l +j ,p-l k -m+i4j -1, p-1
Tl T

€147.1025-10°%) || A;
+ (2+4.735-10°%) || = kp-meid) -1, p-l ",”Aqlicp-miq -1, p-1 I

| ApiP
F

fiirj = 1,...,(m-1) und mit (3.39)

4 r

k_-m+i+)-1,p-1 k_-m+i+) -1, p-1 1]

P < .05 P e 1
E 1S [205] 4 I

r=0

D S AT
0.976-6 2

-m+i 4] =1, -l

).
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abgeschétzt werden kann. Aufaddieren ergibt fiir die Verdnderungen insgesamt.

k -m+1, p-l
|l A Il

Al ¢ (1472025109 - AP

F

b Y 10251097 204735109 ST

jei+l

F

Die Norm der Parameter im (kp—m+i+j—1)—ten Schritt [aBt sich unter Verwendung

der Abschatzung (3.58) fir den maximalen Normzuwachs wie folgt abschitzen:

k_-m+i+j-1,p-1
[E Tl

<
K .. r
52[2.05."Akp'm+1+]-l,ﬂ—l " _1_] E S Ak -m+i4j -1, p-1 )
Fé 09766 2
r=0
4 k . i k l
« 3 (20504 22209 A7 L] LD g
0976 5 2
r=0
Es folgt
k '”'l
¢ (147102510 - AP
m .
' Z {(1+7‘1025’10'5)m" +(2+4.735-10°F).
j=isl

4

. r
: Z{ [2.05-(1 + 2.1225-109) 9 40 1]

F g
r=0

) {g_ k -m+i+j -1, p-1 1 . k_-m+itj -1, p-1
(4 )} A I,
0.976-6 2
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Quadrieren der Ungleichung und Anwendung der Cauchy - Schwarzschen Ungleichung

liefert

<2-(1+7.1025-107%)

k_,p-1,2
I A1

2(m-i) k_-m+i ,p.-l”2

” Apip F t

+ 2. Z { (1+7.1025-10'6)“"j ((2+4.735-10°6).

4 r

Y {2051+ 2122520997 A%l L]
re=0 é
2
E_ S Ak -m+j -1, p-1 } "A k -m+] 1, p-l ”F .
0976 0.976-5 2

Setzen wir den in der zweiten Summe auftretenden Faktor

4 . r
- (2+4.735-10-6)-2[2.05.(1+2.1225.10-5)"P""” L A ||F-_1] : m% ,

r=0

m
so folgt mit max a; = o 1= @
j =isl )

I Apfp"‘"ni ¢ (1+7.1025-10°%)™

m

2
k_-m+i,p-1, 2 ~2 k_-m+j -1, p-1 k_-m+j -1,p-1
{z-n S R DA ) - AP I ]] }

j=1+d

Der erste Summand in der groflen geschweiften Klammer stellt den Block A,; nach Ver-
wendung als Pivotblock dar, und der zweite Summand beinhaltet die Verinderungen des

Blockes durch die nachfolgenden Transformationcn in der p -ten Zeile. Die Gréfienord -
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nung des Blockes A ; nach der naherungsweisen Annullierung durch das Newton - Ver-

fahren haben wir bereits abgeschitzt. Nach (3.49) erhalten wir

k_-m+i,p-1 k -m+i, pe
RGP )= g ape ™
k_-m+i-1,p-i
” AP ”l3 ) ~m4+i-
¢ 2.99138-10° - P A
0
_5\Ky-m+i- | ” A “;3 oy gKo-mei-l,p-
<2.99138-10° - (1 + 2.1225-10°%) P Y - SYAP )
Nun ist
S(Akp mti-t, pel ) ¢
‘ (kp-m+i—l)
¢ [118.813 J(kpmmei-n) (142122510 Fi] . || 4 ||5‘k = g04%)
&
i=0

iy 0
= Kkp-m+i-l : S(A )

Fiir alle i € {1,...,m} gilt f(kp—mi-l < I;IH. Es folgt insgesamt

k_-m+i-1,p-l

- 6 -
SAP™ ) Ky iy S(AT) Ky - S(AT) <Ry (1 4°]]
Fiir die Grofienordnung des Pivotblockes nach allen Transformationen der p-ten Zeile

ergibt sich

- 4
A, ™ P || < 2.09138-10° - (1 + 2.1225-10°8) %" - K,

™~

Damit ist der Pivotblock ohne weitere Transformationen der p -ten Zeile ebenfalls qua-
dratisch klein bzgl. €. Es bleibt die Stérung durch die restlichen Transformationen der

p - ten Zeile abzuschitzen. Es gilt
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m 2

[2 S(Ak -m+j - l,url) ) ” A]- Iicp-m+j-l,p—l "F]] ¢
j=i+l
9k, pl ‘ - k_emej-l,pt , 17
B . -m+} -1, p-
¢ max| (A | ke {ky-minky -1} |- [ Y I ||FJ
jaisl
[ 2, .k 1 7 = k ) -1 1,2
cmax| §(A") Tk e flp-mein ko -1} |- (m-e Y a0
) - j=iel
7 -
Smax[S (A" | ke fk,-m+ink -1} |- (m- 1)iS(Ak AL
(m-i) max[ S AN ke {1,...,M}]
2
ol oA
F
2
Insgesamt kénnen wir jetzt beide Summanden zusammenfassen und erhalten
I Ap’fp'“"u2 ¢ (1+7.1025-10°)™.
- son 14 II§° -4
2:2991387:10'%-(1 + 2.1226-10%) " — e Ky' - T 4
R B N LU ST AT
2
< (1+7.1025-10°6)™
8 A f3° -
2.991382-101.(1+2.1225-10%)™ 4+ 2.5 . (M=), "2 Qe E K
2 A |2F a8 |
¢ (147.1025-10°)™
_ ha" e -,
2.991382-101°-(1+1.132-10%)" + & -(m-i)-288.82 § .2. —TF. Ky - %

Damit ist jedes Element der p-ten Zeile nach simtlichen Transformationen der p -ten
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Zeile quadratisch klein beziiglich €. Summation der p -ten Zeile ergibt

ZHA Kot 1® ((147.1025-10°6)™ [17.897-10l° (1+2.1225-10%)™. (m-p)-

:pfl o
141 -

+&2°(m—P)'(m-p-1)-2'3-62]- Ky 2

0,2 .4
=Qy - Al -

Dies ist die fehlende Abschatzung fir die p-te Zeile. Zusammen mit der Abschitzung

fiir die ersten (p -1) Zeilen bekommen wir jetzt

p m

k., p1,,2 E e 0,2 .4 0,2 .4
Y Y AP @ 19008 P g AN E QNN
i=l jziet

0,2

= [(2 +1.9:10°° )™P. C + Qp] Al
0,2
=Cp - 147l

Damit ist der Induktionsschritt durchgefiihrt.

Mit Hilfe des soeben bewiesenen Satzes ist es nun leicht zu zeigen, dafi nach Durchfiih-
rung des gesamten Zyklus die Auflerdiagonalnorm quadratisch klein geworden ist. Wir

formulieren dieses abschliefende Ergebnis.

Satz 3.27
Es gelten die Voraussetzungen (3.68). Dann folgt

el saMy=0,, - @ mit

= (2+1.9-10%)" (14 7.1025-10°8)™

28
-17.897-10’°~(1+2.1225-10'5)21-M+az-M“".Ql?.&?]‘" 5‘18”F &,
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Beweis:

Die Aussage des letzten Satzes fiir den letzten Index ist dquivalent zur Aussage

¥, p-1 6,2
s'(a " =222nApus et 147

i3] j=i+l

Die Konstante C__, kann wie folgt abgeschitzt werden

Coy = [(2+19 107 )- ,,,2+Q,,,,]

m~{

=Y (2+19:10° YR e L

p=t

m-1
<(2 + 1.9-10°)" . 2 Q,

p=!
Es gilt weiter

zl = z: {(1+71025 106)™.

p=1 p=i

28 _
[17897 +101%-(1+2.1225- 10’5) (m-p)+'&2-(m-p)-(m-p-1).213.$].“ (?8"1-‘ Ku}

1A |22 -
¢ (147.1025-10°)"" [17.897-10"’-(1+2.1225-10-5)2“-M+ 32-M2.2'2.52] .——628—F Ky
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Somit ergibt sich als Schranke fiir C__,

Cat = (2+1.9-10°%)"(1+7.1025.10°)™".

0
A 2° -
— K,

- [17.897-10“’»(1 +2.1225-10%)™ . M+ az-Mz-zlﬂ-&’] —

Mit dieser letzten Absch&tzung ist gezeigt, daff ein Zyklus unter der Voraussetzung
(3.68) die Auflerdiagonalnorm quadratisch klein macht. Diese Voraussetzung ist normab-
hangig, d.h. bei wachsender Norm der Matrix wird die Forderung an die Auflerdiagonale
der Matrix stiarker. Leider ist das Verfahren nicht normreduzierend. Deswegen bleibt
selbst bei potentieller Verkleinerung der Auflerdiagonalen die Voraussetzung (3.68) fiir
die quadratische Abnahme der Auflerdiagonalen nicht automatisch fiir alle Zyklen
erfiillt.

Im n&chsten Abschnitt wird deswegen eine Schranke fiir die Auflerdiagonalnorm konstru-
iert, die selbst bei sukzessivem Normwachstum durch die vollstindigen Zyklen immer
noch die Erfiillung der Voraussetzung (3.68) fiir die quadratische Abnahme der Aufler-

diagonalnorm S( A) fiir beliebig viele Zyklen garantiert.
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3.17 Asymptotisch quadratische Konvergenz

Dieser Abschnitt verschérft die Forderung an die Gréflenordnung der Auflerdiagonale
S(A) in der Form, daf§ die Voraussetzung (3.68) fiir alle Zyklen erfiillt bleibt und damit

das Verfahren asymptotisch quadratisch konvergiert.

Zundchst schétzen wir im nachfolgenden Satz das Wachstum der Diagonalblécke sowie

deren Henrici - Mafie wihrend eines volistindigen Zyklus ab.

Satz 3.28

1-1 ., -t .
Es gelte fiir A ! die Generalvoraussetzung (3.28). A sei einem vollstindigen Zyklus
der hyperbolischen Transformation T sowie der orthogonalen Transformation U unter-

worfen. Nach M = m-(m-1) Transformationen erhalten wir A'. Damn gilt fir jeden
2

Diagonalblock Ajl i

WAL Il <A} + Dft 524
ii g i g T fiirj = 1,..,m (3.71a)

A (Af;) <A (Af;') + 2 - Dj™-52(4)

mit

Yy {(1 +2.1225-10)" 1 D B g 2B [118;5&_13]2”1'“‘"”} : 592?593 (3.71b)

k=1

und
k-t
5, = 10.5_(1/;,.(1) - 1) sowie ¥ gemaf (3.72).
1=1
Bewelis:

Die Diagonalblocke Ajlj" werden fiir j = 1,....m jeweils (m-1)-mal im 1-ten Zyklus

transformiert. Die Nummern der Transformationen sind mit (3.15) gegeben durch

Ak,j) firl <k < j

‘d’j (k) ‘= . ' (3.72)
ojk+1) firj ¢k ¢ m-1
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Die Veranderungen des Diagonalblockes Aj1 ; Him %, (k) -ten Schritt des Zyklus sind nach

(3.61) und (3.53) gegeben durch die Matrizen W\I’ A . WJ;P (L1 g gilt
¥, (), 1-1 \I'(k)lll ¥, (k)11 -1 ¥ ()11

Ayl = A;] + Wy + W” firk =1,...,.m-1

Mit Aw (k)-1,1-1 _ A;I/](kl) 1-1 folgt
m-
¥.(m-1),1-1 1-1 ¥. (k)-1,1-1 ,‘l’(l’)lll
Aj; = A)) = Ay E[W’ P W ]
k=t
a -1
=¥
Nach (3.61) bzw. (3.53) erhalten wir
\I’ (k)-1,1-1,,9
A Il ¥, (k)-1,1-
Iwyi O 100 T B A
F §1°
” A\I‘ (k)-1,1- 1”9
V.
w3 ) < a060.73 - - (A oL
- ||A‘P (k)-1,1- 1”9
SR B ' P o g %0111
A I - BAG I ¢ ), 5952.08 = . $2(A )

k=1
Fiir die maximale Normerhhung pro Transformation gilt

\P(k)lll

\I‘
A €1+ 2122520% )5 AT

und weiter

V. (k)-1,1-1

S(A ' ) <

[118'813]%(“"'[1_1(1 +21225-10%)75 a0 '] S(A'TY
=1

55

-
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Einsetzen liefert

-1-1

W <
m-{
Z{(l +2.1225.10%)° 11 0D F ) 41 Il?zk. [.__118-813]2“°j“"“"]. 5952.93 g 4!y
5 510
k=1

k-1
:= D, .sz(Al") mit&::lO-E(wj(l) - 1)

1=

1-
Fiir die Verdnderung der Norm des Diagonalblockes A; ; ' baw. des Henrici - Mafies durch

den gesamten Zyklus folgen somit dhnliche Formeln:

= 1-t

1 1-1
Il A ”F ¢ |l Ay ”F + || Wi, ”F bzw.

A £ /al'l -t
L\F(A j )¢ AF(AH )+ 2| Wy, "F
also

1 1-1 1-1 1-1
Ay "F < I Ay "F + D -§%A )

firj = 1,..,m

1 1-1 1-1 1-1

Nach der Abschéitzung des Wachstums der Frobenius-Norm bzw. der Henrici-Mafle
der Diagonalblécke nach einem vollen Zyklus kommen wir nun zur Berechnung von obe-
ren Schranken fiir die Gesamtnorm der Matrix abhingig von der Gréflenordnung der Au-

Berdiagonalen. Wir erhalten
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Satz 3.29

2m , 2m

AeR sei eine 2x2 -Blockmatrix, die die Generalvoraussetzung (3.28) erfiillt. Mit
2,2

Ap fir p=1,..,n = 2.m bezeichnen wir die Eigenwerte von A. Ajj eR fiir

] = 1,...,m seien die Diagonalblécke von A und D = diag ( A) die Blockdiagonale von A.
Dann gilt

n|—-

Al < [ZM | J [2 A“A,, + B(S(4)) + Ry(S(4),A (D) (3.73)

el j=1

wobei

R,( S(4)) (= [1 + m-(m- 1)]% S(4) (3.73b)
S [ S

Pt

Ry( S(A),A (D)) = {2-(m-1)- 5(4)F - T A (A)F
i=1

Jm-n-fsca) - Y [a ) (3.75¢)

=t

+ lm - S(A)Tl'r 'i[l’\k(j b+ g ,z)l]aL : AF(Ajj)i-

i=t

Beweis:
Wir teilen die Matrix A ¢ R’ in die Blockdiagonale D = diag (A) und die Aufierdia-
gonale AD:= A - D auf und erhalten so fiir die Frobenius -Norm von A

2 2 2 2
HAIL =1 DIC + 11 4D12 = [ DI + $(A)

und

2 - 2
D] = 2 I 45 1

Nun gilt speziell fiir die Fro s - Norm
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2
g 1= 3w’ 1P a2y
is1
wobel ,ui(j  fari = 1,2 die beiden Eigenwerte von A;; sind. Diese beiden Eigenwerte kon-
nen wir in Abhingigkeit von der Auflerdiagonalen S(A ) als N&herungen fiir die beiden
zugehdrigen exakten Eigenwerte A, (; |y baw. Ap(; oy der Matrix A auffassen. Es gilt
nach Theorem (3.1)

m
(i)
| b '\k(j,i)|$[1+(45’j+z’ -%)]'Z"A,‘k"F-
ks
AL(Aj5)

- .
Z A,

1

mit y; =

Wegen A ¢ |22~ . S(A) folgt fiirj = 1,...,m
EZ Al € 2
¥}

(j)

1. 54)

| 5 —-—--S(A)+J A () [BL5(4) + I

2

2 ([ )

1
- ALy |8

Damit erhalten wir

I 4 ”; ‘i[ EJ) Ay yl2t 2 “‘(1) Meii il A iy | I’\k(j,i)|2]
+ A;(A“)
22’%_ S(A) - [JS(A)+jAF(Ajj)]2
+ i[l)\k(,‘,i)I'JQ'(m‘l)'JS(A)'HS(A) + jAF(A,-,- )] + IAk(j,i)lz]

2
+ AF(A]- j)
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2
g Zl"ktj JiylF v AX(A) +
i=1l

¢ (m-1)-5(A4)-[S(4) + 2 [ (A;)5(4) + B (A;}) ]

+ JQ-(m-l)-JS(A) . i[“k(j,i)l' HS(A) ¥ JAF(A” )]]

1=1

n
2 2
Io2=Y Il 4; 1

i=1t
n

I 2
YN ol ¢ YAKA) ¢ me(m-1)-544)

jet iel j=t

: 2-(m-1)-S(A)-jS(A )ciJAF(A”) + (m-1)-5(A) - iAF(A”)

j:] j:[

2 m
e 5(A)2m-1) - Y Y g ]

ixtjet

+ §2:(m-1)-5(A) - i[“k(j b+ P ,2)|]‘ IAF(A,',-)

i=t

Mit der Abschitzung {Xx + y ¢{x + {y ergibt die Addition von S2(A ) zu || D|[? die
8 g 2

Behauptung.

Wir werden die Abschitzung (3.72) jeweils auf die Endmatrizen Al der Zyklen mit | ¢ N
anwenden. Die Formel hat als Grundlage das absolute Minimum der Frobenius - Norm
einer Matrix, namlich die Wurzel aus der Quadratsumme der Eigenwerte der Matrix.
Als Korrekturterme treten drei unterschiedlich wirkende Terme auf. Der erste Term ist
die Wurzel aus der Quadratsumme der Henrici - Mafle der Blockdiagonale. Dieser Term
tragt zur Normerhéhung bei und wéchst von Zyklus zu Zyklus an. Der zweite Term
R,(S(A)) ist der Korrekturterm der Aufierdiagonale. R,(S( A4 )) fiir sich allein betrachtet
liefert bei fallender Auflerdiagonalnorm monoton fallende obere Schranken fiir die Frobe-

nius - Norm der iterierten Matrizen. Der Term R,{5(A4 },A_{ D)) beinhaltet die Misch -
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terme zwischen Auflerdiagonalnorm S(A) und Henrici - Maflen AF(A”) der Blockdia-
gonale. Zunéchst ist also nicht klar, ob man die Giiltigkeit der Voraussetzung (3.68) fiir
lie quadratische Abnahme der Auflerdiagonale iiber beliebig viele Zyklen garantieren
kann, da das Wechselspiel zwischen dem Wachstum der AF(A]- j ) und der Abnahme von
S(A ) nicht bekannt ist. Dies liegt insbesondere daran, dafl die Abschitzungen, die das
Wachstum beider Groflen beschreiben, Terme beinhalten, die von der aktuellen Norm
der Matrix abhingen. Nach (3.71) gilt im | -ten Zyklus bei Einhaltung der Vorausset-

zung (3.68), die wir auch in der Form

S(A"Y) ¢ ! mit

-K Sm+7
-l = 118.813‘“-[1+2.1225-10'5] ' & . [ § ] " (3.74)
6.4-10¢-{m-1 | Al“IIF

I:‘J Al-l -5m-~7
=B -4
schreiben koénnen, fiir das Wachstum der Henrici - Mafle AF(A;; l)

1 -1 -0,

mit
- 1
pl-t .=m2 (1+2.1225-10°%)° 10 41712k, [‘118'813]2(%(“4) B
P ) F J5 510
k=1
k-1
und &, := 10-2 (% (r) - 1) sowie 9; gemaB (3.72).
rel
Nach einigen Umformungen erhilt man fir die Terme Djl" die Form
-1 _ L1948y, T " :
D/"=D; -|| A ”F mit D; ¢ R und fir allej = 1,....m. (3.75)

Ebenso erhalten wir mit (3.70) fiir die Auflerdiagonalnormabnahme im 1 -ten Zyklus

S(A') ¢CH' . (ef?:= @ mit




A e ———— i S R
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L2 (24 1.9-10°%)" (14 7.1025-10°6)™"
w2 4" -
-[17.897-10'0-(1+2.1225-10-5) M3 M -2‘2-62] —t K,

, wobei
r
= (2+4.735.10°%). 2[205 (1+2.1225.10%)" ) A" |- 1] 17
~ F sl 09766 2
und
~ r 1Q Q1¢ I-1 .5X
< 18.813 ( 2.1925.10°5 )
R : ] [H 142122510 } A
i=0

Nach einigen Umformungen erkennt man, da auch hier der Term C1*! von der Form

cH=C. | A" NI misCoer (3.76)

ist.

Damit sind alle drei Terme Ci, Dji sowie E' als Funktionen der aktuellen Frobenius-

Norm || A ”F von der Form
ci, Dji , B* = Const. - || A ||; mit geeigneten s ¢ L. (3.77)

Damit sehen wir, daB einerseits die Schranken fiir die Henrici - Mafle der Blockdiagona-
len (3.71) bzw. fiir die Verkleinerung der Aufierdiagonalen (3.70) bei wachsender Matrix~
Norm immer gréber werden, andererseits die Voraussetzung (3.74) fiir quadratische Au-
flerdiagonalnormabnahme bei wachsender Norm eine immer kleiner werdende Aufierdia-
gonalnorm zu Beginn eines Zyklus fordert. Fiir E! ist die Potenz s der Matrix - Norm ne-
gativ, ansonsten positiv.

An der Abschitzung (3.73a) fiir die Frobenius - Norm erkennt man, daf das eigentliche
Problem im Wachstum der Henrici - Mafle der Blockdiagonale liegt. Wahlt man die Au-

flerdiagonale €9 so klein , dafl quadratische Abnahme von S(A) einsetzt, also

0. ¢ ” A Hzom:m 0 ¢ 1o,
2
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und blieben die Henrici - Mafie der Blockdiagonale beschrinkt, so konvergierte das Ver-
fahren asymptotisch quadratisch. Damit die Henrici-Mafle beschrankt bleiben, ist es
sinnvoll, eine Forderung zu stellen, die ihr Wachstum einschranken. Die Gréfilenordnung

des Wachstums ist nach Satz (3.28) gegeben durch

1 0 0, o2

Wir fordern zusitzlich

2D = 2.D;- [ A 0" =<1
Foo g

Beide Forderungen sind erfiillbar, und der zweite Zyklus ist durchfiihrbar und fithrt zur

quadratischen Abnahme der Aufierdiagonale. Wir erhalten folglich

S(AI)S 61500 .(60)25_1_. €0
2
Gleichzeitig bekommen wir eine obere Schranke fiir die neuen Henrici-Mafle. Es gilt

nach (3.27) und (3.71a)
! 0 0 2 0
A#%j)sA#%j)+}Dj%9)SA#%j)+%~§
Mit der neuen Schranke fiir AF(A;J- ) ergibt sich aus Satz (3.29) eine obere Schranke fiir

I ! llF , und wir kénnen erneut fordern:

Waihle €° ¢ R so klein, daf die Forderungen

- . -5m-7
¢ < <B - [max) ]
vkgo F‘
1,1 1.0 A [ ! ki 19501 0 (1 .
2:D/-e'<2:Dj-¢"¢2-D; - |max]l A ||F ol .0 ¢~ firallej = 1,...,m
“ k=0 - 2
-~ - 1 -
Ch.el! <Che® <C - | max || 4% || 20K s34 ~e°sl
L 4 0 FJ 2

erfiillt sind

Damit wiren die beiden ersten Zyklen mit quadratischer Auflerdiagonalnormabnahme
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verbunden. Diese Vorgehensweise ist beliebig oft wiederholbar, sodaf fiir jedes 1 ¢ N ein
€% ¢ R berechenbar ist, dafl die ersten | Zyklen quadratische Aufierdiagonalnormabnahme
erzeugen. Dies ist allerdings nur unter Berechnung stindig wachsender Schranken fiir die
Normen der Matrizen A1 méglich. Der nachfolgende Satz beschreibt die Situation nach

1 Zyklen des Verfahrens.

Satz 3.30

Seil € N beliebig und A" ¢B™"™ eine 2x2 - Blockmatrix. Die Eigenwerte von AO bezeich-
nen wir mit /\\P fiir ¢ = 1,...,n = 2-m. Ferner seien Ajoj € IR2'2 fiir j = 1,...,m die Diago-
nalblécke von A°. Es gelte S(Ao ) € €% wobei €° so gewahlt ist, daB folgende drei Bedin-
gungen erfillt sind:

~ r1-1 q-5m-7
€ ¢<E - |maxl| A || (3.78a)
S k=0 k.
-~ 1-1 794
Dj]" €® ¢ D, max || A" il e S allej = 1,.. (3.78b)
FJ 2
k=0
-~ 8 1 -1 h +
Cl.e® ¢ C max || A IIF 2 o=l (3.78c)
“ k=0 - 2

Dann sind die ersten 1 Zyklen durchfiihrbar mit quadratischer Aufierdiagonalnormabnah-
me, d.h.

1-1
_ ' - . :
S(A7) g€l g H(C““)Q’ (% ¢ [1]2"1 e firi=1,..1 (3.79)
k=1 2
Weiterhin gilt fiir die Henrici - Mafle der Blockdiagonale

i k
A(AJ) S A (AY ) + 60-2[-;-]2 -1 firi=1,..L (3.80)
k=1

Fir die Frobenius-Normen der Matrizen A erhalten wir mit D = diag( A% fiir
i=1..1

n 9 % [' m 'l%
I LN A0 VL D0V, pir 0 A £ rOW [9 01\
I A Il € [Zf Apl } + [L A(Af; )J + Ri(e) + Byl A (DY), (3.81a)
pe 1
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wobei

Ri( €)= [1 + m-(m-l)]% . [é]zi-l'l . €0

+“5-_ﬁ {[_;_]zi-'-l . fo}%. [i“‘?'r (3.81b)
p=1

=y eo.zi[_;_]zk-l
k=t
RQ( EO,AF(D")) =

- mD. {[%]zi*-l . 6o}%. i{ A _(A) + eo.zi“[.;.]?‘-l]% (3.81c)

=t k=1

¢ {(m-1) - {[1]2“-1 : 50}% : i{AF(AJpj) . 60.2[%]2“-1}%

2 ,
k=1

w b
T (e
'i[“k(mﬂ PRI LE {AF(A,-",-) ' 60‘2[%]2'(’1}%

]=l k=1
i % m %‘
A3 [ S )
j=1

k=1

Bewels:

Es gelten wegen Voraussetzung (3.78) fiir alle i € {1,...,1-1} folgende Beziehungen

‘ - - 1-1 -5m-7 -~ 3 ~dm-7
<[] s B [max 4" )" B at "
2 k=0 F d
' i1 ~ I-1 +
2-Dj €l [l]’ Di-€% ¢ D}.e%¢ D, [max 1Ay ]92'"" =<l
2 k=0
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Die erste Ungleichung besagt gerade, dafi die Voraussetzung fiir die quadratische Abnah-
me der Auflerdiagonale bis zum 1 -ten Zyklus giiltig ist, wihrend die beiden éibrigen Ab-
schiatzungen fiir alle 1 Zyklen das Wachstum von S(A i‘) bzw. der AF(A;]-) bestimmen.
Wir erhalten mit Satz (3.28) fiir die Henrici - Mafle der Diagonalblécke

i k-1
i ) k-1 k
AF(A;,- ) SAF(A,-O,- )+ 22 - Dk I I(CH)Z (e firi = 1.1
k=1 1=1

Wegen (3.78b) folgt damit fiir alle j € {1,...,m}

i
' 0 172¢-1 S
A(A; ) SA (Al ) + € Z[E] firi = 1,..,]
k=1
Schliefilich bekommen wir wegen (3.78¢)
. =t 9i-k oi 17211
S(41) ¢ eISH(ck-') (9 ¢ [g] €0 firi=1..]

k=1

Die Abschatzung (3.81) fiir die Frobenius - Norm der iterierten Matrizen A! erhalten wir

nun durch Einsetzen der beiden obigen Abschitzungen in (3.73). Dabei mufl wiederum

von der Formel {x + y ¢ {x + {y Gebrauch gemacht werden.

Mit der Abschétzung (3.81) der Frobenius - Normen der Matrix A kénnen wir nun fiir
beliebiges | € W eine obere Schranke fiir || Al IIF konstruieren, die unabh&ngig von der
Nummer des aktuellen Zyklus ist. Mit dieser oberen Schranke ist es méglich, die Forde-
rungen an S(A 0) < €% so zu verschirfen, dafl asymptotisch quadratische Konvergenz ga-

rantiert ist.
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Satz 3.31
. 0 2m,2m . . . 0 . . .
Sei A ¢R eine 2x2 - Blockmatrix. Die Eigenwerte von A  bezeichnen wir mit Ay
. 2,2 . . .
fir ¢ = 1,...,n = 2-m. Ferner seien A}S)j eR" fir j = 1,...,m die Diagonalblécke von

A’ Es gelte S(A o) < €% wobei €® so gewshlt ist, daB folgende drei Bedingungen erfiillt

sind
~ 3 3 -5m-7
e <E - Al (3.82a)
- r -y 9 2
D, -tnal "ol farallej=1,.,m (3.82b)
! F, max) 9
~ [ J20M+34 1
C Ial, € 55 (3.82c)

Hierbei ist

n 7
2
”A”F,ma.x= [2"\9' ] * [
p=1

mit D = diag(A )

L
2

] max max
A2(AY, J RY(e0) + By (%A (D)) (3.830)

RI( €9 ):= ¢ { [1 : m.(m-l)]% + T 0.633} (3.83b)
+(€0)%,|2(m1 [ZMIJ
p= |
Ry (e, (D) = {2-(m-1)(9F - Z[AF(A,%) 0633 - eo]‘ (3.83¢)
e

¢ J(m (e°)2-{i[A(A-"-)+L266-e] [ZA(A ]}
¢ (€9) ’2(m [P Z{['Ak(x ol + g 2,|]%.[A (A, )+0.633-e°]%}

Dann 1st das Verfahren asymptotisch quadratisch konvergent. Die Abnahme der Aufier-

diagonalnorm S( A) ist gegeben durch
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Coi-1
i ik i i_
() e TJo®™ @ [2 ] e i (3.84)
ket

Weiterhin gilt fiir die Henrici -~ Mafle AF(A” j fiir j € {1,...,m}
ALAL ) SA(A]) + 0.633 - € furi 21 (3.85)

Beweis:

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Abschitzung (3.81) des vorangehenden Satzes. Die

beiden Terme R:( €®) und R;( GO,AF(D 0)) aus (3.81) sind gegeben durch

Rll( € )= [1 + m-(m-l)]% . [-;-]Qi-l'1 . €0
. n 1
* ,Hz-(m-l) ' {[é]g B ‘°}%' [2'%'}

P
i k
+ ﬁ . EO.Z[%]Q -1

k=1
Ry( %A (D)) =

P [ et i{AF(Afj) + eo.j:[%]zk-l}*

i=1 _k=l ;
+ {(m-1) {[ ]Qi—‘_l . 6°}% . i{ AF(AJF’]-) + 60.2[_;_]2]('1}
T !

-+
| ]
B}
' .
[y
p—
—Am, (SO R
r———
DO -t
| W—
3]
Tt
-
[y
m
o
[
o~
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., [172¢-1 ) . o
Esist | = <1 fiir alle i > 1 und weiter gilt
2

i 0
k k+t
2[1]2 '1s2-§ [1]2 ~ 0.632843 < 0.633.
9 9

k=1 k=0

Setzt man diese Abschatzungen in die beiden obigen Terme ein, so erhilt man R,n:ax(eo) '

und R (6 A (D )) und als Normabschétzung fiir alle iterierten Matrizen A mit

1 2 1 ergibt sich
H = 2 : = : max
LA, <hal = [Zmr} ; [2 A;:<A;’,->] LRI ¢ RIS (D)
pe | 1=t

Bei Verwendung von || A ”F in den Forderungen an €° haben wir dann ein €° > 0
', max
konstruiert, das fiir alle Zyklen die Voraussetzung (3.68) garantiert und damit asympto-

tisch quadratische Konvergenz.

Bemerkung:
Die Abschitzung der Norm der iterierten Matrizen A : zeigt, dafB das bisher beschriebe-

ne Verfahren das absolute Minimum der Norm der Matrix A, nimlich die Wurzel aus
der Quadratsumme der Eigenwerte von A, nicht erreichen kann. Unsere Abschitzung

besagt selbst bei verschwundener Aufierdiagonale S(4 ) = 0

uAqu[ZM ’ } ZA(A

Dies liegt daran, dafl die Blockdiagonale der Matrix iiberhaupt nicht bearbeitet wird.
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Das Minimum der Norm kann aber nur erreicht werden, wenn simtliche Diagonalblscke
Ay ebenfalls diagonalisiert sind bzw. einem komplex konjugierten Eigenwertpaar ent-
sprechen. Solange keine Mafinahmen getroffen werden, die die Norm der Blockdiagonale

minimieren, wird immer der Stérterm der Henrici - Mafle der Blockdiagonale vorhanden

bleiben.

Der letzte Abschnitt behandelt eine Transformation, die die Blockdiagonale auf Murnag-

han - Form bringt, falls dies méglich ist.
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3.18 Normreduzierung der Blockdiagonalen

Im letzten Abschnitt beschreiben wir den Einbau einer weiteren hyperbolischen Ahnlich-
keitstransformation. Durch diese Transformation kann im Fall diagonalisierbarer Diago-
nalblécke die Matrix auf Murnaghan - Form gebracht werden, und im Fall defektiver
Diagonalblécke wird zumindest eine Normreduzierung des jeweiligen defektiven Blockes

erreicht und eine Normalisierung angestrebt.

Fir jeden Diagonalblock A, mit p = 1,...,m sind die ( 1,j) - Restriktionen der Transfor-

mationsmatrix § "(z) gegeben durch

P :=[C°3h“i“hz] mit 7 ¢ R (3.86)

PP .
sinh z cosh z

St; =1-6;  fir (ij) # (p,p)

S p(z) ist J-orthogonal. Falls es nicht von Interesse ist, auf welchem Pivotblock die
Transformation S wirkt, lassen wir den oberen Index p weg. Die Matrix § ist stets regu-

lar, und sie hat als Funktion des Parameters z ¢ R folgende Eigenschaften

5(0,0)= I S(i+z) = §(3) - 8(z) (3.87)
52) = §(-2) S@T = §(z)

Fiir feste Parameter z ¢ R und ein festen Index p sei die Ahnlichkeitstransformation auf

A beschrieben durch
A =89 - 4 - (8P (3.88)

Dann ist A''' wieder J-symmetrisch, und es gelten folgende Transformationsvorschrif-

ten fiir die einzelnen (i,j) - Restriktionen der Matrix A"'

A;,'i' = Spp( -z) - A'p'l firi=1 ..mundi#p
(3.89)
App = Spp(-2) - App * Spp(2)
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Fiir spatere Betrachtungen benstigen wir ebenfalls die Transformationsformeln einzelner

Elemente der Matrix 4'' = [a'i; ] . Es gilt
Igi,j¢n

G = A - gl
firi=1,..,mundi#¢p (3.90a)

LI ) 1 {3
ap+mli= ap+mli. Ch - app ) Ch

Fir die Elemente des Diagonalblockes A bekommen wir

a");)' = a;);) .ch? + 2-a;,"pm -ch-sh - a;);m'p,'m -sh?
a' bem = 3 pamcch® 4 (ap, - 4w, pwm ) "Chosh+ al’ Lo -sh? (3.90b)
a‘;):u'n,p-tm = a‘;alﬂn,pﬂn «ch? - Q'a';)',pd»m ~ch-sh - a';”.:P -sh”

Die iibrigen Matrixelemente bleiben unverdndert. Hierbei sei ch := cosh(z) und

sh := sinh(z).

Im weiteren lassen wir zur Vereinfachung der Notation die 3 Striche zur Erkennung der
durch S transformierten Elemente weg. Eine kurze Rechnung ergibt fiir die Frobenius

Norm des Diagonalblockes Ap," nach der Transformation mit § P

2
Il App ”F = cosh®(2-2) - (a2, +2-al ., + al )

p+m,p+m
+ sinh%(2-z)- ( 2a;“') (3.91)

,p+n ~ 3pp‘3pem,pem )

+ sinh(4-2) - Q'ap,pm'( p ~ apﬂn'P’m)

Fir 2+ |2, punl # 1 2pp = 8pum,pem | » also fir nicht defektive Diagonalbltcke, ist die
Norm des Diagonalblockes A, als Funktion des Paramters z streng konvex, ansonsten

konvex.

Die Aufgabe der hyperbolischen Diagonaltransformation ist es, die Norm der Blockdia-
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gonale zu reduzieren. Fiir nicht defektive Diagonalblécke ist dieses Problem einfach zu
16sen, denn diese sind auf Murnaghan - Form transformierbar, und das Minimum der
Norm wird gerade fiir dieses Form angenommen. Die Norm des transformierten Diago-
nalblockes A;)p als Funktion des Winkels z der hyperbolischen Transformation hat fol-

gende Gestalt:

Con2 o 209.2) «(al 4+ 9.22 2 )
i Ao ”F = cosh?(2-z) (app +2:al ot Al pen )
g 5 _
+ sinh%(2-2) - 2-(a] un = 3pp 3num, pen )
+sinh(4-2) - 2-a, pp(ap, - apy,pu ) = 1(2)

Zur Abkiirzung setzen wir

A= (ag, +2:a) Lon * 3pun,pin )

B:=2:(a} oun = 3pp 3pem,pm ) (3.92a)

Ci=22 pun(3pp = 3pem,pem )
und erhalten

f(z) = A-cosh’(2-z)+ B-sinh}2-z)+ C-sinh(4-z). (3.92b)
Das Minumum der Funktion ergibt sich durch Differenzieren

f(z) = 2-(A + B)-sinh(4-2) + 4-C-cosh(4-2) =0 &

4-ay pon(2pp - )
ta.nh(4-z) = 2.C = a'P'P m PP a‘pﬂn,p m (393)

A+ B 4'a$2>.p+m + (3pp = 2p4m, pem )

Der Winkel ist fiir alle nichtdefektiven Diagonalblécke stets wohldefiniert, denn der
Quotient ist betragsmaBig stets kleiner gleich 1. Fiir solche Blscke, die bereits diagonali-
siert bzw. in Murnaghan - Form vorliegen, ist z = 0, und die minimale Norm ist bereits
erreicht. Fir alle diagonalisierbaren Blocke liegt nach Durchfithrung der Transformation
mit dem oben berechneten Winkel der zugehérige Diagonalblock in Murnaghan - Form
vor.

Nur fiir defektive Blocke mit 2-|a, .| = | app = 2psm, pen | 8ilt | tanh(4:2) | = 1,
und der Winkel z divergiert. Das Minimum von || A, “F wird dann im Unendlichen an-

genommen. In diesem Fall ist die Funktion { nicht mehr streng konvex.
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Fiir solche defektiven Diagonalblécke Ay, mufl der Winkel z kiinstlich beschrinkt wer-
den, da sonst die Auflerdiagonale in ihre Gréfilenordnung zu stark verdndert wird. Aber
selbst fiir fast normale Diagonalblocke kann der Winkel sehr grofl werden. Dies ist genau
dann der Fall, wenn die beiden zugehérigen Eigenwerte sehr nahe beieinanderliegen. Die
eigentliche Problematik von grofien Winkeln bei der Normreduzierung der Blockdiagona-
len tritt aber erst dann auf, wenn neben den Eigenwerten zusitzlich die Eigenvektoren
mitberechnet werden sollen. Diese ergeben sich aus den Spalten des Produkts aller
Transformationsmatrizen. Die Genauigkeit der Eigenvektoren wird deswegen bei
schlecht konditionierten Transformationsmatrizen in Mitleidenschaft gezogen. Im Falle
von J-symmetrischen 2x2 - Blécken 1st die Kondition der Transformationsmatrix leicht

explizit berechenbar. Es gilt

Satz 3.32
Sei A =[ a :] eine diagonalisierbare, J-symmetrische Matrix, also gelte
-b

|a-d| #2-|b]|. A sei nicht normal, also a #d und b # 0. Die Eigenwerte von A sind ge-
geben durch

A12=a+dij{a‘_d}2'b2‘

' 2 2

Die Transformationsmatrix S, die A diagonalisiert, lautet

S = [(’\l'a)(’\2°a)]und8'l=__l.___. [ b (a"\z)]
b b b2-(A; - A,) -b (A, -a)

Fiir die Kondition der Transformation erhalten wir

-1 d- '%
Kond (5) = || S| -Is" Il = J-lb—TL {(a—d)“’- 4-b? } (3.94)
_Jd-af . 1

110 I P AR
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Bemerkung:

Man sieht an der Konditionsformel, daf sich bei sehr nahe beieinanderliegenden Eigen-
werten die Kondition der Transformation und damit die Genauigkeit der im Produkt der
Transformationsmatrizen stehenden Eigenvektoren drastisch verschlechtern kann. Dieses
Phinomen &uflert sich in betragsméflig groflen Winkeln der hyperbolischen Diagonal-

transformation S.

Zur Verhinderung der beiden oben beschriebenen Wirkungen beschrinken wir uns auf
Winkel z, die eine bestimmte Groflenordnung nicht iiberschreiten. Wir verzichten also
bei sehr nahe beieinanderliegenden Eigenvektoren bzw. bei Matrizen, die defektiv oder
fast defektiv sind, auf eine Normalisierung der Blockdiagonale gemi8 (3.93) und begnii-
gen uns mit einer reinen Normreduzierung. Der Winkel z soll deshalb wie folgt bestimmt

werden:

4:3p pen*( 3pp = 3pun,pon )

- ~1 ¢ tanh(4) = 0.9993293 sei z die Losung von
4"a'p,pvt-m + (a'pp - a'p+m,p+m)

Fir

4-a, . = Ag,n o )
tanh(4-z) = p,pem " %pp ~ pem,pem , (3.95)

2 2
4.aplp+m * (app - a’pﬂn,pﬂn)

ansonsten sei z = Sign { a~p,p+m'( app - ap+m,p+m ) }

Mit diesem Ansatz folgt
|z| ¢1 und damit cosh(z) ¢ 1.5431 bzw. [sinh(z)| ¢ 1.1753 (3.96)

Diese Form der Winkelbestimmung garantiert gut konditionierte Transformationsmatri-

zen, und gleichzeitig ist die Wirkung der Transformation S auf die Auflerdiagonalnorm
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gering. Die m Transformationen der Blockdiagonale kann die Aufierdiagonalnorm nur
minimal vergrofiern, so daff die quadratische Konvergenz des Verfahrens erhalten bleibt.
Es gilt

Satz 3.33
Seimit AeR """ eine 2x2 - Blockmatrix gegeben und es gelte S(A ) < €. Die Matrix A

; ; : p . . g .
werde den m Transformationen S (z) fiir p = 1,...,m unterworfen, wobei die Winkel ge-

maf (3.95) bestimmt werden, d.h.

A = sy a8t 8P
Dann gilt

S(A' )< 7.3801" - S(A). (3.97)
Beweis:

Wir teilen A in die Blockdiagonale D und in AD = A - D auf. Dann ergibt eine Trans-

formation mit S fiir beliebiges i €{1,...,m}

A=(s""' . a-5' =" -p.s  + (s . aD. 5’

Die Transformationsmatrix S ist selbst eine Blockdiagonalmatrix. Daher gilt

s(A)=(5)" - aD- 8| Kond(S") - || AD||_ = Kondy(S') - S(A)

Dabei ist von Bedeutung, dafl man die Kondition auch in der Spektralnorm messen
kann. Die Eigenwerte der Transformation S : sind aber gerade gegeben durch
(n-2) Einsen, A, = cosh(z) + |sinh(z)| und A_= cosh(z) - |sinh(z)|. Wegen |z] <1

erhalten wir so
Kondy(§") ¢ ( cosh(1) + |sinh(1)] )? ¢ €2 = 7.3890561 ¢ 7.3891

Diese Abschatzung gilt fiir alle m Transformationen, und es folgt die Behauptung.
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Damit bleibt die durch die einzelnen Zyklen erzeugte Gréflenordnung der Auflerdiagona-
le S(A) auch nach Durchfithrung der m Normreduzierungen der Blockdiagonale erhalten.
Dabei ist gleichzeitig gewahrleistet, dafi die Diagonalblécke iiberall dort, wo dies ohne
Verschlechterung der Genauigkeit der Eigenvektoren moglich ist, diagonalisiert werden.
Insbesondere wenn die Eigenwerte gut getrennt liegen, ist mit einer asymptotisch qua-

dratischen Konvergenz des Verfahrens gegen eine Diagonalmatrix zu rechnen.

Hier sind die theoretischen Uberlegungen abgeschlossen. Im néchsten Kapitel beschaf-

tigen wir uns mit der numerischen Praxis des vorgestellten Verfahrens.
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4. Die Verfahren in der Praxis

Im 4. Kapitel wollen wir zunichst den Ursprung J-symmetrischer Matrizen erlautern
und die Moglichkeiten darstellen, wie man aus dem quadratischen Eigenwertproblem
durch entsprechende Transformationen das J - symmetrische Problem gewinnt. Anschlie-
fend erkliren wir, wie das asymptotisch quadratisch konvergente primitive Verfahren
des 3. Kapitels zur Beschleunigung eines .J - symmetrischen Blockverfahrens von Hoppe

[11] eingesetzt werden kann. Im 3. Abschnitt stellen wir die numerischen Ergebnisse dar.

4.1 Erzeugung J - symmetrischer Matrizen aus dem quadratischen Eigenwertproblem

J -symmetrische Eigenwertprobleme entstehen insbesondere bei der Betrachtung von
schwingungsfihigen Systemen. Die Grundgesetze der Physik besagen, dafl ein solches
System durch den Erhalt der Gesamtenergie des Systems charakterisiert ist. Die Ge-
samtenergie ist gegeben durch die Summe aus kinetischer Energie T und der potentiellen

Energie U.
T + U = const. (4.1)

Fir ein System mit n Freiheitsgraden kann man beide Energien iber die Systemkoordi-
naten y; ,1 = 1,..,n, als quadratische Formen mit reellen, symmetrischen, positiv semi-

definiten Matrizen beschreiben. Es ist

U=05-yT- K-y, Ke R symmetrisch, positiv semidefinit (4.2)

T=05-y1-M-y, Me R" symmetrisch, positiv definit
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Die Matrix M wird als Massenmatrix und die Matrix K als Steifigkeitsmatrix bezeich-
net. Durch Differenzieren von (4.1) nach der Zeit erhilt man die Differentialgleichung

der ungedimpften Schwingung
M-y''" + K-y=0 (4.3)

Bei geddmpiten Systemen tritt ein weiterer geschwindigkeitsabhingiger Term auf, der
durch eine positiv definite, symmetrische Dampfungsmatrix D gegeben ist, und wir er-

halten
M-y'+D-y +K-y=0 (4.4)

Der zeitliche Verlauf der Bewegung wird durch den Vektor y(t) beschrieben, der die n

Systemkoordinaten y,(t) beinhaltet. Unter Verwendung des Ansatzes

y(t) = x - et (4.5)
erhalten wir das quadratische Eigenwertproblem

(M-X2+D-2+K)-x=0. (4.6)

Untersuchungen des Wertebereiches der Matrizen M, D und K zeigen, dafl im Fall posi-
tiv definiter Matrizen D und K die Lésungen der Differentialgleichung (4.4) stabil sind.
Die Berechnung der 2-n Eigenwerte A; und der zugehérigen Eigenvektoren x; ergeben
gemif (4.5) die Fundamentallésungen der Differentialgleichung der gedampften Schwin-
gung, und jede Lésung ist durch Vorgabe von geeigneten Anfangs- bzw. Randbedingun-

gen linear aus diesen Fundamentallssungen kombinierbar. Das Auffinden der 2-n Ei-
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genwerte des quadratischen Eigenwertproblems entspricht dabei der Berechnung der

Grundschwingungen des schwingungsfihigen Systems.

Wir wollen nun beschreiben, wie das quadratische Eigenwertproblem (4.6) in ein ge-
wohnliches J -symmetrisches Eigenwertproblem umgewandelt werden kann und gehen
dabei von positiv definiten, symmetrischen Matrizen M, D und K aus. Die einfache

Transformation

z:=[’\;cx]undp:=%- (4.7)
fithrt auf das verallgemeinerte Eigenwertproblem der doppelten Dimension 2-n

Sz=p-T-z mitS§:= 0 M) jnar=|M 0 (4.8)
. M D 0 -K

. o . . . . . . . 2n,2n
S ist dabei eine symmetrische, reelle Matrix der Dimension 2-n. Die Matrix T e R '

hingegen ist symmetrisch und besitzt wegen der positiven Definitheit der Matrizen M
und K n negative und n positive, reelle Eigenwerte. Hierin tritt die Moglichkeit zutage,
das verallgemeinerte Eigenwertproblem (4.8) in ein J-symmetrisches einfaches Eigen-

wertproblem der gleichen Dimension zu transformieren.

Als erste Variante dieser Transformation verwenden wir die positive Definitheit der Ma-

trizen M und K, um sie nach Cholesky zu zerlegen. Wir setzen
K=L-LY M= L, LI mit L, L, als linke, untere Dreiecksmatrizen (4.9)

und erhalten so

T___[M 0]={L20].J.fL§0]
o -x] o I Lo
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n

mit J:= [I ”}, I Einheitsmatrix im R™'".
0-1

Somit transformiert sich (4.8) in das Problem

-1 -T
0 L2.M.L| ].z:y.J.z
L'M-L;Y L'-D-LT
&
: T, p-T
[ 0 Ly- L J-z:p'z (4.10)
-LitL,  -LyhDLY

Wir_ erhalien so eine spezielle Klasse J-symmetrischen Eigenwertproblemen (4.10), die
aus dem urspriinglich gegebenen gedimpften Schwingungsproblem ableitbar sind. Die
Eigenwertverteilung ist fiir diese Klasse leicht in Abhéngigkeit von der Dampfungsma-
trix D charakterisierbar. Falls D= 0ist (keine Dampfung), so erhalten wir ungeddmpfte
Schwingungen, und alle Eigenwerte sind rein imaginér. Sie liegen alle als komplex konju-
gierte Paare auf der imaginiren Achse der Gaufischen Zahlenebene. Bei wachsender posi-
tiv definiter Matrix D (Energieverlust durch Dampfung) wandern die Eigenwerte als
komplex konjugierte Paare in die negative Halbebene, bis sie schliefilich bei geniigend
starker Dampfung zu doppelt reellen, negativen Eigenwerten entarten. Bel weiterer Zu-
nahme der Dampfung treten durch Trennung der doppelten Eigenwerte und Laufen auf
der negativen, reellen Halbachse in entgegengesetzen Richtungen auch einfache, reelle

Eigenwerte auf.

Bemerkung

Fiir die Transformation von (4.8) auf das J - symmetrische Problem ist nicht von Bedeu-
tung, dafl die Zerlegungen (4.9) auf Dreiecksmatrizen beruhen. Man kann vielmehr statt
der normalen Cholesky - Zerlegung eine Zerlegung mit Spaltenpivotisierung durchfiihren.

Dies fithrt zu einer Cholesky - Zerlegung mit einer Matrix L mit permutierten Zeilen, so
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dafl die Dreiecksgestalt zerstort ist. Diese Vorgehensweise soll die Diagonalelemente in
ithrer Groflenordnung sortieren. Dies hat den Vorteil, dafl naheliegende Eigenwerte in
gleiche 2x2 -Blocke des J-symmetrischen Problems gelangen und so die Trennung der

Eigenrdume der J-symmetrischen Matrix verbessert wird.

Bemerkung

Die benutzte Transformation fiihrt auf ein Eigenwertproblem zur Berechnung der Kehr-
werte der gesuchten Eigenwerte der gedimpften Schwingung. Vom physikalischen
Standpunkt werden in der Regel bei komplizierten schwingungsfshigen Systemen nur ei-
ne kleine Zahl von Grundschwingunen benétigt, die die grofiten Schwingungsamplituden
besitzen. Der Ubergang zu den Kehrwerten filhrt zu einer besseren Trennung dieser
Grundschwingungen. Der hochfrequente Anteil der Schwingungen wird in die Nihe von
Null transformiert und kann damit schlechter berechnet werden. Dies ist aber nicht so
wichtig.

Man kann natiirlich auch die Eigenwerte der inversen Matrix zum J-symmetrischen

Problem (4.10) betrachten. Das inverse Problem ist gegeben durch

-1 -T -1,
L'-D-Ly" -Ly L) -y, | (4.11)
LT. LT 0

Eine etwas aufwendigere Technik, aus dem quadratischen Eigenwertproblem (4.6) ein
J -symmetrisches Eigenwertproblem zu konstruieren, besteht darin, die symmetrischen,
positiv definiten Matrizen K und M durch die symmetrische QR - Methode [29] simultan

zu diagonalisieren, indem man zunichst das verallgemeinerte Eigenwertproblem

K-x=w -M-<x (4.12)
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16st. Dieses Problem besitzt nur die halbe Dimension des urspriinglichen J-symmetri-

schen Problems. Man erhilt die Modalmatrix ¢ mit

T . K- & = k= diag(e,...,w2) (w}? Eigenwerte von (4.12))

T . M- d=1 I Einheitsmatrix im R"'". (4.13)

Das quadratisch Eigenwertprobiem (4.6) ergibt sich damit zu

{@T-M.@~A2+¢T.D-¢-.A+<1>T.K-<1>}-x=o
= (4.14)
{A2+<I>T-D-<I>-A+k}-x=0.

Das mit diesem vortransformierten Problem gebildete J -symmetrische Eigenwertprob-
lem lautet

1
0 k-2
cz=4- 4,
W rhar et |t (19

Diese Vorgehensweise verspricht eine bessere Konvergenz der iterativen Verfahren, da
die J-symmetrische Matrix bereits diagonalisierte Nebenbldcke k™7 besitzt und der Ma-
trixblock —k'%obe-D-Q-k'%T in der Regel bei nicht zu starken Kopplungen auch bereits
eine diagonaldominante Matrix ist, so dafi die Blockdiagonalisierung wesentlich schneller

ablauft.

Bemerkung
Auch die Verwendung der symmetrischen QR -Methode erlaubt den Ubergang zur in-

versen J-symmetrischen Matrix, die sich aufgrund der geleisteten Vorarbeit noch

schneller berechnen 148t. Das inverse Problem lautet




147

T.p. 1
- I;?@ l;]-z=z\-z (4.16)

Unsere numerischen Tests in den nachfolgenden Abschnitten werden sich auf die in die-

sem Abschnitt vorgestellten J-symmetrischen Matrizen beziehen.
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4.2 Kombination des primitiven Verfahrens und eines normreduzierenden Verfahrens

Das 3. Kapitel hat bewiesen, dafl unser primitives Blockverfahren fiir J-symmetrische
Matrizen asymptotisch quadratisches Konvergenzverhalten zeigt. Die Taktik, einzelne
Matrixelemente des Pivotblockes zu annullieren, ist rechentechnisch einfach und deshalb
vom Zeitaufwand recht gering. Allerdings ist das Verfahren nicht global konvergent. Ein
primitives Verfahren wird in der Regel nur dann konvergieren, wenn die Aufierdiagonal-

norm der Matrix bereits geniigend kieine Grofienordnung hat.

Daher ist ein primitives Verfahren lediglich als Beschleuniger fiir global konvergente
Verfahren einzusetzen, die allerdings kompliziertere und damit zeitintensive Parameter-
bestimmungen fiir die einzelnen Transformationen benutzen. Wir werden unser primiti-
ves Verfahren zusammen mit einem normreduzierenden Verfahren von Hoppe [11] ein-

setzen.

Fiir das in [11] behandelte Verfahren ist zwar ebenfalls lediglich asymptotisch quadrati-
sche Konvergenz nachgewiesen. Dennoch ist kein Fall aus der Praxis bekannt, wo das
Verfahren nicht konvergierte. Das Verfahren benutzt dieselben Ahnlichkeitstransforma-
tionen wie unser primitives Verfahren und ebenfalls dieselbe Pivotstrategie. Allerdings
wird die hyperbolische Transformation zur Normreduzierung der Gesamtmatrix einge-
setzt. Die Parameter werden dabei so bestimmt, dafl die Abnahme der Frobenius - Norm
der Matrix durch die Transformation maximal wird. Dies bedingt, dafl die Verénderun-
gen von 2 Zeilen und 2 Spalten der Matrix als Funktion der hyperbolischen Winkel be-
rechnet werden miissen und ein Extremum dieser Funktion in zwei Parametern aufge-
sucht werden mufl. Zusitzlich wird eine dritte Transformation, die wir in Kapitel 3.18
beschrieben haben, ebenfalls zur Normreduktion eingesetzt. Sie dient der Normalisierung
der Blockdiagonalen der Matrix. Hierbei tritt der gleiche Rechenaufwand wie bei der
Normreduktion der Auflerdiagonalen auf, wenngleich die Normreduktionsfunktion in die-

sem Fall nur von einem Parameter abhéngt. Hoppe hat in seinen Algorithmen Algl,
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Alg2 bzw. Alg3 (vgl. [11] ,S. 124 f.) diese Hauptdiagonalnormreduktion jeweils einmal
pro Zyklus auf die Blockdiagonale angewendet. Dieselbe Strategie werden wir in unserer
Kombination beider Algorithmen ebenfalls verfolgen. Unser Konvergenzbeweis des pri-
mitiven Verfahrens zeigt, da die Transformation lediglich zur Erzeugung der Murna-
ghan - Form der Matrix von Bedeutung ist. Auflerdem zeigen die Ausfihrungen in 3.18,
daf statt der aufwendigen Normreduzierung ein einfacher Annullierungsschritt im Pivot-

block zur Normalisierung geniigt.

Das von uns getestete Verfahren hat damit folgenden Aufbau:

1) Wir benutzen gemif Kapitel 3.2 zeilenzyklische Pivotstrategie

2) Auf jeden Pivotblock wird je eine hyperbolische und eine orthogonale Transforma-
tion gemif Kapitel 3.1 angewendet

3) Die Parameterbestimmungen erfolgt stets zunfchst mit der primitiven Methode.
Treten hierbei grofie hyperbolische Parameter auf mit |tanh|>THMAX, so wer-
den die berechneten Parameter verworfen und sie werden nach der normreduzieren-

den Methode in [11] neu bestimmt.

Die Schranke THMAX ist somit die Einschaltschwelle fiir das primitive Verfahren. Eine
Matrix, die von Beginn an kleine hyperbolische Winkel zuldfit, wird folglich rein annul-

lierend mit dem primitiven Algorithmus auf Blockdiagonalgestalt gebracht.
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Fir das so kombinierte Verfahren bieten sich weitere Modifikationen an:

1) Zu Beginn des Verfahrens wird fiir eine bestimmte Zahl von Zyi&ien nur cias norm-
reduzierende Verfahren eingesetzt, um eine diagonaldominante Matrix als Aus-
gaﬁgsmatrix fiir das eigentliche Schwellenverfahren zu haben.

2) Nach Durchfithrung aller Transformationen einer Pivotzeile wird abschliefilend der
zugehdrige Hauptdiagonalblock gemi# 3.18 einmal transformiert.

3) Dem gesamten Verfahren wird eine einmalige Normreduzierung der Blockdiagonale
vorgeschaltet mit dem Ziel, eine schon normalisierte Blockdiagonale als Start fiir

die Iteration vorzufinden.

Zusammen mit den Modifikationen erhalten wir fiir das Kombinationsverfahren zwei Pa-

rameter, die das Verfahren wesentlich beeinflussen.

THMAX Einschaltschwelle der primitiven Transformationen
und

NZYKL Zahl der Startzyklen mit rein normreduzierender Parameterwahl

Unsere Tabellen mit den numerischen Resultaten im letzten Abschnitt werden sich auch

auf diese beiden Parameter beziehen.

Schliefilich ist noch eine Bemerkung zur Berechnung der Eigenvektoren zu machen. Zur
Bestimmung der Eigenvektoren miissen die einzelnen Transformationsmatrizen einseitig
aufmultipliziert werden. Man kann hierbei einigen Rechenaufwand sparen, wenn man ne-
ben der Matrix der Eigenvektoren einen zusitzlichen Vektor mitfiilhrt und die Elemen-

tarmatrizen nach der Fast - Givens - Methode (siche Rath [18]) durchfiihrt. Dabei wer-
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den die Elementartransformationen aufgespalten in der Form

[ cos(x) sin(x)J _ [cos(x) 0 ] . [ 1 tan(x)]ﬁ.lr lcos(x)| 2 |sin(x)]
1

-sin(x) cos(x) 0  cos(x) ~tan(x)

bzw.

[ cos(x) sin(x)]= [sin(x) 0 } [cot(x) 1 ]fﬁrlcos(x)l < |sin(x)]

-sin(x) cos(x) 0 sin(x) 1 cot(x)

(analog im hyperbolischen Fall, wobei wegen cosh(x)>|sinh(x)| stets die erste Bezie-
hung benutzt wird), wodurch die entstandenen Diagonalmatrizen in einem getrennten
Vektor mit leichten Modifikationen aufmultipliziert werden kdnnen und der Rechenaui-
wand an Multiplikationen etwa halbiert wird. Diese Verringerung der arithmetischen

Operationen wird insbesondere bei grofien Dimensionen einen deutlichen Zeiteinspa-

rungseffekt liefern.

Damit kommen wir zu den numerischen Testergebnissen.
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4.3 Numerische Ergebnisse

Alle numerischen Ergebnisse wurden auf einem TANDON - AT Personal - Computer mit
INTEL 80286 Prozessor sowie dem numerischen Coprozessor 80287 bei einem System-
takt von 8§ MHz erzielt. Alle Programme wurden in TURBO - PASCAL 5.0 geschrieben,
wobei das EXTENDED - Format der reellen Zahlen benutzt wurde, so dafi die Maschi-

nengenauigkeit bei 10720 Liegt.
Die Tabellen dieses Abschnittes beinhalten folgende Werte:

ZYKL Zahl der Zyklen
TRANS Gesamtzahl aller Transformationen

NRED Zahl der normreduzierenden Transformationen
ZEIT Die CPU - Zeit in Sekunden
S(A) Die Auflerdiagonalnorm

JORTH Die Abweichung der Modalmatrix von der J - Orthogonalitit
RESID Die Norm des Residuums des Eigenvektorsystem max || A-x; - A; x; ||y,
’ 1

wobei A; der zum Eigenvektor x; gehtrende Eigenwert sei.

Die Jacobi - shnlichen primitiven Algorithmen sind zusitzlich durch die im letzten Ab-

schnitt bereits erwihnten reellen Parameter

THMAX Einschaltschwelle des primitiven Algorithmus
NZYKL Zahl der anfanglichen Zyklen mit normreduzierenden Rotationen

gekennzeichnet. Die Namensgebung lautet stets
THMAX Schwelle NZYKL bzw. Primitiv NZYKL

Weiterhin sind in jeder Tabelle als Vergleich die Ergebnisse des QR - Algorithmus aus

[29] sowie des rein normreduzierenden Hoppe - Verfahrens aus [11] mit angefiihrt.
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Als erste Beispiele verwende ich diagonaldominante Matrizen mit gut getrennten Eigen-
werten. Deshalb habe ich die Murnaghan - Form der Matrix vorgegeben und anschlie-
filend durch Ahnlichkeitstransformationen mit kleinen Parametern die Murnaghan-
Form zerstért. Diese Vorgehensweise liefert Testmatrizen mit exakt vorgebbaren Eigen-
radumen und genau beschreibbaren Trennungseigenschaften der Eigenrdume der gestérten
Matrizen. Der Konvergenzbeweis hat bereits gezeigt, dafl die Getrenntheit der Eigen-

rdume von besonderer Bedeutung ist.

1. Matrix mit rein imaginéren Eigenwerten.

a) 10x10 - Matrix mit Eigenwerten £0, £i, 21, ... *4i
b) 20x20 - Matrix mit Eigenwerten +0, 1, £2i, ..., 291

c) 30x30 - Matrix mit Eigenwerten £0Q, i, +2i ..., + 14

Alle drei Matrizen wurden mithilfe der hyperbolischen bzw. orthogonalen Transforma-
tionen von ihrer Murnaghan - Form wegtransformiert, wobel ein vollstandiger Zyklus
mit zeilenzyklischer Pivotwahl und konstanten Parametern fiir beide Ahnlichkeitstrans-
formationen durchgefiihrt wurde. Durch die GréBenordnung der Parameter kann dann
die Abweichung von der Murnaghan - Form kontrolliert werden.

Es ergeben sich folgende Tabellen

a) 10x10 Matrix mit imaginéren Eigenwerten

Tabelle 1a Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 1074

Algorithmus ZYEL TRANS NRED  ZEIT S(A) JORTH RESID
R 2.09 3.416E-03 1.792E-18
Hoppe 3 40 40 1.92 1.059E-20 4.968E-20 8.673E-19

Primitiv 3 42 5 1.70 9.451E-21 4.629E-20 6.505E-19
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Iabelle 1b
Algorithmus
13
Hoppe
Primitiv 0

Tabelle 1¢
Algorithmus
R
Hoppe
Primitiv 0

Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 1072

ZYKL  TRANS NRED  ZEIT S(A)

2.26
4 48 48 2.25 1.278E-25
4 51 5 2.04 2.5428-22

Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 107!

ZYKL  TRANS NRED  ZEIT S(A)

2.25
4 57 57 2.63 5.996E-21
4 58 5 2.30 2.044E-20

b) 20x20 - Matrix mit imagindren Eigenwerten

Tabelle 1d
Algorithms
ar
Hoppe
Primitiv 0

Tabelle le
Algorithmus
1l
Hoppe
Primitiv 0

Jabelle 1f
Algorithmus
Qe
Hoppe '
Primitiv 0

Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 1074

ZYKL  TRANS NRED  ZEIT S(A)
16.48

5 176 176 17.24 5.865E-20

5 174 10 14.39 8.289E-20

Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 1072

ZYKL TRANS MNRED  ZEIT S(A)
16.48

4 193 193 18.84 5.6725-21

4 201 10 16.31 1.770E-21

Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 107!

ZYKL  TRANS NRED  ZEIT S(A)
16.48

6 273 273 26.47 1.494E-20

7 272 10 22.41 7.502E-20

¢) 30x30 - Matrix mit imaginiren Eigenwerten

JORTH

2.434E-01
3.866F-19
6.632E-19

JORTH

4.734E-01
2.575E-19
3.432E-19

JORTH

9.104E-04
9.298E-20
1.225E-18

JORTH

4.567E-03
5.958E-19
4.313E-18

JORTH

3.68TE-02
3.002E-19
4.171B-20

RESID

5.901E-18
1.084E-18
1.192E-18

RESID

4.289E-18
1.627E-18
1.737E-18

RESID

8.116E-18
8.890E-18
6.938E-18

RESID

1.010E-17
5.638E-18
1.366E-17

RESID

5.789E-18
8.722E-18
1.051E-17




Tabelle 1g
Algorithms

®
Hoppe

Primitiv 0

Tabelle 1h

Algorithmus

@
Hoppe

Primitiv 0

Tabelle 11

Algorithms

@R
Hoppe
Primitiv {

Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 107*

ZYKL TRANS NRED  ZEIT S(A)
52.95

4 383 383  54.49 1.076E-19

4 392 15 45.54 7.3718-20

Stérung mit tanh(x) = tan{x) = 1072

ZYKL ~ TRANS NRED  ZEIT S(A)
53.06

4 444 444 1:03.22 5.T749E-20

4 451 15 52.89 5.523E-21

Storung mit tanh(x) = tan(x) = 107!

ZYKL TRANS NRED  ZEIT S(A)
53.33

6 590 590  1:23.98  5.122E-20

6 596 15 1:09.97  4.847E-20

JORTH

1.447E-04
2.396E-19
4.612E-20

JORTH

2.670E-03
1.892E-18
8.043E-19

JORTH

1.334E-02
4.997E-19
1.712E-19

RESID

2.214E-17
1.517E17
9.974E-18

RESID

2.068B-17

2.081E-17
2.6458-17

RESID

2.166E-17
2.224E-17
1.613E-17
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Die Tabellen la-1i machen deutlich, daf das primitive Verfahren dem normreduzieren-

den Verfahren bei gut getrennten imaginédren Eigenwerten iiberlegen ist. Einerseits ist zu

erkennen, dafl die Rechenzeit bei zunehmender Stérung der Murnaghan - Form der Ma-

trix zunimmt. Andererseits bleibt der Zeitgewinn durch die primitive Winkelbestim-

mung stets erhalten und nimmt mit der Dimension der Matrix zu. Die Eigenwerte bzw.

die Eigenvektoren werden stets bis auf Maschinengenauigkeit berechnet. Hierbei kann

man einen niitzlichen Nebeneffekt der Jacobi -&hnlichen Verfahren erkennen, der beim

ansonst iberlegenen QR - Verfahren nicht erzeugt wird. Die Eigenvektoren bleiben als

Produkt der J-orthogonalen Matrizen der Ahnlichkeitstransformationen J-orthogonal,

wihrend der QR - Algorithmus dies nur unter zusitzlichem Rechenaufwand erreichen

kann.
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bo

a) 10x10-Matrix mit Eigenwerten %0, 1, 2, ...
b) 20x20 - Matrix mit Eigenwerten +0, 1, £2, ..

c) 30x30 - Matrix mit Eigenwerten 20,1, £2

. Matrizen mit rein reellen Eigenwerten

a) 10x10 - Matrix mit rellen Eigenwerten

Tabelle 2a
Algorithmus
QR
Hoppe
Primitiv 0

Tabelle 2b
Algorithmus
11
Hoppe

Primitiv 0

Tabelle 2¢
Algorithmus
QR
Hoppe
Primitiv 0

x4
L %9
ooy 14

Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 107

ZYKL, TRANS NRED  ZEIT

2.09
3 40 40 1.81
3 43 5 1.76

S(A)

1.368E-20
1.338E-20

Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 1072

ZYKL TRANS NRED  ZEIT

2.15
4 48 48 2.19
4 51 5 1.98

S(4)

6.756E-20
1.138E-20

Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 107"

ZYKL  TRANS NRED  ZEIT

2.37
4 57 57 2.58
4 58 5 2.25

b) 20x20 Matrix mit rein rellen Eigenwerten

Tabelle 2d
Algorithms
GR
Hoppe
Primitiv 0

0.90 Schvelle 0 3 171 10

S(A)

6.825E-20
1.635E-20

Storung mit tanh(x) = tan(x) = 1074

ZYKL TRANS NRED  ZEIT

15.98
5 176 176 17.13
5 175 10 14.45
13.34

S(A)

7.936E-20
7.755E-20
3.336E-19

JORTH

7.217E-04
4.539E-21
2.719E-20

JORTH

5.9618-02
1.638E-19
8.182E-19

JORTH

5.095E-02
2.371E-20
1.200E-19

JORTH

1.214E-04
1.019E-20
3.854E-18
3.854E-18

RESID

1.7728-18
8.673E-19
1.105E-18

RESID

2.338B-18
6.512F-19
2.176E-18

RESID

2.898E-18
1.088E-18
2.191E-18

RESID

2.120E-17
2.168E-18
5.TTTE-18
5.7T7T7E-18




Tabelle 2¢
Algorithmus
@
Hoppe
Primitiv (
0.90 Schvelle 0
0.80 Schwvelle 0

Tabelle 21
Algerithmus
)
Hoppe
Primitiv 0
Primitiv 1
Primitiv 2
Primitiv 3
0.90 Schvelle 0

Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 1072

ZYKL  TRANS NRED
5 240 240
6 245 10

5 245 10

5 245 10

ZEIT S(A)
16.65

23.18 3.184E-21
20.04 8.116E-20
19.12 8.1168-20
19.11 8.116E-20

Storung mit tanh(x) = tan(x) = 107

ZYKL ~ THANS NRED

7 359
13 562
8 397
7 345
7 350
8 369

359
10
65
120
175
11

ZEIT S(A)
17.85

34.38 1.687E-20
46.69 6.226E-20
32.18 1.369E-20
28.73 4.149E-20
29.88 2.963E-20
28.95 3.7088-20

¢) 30x30 - Matrix mit reellen Eigenwerten

Tabelle 2g
Algorithmus

@
Hoppe
Primitiv 0

Tabelle 2h
Algorithmus
@’
Hoppe
Primitiv 0

Tabelle 23
Algorithmms
QR
Hoppe
Primitiv 0

Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 10”*

ZYKL  TRANS NRED
4 383 383
4 393 15

ZEIT S(4)
51.52

54.00 1.093E-19
45.42 9.470E-20

Storung mit tanh(x) = tan(x) = 1072

ZYKL  TRANS NBED
4 444 444
4 453 15

ZEIT S(A)
51.85

1:02.78  4.391E-20
52.90 5.6335-21

Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 10°"'

ZYKL  TRANS NRED
6 590 590
6 596 15

ZEIT S(A)
52.46

1:23.43  8.4898-20
1:09.54  6.8768-20

JORTH

2.397E-01
5.787E-20
5.551E-20
5.551E-20
5.551E-20

JORTH

8.531E-01
1.4778-18
1.063E-17
3.333E-18
2.290E-18
1.185E-18
7.182E-19

JORTH

1.961E-04
2.406E-19
4.304E-20

JORTH

3.681E-03
5.984E-19
6.374E-18

JORTH

1.060E-02
2.761E-19
9.883E-20

RESID

1.759E-17
3.519E-18
5.247E-18
5.247E-18
5.247E-18

RESID

2.458E17
1.0728-17
1.131E-15
2.1178-17
1.244E-17
1.213E17
1.618E-17

RESID

1.544E-17
7.806E-18
1.822E17

RESID

2.624E-17
8.674E-18
1.303E-17

RESID

2.526E-17
8.926E-18
1.2228-17
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Fiir den Fall gut getrennter reeller Eigenwerte ergeben sich ebenfalls Zeitgewinne durch
das primitive Verfahren. Der Zeitgewinn nimmt mit wachsender Dimension der Matrix
zu. Welterhin ist zu erkennen, dafl bei zunehmender Stérung der Matrix das Konver-

genzverhalten der Jacobi - dhnlichen Verfahren zunehmend schlechter wird, wahrend der

QR - Algorithmus von den Verinderungen nur wenig beriihrt wird.

3. Matrizen mit gemischten Eigenwerten

a) 10x10- Matrix mit Eigenwerten #0, -121i, -2+£2i, ..., -4* 4i

Storung mit tanh(x) = tan(x) = 107*

ZEIT
2.52
2.80
18.84
18.78
07.85
02.85

ZEIT
2.08
2.30
18.84
10.71
2.64
2.3

ZEIT
2.25
2.80
18.89
18.79
7.86
2.80

Tabelle 3a

Algorithms ZYKL  TRANS NRED
@®
Hoppe 4 60 60
Primitiv 0 30 455 5
Primitiv 1 30 455 20
Primitiv 2 21 200 35
Primitiv 3 5 64 49

Tabelle 3b Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 102

Algorithmms ZYKL  TRANS NRED
@
Hoppe 4 50 50
Primitiv 0 30 455 5
Primitiv 1 30 276 20
Primitiv 2 7 65 35
Primitiv 3 4 51 - 48

Tabelle 3c Storung mit tanh(x) = tan(x) = 107!

Algorithmus ZYKL  TRANS NRED
Qe
Hoppe 4 59 59
Primitiv 0 30 455 5
Primitiv 1 30 455 20
Primitiv 2 21 200 35
Primitiv 3 4 63 49

S(4)

8.073E-21
2.125E-01
2.325E-02
1.315B-24
2.612E-22

S(A)

1.460E-24
2.5008-02
1.221EF-20
5.591E-21
1.990E-24

S(A)

2.186E-20
2.125E-01
2.889E-02
1.315E-24
2.373E-22

JORTH
5.233E-01
1.943E-20

RESID
5.512E-18
1.791E-18

Abbruch nach 30 Zyklen
Abbruch nach 30 Zyklen

4.039E20 3.903E-04
3.385E20 1.754E-12
JORTH RESID
5.340E-01 2.240E-18
1.802E-20 1.578E-18
Abbruch nach 30 Zyklen
1.025E-19  5.268E-04
2.010E-19 4.479E-08
1.238E-18 3.7498-17
JORTH RESID
2.657TE-01  2.584E-18
1.508E-20 8.267E-18

Abbruch nach 30 Zyklen
Abbruch nach 30 Zyklen

3.980E-20
3.403E-20

3.903E-04
9.000E-11




b) 20x20 - Matrix mit Eigenwerten #0, -1#1i, -2+ 2, ..., -9+ 0i

Tabelle 3d
Algorithms
@
Hoppe
Primitiv 0
Primitiv 1
Primitiv 2

Tabelle 3e
Algorithmus
R
Hoppe
Primitiv 0
Primitiv 1

Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 107*

ZYKL TRANS NRED  ZEIT S(A)
15.16

3 168 168 15.54 5.021E-19

30 1660 10 214.02  2.3828-02

30 1235 65 1:37.50  1.2158-07

4 182 120 15.65 5. 786520

Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 1072

JORTH RESID
2.645E-04  1.255E-17
2.916E-19  4.465E-18

Abbruch nach 30 Zyklen
Abbruch nach 30 Zyklen

2.340E-19 1.627E-09
JORTH RESID

4.7458-04 1.026E-17
1.336E-18  1.084E-17

Abbruch nach 30 Zyklen
Abbruch nach 30 Zyklen

Primitiv 2
Primitiv 3

Tabelle 3f
Algorithmmus

@
Hoppe

1.196E-18
1.669E-18

JORTH
5.410E-04
1.409E-19

2.2138-06
6.244E-13

RESID
1.538E-17
2.785B-17

Primitiv 0
Primitiv 1
Primitiv 2

Abbruch nach 30 Zyklen
Abbruch nach 30 Zyklen
Abbruch nach 30 Zyklen

Primitiv
Primitiv 4

ZYKL TRANS NRED  ZEIT S(A)
15.87
4 195 195 18.34 4.881E-22
30 1660 10 2:14.35 6.3778-02
30 1594 65 2:08.03 3.785E-03
19 463 120 36.47 9.224E-20
4 201 173 18.13 7.035E-22
Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 107
ZYKL TRANS NRED  ZEIT S(A)
16.37
5 246 246 23.01 7.002E-20
30 1660 10 2:14.57 6.962E-01
30 1660 65 2:14 .57 1.858E-01
30 16556 120 2:14.13 2.465E-03
23 534 175 42 .52 4.700E-20
5 251 228 22.85 6.055E-20

1.053E-19
2.689E-19

c) 30x30-Matrix mit Eigenwerten 0, -1+ 1i, -2+ 2i, ..., -14+ 14j

4.407E-06
5.045E-12
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Tabelle 3g
Algorithmus

13

Hoppe

Primitiv {
Primitiv 1
Primitiv 2
Primitiv 3
Primitiv 4

0.50 Schwelle 3
0.50 Schvelle 4
0.50 Schwelle

Tabelle 3h
Algorithmas
ar
Hoppe
Primitiv 0
Primitiv 1
Primitiv 2
Primitiv 3
0.30 Schvelle 3

Die Tabellen dieses Abschnittes machen deutlich, dafl das primitive Verfahren bei ge-
mischten Eigenwerten nur bedingt einsatzfihig ist. Setzt man die primitive Winkelbe-
stimmung von Anfang an ein, so konvergiert das Verfahren iiberhaupt nicht. Konvergenz
erhilt man nur dann, wenn die Matrix durch das normreduzierende Verfahren bereits ge-
niigend vorbereitet wurde. Man kann das Verfahren nur fiir die letzten beiden Zyklen
verwenden. Dabei stellt sich die Konvergenz nur unter dem Nachteil der schlechten Kon-
dition der Modalmatrix ein, was sich im Fehler des Eigenvektorsystems RESID aus-

driickt. Zeitgewinn stellt sich, wie in der letzten Tabelle deutlich wird, erst bei grofieren

Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 1074

ZYKL

30
30
30

13
30
13

Storung mit tanh(x) = tan(x) = 1072

ZYKL

4
30
30
30
4
4

TRANS NRED
616 616
3615 15
3615 135
3615 255
2506 375
689 495
2508 375
689 495
620 597

TRANS NRED
446 446
3615 15
3615 135
1733 2565
454 374
453 374

Dimensionen der Matrizen ein.

ZEIT
55.58
1:26.89
7:13 .48
7:14.74
7:15.89
5:00.49
1:31.07
R:00.50
1:31.07
1:26.56

ZEIT
51.46
1:03.11
7:13.20
7:12.32
3:23.71
1:01.63
1:01.57

S(A)

6.050E-20
.451E+00
. 395E-01
. 852E-02
. J04E-07
.958E-20
. 304B-07
. 958E-20
.978E-20

. Ov Co Y 00 e O e

S(A)

4.6428-20
1.211E-01
1.601E-02
2.664E-08
4.813E-20
4.497E-20

JORTH RESID
4.136E-01  3.540E-17
5.839E-19  2.135E-17
Abbruch nach 30 Zyklen
Abbruch nach 30 Zyklen
Abbruch nach 30 Zyklen
Abbruch nach 30 Zyklen
6.821E-19  8.259E-08
Abbruch nach 30 Zyklen
6.821E-19  8.259E-08
2.183B-19  3.524E-15

JORTH RESID
4.6758-03  2.522E-17
4.122E20 1.736E-17
Abbruch nach 30 Zyklen
Abbruch nach 30 Zyklen
Abbruch nach 30 Zyklen
1.919E-18  2.599E-10
7.609E-19 1.749E-10




4. Matrix mit defektiven Eigenwerten

a) 10x10 - Matrix mit doppelten, defektiven Eigenwerten #0, 1, ...,2 4

Tabelle 4a
Algorithmus
R
Hoppe
Primitiv 1
0.90 Schvelle 0

Tabelle 4b
Algorithmus

R

Hoppe

Primitiv 1

0.90 Schvelle 0

Tabelle ¢
Algorithms

&

Hoppe

Primitiv 1

0.90 Schvelle 0

Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 1074

ZYKL TRANS NRED  ZEIT S(4)

3.68
12 156 156 6.92 1.057E-19
4 61 20 2.714 1.290E-23
3 45 5 1.93 9.036E-20

Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 1072

ZYKL TRANS NRED  ZEIT S(A)

4.01
12 153 153 6.92 8.1938-20
4 63 20  2.75 2.0638-21
3 50 5 2.20 1.899E-19

Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 107!

TYKL TRANS NRED  ZRIT S(A)

5.00
11 150 150 6.70 5.9008-20
4 62 20  2.69 1.8428-20
5 68 5 2.96 1.857E-20

JORTH

1.152E+00
5.000E-01
5.000E-01
5.000E-01

JORTH

1.448E-05
5.000E-01
5.000E-01
4.999E-01

JORTH

8.209E-03
5.000E-01
5.000E-01
4.999E-01

a) 20x20 - Matrix mit doppelten, defektiven Eigenwerten =0, %1, ...,z 9

Tabelle 4d
Algorithmus
&
Hoppe
Primitiv 0
Primitiv 1
Primitiv 2
Primitiv 3
0.90 Schvelle §

Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 10”4

ZYKL TRANS NRED  ZEIT S(4)
29.23

13 596 596  54.48 1.841E-19

12 588 10 46.80 2.019E-19

11 575 65 46.53 8. 776520

10 496 120  40.81 4.376E-19

10 502 175 42.24 5. 748519

ArAn 4o
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JORTH

4.340E-03
5.000E-01
.975E-01
. T87E-01
.912E-01
-999E-01

W e e

AArT N4
L 2YoL-Ul

RESID

1.197E-10
2.044E01
1.962E-01
6.553E-01

RESID

2.821E-11
2.044E-01
1.962E-01
2.534E-01

RESID
4.T43E-10

. 2.647E-01

1.969E-01
9.832E-02

RESID

3.119E-10
3.562E-01
.248E-03
. 758503
.T14E-03
. 318E-03
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< 1 OUE-U0

-
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Tabelle 4e Stérung mit tanh{x) = tan(x) = 1072

Algorithmus ZYKL TRANS NBED  ZEIT S(A) JORTH RESID
QR 29.01 3.187E03  3.954E-10
Hoppe 13 597 597 54.65 2.608E-19  5.000E-01 3.167E-01
Primitiv 2 10 496 120 40.87 3.462E-20 4.994E-01 4.718E-03
Primitiv 3 10 515 175 43.01 4.033E-19 4.988E-01 5.082E-03
0.90 Schwelle 2 10 496 120 40.91 3.462E-20 4.994E01 4.T718E-03

Tabelle 4f Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 107

Algorithmus ZYKL TRANS MRED  ZEIT S(A) JORTH RESID
(8]:4 31.97 1.236E-03 3.340E-10
Hoppe 13 608 608 55.64 2.114E-19  5.000E-01  3.189E-01
Primitiv 2 10 495 120 40.97 3.511E-20 4.922E-01 3.370E-03
Primitiv 3 10 521 175 43.67 5.331E-19 4.977E01  4.580E-03
0.90 Schvelle 2 10 495 120 40.97 3.511E-20 4.922E-01  3.370E-03

a) 30x30 - Matrix mit doppelten, defektiven Eigenwerten 20,1, ..., 14

Tabelle 4g Stérung mit tanh(x) = tan(x) = 107

Algorithmas ZYKL  TRANS NRED  ZEIT S(4) JORTH RESID
R 1:27.05 1.258E-03 6.467E-10
Hoppe 14 1331 1331 3:05.10 3.296E-19  5.000E-01  3.372E-01
Primitiv 3 10 1113 375 2:30.06 7.979E-19  4.998E-01  8.286E-03
Primitiv 4 12 1191 495 2:30.39 7.813E-19 4.999E-01 4.106E-03

Tabelle 4h Storung mit tanh(x) = tan(x) = 102

Algorithmus ZYKL  TRANS NRED  ZEIT S(4) JORTH RESID
i 1:25.02 1.020E03 6.950E-10
Hoppe 14 1337 1337  3:06.08  3.656E-19  5.000B-01 3.679E-01
Primitiv 3 10 1131 375 2:21.98 8.613E-19, 4.885E-01 7.062E-03

Die vorangehenden Tabellen zeigen, dafl das primitive Verfahren auch bei einfach defek-
tiven Eigenwerten, die in einen Diagonalblock liegen, bei diagonaldominanten Matrizen
Zeitvorteile liefert. Da keine Basis aus Eigenvektoren existiert, geht die J - Orthogonali-
tat der Eigenvektoren natiirlich iberall verloren. Einzelne Beispiele zeigen, dafi zu iiber-

legen ist, das primitive Verfahren erst nach einigen Zyklen des normreduzierenden Ver
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fahrens zu verwenden. Dies ergibt in manchen Fallen die grofiten Zeitgewinne. Dies gilt

insbesondere fiir grofilere Matrixdimensionen ( Tabellen 4 g-1).

5. Diagonaldominante Zufallszahlenmatrizen

Wir haben eine Reihe von Zufallszahlentests durchgefiihrt. Beispielhaft sollen hier 3 Er-
gebnisse aufgefiihrt werden. Die Tests haben durchweg Vorteile fiir die primitive Me-
thode bei diagonaldominanten Matrizen ergeben, obwohl die Eigenwerte statistisch ge-
streut sind. Die Testmatrizen wurden mithilfe eines Minimalstandard - Zufallszahlenge-
nerators erzeugt und anschliefilend wurde die Aufierdiagonaldominanz durch Division mit

grofien Zahlen erzeugt. Es ergaben sich folgende repréasentativen Ergebnisse

a) 10x10 - Zufallszahlenmatrizen

Tabelle Ba Division der Nebendiagonale mit 102

Algorithms ZYKL  TRANS NRED  ZEIT S(A) JORTH RESID
R 2.85 4.527E-17 8.331E-19
Hoppe 4 62 62 2.75 3.218B-20 2.752E-20 4.160E-17
Primitiv ( 4 62 20 2.53 1.234E-20 4.960E-20 4.362E-19

Tabelle 5b Division der Nebendiagonalemit 102

Algorithmus ZYEL  TRANS NRED  ZEIT S(A) JORTH RESID
Q& 2.75 2.6601E-18 4.291E-19
Hoppe 6 69 69 3.18 9.557E-20 2.4394E-19 3.282E-19
Primitiv 0 5 69 20 2.80 4.328820 8.1315E-20 9.468E-19

a) 20x20 - Zufallszahlenmatrizen
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Tabelle 5¢
Algorithams
01
Hoppe
Primitiv 0

Division der Nebendiagonale mit 10°

ZYKL

6
5

0.90 Schvelle 0 5

TRANS NRED
238 238
236 65
236 65

6. Gedampite Schwingungsprobleme

ZEIT

20.49
22.35
19.12
19.06

S(A)

1.811E-18
1.066E-20
1.066E-20

JORTH

4.2568E-17
1.484B-19
4.305E-19
4.305E-19

RESID

1.255E-18
1.838E-11
8.695E-19
8.695E-19

a) Als erstes Beispiel fiir eine gedampfte Schwingung wollen wir folgendes quadratisches

Eigenwertproblem betrachten.

(M-32+ D2 + K)x=0

mit

oy .o m,m
M = I Einheitsmatrix im R

K = K -Diag(0,...0,1,...,1,0,...,.0) ¢ K" und

D= (n+1)4.

e O

W

O

[y

O v =

]
R

+ C-TeR'"

(4.17)

Wir betrachten dieses Problem fiir m = 10, K = 1 und C = 5, so dafl alle Matrizen posi-

tiv semidefinit sind. Die Diagonale von K sei dabei zur Hélfte mit Einsen besetzt. Wir

haben dieses Problem mithilfe von Cholesky in das J -symmetrische Eigenwertproblem

der Dimension n = 2-m = 20 gemaB den Ausfithrungen des letzten Abschnittes transfor-

miert und erhalten folgende Resultate
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Tabelle Ga

Algorithmus ZYKL  TRANS NRED  ZEIT S(A) JORTH RESID
R 15.44 6.155E-17  2.620E-17
Hoppe 12 553 553 51.57 2.416E-18 1.948E-18 4.738E-17
Primitiv 5 11 552 329 48 .94 3.059E-21  3.435E-18  4.159E-17
0.90 Schwelle 5 11 552 329 45.93 3.059E-21 3.435E-18 4.159E-17
0.80 Schwelle 4 11 553 275 48.50 5.7T9E-20  3.096E-18 2.248F-17
0.40 Schwelle 4 11 547 277 47.95 3.769E-20 2.381E-18  1.891B-17
0.10 Schvelle 4 !t h45 281 47.90 4.314E-20 3.344B-18  2.465E-17

Es zeigt sich in diesem Fall, dafl es am besten ist, in den ersten Zyklen ganz auf die pri-
mitive Winkelbestimmung zu verzichten und erst nach ca. 4-5 Zyklen die primitive
Winkelbestimmung einzusetzen. Dabei sollte eine Schwelle von 0.8 fiir die Benutzung

der primitiven Parameter verwendet werden.

b) Als weiteres Beispiel betrachten wir das iibergeddmpfte quadratische Eigenwertpro-

blem (4.17) mit

M=1I; K=4-I mit Ials Einheitsmatrix imR"'" und

(21 0]
-1 02-1 0
-1 2-1 n,n
D= 1 2-1 |€F
0 -1 02-1
L0 102

Da Mund D diagonal sind, entspricht der Erzeugung des J-symmetrischen Eigenwert-
problems mit Hilfe des symmetrischen QR - Algorithmus der vollstindigen Losung des
Problems. Deshalb haben wir hier nur die Erzeugung mithilfe der beiden Cholesky - Va-

rianten untersucht fiir 4 verschiedene Dimensionen n =10,20,30 und 40. Wir erhalten
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Tabelle 7a
Algorithmus
QR
Hoppe
Primitiv 0

Tabelle Tb
Algorithmus
L
Hoppe
Primitiv {

Tabelle 8a
Algorithms
01
Hoppe
Primitiv 0

Tabelle 8§b
Algorithms
QR
Hoppe

Primitiv 0

Tabelle 9a
Algorithmus
ar
Hoppe
Primitiv 0

Tabelle 9b
Algorithmus
R
Hoppe
Primitiv 0

(n = 10 durch Cholesky erzeugt in .27 sec)

ZYKL  TRANS NRED  ZE1T S(A)

2.42
8 124 124 5.55 1.407E-19
8 112 20 4.56 1.283E-20

JORTH

4.372E-17
4.912E-19
6.200E-19

RESID

4.868E-18
4.280E-18
7.724E-18

(n = 10 durch pivotisierendem Cholesky erzengt in 0.99 sec)

ZYKL  TRANS NRED  ZEIT S(A)
2.42

9 132 132 5 .A8 6.710E-21

8 118 17 4.72 1.085E-20

(n = 20 durch Cholesky erzeugt in 2.27 sec)

ZYKL TRANS NRED  ZEIT S(A)
15.43

11 589 589  55.09 1.594B-18

10 524 65 42.35 5.4535-20

JORTH

1.912817
9.131E-19
8.538E-19

JORTH

1.396E-16
1.790E-18
9.918E-19

RESID

6.159E-18
6.745E-18
6.724E-18

RESID

1.980E-17
2.084E-17
2.9238-17

(n = 20 durch pivetisierendem Cholesky erzeugt in 2.47 sec)

ZYKL  TRANS NRED  ZEIT S(A)
15.49

12 553 553  51.63 2.416E-18

10 497 54  39.98 5.648B-20

(n = 30 durch Cholesky erzeugt in 3.84 sec)

7YKL, TRANS NRED  ZEIT S(A)
47.41

14 1452 1452 3:27.12  6.962E-14

12 1328 135  2:39.80  7.042E-20

JORTH

6.336E-17
2.652E-18
2.141E-18

JORTH

1.138E-15
1.678E-18
2.843E-18

RESID

1.325E-17
3.782B-17
1.422817

RESID

1.399E-16
7.170E-14
5.537E-17

(n = 20 durch pivotisierendem Cholesky erzeugt in 3.92 sec)

ZYKL TRANS MNRED  ZEIT S(A)
47.34
16 1598 1598  3:47.07  1.702B-14

11 1139 100 2:15.94 5.347E-20

JORTH

2.343E-16
5.783E-18
2.398E-18

RESID

6.432B-17
3.772E-11
3.869E-17
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Tabelle 10a (n = 40 durch Cholesky erzeugt in 8.24 sec)
Algorithmus ZYKL  TRANS NBRED  ZEIT S(A) JORTH RESID
1)} 1:42.33 2.170E-15 1.202E-16
Hoppe 15 2676 2676  8:33.39 6.023E-15 6.560E-18 4.412E-15
Primitiv ( 12 2303 230 6:08.45 1.1956-19 3.879E-18 1.415E-16
Tabelle 10b {n = 40 durch pivotisierendem Cholesky erzeugt in 9.58 sec)
Algorithmus ZYKL  TRANS NRED  ZEIT S(A) JORTH RESID
R 1:42.22 8.431E-16  3.973E-17
Hoppe 14 2555 2565 §:10.59 4.389E-16  3.826E-18  3.979E-16
Primitiv 0 13 2465 174 6:31.40 9.003E-20 5.951E-17 5.857E-16

Es zeigt sich, dafl die Erzeugung durch pivotisierenden Cholesky leichte Zeitvorteile ge-
geniiber der normalen Cholesky - Zerlegung hat. Diese werden bei grofieren Dimensionen
um so deutlicher. Dabei spielt der leicht hohere Aufwand bei der Erzeugung des J-sym-
metrischen Problems keine Rolle. Die benétigte Zeit fir den Aufbau des J-symmetri-
schen Problems ist in Klammern jeweils angegeben. Es zeigt sich, dafl der primitive Al-

gorithmus dem rein normreduzierenden Algorithmus von Hoppe deutlich iiberlegen i1st.

c) Als letztes Beispiel will ich ein quadratisches Eigenwertproblem, das aus der numeri-
schen Praxis stammt, verwenden. Dabei haben wir ein quadratisches Problem der Di-
mension m = 156 betrachtet, das der Diskretisierung eines Rohrleitungssystems mit
Stofidampfern entspricht. Die Massenmatrix M ist eine Diagonalmatrix, die allerdings
nicht mehr konstant mit Einsen auf der Diagonale besetzt ist. Die Dampfungsmatrix ist
eine Diagonalmatrix, die nur an 12 Stellen eine von Null verschiedene Zahl C > 0 hat.
Hierin spiegelt sich die geringe Zahl von Stofidampfern des Systems wieder. Die Steifig-
keitsmatrix K beschreibt das eigentliche Rohrleitungssystem und ist im wesentlichen ei-
ne symmetrische Bandmatrix. Da das volle Problem nach Umformung in ein J-sym-
metrisches Problem die Dimension n = 2-m = 312 besitzt, haben wir uns auf einen klei-
nen Ausschnitt um eine Position von Stoidimpiern (Positionen der Konstante C in der

Dampfungsmatrix D) zuriickgezogen. Diesen Ausschnitt der Dimension 20 haben wir fiir
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verschiedene Zahlen C > 0 (unterschiedliche Dampfung) auf das J-symmetrische Pro-
blem mit allen 3 Verfahren des letzten Abschnittes transformiert. Wir erhalten folgende
Tabellen

Tabelle 11a (C = 10 durch Cholesky erzeugt in 1.37 sec)

Algorithmus 7YKL  TRANS NRED  ZETT S(A) JORTH RESID
QR 15.10 1.465E-12 8.581E-21
Hoppe 6 227 227 22.46 7.0655F-17 3.069E-16 2.126E-12
Primitiv 3 7 299 166 26.03 3.8844EF-20 7.862E20 1.580E-14
Primitiv 4 7 256 212 23.45 3.0838F-20 8.293E-20 2.943E-15
Primitiv 5 T 252 227 23.90 3.0838F-20 8.572B-20 1.257E-18
0.50 Schwelle 3 7 299 166 25.98 3.8844F-20 7.862E-20 1.580E-14
0.50 Schwelle 4 7 256 212 23.45 3.0838%20 8.293E-20 2.943E-15
0.50 Schwelle 5 T 252 227 23.89 3.0838k-20 §.572E-20 1.257E-18

Tabelle 11b
Algorithms
QR
Hoppe
Primitiv 3
Primitiv 4
Primitiv 5
0.50 Schwelle 3
0.50 Schvelle 4
0.50 Schvelle 5

Tabelle 11c
Algorithmus
R
Hoppe
Primitiv 3
Primitiv 4
Primitiv 5
0.50 Schvelle 3
0.50 Schwelle 4
0.50 Schwelle 5

(C = 10 durch pivetisierenden Cholesky erzeugt in 1.59 sec)

ZYEL  TRANS NRED

7 317
9 418
9 386
9 356
9 418
9 386
9 356

317
173
228
283
173
228
283

ZEIT

15.11
30.27
35.48
33.61
31.69
35.49
33.61
31.69

S(A)

3.259E-17
3.600E-20
4.464E-20
6.085E-20
3.600E-20
4.464E-20
6.085E-20

JORTH

2.575E-14
2.064E-14
2.150E-19
2.246E-19
2.0568-19
2. 150E-19
2.246E-19
2.056E-19

(C = 10 durch symmetrischen QR erzeugt in 2.14 sec)

ZYKL  TRANS NRED
5 146 146
6 175 139
6 172 146
5 146 146
6 175 139
6 172 146
5 146 146

ZEIT

14.94
14.88
15.92
16.37
14.89
15.93
16.31
14.88

S(4)

1.201E-15
4.982E-20
4.982E-20
1.201E-15
4.982E-20
4.982E-26
1.201E-15

JORTH

2.879E-16
9.463E-15
4.076E-20
4.076E-20
9.463E-15
4.076E-20
4.076E-20
9.463E-15

RESID

8.612E-21
6.469E-18
1.593E-17
3.690E-16
1.599E-15
1.593E-17
3.690E-16
1.599E-15

RESID

1.064E-20

4.243E-16
.457E-16
.906E-17

L N 4
*o
[
(4L
X
(=]

[
©&d
<>
[=¢]
T’
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Tabelle 12a (C = 100 durch Cholesky erzeungt in 2.23 sec)

Algorithmus ZYKL  TRANS NRED  ZEIT S(A) JORTH RESID

(B 15.98 2.250E-18 2.331E-20
Hoppe 8 318 318 31.20 1.755E-16  2.636E-15 5.655E-17
Primitiv 3 9 391 166 33.23 3.848E-20 2.176E-19  2.904E-15
Primitiv 4 9 383 221 33.45 3.258F20 3.056E-19  2.558E-14
Primitiv 5 9 359 275 32.24 1.122E-19  2.054E-19 1.766E-15
Primitiv 6 8 345 313 32.18 1.0348-19 3.402E-19 2.766E-18
Primitiv 7 9 346 318 32.79 1.034E-19 3.131E19 2.766E-18
0.50 Schwelle 3 9 391 166 33.23 3.848E-20 2.176E-19  2.904E-15
0.50 Schwelle 4 9 383 221 33.45 3.258E-20 3.056E-19  2.558E-14
0.50 Schwelle 5 9 359 275 32.30 1.1228-19  2.054E-19  1.766E-15
(.50 Schvelle 8 8 318 318 31.25 1.755E-16  2.636E-15 5.655E-17
0.50 Schvelle 7 9 346 318 32.74 1.034E-19  3.131E-19 2.766E-18

Tabelle 12b (C = 100 durch pivotisierenden Cholesky erzeugt in 2.53 sec)

Algorithmuns ZYKL TRANS NRED  ZEIT S(4) JORTH RESID
(R 16.31 2.335E-18  1.890E-20
Hoppe 11 484 484 46.58 1.950E-16 1.507E-15 6.873E-17
Primitiv 3 30 1202 173 1:44.19 1.841E+08 Abbruch nach 30 Zyklen
Primitiv 4 30 1338 228 1:48.91 9.073E+05 Abbruch nach 30 Zyklen
Primitiv 5 30 1548 283 2:07.81 2.114E+00 Abbruch nach 30 Zyklen
Primitiv 6 12 565 338 49.66 5.789E20 4.516E-19 2.370E-18
Primitiv 7 12 552 393 49.32 5.373E-20 4.398B-19 3.T14E-13
Primitiv § 12 530 447 48.17 1.040E-20 4.391E-19  8.149E-15
0.50 Schwelle 3 30 1338 507 1:57.05 6.052E-02  Abbruch nach 30 Zyklen
0.50 Schwvelle 4 30 1487 448 2:07.59 5.256E-03  Abbruch nach 30 Zyklen
0.50 Schvelle 5 30 823 284 1:07.12 1.134E-04 Abbruch nach 30 Zyklen
0.50 Schvelle 6 12 565 338 49.66 5.789E-20 4.516E-19  2.370E-18
0.50 Schwelle 7 12 552 393 49.33 5.373E20 4.398E-19  3.T14E-13
0.50 Schvelle 8 12 530 447 48.17 1.040E-20 4.391B-19 8.149E-15
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Tabelle 12¢
Algorithmus
QR
Hoppe
Primitiv 3
Primitiv 4
Primitiv 5
0.50 Schvelle 3
0.50 Schwelle 4

0.50 Schwelle b

Tabelle 13a
Algorithmus
1
Hoppe
Primitiv 3
Primitiv 4
Primitiv 5
Primitiv 6
0.50 Schwelle 3
0.50 Schvelle 4
0.50 Schwelle 5

Tabelle 13b
Algorithms
(R
Hoppe
Primitiv §
Primitiv 6
Primitiv 7
Primitiv 8
0.50 Schwelle 4
0.50 Schvelle 5
(.50 Schvelle 6
0.50 Schwelle 7
0.50 Schwelle 8

(C = 100 durch symmetrischen (B erzeugt in 2.41 sec)

ZYKL

o0 W ~J O W O

-1

(C = 1000 durch Cholesky erzeugt in 1.49 sec)

ZYKL

S oo -

-

TRANS NRED
247 247
325 169
284 216
272 247
325 169
284 216
272 247

TRANS NRED
257 257
319 166
295 220
286 254
288 257
319 166
295 220
286 254

ZEIT

17.14
24.05
27.68
25.49
25.43
27.69
25.43
25.43

ZEIT

14.22
25.71
27.52
26.37
26.75
27.46
27.57
26.42
26.80

S(A)

1.444E-17
§.000E-20
9.862E-20
7.998E-20
8.000E-20
9.862E-20
7.998E-20

S(A)

3.017E-17
4.953E-20
2.659E-20
5.518E-20
7.206E-20
4.953E-20
2.659E-20
5.518E-20

JORTH

7.323E-19
1.566E-15
6.271E-19
9.023E-19
1.078E-18
6.271E-19
9.023E-19
1.078E-18

JORTH
1.316E-16
1.143F-14
4.786E-19
4.277E-19
4.092E-19
4.0928-19
4.786E-19
4.2778-19
4.092E-19

RESID

2.301E-20
1. 405817
1.241E-14
5.833E-14
9.128E-18
1.241E-14
5.833E-14
9.128E-18

RESID
4.829E-19
2.275E-17
2.633E-18
2.5935-14
4.943E-16
4.943E-16
2.6338-18
2.593B-14
4.943E-16

(C = 1000 durch pivotisierendem Cholesky erzeugt in 1.58 sec)

ZYEL

10
30
13
13
12
30
24
13
13
12

TRANS NRED
457 457
1676 283
610 338
556 392
498 437
1507 413
1106 300
610 338
556 392
498 437

ZEIT
14.23
43.88
2:09.68
52.72
49.21
45.59
2:07.76
1:32.00
52.13
49.21
45.59

5(4)

8.679E-17
1.513E-01
2.484E-20
7.830E-20
3.997E-20
5.884E-03
1.111E-19
2.484E-20
7.830E-20
3.997E-20

JORTH
4.239F-17
1.479E-14

RESID
5.057E-19
2.9458-17

Abbruch nach 30 Zyklen

3.898E-19
4.848E-19
4.959E-19

§.581E-13
6.808E-14
1.639E-16

Abbruch nach 30 Zyklen

9.495E-19
3.898E-19
4.848F-19
4.959E-19

7.796E-16
8.581E-13
6.808E-14
1.639E-16
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Tabelle 13c (C = 1000 durch symmetrischen QR er‘zeugti in 2.14 sec)

Algorithms ZYKL TRANS MNRED  ZEIT 5(A) JORTH RESID
QR 14.50 1.319E-15  8.852E-19
Hoppe 9 342 342 33.89 7.209E-16 3.800E-14 3.009E-16
Primitiv 4 30 1400 229 1:52.43 1.187E-02  Abbruch nach 30 Zyklen
Primitiv 5 11 444 281 38.72 4.386E-20 1.778E-19 4.227E-15
0.50 Schwelle 4 30 1143 254 1:32.99 1.372E-05 Abbruch nach 30 Zyklen
0.50 Schwelle 5 11 444 281 38.72 4.386E-20 1.778E-19 4.227E-15

Die ersten drei angefiihrten Tabellen befassen sich mit dem nur gering gedimpften Sys-
tem. Wihrend der QR - Algorithmus unabhéngig von der Art der Erzeugung stets &hnli-
che Rechenzeiten benétigt, sind die Jacobi-&hnlichen Routinen stark von dem gewé&hl-
ten Erzeugungsverfahren abhéngig. Es zeigt sich, daf§ die Erzeugung mit Hilfe der pivoti-
sierenden Cholesky - Zerlegung die schlechtesten Ergebnisse liefert. Die aufwendigste
Methode der Diagonalisierung mittels des symmetrischen QR - Algorithmus liefert das
schnellste Verfahren. Leider ist in diesem konkreten ‘Rechenbeispiel durch den Einsatz
der primitiven Winkelbestimmungen kein Zeitgewinn zu erzielen, selbst wenn man die
Schwellentaktik anwendet und erst in den letaten Zyklen auf die primitive Winkelwahl
umschaltet. Weitere in den Tabellen nicht aufgefithrte Tests haben gezeigt, dafi sich
selbst bei stirkster Herabsetzung der Einschaltschwelle THMAX auf 10-2 keine Verbes-
serung ergibt. Dieses Problem bleibt bestehen, wenn man zu stirkerer Dampfung mit
C = 100 bzw C = 1000 iibergeht. In diesen Fillen besitzt die Matrix bereits 4 bzw. 8 ab-
gedampfte, reelle Eigenwerte. Die Erzeugung der J-symmetrischen Matrix mit pivoti-
sierendem Cholesky fiihrt hier sogar zum Abbruch der Iteration nach 30 erfolglosen Zyk-
len. Als Resultat kann man erkennen, dafi der geringfiigig hohere Rechenaufwand des
symmetrischen QR -Verfahrens bei der Berechnung der J-symmetrischen Matrix in
Kauf genommen werden sollte, falls die Eigenwerte mit Jacobi-4hnlichen Algorithmen
berechnet werden. Die Zeitunterschiede sind fiir den Gesamtrechenaufwand ohne Bedeu~

tung, da der symmetrische QR - Algorithmus nur auf Matrizen der halben Dimension

ausgefiithrt werden braucht.
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