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Studierhinweise zu Kurseinheit 5 GdE

5.1
bis
5.5

5.6

Studierhinweise zu Kurseinheit 5

Wer die differentialgeometrischen Grundbegriffe, insbesondere Kriimmung, Bo-
genlénge, natiirliche Gleichung einer Kurve, aus dem vierten Kapitel kennt,
braucht in den ersten fiinf Paragraphen dieses Kapitels wenig an Theorie hin-
zuzulernen und kann sich bei den recht zahlreichen Beispielen erholen. Bemer-
kenswert, wie einfach es ist, lings einer Kurve eine Winkelfunktion einzufiihren,
wenn man sich auf stetig-differenzierbare Kurven beschrénkt (5.1.1 Polarkoor-
dinaten). Die Rechnungen bei der Evolute und bei der Evolvente einer Kurve
kann man leichter verfolgen, wenn man sich eine Tabelle der bereits bewiesenen

Formeln anlegt. Der Leser sollte nach den ersten fiinf Paragraphen zumindest
— die Einfithrung von Polarkoordinaten,
— die Begriffe Evolute, Evolvente,
— die Satze 5.2.2, 5.3.2, Lemma 5.2.3,
— die Beziehung zwischen Evoluten- und Evolventen-Bildung

kennen und einige Beispiele selbst gerechnet haben.

Neue Kurven erzeugt man nicht nur, indem man zur Evolute oder zur Evolven-
te iibergeht, sondern auch mit Hilfe von Geradenscharen, ndmlich als Einhiillen-
de. Der Leser sollte

— die Beschreibung einer Geradenschar durch n(z,7) =0 (5.6.3),
— die Definition der Einhiillenden (5.6.3),

— die Formel fiir die Einhiillende (Satz 5.6.5),

— Satz 5.6.2 in der Formulierung von 5.6.3,

— das Resultat aus 5.6.4

voll verstanden haben und zum Teil reproduzieren kénnen.
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Einleitung

GdE, 5.0

5.0 Einleitung

Nachdem in Kapitel 4 die grundlegenden Begriffe fiir ebene Kurven einschlief3-
lich ihrer Invarianten entwickelt wurden, soll in diesem Kapitel auf Prinzipien

zur Erzeugung von Kurven und auf Anwendungen eingegangen werden.

Neben Beispielen wird der Zusammenhang zwischen Evolute und Evolvente
einer Kurve diskutiert. Diese Begriffe gehen auf Christian HUYGENS (1629 —
1695) zuriick. Aber noch vor 200 Jahren wurden sie recht unklar dargestellt.
So schreibt A. BURJA auf Seite 307 des in 4.1.3 erwéhnten Lehrbuches {iber

den Kriimmungskreis:

,Ein Zirkel beriihret oder kiisset eine krumme Linie in einem Punkte, wenn
der Umkreis durch diesen Punkt gehet, und iibrigens der Zirkel grofl genug ist,
um dafl zwischen ihm und der krummen Linie keine andere Zirkel-Linie gezo-
gen werden konne, die durch den nemlichen Punkt gehe. Z. E. der Zirkel ABC

kiisset die krumme Linie DBE im Punkte B, vorausgesetzt, dafl zwischen BE
und BC', oder zwischen BD und BA keine Zirkel-Linie mehr gezogen werden

konne.

Die Evolute wird wenig spéter auf Seite 320 wie folgt eingefiihrt:

,Die Evolute einer krummen Linie ist eine andere krumme Linie, in welcher
sich alle Halbmesser der Kriimmung der ersteren Linie endigen, oder in welche
alle Mittelpunkte der kiissenden Zirkel fallen.*
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Polarkoordinaten und Beispiele GdE, 5.1.1

5.1 Polarkoordinaten und Beispiele

5.1.1 Polarkoordinaten. Bereits in 3.3.5 hatte man gesehen, dass die eigentlichen
Kurven zweiten Grades eine einfache Beschreibung durch ,,Polarkoordinaten*

besitzen. Eine entsprechende Darstellung kann man fiir jede Kurve gewinnen:

Satz. Isty: 1 — R? eine Kurve, die nicht durch O geht, dann gibt es zweimal
stetig differenzierbare Abbildungen p,1 : I — R mat

cos Y
y=p| und p = [y|.
sin ¢

1
Hier ist ¢ bis auf eine Konstante gegeben durch v = —(y*, 7).

s

Man nennt dies eine Darstellung der Kurve in Polarkoordinaten.

Beweis. Fir z = Wl‘y gilt |z| = 1, und 2z : I — R? ist zweimal stetig

differenzierbar. Nach Lemma 4.2.2 gilt
(%) 5= (24, 2)2t.

Zu fest gewéhltem o € I gibt es wegen |z| =1 ein w € R mit

z(a) = (cosw) , 0<w < 2m.

sin w

Nun bestimmt man eine Stammfunktion ¢ von (z*,%) mit (o) = w und
definiert

ok (1) = cos (7) T
(x%) (7): <sin¢(7’)>’ el

Eine Differentiation ergibt bei Weglassung der Argumente

. —sin
x_d)(cosw)'

Ein Vergleich mit () ergibt @ = -, und aus () erhélt man 2 = 2. Nach
Wahl von w gilt weiter z(a) = z(a). Damit geniigen die Komponenten von
x und z dem gleichen System von gewohnlichen Differentialgleichungen und
stimmen im Punkte 7 = « iiberein. Nach dem Eindeutigkeits-Satz fiir Systeme

von gewohnlichen Differentialgleichungen folgt z(7) = () fir 7 € I.
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Polarkoordinaten und Beispiele GdE, 5.1.2

5.1.2

Man kann aber auch direkt ohne den Eindeutigkeits-Satz fiir Differentialglei-

chungen wie folgt schlieflen. Fiir
A= (z—x,2z—1x)

folgt A = 2¢(zt — 21,z — 2) = 0. Damit ist \ konstant, und fiir 7 = a folgt
A =0, also x = z. Die Gleichung z = x beinhaltet wegen y = |y|z gerade die
Darstellung von y in der angegebenen Form.

Nach Wahl von t war ¢ = (z*, 2). Man trégt hier z = ﬁy ein und erhalt die
restliche Behauptung.

Bemerkung. In dem Satz ist die Abbildung v bis auf eine additive Konstante

der Form 27mn, n € Z, eindeutig bestimmt.

Eigentliche Polarkoordinaten. Hat man eine Kurve y : I — R? nach Satz

5.1.1 in Polarkoordinaten gegeben,

0 o)

mit zwei stetig differenzierbaren Abbildungen p,¢ : I — R, so wird die Ab-
bildung ¢ : I — R im Allgemeinen nicht echt monoton wachsend sein. In der

Tat, nach dem Satz gilt
: 1.

und man hat ¢ = 0, falls y und 7 linear abhingig sind.

Lemma. Ist y: I — R? cine Kurve und ist {(y*,v) in I stets positiv, dann
gibt es eine Parametertransformation ¢ : I — I der Kurve vy, so dass sich

Y =y o schreibt als

5(7) = 5(7) <C°S T)  B(r) >0, rell

sin T

Eine solche Darstellung nennt man eine Darstellung in eigentlichen Polarko-
ordinaten.

Beweis. Nach (2) und nach der Voraussetzung gibt es eine Darstellung (1),

und w ist iiberall positiv. Dann gibt es eine zweimal stetig differenzierbare
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Polarkoordinaten und Beispiele GdE, 5.1.3

5.1.3

Umkehrfunktion ¢ : I — I, und ¢ ist iiberall positiv. Damit ist ¢ : I — I eine
Parametertransformation im Sinne von 4.3.8, und die behauptete Darstellung

ist mit p = p o ¢ eine Folge von (1).

Bemerkung. Ist eine Abbildung y : I — R? in eigentlichen Polarkoordinaten
gegeben,

(3) Mﬂzpﬁ)c%7>,Mﬂ>0,feL

sin 7
dann gilt
. . COST —sinT
y(r) = p(7) < . ) + p(7) ( ) ,
sin T COST
also
P
(4) g="y+y"
P
Wegen

) P2 )
il = ((0) + 1)l =7 + 7
liegt also stets eine Kurve vor. Ferner ist die Kurve allein durch die Abbildung
p: I — R gegeben. Man beschreibt daher eine Kurve in eigentlichen Polarko-

ordinaten durch die einfache Gleichung p = p(7). Zum Beispiel erhélt man die

archimedische Spirale 4.2.4 in der Form p(7) = a7.

Aufgabe. Man diskutiere eine Kurve der Form (3) und bestimme Bogenlénge,
Kriimmung, begleitendes Zweibein und (wenn moglich) die natiirliche Glei-

chung. Insbesondere sollen die Fille

p(t) =71, p(r)=expt, p(r)=cost

behandelt werden. (Losung s. 5.7.1.)

Fliiche in Polarkoordinaten. Ist die Kurve y : [a, 3] — R? in Polarkoordi-

naten

B cos 1
(1) y_p<sin@/)>’p>0’

gegeben (vergl. 5.1.1), so ist die Fldche F' der abgeschlossenen Teilmenge

G::{x:§<(§szg;>; 0<E<p(r), a<r< B}
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Polarkoordinaten und Beispiele GdE, 5.1.3

durch das Gebiets-Integral

F = /d[L‘ldl‘Q

zeG
gegeben.

Satz. Ist die Kurve y : [a, 3] — R? in Polarkoordinaten (1) gegeben, dann
qilt

wenn ) positiv und ¥(B) — ¥(a) < 27 ist.

Beweis. Fir hinreichend kleines € > 0 ist

] b

F1€ = / d.ﬁlfldl’z

r€Ge

>;6§§§p(7),a§7§6}

nicht leer, und fiir

gilt F' = lim F.. Man setzt
e—0
B.:={(, 1) eR* e<€<p(r), a <7<}

und erhélt eine bijektive und zweimal stetig partiell differenzierbare Abbildung

Ccos w(7)>

[E =G, f(&7)=¢ <sinw(7')

mit Funktionaldeterminante
det Cf)sw(T) _g,le)(T) ’ Sin,lvz)(T) _ é—w(T)
sing)(r)  £(7) - cos(7)
Nach der Transformationsformel fiir Gebietsintegrale hat man

F.= / daydas = / &(r) dédr

:BEGE !L’GEE

/B p(r

a &€

)g dé) b(r) dr

RS

[pQ (1) — 52] w(T) dr.

I
DO | =
R
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Polarkoordinaten und Beispiele GdE, 5.1.4

Es folgt also

Bemerkungen. 1) Die Einfiihrung der durch e abgeschnittenen Gebiete F.
und G, war notig, um eine positive Funktionaldeterminante sicherzustellen.

2) Fiir I schreibt man unmissverstéindlich auch
1
F=_[pdy.
5 / p-dy
5.1.4 Die Archimedische Spirale. Nach 4.2.4(4) nennt man die Kurve

y(r) =ar (COST> , 7>0, a>0,

sinT
eine archimedische Spirale. Man berechnet nach Bemerkung 5.1.2

1
y=—-y+y-, 7>0.
-

Damit ist die Tangente im Punkte y gegeben durch

1
(T) y+R(-y+y7)
und die Normale im Punkte y gegeben durch
1
(N) y+R(-y —y).

Satz. Der Schnittpunkt der Normalen (N) mit der Geraden Ry’ liegt auf
dem Kreis mit dem Radius o um Null.
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Polarkoordinaten und Beispiele GdE, 5.1.5

5.1.5

Beweis. Man hat 3,7 € R so zu bestimmen, dass
1
y+B(-y —y) =

erfiillt ist. Es folgt 3 =1 und v = L. Folglich ist |yy*| = .

T

Cassinis Oval. Den geometrischen Ort aller Punkte x € R?, fiir welche das
Produkt der Absténde zu zwei gegebenen Punkten a # b konstant gleich
e > 0 ist, nennt man ein CASSINI-Oval. Nach einer Bewegung und Mafistabs-
Anderung (d.h. einer Ahnlichkeitsabbildung) kann man a = e, b = —e, e =
((1)), annehmen. y liegt also genau dann auf einem CASSINI-Oval, wenn gilt
(1) ly—elly+el=e

Dies ist offenbar gleichwertig mit (|y|* — 2y1 + 1)(Jy|* + 2y; + 1) = €2, also mit
(2) (v +ya +1)" — dyi = &*.

Im Falle € # 1 liegt 0 nicht auf der Kurve, man kann also einen Polarkoordi-

CoST
y=ri .
sin 7

machen. Damit ist (2) gleichwertig mit

naten-Ansatz

(3) (p* +1)% =& + 4p* cos® 7.
Im Falle ¢ = 1 erhdlt man die BERNOULLIsche Lemniskate
(4) p* = 2(cos® T — sin® 1) = 2 cos 27,

wenn man den Nullpunkt ausschlief3t.
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Polarkoordinaten und Beispiele GdE, 5.1.5

Aufgabe. Man zeige mit (4), dass die durch die Lemniskate eingeschlossene
Fliche gleich 2 ist. (Losung s. 5.7.2.)
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Die Evolute einer Kurve GdE, 5.2.1

5.2 Die Evolute einer Kurve

5.2.1 Definition. Es sei y : I — R? eine Kurve im Sinne von 4.2.3 und

(,97)
[9l°

(1) K=

ihre Krimmung (vgl. Definition 2 in 4.3.6). Im Folgenden wird stets voraus-
gesetzt, dass die Krimmung im betrachteten Intervall nirgends verschwindet.

Setzt man

_ b P
2) T Gy

so ist |p| nach 4.3.6 der Kriitmmungsradius der Kurve im Punkte y. Man kénnte

daher p den ,orientierten® Kriimmungsradius nennen.

Nach Definition 1 in 4.3.6 war der Kriimmungsmittelpunkt der Kurve y gege-

ben durch o
Y oL
m:=y+ —-Y -
(i, 9+)
Verwendet man (2) und den Tangenteneinheitsvektor ¢ := ﬁ 7, so folgt
(3) m =y + pt*.

Nach dem Satz 4.3.8 ist x und daher auch p invariant gegeniiber Parameter-
transformationen. Da t ebenfalls diese Eigenschaft hat, ist der Krimmungs-

mittelpunkt (3) invariant gegeniiber Parametertransformationen.

Da die Formel (2) fiir p die zweite Ableitung von y enthélt, ist p: [ — R we-
nigstens noch stetig. Damit hangt auch der Kriimmungsmittelpunkt m stetig

vom Parameter ab.

Definition. Den geometrischen Ort der Krimmungsmittelpunkte m einer

Kurve y nennt man die Evolute y* der gegebenen Kurve y, in Formeln

-
(4) yr=me=y+ptt =y+——i.
(G, 9+)
Bemerkung. Nach (4) wird jeder Kurve y : I — R? eine weitere Abbildung
y* : I — R? zugeordnet. Im Allgemeinen wird aber y* nicht mehr differen-

zierbar sein. Aber selbst wenn y* : I — R? zweimal stetig differenzierbar sein
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Die Evolute einer Kurve GdE, 5.2.2

5.2.2

sollte, ist y* im Allgemeinen keine Kurve, denn (y*)" wird manchmal Null sein
(vergl. Korollar 5.2.2).

Eine erste Eigenschaft der Evolute. Auch wenn die Evolute einer Kurve
nicht immer eine Kurve im strengen Sinne ist, so gibt doch ihre geometrische
Form Information iiber das Kriimmungsverhalten der urspriinglichen Kurve.
Analog zur gegebenen Kurve wird man sich aulerdem bei ihrer Evolute fiir
Bogenldnge und Kriimmung interessieren, falls diese Groflen existieren. Da-
mit man wenigstens mit dem Differenzieren keine Schwierigkeiten hat, wird in

diesem und im néchsten Paragraphen die erforderliche Voraussetzung gemacht:

Standard-Voraussetzung: Die Kurve y : I — R? ist viermal stetig differen-

zierbar und thre Kriimmung ist nirgends Null.

Es bezeichne x* bzw. p* Kriimmung bzw. orientierten Kriimmungsradius, so-

fern er fiir die betreffenden Parameter existiert, weiterhin
%) =M. = [ 1) (@) do

die Bogenlidnge (vergl. 4.4.2), sodann t* den Tangenteneinheitsvektor (vergl.
4.3.9) der Evolute y* von y.
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Die Evolute einer Kurve GdE, 5.2.3

5.2.3

Satz. Die Tangente an die Fvolute y* einer Kurve y stimmt mit der Normalen

von y fdberein, genauer gilt
(y*) =pt*.
Beweis. Wegen 5.2.1 (4) gilt
(y") =g+ pt" +p(t).
Mit dem Lemma 4.3.9 erhélt man (1) = —x|y|t = —ky, und wegen kp = 1
folgt die Behauptung.

Korollar. Die Evolute y* wvon y ist genau dann eine Kurve im Sinne von

4.2.8, wenn £ und damit p auf I dberall ungleich Null ist.

Bemerkung. Wegen der im Satz formulierten Tangenteneigenschaft einer
Evolute ist die Evolute zu einer Kurve ohne Hilfsmittel nur schlecht zu zeich-
nen. In der obigen Skizze wurde aber gerade diese Eigenschaft zur Konstruktion

verwendet.

Aufgabe. Man rekonstruiere die Kurve aus ihrer Evolute.
(Gedacht ist an eine Formel der Art y(7) = y*(7) —....) (Losung s. 5.7.3.)

Bogenlinge der Evolute. Man behilt die bisherige Bezeichnung bei. Ist &

(und damit p) echt monoton, dann wird £ (und damit p) nirgends Null und

F i
(].) E =0 = ——
1] ||

ist auf I konstant, ndmlich gleich 1 oder —1. Nach Satz 5.2.2 ist |(y*)"| = |p],

es folgt daher einerseits
(2) t* = ett

und andererseits

(3) Ao (1) = /T |p(0)| do = ep(T) + 7, v konstant.
Hieraus entnimmt man dc;s

Lemma. Die Bogenlinge der FEvolute von y*(«) bis y*([3) ist

lp(a) — p(B)]-
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Die Evolute einer Kurve GdE, 5.2.4

Nach diesem Lemma und (2) erhdlt man die Kurve y aus ihrer Evolute y*

durch Abwicklung eines Fadens, den man sich an y* gelegt denkt:

Satz. Ist y eine Kurve, deren Krimmung tberall ungleich Null und echt mo-

noton ist, dann gilt fir die Krimmung threr Evolute y*

. Kl R
R = — = - .
ol 1Al

Beweis. Zur Berechnung der Kriimmung x<* von y* verwendet man die Ab-

leitungsgleichungen in Lemma 4.3.9 fiir die Evolute y*
e

Hier ist unter Verwendung der Ableitungsgleichungen fiir y und von (2) die
linke Seite gleich
(t*) = el = —erlylt

und die rechte Seite wegen (2) gleich
w16l ety = —ent|olt.

Daraus folgt die Behauptung.

5.2.4 Die Evolute der Ellipse. Ausgehend von einer Ellipse

y(T) = <acos7‘> ,a> >0,

BsinT
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Die Evolute einer Kurve GdE, 5.2.4

berechnet man
. —osinT
T) = ,
y(r) ( bcosT )
[9(7)]? = ®sin® 7 + B cos® T = o” + (8% — a®) cos T,
y=-y

und

/g _ 1
R(T)
Als Gleichung der Evolute erhélt man daher nach 5.2.1(4)

y* (1) = (a o T) - i(Oz2 sin® 7 4 % cos® 7) (5 cos 7') |

R 2 2
p(1) = aﬁ(a sin” 7 + 3% cos” 1)

BsinT af asinT
also in der Form
1) y(r) = a?— B2 [ Beos®r
af —asin®7 )’

Eliminiert man hier 7 unter Verwendung der (leicht zu verifizierenden) Rela-

tion
(2) (sin® 7 4 cos® 7 — 1) = —27sin® 7 cos® 7,
so erhélt man die Evolute der Ellipse in der impliziten Form

(3) (a®0] + B3 — (@ — 62)2)3 = —27a%B*(a? — B*)*vivs.

Aufgabe. Man diskutiere die Evolute einer Parabel, einer Hyperbel und einer

archimedischen Spirale. (Losung s. 5.7.4.)

Evolute der Ellipse
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Die Evolvente einer Kurve GdE, 5.3.1

5.3 Die Evolvente einer Kurve

5.3.1 Definition. Die in 5.2.3 erwéhnte Fadenkonstruktion einer Kurve y aus ihrer
Evolute y* kann man umgekehrt zur Erzeugung einer Kurve aus einer gegebe-

nen Kurve verwenden, solange die Kriimmung nirgends Null ist.

Ist A\, die Bogenlidnge von y, gemessen von einem festen Punkt a = y(«), also
) holr) = Myia.) = [ 1i0)] do

so ist die zugehdrige Evolvente y# von y mit Fupunkt a definiert durch

(2) yE(r) =y(m) = Xal(n)t(7), 7> a

Wie man sieht, ist die Evolvente y# invariant gegeniiber Parametertransfor-

mationen von y.

Bemerkung. Ist b = y(5) ein weiterer Punkt der Kurve y, dann folgt

B8
Nop = / 19(0)]do = Aa(r) — As(7)

aus (1), wobei A, s die Bogenlénge zwischen a und b ist. Aus (2) entnimmt

man daher
y? =y + Aot
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Die Evolvente einer Kurve GdE, 5.3.2

5.3.2 Eigenschaften der Evolvente. In Umkehrung von Satz 5.2.2 hat man zu-

nachst den

Satz. Die Normale an die Evolvente y der Kurve vy ist gleich der Tangente
an die Kurve y, und es gilt
(y) = —Xarlylt".
Beweis. Mit den Ableitungsgleichungen in Lemma 4.3.9 folgt bei Weglassung
der Indizes aus y# =y — A\t und A = |y| sofort
(W) == At — X = =gt

woraus durch Senkrechtbildung folgt, dass die Normale an die Evolvente und

die Tangente an die Kurve y die gleiche Richtung haben. Auflerdem liegt wegen
vl =y — M

der Punkt y#(7) auf beiden Geraden.

Danach ist die Evolvente fiir 7 > a genau dann eine Kurve im Sinne von 4.2.3,

wenn die Kriimmung s nirgends Null ist. Ist dies der Fall, dann bezeichnet

man den Tangenteneinheitsvektor bzw. die Kriimmung der Evolvente mit ¢#

bzw. r#. Nach dem Satz folgt zuniichst

(1) t# = —(sign Aor)t*.
Zum Nachweis von

(2) K7 = (sign Agk)AS*

verwendet man unter Weglassung der Indizes zunéchst die Ableitungsgleichun-

gen fiir die Evolvente,
(%) = w*|(y*) |7

nach Lemma 4.3.9. Hier ist nach (1) und 4.3.9 die linke Seite gleich
—(sign A\k)i* = (sign A\w)k|ylt
und die rechte Seite nach (1) und dem Satz gleich
K7 Ak| |g] - sign(Ak)t = &7 Ak|g|t.

Damit folgt (2).
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5.3.3 Beziehungen zwischen Evolute und Evolvente. Die in 5.2.3 erwdhnte
Fadenkonstruktion einer Kurve y aus ihrer Evolute y* und die Definition der
der Evolvente in 5.3.1 lassen vermuten, dass der Ubergang von einer Kurve zu
ihrer Evolute bzw. Evolvente zueinander inverse Prozesse sind. Genauer gilt

unter der Annahme, dass alle Bildungen erlaubt sind:

Satz. Die Fvolute der Evolvente einer Kurve y ist die gegebene Kurve y, d. h.
es gilt
()" (1) = y(7)

fir alle T > «.

Beweis. Nach Definition der Evolute in 5.2.1(4) hat man zuniichst (y#)* =
y# + p#(t¥)*, wobei p? den orientierten Kriimmungsradius der Evolvente
bezeichnet. Nach 5.3.2 gilt fiir 7 > «

t# = —t+ und pf = = &'\, € = sign Ak

1
K&
Man trigt dies ein und erhiilt (y#)* = y# + A,t. Nach Definition 5.3.1 der
Evolvente ist dies die Behauptung.

Bemerkung. Fiir ein b = y*(5) auf der Evolute y* kann man umgekehrt die
Evolvente (y*)? zum FuBpunkt b bilden. Hier bekommt man, wie man auch
£ wahlt, die urspriingliche Kurve nicht direkt zuriick: Nach 5.3.1(2) und 5.2.3

erhdlt man mit den dortigen Abkiirzungen

W) =y = Nst" =y" — (ep+7)(eth) =y — et

wenn man die Definition 5.2.1 (4) von y* verwendet. Man erhélt also die ur-
spriingliche Kurve dann zuriick, wenn man vorher die Bogenldnge A* durch

A" — v = ¢gp ersetzt hat.
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5.4 Die gemeine Zykloide

5.4.1 Definition. Rollt man einen Kreis auf der Geraden ab, so beschreibt ein fester

Punkt P der Kreisperipherie eine sogenannte gemeine Zykloide.

Zykloide

Zur Bestimmung der zugehorigen Gleichung ldsst man einen Kreis vom Radius
1 auf der z1-Achse abrollen und wéhlt fiir P den Beriihrungspunkt von Kreis
und Gerade bei Beginn. Ist 7 die Linge des bereits abgerollten Kreisbogens
(also der Winkel), dann ist

(1) y(1) = <T - Sim) T€eR

1—-cosT

eine Parameterdarstellung der gemeinen Zykloide. Wegen 1 — cos 7 = 2sin?
folgt

T
2

sin T

. 1 —cost i T
(2) y(1) = ( ), |y(7')|:\/2(1—0057'):2|sm§|,
und (1) ist die Parameterdarstellung einer Kurve im offenen Intervall 0 < 7 < 2.

5.4.2 Bogenlinge und natiirliche Gleichung. Es sei

(1) y(1) = (T B sinr) , 0< 7 <2,

1—-cosT

die Parameterdarstellung der gemeinen Zykloide. Nach 5.4.1(2) folgt

2) |g)(7')|:2|sin%|, 0<r<om

Im Intervall [0, 27] ist —4 cos 7 eine Stammfunktion von |j(7)|. Nach 4.4.2 ist
daher

(3) A7) = 4(1 — cos g), 0<7<2m
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5.4.3

die Bogenlinge der Zykloide (1) gemessen vom Punkt 0 aus. Die Zykloide ist
also eines der seltenen Beispiele von Kurven, bei denen man die Bogenlidnge
explizit bestimmen kann. Die Lange A(27) eines Zykloidenbogens ist also gleich
8. Wenn man die Bogenlidnge explizit hat, dann sollte man immer nach der

natiirlichen Gleichung 4.4.7 fragen: Mit (1) folgt zunéchst

. 1 —cosT . sin 7
Yy = . y Y= s
sin 7 COST

1—cosT
=— 0<7<?2
K(T) SEm ) T < 2T,
also
(4) (1) = ! O<1T<?2
k(T) = 4sin%’ T .

Satz. Die natiirliche Gleichung der gemeinen Zykloide lautet

1
= 0<\<S8.
AT =~ e

Beweis. Man eliminiert 7 aus (3) und (4) und erhalt
1
2
=—, 0< A <8
=SB <A<

Da r nach (4) negativ ist, folgt die Behauptung.

Die Evolute. Eine weitere interessante — sie auszeichnende — Eigenschaft der
Zykloide gibt der

Satz. Die Evolute der gemeinen Zykloide ist eine (verschobene) gemeine Zy-
kloide; genauer gilt

254



Die gemeine Zykloide GdE, 5.4.3

Beweis. Wegen 1 — cos 7 = 2sin? 5 und sin7 = 2sin 7 cos 5 erhélt man

. 1—cosT . T [sin %
Y= ) = 2sin — ,
sin T 2 \cos 3

t(r) = (sz> , 0 <7 <27

COS 5

also

Damit und mit 5.4.2 (4) erhélt man die Evolute der gemeinen Zykloide in der

Form
yH () = T—sinT —4sinz —‘cosi
1—-cost 2 sin
B T—sin7'+4sin%cos§ B T4+sinT
N 1—Cos7'—4sin2% N —1+cost /]
Also ist

—1 4+ cosT

y (1) = (TJFSH”—), 0<7<2m,

die Gleichung der Evolute der gemeinen Zykloide. Ein Vergleich mit der Defi-
nition 5.4.1 (1) liefert sofort

y(r)=ylr+m)—p, p:= <W> :

also die Behauptung.

255



Beispiele GdE, 5.5.2

5.5 Beispiele

5.5.1 Evolvente des Kreises. Man geht aus von der Parameterdarstellung

y(r) = (COST> , 0< 7 <2,

sin T

des Einheitskreises mit Einheitstangentenvektor
) —sinT
t(r) = y(r) = ( )
COST

y# ::y#:y—)\t: <Cos7'+7'sm7'> >0,

und mit

SiInNT — 7 CosST o
Wihlt man ¢, 0 < @] < 7, mit
1 T .
——— =08y, ——— = —siny,
V1472 4 V1472 4

dann erhalt man die Evolvente in der Form

4 _ = coS (7‘ + go(7‘))> _
4 L (sin (7‘ + cp(T)) 720

5.5.2 Graphen. Man geht von einer zweimal stetig differenzierbaren Abbildung
¢ : 1 — R mit ¢(7) # 0 fiir alle 7 € [ aus und betrachtet den Graphen

256



Beispiele

GdE, 5.5.3

gemédf 4.3.7. Nach der dortigen Formel (4) erhélt man die Evolute dieses Gra-

phen in der Form
* T 1+ @2 _()0

Yy = + —
¥ ¥ 1

Als ein konkretes Beispiel wihle man den Sinus, also

o(1) =sinT, T € R.

Die Kriimmung berechnet sich zu

sin T

) =~ cost
und die Evolute ist durch

T 14 cos®T [cosT

sin 7 sin 7 —1

gegeben.

Die offensichtlichen Extrema der Kriimmung hat man in den Punkten 7 =

nt + 5 mit n € Z, und die Kriimmung ist dort +1. Zusammen mit der

Tangentenapproximation bei 0 und bei 7 erhélt man eine gute Anndherung

der Sinuskurve im Intervall von 0 bis 7.

AN

5.5.3 Die Gleichung der Kettenlinie. Im Band II der ,,Ebenen Kurven“ von
Gino LORIA, B. G. TEUBNER, Leipzig und Berlin 1911, wird die Kettenlinie

mit folgenden Worten vorgestellt:

,In dem berithmten Werke Glalileis, Discorsi e dimonstrazioni matematiche

intorno a due nuove scienze (dessen Vorrede vom 6. Méarz 1638 datiert ist),

findet sich in der zweiten und vierten ,Giornata‘ (in solche ist das Werk geteilt)

die Bemerkung, dafl ein gleichméBig schweres Seil oder eine Kette, wenn sie an

zwei Punkten von derselben Hohe aufgehéngt ist, eine Gestalt annehme, die

einer Parabel &hnlich sei. Daf aber diese Kurve keine Parabel (zweiter Ord-

nung) sei, wurde durch Berechnungen und Experimente von Joachim Jungius

257



Beispiele

GdE, 5.5.3

1669 in der bekannten Arbeit, Geometria empyrica betitelt, dargetan; es blieb
jedoch somit immer noch iibrig zu bestimmen, welches denn die Kurve sei, in
welche sich das Seil lege. Die Untersuchung derselben wurde nun im Mai 1690
von Jacob Bernoulli dffentlich vorgelegt und zwar in den Acta eruditorum. Drei
Geometer ersten Ranges losten dann sozusagen gleichzeitig diese interessante
Frage, Huygens, Leibniz und Joh. Bernoulli; an dem edlen Wettstreit nahmen
auch der Aufgabensteller und Hermann teil; und David Gregory befafite sich
dann als erster damit, eine methodische Bearbeitung der Eigenschaften der

fraglichen Kurve zusammenzustellen.

Zur Herleitung der Gleichung der Kettenlinie, die man sich als Graph der
Funktion ¢ : R — R gegeben denkt, betrachte man zunéchst die Kréfte, die

auf das n-te Kettenglied einwirken:

UTJ{tn—l—l

eine Spannung o, t,.; in Richtung t,,, eine Spannung —o, t,, in Richtung
—t, und die Schwerkraft —yet, die dem Gewicht des Kettengliedes propor-
tional ist. Da die Kette in Ruhe ist, heben sich diese Krifte auf:

(1) —Ontn + O tug = e

Weiter annullieren sich die Spannungen zwischen zwei Kettengliedern:

Man zdhlt nun die Glieder vom tiefsten Punkt S aus, summiert (1) auf und

erhdlt mit oy := o]

(2) —ope + 0 -ty = nyet.
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\\
t
PAS ¢
—ope  —e S

Von dieser Naherung geht man nun iiber zu

(3) —0pe + ot = dphe™,

wobei oy und Jy konstant sind, ¢ = o(7) die (unbekannte und variable)

5.5.4

Spannung im Punkte P und

T

A= A(r) :/ L 02() de

0

die Bogenlénge zwischen S und P bezeichnet.
Zur Elimination der unbekannten Funktion ¢ bildet man in (3) das Skalarpro-
dukt mit ¢+ und erhélt

(4) —oole, t) = doMle, t).

ol

t
tJ_
a e
P

Ist a der Winkel zwischen ¢ und e, also (e,t) = cosa, so gilt (e, tt) =
—(et,t) = —cos(Z — a) = —sina und es folgt ogsina = dyAcos aus (4).
Die Gleichung der Kettenlinie ist also
(5) tana = w - A, w > 0 konstant.

Explizite Gleichung. Man geht von der Gleichung der Kettenlinie aus:

(1) tana = w - A, w > 0 konstant.
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Wegen tana = w und und A = \/ 1+ 2 folgt durch Differenzieren

(2) v=w /1497

als Differentialgleichung fiir die Kettenlinie.

Satz. Fine Kettenlinie mit Scheitel auf der xy-Achse ist der Graph einer

Funktion

P(r) == exp wT + exp(—un')] + konst.

1

2w

Beweis. Man quadriert (2), differenziert und erhélt
P = b

Wegen (2) ist ¢ nirgends Null, so dass man

¥ =t

als Bedingung erhélt. Man bendtigt nun den in 5.5.5 zu beweisenden

Hilfssatz. Geniigt x der Differentialgleichung ¥ = w?x, dann gibt es o, 3
aus R mit x(7) = aexpwt + fexp(—wT).

Damit folgt

(3) = aexpwr + Bexp(—wT),

und (2) liefert
<as— é)Q =1+ (Oz5+ 5)2

£ €
mit der Abkiirzung e(7) := expwr. Man erhélt

(4) 1+4a8 = 0.

Im Scheitel der Kurve gilt 1) = 0, so dass also ¢(0) = 0 und daher nach (3)
auch 3 = —a gilt. Nach (4) wird dann 4a? = 1, also (unter Zuhilfenahme der

Anschauung) o = —f = %

5.5.5 Beweis des Hilfssatzes. Zunichst erfiillen die Funktionen exp w7 und exp(—wr)

die Differentialgleichung.
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5.5.6

Mit geeigneten «, f aus R kann man fiir

o(1) == x(7) — aexpwr — fexp(—wT)
annehmen, dass $(0) = p(0) = 0 und auBerdem ¢ = w?yp gilt. Man multipli-
ziert mit ¢ und kann einmal integrieren:

¢* = (wyp)? + konst.

Wegen $(0) = ¢(0) = 0 ist diese Konstante aber Null und daher
Y =we oder ¢ =—we.

Es folgt
o(1) = vexpwr oder (1) =yexp(—wT)
mit konstantem . Wegen ¢(0) = 0 hat man ¢ = 0, und der Hilfssatz 5.5.4

ist bewiesen.

Aufgabe. Die Evolute der Traktrix (siche 4.2.8, 4.2.9)

y(1) = [log tan(% + %) —sin7le + [cos T]e*

mit 0 <7< %, e=(1,0)", ist die Kettenlinie (o, cosho), o > 0.
(Hinweis: (coshologotan)(¥ + Z) = ——.) (Lésung s. 5.7.5.)

2 cos T

Eigenschaften der Kettenlinie. Man fiihrt zur Vereinfachung die hyperbo-

lischen Funktionen

cosht = % [exp T+ exp(—T)] )
sinh 1 = % [expT — exp(—T)]
ein. Hier gilt offenbar
(1) cosh” = sinh, sinh” = cosh
und
(2) cosh? —sinh?® = 1.

Nach Satz 5.5.4 kann eine Kettenlinie ohne Einschrinkung durch den Graphen

der Funktion

(3) () = coshr
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beschrieben werden. Wegen (2) folgt /1 + 42 = 1, und man erhilt fiir die

von 7 =0 an gemesssene Bogenlidnge
(4) A7) = |sinh7|, T € R.

Analog erhélt man die Kriimmung als

1

)
cosh? 7

(5) k(T) = T eR.

Ein Vergleich von (4) und (5) fithrt zur natiirlichen Gleichung

(6) R(T) =

fiir die Kettenlinie.
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5.6.1

5.6 Geradenscharen

Problemstellung. Lisst man die Koeffizienten ¢ und w einer Geradenglei-
chung

H.,: (c,x) =w

von einem Parameter 7 € I abhéngen, so wird man eine Schar von Geraden
He(7)w(), T € I, erhalten. Die folgenden beiden unschuldigen Beispiele geben

einen Einblick in die dabei auftretenden Phanomene:

Im ersten Falle wird der R? (oder ein Teil davon) liickenlos iiberdeckt; im
zweiten Fall erscheint der Rand der Menge

U Hetryatn)

Tel
als Kurve und zwar als eine ,Einhiillende der Schar®. Ein &hnliches Beispiel

wurde in 3.1.5 unter anderen Gesichtspunkten betrachtet.
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5.6.2

Problem. Wie kann man entscheiden, ob eine Einhiillende einer Schar von

Geraden existiert und wie kann man sie gegebenenfalls beschreiben?

Die Tangentenschar einer Kurve. In 4.2.5 hatte man bereits eine Geraden-
schar betrachtet: Die Schar der Tangenten an eine Kurve. Ist also y : [ — R?

eine Kurve, dann ist die Tangente an die Kurve im Punkte y = y(7) gegeben
durch

T,: y + Ry.
In der Geradengleichung bekommt 7}, die Form
(G 2) = ().
Man kann hier durch || = |¢*| dividieren und erhilt eine Schar von Geraden
(1) n(x,7)=0, 7€,
wobei 7 als Funktion von z € R? und 7 € I erklért ist durch
(2) n(x,7) = (c,z) —w mit c:=t" w:=({tT,y),

die Tangentenschar der Kurve. Dabei sind ¢ und w als Funktionen von 7 € [

aufzufassen.

Wie kann man jetzt die Kurve y aus der Schar (1) zuriickgewinnen?

Satz. Die Kurve y: I — R? ist Losung x = y(7) der beiden Gleichungen
On(z,7)
or
Hat y keine Wendepunkte, d.h. gilt k(1) # 0 fir alle 7 € I, so ist y die

einzige Losung dieses Systems von Differentialgleichungen.

n(z,7) =0, =0.
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5.6.3

Beweis. Zunichst gilt n(y(7),7) = 0 und

on(x, 1)

or - <va>_w

r=y(T)

= (5 y) = ({Fy) + {7, 9) =0,

denn y und ¢ sind parallel. Damit ist y = y(7) Losung der beiden Gleichungen.
Man schreibe nun (2) in der Form

(3) 0=n(z,7) =tz —y)
und analog
(@) 0= 0T _ (it 0y

Nach den Ableitungsgleichungen in 4.3.9 ist ¢+ ein von Null verschiedenes
Vielfaches von t, sofern x # 0. Aus (3) und (4) folgt also z = y.

Der Begriff der Einhiillenden. Sind ¢: 1 — R?, ¢(7) # 0 fiir 7 € I, und

w: I — R stetig differenzierbar, dann definiert man

(1) n(x, 7) = (c(r),2) —w(r), TeI,
und sagt, dass

(2) n(x,7)=0, T€I,

eine Geradenschar definiert. Das in 5.6.1 formulierte Problem kann man jetzt
wie folgt angehen: Anschaulich wird sicher dann eine ,Einhiillende* der Ge-
radenschar vorhanden sein, wenn die gegebene Geradenschar gleich der Tan-
gentenschar der ,,Einhiillenden® ist. Satz 5.6.2 legt also die folgende Definition
nahe:

Definition. Jede stetige Lisung x : I — R? der Gleichungen

_oon(x,T)
®) o) =0, T

nennt man eine Einhillende (oder Hiillkurve oder Enveloppe) der durch n de-

finierten Geradenschar.

Gleichwertig besagt dann dieser Satz, dass die Einhiillende einer Tangenten-

schar gleich der urspringlichen Kurve ist.
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5.6.4

Bemerkungen. 1) In (2) erhélt man geometrisch die gleiche Geradenschar,
wenn man ¢ und w mit einem von Null verschiedenen differenzierbaren Skalar
multipliziert. Da sich die Lésungen von (3) hierdurch nicht dndern (Beweis?),

erhélt man die gleiche Einhiillende.

2) Bei den Beispielen in 5.6.1 erhélt man als Einhiillende einmal
(c,x) =0, (c",z) =0, alsox =0,

und die Einhiillende ist ein Punkt, also keine Kurve im strengen Sinne. Zum
anderen folgt

(c,x) =1, (¢t,x) =0, alsoz=c,

und die Einhiillende ist der Einheitskreis.

Aufgaben. 1) Aus 3.1.3 destilliere man die Gleichung fiir eine Geradenschar,
deren Einhiillende eine Ellipse ist. (Losung s. 5.7.6.)
2) Fiir a # 0 und « > 0 bestimme man die Einhiillende der Schar

x, at + 1a) = at’.
{

(Notfalls lese man 5.6.5.) (Losung s. 5.7.7.)

Die Normalenschar einer Kurve. Ausgehend von einer Kurve y : I — R?

kann man neben der Tangentenschar (vergl. 5.6.2) auch die Schar der Normalen
Ny: y+ Ry*
betrachten. In der Geradengleichung erhélt man die Schar in der Form
(9, 2) = (4,9).
Man dividiert durch |g| und erhilt
(1) {t,x) = (t,y).

Zur Bestimmung der Einhiillenden hat man nach Definition 5.6.3 die Glei-
chung (1) nach dem Parameter zu differenzieren: Mit den Ableitungsgleichun-

gen erhélt man, falls die Kriimmung x von y nirgends Null wird,

[Glrdts, @) = [glslt,y) + (. 9),
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5.6.5

also
1 1 1
&) (#42) = () + -

Ein Vergleich von (1) und (2) ergibt

1
x:y+;tl,

d.h. die Finhiillende der Normalenschar ist die Evolute der Kurve (vergl. De-

finition 5.2.1). Nach Satz 5.2.2 war dies zumindest anschaulich klar.

Eine Formel fiir die Einhiillende. Geht man von einer Geradenschar
(1) (cz) =w

aus, bei der ¢ : I — R? und w : I — R stetig differenzierbare Abbildungen
sind, dann kann man, ohne die geometrische Schar zu dndern, sowohl ¢ als
auch w mit einem differenzierbaren und von Null verschiedenen Faktor multi-

plizieren (vergl. Bemerkung 1 in 5.6.3). Man darf also ohne Einschrankung
(2) le(T)| =1 firalleT €1

annehmen. Nach Lemma 4.2.2 gibt es daher eine stetige Abbildung ~v: 1 — R

mit

(3) &= et

Satz. Gilt v(1) # 0 und |c(7)| =1 fir 7 € I, dann ist die Finhillende der

Schar (1) durch

w
:1c:cuc+—cL

~
gegeben.

Beweis. Nach Definition 5.6.3 hat man (1) nach dem Parameter zu differen-

zieren und erhélt mit (3)

(4) et ) = w.

Da man (1) in der Form (¢, — wc) = 0 schreiben kann, gibt es ¢ : I — R
mit r = we+ pct. Man triigt dies in (4) ein und erhilt vy = &. Damit ist der

Satz bewiesen.
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Aufgabe. Parallel zur x;-Achse einfallendes Licht werde am Halbkreis
K={zeR% |z] =1, 2, >0}

reflektiert. Die Einhiillende der reflektierten Strahlen heifit Katakaustik. Man
bestimme ihre Parametrisierung (bei Vernachlissigung von Sekundérreflektio-
nen). Wie kann man eine Katakaustik ndherungsweise technisch realisieren?
(Losung s. 5.7.8.)
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5.7.1

5.7 LoOsungen der Aufgaben in Kurseinheit 5

Aufgabe 5.1.2
Zundchst die Archimedische Spirale y(7) = 7(

Das begleitende Zweibein {t,t+} mit t = & und t+ = % ergibt sich aus

. COST — TSInT 1
y(r) = < . ) = —y(r) +y(r)",
SINT + T COST T
ly(T)] = V1+ 72
Fiir die Bogenldnge berechnet man

Ay, 0,7) = / 9(0)| do = / VITo? do
0 0
1
= %\/1+72+§10g(r+\/1+72).

cos T) .
sint/ °

Wegen

. 112
i(r)=—Sy+—u+y ==y —y
T T T

gilt fiir die Kriitmmung

ot Gyt -yttt -y 2+ 7
K(T) = 5= = 3 = B
9] 9] (14 72)2

Nun die logarithmische Spirale y(t) = €™ (

Ccos 7') .
sint/ °

Das begleitende Zweibein erhélt man aus

y(r) = < s ) — y(r) +y(r)",

sinT + cosT
9(r)| = V21y(r)| = V2e.

Die Bogenlédnge (ab —o0) ist
Ay, —00, T) :/ |y(cr)|da:/ V2e do =2¢".
Wegen
§(r) = 9(r) +y(r)*" = 2y(r)*

gilt fiir die Kriimmung

() = G.9h) _ Cyhyt -y 207 1
[/ 9] e | N2

Die natiirliche Gleichung ist also k = %
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5.7.2

2

Zum Schluss y(1) = cos (7)) = (27 ), F£ <7<

Es gilt
. —2cosTSInT —sin 27 )
y(r) = ) L, | = ;g = 1.
CcOS“ T — sin“ T CcoS 2T

Die Kurve ist also nach der Bogenldnge parametrisiert. Die Gleichung

ii(r) = 2 (— COSQT) _ 2@)(7‘)l

ol

—sin 27

liefert fiir die Kriimmung

Die natiirliche Gleichung ist also k = 2. Aus

cos® T % + % cos 27
y(r)=1{ . =(*,2
SIN 7 COS T 5 sin 2T

1

sicht man, dass es sich um den Kreis mit Radius 5 um (

on|=

) handelt.

Aufgabe 5.1.5
Wir betrachten die Bernoullische Lemniskate y(7) = p(7)($27) (s. 5.1.5) mit
p*(T) = 2cos(27).

Wegen y(0) = \/5((1)), y(£%) = (8) ist die rechte Halfte der Lemniskate

gegeben durch

y<¢>:¢m(“’”), TergT

sin T

N

Nach Satz 5.1.3 hat die rechte Halfte der Lemniskate den Flacheninhalt

1 1
F = 5 / 2cos(27)dr = 3 sin(27)

s
1 ™

p— 1 —_— :1
5111(2) ,

S
4

B

die gesamte eingeschlossene Fliache der Lemniskate ist also gleich 2.
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5.7.3 Aufgabe 5.2.2
Nach Definition der Evolute und mit ¢t* = et*, ¢ = ‘—Z:‘ = sign p errechnet man
fir a €1

y(r) = y*(r) - WW)
=y (1) — (p(a) p(a)))ét*(ﬂ
() (ep /\ )| do ) t*(7)

— (No(7) + epla))t* (7).

Hier kénnte man noch die Konstante ep(a) beseitigen:

(y* (@) — y(a), t* (@) = (pla)t(a), et (a)) = ep(a).

5.7.4 Aufgabe 5.2.4
Parabel: Fir die Parabel y(1) = (Tj) , T € R errechnet man |§(7)| = v/ 1+ 472

und

2 _ :_(1+4T2)%
/{(7') - (1_'_47_2)% ) p( )

() = y(r) + () = (;) + (f’;) -

Man erhélt also eine NEILsche Parabel (vgl. 4.2.1).
Fiir die Parabel ,,y? = 2pz“ ergibt sich

e\ 1 1 3p7?
y(r)=p <O> +p <_2\/%7_3> :

Hyperbel: Wir gehen aus von einer Parametrisierung des ,,rechten Hyperbelas-

acosh T
= c R.
y(r) (mmm) 7

13

tes

Uber

bcosh T asinh 7

g(r) = (a sinh7'> () = (—b?OShT

ly| = v a2sinh® 7 + b2 cosh? 7, g(1) = y(7)
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errechnet man (§i(7), 5+ (7)) = —ab und

ab
\/&2 sinh? 7 + b2 cosh? -

K(T) =

Hieraus erhilt man fiir die Evolute

bsinh T ab asinh 7

y (1) = y(r) + p(r)t* (1) = (

2 2
a”tb” ¢oghd 7
(x) = EITIR .
— &= sinh® 7

a cosh 7') a?sinh?® 7 + b2 cosh® 7 <—b cosh 7')

T

Fiir 7 — oo hat man wegen cosh 7™ — sinh 7 = e™7 néherungsweise cosh7 ~

sinh 7 =: ¢ und sieht, dass sich die Evolute (bis auf eine vernachléssigte Ver-

schiebung in z-Richtung) verhélt wie die Halbgerade

1 b
—t3< ),teR,t>0,
ab —a

die auf der zugehorigen Asymptote senkrecht steht.

Geht man von einer impliziten Darstellung der Hyperbel

2 2
z Y
AR

aus, so kiirzt man in (x) a® + b* =: f? ab, setzt ferner

f2 2
2 cosh®(1) =: €, " sinh®(7) =: 7
a

und erhélt y*(7) = (g) mit

(- (-

(wegen cosh® 7 — sinh®7 = 1).

cos T)
sint/

Archimedische Spirale: Fiir die allgemeine archimedische Spirale y(7) = a7 (

7 € R, bekommt man

i) = —y(r) + 5, 157 = lalVTF 72,

t(7) = — sign(a) 1 SINT + T COS T
& VI+72 \—cost+7sint /)’

(1+72)>

2+ 72
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und schliefllich
“(7) 2 +1 [—sinT . at COST
T) = —a4——r .
y 72 4+2\ cosTt 7242 \sinT

Fiir groBe 7 geht die Evolute also in den Kreis —a(_Sim) iiber.

COS T

5.7.5 Aufgabe 5.5.5
Fir die Traktrix

y(1) = [logtan(g + %) —sinTle + [COShT]el, 0<1< g

gilt nach 4.2.9

2

. sin® T . 1.
= e— (sm7)e =tanT.
y(r) = e~ (in)e™, [§(7)] T
Wegen
(sin27'>‘ _ 2cos’TsinT + sin® 7
cost/) cos? T
, sint(1 —cos®7) . sin 7
=2sinT + =sinT +
cos? T cos? T
gilt .
B ] sin T 1
T)=|sInT7 + e — |cosTle .
() = [sin + 22T e — [cos ]

Damit folgt

. . Iy 2 . . sin 7
@(7),y(T)") = —sin” 7 + (sin7)(sin 7 + p— T)
sin? 7 9
= 5 = tan” 7,
cos2 T
also
lgl>  tan®7

(i.9*)  tan’r
Also gilt fiir die Evolute

2

y (1) = y(7) +yl(7) = [logtan(% + %)}e+ [COST + S::S:]el
T T 1
= [logtan(= + — L
[log an(4+2]e+COSTe

Setzt man nun

o(1) := log tan (Z + %) fir 0 <7< g :
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5.7.6

so ist o(7) > 0, denn wegen 0 < 7 < 7 gilt T < T+ 7 < 7, also 1 <

tan(% 4+ ) < oo und damit 0 < o(7) < 0o. Esist ¢(7) > 0 fiir 0 <7 < F,
und o bildet das Intervall [0, 7| streng monoton wachsend und bijektiv auf
[0, 00[ ab, also ist ¢ : [0, 5[ — [0, 0o[ eine Parametertransformation. Nach dem

Hinweis ist .

cosh 7’

cosho(1) =

also hat man

y*(7) = o(7)e + [cosh o (7)]e* = ( ’ )
cosh o
mit o0 > 0 fir 0 <7 < 7, also die Kettenlinie.
Der Hinweis ist auch ganz leicht zu zeigen, denn wegen coshz = 1(exp(z) +

exp(—x)) gilt fir o« = 7 + :

1 1 /si
cosh log tana = ) = _(sma cos Oé)

tan o + exp lo = -
( P gtana 2\cosa  sina

1 1 1 1

2sinacosar sin2a sin(§ +7)  cosT

1
2

Aufgabe 1) aus 5.6.3
Nach Satz 5.6.2 (in der Umformulierung auf Seite 264 unten) ist die Ellipse
die Einhiillende ihrer Tangentenschar. Fiir die Ellipse

—2
E (x,Sz) =1 mit S = i (32
0

ist die Tangente in ¢ € F nach 3.1.3 gegeben durch

T. (x,Sc) = 1.

hicosT

Setzen wir ¢ € E in der Form ¢ = (h2 cinT

) mit 7 € R an, so erhalten wir

10 ToC2

Tz
1 2

T1COST  XpSinT

=1.
() — I + I

(x,8¢) =1 «— =1

Mit n(x, 1) 1= H720 + %;m — 1 ist also eine Parametrisierung der Tangen-
tenschar gegeben durch n(z,7) =0, 7 € R.

(Fir 7 ¢ {k5; k€ Z} ist (x) dquivalent zu

X X2

(hy/ cosT) * (hy/sinT)
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so dass man direkt die ,, Achsenabschnitte Cgﬁ

ho
sin

und der Geraden ablesen

T

kann.)

5.7.7 Aufgabe 2) aus 5.6.3

Fiir n(x,7) := {(a* + 7a,z) — ar? hat man

n(z,7) =0 und %(l‘ﬂ') =0

zu 16sen. Man kann nun die Uberlegung 5.6.5 an diesem Beispiel durchfiihren

oder das dortige Ergebnis hier spezialisieren:

at +Ta
1) = ——F—=,
la|v/1 + 72
1
¢(r) = m(— (1+ 72)%7’@l +7a)+ (14 72)’%@
14+ 72)73
— a+7) +|T‘ )2 (—7a" —7a+ (1+7%)a)
a
—1 —a+ Tat

142 la|V1+ 72 = (n)e(r)”

mit (1) = % Man hat

2

aT
- la|v14 72"
w(r)  —a(l +72)
1) |al
—a =73+ (1+72)27 -« 73 4+ 271

S Viee  d Viee

Nach dem Satz aus 5.6.5 erhalt man dann die Einhiillende der Schar durch
w(r)

() A7)
_ar?(at +7a) — a(r? 4 27)(—a + Ta't)
|a[>(1 + 72)
a(2m3 4+ 27)a — a(r? + 7)at
|a[*(1 + 72)

(= (@772 4 (L4 1) 227)

2(7) = w(r)e(r) +

Dies ist eine Parabel.
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5.7.8 Aufgabe 5.6.5

Die einfallenden Lichtstrahlen, die an K reflektiert werden, liegen auf Geraden

der Form

1 cos ¢ T
Ge(o)a mit a = , elp) = , pE | — =,
(©), <0> () (Sm gp) v €] 9

Die reflektierten Strahlen beginnen in e(p) und haben (s. Zeichnung) nach

[

S

dem Reflektionsgesetz (¢ = ¢) den Richtungsvektor —e(2¢p). Sie werden also
durch die Geradenschar
T
Ge(cp),e(Qcp)a pE ] - 57 5[

gegeben. Fiir die H-Form H(y) () dieser Geraden gilt (nach Aufgabe 2 a)

aus 1.2.1)
c —e 1_ - SIH(QQ)O)
() (20) ( cos(2¢p) ) '
w = (e 1 e — - S1n<290) COos @
(¢) = (e(2¢)h, e(p)) (( cos(20) ) : (Siw>>

= —sin(2¢p) cos p + cos(2¢) sin p = —sin ¢

(wegen sin2p = 2cospsingp und cos2p = 2cos®p — 1). Wegen |c(¢)| = 1

kann man Satz 5.6.5 anwenden; mit den Bezeichnungen aus 5.6.5 hat man

—2 2

¢(p) = C?S 7 = 20(90)l7 also v =2, w(p) = —cos .
—2sin2¢p

Damit erhalt man nach Satz 5.6.5 fiir die Einhiillende

1
#(p) = —sing - e(20)" + 5 cosp-e(29),
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also
: : 1 3 3
x1(p) = sin psin 2¢ + 5 Cosp cos 20 = 5 CO8 ¢y — cos” p,
1
To(p) = —sin g cos2p + 5 Cos Y sin 2¢ = sin® ¢.

Man kann die Katakaustik ndherungsweise realisieren, indem man einen hohl-
zylinderdhnlichen Gegenstand von geringer Hohe (z. B. Ehering) auf ein Blatt
Papier legt und ihn im eventuell verdunkelten Raum mit einem Biindel Licht
schrig von oben beleuchtet. Dann erscheint auf dem Papier die Katakaustik

als Trennlinie zwischen hell und dunkel.
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