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1 Einführung

Ein Soziales Nezwerk bedeutet umgangssprachlich eine Gruppe von Akteuren
und ihr vielfältiges Beziehungsgeflecht. Die Soziologie trieb schon früh die Frage
um, warum vernetzte Akteure in unserer Gesellschaft erfolgreicher als andere
sind. Émile Durkheim formulierte bereits 1885 den Satz

”
Das Ganze ist mehr als

die Summe seiner Teile“ [1]. Um dieses
”
mehr“ im Netz zu ergründen, entspann

sich eine intensive wissenschaftliche Diskussion, über deren historischen Ablauf
Jansen [2] in Kapitel 2 ihres Buches einen kompetenten Überblick gibt. Jakob
Moreno, ein Soziologe der Wiener Schule, wanderte in die USA aus und

”
erfand“

in der Form von Soziogrammen eine graphentheoretische Repräsentationsform
von Sozialen Netzen [3]. Seine Idee wurde weltweit aufgenommen und führte
zu einer quantitativen Netzwerkanalyse, der Soziometrie. Akteure im Netz wer-
den hierin durch ihre Zentralität, ihre Einbindung, ihre Brückenfunktion oder
ihre Rolle gemäß graphentheoretischer Methoden charakterisiert. Einen guten
Überblick gibt wiederum Jansen [2] oder auch Scott [4]; für den eher mathema-
tisch orientierten Leser verweisen wir auf Newman [5].

Eine neuere Form der Modellierung von Netzen und der Netzwerkanalyse lehnt
sich an die graphentheoretische Sicht an, interpretiert aber einen Pfeil als Kon-
ditional: wenn–dann. Immer dann, wenn eine Nachricht, ein immaterielles Gut
oder eine Attitüde im Netz weitergegeben werden soll und die Akteure bzgl. ih-
res Einflusses über solche Weitergaben oder Vererbungen charakterisiert werden
sollen, bietet sich diese Modellierung an; siehe [6], [7], [8]. Eine jüngere Arbeit
beschreibt den Fall, dass die Weitergabe von Nachrichten unsicher ist [9]. Hier
setzt die vorliegende Schrift an. Auf der Menge aller Zustände des Netzes –
Akteure kennen die Nachricht oder kennen sie nicht – wird eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung aufgebaut, die dem Prinzip Maximaler Entropie bzw. Mini-
maler Relativer Entropie oder Kullback-Leibler Divergenz zur Gleichverteilung
genügt. Für diese Begrifflichkeiten vergleiche man [10, 11, 12]. Mittels einer sol-
chen Verteilung lässt sich jede (bedingte) Wahrscheinlichkeit im Netz unverzerrt
berechnen. Manche solcher Wahrscheinlichkeiten sind jedoch nur Vermutungen,
ihre wirklichen Werte sind noch ungewiss. So kann insbesondere die Wahrschein-
lichkeit, dass ein nicht unmittelbar benachbarter Akteur j eine Nachricht von
Akteur i erhält, sich mit zunehmender Vermaschung des Netzes noch ändern.
Diese unbefriedigende Situation kann man jedoch teilweise heilen: Es lassen sich
Ungewissheitsintervalle für diese Wahrscheinlichkeiten bestimmen.

Der Aufbau der Arbeit ist wie folgt: In Kapitel 2 werden Syntax – Abschnitt
2.1 – und die Wissensverarbeitung nach dem Prinzip Maximaler Entropie (Ma-
xEnt) bzw. Minimaler Relativer Entropie (MinREnt) – Abschnitt 2.2 – ein-
geführt. Kapitel 3 ist dem Studium von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf
Netzen gewidmet. In Abschnitt 3.1 behandeln wir Fragen der Brauchbarkeit
und Mehrdeutigkeit solcher Verteilungen, in den Abschnitten 3.2 und 3.3 die aus
der Mehrdeutigkeit resultierende (Un-)Gewissheit bzw. (Ir-)Relevanz gewisser
Netzauswertungen. Das alles mündet dann in eine Demonstration der erarbeite-
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ten Ergebnisse anhand eines mittelgroßen Netzes in Kapitel 4. Kapitel 5 ist eine
Zusammenfassung und versucht einen Ausblick auf zukünftige Untersuchungen.

2 Präliminarien

2.1 Syntax, Netzrahmen und Netzbelegung

Man betrachte eine Menge von n Akteuren a1, . . . , an. Jeder Akteur ai wird
im Netz mittels einer binären Variablen Vi mit Ausprägungen Vi “ vi und
vi “ i{i dargestellt. v “ pv1, . . . , vnq sind somit entsprechende Konfigurationen.
Für Paare von Akteuren heißen die Ausdrücke Vj “ j | Vi “ i Konditionale,
auch abgekürzt als j | i; | ist der Konditionaloperator. Für eine ausgiebige Dis-
kussion von Konditionalen siehe z. B. Calabrese in [13] oder auch [7].

Die Semantik der vereinbarten Symbole ist die folgende: Vi “ i{i ist die Proposi-
tion Akteur ai kennt die Nachricht oder hat eine gewisse Attitüde (i) oder nicht
(i). Die Konditionale bedeuten die Weitergabe: Wenn ai sie hat, dann auch aj .
Grundsätzlich ist die Weitergabe von jedem ai zu jedem aj möglich, es werden
also alle Konditionale Vj “ j | Vi “ i für i, j “ 1, . . . , n und i ‰ j betrachtet.
In graphentheoretischem Duktus betrachten wir mithin einen vollständigen ge-
richteten Graphen mit den Vi als Knoten und Vj “ j | Vi “ i als Pfeilen. Wegen
der potentiellen Weitergabe von Nachrichten von jedem zu jedem Akteur ist
dieser Graph vollständig in dem Sinne, dass es zwischen je zwei Akteuren einen
Pfeil in Hin- und einen in Rückrichtung gibt. Solch ein Graph wie auch seine
konditionale Entsprechung heißt Netzrahmen.
Durch soziologische Erhebungen sind nun für einige Paare von Akteuren pai, ajq
Wahrscheinlichkeiten pij der Nachrichtenweitergabe bekannt, für andere sind sie
es nicht. In den Netzrahmen wird hierdurch ein Soziales Netz (SN) eingebettet.
Das Soziale Netz besteht also aus einer Teilmenge N Ď t1, . . . , nu ˆ t1, . . . , nu
und den dazugehörigen Konditionalen und Wahrscheinlichkeiten

Vj “ j | Vi “ i mit pij für pi, jq P N. (1)

Gesucht wird nun nach einer Wahrscheinlichkeitsverteilung Q auf V “ tvu, die
die Weitergabewahrscheinlichkeiten – kurz WWn – respektiert:

QpVj “ j | Vi “ iq “ pij für pi, jq P N. (2)

Solch eine Verteilung wird Netzbelegung genannt.
Die folgende Abbildung 1 visualisiert die Zusammenhänge anhand eines Bei-
spiels mit 4 Akteuren, dem vollständigen Netzrahmen und einem eingebetteten
Sozialen Netz.
Die linke Variante in Abbildung 1 zeigt den Netzrahmen mit SN, die rech-
te nur das SN. In der vorliegenden Schrift werden stets nur SN dargestellt;
die noch unbekannten Nachrichtenweitergaben im Netzrahmen sind also unter-
drückt, aber über andere Akteure oder bei potentiellen (zukünftigen) Netzer-
weiterungen möglich. So kann in Abbildung 1 eine Nachricht von Akteur al über
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i/i

k/k

l/l

j/j

plj = 0.8

pjk = 1pik = 1

pli = 0.8

i/i

k/k

l/l

j/j

pik = 1

pli = 0.8 plj = 0.8

pjk = 1

Abbildung 1: Netzrahmen und Soziales Netz; mögliche Weitergaben (99K) und
Weitergaben (ÝÑ) im SN.

aj oder ai zu ak fließen. Ergebnis einer zukünftigen soziologischen Untersuchung
mag aber auch sein, dass der ak den aj oder sogar den al informieren kann. Die-
ser Beitrag schließt solche potentiellen Weitergaben modelltheoretisch ein und
beantwortet die Frage, inwieweit die entsprechenden WWn bereits durch die
bisher bekannte Netzstruktur festliegen oder ob sie noch völlig ungewiss sind.

2.2 MinREnt-Belegung und Evidenz

Die Expertensystemshell SPIRIT [14] gestattet den Aufbau von MinREnt-Belegungen
auf einem Netz [15]. Sind die gewünschten Weitergaben Vj “ j | Vi “ i mit
Wahrscheinlichkeiten pij für pi, jq P N gegeben, so löst sie das Optimierungs-
problem

Q˚ “ arg minRpQ,P0q “
ÿ

v

Qpvq log2

Qpvq

P0pvq

u. d. N. QpVj “ j | Vi “ iq “ pij , pi, jq P N.

(3)

Die Aufgabe (3) respektiert also die pij und baut die Belegung Q˚ minimaler
relativer Entropie bzw. Kullback-Leibler Divergenz R zur Gleichverteilung P 0

auf V auf. Die Minimierung in (3) ist bekanntlich äquivalent zur Maximierung
der Entropie H “ ´

ř

v Qpvq log2 Qpvq. Daher spricht man gleichermaßen von
MinREnt- und MaxEnt-Belegung. Q˚ ist eine in der KI als Wissensbasis über
die gesamte Netzstruktur gebräuchliche Verteilung [9]; ihr Aufbau gemäß (3)
erfährt eine strenge axiomatische Rechtfertigung z. B. in [12].

Ist diese Belegung berechnet, stellt sich die Frage nach konkreten Weitergaben
einer Nachricht/eines Gutes, falls ein Akteur ai sie/es abschickt: Vi “ i. Im
Zusammenhang unseres Kontextes heißt dieser Vorgang Evidenziierung.

Falls also Akteur ai die Nachricht abschickt, durchdringt sie das Netz entspre-
chend der festgelegten Konditionalstruktur. Dieser Vorgang der Evidenziierung

3



erfolgt in SPIRIT durch Lösen der Aufgabe

Q˚˚ “ arg minRpQ,Q˚q “
ÿ

v

Qpvq log2

Qpvq

Q˚pvq

u. d. N. QpVi “ iq “ 1.

(4)

Q˚˚ ist die Belegung auf dem Netz minimaler relativer Entropie unter der Be-
dingung, dass Vi “ i ist. Evidenziieren ist also das Konditionieren einer ganzen
Verteilung. Hat man Q˚˚, ist damit auch Q˚˚pVj “ jq für jedes j ‰ i berechen-
bar. Q˚˚pVj “ jq ist die Wahrscheinlichkeit, dass aj die Nachricht empfängt,
falls ai sie abschickt. Angesichts der Überlegungen des vorigen Abschnitts kann
aj ein Nachbar von ai sein oder nicht. Ja selbst für einen im SN nicht-

”
er-

reichbaren“ aj stellt sich ein Q˚˚pVj “ jq ein. Ob dieser Wert aber durch die
Wahrscheinlichkeitsstruktur des bekannten SN bestimmt ist oder ob er noch
eine völlig ungewisse Vermutung ist, wird im nächsten Kapitel zu untersuchen
sein.

3 Eigenschaften von Belegungen

3.1 Nicht-Brauchbarkeit und Nicht-Eindeutigkeit von Netz-
belegungen

Belegungen Q heißen brauchbar, wenn für alle i 0 ă QpVi “ iq ă 1 gilt, sonst
heißen sie unbrauchbar. Eine ausgiebige Begründung für diese Forderung findet
sich in [9]. Es leuchtet jedoch sofort ein, dass für z. B. QpVi “ iq “ 0 bzw. QpVi “
iq “ 0 die bedingte Wahrscheinlichkeit QpVj “ j | Vi “ iq bzw. QpVj “ j | Vi “
iq stets entartet ist. Solche Belegungen sind für unsere Zwecke ungeeignet. Das
folgende Beispiel ist der zitierten Arbeit entnommen; wir wiederholen es, um
die Unbrauchbarkeit von Belegungen transparent zu machen.

Beispiel 1.

i)

i/i j/j
pji = 0

pij = 1

Abbildung 2: Unbrauchbare Belegung mit 2 Akteuren.

Für jede die konditionalen Forderungen ans Netz erfüllende Belegung Q gilt
QpVi “ iq “ 0.

4



ii)

i/i j/j

k/k

pji = 1

pik = 0.7 pjk = 0.8

pij = 1

Abbildung 3: Unbrauchbare Belegung mit 3 Akteuren.

Für jede die konditionalen Forderungen ans Netz erfüllende Belegung Q gilt
QpVi “ iq “ QpVj “ jq “ 0.

Die Beweise sind trivial und werden hier ausgespart.

Beispiel 1 zeigt eindringlich, dass eine unbedachte Vergabe von pij zu nicht
brauchbaren Belegungen führen kann. Die Autoren zeigen jedoch in [9] die Exis-
tenz von brauchbaren Belegungen für pij “ p @pi, jq. Sind also alle Weiterga-
bewahrscheinlichkeiten auf dem Netz identisch, gibt es stets eine brauchbare
Belegung. Sind die pij verschieden, kann eine brauchbare Belegung existieren
oder auch nicht. In dem zitierten Beitrag werden beide Fälle vorgestellt.
Die Nicht-Eindeutigkeit von Belegungen bedarf ebenfalls unserer Aufmerksam-
keit. In der Regel reicht die Weitergabestruktur eines Sozialen Netzes nicht für
die Eindeutigkeit von Q hin.

Beispiel 2.

i)

i/i j/j
pij = 1

Abbildung 4: 2-er Netz mit nicht eindeutiger Belegung.

Die folgende Kontingenztafel zeigt zwei von überabzählbar vielen Belegun-
gen für dieses Modell.
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Vi Vj Q1 Q2

i j 1
3

1
2

i j 0 0
i j 1

3 0
i j 1

3
1
2

Es gilt Q1pi | jq “ 1
2 und Q2pi | jq “ 1.

Tabelle 1: Ausgewählte Belegungen zu Abbildung 4.

ii)

i/i

j/j k/k

pij = 1 pik = 1

Abbildung 5: 3-er Netz mit nicht eindeutiger Belegung.

Die folgende Kontingenztafel zeigt zwei von überabzählbar vielen Belegungen
für dieses Modell.

Vi Vj Vk Q1 Q2

i j k 1
5

1
2

i j k 0 0
i j k 0 0

i j k 0 0

Vi Vj Vk Q1 Q2

i j k 1
5 0

i j k 1
5 0

i j k 1
5 0

i j k 1
5

1
2

Tabelle 2: Ausgewählte Belegungen zu Abbildung 5.

Es gilt

Q1pi | jq “ Q1pi | kq “
1

3
, Q1pk | jq “ Q1pj | kq “

2

3

Q2pi | jq “ Q2pi | kq “ Q2pk | jq “ Q2pj | kq “ 1.

In beiden Fällen i) und ii) des Beispiels 2 ist die Belegung also nicht eindeutig
und führt zu völlig verschiedenen Wahrscheinlichkeiten, dass in i) Akteur ai
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die Nachricht von aj bzw. in ii) Akteur ai sie von aj , ai von ak oder aj von
ak bzw. umgekehrt erhält. Bitte bedenken Sie nochmals, dass bei zukünftiger
Netzerweiterung all diese WWn benötigt werden können. Für keinen Fall liefert
jedoch die aktuelle Netzstruktur belastbare Ergebnisse.

Q1 in Beispiel 2 i) und Q1 in ii) sind die im Abschnitt 2.2 vorgestellten MaxEnt-
Belegungen. Löst man (3) mit pij für i) bzw. mit pij und pik für ii), ergibt sich
jeweils Q˚ “ Q1. Doch auch solche speziellen Verteilungen heilen anscheinend
nicht das Problem der Ungewissheit über noch unbekannte WWn. Dies wird im
folgenden Abschnitt thematisiert.

3.2 Ungewissheit in Netzbelegungen

Hat man eine Netzbelegung, kann man Vermutungen über noch unbekannte
WWn anstellen, wie wir es beispielhaft bereits in Beispiel 2 getan haben. Das
galt natürlich auch für das spezielle Q˚. Doch wie gewiss sind solche Vermu-
tungen? Schließlich kann eine weitere Strukturanreicherung des Netzes auch Q˚

verändern.

Beispiel 2. iiq (Fortsetzung)
In Q˚ “ Q1 wurde pij “ pik “ 1 gefordert, sonst nichts. Alle nicht festgelegten
WWn waren nur Vermutungen und sind durch die Netzstruktur auch keines-
falls untermauert. Das ändert sich, wenn eine zusätzliche soziologische Erhe-
bung ergibt, dass Akteur ak den ai auch sicher informieren kann: pki “ 1. Die
dazugehörige Kontingenztafel bei maximaler Entropie ist:

Vi Vj Vk Q˚

i j k 1
3

i j k 0
i j k 0

i j k 0

Vi Vj Vk Q˚

i j k 0

i j k 1
3

i j k 0

i j k 1
3

Tabelle 3: MaxEnt Belegung für ein 3-er Netz.

Ungewiss geblieben sind jetzt nur noch Q˚pVi “ i | Vj “ jq “ Q˚pVk “ k | Vj “
jq “ 1

2 , alle anderen Weitergaben sind gewiss. Man beachte, dass sich nicht nur
die neu spezifizierten Weitergaben geändert haben, sondern auch Q˚pVi “ i |
Vj “ jq und Q˚pVk “ k | Vj “ jq von ehemals 1

3 bzw. 2
3 zu 1

2 . Sie sind weiterhin
ungewiss, zumal sie immer noch nicht durch das Weitergabemuster unterstützt
werden.

Resümierend halten wir fest, dass WWn sich auch unter Q˚ dann berechnen
lassen, wenn sie bloße Vermutungen und noch völlig ungewiss sind. Die Zahlen-
werte sind dann für eine Netzanalyse irrelevant.
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Nicht immer jedoch sind WWn ungewiss. Manchmal sind sie gewiss, selbst wenn
die Akteure keine Nachbarn im Netz sind.

Beispiel 1. iiq (Fortsetzung)
Leicht modifiziert betrachten wir

i/i j/j

k/k

pji = 1

pjk = 0.8

pij = 1

Abbildung 6: Gewissheit für k | i.

Der Pfeil von i zu k mit pik “ 0.7 hatte zu einer unbrauchbaren Netzbelegung
geführt. Wie man leicht nachrechnet, ist für jedes Q QpVk “ k | Vi “ iq “
QpVk “ k | Vj “ jq und liegt somit fest. Ungewissheit ist nicht vorhanden; hat
ai die Nachricht, dann auch sicher aj und schließlich ak mit Wahrscheinlichkeit
0.8.

Schließlich behandeln wir noch beispielhaft den Fall partieller Ungewissheit. In
manchen Netzstrukturen tritt der Fall auf, dass die Wahrscheinlichkeit, mit der
ein Akteur eine vom anderen Akteur emittierte Nachricht erhält,

• nicht völlig ungewiss ist,

• nicht absolut gewiss ist,

sondern noch in einem Intervall variieren kann. Bei zukünftigen Netzerweiterun-
gen kann sich die partielle Ungewissheit ändern oder sogar völlig verschwinden.
Wir exemplifizieren diese partielle Ungewissheit wieder an einem kleinen Netz.

Beispiel 3.

i) Zum Netz aus Abbildung 1 berechnet man mit SPIRIT die MaxEnt-Belegung
Q˚ und bestimmt Q˚pVk “ k | Vl “ lq zu 0.9702.
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i/i j/j

k/k

l/l

pik = 1 pjk = 1

pli = 0.8 plj = 0.8

Abbildung 7: 4-er Netz mit partieller Ungewissheit.

ii) Zur Überprüfung der Ungewissheit des in i) berechneten Wertes löst man
ein LP in den 16 Variablen Qpl i j kq bis Qpl i j kq der Form

max pminq QpVk “ kq

u. d.N. QpVi “ i | Vl “ lq “ 0.8, QpVj “ j | Vl “ lq “ 0.8, QpVk “ k | Vi “ iq “ 1,

QpVk “ k | Vj “ jq “ 1, Normierung und Nichtnegativität

und bei evidenter Nachrichtenemission QpVl “ lq “ 1.

Das Ergebnis ist Qmax “ 1 und Qmin “ 0.8. Das LP ist in Anhang A
beigefügt.

Beispiel 3 erlaubt folgende Interpretation. Die Wahrscheinlichkeit, mit der Ak-
teur ak die Nachricht erhält, nachdem al sie gesendet hat, ist nur partiell unge-
wiss und kann noch im Bereich von 0.8 bis 1 variieren. Die Konditionalstruktur
des SN legt für eine mögliche Weitergabe von al zu ak die Weitergabewahr-
scheinlichkeit zwar noch nicht fest, schränkt sie jedoch stark ein. Diese partielle
Ungewissheit würde beispielsweise behoben durch die Netzerweiterung.

i/i j/j

k/k

l/l

pik = 1 pjk = 1

pli = 0.8 plj = 0.8

plk = 0.9

Abbildung 8: Behebung partieller Ungewissheit.

Das zur Netzerweiterung führende plk muss dabei natürlich im Intervall [0.8,1]
liegen, ansonsten wird die mit den WWn konsistente Belegung unbrauchbar.
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3.3 Relevanz und Irrelevanz

Im Nachgang zu Beispiel 2 (Fortsetzung) des letzten Abschnitts wurde die Frage
der Irrelevanz von unter Q˚ berechneten WWn im Netz angesprochen. Intuitiv
ist klar, dass sie zumindest dann irrelevant sind, falls sie durch das Weitergabe-
muster in keiner Weise gestützt werden. Zur Verdeutlichung der Aussage greifen
wir auf bereits vorgestellte Netze zurück.

Beispiel 4.

i) Wir zeigen nochmals das 2-er Netz aus Abbildung 4 in Beispiel 2 i)

i/i j/j
pij = 1

Neben den dort betrachteten Kontingenztafeln studieren wir noch eine wei-
tere:

Vi Vj Q˚ Q2 Q3

i j 1
3

1
2 ε

i j 0 0 0
i j 1

3 0 1´ε
2

i j 1
3

1
2

1´ε
2

Man hat Q˚pVi “ i | Vj “ jq “ 1
2 ,

Q2pVi “ i | Vj “ jq “ 1
und Q3pVi “ i | Vj “ jq “ 2ε

2ε`p1´εq ,

ε P p0, 1s

Tabelle 4: Weitere Belegungen zu Abbildung 4.

Die WW von aj zu ai kann noch jeden Wert im Intervall (0,1] annehmen
und bei Netzerweiterung beliebig festgelegt werden. Q˚pVi “ i | Vj “ jq “ 1

2
ist irrelevant.

ii)

i/i j/j k/k
pij = 1

2
pjk = 1

2

Abbildung 9: 3-er Netz mit sequentieller Struktur.

Die Kontingenztafeln zur MaxEnt–Verteilung und zwei weiteren Verteilun-
gen sind
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Vi Vj Vk Q˚ Q1 Q2

i j k 1
8

1
5 0

i j k 1
8

1
5

1
5

i j k 1
8

1
5 0

i j k 1
8

1
5

1
5

Vi Vj Vk Q˚ Q1 Q2

i j k 1
8 0 1

5

i j k 1
8 0 0

i j k 1
8 0 1

5

i j k 1
8

1
5

1
5

Tabelle 5: Ausgewählte Belegungen zu Abbildung 10.

Alle drei Verteilungen erfüllen die Forderungen an die WWn im Netz. We-
gen Q1pVi “ i | Vk “ kq “ 1 und Q2pVi “ i | Vk “ kq “ 0 ist die Vermutung
Q˚pVi “ i | Vk “ kq “ 1

2 irrelevant.

Die bisherigen Erörterungen führen zu folgender Definition.

Definition 1. In einem beliebigen Netz und zu einem beliebigen Paar von Ak-
teuren ai und aj ist die unter Q˚ berechnete Wahrscheinlichkeit Q˚pVj “ j |
Vi “ iq irrelevant, falls es die Netzforderungen erfüllende Belegungen Qu, Qo

mit QupVj “ j | Vi “ iq „ 0 und QopVj “ j | Vi “ iq „ 1 gibt. Anderenfalls
heißt sie relevant.

In Abschnitt 3.2 wurde ermittelt, dass für Beispiel 3 Q˚pVk “ k | Vl “ lq “
0.9702 und Qmin “ 0.8 sowie Qmax “ 1 war, die WW also nur noch in die-
sen Grenzen variieren konnte. Der Wert 0.9702 ist relevant. Die übrigen WWn
Q˚pVl “ l | Vi “ iq, Q˚pVl “ l | Vj “ jq, Q˚pVi “ i | Vk “ kq, Q˚pVj “ j | Vk “
kq und Q˚pVl “ l | Vk “ kq sind natürlich irrelevant.
Leider entspricht die Begrifflichkeit Relevanz/Irrelevanz nicht immer unseren
graphischen Vorstellungen. Hierzu die Fortführung des Beispiels 4.

Beispiel 4. (Fortsetzung)

iii) Man betrachtet zu ii) folgende weitere Verteilungen:

Vi Vj Vk Q3 Q4

i j k 0 0.141

i j k 0.141 0
i j k 0 0.141

i j k 0.141 0

Vi Vj Vk Q3 Q4

i j k 0.257 0.116

i j k 0.116 0.257
i j k 0.172 0.172

i j k 0.172 0.172

Tabelle 6: Weitere Belegungen zu Abbildung 10.

Sie erfüllen beide die WWn des Netzes wie in Beispiel 4 ii), jedoch gilt
Q3pVk “ k | Vi “ iq “ 0 und Q4pVk “ k | Vi “ iq “ 1. Jedwede WW von ai
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zu ak mit Q˚pVk “ k | Vi “ iq “ 1
2 ist ebenfalls irrelevant.

Der letzte Satz in Beispiel 4 (Fortsetzung) ist gewöhnungsbedürftig. Das Wei-
tergabemuster enthält einen Pfad von i nach k und dennoch liegt die WW der
Nachricht keinesfalls fest. Erst weitere soziologische Erhebungen könnten diese
Ungewissheit beheben.

Die Bestimmung des Ungewissheitsintervalls mit linearer Programmierung wie
in Beispiel 3 war aufwändig und ist für große Netze unökonomisch oder sogar
unmöglich. Im folgenden Kapitel werden solche Intervalle für ein Netz mit 20 Ak-
teuren berechnet. Die entsprechenden LP-Probleme haben dann 220 “ 1048576
Variable; man vergleiche hierzu nochmals Anhang A.

Nun stellt das Expertensystem SPIRIT ein Verfahren zur Bestimmung des Un-
gewissheitsintervalls zur Verfügung. Für eine genaue Darstellung vgl. [15] oder
auch [16].

Grob gesprochen geht man in folgenden Schritten vor:

Ungewissheitsintervall von Vj “ j | Vi “ i

1. Löse (3) mit der einzigen Nebenbedingung QpVj “ j | Vi “ iq “ ε für ein
hinreichend kleines ε ą 0. Ergebnis Qu˚

2. Löse (3) für Qu˚ statt P 0. Ergebnis Qu˚˚

3. Berechne u “ Qu˚˚pVj “ j | Vi “ iq

4. Löse (3) mit der einzigen Nebenbedingung QpVj “ j | Vi “ iq “ 1´ ε für
ein hinreichend kleines ε ą 0. Ergebnis Qo˚

5. Löse (3) für Qo˚ statt P 0

6. Berechne o “ Qo˚˚pVj “ j | Vi “ iq

7. ru, os ist das Ungewissheitsintervall

Anders als in Beispiel 3 i) des Abschnitts 3.2 ist dieses Verfahren auch für größere
Netze anwendbar, wie im folgenden Kapitel gezeigt wird.

Zunächst jedoch zu bereits bekannten kleineren Beispielen.

Beispiel 5.

i) Beispiel 1 ii) Fortsetzung

Für die angegebenen WWn berechnet SPIRIT Q˚:
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Vi Vj Vk Q˚

i j k 0.362

i j k 0.090
i j k 0

i j k 0

Vi Vj Vk Q˚

i j k 0

i j k 0
i j k 0.274

i j k 0.274

mit Q˚pVk “ k | Vi “ iq “ 0.8

Tabelle 7: Q˚ zu Beispiel 1 ii).

Berechnung von Qu˚, Qu˚˚ ergibt u “ Qu˚˚pVk “ k | Vl “ lq “ 0.8

Berechnung von Qo˚, Qo˚˚ ergibt o “ Qo˚˚pVk “ k | Vl “ lq “ 0.8

Das Ungewissheitsintervall ist also [0.8,0.8], wie bereits in Beispiel 1 ii)
erläutert.

ii) Beispiel 3 i)

Für die angegebenen WWn berechnet SPIRIT Q˚:

Vl Vi Vj Vk Q˚

l i j k 0.273

l i j k 0
l i j k 0.058

l i j k 0
l i j k 0.058

l i j k 0
l i j k 0.012

l i j k 0.012

Vl Vi Vj Vk Q˚

l i j k 0.147

l i j k 0

l i j k 0.147

l i j k 0

l i j k 0.147

l i j k 0

l i j k 0.147

l i j k 0

mit Q˚pVk “ k | Vl “ lq “ 0.970

Tabelle 8: Q˚ zu Beispiel 3 i).

Berechnung von Qu˚, Qu˚˚ ergibt u “ Qu˚˚pVk “ k | Vl “ lq “ 0.8

Berechnung von Qo˚, Qo˚˚ ergibt o “ Qo˚˚pVk “ k | Vl “ lq “ 1

Das Ungewissheitsintervall ist also [0.8,1.0], wie bereits mittels LP in Bei-
spiel 3 i) ermittelt wurde.
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4 Gewissheitsanalyse eines mittelgroßen Netzes

Die Idee zu diesem Netz wurde einer Bachelorarbeit entnommen, geschrieben an
der FernUniversität in Hagen [17]. Zu einer Familie mit 20 Mitgliedern zeigen
wir den Stammbaum im Anhang in Abbildung B.1. Die Verwandtschaftsgra-
de aus Sicht des Verfassers VF mit entsprechenden Kürzeln in alphabetischer
Reihenfolge sind: AM1 Ehemann der Cousine; AM2 Ehemann der Schwester;
AW Ehefrau des Cousins 3; B Bruder; CM1 Cousin 1; CM2 Cousin 2; CM3
Cousin 3; CW Cousine; G Großmutter; GT Großtante; M Mutter; NM Neffe 2.
Grades; NW Nichte 2. Grades; O1 Onkel 1; O2 Onkel 2; S Schwester; T1 Tan-
te 1; T2 Tante 2; V Vater; VF Verfasser. Der Informationsfluss über familiäre
Feste folgt nicht zwangsläufig den Verwandtschaftsgraden, sondern gelegentlich
eher den vorhandenen Sympathien und Antipathien. Die WWn entnehmen Sie
bitte der Abbildung B.1. Hat man sie der Shell mitgeteilt, so erlernt sie die
Zusammenhänge in einer Zeit kleiner als 1 Millisekunde, Abbildung B.2 zeigt
das Ergebnis: die Akteure als Rechtecke, die erfasste Weitergabestruktur als
Pfeile und die Randverteilungen von Q˚ auf den Akteuren. Der Balken mit der
Beschriftung 1/0 bedeutet jeweils Akteur ai kennt die Nachricht/kennt sie nicht.

Abbildung B.3 zeigt das Weitergabenetz der Familie, nachdem evident ist, dass
CM2 die Nachricht über das Familienfest verbreitet. Obwohl M nur mittelbar
über T2 mit ihm verbunden ist, erfährt sie mit einer Wahrscheinlichkeit von
0.79 vom bevorstehenden Fest. Doch wie relevant ist diese Zahl?
In der folgenden Tabelle geben wir für ausgewählte Paare von Akteuren Nach-
richtensender, -empfänger, Empfangswahrscheinlichkeit sowie Ungewissheitsin-
tervall an und kommentieren.

Sender
Empfänger Empfänger Empfänger Empfänger

Wkt. Ungew. Wkt. Ungew. Wkt. Ungew. Wkt. Ungew.

CM1
CW NW M T2

0.9 [0.9,0.9] 0.84 [0.8,1] 0.73 [0.19,1] 0.36 [0,1]

AW
CM3 G M T2

0.6 [0.6,0.6] 0.79 [0,1] 0.70 [0,1] 0.36 [0,1]

T1
CM1 NW M T2

0.6 [0.6,0.6] 0.58 [0.44,1] 0.6 [0.6,0.6] 0.35 [0,1]

CM2
GT O2 M T2

0.45 [0,1] 0.86 [0.75,1] 0.79 [0.6,1] 0.9 [0.9,0.9]

Tabelle 9: Ir/relevanz der Empfangswahrscheinlichkeiten ausgewählter Paare.

Beispielhaft betrachten wir die 1. Zeile in Tabelle 9. Die WW zu CW ist mit
0.9 festgelegt und das Ungewissheitsintervall natürlich einpunktig [0.9,0.9]. Das
ändert sich schon bei NW; er empfängt die Nachricht über G oder über CW
und erfährt vom Fest immerhin mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.84. Dieser
Wert ist zwar (partiell) ungewiss, jedoch relevant, da er nur noch im Intervall
[0.8,1] schwanken kann. Eine Netzerweiterung mit einer direkten Verbindung von
CM1 zu NW ist also nur möglich, falls diese WW zwischen 0.8 und 1.0 liegt.
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M erfährt die Nachricht vom Fest mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.73. Das
Ungewissheitsintervall bemisst sich allerdings schon auf [0.19,1]. Die Information
kommt bei T2 schließlich nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.36 an, und das
ist auch völlig ungewiss mit [0,1].
Die übrigen Zeilen liest man analog. Die gefundenen Ergebnisse können unmit-
telbar zur Netzerweiterung herangezogen werden. Das jedoch nur schrittweise,
ist eine WW aktuell hinzugefügt, muss Q˚ neu berechnet und müssen alle Un-
gewissheitsintervalle neu bestimmt werden.

5 Zusammenfassung und Ausblick

Netzwerke sind Untersuchungsgegenstand vieler wissenschaftlicher Disziplinen:
Biologie, Chemie, Informatik, Nachrichtentechnik, Medizin und Soziologie zum
Beispiel. Insbesondere die Soziologie stellt die Frage nach dem Nutzen, den ein
Akteur aus seinem Sozialen Netz zieht. Zur Untersuchung solcher Sachverhalte
bedient sie sich oft graphischer Repräsentationsformen der Netze. In dieser so-
genannten Soziometrie werden dann Graphen und Akteure in Graphen auf ihr
strukturelles Zusammenspiel hin untersucht. Ziel ist u. a. die Identifikation von
Stellung, Prestige, Macht oder Position von Akteuren oder Akteursgruppen im
Netz. Dazu bedient man sich graphentheoretischer Indizes.

Jüngere Entwicklungen gehen einen anderen Weg. Statt Akteure als Knoten und
Beziehungen als (Hyper-)Kanten darzustellen, verwenden sie Propositionen und
Konditionale; hier setzt die vorliegende Arbeit an. Soziale Strukturen werden in
einer Expertensystemshell namens SPIRIT [14] modelliert. Mögliche Weiterga-
ben von Wissen, Gütern oder Attitüden werden jetzt als probabilistische wenn–
dann Aussagen formuliert. Hat man in der Shell ein konkretes Netz aufgebaut,
kann man vielfältige Fragen beantworten: Wie groß sind Mitteilungspotential
(Diffusion) und Empfangspotential (Rezeption) eines jeden Akteurs, wie stark
ist er ins Netz eingebettet (embeddedness), wie stark ist die Vermaschung des
Netzes etc. Wir verweisen hierzu auf die Arbeiten [6], [7], [9].
Selbst für größere Netze – solche mit mehreren hundert Akteuren – kann man
durch einen Mausklick die Weitergabewahrscheinlichkeiten von Gütern oder At-
titüden zu allen anderen Akteuren berechnen; hierbei bedient sich die Shell einer
Wahrscheinlichkeitsbelegung maximaler Entropie auf dem Netz. Die berechne-
ten Weitergabewahrscheinlichkeiten erfahren damit eine aus der KI bekannte
axiomatische Rechtfertigung, sie sind jedoch dennoch nur Schätzungen. Eine
stärkere Netzvermaschung durch zusätzliche soziologische Erhebungen kann die
Schätzungen ändern; sie sind ungewiss. Je nach Netzstruktur sind diese Unge-
wissheiten mehr oder weniger ausgeprägt. Die Shell SPIRIT gestattet die Be-
rechnungen von Ungewissheitsintervallen, in denen die Weitergabewahrschein-
lichkeiten schlimmstenfalls noch variieren können.

Der Aufbau eines konditionalen Netzes ist oft problematisch, da die vom Netz-
bauer angegebenen Weitergabewahrscheinlichkeiten nicht kompatibel sind. In

15



solch einem Fall existiert keine brauchbare Wahrscheinlichkeitsbelegung und der
Netzbauer muss Wahrscheinlichkeiten revidieren – eine Sisyphosarbeit. In einem
weiteren Beitrag soll der Frage nachgegangen werden, ob der hier vorgestellte
Ungewissheitskalkül den Aufbau einer brauchbaren Belegung unterstützen kann.

Eine Frage, die in vielen Anwendungen der Netzwerktheorie eine große Rolle
spielt, ist die der Relevanz von Akteuren und ihren Beziehungen im gesamten
Beziehungsgeflecht. Was passiert bei Ausfall eines Akteurs oder einer Beziehung
zu einem anderen: Dieses Thema ist graphentheoretisch ausgiebig diskutiert, sie-
he z. B. [5], im probabilistisch-konditionalen Ansatz jedoch noch nicht. Auch hier
sehen wir interessanten weiterführenden Untersuchungen entgegen.

In dem im vorliegenden Beitrag gewählten Beispiel sind die Akteure Familien-
mitglieder und ihre Stellung im Netz bestimmt sich durch ihre Kommunikation
mit anderen. Nun leben wissenschaftliche Untersuchungen von methodischen
Erkenntnissen wie auch von (gesellschafts-)relevanten Anwendungen. Akteure
können nicht nur Personen sondern auch Organisationen sein. Die entropieop-
timale Analyse von Unternehmen – und hier speziell Banken – im Netzwerk
verspricht interessante weitere Ergebnisse, vgl. auch [18].
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Anhang A

lijk lijk lijk lijk lijk lijk lijk lijk lijk lijk lijk lijk lijk lijk lijk lijk “ Bedeutung
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 = 1 Normierung
0.2 0.2 0.2 0.2 -0.8 -0.8 -0.8 -0.8 = 0 i | l “ 0.8
0.2 0.2 -0.8 -0.8 0.2 0.2 -0.8 -0.8 = 0 j | l “ 0.8

1 1 1 1 = 0 k | i “ 1
1 1 1 1 = 0 k | j “ 1

1 1 1 1 1 1 1 1 = 1 l weiß es
1 1 1 1 1 1 1 1 Ñ max min

Tabelle A.1: Simplextableau zu 3 i).
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Anhang B

GT G

O2 T2

AW CM3 CM2

O1 T1

CM1 AM1 CW

NW NM

M V

VF AM2 S B

Abbildung B.1: Stammbaum der Familie.

Legende: Die Bedeutungen der Kürzel finden sich im Text auf Seite 14; M
steht für

”
männlich“, W für

”
weiblich“, A für

”
angeheiratet“. Das Ringsymbol

bedeutet
”
sind verheiratet“, und Zahlen werden bei mehrfachem Vorkommen

des gleichen Verwandtschaftsgrads verwendet.
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Pprescr Pact Rule text
0.6 0.60000 AM1 | CM1
0.6 0.60000 AM1 | CW
0.9 0.90000 CW | CM1
0.9 0.90000 G | CW
0.9 0.90000 G | GT
0.6 0.60000 NW | G
0.6 0.60000 O1 | T1
0.6 0.60000 CM3 | AW
0.9 0.90000 G | CM3
0.7 0.70000 S | M
0.7 0.70000 B | M
0.9 0.90000 M | V
0.8 0.80000 M | T2
0.9 0.90000 V | M
0.8 0.80000 V F | M
0.6 0.60000 V F | T2
0.9 0.90000 O2 | T2
0.9 0.90000 T2 | CM2
0.6 0.60000 T1 | CW
0.9 0.90000 G | CM1
0.9 0.90000 NW | CW
0.6 0.60000 M | CM3
0.8 0.80000 M | G
0.9 0.90000 NM | CW
0.8 0.80000 G | M
0.6 0.60000 M | T1
0.7 0.70000 AM2 | S
0.6 0.60000 CM1 | T1
0.7 0.70000 B | V F
0.8 0.80000 G | T1
0.6 0.60000 V | T2
0.7 0.70000 B | S
0.6 0.60000 CM2 | T2
0.9 0.90000 CM1 | CW

Tabelle B.1: Regeltabelle zum Familienbeispiel.

19



Abbildung B.2: Informationsfluss in der Familie.

Abbildung B.3: CM2 informiert die Familie.
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