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1. Einleitung

Diese Arbeit widmet sich der Frage, inwiefern die Lokalisierung von Eigenfunktionen
des Hamiltonoperators - insbesondere auf endlichen Graphen - durch Kenntnis des Po-
tentials V' und spéter der Landschaftsfunktion u vorhersehbar ist. Eine Funktion nennen
wir lokalisiert, wenn sie auf ein kleines Gebiet konzentriert vorliegt und auf dem Rest
gegen Null geht.

Der Hamiltonoperator hat die Gestalt

32
H:iA+V,
2m

mit A dem Laplace Operator und V einem Potential. Es bezeichnet m > 0 eine Masse und
h das Planksche Wirkungsquantum. Die normierten Eigenfunktionen des Hamiltonope-
rators sind die (bzgl. der Zeit) stationdren Zusténde, die ein subatomares Partikel, dass
sich im Potential V' aufhilt, annehmen kann. Die zugehorigen Eigenwerte entsprechen
ihren Energien. Da wir Quantensysteme beschreiben, sind Zustandsfunktionen nicht de-
terministisch, sondern probabilistisch zu werten: Ein Partikel im Zustand 1 befindet sich
mit einer Wahrscheinlichkeit von fQ\QMQ dx auf dem Gebiet 2. Ein genaueres Versténdnis
der Quantenmechanik werden wir in Kapitel 4 entwickeln, in diesem Rahmen fithren wir
auch den Hamiltonoperator und seine selbstadjungierten Erweiterungen ein (Abschnitt
4.1).

Wir moéchten eine erste Intuition dafiir entwickeln, inwiefern das Potential Einfluss auf
6
5
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Abbildung 1.1: Potential V' mit Tal

die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators nimmt'. Dazu betrachten wir das Potential
aus Abb. 1, dass aus einem von zwei Hiigeln eingeschlossenen Tal besteht. Nach den
Gesetzten der klassischen Mechanik wiirden wir erwarten, dass ein Partikel mit Energie
kleiner als Vinax ~ 5.5 auflerhalb des Tals nicht existieren kann. So verhélt es sich aber
nicht im subatomaren Bereich; wir sehen in Abb. 2 drei Eigenfunktionen des Hamilton-
operators mit Eigenwerten E < Viax, bei denen eine gewisse Masse auch auflerhalb des
Tals liegt. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Partikel in Zustand (a), (b) oder (¢) dort

'Die folgenden Abbildungen wurden zu diesem Zweck mit MATLAB [MAT22] erzeugt. Die Eigenvek-
toren und Eigenwerte des eindimensionalen Hamiltonoperators wurden numerisch mit Hilfe der Methode
bvp4c() berechnet und visualisiert.
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Abbildung 1.2: Ausschnitt der Eigenvektoren (gelb) des Hamiltonoperators H = —% +V zu
vier verschiedenen Eigenwerten (rot) auf dem Gebiet (-30,30) mit Dirichlet-Randbedingung.
Das Potential in blau.

aufhalt, ist also nicht Null. Trotzdem lasst sich eindeutig eine Konzentration auf das Ge-
biet {x € R | V(x) < E}, den so genannten Potentialtopf, feststellen. Die Eigenfunktion
mit Eigenwert E ~ 6 > Viyax liegt dann, wie zu erwarten, homogen(er) verteilt vor. Dieses
Verhalten der Eigenfunktionen - also ihr exponentieller Abfall auflerhalb des Potential-
topfs - werden wir in Abschnitt 5.1 mit Agmons Methode [Agm82] beweisen.

Im Allgemeinen ist das Potential V kein guter Pradiktor fiir Lokalisierung. Man stelle
sich ein Potential in R? vor, das jeweils zufillig einen Wert zwischen 0 und Vj,4, auf den
Quadraten (n,n + 1) x (m,m + 1) fiir n,m € Z annehme, dann wére der Potentialtopf
vollig durchléchert und wiirde keine Aussage iiber das Erscheinungsbild der Eigenfunk-
tionen erlauben. Eine viel besser geeignete Funktion ist die Landschaftsfunktion u, die
Loésung von Hu =1 ist und von M. Filoche und S. Mayboroda 2012 in [FM12] erstmalig
vorgestellt wurde. Sie zeichnet eine (stetige) Landschaft, die aus klar trennbaren Hiigeln
und Télern besteht und in enger Beziehung zu den Eigenfunktionen von H steht. Sei ¢
normierte Eigenfunktion von H mit Eigenwert E auf dem Gebiet 2, dann gilt

W(2)| < Bu(z)  weq,

solange Fu(z) < 1. Im Allgemeinen nimmt u sehr kleine (positive) Werte an und be-
schrankt die Eigenfunktionen von oben, aufler wenn Eu(z) > 1. D.h. ¢ nimmt hohere
Werte ausschlielich auf dem effektiven Potentialtopf {x € R™ | ﬁ < E} an und fallt
auflerhalb nach Vorgabe der Landschaftsfunktion ab. 1/u ersetzt hier V' und wird das
effektive Potential genannt. Den Eigenschaften der Landschaftsfunktion widmen wir uns
in Abschnitt 5.2, dort werden wir sie dann mathematisch belegen. Die Vorlage ist hier

[ADFJM19].
Schlielich iibertragen wir den Begriff des effektiven Potentials auf den diskreten Ha-
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miltonoperator auf endlichen Graphen (Kapitel 6). Grundlage hierfiir ist ein weiterer
Artikel [MFT21] von M. Filoche, S. Mayboroda und T. Tao, der das Thema dieser Ba-
chelorarbeit inspiriert hat und gleichnamig ,, The effective potential of an M-matrix®
heiflt. Zunéchst sehen wir in Abschnitt 5.3, dass der diskrete Hamiltonoperator als Ma-
trix geschrieben werden kann, die fiir positives Potential der Klasse der nichtsinguléren
M-Matrizen angehort. Das Besondere ist, dass sich die Abschétzungen auf Eigenvekto-
ren beliebiger M-Matrizen ibertragen lassen, und dass auch hier ein effektives Potential
(besser gesagt eine Vielzahl effektiver Potentiale) existiert, das die Gebiete, auf denen
die Eigenvektoren lokalisiert vorliegen, vorhersagt.

Unser letztes Vorhaben in Abschnitt 6.3 wird sein, die Diagonalisierbarkeit von M-
Matrizen mit Hilfe der neu entwickelten Begriffe abzuschétzen. Sei A eine M-Matrix
der Dimension N. Nehmen wir an, der effektive Potentialtopf K besteht aus mehreren
disjunkten Topfen K, die soweit auseinander liegen, dass die Eintrage der Eigenvektoren
zwischen den K einmal vollstandig auf 0 abfallen. Legen wir dann disjunkte Umgebungen
Q; um die Kj, sodass die Eigenvektoren auf den Rédndern der €; den Wert 0 annehmen,
dann lassen sich die Teilmatrizen A|Qz vollstandig entkoppeln und A kann als Blockdia-
gonalmatrix geschrieben werden. Aber auch wenn die Eigenvektoren nicht vollends auf
0 abfallen, kann A durch &, Ale approximiert werden. Die Giite dieser Approximation
werden wir durch Vergleichen der Eigenvektoren bzw. Eigenwerte von A und &, Alﬂz
abschétzen.



2. Notation

Es bezeichnet H einen Hilbertraum und (-, - )3 das zugehorige Skalarprodukt. Wenn
eindeutig ist, welches Skalarprodukt gemeint ist, so wird dieses nicht extra kennzeichnet.

Sei 2 c R™ eine offene Menge und K = R oder C = R.

Wir bezeichnen mit CX(Q) die Menge aller k-fach stetig differenzierbaren Funktio-
nen f:Q - K iiber Q. Die Menge C%(Q) besteht aus allen Funktionen f € C*(2) mit
kompaktem Tréger, wobei Tr(f) :={z e Q| f(x) #0}.

Es bezeichnet L2() den Lebesgueraum aller quadratisch integrierbaren Funktionen
mit Skalarprodukt

(.90 = [ fad, fg€ L(9).
Q

Es ist H™(Q) = W™2(Q) der Sobolevraum der Ordnung m; er enthélt alle Funktio-
nen f, deren schwache Ableitungen D®f fir jeden Multiindex |a| < m existieren und in
L?(9) liegen. Das zugehorige Skalarprodukt ist

(f.9)= [ 3 (D°p) (D7g) d.

Q lalsm

HE'(Q) enthélt entsprechend alle Funktionen aus H™(€2) mit kompaktem Tréger in €.

Mit 12([N]) =12({1,...,N}) bezeichnen wir den Raum aller endlichen Folgen (%i)ieq1,..,N} ©
K der Lange N e N. Hier ist

N
<x7y>:2xiyi7 :C’yElz(N).
=1

Sei X ein normierter Raum, dann bezeichnet £(X) den Raum aller beschrankten
Operatoren 7: X — X mit Norm

T
1T 2x) = sup [Te]x
vex |l7]x

Des weiteren bezeichnet

B(x0,R) die Einheitskugel in R” mit Ursprung z¢ und Radius R.
J(z) den Imaginéirteil von z € C.

MR(z) den Realteil von z € C.

o(A) das Spektrum des Operators A.

p(A) die Resolventenmenge des Operators A.



3. Grundlagen

Der erste Abschnitt besteht aus einer Sammlung nebenséchlicher Resultate, die dem
Lesenden vor allem als Referenz dienen sollen.

In Abschnitt 3.2 definieren wir dann zwei wichtige Objekte dieser Arbeit: Z- und M-
Matrizen. Dort werden verschiedene Charakterisierungen nichtsingularer M-Matrizen
vorgestellt.

Nach einem kurzen Einschub zur Riemannschen Abstandsfunktion folgt noch eine Ein-
fiihrung in die Spektraltheorie selbstadjungierter Operatoren. Mit ihrer Hilfe werden wir
begriinden, warum wir ausschliellich Eigenvektoren auf Lokalisierung zu untersuchen
brauchen.

Vorausgesetzt wird eine grundlegende Kenntnis der Funktionalanalysis, wie sie in [MKL22]
vermittelt wird. Alle Resultate, die nicht mit einer extra Literaturangabe versehen sind,
kénnen dort nachgeschlagen werden.

3.1 Gemischte Resultate

Im Folgenden sind verschiedene (zusammenhangslose) Resultate aufgelistet, die im Ver-
lauf dieser Arbeit zum Einsatz kommen. Beweise werden nur dann angegeben, wenn sich
diese nicht in der zugehorigen Literatur finden.

Lemma 3.1.1 (Polarisationsidentitét) [Tes09, S.67|. Sei A ein Operator auf H mit
Definitionsbereich D(A). Dann ldsst sich (Av,@) mit Hilfe der quadratischen Form
qa() = (A, ), ¥ € D(A), durch die Polarisationsidentitat

(A0, 0) = (aa(p + ) - aalp - 0) wiaalo i) ~iaalo+iv)). e D(A),

darstellen.

Lemma 3.1.2 (Cauchy-Schwarz Ungleichung fiir Sesquilinearformen) [Tes09, Problem
0.24]. SeiV ein Vektorraum und s(v,w) eine Sesquilinearform aufV mit der zugehorigen
quadratischen Form q(v) = s(v,v). Ist q(v) >0 fir alle veV, dann gilt

s(v,w)] < (v) 2q(w)?.
Beweis. Da die quadratische Form nichtnegativ ist, haben wir
0 < g(av +w) = [al2q(v) + 2Re(as(v,w)) + a(w)
fiir v,w € V und a € C. Die Ungleichung folgt fiir a = —s(v,w)/q(v). O

Sei X ein normierter Raum. Wir nennen eine Folge (x,)ney € X schwach konvergent
gegen x, in Zeichen x, — x, wenn

lim (x', z,) = (2', z) vz'e X'

n—>00



Lemma 3.1.3 (schwache Konvergenz) [Tes09, Lemma 1.12]. Sei H ein Hilbertraum.
(i) Un — ¢ impliziert || < liminf|i,|.

(i) Eine schwach konvergente Folge 1, — 1 konvergiert genau dann in Norm gegen 1)

(Yn = ), wenn limsup |y | < 4]

Wir gehen kurz auf zwei wichtige Klassen von linearen Operatoren tiiber H ein. Sei T:H >
D(T) - H ein (nicht notwendigerweise beschriankter) linearer Operator. Wir nennen ihn
symmetrisch, wenn

(T, 0) = (¥, Tp)
fir alle 1, € D(T'). Symmetrische Operatoren kénnen nicht nur beschrénkt oder unbe-
schrankt, sondern auch halbbeschrinkt bzw. von unten beschrdnkt sein.

Definition 3.1.4 (von unten beschriankter Operator, nichtnegativer Operator). Sei T ein
symmetrischer Operator auf H, dessen Definitionsbereich D(T") dicht in H liegt. Dann
nennen wir 1" von unten beschrinkt, wenn es eine Konstante a € R gibt, sodass

(T, ) > al[?, vy eD(T).
Ist @ > 0, dann nennen wir 1" nichtnegativ.

Der Raum L£(#) aller linearen, beschrankten Operatoren formt einen Vektorraum, den
wir durch die Verkniipfung (7', Z) ~ T o Z zu einer unitaren Banachalgebra erweitern
konnen. Der Konvention folgend schreiben wir meist T'Z statt T'o Z. Versehen wir £(H)
zusétzlich noch mit der Involution 7' — T, die jedem Operator T' € L(H) die Adjungierte
T* zuordnet, dann erhalten wir eine C*-Algebra, die wir wieder mit £(#) bezeichnen.

Beschriankte Operatoren P € L(#H), fir die Po P = P gilt, heilen Projektionen. Gilt dazu
ran(P) = ker(P)*, dann nennen wir P eine orthogonale Projektion.

Lemma 3.1.5 [Rud91, Satz 12.14]. Sei P € L(H) eine Projektion. Dann sind die nach-
folgenden Aussagen alle dquivalent:

(a) P ist selbstadjungiert.

(b) P ist eine orthogonale Projektion.
(c) Py, ) = |PY|? fir alle s e H.

Es folgen zwei Resultate zu lokal lipschitzstetigen Funktionen.

Satz 3.1.6 (Satz von Rademacher) [Eval0, 5.8. Satz 6]. Sei Q c R" eine offene, be-
schrinkte Menge und g eine lokal lipschitzstetige Funktion auf Q). Dann ist g fast iberall
differenzierbar in 2.

Den Beweis zu folgendem Resultat hat die Autorin selbst formuliert.

Lemma 3.1.7. Sei M c R" kompakt mit C'-Rand und g lokal lipschitzstetig auf M.
Dann liegt g?@ in HY(M), vorausgesetzt ¢ € H'(M).

Beweis. Da M kompakt ist, ist ¢ und somit auch h := g? lipschitzstetig auf M. Nach
[Eval0, 5.8. Satz 4] liegt h dann in WH*°(M). Da u(M) < oo (u das Lebesgue-Maf) und
heL®(M), gilt

1
IRl p2ary < (M) 2| A] Lo (ar)-
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Dasselbe lisst sich fiir VA zeigen, demnach h € H'(M). Wir kénnen folglich die Produkt-
regel [MKL22, Satz 5.3.16] auf h - ¢ anwenden und erhalten

V(h-p)=Vh-p+h-Ve.

Wegen
|helrzary < Al l@llL2ar < oo
und
IV (o) L2ary < IVA] Lo arylel 2 ary + 1Bl Lo (ary [ Vol 2 (ary < 00
gilt schlieBlich hy = g% € H(M). O

Abschliefilend zeigen wir eine Moglichkeit, die Norm einer (endlichen) Matrix abzuschét-
zen. Wir bedienen uns dafiir einem Resultat von Issai Schur [Schll, §2 IL.].

Lemma 3.1.8. Sei A eine N x N Matrixz mit

N N
|Zalpalj|£M, p=1,...,N.
j=11=1

Dann gilt ”Anﬁ(l?(N)) <VM.

Beweis. Sei C;; = Z{L aj;ayj. Offensichtlich ist C := (Cjj)i je1,..,n eine symmetrische Ma-
trix und

N N N N N N N N (N 2
(Ca,x) = ) Cyzjawi=) ) > anayaje; = ), Y auti ), aj; = Z(Z ah‘%’)
A st

i,j=1 i=1j=1i=1 I=14=1 =1 \i=1
2
= [ Az]

fiir alle 2 € I?(N). Da C symmetrisch ist, ist A = max|,|-1{Cz,z) ein Eigenwert von C
(fiir einen Beweis siehe z.B. [Tay85, Satz 6.11-B]) und fiir den zugehorigen Eigenvektor
€ =(&,...,&nv) # 0 gilt C¢ = A¢. Dieser ist nichtnegativ, denn (Cz,z) > 0 fiur alle
zel?(N). Sei |¢,] der gréBte der Eintriige |&1], ..., |én], dann folgt

N N N
Ap =2 Cpi&in Ml < 2 ICH 11651 < 18] 21Ch;1,
j=1 j=1 j=1

d.h. A< ij\i1|0pj| < M. Insgesamt folgt

max(Cz, ) = max | Az||* < M,
|=]=1 l=[=1

und damit die Aussage. O

3.2 /Z-Matrizen

Sei N € N eine natiirliche Zahl und [N]:= {1,...,N}. Sei A = (a;;); je[n] € RM*N eine
reelle N x N Matrix. Wir sagen A ist nichtnegativ (positiv), in Zeichen 4 > 0 (A > 0),
wenn a;; > 0 (a;; > 0) fiir alle 4,j € [N]. Genauso bezeichnen wir einen Vektor z € RY
als nichtnegativ (positiv), wenn jede seiner Komponenten nichtnegativ (positiv) ist. Die
Aussage A > B (A > B) ist so zu verstehen, dass A- B >0 (A - B > 0), gleiches gilt fiir
Vektoren.



Definition 3.2.1 (Z-Matrix, M-Matrix) [Ple77, S.176]. Wir nennen eine Matrix A =
(aij)ijer,..n € RNVN Z-Matrix, wenn a;; <0 fiir i # j. Gibt es eine N x N Matrix B >0
und s € R mit s > p(B) := max{|A| | A ist Eigenwert von B}, sodass A = s — B, dann ist
A eine M-Matrix.

Offensichtlich ist jede M-Matrix eine Z-Matrix. Alle Losungen der Gleichung det(AI —
B) =0 sind Eigenwerte von B; alle Losungen von det(ul — A) = det((s—pu)I—B) =0 sind
Eigenwerte von A. D.h. 0(A) = {s=\| A € 0(B)}. Da B nichtnegativ ist, folgt mit Perron
und Frobenius [siehe insb. Frol2], dass p(B) selbst Eigenwert von B ist. Wir kénnen
daraus schliefen, dass die Matrix A nur im Fall s > p(B) invertierbar ist. Wir werden
nun solche, also nichtsinguldare M-Matrizen genauer charakterisieren.

Die folgenden Aussagen entsprechen Cy, K43, F1g und Fj5 in [Ple77], jedoch sind dort
keine Beweise angegeben. Diese sind aus verschiedenen Quellen zusammengesucht.

Satz 3.2.2 (Positivitit der Eigenwerte). Fine Z-Matriz A ist genau dann eine nichtsin-
guldre M -Matriz, wenn all ihre reellen Eigenwerte positiv sind.

Beweis. =: Es ist A = sI - B mit s > p(B). Aus 0(A) = {s— X | XA € o(B)} folgt die
Aussage.

«<: Da A eine Z-Matrix ist, konnen wir schreiben A = sI — B mit s = max;y]a;; und
B =sl - A > 0. Es ist offensichtlich, dass A invertierbar ist. Es bleibt zu zeigen, dass
s> p(B). Dazu beweisen wir zunéichst mit Hilfe der Neumann-Reihe, dass jede Z-Matrix
C mit C > A ebenfalls invertierbar ist [FP62, (4,2) 1°]. Es sei 6 > 0 so klein gewéahlt, dass
T=1-6C2>0.Dannist S=1-3JA>1-6C >0 und fiir den maximalen Eigenwert p(S)
von S gilt

det((1-p(S))I -6A) =det(S-p(S)I)=0.

Da alle reellen Eigenwerte von A positiv sind, gilt 1 - p(.S) > 0, folglich 0 < p(S) < 1.
Somit |S| = p(S) < 1 und es konvergiert die Neumann-Reihe

Sk=(1-9)"1=(64)7".

NgK

T
o

Wegen S* > T* fiir alle k € N, konvergiert auch die Reihe

TF=(1-T7)" = (6C)!

13

T
=

und somit existiert C71 .
Sei nun r = p(B), dann ist 1/ - B =1l - (sI - A) = (r—s)I + A und wir sehen, dass diese
Matrix im Fall r — s > 0 invertierbar ist, folglich s > r.

O

Das bedeutet insbesondere, dass symmetrische, nichtsinguldre M-Matrizen nur positive
Eigenwerte besitzen. Mit Hilfe dieses ersten Resultates konnen wir folgenden Ringschluss
fiihren:

Satz 3.2.3 (weitere Charakterisierungen nichtsinguldrer M-Matrizen). Sei A eine Z-
Matriz. Dann sind die nachfolgenden Aussagen alle dquivalent:

(a) A ist eine nichtsinguldre M -Matriz

(b) Es gibt einen Vektor x € R™ mit x >0, sodass Ax > 0.

9



(c) A ist monoton, d.h. Ax >0 = x>0 fir alle v € R".
(d) A ist invers-positiv, d.h. A~ existiert und A1 > 0.

Beweis. Wir beweisen (b)=(c)=(d)=(b)=(a)=(d).

(b)=(c)[Sch61, Hilfssatz 1.1.,1.2. 2)]: Zunéchst setzen wir wieder A = sI - B fiur s =
max;ey] @i und B = sl - A >0. Ist x > 0 ein Vektor fiir den Az > 0 gilt, dann muss schon
x > 0 gelten, sonst ware

N N

(A.%')Z = Z Q5T = Qi %q — Z |aij|mj <0
j=1 J=l,j#i

fir ein 7 € [IV]. Offensichtlich muss auch s > 0 gelten. Wir zeigen nun, dass u > 0, wenn
(sI = B)u>0. Wir nehmen an u # 0, folglich v = —u ¢ 0. Dann gibt es ein a € R, sodass

v < ax,

und fiir die grofite untere Schranke ag = inf{a € R | v < ax} gilt g > 0. Da dann auch
v < (ap +¢)x, also v — apr < ex, fiir beliebiges € > 0 folgt v — apz < 0 und somit ist

ap =min{a e R |v < ax}.

Wegen (sI - B)v <0 und (sI — B)x >0 sowie B >0, d.h. aus z >0 folgt Bz > 0, erhalten
wir die Ungleichungskette
slv < Bv < 9Bz < agsiz,

was zeigt, dass agx —v > 0. Demnach gilt fir € klein genug
apr—v2ex (wxr-v#exr), dhov<(ag—¢e)z,

ein Widerspruch, denn oy wurde minimal gewahlt. Folglich gilt u > 0. Zuletzt bleibt zu
zeigen Au >0 = u > 0. Sei also u ein Vektor mit Au > 0, dann haben wir A(nu + z) =
nAu+ Az > 0 fiir beliebiges n € N. Nach dem gerade gezeigten folgt daraus

nu+ x>0 < x> n(-u)

und da n beliebig grof3 werden kann, muss —u < 0, also u > 0 gelten.

(c)=(d)[Sch61, Hilfssatz 1.1 2)]: Sei z im Kern von A, also Az = 0, dann folgt aus der
Monotonie z > 0. Zugleich ist A(-z) = 0, demnach auch —z > 0, folglich z = 0. A ist damit
invertierbar und wir finden zu jedem nichtnegativen Vektor v ein w, sodass v = Aw > 0.
Das impliziert A™1(Aw) = w > 0. Wir haben damit gezeigt v >0 = A™'v > 0. Wihlt man
nun fiir v nacheinander die Einheitsvektoren in RY, so lisst sich (d) schnell einsehen.
(d)=(b)[FP62, Satz (4,3) 11°= 1°: Sei e = (1,1,...,1)T, dann gilt A~'e > 0 und
A(A7te)=e>0.

(b)=(a): Eine Z-Matrix A = sI - B mit Eigenschaft (b) ist nach dem Gezeigten inver-
tierbar. Mit der gleichen Argumentation wie im Beweis zu Satz 3.2.2 kénnen wir daraus
schon s > p(B) folgern.

(a)= (d)[FP62, Satz (3,1),(3,2),(3,3)]: Es bezeichne Ayn_; e RN=7*N=J fiir j € {0,1,..., N~
1} die quadratische Matrix, die aus den ersten N —j Zeilen und Spalten von A besteht.
Wihle j beliebig. Offensichtlich ist Ay_; = sI — By_; wieder eine Z-Matrix und nach
Frobenius gilt p(Bn-;) < p(B) [Frol2, §1], also s > p(By—-;). Somit sind alle reellen
Eigenwerte von Ay_; positiv. Die Determinante det(Ay-;) entspricht dem Produkt der
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Eigenwerte von Ax_; und da je zwei komplexe Eigenwerte einer reellen Matrix konjugiert
zueinander sind, und AX > 0, folgt insgesamt det(An-;) > 0. Wir zeigen nun, dass aus
det(An-;) >0 fiir alle j € {0,1,..., N -1} folgt, dass A =T 75 fiir eine untere bzw. obere
Dreiecksmatrix 77 bzw. 15, die beide positive Diagonalelemente besitzen. Wir verwenden
dazu vollstdndige Induktion. Der Fall N =1 ist klar, wéhle also ein N > 1. Wir kénnen
davon ausgehen, dass die Aussage fiir alle Matrizen mit Dimension kleiner als N wahr
ist, sodass insbesondere Ay_; = T1Th, fiir eine untere (obere) Dreiecksmatrix T, (Tg) mit
positiver Diagonalen. Es erfiille

A:(ANT_1 “ )ERNXN, a,be RN-!
b aNN

die Annahme. Wir betrachten das Gleichungssystem

< a ~ (An-1 O N
Ax—(aNN), A—( BT 1),:L‘E]R.

Es gilt
[ Avax" ) [ a ! pN-1
Al‘—( bTiL‘,+£L'N N aNN ’ v eR
wobei @} = x; fiir i € [N - 1]. Folglich ist 2’ = A3} ;a und
IN =QAQNN — bTA]_Vl_la.

Da nach dem Entwicklungssatz von Laplace det(A) = det(Ay_1), ist mit der Cramerschen
Regel
ann —bT AL ja = det(A)/det(An-1) >0 (nach Voraussetzung).

Somit entsprechen die Matrizen

T 0 T Tl
T = o d Th=("2 L
! (bTTg ! 1) i 2 ( 0 aNN — bTA]_vl_la

der gewiinschten Form und A = T7T5. Als letztes priifen wir nach, dass T} = (r;;) und
T = (s;7) monotone Z-Matrizen sind. Zuerst beweisen wir r;; < 0 und s;; < 0 fiir 7 # j,
wieder mit Hilfe vollstandiger Induktion, diesmal nach ¢+7. Im Fall ¢+ = 3 ist a12 = 711512
sowie asy = ro1811 und wegen r11 > 0,511 > 0 folgt die Aussage. Als néichstes wahlen wir
i+ j > 3 und zeigen die Implikation unter der Annahme, dass sie fiir alle k +1 < i+ j
bereits erfiillt ist. Sei 7 < j. Da r;, =0, wenn ¢ < k und sg; =0, wenn j <k, gilt

N
Qij = Z TikSkj = TiiSij + Z TikSkj-

k=1 k<i
Es ist ¢ + k < i+ j sowie k + j <+ j, demnach nach Voraussetzung r;; < 0 und sg; <0
fir k <4, also Y gc;iksk; 2 0. Da ry; > 0, aber a;; < 0, folgt damit s;; < 0. Indem wir
J < i annehmen, ldsst sich dasselbe fiir r;; zeigen. Die Monotonie lésst sich nach einem
ahnlichen Verfahren nachweisen. Ist w = T7z > 0, dann lasst sich z1 > 0 sofort einsehen. Ist
k>1 und z, > 0 fiir alle p < k, so folgt 2z > 0 aus der Identitét wy = rrr2r + Xick ThiZi > 0.
Ergo z > 0 und ganz analog folgt die Monotonie fir 7T5. Aus dem bereits Gezeigten folgt
Tr'>0und Ty >0, d.h. A7 =T5177E > 0. O
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3.3 Die Riemannsche Abstandsfunktion

Wir werden diese Abstandsfunktion in Kapitel 5 verwenden und wollen vorweg ihre Defi-
nition und einige wichtige Eigenschaften vorstellen. Sei €2 eine offene zusammenhéngende
Menge in R™ und p eine nichtnegative, stetige Funktion auf 2. Wir definieren die Rie-
mannsche Abstandsfunktion p,: € x Q — R durch

1
puley)=inf [ GO FOIdL 5O =370+ + 330,
0

wobei hier das Infimum tiber alle stiickweise stetig differenzierbare Wege :[0,1] — Q mit
Anfangspunkt 7(0) = z und Endpunkt (1) = y gemeint ist ([ADFJM19, S.13],[Agm82,
S.12]). Die Abstandsfunktion p,, ist offensichtlich symmetrisch, nichtnegativ und erfillt
die Dreiecksungleichung. Sie ist aber nicht positiv definit, denn g kann den Wert Null
annchmen, deshalb nennen wir p, eine Pseudometrik. Wir definieren den Abstand eines
Punktes z € 2 zu einer Menge F c € durch

E) :=inf
pul, E) = inf pu(@,y)
und den Abstand zweier Mengen FE, F' c {2 durch
pu(F, E) = inf py,(z, E).
zeF

Ist p positiv auf Q mit mingeq () = ¢ > 0, dann kénnen wir abschétzen

1
pula.y) > inf /e Of 5] dt 2 /e |z -yl (3.1)

Abschlieflend stellen wir ein wichtiges Lemma vor.

Lemma 3.3.1 [Agm82, Lemma 1.3, Satz 1.4 (ii)] Ist h eine reelle Funktion mit |h(x) —
h(y)| < pu(z,y) fir alle z,y € Q, dann ist h lokal lipschitzstetig und es gilt fast tiberall

|Vh(2)|? = V() - Vh(z) < p(2).

Insbesondere erfiillt die Funktion h(z) = p,(x, E), mit E c 2 einer beliebigen Teilmenge,
die Bedingung von Lemma 3.3.1 (auf Grund der umgekehrten Dreiecksungleichung).

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass h lokal lipschitzstetig ist. Sei zo € {2 gegeben. Wihle
r >0, sodass B(xg,r) ¢ B(xo,r) c {2, dann gilt fur x,y € B(xo,T)
1
: 1.
[P () = h(Y)l < pu(,y) =1gffu('y(t))2\l'y(t)H dt
0
1
1
< [ utta+ (1-0y)Fla -yl at
0

1
<lz-yl- sup  p(z)2.
zeB(xo,r)
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Folglich ist h lokal lipschitzstetig und nach dem Satz von Rademacher (3.1.6) damit f.
. differenzierbar. Sei z € 2 ein Punkt in dem Vh existiert, dann existiert zu beliebigem
v € R" die Richtungsableitung (Vh(x),v). Sei € > 0 so klein, dass x +tr e Q fur 0 <t <e.
Dann folgt

1
h(z +ev) —h(zx) <pu(x+ev,x) < f Vulz +etv)|ev| de
0

und somit

im h(x +ev) - h(x)
10 g

1
f iz + et ||1/||dt—f\/u(x v dt
0
=\ (@) vl

wobei die Existenz des Limes aus der Stetigkeit von p folgt. Nehmen wir vorerst an, u
sei positiv, dann kénnen wir mit Cauchy-Schwarz zeigen

up (7h@). ) Sup(ﬁvh(x)ﬂ/u(x u)< .
\/u(x [v] w0 V()| v N0)

Fir v = Vh(x) wird Gleichheit angenommen, daher ist

o (@)

\/u( ) 0 /(@)

und es folgt die Aussage fiir f. a. x € Q. Fir allgemeine nichtnegative p setzen wir
pe(x) = pu(x) + . Dann gilt nach dem gerade gezeigten

(Vh(z),v) =

[vh(z)].

Ivh(z)] =

|Vh(z)]? < pe(z) = p(z) + e, fir f. a. 2 € Q.

Da e beliebig klein gewéahlt werden kann, gilt die Aussage auch fiir nichtnegative u. (Diese
Verallgemeinerung wird in [ADFJM19, 3.3] eingefiihrt) O

3.4 Spektraltheorie selbstadjungierter Operatoren

In diesem Abschnitt geben wir eine Einfithrung in die Spektraltheorie selbstadjungierter,
nicht notwendigerweise beschrankter Operatoren auf Hilbertrdumen. Unser Ziel ist, fiir
jeden Operator A mit den genannten Eigenschaften die Identitét

A= f AAP(N), (32)

a(A)

herzuleiten. P(\) bezeichnet hier ein spezielles, projektionswertiges Maf. Dieses Vorha-
ben geht Hand in Hand mit der Entwicklung eines Funktionalkalkiils fiir unbeschrénkte,
selbstadjungierte Operatoren: Kennen wir das Maf§ P(\), das (3.2) erfiillt, so kénnen wir
die Menge der messbaren Funktionen via f — fg( S (M) dP(\) auf die der unbeschrank-
ten Operatoren {iber H abbilden, wobei insbesondere gilt f = ¥ ;N - >0 oAV =
f(A) (unter entsprechender Anpassung der Definitionsbereiches).
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Der ganze Abschnitt ist eine Wiedergabe von [Tes09, Aschnitt 3.1].

Es sei B die Borel-o-Algebra {iber R. Wir erinnern daran, dass eine orthogonale Projek-
tion P € L(H) durch Po P = P und P* = P charakterisiert wird (siche Lemma 3.1.5).

Definition 3.4.1. Ein projektionswertiges Maf ist eine Abbildung P: 8 — L(H), Q ~
P(Q), die Borel-Mengen auf orthogonale Projektionen abbildet, sodass gilt

(i) P(R) =1,

(ii) P ist stark o-additiv, d.h. wenn Q = U,, Q,, mit Q, N Q,, = @ fiir n # m, dann gilt
P(Q)y =3, P(Q,)y fir alle ¢ € H.

Aus diesen zwei Eigenschaften kénnen wir folgern:
Satz 3.4.2. Sei P ein projektionswertiges Maf, dann gilt
(i) P(2) =0,
(ii) P(Q\Qy) = P(Q) - P(Q1), wenn Q; cQ,
(ii) P(Q1UQ2) + P(21n Q) = P(21) + P(Qa),
(iv) P(Q1n Q) =P(Q)P(Q2),

(v) Q1 c Qo = P(Q) < P(Q2), wobei P(21) < P(Q2) bedeutet, dass (P(21)1,v) <
(P(Q2), 1) fir alle € H.

Beweis. (i) Es gilt P(2) = P(guQ) = P(2) + P(2) und folglich P(@) = 0.
(i7) Fur Qp c Q haben wir P(2) = P(Q\Q; U Q) = P((2\Q1) + P(£21) und es folgt die
Aussage.
(i7i) Der Fall Q1 n Qg = @ ist offensichtlich, wir nehmen also an ©; N Qs # @. Wegen
P(Q1uQ2) = P\ (Q1nQ)) + P(Q2), folgt die Aussage zusammen mit (ii).
(iv) Sei zuerst 3 N Qg = @. Dann ist wegen Po P = P

P(Q1U0) = P(QUQ)? = (P(2) + P(Q))
= P(Ql) + P(Ql)P(QQ) + P(QQ)P(Ql) + P(QQ),
d.h. P(Q1)P(Q2) + P(Q2)P(Q1) = 0. Multiplikation von rechts mit P(Qg) liefert
P()P(Q2) = -P(Q2) P(1) P(Q2).

Damit ist P(€;)P(€Q2) selbstadjungiert, und folglich P(Q;)P(Q2) = P(Q2)P(1) = 0,
nach obiger Gleichung. Sei nun 2y N {2 # @, dann ist

P(Ql)P(Qg) = (P(Ql\QQ) + P(Ql n QQ))(P(QQ\Ql) + P(Ql n Qg))

Multiplizieren wir die Klammern aus, dann bleibt wegen dem gerade gezeigten nur der
Ausdruck P(Ql n Qg) o P(Ql n QQ) = P(Ql n QQ) iibrig.
(v) folgt direkt aus (i), denn (P(Q2\Q1)1, 1) = | P(Q2\Q1)7|? > 0. O

Jedem projektionswertigen Mafi kénnen wir eine projektive Aufiésung der Identitdt 1
zuordnen via

P(A) = P((~o0,A]).
Diese erfiillt die Eigenschaften
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(i) P()) ist eine orthogonale Projektion fir alle A € R.

(i) P(\1) < P(ho) fiir Ap < Ao
(iii) P() ist rechtsseitig stark stetig, d.h., s —limy ;x P(\,) = P(X).
(iv) s —limy,_co P(A) =0 und s - limy 400 P(N) = L.

Weiter erhalten wir fiir ¢, p € H durch

() = (P(Q)9,9) = | P(2)y[ (3-3)

bzw.
H,0(S2) = (P, ©)

zwei Borel-Mafle. Letzteres ist komplex und kann vermittels der Polarisationsformel
(Lemma 3.1.1) aus py, hergeleitet werden. Beide Mafle sind endlich, denn p,,(R) = |[¢||* <
oo und g, (R) < [¢||#| nach Cauchy-Schwarz.

Sei B(R) der Raum aller Borel-messbaren, beschrédnkten Funktionen, versehen mit der Su-
premumnorm | - |«. Da das Produkt zweier beschrankter Funktionen wieder beschrankt
ist und | f|leo = | f] oo, formt B(R) eine C*-Algebra zusammen mit der Involution f ~ f.
Indem wir nun Funktionen aus B(R) beziiglich P integrieren, erhalten wir eine Abbil-
dung ¥ von B(R) nach L£(#). Auch letzterer Raum ist (zusammen mit der Involution
T — T*) eine C*-Algebra, wie wir in Abschnitt 3.1 gesehen haben. Das Schone ist, dass
diese zusétzlichen Strukturen unter ¥ erhalten bleiben.

Satz 3.4.3. Sei P ein projektionswertiges Mafs. Der Operator

U:BR) > L), [~ [ F0)dP()
R

ist ein C*-Algebra Homomorphismus, d.h. ein Homomorphismus zwischen C*-Algebren
mit U(fg) = W(f)V(g) und U(f) =V(f)*, mit Norm 1. Des weiteren gilt fiir beliebige
VY, peH

W0 = [ TN (V). e BR), (3.4)
R

und

(eI = [1FPdus(),  feB(R), (35)
R

Beweis. Sei S(R) die Menge aller Treppenfunktionen iiber R und ¥ zunéchst auf S(R)
definiert durch

n

v)= [ IOIPQ) = S aP@), S = Faixe, <SE)
R J=

Dann lésst sich schnell einsehen, dass (1) =T und ¥(f) = ¥(f)*. Das Produkt zweier

Treppenfunktionen f = Z;Ll ajXQ; und g = 27 @‘XQZ. ist fg= Z}Ll i ajﬁiXanQ,- und
somit

V(fg) = ZZ%@P(Q n() = ZZagﬁzP(Q )P(2) = V()P ().

j=li=1 j=1i=1
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Identitdt (3.4) ist offensichtlich und wegen (P(;)v, P(Q;)v¥) = (¢, P(€; n Q;)¥) = 0
wenn 2; N (); = @, folgt

NgE

(B T = (3 0, P90 P (2)0)

1

o; S @A P(9,), P())

M= 5

j=1 =1
_ ilw ()
= [ 1FO)Pdug(N). (3.6)

%\

Es bleibt zu zeigen, dass |¥|| = 1. Wir haben
v v
N 1 765 B 10511
fes®) Nfleo  pes@ywer [ flleol?]

Nach (3.6) ist |W(f)¥| < | fllool?| und da fiir f =1 Gleichheit angenommen wird, folgt
die Aussage.

Wir kénnen nun W stetig erweitern auf B(R), denn S(R) liegt dicht in B(R). Diese
Erweiterung, die wir wieder mit ¥ bezeichnen, ist eindeutig und besitzt ebenfalls Norm
1. Damit ist alles gezeigte auch fiir Funktionen aus B(R) giiltig. O

Nach der Definition von ¥ ist U(xq) = P(£2). Damit kénnen wir zeigen
(P, ¥(g)e) = (¥ (G - xa - f)®)
[ 95N ().

Q

1 ( £y, w () (§2)

Fiir Treppenfunktionen lésst sich herleiten, dass dann

Ay (), 0(g)p (1) = G dp o (2) (3.7)

und aus der Stetigkeit von ¥ folgt die Aussage wieder fiir alle f, g € B(R).

Im néchsten Schritt mochten wir ¥ auch fiir unbeschriankte Borel-messbare Funktio-
nen definieren. Da im Allgemeinen der Operator U(f) dann ebenfalls unbeschriankt ist,
miissen wir einen geeigneten Definitionsbereich wahlen. Mit Blick auf (3.5) setzen wir

Dy = (v e 1| [ 1f)Pdup(V) < oo},
R

Lemma 3.4.4. Die soeben definierte Menge Dy ist ein linearer, dichter Unterraum von

H.
Beweis. Nach (3.3) ist fiap(\) = [af*py(X) und

boes(N) = PO g+ 912 < [P+ 2 POV [POYE] + [ PO
<2 (\mw ; ||P<A)wu?)

= 2M¢(A) + 2M¢()‘)7
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wobei wir uns erst der Dreiecksungleichung und dann der Youngschen Ungleichung be-
dient haben. Demnach ist Dy ein linearer Unterraum von H. Dichtheit sieht man wie
folgt ein: Zu gegebener Borel-messbarer Funktion f sei O} := {A | |f(A)| < n}. Fiir be-

liebiges ¢ € H liegt dann 1, = P(Q}l)¢ in Dy, denn nach (3.7) ist fR|f|2dﬂwn()\) _
fR|f‘2XQ?du¢(A) < 00. AuBerdem

1% = ¥nl = ¥ (xpnap)¥ ] -0,

denn Xon = XR in L2(R, duy). O

Die Dichtheit von Dy ist wichtig, damit eine eindeutige Adjungierte zu W(f) existiert.
Da wir nun mit unbeschriankten Operatoren arbeiten, miissen wir bei Untersuchungen
auf Aquivalenz immer den Definitionsbereich mit in Betracht ziehen. Wenn 11 = The)
fir alle ¢ € D(T1) und D(711) € D(1»), dann schreiben wir 7} ¢ 75 und nennen 73 eine
Erweiterung von T1. Wenn T € T und T € T, dann sind T; und 15 identisch, in Zeichen
T1 = T5. Bevor wir uns dem néchsten Satz zuwenden, miissen wir noch ¥ auf die Menge
der unbeschrinkten Borel-Funktionen erweitern. Sei

=AM <n} und - fo = xan f.
Da nach dem Satz der monotonen Konvergenz (von Beppo-Levi) f,, = f in L*(R, duy)
fitr ¢ € Dy, gilt [ fn(A) dP(A\) > [ f(A) dP(\) auf D; und wir setzen

wuwﬂgﬂwwuggfnummww{fﬂMMQWm¢a%
R R

D.h. W(f) = [g f(A)dP(X) auf D(¥(f)) = Dy.

Satz 3.4.5. Sei f eine Borel-messbare Funktion. Der Operator
w(f)= [ 1P, D(¥(f)) =D
R

erfillt
Q¥U(f)+BY(g) cV(af+Bg), D(@Y(f)+BY(g)) =Dy

Weiterhin gilt U(f) = U(f)* und
012 = [IFO)Pdus(V)  sowie  (9(£)0.0) = [ FON)dpg (M)
R R

fiir 1 € Dy. Auflerdem

U(f)V(g) c¥(fg),  D(U(f)¥(g))=Dyn Dy,

Beweis. Wir beginnen mit der ersten Aussage. Es ist
D(a¥(f)+p¥(g)) =D(¥(f)) nD(¥(g)) =DynDy

und mit Cauchy-Schwarz lésst sich zeigen, dass Dy N Dy = Djsyg) (wichtig sind hier die
Betragsstriche). Setzen wir

leigl = M F Q)+ lgN) <), fu=xar  found  ga = xap

|f|+\9|g ’

n
gl
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dann gilt U(f,) 5> W(f) und U(g,) > (g). Somit aW( ) BU(g) = limy oo aW(f)i+
BU(gn)Y = limp oo U(afn + Bgn)tp = limn.eo W((af + Bg)x, ) = V(af + Bg) fir
¥ € Diflrigl-

Nun zu U(f) = ¥(f)*. Fir ¢, e Dy = Dy folgern wir

(T, @) = (¥, ¥ (Fe)

aus der Stetigkeit von W, d.h. U(f) c W(f)*. Es bleibt zu zeigen, dass D(¥(f)*) € D;.
Sei dazu ¢ € D(V(f)*) und W(f)*y = Wegen W(f,) =W(f)P(2}) ist

(0, U(F)0) = (U (fa) g, ¥) = (U(F)P(Q])p, ¥) = (9, P(2})E)

fiir ¢ € . Demnach ist W(f, )y = P(2})¢ und folglich

flntQduw = 2 (vl = |P(QDEN® ~ €1
R

fiir n — co. Nach dem Satz der monotonen Konvergenz erhalten wir f € L*(R, dy ), also
1/} € Df

Wir kommen zu den Identitdten (3.5) und (3.4), die wir auf unbeschrénkte Borel-Funktionen
tibertragen wollen. Sei also f unbeschrankt und ¢ € Dy. Wir haben

[ (1 = lim [ W)l = T [ 1) Pdus(0) = [ 1700 P (V)
R R

und wegen f € L' (R, dp,) (denn py, ist endlich), lisst sich (3.4) analog fiir ¢ = v herleiten.
Nun zu der letzten Aussage. Zunéchst nehmen wir an, g sei beschrinkt. Wir nutzen
wieder, dass U(f,) = ¥(f)P(Q2}). Zum einen haben wir P(Q})¥(g)y - ¥(g)y, zum
anderen W(f)P(Q})W(g)v = U(fn)W(9)Y = V(fug)¥ — ¥(fg)¥, wenn 1) € Dy. D.h.
auf Dy gilt U(f)¥(g)y = ¥(fg)y und demnach ¥(g)y € D(¥(f)) (Man beachte, dass
DynDyy =Dy, wenn g beschréinkt ist). Ist nun g unbeschrankt, dann gilt fiir ¢ € DgnDy,
(und Qf und g, definiert wie iiblich):

U(gn)y > V(g)v,  W()U(gn) =W (fgn)V > V(f9)¥,
d.h. auch hier ist ¥(g)1 € D(V(f)) und es folgt die Aussage. O]

Wir kénnen nun, gegeben ein projektionswertiges Mafl P, jeder Borel-messbaren Funk-
tion einen Operator auf H zuordnen. Setzen wir A = U(id) = [ AdP()), dann ist A
selbstadjungiert und wir schreiben statt W(f) auch f(A), motiviert dadurch, dass

n ] n )
\IJ(Z a;\') = Z o A
=0 =0

(wenn man den Definitionsbereich entsprechend anpasst).
Jetzt ist unser Ziel, diesen Prozess umzukehren: Zu gegebenem selbstadjungierten Ope-
rator A suchen wir ein eindeutiges projektionswertiges Maf}, sodass A = [ AdP()\) und

F(A) = Wa(f).

Nehmen wir an, es gibt ein eindeutiges Maf§ Py, sodass A = [ AdP4()). Dieses induziert
wiederum ein eindeutiges Borel-Maf 1, fiir jedes ¢ € H, das wir das Spektralmaf$ zu A
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nennen. Uber die Resolvente Ra(2) = (A-2)"' = [x(A—2)"1dPa()\) definieren wir die
Funktion

Fule) = (Ra@0) = [ (), zep(A) e,
R

Das Integral [p ﬁ dpiy(A) nennen wir Borel Transformierte des MaBles f1,,. Die Funktion
fy besitzt zwei besondere Eigenschaften: Sei z € p(A). Aus der ersten Resolventenidenti-
tat Ra(z2) — Ra(z1) = (22— 21)Ra(22)Ra(2z1) und RA(2)* = Ra(%Z) folgt

3(2)) = 5 (Ra(2)9) - o Ra(2)0))= -4 (Ra(2) -~ Ra(2))9)
= (=D RA()RA())
=3(2)|Ra(2)v ]

Das bedeutet, f, bildet die obere komplexe Halbebene C, = {z € C | J3(z) > 0} auf sich

selbst ab. Eine kurze Rechnung zeigt fy (%) = fy(2) und wegen

lim fo(2) = fulp) _ hm<RA(Z) ~ RA(M)w

p=z Z= p—z z—p

)

ist fy holomorph, denn R4 ( -) ist holomorph. Funktionen mit diesen Eigenschaften haben
einen eigenen Namen.

Definition 3.4.6 (Herglotz-Nevanlinna Funktionen) [Tes09, S. 119]. Wir nennen eine
holomorphe Funktion F:C, — C,, die die obere komplexe Halbebene in sich selbst ab-
bildet eine Herglotz-Nevanlinna Funktion.

Fiir sie gilt:
Lemma 3.4.7 [Tes09, Satz 3.22]. Fine Funktion F ist genau dann eine Herglotz-Nevanlinna

Funktion, die

M
|F(iy)| < — firy >0
Yy
erfillt, wenn F die Borel Transformierte eines endlichen Majfles p ist.

Da ) )
[ e (7
d(z.0(4)) * |imz]

ist fy die Borel Transformierte eines endlichen Mafles ;s und dieses entspricht gerade dem
Spektralmaf f,,. Der springende Punkt ist nun, dass p,, eindeutig durch f, bestimmt
wird und sich mit Hilfe des Stieltjes-Rekonstruktionssatzes durch

[fu(2)] = (Ra(2)¥, ) < [ Ra(2) ][] <

A+6

1o (A) = 1§{8§f€%@ [ (s vie))di

—00

rekonstruieren lisst. Aufierdem lisst sich zeigen 1y (R) < |42 Mit der Polarisationsfor-
mel konnen wir schlielich fiir ¢, ¢ € H das komplexe Maf 1, , bestimmen, sodass

(Ra() 0 = [ 5o dag (V).
R
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Wie konnen wir aus juy , das projektionswertige Mafl P4 gewinnen? Unser Anhaltspunkt
ist die Relation g ,(€2) = (P(2)1, ). Wir definieren zunéchst die Sesquilinearform

SQ(¢aSO):fXQd/lw,go(>‘):l%,cp(Q)-
R

Die zugehorige quadratische Form go (1) = sq(1, ) = 114, (€2) ist nichtnegativ, folglich ist
nach Lemma 3.1.2

Iso(v, )] < () 2a(9)? = pp(2) ()7 < |9 lo].-

Das Funktional ¢ — sq(p,1) ist also fir jedes © ¢ B und v € H beschrankt. Sei 2 c B
fest aber beliebig gewéhlt. Nach dem Darstellungssatz von Fréchet-Riesz existiert zu
jedem 1 € H ein eindeutiges y, € H mit so(p,¥) = (¢, yy). Sei P(2) der Operator,
der v auf y, abbildet, dann ist dieser offensichtlich auf ganz H definiert und somit
beschréankt. Insbesondere gilt (P4(2)1, @) = sa (1), ©) = iy, (2), des weiteren ist Pa(£2)

selbstadjungiert, denn (Pa(2)1, ) = s (¥, ¢) = sa(p,¥) = (Pa()p, 1) = (¢, PaA(Q)p).
Satz 3.4.8. Die Abbildung Pa:B — L(H), Q — Ps(R) ist ein projektionswertiges Mayf.

Beweis. Zuerst zeigen wir P4 (21)Pa(22) = Pa(Q1 n Q). Aus der ersten Resolventeni-
dentitat kénnen wir folgern

1 duw @()\)

-z _ZQ

(RaCen)Ratenie) = o [ o - 5oy e = [ 5

Zugleich ist
(Ra(2)Ra(:1)09) = (Raea) Ra()e) = [ 57— ditvura(ens V)
R

und damit duy, g, z5)e(A) = (A= z9) " dpy o (N). Also
[ 5 Ao = (Ra(2) PA)S,9) = (Pa©), RaG)0) = [ o i (V).
R R
was wiederum impliziert diip, yyp,o(A) = X dpy,o(A). Ergo

(P(0)P(Q2), ) = f X X Ao (A) = f X Qs A, (A) = (P(Q1 N Q2)1, ).
R R

Setzen wir Q1 = Qo, dann sehen wir, dass P4 (1) eine Projektion ist. Selbstadjungiertheit
haben wir schon gezeigt, damit sind die P4(2) orthogonale Projektionen.

Um P4(R) =1 zu zeigen, brauchen wir nur nachzuweisen, dass ker(P4(R)) = {0}. Sei
Y € ker(P4(R)), dann wire wegen 0 = (Pa(R)¢, @) = [p xR dpy.o(A) = pyo(R) auch
(RA(2)9,¢) =0 und folglich ¢ = 0.

Zum Schluss zeigen wir starke o-Additivitdt. Sei = U2, 2 mit Q; n € = @ fir ¢ # 5.
Aus der o-Additivitat von gy, , folgt, dass P4 schwach o-additiv ist, denn

§<PA<ﬂj>w,so i () > (@) = (PQirg). et
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Des weiteren gilt
DAPA(Q)0,0) = 3 1Pa(Q)]1? = 13 Pa(2))¢,
j=1 j=1 J=1

denn P4 (;)1 und P4 (£2;)% sind fiir j # ¢ orthogonal zueinander. Folglich

(Pant,¥) = [Pant* = |Pa()?

mit Pa, = Y7 Pa(€;) und somit limsup|| Y7 Pa(Q;)9| < [Pa(22)]. Das impliziert
nach Lemma 3.1.3 (ii), dass P4 sogar stark o-additiv ist. O

Damit haben wir gezeigt:

Satz 3.4.9 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren). Zu jedem selbstadjungierten
Operator A gibt es ein eindeutiges projektionswertiges Maf$ P, sodass

A= [ XdPs()).
/

Zu Beginn dieses Kapitels hatten wir angedeutet, dass A als Integral iiber o( A) dargestellt
werden kann. Tatséchlich ist R n p(A) eine P4-Nullmenge, wie die néchsten zwei Sétze
zeigen werden.

Satz 3.4.10. Das Spektrum von A entspricht
g(A)={NeR|Pa((A-€g,A+¢)) #0, Ve >0}.

Beweis. Wenn P4 () # 0 fiir Q, = (Ao - %, Ao + %), dann ist das Bild von P4(,) ein
echter Unterraum von H und wir konnen ein ¢, € Ran(P4(,)) finden mit [, | = 1.
Wegen

104 = 20)6l = 1A= X) Pa(2)n P = [ (A= 2000, () diag, (V) <
R

ist Ao approximativer Eigenwert von A, d.h. Ag € o(A).
Nehmen wir dagegen an, dass Pa((Ao—¢,Ag+¢)) =0 fir € klein genug, dann ist (A - Xg)
invertierbar. Wir setzen f(A) = Xg\ (xg—z,ng+¢) (A) (A = Ao)7!, dann ist

(A=20)Wa(fe) =Va((A=20)fo(A) = Va(RN(Ag—€, Mg +¢€)) =1
und ebenso folgt (V4(f:)(A - Ag) = L. Folglich Ay € p(A). O
Als direkte Konsequenz erhalten wir wie versprochen
Satz 3.4.11. Es gilt PA(Rnp(A)) =0.

Beweis. Ist A €e Rn p(A), dann gibt es ein offenes Intervall Iy, sodass P4(Iy) = 0. All
diese Intervalle zusammengenommen bilden eine offene Uberdeckung von R n p(A), aus
der wir eine abzihlbare Teiliiberdeckung (J,,)nen Wihlen kénnen. Um eine Uberdeckung
disjunkter Mengen zu erhalten, setzen wir €, = Jn\(Um<n Jm). Nun gilt Rnp(A) =
Un Qn, sowie P4(€,) =0 fir alle n € N und es folgt mir der starken o—Additivitit, dass
Ps(Rnp(A))y =0 fiir alle 1) € H. O
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Damit folgt sofort, dass Pa(c(A)) =1, sowie Wa(f) = P(0(A))Va(f) = ¥(Xoca)f), d.h.
A= f AdP4(N).
a(A)

Zuletzt mochten wir das Spektralmaf} p,, fiir den Fall, dass v Eigenvektor von A zum
Eigenwert \g ist, explizit berechnen. Wir haben dann

0=1(A=20)l2 = [IA= 2ol iy (N).
R

Da |A = Ao[? > 0 auf ganz R\{)\o}, muss py(R\{\o}) = 0 gelten. Wegen

ol 9] = [ Av|* = fIIAIQd/w(A) = Moy ({20}),
R

folgt 105(2) = |9 *x2, ().
Im tibrigen gilt Ran(P4({Ao})) = Ker(A-X\p). Denn wenn ¢ € Ran(P4({\o})), dann gilt
¥ = P4({\o})¥ und somit

[(A=20)9[* = (A= Xo) Pa({Ao})¥[* = 0.

Ist nun ¢ € Ker(A - o), dann ist wegen p,(2) = [1]%xx, (22)

(Pa({Mo v, ¢) = (¥, ),

folglich ¢ = Pa({A\o})¢.

3.4.1 Zerlegung der Spektralmafle

Wir wissen, dass sich das Spektrum eines selbstadjungierten Operators A in ein konti-
nuierliches Spektrum und ein Punktspektrum aufteilt. Wir kénnen das Spektrum von A
aber auch mit Hilfe des Spektral-Mafes j1,, charakterisieren. Dazu folgende Definition.

Definition 3.4.12 [Tes09, S. 331]. Seien p und v zwei Mafle auf dem Mafiraum (X, ).
Wir nennen p singulér beziiglich v, in Zeichen p 1 v, wenn es eine messbare Menge M
gibt, sodass (M) =0 und v(R\M) = 0. Dagegen nennen wir u absolut stetig beziiglich
v, in Zeichen p < v, wenn v(M) = 0 impliziert, dass u(M) = 0.

Wir werden ohne Beweis den nachfolgenden Satz verwenden.

Satz 3.4.13 (Zerlegungssatz von Lebesgue) [Tes09, Satz A.39]. Seien p und v zwei
o-endliche Mafe auf dem Mafiraum (X,X). Dann gibt es eine eindeutige Zerlegung p =
Wac+ ths von 1 in das Maf pige, dass absolut stetig bzgl. v ist und das Maf$ us, das singuldr
bzgl. v ist.

Ist v das Lebesgue-Maf, dann kénnen wir ps noch weiter aufteilen in ein singular stetiges
MaB fi5c und ein reines Punktmaf g, [Tes09, S. 115]. Jedes Punktmaf ist von der
Form pi,, = Y; b;id,, flir eine hochstens abzahlbare Folge von reellen Punkten aq,as, ...
(und offensichtlich singulér bzgl. des Lebesgue-Mafes). 5. ist dann ein MaB, welches auf
iberabzahlbaren Lesbegue-Nullmengen lebt (man denke z.B. an die Cantor-Menge).
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Da wir jedem v € ‘H ein Spektralmafl zuordnen kénnen, lasst sich auch der Hilbertraum
‘H in drei Teilrdume zerlegen. Wir definieren

Hae = {1 € H | py ist absolutstetig bzgl. des Lebesgue-MaBes},
Hse = {1 € H | 1y ist singulérstetig bzgl. des Lebesgue-Mafles},
Hpp = {1 € H | j1y ist ein reines Punktmaf}.

Tatséchlich gilt H = Hqe @ Hoe ® Hpp [Tes09, Satz 3.17], d.h. jedes Element ¢ € H kann
dargestellt werden als Summe ¢ = Qqc + Pse + Ppp Mit Quq € Hyy fiir 2z € {ac, sc,pp}. Ist
@ =Y, a;1; Linearkombination von Eigenvektoren v; von A mit zugehorigen Eigenwerten
Ai, dann ist wegen gy, = [1;20), und der paarweisen Orthogonalitéit der ;

2 2
po = Yol 4],
K3

D.h. ¢ € H,p,. Andersrum lésst sich schnell einsehen, dass wenn p, reines Punktmaf ist, ¢
Linearkombination von Eigenvektoren von A ist. Trotzdem gilt im Allgemeinen lediglich
U(A|pr) =0,(A) [Tes09, S. 115].
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4. Einfihrung in die Quantenmechanik

Das Folgende ist eine Zusammenfassung von [Tes09, Abschnitt 2.1].

In der klassischen Mechanik kénnen wir zu jedem Zeitpunkt den Aufenthaltsort x und
Impuls p eines makroskopischen Teilchens bestimmen, wenn wir die Anfangswerte xg, pg
und die Krafte kennen, die auf dieses Teilchen wirken. Die moglichen Zustdnde eines Sys-
tems werden durch Vektoren (z,p) € R?" beschrieben, und durch Losen der Newton’schen
Bewegungsgleichung erhalten wir eine (nummerisch approximierte) Kurve {(z¢, p)}sr,
in R?", die die zeitliche Entwicklung des Systems beschreibt [vD21, Abschnitt 2.6]. Be-
trachten wir Systeme, deren Groflienordnung der von Atomen oder kleineren Partikeln
entspricht, dann kénnen wir nur noch Wahrscheinlichkeiten angeben, wie eine Messung
ausfallen wird. Die méglichen Zusténde in quantenmechanischen Systemen sind folglich
Funktionen 1 (z) € L?(R™), sodass |¢)(x)|? eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf R™ ist. All-
gemeiner formuliert (1. Axiom der Quantenmechanik): Der Phasenraum ist ein komplexer
Hilbertraum #, und die moglichen Zusténde sind alle Elemente ¢ € H mit ¢ = 1.

In der Quantenmechanik werden messbare Grofien a als Observablen bezeichnet und ih-
nen wird ein linearer Operator A auf H zugeordnet. Dabei ist ,,observabel“ nur, ob ein
bestimmtes Ereignis eintritt oder nicht, wir kénnen nicht feststellen, welches der mogli-
chen Ereignisse gerade eintritt. Z.B. kénnen wir messen, ob ein Partikel in R? sich gerade
in dem Gebiet 2 aufhélt oder nicht. Kennen wir den momentanen Zustand ), dann
kénnen wir den Erwartungswert fiir den Ausgang der Messung bestimmen durch

Ey(xn) = [ [0(@)Pde.
Q

Wir sehen, dass xq der zu unserer Messung zugehorige Operator ist. Im Allgemeinen
kénnen wir den Erwartungswert einer jeden Observablen a, wenn sich das System im
Zustand 1 befindet, bestimmen via

Ey(A) = qa(¥) = (Av, ).

Das wird u. a. im dritten Axiom der Quantenmechanik postuliert, zusammen mit der
Forderung, dass (A,1) immer reell sein muss (denn Messwerte diirfen nicht komplex
sein). Der Operator A muss nicht beschriankt sein, was die Wahl von 1 einschrankt.
Damit die Einschrinkung so gering wie mdglich ist, fordern wir, dass der Operator A
einer jeden Observable a maximal definiert ist und sein Definitionsbereich dicht in H
liegt. Man kann zeigen, dass ein jeder solcher Operator A selbstadjungiert ist. D.h.,
Observablen korrespondieren zu selbstadjungierten Operatoren.

4.1 Der Hamiltonoperator

Sei © eine offene, beschriankte Menge mit Lipschitz-Rand und M = Q. Der Hamiltonope-
rator ist von der Form

H:=—A+V, D(H) = C(Q) c L*(Q),
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mit A = Y7 5% dem Laplace-Operator und V:R"™ > M — K einem Potential, das als Mul-

tiplikationsoperlator fungiert. Weiter bezeichnet m > 0 eine Masse und h das Planck’sche
Wirkungsquantum. Der Einfachheit halber setzen wir im Folgenden immer A = 1 und
1

mzi.

Der Hamiltonoperator ist der Observablen zugehorig, die die Energie eines Zustands
misst, daher miissen wir sicherstellen, dass H oder eine seiner Erweiterungen,selbstadjungiert
ist. Es wird unser erstes Objektiv sein, zwei selbstadjungierte Erweiterungen von H zu
bestimmen, die uns dann durch die ndchsten Kapitel begleiten werden.

Abhiingig von der Wahl von V gestalten sich unsere Uberlegungen und Resultate sehr
verschieden; wir mochten es uns einfach machen und verlangen, dass V reell, nichtnega-
tiv und f. ii. beschréankt ist. Auch alle anderen Funktionen seien im Folgenden reell. Wir
beginnen damit, die Symmetrie von H auf C§°(€2) nachzuweisen.

Anmerkung 4.1.1. Um die Lesbarkeit zu erhhen, schreiben wir |z| statt ||z|g» und
x -y statt (x,y)gn fiir z,y € R™.

Nach dem Satz von GauB-Green gilt fir ¥, ¢ € C5°(Q)

(H, p) f(—A¢)¢+V¢s0dm

Q

[VQ/)-Vgodx—/l/)(Vgo-u)da+fvwgod:c

Q o0 Q

- [ Ve -vesVepds, (4.1)
Q

wobei V- v die Ableitung von ¢ in Richtung der Normalen v von 02 bezeichnet [MK22,
Satz B.7.]. Das Integral iiber 0 entfillt, da Funktionen aus C5°(£2) auf 0Q immer
verschwinden. Eine dhnliche Kalkulation zeigt

(W, He) = [ V- Vs Vispda, 1,0 CR(Q), (42)
M

demnach ist H auf C§°(€Q2) symmetrisch. H ist aber nicht selbstadjungiert, denn (4.1)
und (4.2) sind ebenso giiltig, wenn 1 € C5°(Q2) und € H?(Q2), d.h. H?(Q) c D(H*). Mit
etwas mehr Aufwand lisst sich zeigen, dass D(H*) = H?(Q) [Tes09, §7.1-§7.3]. Da

(H0) = [I96P 4+ VePde>0, Ve CE (@),
Q

ist H ein nichtnegativer Operator (siche Definition 3.1.4) und besitzt gliicklicherweise
selbstadjungierte Erweiterungen [RS87a, S.137/141]. Unter diesen gibt es eine Besondere,
die sogenannte Friedrichs Erweiterung. Sei

a(,9) = (H,0) = [ V6-Vor Vipds,  peC(Q)
Q

die quadratische Form von H und § ihr Abschluss. Dann ist die Friedrichs Erweiterung
H die eindeutige selbstadjungierte Erweiterung, deren quadratische Form § entspricht.
Wir kénnen den Definitionsbereich Q(H) von ¢, den wir auch Formdefinitionsbereich von
H nennen, explizit angeben (was die Abschliefbarkeit von ¢ beweist). Er entspricht der
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Vervollstandigung von D(H) = C5° () bzgl. des Skalarprodukts (-,-) i = (-,-) +¢(+,-), und
ist, wie sich zeigen ldsst, eine Teilmenge von H [RS87a, Satz X.23]. Man beachte, dass
(+,-) g nur dann ein Skalarprodukt ist, wenn ¢ die quadratische Form eines nichtnegativen,
symmetrischen Operators ist.

Folgender Satz liefert uns den Definitionsbereich von H.

Satz 4.1.2 (Friedrichs Erweiterung, fir v =0) [Tes09, Satz 2.13]. Sei H ein symmetri-
scher, nichtnegativer Operator. Dann gibt es eine selbstadjungierte Erweiterung

Hy=H*,  D(H)=D(H")nQ(H),
die ebenfalls nichtnegativ ist. Auferdem ist H die einzige selbstadjungierte Erweiterung
mit D(H) c Q(H).

Um D(H) zu bestimmen, miissen wir demnach Q(H) berechnen. Das ist schnell getan,
denn wegen

913y < [ 190 + (V4 1062 o < (1V oo + D13
Q
sind die Normen |- | und |- [ g1(ar) dquivalent auf L*(Q) und folglich Q(H) = H} ().
Also D(H) = H*(Q) n H} ().
Wenn V = 0, dann schreiben wir H = ~Ap und nennen —Ap den Dirichlet Laplace
Operator. Der Name kommt daher, dass —Ap der Abschluss des Operators —A mit

D(-A) ={f e C™(M) | flpq =0}

ist (vorausgesetzt 0f) ist regulér genug) und das sind gerade alle Funktionen in C*(M),
die einer Dirichlet-Randbedingung geniigen. Wenn V' # 0, schreiben wir H = -Ap + V.

Die Erweiterung —Ap + V ist nicht die einzige selbstadjungierte Erweiterung von H,
wohl ist sie aber die einzige Erweiterung, dessen quadratische Form auf H&(Q) definiert
ist. In diesem Sinne mochten wir noch eine weitere selbstadjungierte Erweiterung von H
einfithren: Es sei Hy = ~Ax + V der eindeutige, selbstadjungierte Operator auf L?(Q)
mit der quadratischen Form

av(,9) = [ VY-V Vippda,
Q

definiert auf H'(Q). Diese Definition verlangt zweierlei von D(Hy ). Einmal muss fiir alle
Y e D(Hy) gelten

[ vy -vydo=o.
oN

Zugleich muss der Abschluss von D(Hy) bzgl. der H' Norm dem Raum H'() entspre-
chen. In diesem Fall ist —Ap der Abschluss des Operators —A auf

D(-A)={feC®(M)|Vf-v=0auf 00Q}.

Auch hier muss der Rand 0f2 hinreichend regulér sein. Wenn wir keine Forderung an
den Rand stellen, dann wird es schwierig, iiberhaupt eine Neumann-Randbedingung zu
formulieren (oder den Satz von GauB-Green anzuwenden). Das ist der Grund, warum
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—Apn +V tber die quadratische Form definiert wird, das sichert uns Unabhéngigkeit von
09 [Fir Neumann und Dirichlet Laplace Operator sieche RS87b, S. 263f].

Den Definitionsbereich von Hpy werden wir diesmal nicht explizit berechnen, er spielt
fiir uns auch gar keine Rolle, denn alle wichtigen Eigenschaften lassen sich aus dem
Formdefinitionsbereich ableiten. Das gleiche gilt im {ibrigen auch fiir Hp.

4.1.1 Positivitat des kleinsten Eigenwerts

Es sei H = —Apy + V. Wir mochten nachweisen, dass der kleinste Eigenwert von H echt
groBer Null ist, wenn V' nicht das Nullpotential ist. Dafiir zeigen wir zunéachst, dass
das Spektrum von H diskret ist. Dabei hilft uns das Min-Max Prinzip, das Figenwerte
unterhalb des essentiellen Spektrums charakterisiert. Unsere ersten Uberlegungen gelten
fiir alle nichtnegativen und beschrinkten Potentiale V'; die Forderung, dass V # 0 f. .,
wird erst zum Schluss von Bedeutung sein.

Satz 4.1.3 (Min-Max Prinzip) [RS87b, Satz XIIL.1]. Sei A selbstadjungiert und von
unten beschrinkt. Wir setzen

En(A)=sup

inf (A, 1)),
P15y YEU (Y1, %n-1)

wobei P, ..., n_1 € L*(Q) und

UW1,...,00m) ={ e D(A) | |¢] = 1,9 € Span{t, ..., m} ).

Fiir festes n gilt entweder:

1. Es gibt n Eigenwerte (entsprechend ihrer Vielfachheit gezihlt) unter dem essentiel-
len Spektrum und E, (A) ist der nte Eigenwert (Vielfachheit mitgezihlt) oder

2. E,(A) ist die kleinste obere Schranke des essentiellen Spektrums, d.h. E,(A) =

inf{\ | X\ € 0¢ss(A)}. In diesem Fall gilt E,, = Ep41 = Epy2 = ... und es gibt mazimal
n — 1 Eigenwerte (entsprechend ihrer Vielfachheit gezihlt) unter dem essentiellen
Spektrum.

Das Min-Max Prinzip behélt seine Giiltigkeit, wenn wir den Definitionsbereich D(A)
durch den Formdefinitionsbereich Q(A) und entsprechend den Ausdruck (A, ) durch
die quadratische Form von A ersetzen [RS87b, Satz XIII.2]. Das bedeutet fir H im
speziellen

: 2 2
EnlH) Pt pea( i, f IVl + Ve de.
peSpan{tn,...hn-1}*

Wir verwenden das Sandwich Lemma, um nachzuweisen, dass E,,(H) — co. Wir machen
uns dafiir zunutze, dass das Spektrum des Neumann Laplace Operators —Ay auf dem
Hyperwiirfel (-a,a)™ c R™ fiir a € R explizit berechenbar ist; es besteht in diesem Fall
aus einer Folge von Eigenwerten, die gegen +oo konvergiert [RS87b, S. 266]. Wéhlen wir

x,y € R" so, dass X = (—z,z)" c M c (-y,y)" =Y und setzen

VA(wla" aqu) = {w € Hl(A) | qub” = 1’¢ € Span{wlw" 7wm}l}>
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dann gilt

E,/(H)= sup inf [|w|2+v¢2dx
Uiy Pn- 11/15‘/0(1!11: Pn-1)

77777

= Eg(—AN)-
Zugleich
EY(H) < Sup inf f|V1/)|2 + ||V eot)? da:
o1 VEVX (Y150 9Pn-1)
- Ef(—AN +V]eo).
Wegen

(AN +[V]eo) ={p+ [Vl]oo [ e o(-An)}
konvergieren beide EY (-Ay) und E:X (~Ax+|V o) (uneigentlich) gegen +oo fiir n — oo.
Folglich ESY(H) — oo und das Spektrum von H besteht aus abzihlbar vielen Eigenwerten
u1 < pe < ... Nach [RS87b, Satz XII1.64] bilden die zugehorigen Eigenvektoren dann eine
Orthonormalbasis von L?().

Es lassen sich also alle Eigenwerte von H (entsprechend ihrer Vielfachheit gezdhlt) mit
Hilfe des Min-Max Prinzips charakterisieren, insbesondere gilt fiir den kleinsten Eigen-
wert

By(H) =info(H) =  inf fv 2, Vo2 da. 43
) <ito (= [ eve (1)

Es gibt eine besondere Eigenschaft des Eigenraums €;(H) von Ej(H), die wir ohne
Beweis verwenden werden: Es gibt einen positiven Vektor ¢, sodass Hy = F1(H )y und
¢ (H) ={tp|teR}. D.h. E1(H) ist ein einfacher Eigenwert und der zugehorige normier-
te und positive Eigenvektor ist eindeutig [RS87b, Satz XII1.49; Problem 99]. Diese Eigen-
schaft, zusammen mit Identitdt (4.3), erlaubt eine explizite Berechnung von E;(-Ay)
und €;(-Ay). Es gilt [,|Ve[*dz >0 fiir alle 1) € H'(Q) und [,|Vi[* dz = 0, wenn v eine
f. 1. konstante Funktion ist. Daher F1(-Ax) = 0. Da der zugehérige Eigenraum eindi-
mensional ist, konnen in ihm einzig f. ii. konstante Funktionen liegen. Fiir die positive,
normierte Funktion ¢, die in diesem Eigenraum liegt, muss gelten

flcpIde = p’u(M) =1,

dh. @2 = L Somit € (~Ax) = (t/\/a(M) | ¢ € R},
Um nun zu zeigen, dass E1(H) =info(H) > 0, wenn V # 0, betrachten wir die Abbildung
[0,1] 5t > info (AN +tV). (4.4)

All unsere vorherigen Aussagen treffen offensichtlich auch auf den Operator H; = -Ax +
tV,t € [0,1], zu. Folglich entspricht inf o(H;) dem kleinsten Eigenwert Ey(H;) von H;.
Die Abbildung (4.4) ist lipschitzstetig, denn

linf o (~Ap + 12V —inf o (~Ap + V)]

< 2itV VoI? + 1 V?) de
|wH1(ﬂ)w1f| WP+ 0V~ (Ve + 0 Vy?) daf

< [V]|oolta - t]-
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Nach dem Satz von Rademacher ist sie damit f. {i. differenzierbar. Sie ist dazu monoton
wachsend, wie sich mit (4.3) schnell einsehen ldsst und da inf o(Hp) = 0, reicht es nach-
zuweisen, dass die Ableitung von (4.4) fiir ein ¢ € [0, 1] strikt positiv ist. Dazu verwenden
wir den Satz von Feynman [Fey39], der eigentlich physikalischer Natur ist und in etwa
Folgendes besagt: Es sei A ein Parameter, der den Zustand eines (quantenmechanischen)
Systems beeinflusst und es bezeichne () den Zustand zu gegebenem \. Entsprechend
bezeichne H) den Hamiltonoperator und E()\) das Energieniveau des Systems in Ab-
hingigkeit von A\. Wenn nun, egal welches A wir wéhlen, ¢(\) immer Eigenfunktion von
H) zum Eigenwert F()) ist (d.h. die Energie des Systems dndert sich zwar mit A, nicht
jedoch mit der Zeit), so gilt die Beziehung

e cy-L e

Sei nun ¢ (t) der (eindeutige) normierte und positive Eigenvektor zum Eigenwert inf o ( H;)
- (t) ist also ein Zustand - dann haben wir genau diesen Fall vorliegen, denn Hy)(t) =
inf o (H; ) (t) fiir alle ¢ € [0,1]. Daher

dinf o(Hy)
dintoti) _ - [7® 00 D1y .
Num ist dH, A % A |4
L (Bt (V) = (A tV)
dt -0 €

und wir kénnen schlieflen, dass im Punkt ¢ =0

dinO'(Ht)

o h-o Qf 2(0)Vip(0) da

—mﬂf\/daj.

Ist V nicht das Nullpotential, dann gibt es eine Menge positiven Mafles auf der V' > 0,
folglich [,V dz >0 und damit ist in ¢ = 0 die Ableitung von (4.4) strikt positiv.

Die Positivitédt des kleinsten Eigenwertes ldsst sich auch fiir H = ~Ap + V herleiten. Da
in diesem Fall der kleinste Eigenwert von Hy = —Ap schon echt gréfier Null ist, reicht es
nachzuweisen, dass F1(H) > E1(Hy), was sofort mit (4.3) folgt.

4.1.2 Existenz und Eindeutigkeit von schwachen Losungen
Dieser Abschnitt orientiert sich an [Eval0, 6.1.2.& 6.2.1.].
Wir betrachten die partielle Differentialgleichung
Hy=f auf Q, feC(Q), V=0Tf .

=0 auf 0€. (4.5)
Wir haben in den letzten beiden Abschnitten viel mit dem Hamiltonoperator auf Sobolev-
Raumen hantiert, was erlaubt war, weil wir mit seiner quadratischen Form gerechnet
haben. Wenn wir den Hamiltonoperator aber direkt auf eine Funktion anwenden wollen,

so muss diese mindestens in C?(£) liegen, sonst kénnen wir ihre partiellen Ableitungen
nicht bestimmen. Egal, wie wir den Operator also definieren, klassische Lésungen von

29



(4.5) miissen immer in C2() liegen. Um uns von dieser Einschrinkung zu befreien,
fiihren wir einen verallgemeinerten Losungsbegriff ein, den der schwachen Lésungen. Die
Idee besteht darin, nicht mehr Gleichheit von Funktionen, sondern von Funktionalen zu
fordern. Ist f € L*(Q) und ¢ € C§°(Q), dann sind (Hv,-) und (f,-) zwei beschrinkte
Funktionale auf L2(€2) und sie sind dquivalent, wenn auf einem dichten Teilraum D c
L3(Q) gilt

(H,€) = (f,€),  veeD. (4.6)

Die Funktionen in D nennen wir Testfunktionen. Wéhlen wir D = C§°(€2), dann wissen
wir bereits

<Hw,£>=[vw-vs+vwgdx, vEeD.
M

Dieser Ausdruck ist auf ganz 1) € H'(Q) definiert. Wenn wir also Gleichheit von Hv
und f im Sinne von (4.6) fordern, dann sind alle Funktionen aus Hg () (hier wurde die
Dirichlet-Randbedingung beachtet) mogliche Losungen von (4.5); eine erhebliche Verbes-
serung zu vorher.

Definition 4.1.4 (schwache Lésung). Wir nennen v € H}(M) schwache Lésung von
(4.5), wenn f € L2(M) und

fvw-vg+v¢gdx:ff§da:, vE € O (M). (4.7)
M M

Wie letztendlich die schwache Losung definiert wird, héngt von der gegebenen Differenzi-
algleichung und dem zugrunde liegenden Raum ab. Wiirden wir z.B. L?(2) durch L?(R™)
ersetzen, so brauchten wir keine Randbedingung mehr und wiirden alle ¢ € H'(R"), die
(4.7) erfiillen, schwache Lésungen nennen.

Wir wenden uns der Eindeutigkeit schwacher Losungen zu. Die quadratische Form ¢( f, g) =
JoVf-Vg+V fgdx ist ein Skalarprodukt auf H&(Q) Da zum einen

qa(f,9) <max(L, | V] ){f. 9)rrr (o) < max(L, [V]eo) | flr(oylglmroy, fr9€Hs(Q),

und zum anderen inf o (H) >0, d.h. (siehe (4.3)) es gibt ein § > 0, sodass

ist die Norm |- ||, induziert durch ¢ &quivalent zu |- | z1(q). Demnach ist (HLHQ), |1l
ein Hilbertraum und nach dem Darstellungssatz von Fréchet-Riesz existiert zu jedem
f e L?(Q) ein eindeutiges n € L?(£), sodass

(£.€)=a(n,&), VE&e Hy(Q).

Damit gilt die Aussage erst recht fiir alle £ € C3°(2) und wir haben die Eindeutigkeit der
schwachen Loésungen von (4.5) gezeigt.

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass die Eigenvektoren von Hp = —-Ap+V (bzw.
Hy = -Apn +V) eine Orthonormalbasis von L?(£2) bilden. Da der Definitionsbereich von
Hp (bzw. Hy) auch Funktionen enthélt, die nicht differenzierbar (im klassischen Sinne)
sind, ist die Gleichung Hp = Ev (bzw. Hyt = Ev) im schwachen Sinne zu verstehen.
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4.2 Zeitentwicklung

Die zeitliche Entwicklung eines quantenmechanischen Teilchens wird beschrieben durch
die Schrodinger-Gleichung

_h_2A¢(t x)+ V(x)Y(t,x) = ihﬁw(t x) (4.8)
2m ' O e T .

wobei ¢(t,z) € H den Zustand des Systems zum Zeitpunkt ¢ € R, bezeichnet [Son20, S.
23]. Wir konnen (4.8) mit Hilfe des Hamiltonoperators umformulieren zu

Ho(t) = i50(1) (4.9)

Diesmal ist ¢:R, — H als Funktion aufzufassen, die jedem Zeitpunkt ¢ einen Zustand
Y (t) € H zuordnet. Bevor wir das Losen der Gleichung angehen, wollen wir vorerst iiber-
legen, welchen Gesetzen die Zeitentwicklung eines quantenmechanischen Systems unter-
liegen sollte. Dazu dient wieder [Tes09, Abschnitt 2.1] als Vorlage.

Der Zustand eines Systems sollte zu jedem Zeitpunkt ¢ eindeutig sein, vorausgesetzt wir
kennen den Anfangszustand ¢(0). Es gibt also einen injektiven Operator U (t), sodass

P(t) = U()(0).
Aus der Eindeutigkeit folgt auflerdem
U)=I und U(t+s)=U(t)U(s).

Uberlagern wir verschiedene Anfangszustinde, z.B. 1(0) = a111(0) + a12(0), so haben
Experimente gezeigt, dass diese sich gegenseitig in ihrer Zeitentwicklung nicht beeinflus-
sen - das nennt man auch Superpositionsprinzip - d.h. ¥(t) = 11 (t) + agipa(t). U(t) ist
folglich linear. Wegen

U@L =@ =1 $(0)eH

sind die U(t) sogar unitér. Eine Familie {U(t) }r, unitdrer Operatoren mit den aufge-
listeten Eigenschaften nennt sich Fin-Parameter-unitire Gruppe. Da sich Systeme immer
kontinuierlich mit der Zeit verdndern, fordern wir noch

Jim Ut)y=U(to)y,  eH,

d.h. die Ein-Parameter-unitédre Gruppe ist stark stetig. Ohne grof§ auf die Hintergriinde
einzugehen, wollen wir erwdhnen, dass solche Gruppen einen infinitesimalen Erzeuger
besitzen. Der infinitesimale Erzeuger wird definiert durch

Hip = lim E(U(e) ~I)p, D(H):={¢eH|lim E(U(e) — )% existiert}.
e—>0¢ e~>0¢

Das wir den Erzeuger mit H bezeichnen, ist kein Zufall. Der Erzeuger der stark stetigen
Ein-Parameter-unitdren Gruppe {U (%) }cr, ist der Hamiltonoperator H!

Wir kommen nun zuriick auf die Schrodinger-Gleichung (4.9). Nehmen wir einmal an,
H wére eine reelle Zahl, dann ldge eine gewohnliche Differenzialgleichung getrennter
Variablen vor und wir erhielten die Losung

P(t) =1 (0)e M
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zu beliebigem Anfangswert 1(0) € R. Tatséchlich kénnen wir genau denselben Losungsan-
satz verwenden, wenn H ein dicht definierter, selbstadjungierter (unbeschriankter) Ope-
rator ist. Das Funktionalkalkiil dazu haben wir in Abschnitt 3.4 eingefithrt. Demnach

haben wir ' '
e—th _ f G—Mt dP()\)
R

Folgender Satz schléigt einen Bogen zu unseren vorangegangenen Gedanken:

Satz 4.2.1 [Tes09, Satz 5.1]. Sei H selbstadjungiert und U(t) = e"*Ht. Dann ist U(t)
eine stark stetige Ein-Parameter-unitire Gruppe und H ihr infinitesimaler Erzeuger. Des
weiteren sind U(t) und H unitir dquivalent.

Die unitéire Aquivalenz stellt u.a. sicher, dass U (¢)1(0) € D(H ) fiir jedes t € R,. Demnach
ist die Funktion 1 (t) = e#%)(0) eine Losung der Schrédinger-Gleichung zu beliebigem
Anfangswert ¢(0) € H. Man kann sogar zeigen, dass dies die einzige Losung ist [Tes09,
Lemma 5.2].

Wir untersuchen die Funktion U(¢)%(0) in Abhéngigkeit von der Wahl von (0). Ist
1 (0) Eigenvektor von H zum Eigenwert \g, dann gilt

(W0, (0)) = [ € dpuyoy (V)
R
e—i)\ot

(¥(0),e""(0)),
d.h. e7#te)(0) = et (0). In diesem Fall gilt offensichtlich
Ei(A) = (¥(1), Ay (1)) = (1(0), A(0))

fiir jede beliebige Observable A, d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmter Mess-
wert vorliegt, ist fiir Zustdnde, die Eigenfunktionen von H sind, zu jedem Zeitpunkt
dieselbe. Analog kann man zeigen

e Mp(0) = Y- aie” My,
ini

wenn g = vy ;1 endliche Linearkombination von Eigenfunktionen ; mit H1; = A\j;
ist. Wir erinnern daran, dass solche Vektoren sowie Vektoren, die unendliche Linear-
kombination von Eigenvektoren sind, den Raum #,, bilden. Alle Vektoren, die nicht als
Linearkombination von Eigenfunktionen darstellbar sind, liegen in H.. Insgesamt kénnen
wir iiber die Zeitentwicklung eines Systems mit Anfangswert ¢(0) € H,, oder 1(0) € H,
folgende Aussage tétigen:

Satz 4.2.2 (RAGE-Theorem, angewandt auf die Folge K., = xp(o,n)) [Tes09, Satz 5.8].
Sei H selbstadjungiert. Dann ist K, = X (o,n) eine Folge relativkompakter (Multiplikations-
)Operatoren, die stark gegen die Identitit I konvergiert und es gilt

T

.1 i
Ho= (v e sup Jim — [ Ixpome ol di=0}, (4.10)
neN T'—o0 T 0
Hpp = {9 € # | lim sup||(I - XB(om)e ] =0}, (4.11)
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Anmerkung 4.2.3. Ein Operator K heifit relativ kompakt beziiglich A, wenn KRA(z)
kompakt ist fiir alle z € p(A). Fiir Q ¢ R™ beschréankt ist der Multiplikationsoperator xq
relativ kompakt beziiglich —A [RS87b, Problem 41]. Mit Hilfe der zweiten Resolventeni-
dentitdt Ra,(2) — Ra,(2) = Ra,(2)(A2 — A1)R 4, (z) konnen wir schreiben

xoRu(2) = xaR-a(2) - xaR-A(2)VRu(2).

Die Verkettung eines kompakten und beschrinkten Operators liefert wieder einen kom-
pakten Operator. Da auflerdem die Menge der kompakten Operatoren abgeschlossen
unter Addition ist, ist somit auch xqRp(z) fir alle z € p(H) kompakt.

Aussage (4.10) besagt, egal wie grofi n gewéhlt wird, fiir 7" hinreichend grof} ist die Norm
IXB(0,n)¥(t)| im Durchschnitt iiber ¢ < T kleiner als e. Der Hauptteil der Funktion ¢ (t)
muss sich also aulerhalb von B(0,n) aufhalten, n kann ja aber beliebig grofl sein, d.h.
P (t) ist delokalisiert. In einem delokalisierten Zustand ist die Wahrscheinlichkeit, einen
Partikel an einem bestimmten Ort vorzufinden, iiberall ungefihr gleich groB, da R? sich
aber ins Unendliche erstreckt, geht diese Wahrscheinlichkeit fiir jedes beliebige Gebiet
Q2 c R? gegen 0. Von einer lokalisierten Funktion spricht man dagegen, wenn eine Funktion
auf kleinen Gebieten konzentriert ist und aulerhalb dieser schnell abféllt. Dieser Fall liegt
nach Aussage (4.11) dann vor, wenn 1 € H,,: Zu € > 0 finden wir ein Ny € N, sodass fiir
alle n > Ny

1V(t) = xBon) ()| <e

und zwar gleichméflig fiir alle Zeiten ¢t € R,. Die Funktion ist also hauptséchlich auf dem
Gebiet B(0,n) konzentriert.

Der Fokus der Arbeiten, die hier vorgestellt werden, liegt auf lokalisierten Funktionen.
Wir beschrénken uns im Folgenden also auf Anfangszustande 1(0) € H,,. Da diese Funk-
tionen immer Linearkombinationen von Figenfunktionen sind, werden diese unser Haupt-
betrachtungsgegenstand.
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5. Das effektive Potential des Hamilton-
operators

Wir moéchten einige der Arbeiten vorstellen, deren Ergebnisse notwendig und zuweilen
auch hinreichend fiir die Resultate des Artikels ,, The effective potential of an M-matrix*
[MFT21] sind. So kommt die Idee des effektiven Potentials nicht von irgendwoher, son-
dern wurde durch den Artikel ,Localization via an effective potential“ [ADFJM19] in-
spiriert, verfasst von denselben Autoren (u. a.), die darin erhebliche Verbesserungen der
Abschéitzungen von S. Agmon mit Hilfe der sogenannten Landschaftsfunktion fiir den ex-
ponentiellen Abfall von Eigenfunktionen erzielen konnten. Wir werden noch einen Schritt
vorher beginnen, bei den Resultaten von Agmon.

5.1 Agmons Methode

Wie haben im letzten Abschnitt gesehen, dass Eigenfunktionen des Hamilton-Operators
H lokalisiert sind. Agmon hat eine Methode entwickelt den exponentiellen Abfall der
Eigenfunktionen elliptischer Operatoren der Form

- 390" (2)0; + V (z)*

i’j

(wozu H gehort), mit Eigenwerten unter dem essentiellen Spektrum, nachzuweisen. Ex-
ponentieller Abfall ist im L2-Sinne gemeint. Wir sagen: ¢ € L? besitzt eine L? obere
Schranke, wenn ef¢ e L2, fiir irgendeine Funktion f:R™ — R,. Das bedeutet, ¢ — 0
schneller als e~/ fiir |« - co und in diesem Sinne sprechen wir von (L?) exponentiellem
Abfall [HS96, S.29].

Schon vor Agmon gab es Resultate, z.B. [0’C73, Sim74], die den exponentiellen Abfall fiir
|z]| = oo von Eigenfunktionen ¢ von H nachweisen konnten. Die Abschitzungen waren

im Groben von der Art
f () - el dg < oo,
RTL

fiir eine Konstante o, allerdings nur fiir Potentiale V' die fiir || — oo sehr schnell
abfallen. Die Kernidee in Agmons Abschétzungen ist, die Normfunktion |z| durch eine
Funktion p(z) zu ersetzen, die das Verhalten von V' in die verschiedenen Achsenrichtun-
gen widerspiegelt. So gelten seine Resultate fiir alle Potentiale V' € L*°, die im Negativen
hinreichend schnell abfallen, was eine grofle Verbesserung bringt. Seine Resultate sind in
aller Ausfiithrlichkeit in [Agm82] nachzulesen.

Wir formulieren eines seiner Resultate, iibernommen aus [HS96, Satz 3.4], das zwar so
nicht direkt in [Agm82] vorkommt, aber mit seiner Methode bewiesen werden kann. Sei

!Unter der Bedingung, dass die a™’ (z) stetig, reell und beschrénkt sind, sowie die Matrix A = (a™/(z))
positiv definit fiir alle z € R™ ist.
2ealzl ist hier eine L' obere Schranke und man spricht von isotropem Abfall, da ¢ in alle Richtungen

des Raumes gleichméBig abféllt.
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H = -Ap +V der in 4.1 eingefithrte Hamilton-Operator mit V stetig, beschrinkt und
nichtnegativ. Sei ¢ € H'(R™) eine Eigenfunktion von H zum Eigenwert E im schwachen
Sinne, d.h.

fvgo.vmvwdx:Efwdx, Vee I2(R") Vi e C(R™),
R” R»

und pg(z) = pg(z,0) die Riemannsche Abstandsfunktion auf R™ mit Gewicht
pe(x) = (V(x) - E)+ =max(0,V(x) - E).
Ist der Potentialtopf
T(E)={xeR"|V(z)< E}
kompakt, dann gilt fiir beliebiges € > 0
f|<p|2e2(1_6)pE dx < oo. (5.1)
R

¢ besitzt also die L? obere Schranke e(1~9)?2. Der Beweis fufit auf der Beobachtung,
dass fiir niedrige Energiewerte E die quadratische Form ((H - E),) fiir bestimmte
Testfunktionen v echt positiv ist. Dies wird ersichtlich, wenn man die Identitdt von
Persson [Per60, Satz 2.1] fiir die grofite untere Schranke des essentiellen Spektrums von
H betrachtet:

Y = inf Oegg = s%pinf{<H1/J,1/)> | e C(R"\QR), ] =1}
mit Qr = {z ¢ R" | |z| > R}. Folglich gibt es zu € >0 ein R = R, > 0, sodass
()2 (S-2) [ Wlde, Ve CF ()
|z|>R
Fir alle Eigenwerte E mit E < ¥ und alle € < ¥ — F haben wir somit die gewiinschte
Eigenschaft
(H-E)p,0) > (S-E-¢) [ [pfdz>0, v eCE (),
|z|>R

Die Forderung nach der Positivitdt der quadratischen Form findet sich in der sog. A-
Bedingung wieder:

Definition 5.1.1 (A-Bedingung). Sei H der Hamiltonoperator. Gibt es eine zusammen-
héngende, offene Menge 2 c R"™ und eine positive, stetige Funktion A:R™ — R, sodass

(Hip, 1) > (M, 9), Vip e Cp° (92),
so sagen wir H erfillt eine A-Bedingung auf Q.

Die Vielzahl der Abschétzungen von Agmon riihrt daher, dass mehrere Funktionen ne-
ben ¥ — F — ¢ existieren, die als A-Funktion in Frage kommen und die fiir verschiedene
Varianten des Hamiltonoperators eingesetzt werden konnen. Wir stellen nun eine verein-
fachte Version von Satz 1.5 aus [Agm82] vor, aus dessen Ergebnissen wir schlieflich (5.1)
herleiten kénnen. 3

3 Agmon hat diesen Satz urspriinglich fiir elliptische Operatoren der Form E := — i, 05 a (z)0+V ()
mit V e L},.(Q), V™ € My, () komplexwertig hergeleitet und sich nicht auf Eigenfunktionen beschréinkt,
sondern das Integral fiir schwache Losungen ¢ von Eu = f fiir eine beliebige Funktion f € L?OC(Q)
abgeschétzt. Auch verlangt er nur ¢ € H}, ().
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Satz 5.1.2. Es sei ) c R" eine zusammenhdngende, offene und unbeschrinkte Menge
sowie H = -Ap+V der selbstadjungierte Hamiltonoperator mit V einem nichtnegativen,
reellen Potential in L*° ().

Es sei p € HY(Q) schwache Losung von Hf = Ef auf Q. Weiter erfille H - E die \-
Bedingung auf Q0 fiir eine positive, stetige Funktion .

Es bezeichne py die Riemannsche Abstandsfunktion mit Gewicht X.
Ist h eine reelle lokal lipschitzstetige Funktion auf 2, sodass

[Vh(z)|? < A(z) fast dberall,

dann gilt fir Qq:={x € Q| px(x,00) > d} die Abschitzung

[ O-lwnP)lee Pda
Qq
1+2d
<

<=5 [ Nee|? d.
o\ey,

Beweisskizze. Da ¢ € H'(Q) schwache Losung von Hf = Ef auf Q ist, gilt fiir alle
Testfunktionen ¢ € C5°(2)

[vevisvpdr=E [ gy (5.2)
Q Q

Da Cg°(9) dicht in H}(Q) liegt, wird die Identitit ebenso fiir alle ¢ € H}(Q) erfiillt.
Es sei g eine reelle, lokal lipschitzstetige Funktion mit kompakten Tréger in 2, dann ist
g%p € H}(Q2) (die Argumentation verliuft analog zu Lemma 3.1.7) und damit geeignete
Testfunktion, sodass also

f Vo V(g?p) + Ve g?de = F f 029 du. (5.3)
Q Q

Die Forderung, dass g kompakten Trager habe, verkompliziert den Beweis um einiges,
denn spiter soll g durch die Funktion ye” ersetzt werden, die keinen kompakten Triiger
besitzt. Agmon hat das Problem gelost, indem er eine Funktionenfolge (g, )nen konstruiert
hat, sodass Tr(g,) kompakt in Q ist und g, - ye”. Dann hat er alle Abschiitzungen fiir
gn, durchgefiihrt und schliellich Konvergenz der resultierenden Integrale gezeigt. Da dies
eine Beweisskizze ist, sparen wir uns die Miihe und fiihren gleich alle Uberlegungen fiir
g ohne kompakten Trager durch.

Wir haben (da g und ¢ reell sind)

IV (¢9)* = @*[Vagl* + 209V - Vg + g°| V|

und somit
Ve V(g%p) = IVl + 209V Vg = [V (pg) - ¢*|Vgl*.
Einsetzen in (5.3) liefert

fIV(tpg)F—¢2|V9|2+V¢292dx:Efsfg?dx,
Q Q
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ergo
[ Vel e~ [1[9(g0)P + (V- B)g*etda> [ Age2 (5.4)
Q Q Q

Wie angekiindigt werden wir nun ¢ durch yge” ersetzen, mit h und x4 reellen, lokal
lipschitzstetigen Funktionen. Die Funktionen y, definieren wir fiir d € N durch x4(z) :=
na(px(x,09)), wobei

X
BF wenn r < d
T) =
na(%) {1 wenn x > d.

Offensichtlich gilt
1
Ina(2) = na(y)l < —le -yl

und somit aufgrund der (umgekehrten) Dreiecksungleichung

(@) = xaw)] < 71oa(,09) - a0 € gor(e.y).

Nach Lemma 3.3.1 sind die x4 damit lokal lipschitzstetig und mit dem gleichen Lemma
folgt

Txa(2)]? < %/\(x).

Da h nach Voraussetzung |Vh(z)[> < A(z) erfiillt, kénnen wir mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung weiter abschitzen

[Vxa(2) V()] < V|V xa(@)PVIVA(2)? < ék(w)-

Fiir g = xqge" haben wir

2h. 2

Vgl = e2"|Vxal* + 2xae>" VXaVh + e2"X3| V|

Einsetzen in (5.4) ergibt
[ = 1wnP)eexalda < [ lee (9%l + 2xaVxaVh) do
Q Q

Wir sehen, dass auf der rechten Seite nur Ableitungen von x4 vorkommen, die immer dann
verschwinden, wenn py(z,9) > d oder py(x,09) = 0. Da  offen ist und p) aufgrund
der Positivitdt von A eine Metrik (und keine Pseudometrik!) ist, kann letzterer Fall nicht
eintreten. Setzen wir Qg := {x € Q| pr(z,0) > d}, dann haben wir

[ e B xal? + 2xaVxaVh) da
Q

= f loe"*(|Vxal® + 2xaVxaVh) dz
o\,

1 2
< (ﬁ + a) / lpel P A dzx.
aNa,

Des weiteren ist die Funktion
(A= [Vh*)|pe" xal?
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auf ganz () positiv, d.h.

[ = 1rPleetxalda < [ (= [vhP)lpet xal*de.
Qa4 Q

Da yq(x) =1 auf Qg, erhalten wir schliellich die zu zeigende Aussage

1+2
f()‘ — |Vh*) e Pda < -;2 d f Nee2X da.
Qq Q\Qy,

O

Von hier aus ist es kein weiter Weg mehr bis zu (5.1). Sei V stetig und T'(E) = {z e R" |
V(z) < E} kompakt. Dann gibt es § > 0, sodass T(E +9) = {x e R" | V(x) < E+ ¢}
ebenfalls kompakt ist. Wir wihlen A(z) = (V(z) - E)+, diese Funktion ist stetig und
positiv auf Q := R"\T'(E + 0). Trivialerweise gilt

((H=-E)p, )2 (Mp,p) ¢ eCy ().

Die Kompaktheit von T'(E) impliziert im Ubrigen auch E < ¥, wie sich aus der Identitét
fiir ¥ von Persson herleiten lasst. Fiir die lokal lipschitzstetige Funktion h(z) := (1 -
£)pa() gilt nach Lemma 3.3.1 |Vh(z)|* < (1 - ¢)?A(x) < A(z). Nach Satz 5.1.2 folgt fiir
beliebiges d € N

f(l—(l o)) (V- E’)+|goe(1_a)pk|2dx
Qq

S/((V_E)+—|(1—g)vP)\|2)‘g0€(lfs)p)\|2dx
Qq

1+2d -
< 7 f (V—E)+|g06(1 E)pA‘Q dx.

o\Qy

Da T'(E + §) Kompakt ist, gibt es ein R > 0, sodass T'(E +6) c B(0, R). Fiir z € Q\Qy
gilt px(x,0T(E +6)) <d. Mit (3.1) folgt

inf - 1 T(E
eyl 1S pr(a OT(E +8)) < dfs.

d.h. |z - 0] <infyepr(pis) |z =yl + infyeor(pis)lly — 0] < d/6 + R =: R, folglich ist Q\Qq in
der kompakten Kugel B(0, R) enthalten. Wegen V' (z) - E > § auf ;5 haben wir demnach

[|(p€2(1—a)pA|2 dx
Qq

1+2d 1
< +2 : < sup A(z) f e da
d (1—(1—5) )5 xzeB(0,R) Q\Q
d
< 00

I

Da R™\Qy kompakt ist, ist (5.1) bewiesen.
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5.2 Nachweis von Lokalisierung mit Hilfe der Landschafts-
funktion

Nach der Einfithrung in die Abschétzungen von Agmon, kénnen wir auf Artikel [ADFJM19]
zu sprechen kommen. Die Autoren machten die Entdeckung, dass die Funktion w, die
Hu =1 erfiillt, sehr gut die Gebiete vorhersagt, in denen Lokalisierung auftritt. Genauer
konnten sie zeigen, dass die Eigenfunktionen von H sich auf solche Gebiete konzentrie-
ren, in denen ihr zugehoriger Eigenwert kleiner ist als % und auflerhalb dieser Gebiete
exponentiell abfallen (im L?-Sinne). Die Funktion u wird Landschaftsfunktion genannt
und das Reziprok % effektives Potential.

Es stellt sich die Frage, warum wir V ersetzen wollen. Wir erinnern daran, dass wir
von dem Potential V' nur verlangt haben, dass es reell, nichtnegativ und fast iiberall be-
schrankt sei. Es kann durchaus ungeordnet sein und viele Spriinge enthalten, sodass der
Potentialtopf {z € R" | V(x) < E'+4} vollkommen durchléchert ist und keine eindeutigen
Gebiete mehr identifiziert, auf denen die Eigenfunktionen konzentriert sind. Dagegen lie-
fert der effektive Potentialtopf {x € R™ | ﬁ < FE + 6} auch fiir ungeordnete Potentiale
klar abgegrenzte Gebiete, in denen die Eigenfunktionen sich aufhalten und auflerhalb
derer sie exponentiell abfallen - sofern dies erwartet wird. D.h. die Funktion v kann als
zuverlassiger (und einfach berechenbarer) Pradiktor fur Lokalisierung genutzt werden.

Bevor wir zeigen, wie Agmons Methode mit Hilfe der Landschaftsfunktion u verbessert
werden kann, formulieren wir ein paar der Voraussetzungen neu. € sei von nun an ei-
ne zusammenhéngende, beschrinkte und offene Menge in R™ mit hinreichend glattem
bi-Lipschitz-Rand (formal wird 2 als Bild eines C*°-Gebiets unter einer bi-Lipschitz-
Funktion eingefithrt) und wir setzen M = Q. Es sei H = ~Ayx + V und entsprechend
nennen wir ¢ € H*(M) = H*(Q2) schwache Losung von Hy = f fiir f e L2(M) = L*(Q),
wenn

ngO-Vw+Vg01bdx:ffwdx, Vip € H (M).
M M

(Ist ¢ eine Funktion deren Gradient existiert, dann verlangt diese Definition, dass
v(z) -Ve(x) =0, f. i. auf 09,

siche Abschnitt 4.1.) Wir betrachten hier wieder ausschlieBlich reelle Funktionen. Das
Potential V' ist nichtnegativ und beschrinkt (0 < V(x) < V) und wir fordern V(z) > 0
fast iiberall. Um das Potential V' durch % ersetzen zu konnen, muss die Landschaftsfunk-
tion einigen Forderungen geniigen. Ihre Existenz und Eindeutigkeit haben wir bereits
in Abschnitt 4.1.2 gezeigt. Es bleiben Stetigkeit und Nichtnegativitit nachzuweisen, nur
dann darf (% - E), als Gewichtsfunktion in der Riemannschen Abstandsfunktion zum
Einsatz kommen. Ohne Beweis verwenden wir, dass jede Funktion v, die schwach Hv = f
fiir eine beschrénkte messbare Funktion f erfiillt, holderstetig zum Exponenten « fiir ein
a > 0 ist. Insbesondere ist u also stetig [ADFJM19, Proposition 2.2]. Wir geben nun einen
Beweis dafiir an, dass v > 0, vorausgesetzt Hv = f > 0 fir eine beschrankte, messbare
Funktion f [auch ADFJM19, Proposition 2.2]. Wir wissen, dass v in diesem Fall stetig
und somit die Menge Q_ = {z € Q| v(z) <0} offen ist. Die Abbildung

0 f‘V(P_VU‘2+V(QO—U)2—fde
O
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nimmt ihr Minimum in v an. Damit ist der Wert des Integrals
f\ch - VU‘Z +V(p-v)? - fvde = [|V<p - va +V(p-0)? = (Vo] + Vo?) da
Q Q
= [|Vs0|2 -2V Vv + Vg02 -2Vvdx
Q

= f|V(p|2 + Vg02 -2fpdx.
Q

fir v kleiner, als fiir v, = max(v(x),0). Die beiden Funktionen stimmen tiberall auflerhalb
von )_ iiberein, d.h. es muss gelten

f|Vv|2 +Vo? = 2fvdr < f|Vv+|2 +Vo? = 2fv, dx = 0.
Q- Q.

Wegen V >0 und f >0 ist Vo? - 2fv >0 auf Q_ und daher

f IVol? da < 0.
Q-

Die schwache Ableitung Vv von v ist demnach fast {iberall 0 und v stimmt auf jeder
zusammenhingenden Komponente von Q_ f. {i. mit einer strikt negativen Konstante
iiberein. Ware €)_ eine echte Teilmenge von 2, dann wére v auf 9{2_ N Q nicht stetig, ein
Widerspruch. Es kann aber auch nicht Q_ = Q gelten, denn dann wére v(x) = —a fiir eine
Konstante a > 0 und Hv = —aV, und das ist keine nichtnegative Funktion. Also Q_ = &.
1

Die Landschaftsfunktion u ist somit nichtnegativ, zusétzlich gilt u > %, denn w = u — %

erfiilllt Hw=1- % > 0 und nach dem gerade gezeigten ist dann u — % > 0.

Wir moéchten die Beziehung zwischen V' und % mathematisch begriinden. Erfiillt «
schwach Hu =1 und ist M, der Multiplikationsoperator mit M, f := uf, dann gilt fir
den konjugierten Operator H := M, ' o H o M,

ﬁ(g) = %H(gu) = i(—A(gu) + Vgu) = ! (—gA(u) -2Vu-Vg-ulA(g) + Vgu)

u
1 1 1
= —(—2Vu Vg -ulA(g) + g) = ——Qdiv(u2Vg) +—-g.
u u u

D.h. das Potential V wurde in H durch das effektive Potential % ersetzt! Die beiden
Operatoren lassen sich mit Hilfe des Skalarproduktes in Beziehung setzen, und zwar gilt
fir f=gu o
(H[f)=(u"Hg.g),
was ausgeschrieben
1
f|vf|2 +Vfdr = fu2|v(i)|2 +—f*dx (5.5)
U U
ergibt. Da [ w?|V(f/u)|*dx >0 ist (Hf, f) > (%f,f) und fiir § > 0 erhalten wir auf dem
Gebiet A:={zeM |1 - E>§} die »-Bedingung

(H =By, 0)2 (- E)o.) Ve H(A)
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Wegen (5.5) spielt die A-Bedingung jedoch keine Bedeutung fiir unsere Abschitzungen
und statt (5.4) erhalten wir die Identitat

gy 1
f P?|vgl* do = f VD) + (= - B)(g9)" da
M M
Wir ersetzen g durch yqe®” fiir 0 < o < 1, wobei wieder ygq(z) = nd(pk(x, M\A)) und

X

S wenn z <d

x) = .
na() {1 wenn x > d.

Fiihren wir alle weiteren Schritte wie in dem Beweis zu Satz 5.1.2 durch, dann erhalten
wir

e* 1 o
[ e e e

A A
1+2ad o
< —5 f (pe*™)? X dz.
ANA

Die Menge M\A entspricht gerade dem Potentialtopf T'(E +0) := {x € M | ( ySE+ d}.

Setzen wir nun h(z) = pg(z, T(E +0)) mit pp der Riemannschen Abstandsfunktion mit
Gewicht pp = (1 - E)+ und bedenken, dass x = 0 auf M\A sowie |Vh|? < up, dann ist
insgesamt

eah 1 N
fu2|V(¥)|2dx+(l—a2)/(a—E)+(Xde hg0)2daz
M

M
1+2ad 1 a
< 7z / (——E)+(goe "2 dx (5.6)
u
O<h<d
1+2ad 9,4,
< 762 d(V—E) [ C)OQ dr.

{zeM|0<h(z)<d}

Dies entspricht Theorem 3.4 in [ADFJM19], wobei dort d = 1 gesetzt wurde. Je grofier
§ ist, desto kleiner wird e*”, die Abschéitzung wird mit grofiem § also schwéicher. Die
Bedingung % - FE > ¢ fir x € Q ermdglicht andererseits die Abschitzung

/(Xd€ ®) 2dx <

11+20d 4,

5T (VE)/godas

O<h<d

deswegen ist es dennoch sinnvoll die (variierbare) Konstante ¢ einzufiihren.

Die Autoren gehen in dem Artikel noch einen Schritt weiter: Wenn der effektive Poten-
tialtopf T'(E + ¢) aus mehreren disjunkten Gebieten K; besteht, sodass man um jede
dieser Gebiete eine Umgebung €2; finden kann, deren Rand mindestens Abstand S (ge-
messen in der Riemannschen Abstandsfunktion) zu K; hat, sodass insgesamt M = J; €
und €; N Q; = @ gilt; wird dann der Operator H durch die €; reduziert? Dabei ist
insbesondere von Interesse, ob o,(H) = U;0p(H]|g, ). Die Autoren liefern hier Abschéit-
zungen in Abhédngigkeit der Konstanten S, deren Herleitung u. a. auf dem neuen Term
Ju uﬂV(W)F dx beruht. Weiter wollen wir an dieser Stelle aber nicht darauf ein-
gehen, wir werden spater ausfiithrlich im Kontext von M-Matrizen darauf zu sprechen
kommen.
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Abbildung 5.1: Graph mit zugehdriger Laplace Matrix

5.3 Vom Hamiltonoperator zu M-Matrizen

Wir wenden uns dem diskreten Hamiltonoperator auf endlichen Graphen zu. Es sei G :=
{V,E} ein endlicher, ungerichteter Graph mit N Knoten ohne Mehrfachkanten. Wir
legen den Hilbertraum [?([N]) zugrunde, wobei Index i dem Knoten i entspricht. Ein
Element ¢ € I>([N]) konnen wir als Funktion ¢:[N] — R auffassen, die jedem Knoten
i € [N] den Wert ¢; zuordnet. Analog gilt fiir jeden Zustand ¢, |¢| = 1, dass ¥;cp ¢?
die Wahrscheinlichkeit beschreibt, dass sich das Partikel an einer der Knoten der Menge
D c V aufhélt. Der diskrete Hamiltonoperator ist von der gleichen Form

H:=-A+YV,

wobei A der diskrete Laplace Operator und V eine N x N Diagonalmatrix ist [siehe z.B.
SS92]. Der diskrete Laplace Operator auf Graphen ist gegeben durch

(-A¢)i = ZN:_(@ - bj); (5.7)

hier bedeutet j ~ 7, dass j und i néchste Nachbarn sind [Dod84, (0.1)]. Ist D := diag(D;,...,Dy)
eine Diagonalmatrix, die an der Stelle D; den Grad des Knotens i eingetragen hat und
ist A die Adjazenzmatrix des Graphen, so gilt

(-A¢)i = Dii = 3, b = (D - A)o)i.

Wir nennen D — A die zugehérige Laplace Matrix. Sie ist symmetrisch, da wir von un-
gerichteten Graphen ausgehen, und hat die besondere Eigenschaft, dass ihre Zeilen- und
Spaltensumme immer 0 ist, siche Abb. 5.1 (eine genaue Untersuchung findet sich in
[Mer94)).
Insgesamt ergibt sich

H=D-A+V,

d.h. der Hamiltonoperator auf endlichen Graphen lésst sich als Matrix darstellen. Diese
Matrix ist eine Z-Matrix, denn alle Eintrage auflerhalb der Diagonalen sind kleiner gleich
Null. Fordern wir, dass V > 0, dann gilt Hz > 0 fiir den Vektor z = (1,...,1) € >([N])
und nach Satz 3.2.3 ist H eine nichtsinguldre symmetrische M-Matrix. Als diese besitzt
sie N reelle, positive Eigenwerte, deren zugehérige Eigenvektoren eine Basis von 12([N])
bilden (Satz 3.2.2).

Es stellt sich die Frage, ob auch Eigenvektoren des diskreten Hamiltonoperators, oder
noch allgemeiner von symmetrischen M-Matrizen, Lokalisierung erfahren und ob die
Landschaftsfunktion uw wieder als Pradiktor eingesetzt werden kann. Die Autoren M.
Filoche, S. Mayboroda und T. Tao konnten mit [MFT21] diese Frage positiv beantworten.
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6. Das effektive Potential von M-Matrizen

Im ersten Teil dieses Kapitels leiten wir eine Ungleichung der Form (5.6) fiir Eigen-
vektoren symmetrischer M-Matrizen her, dabei orientiert sich unser Vorgehen an den
Methoden, die wir im letzten Kapitel kennen gelernt haben.

Im zweiten Teil gehen wir der Frage nach, ob sich mit Hilfe des Potentialtopfes eine
Partitionierung P = {Qy,...,Qy,} von [NV] finden lasst, sodass H durch die Unterrdume
2(y),1 = 1,...,n, reduziert wird. Unser Ziel ist es, abzuschiitzen, wie ,nah beiein-
ander” die Mengen o(H) und Ui, o(Hlg,) bzw. {¢ | Hp = pp} und @ {p | IA €
(u=0,u+6): Hlg o = Ap} liegen.

Bevor wir uns den Resultaten zuwenden, miissen wir noch die Abstandsfunktion sowie
eine Reihe weiterer Begriffe fiir den diskreten Fall einfiihren.

Falls nicht anders gekennzeichnet sind alle Resultate und Beweise den Abschnitten 4 und
5 von [MFT21] entnommen.

6.1 Definitionen

In diesem Kapitel sind, wenn nicht anders angegeben, alle betrachteten Matrizen und
Vektoren reell. Wenn wir von M-Matrizen sprechen, meinen wir immer nichtsinguldre

M-Matrizen.

Definition 6.1.1 (effektives Potential, Abstandsfunktion). Sei A = (a;;); je[n] eine sym-
metrische N x N Matrix, u = (u;);e[n] ein nichtnegativer Vektor und E eine reelle Zahl.
Wir definieren das effektive Potential V = (Vi)ie[n] durch

—_— (Au)z :

U

das verschobene effektive Potential V' = (v;); ] durch
V; = (ﬁl - E)+
und den Potentialtopf durch

Kp = {ie[N]v; =0} = {z e v AW E}

Ug

Wir definieren auf [N] x [N] eine Abstandsfunktion p = p4, g durch

pu(i,j) = inf 1nf {Z ln(l n V Vi Vigy )}

L20 do,....ig €[N |aigi., |
10=1,0,
wobei nur solche Wege ig,...,4;, in Betracht gezogen werden, fir die a;,;,, # 0 fiir alle

1€{0,...,L—1} gilt.
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Wie wir sehen, existiert nicht mehr nur ein effektives Potential 1/u fiir u = H™11, vielmehr
korrespondiert zu jedem nichtnegativen Vektor u € [?([N]) ein mogliches (jedoch nicht
immer sinnvolles) effektives Potential. Auf die Griinde gehen wir im néchsten Abschnitt
ein.

Die Abstandsfunktion lasst sich anschaulich auf Graphen erkldren: Denkt man sich einen
Graphen mit N Knoten, der eine Kante von Knoten i zu j enthélt, sofern a;; # 0 und
lais]
ist, so ist p die shortest path metric dieses Graphen. Verbindet die Knoten ¢ und j eine

Kante, also a;; # 0, dann ist ig = 7,71 = j ein moglicher Weg und somit

i # 7, und in dem jeder vorhandenen Kante das Gewicht p;; = ln(l + ) zugeordnet

p(i,j) < ln(l . vaj).

Liegt nun ¢ oder j im Potentialtopf Kp, dann ist p(i,7) = 0, daher haben wir es wieder

mit einer Pseudometrik zu tun (Symmetrie und Dreiecksungleichung werden offensicht-
lich erfiillt).

Wir fithren fiir Matrizen den Begriff der Konnektivitdt ein. Wir sagen, die Matrix A be-
sitzt hochstens Konnektivitdt W,., wenn es in A hochstens W, Eintrage pro Spalte und
Zeile auflerhalb der Diagonalen gibt, die ungleich Null sind. Stellen wir uns den beschrie-
benen Graphen zu A vor, dann entspricht W, dem maximalen Grad seiner Knoten, wobei
Schleifen nicht mitgezéhlt werden.

Eine Begrifflichkeit fehlt uns noch.

Definition 6.1.2 (lokale Eigenvektoren). Sei M c [N] und I; die N x N Diagonalmatrix
mit (Ips);; = 1, wenn 4 € M, und 0 sonst. Fiir einen Vektor ¢ € I?([N]) ist |, = Iy die
Einschriinkung von ¢ auf M (durch Nullen auf I?([N]) erweitert). Genauso ist Al,; =
Iy ATl die Einschréankung einer N x N Matrix A auf M (wieder durch Nullen erweitert).
Wir nennen ¢ € [*([ N]) lokalen Eigenvektor von A auf M mit Eigenwert F, wenn ¢ = |,
Eigenvektor von A = A|,, mit Eigenwert E ist, d.h. ¢ =1y und IpsAlprp = E.

Wenn A symmetrisch ist, dann ist auch Al,, fur jede Teilmenge M c [N] symmetrisch.
Demnach besitzt Al,, m lokale Eigenvektoren, wobei m := #M, die den Unterraum
12(M) aufspannen und deren zugehérige Eigenwerte reell sind. Wenn ¢ Eigenvektor von
A im urspriinglichen Sinne ist, d.h. ¢|,, ist lokaler Eigenvektor von A auf M = [N], dann
nennen wir ¢ einen globalen Eigenvektor.

6.2 Lokalisierung der Eigenvektoren symmetrischer M-Matrizen

Zunéchst werden wir, wie in Agmons Methode, die Summe };c[ A\ip?G? fiir einen nicht-
negativen Vektor A und eine beliebige Diagonalmatrix G abschétzen. Erst spater werden
wir dann G durch eine geeignete Exponentialfunktion ersetzen. Dazu benétigen wir aus-
nahmsweise keine A\-Bedingung, sondern nutzen das nachfolgende Lemma.

Im Folgenden bezeichnet [A, B] = AB — BA den Kommutator zweier Operatoren A und
B.

Lemma 6.2.1. Seien A,V und G beschriankte selbstadjungierte Operatoren auf dem kom-
plezen Hilbertraum 12([N]),N € N, oder [*(N). Kommutieren die Operatoren G und ¥,
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d.h. [G,¥] =0 und ist u ein Vektor in I>([N]) (oder 1*(N)), dann gilt
Re{G[, Alu, GUu) = %([[A, GO, GV Ju,u) - %([[A, G, Gl u, Wu).
Beweis. Ausgeschrieben ist
[[A,G],G] = (AG-GA)G - G(AG - GA) = AGG + GGA - 2GAG
und damit
([[A, G],G]Yu, \Ifu> = (AGG‘IJU, \I/u> + (GGA\I’U, \Ilu> - 2<GAG\IIU, \I'u)
= (AGG\I/u, \I/u) + (GA\I/u, G\IJU> - 2<AG\IIU, G\I/u>.
Das erste Skalarprodukt kénnen wir weiter umformen zu
(AGGWu, Wu) = (GUu, (AG)* Wu) = (GUu, GAVY) = (GATu, GUu).
Insgesamt erhalten wir
([[4,G], G]¥u, Yu) = 2Re(GAVu, GVu) - 2(AGYu, GTu).
Analog folgt wegen GVU = VG
([[A, GV],GV]u, u) = 2Re<G‘IIAu, G\I/u) - 2(AG\I/u, G\I/u>,
und damit die Aussage. O

Das Skalarprodukt ([[A, D], D]u, u) nimmt eine schone Form an, wenn D = diag(D1,...,Dy)
eine Diagonalmatrix ist. Seien
V= (vij)ijeny = ADD, W = (wij)i jernvy = DDA
und Z = (ZZ])Z,jE[N] :=DAD.

Durch Nachrechnen iiberzeugen wir uns, dass v;; = D?aij, wi; = Dfaij und z;; = D;Dja;;
fir alle 7,7 € [N], d.h.,

([[A, D], D])zy = Vi + Wi — QZZ‘j = aij(DZZ — 2DiDj + D]2) = aij(Di - Dj)2.
Damit ergibt sich insgesamt
<[[A, D], D]u,u) = Z aijuin(Di - Dj)2 = Z aijuiuj(Di - D]’)2. (61)
i,5€[N] i,je[N],i#j

Ist A eine M-Matrix und u ein nichtnegativer Vektor, so ist (6.1) offensichtlich negativ.
Diese Aussage ist immer noch giiltig, wenn A eine Z-Matrix ist, wir konnen unser Resultat
also auf diesen Fall erweitern!

Zusammen mit Lemma 6.2.1 haben wir bewiesen, dass

1
(G[¥, Alu, GVu) <0 - 5([[A, G], G]¥u, Yu)
1
=—= Z aij\I/iui\I/juj(Gi - Gj)2, (62)
1,j€[ N1,i#j

wenn G = diag(Gy,...,Gy) und ¥ = diag(V¥y,...,¥y) N x N Diagonalmatrizen, A eine
symmetrische N x N Z-Matrix und u ein nichtnegativer N x 1 Vektor ist.
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Korollar 6.2.2. Sei A eine N x N symmetrische Z-Matrix und D € [N] eine Teilmenge
von [N]. Ist ¢ ein lokaler Eigenvektor von A auf D€ = [N]\D zum Eigenwert E, sowie

G = diag(G1,...,GnN) eine reelle Diagonalmatriz und u ein N x1 Vektor mit nur positiven
FEintrdgen, so gilt
Au)y, 1
IR R EE R R O 63)
ke[N] Uk i,je[N1,ij

Beweis. Wahlen wir ¥ = diag(£*,.. ., Z%) und schreiben [V, A] = U(A-EI) - (A-E) ¥,
so liefert (6.2)
(G[¥, Alu, G¥u) = (GU(A - El)u, GVu) - (G(A - EI)Vu, Glu)
1
<-5 0 X aiyeiw(GimGy)”
i,je[N1,i%j

Da ¢ = Wu lokaler Eigenvektor auf DC ist, gilt (¥u) = (G¥u); = 0 fiir alle k € D.
Aus den gleichen Griinden gilt ((4 - ET)Wu); = (G(A - ET)Wu),, = 0 fiir k € DC, sodass
insgesamt (G(A - E]I)\I/u,G\I/u) = 0 folgt. Das verbleibende Skalarprodukt ergibt als
Summe ausgeschrieben

(G\IJ(A - E]I)u, G\Ilu> = Z Gk\Ilk((Au)k - Euk) . chpk

ke[N]

(Au)y,
- 3 atet( U
ke[N] Uk

Ungleichung (6.3) ist eine diskrete Version der Ungleichung (5.4)
ngZQO2d$S /g02|Vg|2, QcR"
Q Q

Und tatséchlich gilt auch in L?(Q)

—%([[—A +V,9l,9lp,¢) = Qf ©*|Vgl da.

Die diskrete A-Funktion ist demnach Ax = % — FE. Wahlen wir u so, dass Au =1, dann

erhalten wir die altbekannte Form \; = u—lk — E. Wir kénnen daher aus den Erkenntnis-

(Au)g
U,

sen des letzten Kapitels schlieffen, dass k — das effektive Potential symmetrischer

M -Matrizen ist und dass mit Hilfe von v; = (M - E)+ eine Abstandsfunktion auf [ N]

u
definiert werden kann, die das Verhalten der Eifltréige auf der Diagonalen widerspiegelt.

Es ist durchaus moglich, dass fiir nichtnegatives u der Vektor Au nichtpositive Eintrage
besitzt. Nach Satz 3.2.3 impliziert Au > 0 zwar u > 0, die andere Richtung ist im Allge-
meinen jedoch nicht wahr.

Um den Kreis zu schlieflen, wollen wir noch kurz zeigen, dass A — E die A-Bedingung
erfiillt. Nach (6.2) und Lemma 6.2.1 haben wir

(G\I'Au, G\Iiu> - (GA‘Ifu, G\Ilu>
< —%([[A,G],G]\Ifu, )
= —(GAVu, GVu) + (AGTVu, GTu).
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Wiéhlen wir ¥ so, dass Yu = ¢ und setzen G =1, dann folgt
((A-BE)p,¢) > (PAu - Ep, )

_ Z ((Au)z

N] i

Demnach erfillt A - E auf [N]\Kg die A-Bedingung fiir A = V' (vergleiche Definition
6.1.1).

- E). (6.4)

Wir kommen nun zu dem Hauptresultat dieses Abschnitts.

Satz 6.2.3 (Exponentielle Lokalisierung). Sei A eine symmetrische N x N Z-Matriz die
hochstens Konnektivitat W, mit W, > 2 besitzt und set u ein nicht-negativer N x1 Vektor.
Weiter seien E >0 und p,v; und K+ wie in 6.1.1 definiert. Dann gilt fir jede Teilmenge
D c [N] und fiir jeden beliebigen lokalen Eigenvektor ¢ von A auf DC mit Eigenwert
E < E die Ungleichung

(E—E) Z |(Pk|262ap(k:,KE\D)
[Pyran

2

W, _

(1) 5 e,
2 k¢K+

W. 9
< —l¢l® = max |ail,
ieKz\D,j¢K=\D

fiir beliebiges 0 < v < \/2/W.

Anmerkung 6.2.4. (i) Sei A der diskrete Hamiltonoperator in Matrix Form. Setzen
wir E' = FE, a =+/1/W,, D = @, und wahlen u so, dass Au = 1, dann erhalten wir
eine typische Abschitzung ,,4 la Agmon“

, 20K ] )
> lerlPe” Ve (—-E), < Welo|® max |al.
ke[ N] U e K5, j¢ K5

(ii) Setzen wir dagegen « = \/2/W,, dann fillt der zweite Summand auf der linken
Seite vollstandig weg. Kénnen wir zusétzlich sicherstellen, dass E — E > ¢ fiir ein
6 >0 und dass p(k, Kz\D) > S fiir eine Konstante S > 0 fiir alle k € Q2 ¢ (Kz\D)*,
dann kénnen wir | o2 () abschétzen, was uns ein niitzliches Werkzeug im néchsten
Abschnitt sein wird.

Beweis. Wir schreiben K = K und p = p,. Da ¢ ein Eigenvektor von A|pc ist, ist ¢
nicht der Nullvektor. Angenommen es wire K\D =@, d.h. K c D, dann wiirde Korollar

6.2.2 mit G =1y ergeben, dass
A
keDC Uk
[ ——
>0 fiir k¢ K

ein Widerspruch. Folglich ist immer K\D # @.
Wir wenden Korollar 6.2.2 an mit

0 wennie K\D

i, K\D _
G;= 1i¢K\Deap(l )a Li¢x\p =
1 sonst

47



fiir i € [IV]. Zuerst schiitzen wir die Differenzen (G;-G;)? ab, die nur dann in die Summe
auf der rechten Seite von (6.3) eingehen, wenn a;; # 0. D.h. wir brauchen nur diesen Fall
beachten.

(i) ,7 € K\D: Offensichtlich ist (G; - G;)? = 0.
(ii)) i€ K\D,j ¢ K\D oder i ¢ K\D,j e K\D: Im ersten Fall ist G; = 0 und wegen

. .. V;jU;
p(4, K\D) < p(j,7) <In| 1+ -

|ajil
ist G; = 1. Folglich (G; - Gj)2 = 1. Der zweite Fall folgt analog.

(iii) 7,7 ¢ K\D: Mit der Dreiecksungleichung und der Bernoullischen Ungleichung fiir
reelle Exponenten gilt

ap(sz\D) — 60{/)(],K\D)| S ap(lvj)"'ap(]vK\D) — eap(]vK\D)l

le le

_ eap(j,K\m(eap(m) . 1)
Seap(j,K\D)((1+ Xfﬁfiy1_1) (6.5)
< PG END) | VUi (6.6)

Die gleiche Abschéitzung liefert

|6ap(j,K\D) _ 6ap(i,K\D)| < eap(i,K\D)a v Vivi
il
und es folgt
(Gz _ Gj)2 < CVZecup(j,K\D)eozp(i,K\D) \/ Vilj . (67)
- ;|

Insgesamt haben wir fiir die rechte Seite von (6.3)

1
-5 % aipipi(Gi-Gy)?
i,j€[N],i%j
2
a i, K\ D i, K\D
< 5 D |%||¢j|eap(m ) gp i, )\/ij
i,j¢ K \ D:i#5; a;;#0
1
*t3 > |aijll@illo;l-
i€eK\D,j¢ K\D oder i¢ K\ D,jeK \ D;a;;#0
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Mit der Youngschen Ungleichung (ab < +a? + %bQ) kénnen wir weiter abschétzen

2
Z |(pi||(pj|eap(i7K\D)eap(j,K\D) o
i,jiK\D:iij;ag#O
< Z (1|80i|2€204p(i,K\D) |80 |2 2ap(7, K\D) )
i,j¢K \ D:i%j;a;;#0 2
I L

i¢ K\ D j¢ K\ D;j>ia:,;#0
G K\D|i>ias+0 '262ap(i,K\D)U,
Z #{j ¢ J 21, Q45 Pi i

i¢K\D
<W. Z |80i|262ap(i’K\D)Ui
i¢K\D
Analog ergibt sich
2
|az]||§01||90]| <We sup |a2]| Z |801|
ieK\D,j¢ K\D oder i¢ K\ D,jeK \ D;a;;%0 ieK\D,j¢ K\D i€[N]

und damit nach Korollar 6.2.2

Au)p, a? < 1
5 wﬁGi(( ) —E)s—wc S e Ny b e el

Da ¢ auf D verschwindet und Gy, fiir k € K\D verschwindet, ist Grpp =0 fur k € K. Es
folgt

. (G E) -z kak(“?k E)

ke[ N kéK
A —
k¢K k¢K Ug
>0 fir k¢ K
— (E_E) E 2 2o¢p(k K\D) " Z S02 2ap(k, K\D)
keK k¢eK
und wir sind fertig. O

6.3 Diagonalisierung

In den meisten Féllen ist der Potentialtopf K = Kg nicht zusammenhéngend, sondern
besteht aus mehreren Komponenten K;. Liegen diese weit genug auseinander (das kann
unter anderem dadurch erreicht werden, dass Komponenten, die sehr dicht zusammen
liegen, verschmolzen werden), dann kénnen disjunkte Umgebungen 2; gefunden werden,
sodass K; ¢ ; und [N] = U; ;. Ist A eine symmetrische M-Matrix, dann fallen ihre
Eigenvektoren auflerhalb der K; exponentiell ab. Sei ¢ so ein Eigenvektor. Kennen wir
S = minlp(QlC,Kl), dann koénnen wir die Norm von ¢ auf \K; (fiir jedes [) mit Hilfe
von Satz 6.2.3 abschétzen (sieche Anmerkung 6.2.4 (i7)). Ist S so groB, dass die Norm
von 1 auf dem Rand von € fiir jedes I gegen Null geht, dann kénnen wir ) zerlegen in

W)= le/;bl und es gilt Ay =Y A¢|Ql-
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Um den Gedankengang weiter zu elaborieren, miissen wir den Rand einer Menge 2 c [ N]
im Kontext von Matrizen definieren. Wir unterscheiden dabei zwischen einem inneren
Rand 97 und einem &ufleren Rand 0*2. Auf Graphen sind die beiden Mengen leicht zu
identifizieren, wie folgendes Beispiel demonstriert.

Beispiel 6.3.1 (innerer/auflerer Rand). Wir betrachten einen Graphen G (siehe unten)
mit 36 Knoten. Es sei Q = {8,9,10,11,14,15,16,17,20, 21, 22, 23, 26, 27, 28,29} c [36].
Der innere Rand 0~ enthdlt alle Knoten aus 2, die mindestens einen Nachbarn besitzen,
der nicht in Q liegt. Also 0-Q = {10,11,14,20,23,26,27,29}. Den duferen Rand 0%
bilden dann alle Knoten aus QC, die mindestens einen Nachbarn in Q besitzen, d.h.
0" ={4,12,13,19,24,25,30,32,33,35}.

Die Menge Q (blau) Der innere Rand 972 (rot)  Der duBere Rand 9*Q (orange)

Wir kénnen jeder symmetrischen M-Matrix einen Graphen zuordnen, dessen Knoten ¢
und j genau dann benachbart sind, wenn 4 # j und a;; # 0. D.h. in 07Q liegen alle 7 € 2,
fir die es mindestens ein j € QC gibt, sodass a;; # 0. Genauso lasst sich die Definition des
duferen Randes von {2 fiir die Matrix A formulieren und formal ergibt sich:

0 Q:={keQ|3j¢Q: a0},
070 :={jeQC| Ik eQ:ay #0}.

Die Vereinigung 022 = 0" Qu 9*Q ist der Rand von Q.

Sind die Matrizen Alﬂz voneinander entkoppelt, dann ist jeder globale Eigenvektor schon
Linearkombination von lokalen Eigenvektoren, die jeweils auf €); leben. Sei also ¢ = 50|Ql
lokaler Eigenvektor von A zum Eigenwert F auf €, d.h. A|Qlcp = Ep. Was kénnen wir
tiber den Vektor Ay deduzieren? Es gilt (Ap); = ¥jcq, aijp; und im Fall 7 € {; wissen
wir (Ap); = Eg;. Ist nun i ¢ Q;, dann gibt es zwei Moglichkeiten:

1. 2 ¢ 8+Ql: (A(p)l = Zjte al-jnpj =0.
2. 1€ 8+Ql: (A(p)l = Zjea’ﬂl ;5 P;-
Im Fall 07 =07 Q) = @, ist Ap = E¢, d.h. ¢ ist bereits globaler Eigenvektor von A und
es gilt A = Al & Algc. Dieser Fall ist trivial, aber er zeigt, dass der Betrag der Summe
!
Yjeo-0, Gijpj fir i € 97 ein Maf fiir die Entkopplung von A|Qz bietet: Je kleiner die
Summe ({ber alle €; betrachtet), desto besser ldasst sich A diagonalisieren. Es wird das

Unterfangen des Beweises zu Satz (6.3.3) sein, eine obere Schranke fiir diese Summe zu
finden.

Wir haben im Verlauf unserer Uberlegungen einige Bedingungen an die Umgebungen ),
gestellt, die wir noch einmal kurz und biindig zusammen fassen wollen.
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Hypothese 6.3.2. [Umgebungshypothese] Es gibt ein S > 0, eine Partition K = U; K|
von K in disjunkte Téopfe K; und Umgebungen Q0 o> K| zu jedem K, die folgende Figen-
schaften erfillen:

(i) Die Umgebungen € sind alle disjunkt.

(i) Die Umgebungen € enthalten die S-Umgebung von K, somit gilt p(QC,Kl) >S.
(iii) Fiir jedes | gilt p(0~ Yy, K;) > S.
Eigenschaft (i) und (i7i) zusammengenommen fordern, dass p(9€;, K;) > S.

Zuletzt miissen wir noch etwas Notation einfithren. Es sei A eine symmetrische (reelle)
M-Matrix und 9’ ein vollstdndiges System orthonormaler (globaler) Eigenvektoren von
A auf [N] mit zugehérigen Eigenwerten \;. Es sei (4, die orthogonale Projektion in

I2([N]) mit Ran(V¥(,) = Span{wj | \j € (a, b)} Analog dazu sei "7 fiir festes [ ein
vollsténdiges System orthonormaler lokaler Eigenvektoren von A auf £; mit zugehorigen

Eigenwerten 1y ;. Hier ist ®(, ;) die orthogonale Projektion mit Ran(®,)) = Span{cpl’j |

#l,j € (a, b)}

Satz 6.3.3. [Entkopplung der A|Qz/ Angenommen Hypothese 6.3.2 sei erfillt. Waihlen

wir § > 0 beliebig und ist p = I einer der lokalen Eigenvektoren zum Figenwert ju = 1,
mit p< B -9, so gilt

2 _ 28
2 3 ——=== 2
o= ¥ symsyol? s S max faf'e” % ] (6.8)

Analog g¢ilt, wenn ¢ = 7 einer der globalen Eigenvektoren mit Eigenwert \ = Aj < E-§
15t )
1% __25_
2 3 2
o= B syl < g ma o e (6.9)

Beweis. Die linke bzw. rechte Seite von (6.8) bilden jeweils eine untere bzw. obere Schran-
ke fiir die Norm des residualen Vektors

= Ap - pp = (A= Alg))e.

Wir wissen, dass der Eintrag (A - Alg, )i; immer dann gleich Null ist, wenn i und j in {
liegen. Damit ergibt sich fiir die Eintrige von r

((A-Aly)e). = YieN1@ijp; v i e« [ ¥jeq, aijp;  fir i g
mo Ljey aijp;  firiely 0 fiir 7 € €.

* Zje@*ﬂl A;5P; fiir 4 € 8+Ql
0 sonst.

Bei (*) haben wir verwendet, dass ¢; = 0 fiir j ¢ €; (#x) ergibt sich aus der Definition
des dueren und inneren Randes von €2;. Damit gilt

Iy = I7lizcon,) < HAlHﬁ(lQ(ml))HSDHP(an)
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mit A" = A - A|Qz‘ Wegen
| ay,ay;] < max |a"|2 1< W, max |a-~|2
jE%;h iE%f:lz P i jelN] K jG%;h Civje[N] e

wissen wir mit Lemma 3.1.8, dass

10 £ (12 o) <V We 2 o]

1,J€
lelli2(a0,) kénnen wir mit Hilfe von Satz 6.2.3 abschitzen: setzen wir dort o = ch, E =
p, D =QF sodass K\D = K nQ; = K; und p(k, K\D) = p(k,K;) > S fiir alle k € 9

)
(nach Annahme), so folgt

_2v2 kK, 1 W, _lew
> lnl? < e AP —— 2L o] max fay| < e T2 ZE ] max Jag)
kedQy E-p 2 ieKy,j¢ K, J 2 i,ke[N]
und damit insgesamt
1 W2 2 g
2 c 3 2
<——(/— ma i VWe .
Ir1" < 5= iﬁ[ﬁ]l%l € el

Nun suchen wir eine untere Schranke fiir |r|2. Da ¥ = W (,—5,u+5) eine orthogonale Pro-

jektion ist, ldsst sich jedes Element k € [2([N]) in die eindeutige Summe k = k; + ko mit
k1 =Wk e Ran(V) und ko = (I — W)k € Ker(W) zerlegen. Schreiben wir ¢ = 1 + @2, dann
ergibt sich zusammen mit dem Spektralsatz fiir symmetrische Matrizen

[rl? = (A= p)er+ (A - p)ps
= > u=mlen i+ Y (N ) s, il

Ai€(pu+d,u—5) Ai¢(p+0,u—0)
= > i wlenvdeillP Y (N ) (2, i)l
Aie(p+d,u—5) i (ptd,u-0)

> (- ) {2 vii]?

Xi¢(p+0,1-0)
= > w2 i)
Ai¢(pu+d,u—0)
>6° Y ez,
Xi#(p+6,u-9)
= 6|2
=57 |(1- W)l

Um (6.9) zu zeigen gehen wir analog vor. Hier definieren wir den residualen Vektor durch

= Zl:(Abl - )‘]I)l/}kll = zl:(Abl - H’QZA)¢-

Die beiden Matrizen Al und Il A unterscheiden sich nur fiir solche Eintrége, deren
zugehoriger Zeilenindex in €2; und Spaltenindex nicht in € liegt. D.h. die Differenz dieser
beiden Matrizen enthélt nur auf 9€2; Eintrage verschieden von Null und es reicht, wenn wir
die Norm von 7 auf 1?(9€Y;) betrachten. Die Abschiitzung geschieht wie vorher, diesmal
setzen wir in Satz 6.2.3 F = A\, D = & und nutzen, dass p(k,K) > S fur k € 0Q;. Fur
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121 (Alg, ~ T, A) | = [(X; Alg,) - Al erhalten wir mit Lemma 3.1.8 dieselbe obere Schranke
wie fiir |A’[, sodass insgesamt folgt

2

1w,
717 < 55 ma g e 0 s

Die untere Schranke
|7]? 2 6% (1 - @)y

folgt wieder mit Hilfe der Zerlegung von 1 = 11 + 12 in zueinander komplementéire Vek-
toren und dem Spektralsatz symmetrischer Matrizen. O

Wie nah beieinander das Spektrum der Matrix A und das Spektrum der Teilmatrizen
Alg, liegen, bemisst folgender Satz.

Satz 6.3.4. Wieder setzen wir Hypothese 6.3.2 als gegeben voraus. Sei § > 0 beliebig aber
fest und seien

N(A) = #{N: A <AL No(w) = #{pu gt g < p
Eigenwert-Zihlfunktionen. Ist u < E und N eine natiirliche Zahl, sodass

2
6—30 mz[% |ai;® N<e\/Wc
i,j€
dann gilt
min(N, No(—0)) < N(p) und min(N,N(u—-6)) < No(u) (6.10)

Wir erinnern daran, dass die Eigenwerte einer nichtsinguldren M-Matrix alle positiv sind
(Satz 3.2.2).

Beweis. Der Rang der orthogonalen Projektion @ ),

Do, = 2 (W, )

i<

entspricht der Anzahl an Eigenwerten fy ;, die kleiner als p sind, denn die zugehdrigen
lokalen Eigenvektoren sind alle linear unabhéngig. D.h. rg(®q ,)) = No(x), falls p selbst
kein lokaler Eigenwert ist bzw. rg(®( ,)) = No(p) —1 falls pu lokaler Eigenwert ist. Sei nun
p:=min(N,N(u—-0)). Konnen wir zeigen, dass @9, injektiv auf einem p-dimensionalen
Unterraum von [2([N]) ist, so folgt No(u) > rg(® (g 4)) > p und damit die zweite Aussage
von (6.10). Wegen p < N(u—4¢) finden wir p (globale) Eigenvektoren ¢!, ..., 4P von A mit
zugehorigen Eigenwerten A\; < pp—4,..., A, < p—3d. Demnach gilt (A — 6, A\ +6) c (0, i)
fir 1 <k <p und wir kénnen mit (6.9) abschétzen

[9F =D 7= Y [(wF o))
w7 £(0,1)

< > et )P

1,5 ( A=, +6)
= [9* - Dy, s, Ak+5)¢kH2

2
< —£ max |a;;e” A
83 ije[N]
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Damit gilt fiir jede nicht-triviale Linearkombination 1 = Z?:l oszZ)j

N|=

e b
10 ol € Sl - Do) (5 ez ) Sl
j=1 j=

Mit der Youngschen Ungleichung folgt

p p
(Zl'“f') Sl s 32 oy o - z|aj|2+—z|az|2-pz|aj|

7,1=1 7,1=1

=plv)?

und somit

1
Wc2 _25 \2
ool < (5 s a3 ) o0

we
S(FZI;;?X jaij e WCN) ]

<[]

Gibe es ein 1 € Span(zt, ..., ¢P), ¢ # 0 mit Q% =0, so miisste ||| < || gelten,
ein Widerspruch. Also ist ®( ,y auf dem p-dimensionalen Aufspann der Eigenvektoren
W, ... 9P injektiv und folglich No(p) > p.

Fiir die erste Aussage von (6.10) betrachten wir den Operator ¥ ,y, dessen Rang N (u)
bzw. N(p)-1 entspricht und kdnnen ganz analog seine Injektivitét auf dem Aufspann von
p = min(N, No(p - 6)) lokalen Eigenvektoren ¢/ mit zugehorigen Eigenwerten i ; < p
zeigen. 0

6.4 Ausblick

Ein spannender néchster Schritt wéire, die Resultate auf unendliche Graphen zu erwei-
tern. Die Hauptschwierigkeit bestiinde darin, sicherzustellen, dass der Hamiltonoperator
selbstadjungiert und das Spektrum diskret wére. Natiirlich miisste auch die Positivitat
der Eigenwerte und die Monotonie gepriift werden. Es wiirde sich anbieten, unendliche,
symmetrische M-Matrizen zu betrachten und durch sie einen Operator auf I2(N) zu de-
finieren. Sei M so eine Matrix mit Y52 |mx|* < oo fiir jedes k € N, dann kénnen wir einen
linearen Operator M auf den Basisvektoren e; definieren durch

Mey, = (Mg )ien € IP(N), ke N.

Die Linearitét erlaubt, dass wir diesen Operator auf Span{ey | k € N} erweitern. Damit
ist M ein symmetrischer, dicht definierter Operator auf /?>(N) und man kann ihn nun
auf selbstadjungierte Erweiterungen untersuchen (dieses Vorgehen ist inspiriert durch
[Moh82, Abschnitt 2]). Diese Uberlegungen haben eine direkte Konsequenz: Ist M die La-
place Matrix eines unendlichen Graphen G ohne gewichtete Kanten, dann kann 352, [m,|*
oo nur dann erfiillt werden, wenn alle Knoten von GG endlichen Grad haben.

Eine weitere Frage ist, ob sich die Abschétzung in Satz 6.2.3 fiir Eigenvektoren des Ha-
miltonoperators auf endlichen Graphen noch verbessern lieffe, wenn man diesen nicht als
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Matrix formulierte, denn durch die Modellierung in I?>([N]) gehen einige schéne Eigen-
schaften des diskreten Laplace Operators verloren. Mit Hilfe der Graphentheorie kénnen
wir Identitdt (5.5) auch fiir den diskreten Hamiltonoperator herleiten, was wir hier ab-
schliefend demonstrieren mochten. Alle nachfolgenden Definitionen stammen aus [Dod84,
Abschnitt 1] und [SRV05, S. 27].

Sei G ein endlicher, gerichteter Graph mit Knotenmenge V' und Kantenmenge E. Sei
C%(@) der Raum aller Funktionen, die V nach R abbilden und C'(G) der Raum aller
Funktionen ¢, die E' nach R abbilden und die

p([v,w]) = —p([w,v])

erfiillen, wobei [v,w] die gerichtete Kante mit Startknoten v und Endknoten w bezeich-
net. Fiir f1, fo € C%(G) und o1, 09 € C1(G) definieren wir das Skalarprodukt durch

(fi,f2)= > i) fav) und  (p1,02) = Y p1(e)pa(e).

veV eeF

Im Fall eines ungerichteten Graphen G legen wir zu Beginn fiir jede Kante eine Richtung
fest und koénnen dann alle Uberlegungen iibertragen.
Der Operator

d(f)([v,w]) = f(w) = f(v)
bildet C°(G) auf C*(G) ab und

d*(¢)(v) = 3. @([w,v])

w~v

ist die zugehorige Adjungierte, d.h. (df, p)c1(q) = (f,d*¢)co(q)- Zur Erinnerung: Es gilt
w ~ v, wenn entweder [v,w] € E oder [w,v] € E. Es ist

~Af =d*df,

wie ein Vergleich mit (5.7) schnell zeigt. Also (-Af,g) = (df,dg). Nun lésst sich eine Art
Leibniz Regel fiir d formulieren. Durch

(= o)([w,w]) = LT )y

definieren wir eine Verkniipfung *: C°(G) x C1(G) - C*(G) und es gilt
d(fg)([v,w]) = (f * dg)([v,w]) + (g * df ) ([v,w]).
Wir kénnen damit Identitédt (5.5) nachstellen. Nach der eingefithrten Leibniz Regel ist
df -d(g*f) = df (% * df + f * d(9%)) = df (¢° » df + f » 2(g * dg))
und )
d(fg)* = (f*dg+g+df)” = (f xdg)* +2(f » dg) (g » df) + (g » df)*.
Eine kurze Rechnung zeigt
df (f *2(g * dg)) = 2(f * dg)(g * df),
also

df -d(g*f) = d(fg)* - (f » dg)® - (g * df )* + df (¢° * df).
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Die rechte Seite lasst sich durch elementare Rechenumformungen und mit Hilfe der bino-
mischen Formel weiter vereinfachen - die Zwischenschritte ersparen wir uns hier - sodass
wir schlieflich

df - d(g* f)([v,w]) = d(f9)*([v,w]) = dg*([v,w]) f (w) f(v)

erhalten. Nun ist es kein weiter Weg mehr bis zu (5.5). Sei u € C°(G) Losung von
~Au+Vu =1 (die Existenz setzen wir als gegeben voraus), dann gilt fiir v € C%(Q)
2 2 2 2
(~Bu+ Vi, =) = (du,d(=)) + (Vi =) = (1, =),
u u u u

Setzen wir in unseren obigen Uberlegungen g = v/u und f = u, dann ergibt sich

1% V2 xr
(% aA(lea)) - d P hutu) Vi) = ¥ 2D

>
xeV y:[z,yleE zeV u(m)

demnach

VQSU 14
(avn= (28 i) T al i)

u(x) ylegeE

Von hier aus konnte man versuchen, Satz 6.2.3 fiir endliche Graphen mit einer besseren
oberen Schranke herzuleiten.

o6



Literaturverzeichnis

[ADFJM19] D. N. Arnold, G. David, M. Filoche, D. Jerison and S. Mayboroda. Loca-

[Agm8&2]

[Dod84]

[Eval0]

[Fey39]

[FM12]

[FP62]

[Frol2]

[HS96]

[MAT22]

[Mer94]

[MFT21]

[MK22]

[MKL22]

[Moh82]

lization of eigenfunctions via an effective potential. Comm. Part. Diff. Eq.,
vol. 44, S. 1186-1216, 2019.

S. Agmon. Lectures on exponential decay of solutions of second-order el-
liptic equations: bounds on eigenfunctions on N-body Schridinger operators.
Princeton University Press, Princeton, NJ, University of Tokyo Press, Tokyo,
1982.

J. Dodziuk. Difference equations , isoperimetric inequality and transience of
certain random walks. Trans. of the Am. Math. Soc., vol. 284, S. 787-794,
1984.

L. C. Evans. Partial Differential Equations (Second Edition). American
Mathematical Society, Providence, Rhode Island, 2010.

R. P. Feynman. Forces in molecules. Physical Review, vol. 56, S. 340-343,
1939.

M. Filoche and S. Mayboroda. Universal mechanisms for anderson and weak
localization. Proc. Natl. Acad. Sci. USA, issue 109, S.14761-14766., 2012.

M. Fiedler and V. Ptak. On matrices with non-positiv off-diagonal elements
and positive principal minors. Czech. Math. J., vol. 12, S. 382-400, 1962.

G. Frobenius. Uber Matrizen aus nicht negativen Elementen. Sitz.-ber. d.

Koénigl. Preuf. Akad. d. Wiss., Berlin, S. /56-477, 1912.

P. D. Hislop and I. M. Sigal. Introduction to Spectral Theory: With applica-
tions to Schrodinger Operators. Springer New York, NY, 1996.

MATLAB. wversion 9.12.0.188430 (R2022a). The MathWorks Inc., Natick,
Massachusetts, 2022.

R. Merris. Laplacian matrices of graphs: A survey. Lin. Alg. and its Appl.,
vol. 198, S. 143-176, 1994.

S. Mayboroda, M. Filoche and T. Tao. The effective potential of an M-matrix.
J. Math. Phys., vol. 62, issue 4, 2021.

D. Mugnolo and J. Kerner. Partielle Differentialgleichungen. FernUniversitat
in Hagen, Kurstextversion SS2022.

D. Mugnolo, J. Kerner and H. Laasri. Funktionalanalysis (Skript). FernUni-
versitdt in Hagen, Kurstextversion WS2021/22.

B. Mohar. The spectrum of an infinite graph. Lin. Alg. and its Appl., Vol.
48, S. 245-256, 1982.

57



[0°CT3]

[Per60]

[Ple77]

[RS87a]

[RS87b]

[Rud91]

[Sch11]

[Sch61]

[Sim74]

[Son20)]

[SRV05]

[SS92]

[Tay85]

[Tes09]

[vD21]

A. J. O’Conner. Exponential decay of bound state wave functions. Commun.
Math. Phys., vol. 32, §.8319-340, 1973.

A. Persson. Bounds for the discrete part of the spectrum of a semi-bounded
schrodinger operator. Mathematica Scandinavica, vol. 8, S. 142-153, 1960.

R. J. Plemmons. M-matrix Characterizations. I - nonsingular M-matrices.
Lin. Alg. and its Appl., vol. 18, S.175-188, 1977.

M. Reed and B. Simon. Methods of Modern Mathematical Physics, vol. 1I:
Fourier Analysis, Self-Adjointness. Academic Press Inc., 1987.

M. Reed and B. Simon. Methods of Modern Mathematical Physics, vol. IV:
Analysis of Operators. Academic Press Inc., 1987.

W. Rudin. Functional Analysis (Second Edition). McGraw-Hill, Inc., 1991.

I. Schur. Bemerkung zur Theorie der beschrankten Bilinearformen mit un-
endlich vielen Verdnderlichen. J. fiir die reine und angew. Math., Band 140,
S. 1-28, 1911.

J. Schréder. Lineare Operatoren mit positiver Inversen. Arch. Rational Mech.
Anal. 8, S. 408-434, 1961.

B. Simon. Pointwise bounds on eigenfunctions and wave packets in n-body
quantum systems. I. Proc. of the Amer. Math. Soc., vol. /2, S.395-401, 1974.

S. B. Sontz. An Introductory Path to Quantum Theory: Using Mathematics
to Understand the Ideas of Physics. Springer, 2020.

M. Salvatori, M. Rigoli and M. Vignati. Strongly subharmonic functions,
graphs, and their asymptotic growth. Math. Ann., vol. 331, S. 21-39, 2005.

P. W. Sy and T. Sunada. Discrete schrédinger operators on a graph. Nagoya
Math. J., vol. 125, S. 141-150, 1992.

A. E. Taylor. Introduction to Functional Analysis. John Wiley & Sons., Inc.,
New York, Chapman & Hall, Ltd., London, 1985.

G. Teschl. Mathematical Methods in Quantum Mechanics: With applications
to Schrodinger Operators (Second Edition). American Mathematical Society,
Providence, Rhode Island, 2009.

P. van Dongen. Klassische Mechanik: Von der Newton’schen Mechanik zur
Relativitdtstheorie in drei Postulaten. Springer Spektrum, 2021.

o8



Selbststandigkeitserklarung

Name: Anna Liza Schonlau

Matrikel-Nr.: 9794247

Fach: Bachelorstudiengang Mathematik

Modul: Bachelorarbeit

Thema: Das effektive Potential von M-Matrizen.

Ich erkléare, dass ich die Bachelorarbeit selbststdndig und ohne unzuléssige Inan-
spruchnahme Dritter verfasst habe. Ich habe dabei nur die angegebenen Quellen
und Hilfsmittel verwendet und die aus diesen wortlich oder sinngeméfl entnomme-
nen Stellen als solche kenntlich gemacht. Die Versicherung selbststandiger Arbeit
gilt auch fiir enthaltene Zeichnungen, Skizzen oder graphische Darstellungen. Die
Arbeit wurde bisher in gleicher oder ahnlicher Form weder derselben noch einer
anderen Priifungsbehorde vorgelegt und auch noch nicht veroffentlicht. Mit der
Abgabe der elektronischen Fassung der endgiiltigen Version der Arbeit nehme ich
zur Kenntnis, dass diese mit Hilfe eines Plagiatserkennungsdienstes auf enthaltene
Plagiate gepriift werden kann und ausschlieSlich fiir Priiffungszwecke gespeichert
wird.

Datum:

Unterschrift:

99



	Einleitung
	Notation
	Grundlagen
	Gemischte Resultate
	Z-Matrizen
	Die Riemannsche Abstandsfunktion
	Spektraltheorie selbstadjungierter Operatoren
	Zerlegung der Spektralmaße


	Einführung in die Quantenmechanik
	Der Hamiltonoperator
	Positivität des kleinsten Eigenwerts
	Existenz und Eindeutigkeit von schwachen Lösungen

	Zeitentwicklung

	Das effektive Potential des Hamiltonoperators
	Agmons Methode
	Nachweis von Lokalisierung mit Hilfe der Landschaftsfunktion
	Vom Hamiltonoperator zu M-Matrizen

	Das effektive Potential von M-Matrizen
	Definitionen
	Lokalisierung der Eigenvektoren symmetrischer M-Matrizen
	Diagonalisierung
	Ausblick

	Literatur

