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Kapitel 1
Einleitung

Wir wollen uns den chaotischen Transportprozessen auf Netzwerken ndhern, in dem wir uns
zundchst unabhingig voneinander mit den Begriffen des Netzwerkes, des Transportprozesses
und der Chaotizitit auseinandersetzen und diese Begriffe im Anschluss daran in einen gemein-
samen Kontext setzen und diskutieren. Wir beschreiben ein Netzwerk als mathematisches Ob-
jekt des Graphen mit Knoten und Kanten. Wir stellen uns nun vor, dass wir auf den Kanten
eine Dichtefunktion gegeben haben und sind an der zeitlichen und rdumlichen Ausbreitung
dieser Anfangsdichte auf den Kanten des Graphen interessiert. Wir kdnnen diese Ausbrei-
tung als Losung eines Differentialgleichungssystems verstehen und haben somit einen kon-
tinuierlichen Transportprozess definiert. Stellen wir uns hingegen die Knoten des Graphen als
Zustinde eines dynamischen Systems vor und die Kanten als mégliche Uberginge zwischen
den Zustdnden, so interessiert uns in diesem Fall die zeitliche Zustandsentwicklung in den
Knoten. Auch dieser Prozess lésst sich als Losung eines Systems von Differentialgleichungen
beschreiben und wir haben es mit einem diskreten Transportprozess zu tun. Unter bestimmten
Voraussetzungen ist es moglich, die Differentialgleichungssysteme als so genannte abstrakte
Cauchy-Probleme zu schreiben, was es ermdglicht, mit Hilfe der Theorie der Operatorhalb-
guppen Aussagen zu treffen, ob und unter welchen Bedingungen wir eine Losung der soeben
beschriebenen Transportprozesse erwarten diirfen. Im Fall diskreter Prozesse spielt dabei die
Adjazenzmatrix des Graphen und im Fall kontinuierlicher Prozesse die Adjazenzmatrix des
zugehorigen Kantengraphen eine wesentliche Rolle. Dies bedeutet, dass zum einen die Struk-
tur des Graphen und zum anderen die Kantengewichte mafigeblichen Einfluss auf die Existenz
und auch die Eigenschaften der Losung haben. Insbesondere betrifft das eine Eigenschaft, die
uns in dieser Arbeit interessiert, die Chaotizitit. Wir wollen herausfinden, unter welchen Be-
dingungen sie entsteht und ndhern uns der Beantwortung dieser Frage, in dem wir wie folgt

vorgehen.




1. Einleitung

In Kapitel 2| stellen wir zunédchst die benétigten Grundlagen zu linearen dynamischen Syste-
men zusammen. Dabei gehen wir auf Halbgruppen und ihre Erzeuger sowie den Zusammen-
hang mit dem bereits angesprochenen abstrakten Cauchy-Problem ein. Wir stellen ebenfalls

spezielle, fiir diese Arbeit relevante Beispiele vor.

Kapitel B|beinhaltet als weiteres Grundlagenkapitel die Beschreibung von Netzwerken als (ge-
richteter) Graph sowie die Definition von Folgen- und Funktionenrdumen auf den Knoten und
Kanten dieses Graphen. Mit diesen Voraussetzungen ist es dann moglich, diskrete und konti-
nuierliche Transportprozesse auf Netzen als Differentialgleichungssystem zu beschreiben, de-
ren Losungen sich mit Hilfe der in Kapitel 2|dargestellten Theorie beschreiben lassen. Ebenfalls
Inhalt dieses Kapitels ist die Diskussion von Adjazenzmatrizen als beschrankte Operatoren, ei-
ne Eigenschaft, die eine entscheidende Rolle fiir die Eindeutigkeit der Losungen spielt. Zudem
erweitern wir in diesem Kapitel die in der Literatur diskutierten Félle auf allgemeine Bochner-

Rdume und verallgemeinerte Adjazenzmatrizen.

Wir interessieren uns fiir Bedingungen, die dazu fiihren, dass die Losungen der in Kapitel
vorgestellten Transportprozesse chaotisch sind. Was wir unter dieser Eigenschaft verstehen
und welche Voraussetzungen fiir ihr Auftreten erfiillt sein miissen, ist Gegenstand von Kapi-

tel 4 als letztes der drei Grundlagenkapitel.

In Kapitel |5/ fithren wir nun die Erkenntnisse aus den vorangegangenen Kapiteln zusammen,
um zu untersuchen, welche Eigenschaften Graphen besitzen miissen, um chaotisches Verhal-
ten der Transportprozesse hervorzurufen. Wie bereits erwdhnt, kommt den Adjazenzmatrizen
des Graphen und des Kantengraphen eine wichtige Bedeutung zu. Wir diskutieren zunéichst
den diskreten und den kontinuierlichen Fall getrennt voneinander. Fiir kontinuierliche Prozes-
se korrigieren wir dabei Aussagen zur Chaotizitdt aus der Literatur. Im Anschluss an diese
Ausfiihrungen widmen wir uns dem Zusammenhang der Chaotizitdt der diskreten und konti-

nuierlichen Prozesse.

Wir schlieflen in Kapitel [l mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick auf weiterfithrende
Arbeiten.

Die hier vorliegende Fassung der Arbeit enthélt Korrekturen der eingereichten Fassung. Dies
betrifft die Aussagen - und ihre Beweise in Abschnitt[5.2] An dieser Stelle sei Herrn
Marvin Pliimer sehr herzlich fiir die Anderungsvorschlidge und die in diesem Zusammenhang

gefiihrten, intensiven Diskussionen gedankt.




Kapitel 2
Lineare Dynamische Systeme

Fiir die in dieser Arbeit zu untersuchende Fragestellung, unter welchen Bedingungen sich
Halbgruppen auf Graphen chaotisch verhalten, werden wir in diesem Kapitel die halbgruppen-
theoretischen Grundlagen zusammenstellen. Wir werden zunéchst in Abschnitt|2.1|die Opera-
torhalbgruppen diskutieren. Dabei betrachten wir insbesondere stark stetige Halbgruppen und
ihre Erzeuger. Des Weiteren werden sich fiir die Untersuchung der Chaotizitdtseigenschaft der
Halbgruppen in den folgenden Kapiteln die spektralen Eigenschaften der Halbgruppe und ih-
res Erzeugers als zentrales Hilfsmittel herausstellen. Wir préasentieren daher ebenfalls wichtige
diesbeziigliche Begriffe und Zusammenhinge. In Abschnitt[2.2lwerden wir das so genannte ab-
strakte Cauchy-Problem vorstellen, welches uns in den folgenden Kapiteln begegnen wird und
wir werden die Wohlgestelltheit des Problems, d.h. die eindeutige Losbarkeit mit der im vor-
angegangenen Abschnitt vorgestellten Halbgruppentheorie verbinden. Zum Abschluss dieses
Kapitels sind in Abschnitt[2.3|die Charakteristika einiger Halbgruppen zusammengefasst, die
in dieser Arbeit auftreten werden. Die hier zusammengestellten Definitionen und Propositio-

nen sind, soweit nicht anderes angegeben, Engel und Nagel 2000 entnommen.

2.1 Halbgruppen, Erzeuger und Resolvente

Wir beginnen mit der Definition einer Halbgruppe bzw. eines linearen dynamischen Systems

sowie der des Orbits.

Definition 2.1.1. Halbgruppe und Orbit
Eine Familie {T(t)|t > O} beschriinkter, linearer Operatoren auf einem Banach-Raum X heif$t Halb-

gruppe oder lineares, dynamisches System, wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt:

v {T(t +s)=T(HT(s) Vts>0 o

T(0) = I




2. Lineare Dynamische Systeme

Die Menge {T(t)x : t € Ry} heifdt Orbit des Anfangswertes x.

Von besonderer Bedeutung sind zwei Halbgruppentypen, die wir im Folgenden definieren.
Dabei sei mit £(X) die Menge aller linearen, beschrankten Operatoren auf einem Banach-Raum

X bezeichnet.

Definition 2.1.2. GleichmiifSig stetige Halbgruppe
Eine Halbgruppe {T(t)|t > 0} auf einem Banach-Raum X heifst gleichmifSig stetig, wenn die Abbil-
dungRy >t — T(t) € (L(X),] - ||) stetig beziiglich der gleichmiifligen Operatortopologie ist.

Proposition 2.1.3. Beschriinkte Operatoren und gleichmiiflig stetige Halbgruppen
Sei X ein Banach-Raum, A € L(X) und (e!) 0 1= {e" := Y52, %\t > 0}. Dann gilt:

1. Die so definierte Halbgruppe (') > ist gleichmiiflig stetig.

2. Jede gleichmiifSig stetige Halbgruppe {T(t)|t > 0} ist von der Form {e4 := Y3, %H > 0}
fiirein A € L(X).

3. Die Abbildung Ry > t — T(t) := e € (L(X),] - ||) ist differenzierbar und erfiillt die
Differentialgleichung:

ZT(t) = AT(t) t>0 (2.1.2)
T(0) = I 2.1.3)

4. Jede differenzierbare Funktion T(-) : Ry — (L(X),] - ||), die die 0.g. Differentialgleichung
erfiillt ist von der Form T(t) = e!4 fiir ein A € L(X).

Definition 2.1.4. Stark stetige Halbgruppe
Eine Halbgruppe {T(t)|t > 0} auf einem Banach-Raum X heifit stark stetige Halbgruppe, wenn die
Abbildung
Ry — L(X) (2.1.4)
t— T(t) (2.1.5)

stetig ist beziiglich der starken Operatortopologie. Dies ist gleichbedeutend damit, dass die Orbit-Abbil-

dungen

&Ry — X (2.1.6)
ts E(F) = T(t)x 2.1.7)

stetig fiir jedes x € X sind.
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2. Lineare Dynamische Systeme

Der Nachweis der starken Stetigkeit einer Halbgruppe kann mit Hilfe des folgenden Kriteri-

ums erfolgen.

Proposition 2.1.5. Nachweis starker Stetigkeit
Fiir eine Halbgruppe {T(t)|t > 0} auf einem Banach-Raum X sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. {T(t)|t > O} ist stark stetig.
2. lim;o T(#)x = x, Vx € X.

Fiir stark stetige Halbgruppen gilt mit der folgenden Proposition dass die Operatornor-
men von oben beschrankt sind. Dies fiithrt uns zum Begriff der Wachstumsschranke fiir diese

Halbgruppe.

Proposition 2.1.6. Wachstumsschranke

Fiir jede stark stetige Halbgruppe {T(t)|t > 0} gibt es eine Konstante w € R mit M > 1, so dass
gilt |T(t)|] < Me®" Vt > 1. Die Konstante wg := w(T) := inf{w € R: IM, > 1: |[T(t)| <
Mye®t, ¥t > 0} heifst Wachstumsschranke.

Eine wichtige Rolle bei der Losung des abstrakten Cauchy-Problems, welches wir im ndchsten
Abschnitt vorstellen, spielt der Erzeuger einer Halbgruppe. Wir werden ihn im Folgenden de-

finieren und seine Eigenschaften und den Zusammenhang zu Eigenschaften der zugehérigen
Halbgruppe in Theorem und Proposition angeben.

Definition 2.1.7. Erzeuger einer Halbgruppe
Der Erzeuger A : D(A) C X — X einer stark stetigen Halbgruppe {T(t)|t > O} auf einem Banach-
Raum X ist der Operator

Ax = &,(0) = lim %(T(h)x —x) (2.1.8)

Dieser Operator A ist definiert fiir alle x im Definitionsbereich
D(A) := {x € X : & ist differenzierbar} (2.1.9)
des Operators A.

Theorem 2.1.8. Eigenschaften des Erzeugers
Der Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe ist linear, abgeschlossen und dicht definiert. Er bestimmt

die Halbgruppe eindeutig.

Proposition 2.1.9. Zusammenhang zwischen gleichmiifSig und stark stetigen Halbgruppen
Sei {T(t)|t > O} eine stark stetige Halbgruppe auf einem Banach-Raum X und sei A : D(A) C X —

X ihr Erzeuger. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.




2. Lineare Dynamische Systeme

1. Der Erzeuger A ist beschriinkt.
2. Esist D(A) = X.
3. D(A) ist abgeschlossen in X.

4. Die Halbgruppe {T(t)|t > 0} ist gleichmiiflig stetig. In diesem Fall gilt:

o tﬂA?’l
— A
T(t)=e:=)" o

n=0

(2.1.10)

Da uns insbesondere spektrale Eigenschaften des Erzeugers einer Halbgruppe interessieren,
nehmen wir im Folgenden an, dass A ein linearer, abgeschlossener Operator ist. Ein dichter

Definitionsbereich wird hingegen nicht vorausgesetzt.

Definition 2.1.10. Spektrum, Resolventenmenge und Resolvente

Die Menge p(A) := {A € C|A — A : D(A) — X bijektiv} wird als Resolventenmenge des Operators
A bezeichnet. Fiir A € p(A) heifit der beschriinkte Operator R(A, A) := (A — A)~! die Resolvente
(von A im Punkt A). Das Komplement o(A) = C \ p(A) dieser Menge heifit Spektrum des Operators
A.

Definition 2.1.11. Punktspektrum

Die Menge op(A) := {A € C|A — A : D(A) — X ist nicht injektiv} wird als Punktspektrum des
Operators A bezeichnet. Jedes A € op heifit Eigenwert, jedes x € D(A) mit x # 0 und (A — A)x =0
heifst der zu A gehorige Eigenvektor von A.

Theorem 2.1.12. Erzeuger und Resolvente
Sei T := {T(t)|t > 0} eine stark stetige Halbgruppe auf einem Banachraum X. Seien w € R und
M > 1 so gewiihlt, dass || T(t)|| < Me“!, VT > 0. Fiir den Erzeuger (A, D(A)) der Halbgruppe T
qilt: Ist RA > w, so liegt A in der Resolventenmenge p(A) und die Resolvente ist gegeben mit
t
R(A, A)x = lim e T(s)xds,Vx € X. (2.1.11)
—00 J0
Wir schreiben: R(A, A) = [;° e T (s)ds und R(A, A)x = [, e *T(s)xds.

Wir werden im Verlauf dieser Arbeit auch Halbgruppen diskutieren, die auf Unterrdumen oder
Produktraumen definiert sind. Wichtige Begriffe und Aussagen dafiir sind im Folgenden zu-

sammengestellt.

Definition 2.1.13. Halbgruppen auf Unterriumen

Sei T := {T(t)|t > 0} eine stark stetige Halbgruppe auf einem Banach-Raum X. Sei Y C X ein
abgeschlossener, T -invarianter Unterraum von X, d.h. Vt > 0 gilt T(t)Y C Y. Dann bildet die auf Y
eingeschrinkte Menge {T(t)|y|t > 0} ebenfalls eine stark stetige Halbgruppe auf dem Banach-Raum
Y. Sie heif$st Unterraum-Halbgruppe.
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2. Lineare Dynamische Systeme

Proposition 2.1.14. Erzeuger von Halbgruppen auf Unterriumen

Sei T := {T(t)|t > 0} eine stark stetige Halbgruppe auf einem Banach-Raum X. Sei Y C X ein ab-
geschlossener, T-invarianter Unterraum von X. Dann ist der Erzeuger (A, D(A))) der restringierten
Menge {T(t)|y|t > 0} gegeben mit

Ay = Ay (2.1.12)
D(A)) =D(A)NY (2.1.13)

Definition 2.1.15. Halbgruppen auf Produktridumen (Grosse-Erdmann und Manguillot 2011, Th.
2.41)
Wir betrachten die direkte Summe abzihlbar vieler Operatoren auf Banach-Riumen. Seien T,, Operato-

ren auf separablen Banachriumen X,,,n > 1. Fiir 1 < p < oo definieren wir die direkte-I1P-Summe wie

folgt:

@X {(xn)n>1]xn € Xp,n > 1, Z [ x]|P < 00} (2.1.14)
» n=1
Versehen mit der Norm || (xy)n|| = (Cpeq ||Xn ||’”)% ist dies ein separabler Banach-Raum. Angenommen

es gilt sup,, . || Ty|| < oo. Dann ist die direkte Summe der Operatoren T, wie folgt definiert

(@ T, > X)n = (Tuxp)n- (2.1.15)

Dies ist ein Operator auf (51 Xn);y und auf (B3 Xn),,-

2.2 Halbgruppen und das Abstrakte Cauchy-Problem

Mit der im vorangegangenen Abschnitt vorgestellten Theorie sind wir nun in der Lage, dass
abstrakte Cauchy-Problem (ACP) zu formulieren und seine Losungen anzugeben. Wir begin-

nen mit der Definition.

Definition 2.2.1. Abstraktes Cauchy-Problem
Sei X ein Banach-Raum, A : D(A) C X — X ein linearer Operator, x € X und u : Ry — X eine
Funktion mit Werten in X. Das Anfangswertproblem

u(t) =Au(t) t>0,

(ACP) (2.2.1)
u(0) =x,

heifit das zu (A, D(A)) und x € X assoziierte Abstrakte Cauchy-Problem (ACP).

Wir definieren nun zunéchst, was wir darunter verstehen, dass die Funktion u eine Losung des
(ACP) ist.




2. Lineare Dynamische Systeme

Definition 2.2.2. Klassische Losung des (ACP)
Eine Funktion heifst klassische Losung des (ACP), wenn u : Ry — X stetig differenzierbar beziiglich
X ist, u(t) € D(A) Yt > 0 gilt und die Gleichungen (2.2.1)) des (ACP) erfiillt sind.

In der folgenden Proposition treffen wir eine Aussage dariiber, welche Funktionen klassische
Losungen des (ACP) sind.

Proposition 2.2.3. Klassische Losung des (ACP)
Sei (A,D(A)) der Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe {T(t)|t > 0}. Fiir x € D(A) ist die

Funktion

u:Ry = X (2.2.2)
s u(t) == T(H)x (2.2.3)

die eindeutige klassische Losung des (ACP).

Uns interessieren die (ACP), fiir die eine Losung existiert, die zudem eindeutig ist und die ste-
tig von den Werten des Definitionsbereiches abhéngt. Wir wollen deratige (ACP) wohlgestellt
nennen (Definition[2.2.4). Proposition macht eine Aussage dariiber, fiir welche Operatoren

A wir diese gewiinschte Wohlgestelltheit erwarten diirfen.

Definition 2.2.4. Wohlgestelltheit des (ACP)
Das zu einem abgeschlossenen Operator A : D(A) C X — X assoziierte (ACP) heift wohlgestellt,

wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind
1. Fiir jedes x € D(A) gibt es eine eindeutige Losung u : Ry — X des (ACP).
2. D(A) liegt dicht in X.

3. Fiir jede Folge (xp)nen C D(A), fiir die gilt lim, e x, = 0 folgt lim, o u(t, x,) = 0
gleichmiiflig auf kompakten Intervallen [0, to).

Proposition 2.2.5. Stark stetige Halbgruppen und Wohlgestelltheit des (ACP)
Fiir einen abgeschlossen Operator A : D(A) C X — X ist das assoziierte (ACP) genau dann wohlge-

stellt, wenn A der Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe ist.

2.3 Beispiele spezieller Halbgruppen und ihrer Erzeuger

Wir stellen in diesem Abschnitt Operatorhalbgruppen und ihre Erzeuger vor, die im Verlauf
dieser Arbeit auftreten werden. Als Grundlage dienen uns die Ausfithrungen in Desch, Schap-

pacher und Webb (1997 sowie Grosse-Erdmann und Manguillot 2011,
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2. Lineare Dynamische Systeme

2.3.1 Der Back-Shift und die von ihm erzeugte Halbgruppe

Bei der Analyse diskreter Verschiebungen betrachten wir als darunterliegende Banach-Rdume
X die Folgenrdume I7,1 < p < oo und ¢y sowie die gewichteten Folgenrdume 1} und o0, die

wir im Folgenden definieren.

Definition 2.3.1. Raum der gewichteten IP- und co-Folgen
Der Banach-Raum X der gewichteten IP- bzw. co-Folgen, mit 1 < p < oo sei gegeben durch:

X=1= {(xi)ien\l\xi €C, ) vilxlf < 00} (2.3.1)

i=1

mit || (xi)ien|| = (sz’xz’p> (2.3.2)

X =cop= {(xi)ie]N|xi € C, lim vilxi| = 0} (2.3.3)
mit || (x;)ien || = sup vi|x;| (2.3.4)
iEN

Wir definieren sowohl auf den gewichteten als auch auf den ungewichteten Folgenrdumen die

diskrete Riickwérts-Verschiebung wie folgt

Definition 2.3.2. Riickwiirts-Verschiebung
Sei X =17, X =1V (mit1 < p < o), X = cg oder X = cq . Dann ist die Riickwirts-Verschiebung B
wie folgt definiert

B:X— X (2.3.5)

x = (x1,x2,x3,...) — Bx = (x2,x3,x4,...) (2.3.6)

Im Falle der gewichteten Folgenrdume entscheiden die Gewichte dariiber, ob die Riickwarts-

Verschiebung ein Operator auf dem jeweiligen Raum ist.

Lemma 2.3.3. Back-Shift-Operator, kurz: Back-Shift (Grosse-Erdmann und Manguillot 2011, L.4.4)
Sei X = I),1 < p < co. der Raum der gewichteten Folgen in I, wobei v = (v, )neN eine Folge positiver
Gewichte ist. Die Riickwirts-Verschiebung B ist genau dann ein Operator (der Back-Shift) auf I, wenn
es ein M > 0 gibt, so dass fiir alle x € 1}, gilt:

1 1
(o] p [e] r
(2 Ixn+1|pvn> <M (Z Ixnl”vn> , (2.3.7)
n=1

n=1

. . . UVI
was dquivalent ist zu sup,, Ty S




2. Lineare Dynamische Systeme

Wenn wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit vom Back-Shift auf gewichteten Folgenrdumen
sprechen, setzen wir die o.g. Eigenschaft der Gewichte somit stets voraus. Der Fall der un-
gewichteten Folgenrdume ist als Spezialfall mit (v,),en = (1) enthalten. Ausgehend von der
Definition des Back-Shifts konnen wir einen davon abgeleitete Operator, den gewichteten Back-
Shift definieren.

Definition 2.3.4. Gewichtete Riickwiirts-Verschiebung auf [P
Sei X =1IP,1 < p < cooder X = cg. Dann ist die gewichtete Riickwiirts-Verschiebung By, wie folgt
definiert

By: X =X (2.3.8)
x = (x1,X2,X3,...) = Byx = (waxo, w3x3, Wyxy, . ..) (2.3.9)
Lemma 2.3.5. Gewichteter Back-Shift auf IV (Grosse-Erdmann und Manguillot\ 2011, L.4.9)

Sei X = 17,1 < p < cooder X = co. Dann ist die gewichtete Riickwiirts-Verschiebung B, genau dann

ein Operator (der gewichtete Back-Shift), wenn sup, . wy < 0.

Wir konnen einen Zusammenhang zwischen dem gewichtete Back-Shift B, auf den Folgenrdu-
men X = 17,1 < p < oo bzw. X = ¢p und dem Back-Shift B auf den gewichteten Folgenrdaumen
X,=1/1< p < cobzw. X, = co, herstellen, wenn folgendes gilt:

n -pP
vy = (H wi> (2.3.10)
i=1

In diesem Fall gibt es einen Isomorphismus ¢, mit

do: Xo — X (2.3.11)

(Xn)neN = (Xn0n)neN, (2.3.12)

so dass By o ¢, = ¢, 0 B. Somit kommutiert das folgende Diagramm und B : X, — X, und
By : X — X sind konjugierte Operatoren.

Xy 4B> Xy
$o

b
X B?U

v x

Da wir insbesondere an abstrakten Cauchy-Problemen interessiert sind und somit an stark
stetigen Halbguppen und ihren Erzeugern, wollen wir uns nun noch die Halbgruppe angeben,
die durch den Back-Shift erzeugt wird.
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2. Lineare Dynamische Systeme

Lemma 2.3.6. Der Back-Shift und die von ihm erzeugte Halbgruppe (Desch, Schappacher und Webb
1997, L. 5.1)

Sei X = 1Y und B der Backshift-Operator auf X. Dieser ist ein beschrinkter Operator auf X. Er erzeugt
die folgende lineare Halbgruppe {T(t)|t > 0}:

bel uq ()
X2 B le(t)
T(t) . = s (1) (2.3.13)
mit
o) t]’fi
u;(t) = 21 = %] (2.3.14)
j=

2.3.2 Der Translationsoperator und die von ihm erzeugte Halbgruppe

Wir betrachten in diesem Abschnitt kontinuierliche Verschiebungen. An die Stelle der (gewich-
teten) Folgenrdume [7, 1! bzw. ¢, Co,» treten nun die (gewichteten) Funktionenrdume L7, Lﬁ bzw.
Co, Cg. Um diese zu definieren benétigen wir zundchst den Begriff der zuldssigen Gewichts-

funktion, deren Definition sowie wichtige Eigenschaft wir voranstellen.

Definition 2.3.7. Zulissige Gewichtsfunktion (Desch, Schappacher und Webb 1997, Def. 4.1)
Sei ] = (—o00,00) oder I = [0, o). Eine messbare Funktion p : I — R heift zuliissige Gewichtsfunktion
auf I, wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt:

1. p(t) >0, VT el

2. Es gibt eine Konstante M > 1 und w € R so, dass p(t) < Me“'p(t + ) fiir alle T € I und alle
t>0.

Lemma 2.3.8. Zulissige Gewichtsfunktion (Desch, Schappacher und Webb 1997, L. 4.2)
Sei ] = (—o0,00) oder I = [0,00) und sei p : I — R eine zuliissige Gewichtsfunktion auf 1. Fiir jedes
1 > 0 gibt es Konstanten my, My mit 0 < mq < Mj so, dass fiir alle o € [und T € [0, 0 + 1] gilt:

mip(o) < p(7) < Mip(o +1). (2.3.15)

Definition 2.3.9. Gewichtete Funktionenriume Desch, Schappacher und Webb 1997, Def. 4.3)

Sei I = (—o0,00) oder I = [0,00) und sei p : I — R eine zulissige Gewichtsfunktion auf 1. Dann

11



2. Lineare Dynamische Systeme

definieren wir die folgenden Funktionenriume:

Ly(I,C) = {u I — Clu messbar,/I lu(t)|Pp(T)dT < oo} (2.3.16)

mit ||, = (/I|u(r)|pp(r)dr> ' (2.3.17)

Cop(L,C) = {u : I — Cl|u stetig ,%g\o p(Du(t) = 0} (2.3.18)
mit ||ul||c = sup |u(T)|p(T). (2.3.19)
tel

Definition 2.3.10. Translationsoperator
Sei X = Lh(Ry),1 < p < oo oder Co,p(R+). Der Translations-Operator T

T:X — X (2.3.20)
f=(Tf)(x) = f(x+1) (2.3.21)

ist wohldefiniert, genau dann wenn gilt

px)
sup ——— < ®© (2.3.22)
Zuldssige Gewichtsfunktionen fithren somit zur Wohldefiniertheit des Translationsoperators.
Sprechen wir im Verlauf dieser Arbeit von Operatoren auf gewichteten Funktionenrdumen,
werden wir stets davon ausgehen, dass die zugrunde liegenden Gewichtsfunktionen zuldssig

sind.

2.3.3 Der Differentialoperator und die von ihm erzeugte Halbgruppe

Auch in diesem Abschnitt legen wir (gewichtete) Funktionenrdume zugrunde. Wir betrachten
nun jedoch nicht mehr den Translationsoperator, sondern den Differentialoperator. Wir wer-
den sehen, dass dieser die so genannte Translationshalbgruppe erzeugt. Deren Element T(1)
stimmt mit dem im vorangegangenene Abschnitt diskutierten Translationsoperator T tiberein.

Wir beginnen mit der Definition des Differentialoperators und der Translationshalbgruppe.

Definition 2.3.11. Differentialoperator
Sei X = L}(I,C) oder X = Co,(I,C) mit zuliissiger Gewichtsfunktion p. Dann ist der Differential-
operator A wie folgt definiert

Au =1 (2.3.23)
dom(A) = {u € X|u absolut stetig, u' € X} (2.3.24)
= {uc W (1,C)} (2.3.25)

12



2. Lineare Dynamische Systeme

Definition 2.3.12. Translationshalbgruppe (Desch, Schappacher und Webb 1997, Def. 4.5)

Sei I = (—o00,00) oder I = [0,00) und X = Lb(I,C) oder X = Co,(I,C) mit zuliissiger Gewichts-
funktion p. Fiir t > 0 und u € X definieren wir T(t)u mit [T(t)u](t) = u(t + t) und nennen
{T(t)|t > 0} die (Vorwiirts-)Translationsgruppe auf X.

Wir schliefsen den Abschnitt mit dem folgenden Lemma, welches den Zusammenhang zwi-

schen Differentialoperator und Translationshalbgruppe darstellt.

Lemma 2.3.13. Starke Stetigkeit und Erzeuger der Translationshalbgruppe (Desch, Schappacher und
Webb 1997, L. 4.6)

Sei I = (—o0,00) oder I = [0,00) und X = Ly(I,C) oder X = Co,(I,C) mit zulissiger Gewichts-
funktion p. Die Translationshalbgruppe {T(t)|t > 0} auf X ist eine stark stetige Halbgruppe linearer
Operatoren. Ihr Erzeuger A ist der mit Definition gegebene Differentialoperator.
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Kapitel 3
Fliisse auf Netzwerken

Bei Fliissen auf Netzwerken handelt sich um einen so genannten Transportprozess, der die
zeitlich und rdumlich variante Dichte von Partikeln oder aber die Zustandsdnderung eines Sys-
tems beschreibt. Um diese Phdnomene mathematisch beschreiben und analysieren zu kénnen,
benotigen wir einige grundlegende Definitionen und Zusammenhénge. In Kapitel 3.1) werden
wir Begriffe der Graphentheorie einfiihren, die es uns erméglichen, Netze als mathematisches
Objekt des Graphen zu beschreiben. Um den Transportprozess auf dem Netz untersuchen zu
konnen, miissen wir zundchst Folgen- und Funktionenrdume auf den Knoten bzw. Kanten des
Graphen definieren. Dies ist Inhalt von Kapitel Nach dieser Vorarbeit konnen wir dann
den Transportprozess in Kapitel 3.3| mit Hilfe von partiellen Differentialgleichungen modellie-
ren und analysieren. Wir werden sehen, dass man den Transportprozess als abstraktes Cauchy-
Problem schreiben kann, womit wir die in Kapitel 2] dargestellte Theorie fiir die Losung derarti-
ger Problem nutzen konnen. Von grofier Bedeutung ist dabei die Beschranktheit der betrachte-
ten Operatoren. Den Zusammenhang dieser Eigenschaft mit der Struktur des Graphen werden
wir in Abschnitt 3.4l diskutieren.

3.1 Grundlagen der Graphentheorie

Wir beginnen zunéchst mit der Definition einiger wesentlicher Begriffe, die es ermoglichen,
Netze als mathematische Objekte zu beschreiben. Als Grundlage dienen uns dabei, soweit nicht

anders angegeben, Bollobés 1998 sowie Bondy und Murty 2008

Definition 3.1.1. Graph

Ein Graph G = (V(G), E(G)) ist ein geordnetes Paar disjunkter Mengen, wobei E C V x V eine
Menge ungeordneter Paare von V ist. Die Menge V (G) ist die Knotenmenge, ein Element v € V heif3t
ein Knoten von G. Die Menge E(G) ist die Kantenmenge, ein Element e € E heifst eine Kante von G.
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3. Fliisse auf Netzwerken

Definition 3.1.2. Gerichteter Graph

Ein gerichteter oder orientierter Graph G = (V(G), E(G)) ist ein geordnetes Paar disjunkter Mengen,
wobei E C V x V eine Menge geordneter Paare von V ist. Die Menge V (G) ist die Knotenmenge, ein
Element v € V ein Knoten. Die Menge E(G) ist die Menge der gerichteten Kanten oder Bigen, ein
Element e = (u,v) € E eine gerichtete Kante oder ein Bogen. Der Knoten u heifst Anfangsknoten, der

Knoten v Endknoten des Bogen.

Definition 3.1.3. Einfacher (gerichteter) Graph
Ein (gerichteter) Graph heif$t einfach, wenn er weder Schlingen noch parallele (Bogen) Kanten besitzt.

Definition 3.1.4. Gewichteter (gerichteter) Graph
Ein (gerichteter) Graph heifit gewichtet, wenn jedem Bogen/jeder Kante e € E ein Gewicht p(e) € R

zugeordnet ist.

Definition 3.1.5. Kantengraph
Der Kantengraph L(G) = (V(L), E(L)) des (gerichteten) Graphen G ergibt sich durch Vertauschen

der Knoten- und Kanten- bzw. Bogenmenge, wobei gilt:

2. (a) Zwei Knoten v; = e;,v; = ej € V(L) sind genau dann iiber eine Kante e € E(L) miteinan-

der verbunden, wenn sie in G = (V(G), E(G)) einen gemeinsamen Knoten besitzen.

(b) Zwei Knoten v; = e;,v; = e; € V(L) sind genau dann iiber einen Bogen e € E(L) mitein-
ander verbunden, wenn es in G = (V(G), E(G)) Bogen e;, e; gibt, so dass der Endknoten

von e; mit dem Anfangsknoten von e; iibereinstimmd.

Definition 3.1.6. Adjazenz
Zwei Knoten v;,v; € V heiflen adjazent, wenn sie iiber eine Kante/einen Bogen miteinander verbunden

sind, d.h. wenn es ein e € E gibt mit e = {v;, v;} bzw. e = (v;,v;).

Definition 3.1.7. Inzidenz

Ein Knoten v; und eine Kante e heifien inzident, wenn v; € e = {v;,v;}. Ein Knoten v; und ein Bogen e
heifien negativ inzident, falls v; Anfangsknoten des Bogens, d.h. e = (v;, v;) fiir ein v; € V. Sie heiflen
positiv inzident, falls v; Endknoten des Bogens, d.h. e = (v}, v;) fiir ein v; € V.

Definition 3.1.8. Lokal endlicher Graph, beschrinkter Grad (Agrawal u.a. 2018)

Ein Graph heift lokal endlich, wenn fiir jeden Knoten u € V gilt, dass die Menge deg(u) := {v €
V :3e € E:e = {u,v}} endlich ist. Ein lokal endlicher Graph heifst von beschriinktem Grad (bzw.
gleichmiifSig lokal endlich), wenn die Menge {deg(v) : v € V'} beschriinkt ist.

15



3. Fliisse auf Netzwerken

Definition 3.1.9. Lokal endlicher gewichteter gerichteter Graph (Mugnolo2014)

Sei G = (V,E) ein gerichteter Graph. Fiir jeden Knoten u € V seien die Mengen Ei, := {e € E :
JveV:e= (vu)} und Eqe := {e € E: Jv € V : e = (u,v)} sowie die folgenden Summen
definiert: deg; (u) := Y cp, p(e) und deg, (1) := Yo, 0(€) definiert. Der Graph heifit eingehend
lokal endlich, wenn es eine Konstante M, gibt, so dass deg, (u) < M, Vv € V. Der Graph heifst
ausgehend lokal endlich, wenn es eine Konstante M, gibt, so dass deg_, (1) < M,, Vv € V. Er heifit
lokal endlich, wenn er sowohl eingehend als auch ausgehend lokal endlich ist. Ist die Folge (deg, . )oev
beschriinkt, heifit der Graph eingehend gleichmifiig lokal endlich. Ist die Folge (deg, . )oev beschrinkt,
heif$t der Graph ausgehend gleichmif$ig lokal endlich. Gilt die Beschriinktheit fiir beide Folgen, heifst der
Graph gleichmiifig lokal endlich.

Definition 3.1.10. [nzidenzmatrix (Dorn|2008a)

Sei G ein gerichteter Graph. Die Ausgangs-Inzidenzmatrix ®~ und die Eingangs-Inzidenzmatrix &+

sind wie folgt definiert:
1 falls v; > 1 falls 5
alls v alls — v;
(@) = l (@F); = l (3.1.1)
0 sonst 0 sonst
Bezeichnet w;; := p(ej) das Gewicht der Kante e; mit Anfangsknoten v;, so lisst sich die gewichtete
Ausgangs-Inzidenzmatrix O, wie folgt definieren:
e
w;;  falls v; >
(@5)ii=14 1 (3.1.2)
0  sonst

Definition 3.1.11. Adjazenzmatrix (Dorn|2008a)
Sei G ein gerichteter Graph. Seien die Gewichte seiner Kanten e, mit Anfangsknoten v; gegeben als wj.

Dann ist die gewichtete Adjazenzmatrix A definiert durch

(Aw)ij = {wjk falls 0; = v, (3.1.3)

0 sonst

Des Weiteren gilt A, = @ (d;,)T.
Die Adjazenzmatrix B des zu G gehorigen Kantengraphen L(G) ist definiert mit

1 falls Jvy € V(G) 2 O >
(B);; = { (3.1.4)

0 sonst

Fiir die gewichtete Adjazenzmatrix B, des Kantengraphen gilt
e; e:
wy;  falls I € V(G) =5 vy =
(By)ij = { 1 (3.1.5)

0 sonst

Des Weiteren gilt: By, = (P,)Td*.
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Wie wir noch sehen werden, spielen sowohl die Adjazenzmatrix des Graphen als auch die Ad-
jazenzmatrix des zugehorigen Kantengraphen eine entscheidende Rolle fiir die Analyse von
dynamischen Systemen auf Graphen. Um dies zu erkennen, benétigen wir noch einige Vorar-

beit, die wir in den ndchsten beiden Abschnitten leisten.

3.2 Folgen- und Funktionenraume auf Graphen

In diesem Abschnitt werden wir zundchst Folgenrdaume auf den Knoten bzw. Kanten definie-
ren. Diese werden wir dann in Abschnitt nutzen, um diskrete Transportprozesse zu be-
schreiben. Des Weiteren betten wir den Graphen in den R® ein und sind damit in der Lage,
Funktionen auf den Kanten des Graphen zu definieren. Diese dienen uns dann in Abschnitt
fiir die Beschreibung kontinuierlicher Transportprozesse. Wir beziehen uns in diesem Ab-
schnitt auf Mugnolo 2014!

3.2.1 Folgenrdume auf Graphen
Wir stellen in diesem Abschnitt gewichtete Knoten- und Kantenfolgen vor.

Definition 3.2.1. Gewichtete Knoten
Seis:V — (0,00). Fiir p € [0, 00] bezeichne I¥ (V') den Raum aller Funktionen f : V. — C, so dass:

£l vy = (Z f(v)\”S(v)> <o fiir p € [1,00)

veV

[ flio(vy == sup | f(v)|s(v) < o0 fiir p = oco.

veV

Wir erhalten mit dieser Definition somit einen gewichteten [P- bzw. co-Folgenraum, wie wir ihn
mit Definition eingefiihrt haben. Dabei bezeichnen wir die Folgenglieder hier mit v (statt

x;) und die Gewichte mit s(v) (statt mit v;).

Definition 3.2.2. Gewichtete Kanten
Sei p : E — (0,00). Fiir p € [0, 00] bezeichne I} (E) den Raum aller Funktionen u : E — C, so dass:
1
p
Il ey = (Z Iu(e)!pp(e)) < oo fiirp & [1,0)
ecE
el vy == sup |u(e)lo(e) < oo fiir p = co.
ec

Auch in diesem Fall erhalten wir wieder einen gewichteten [”- bzw. cp-Folgenraum wie in De-
finition Dabei bezeichnen wir die Folgenglieder hier mit e (statt x;) und die Gewichte mit
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p(e) (statt mit v;). Des Weiteren entsprechen die Kantengewichte p(e) hier den Gewichten w;;
in der Definition 3.1.11|der gewichteten Adjazenzmatrix A,.

3.2.2 Funktionenrdaume auf Graphen

In diesem Abschnitt definieren wir Funktionenrdume auf Graphen und beginnen dafiir mit der

Einbettung des Graphen in den R®.

Lemma 3.2.3. Einbettung eines Graphen in den R3
Jeder Graph G = (V, E) kann in den R3 eingebettet werden, d.h.

1. Jeder Knoten v € V kann bijektiv einem Punkt x,, € R® zugeordnet werden.

2. Zwei Punkte x,, %, € R® sind genau dann iiber einen Bogen verbunden, wenn v und w adjazent

in G sind.

Wenn wir mit Lemma fiir einen gegebenen gewichteten Graphen die Gewichte der Kanten

als deren Lange interpretieren, fiihrt uns dies zur Definition eines metrischen Graphen.

Definition 3.2.4. Metrischer Graph
Sei (V, E, p) ein gewichteter, gerichteter Graph. Sei

¢ :=][{e} x (0,p(e)) (3.2.1)

ecE

Dann heift das Paar & := (V, €) der metrische Graph iiber G. Die Elemente von € heiflen metrische

Kanten.
Auf einem metrischen Graphen lédsst sich nun wie folgt ein Funktionenraum L7 (&) definieren.

Definition 3.2.5. Lebesgue-Riume auf metrischen Graphen

Fiir p € [1, 00| bezeichne LV (&) den Raum aller messbaren Funktionen u : € — C, so dass:

1
p(e) p
llioe) = (2 / |u<e,x>|wx) <o fiir p € [1,%0)

ecE

|u][ (o) := inf{c € R: |u(e, x)| < cfiirfa.x € (0,0(e)) und allee € E} fiir p = co.

Derartige Lebesgue-Raume auf metrischen Graphen sind eng verbunden mit den im folgenden
definierten vektorwertigen Lebesgue-Raumen. Diese umfassen die LP-Funktionen, die jedem

Element aus dem Intervall (0, 1) ein Element aus dem Folgenraum I} (E) zuordnen.
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Definition 3.2.6. Vektorwertige Lebesgue-Riume (Bochner-Réiume)
Fiir p € [1,00) bezeichne L? ((0,1);1y(E)) den Raum aller messbaren Funktionen u : (0,1) — I} (E),

so dass:

1
ooy = | (Z |u<e,x>rpp<e>) < oo 322
ecE
Der Zusammenhang zwischen den in Definition und Definition vorgestellten Réumen
zeigt sich, wenn wir die Kanten des metrischen Graphen auf die Lange Eins normieren, d.h.
x € (0,p(e)) = %= p%e) € (0,1) und das Intervall (0,1) mit dem Lebesgue-Maf8 pdx versehen.

Denn dann gilt:

HuHIZJ’(Qi) = Hu’|ip((0,1);lg(E)) (323)

und
LP(&) ~ L? ((0,1);15(E)) (3.2.4)

In Anlehnung an die Definition von vektorwertigen Lebesgue-Raumen definieren wir nun vek-

torwertige Sobolev-Raume.

Definition 3.2.7. Vektorwertige Sobolev-Riume
Fiir p € [1,00) bezeichne W'¥ ((0,1);1)(E)) den Raum aller messbaren Funktionen u : (0,1) —
17 (E), so dass:

1. u e LP ((0,1);15(E))
2. u' € LP ((0,1);15(E)), wobei u’ die schwache Ableitung von u bezeichnet.

Somit besteht W'¥ ((0,1); 1) (E)) aus allen schwach differenzierbaren Elementen von L¥ ((0,1);15(E)),
deren schwache Ableitungen ebenfalls in LP ((0,1); 15 (E)) liegen.

Wie bereits erwahnt, ist der Raum L? ((0,1);15(E)) fiir p € [1,00) isometrisch isomorph zum
Raum L?(&) der p—integrierbaren Funktionen auf einem metrischen Graphen. Der Sobolev-
Raum W'?(®) ist hingegen nur zu einem abgeschlossenen Unterraum des vektorwertigen
Sobolev-Raum W' ((0,1);1} (E)) isomorph. Es ist der Unterraum, der die Adjazenzbedingun-
gen des Graphen respektiert.

Lemma 3.2.8. Sobolev-Raum iiber dem metrischen Graphen

Fiir p € [1,00) ist der Sobolev-Raum WP (®) iiber einem metrischen Graphen & definiert als

WP(&) := {u € W ((0,1);15(E)) : Supy € CV : (@) upy = u(0), (@) Tuyy = u(1)}

(3.2.5)
Er ist ein Banach-Raum beziiglich der Norm
Hu”f/]\/l,n(@) = H”Hzp(@) + ||u/’|€p(@) (3.2.6)
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Einen Zusammenhang zwischen Lebesgue- und Sobolev-Rdumen auf Graphen stellt das fol-
gende Lemma vor. Wir werden diese Eigenschaft benotigen, um kontinuierliche Transportpro-

zesse auf Graphen zu diskutieren.

Lemma 3.2.9. Dichtheit von W' (&) in LP([0,1],17)
Sei 1 < p < co. Dann liegt WP (&) dicht in LP(®),1 < p < co.

Beweis. Die Menge der Treppenfunktionen T([0,1],17) liegt dicht in LF([0,1],17) (Gajewski,
Groger und Zacharias|1975). Des Weiteren gilt T([0, 1],17) C WP(&). Daher liegt mit T([0, 1], 17)
auch W'? (&) dicht in L?([0,1],I7). O

3.3 Der Transportprozess auf einem Graphen

Wie in Dorn 2008al angemerkt, gibt es zwei Ansédtze, Transportprozesse auf Graphen zu be-
trachten. Der erste Ansatz interessiert sich allein fiir den zeitlichen Verlauf des Prozesses in
den Knoten. Es handelt sich somit um einen diskreten, dynamischen Prozess. Diesem Ansatz
widmen wir uns in Abschnitt Der zweite Ansatz untersucht den kontinuierlichen, zeit-
lichen Verlauf des Transportprozessen auf den Kanten. Wir werden ihn in Abschnitt [3.3.2] be-
schreiben. Die in der Literatur untersuchten Transportprozesse stellen dabei entweder Fliisse
auf endlichen Graphen (Kramar und Sikolya [2005) oder aber auf unendlichen Graphen (Dorn,
Keicher und Sikolya 2009, Dorn 2008b) dar. Fiir die Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit
werden uns letztgenannte interessieren. Warum dies so ist, werden wir in Kapitel 5|zeigen. Des
Weiteren liegen den Untersuchungen meist die Banach-Raume X = I! bzw. X = L}((0,1),11)
zugrunde. Wir werden die Betrachtungen in dieser Arbeit auf X = I bzw. X = L?((0,1),1}),

p € [1,00) erweitern.

3.3.1 Der Transportprozess als diskreter, dynamischer Prozess

Ein Beispiel fiir einen diskreten Transportprozess stellt der sogenannte Geburts- und Sterbe-
prozess mit Proliferation dar. Dieser wird in der Literatur umfangreich diskutiert und in Ka-
pitel [5|ausfiihrlich dargestellt. Eine Population (z.B. eine Zellpopulation) wird dabei in Subpo-
pulationen aufgeteilt, wobei die Elemente (Zellen) der n—ten Subpopulation eine bestimmte
Eigenschaft (z.B. n Kopien eines bestimmten Gens) besitzen. Die Frage, die es zu beantworten
gilt, ist die nach der sich zeitlichen dndernden Anzahl an Zellen in jeder Subpopulation (den
Zustidnden). Die zeitliche Anderung entsteht durch zwei Mechanismen. Zum einen kann mit ei-
ner bestimmten Rate durch Mutation eine Kopie eines Gens verschwinden (Sterberate ;) oder
eine zusétzliche entstehen (Geburtsrate ;). Dadurch werden Zellen von einer Subpopulation

in eine andere “transportiert”. Einen zweiten Mechanismus stellt die Zellteilung dar, die die
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Rate «; des Wachstums einer Subpopulation beeinflusst. Beide Mechanismen fiihren somit zu
einer Zustandsidnderung des Systems “Population”. Abbildung[3.1]zeigt den zum Geburts-und
Sterbeprozess mit Proliferation gehdrigen Graphen. Die Knoten représentieren die Subpopula-
tionen, die Kanten die méglichen Ubergénge zwischen den Subpopulationen. Da die Anzahl
an Kopien eines bestimmten Gens und damit die Anzahl an Subpopulationen sehr grofs wer-
den kann, ist es zuldssig, den Graphen als unendlich anzunehmen (Banasiak, Lachowicz und
Moszynski [2005).

Bi Bi+1
!{i/ Aitq
Vi Vi+1

Abbildung 3.1: Geburts- und Sterbeprozess mit Proliferation mit variablen Koeffizienten: Sterberaten
vi, Wachstumsraten «; und Geburtsraten ;.

Sei nun f, = f,(t) die Anzahl an Elementen in der n—ten Subpopulation und f = (f,)nen, die
zugehorige Folge. Sei f° = £(0) die Anfangspopultation zum Zeitpunkt ¢ = 0. Dann lasst sich
die zeitliche Anderung der Anzahl an Elementen in den einzelnen Subpopulationen durch das

folgende Differentialgleichungssystem darstellen
B =awofo+mh
(TG) dc{tn = nfn+ Bn-1fu—1+ Yni1fur1 n>1 (3.3.1)
£0) = f°

Die Losung dieses Systems wollen wir unter Nutzung der in Kapitel 2| dargestellten Theorie

gewinnen. Dafiir miissen wir zunédchst einmal einen geeigneten Banach-Raum X festlegen, in
dem sowohl die Anfangsverteilung als auch die Losung des Systems liegen. In einem zweiten
Schritt wird das Differentialgleichungssystem fiir die Dynamik auf den Knoten in Form einer
Differentialgleichung mit Operator A : D(A) C X — X geschrieben, wobei D(A) den Defi-
nitionsbereich des Operators darstellt, in den auch die Randbedingungen eingehen. Stellt sich
A als Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe {T(¢)|t > 0} heraus, ist dann mit Propositi-
on das so definierte (ACP) wohlgestellt und seine Losung u = T(f)ug auch Losung des

Transportproblems.

Aus praktischen Griinden naheliegend ist fiir die Wahl des Banach-Raumes X = I! mit Norm
lflln = oo |fu(t)|, die die Anzahl an Elementen der gesamten Population angibt. Fiir dar-
auf aufbauende Analysen werden aber auch, wie wir in Kapitel |5|sehen werden, die Banach-

Riaume X = I?, versehen mit der Standardnorm oder der Banach-Raum X = I! der gewichteten
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I'—Folgen mit Norm Iflln = Xazo [ fu(t)|sn gewdhlt. Als Operator A : D(A) C X — X auf

diesem Banach-Raum wird die Adjazenzmatrix A, des Graphen mit

& 7
Bo a1 7

A=A, = B1 a2 13 (3.3.2)

B2 a3

sowie Definitionsbereich D(A) = {f € IF : Af € [P} mitp € [1,00) bzw. D(A) = {f € I} :
Af € 1} definiert. Mit dem so definierten Operator (A, D(A)) ist das diskrete Transportpro-
blem (TG) dquivalent zu dem folgenden (ACP)

5f(H) = Af(t), t>0
f0)=f°

Sind die Koeffizientenfolgen beschrénkt, ist es auch der Operator A (vgl. Abschnitt [3.4). Die
von ihm erzeugte Halbgruppe {T(t)|t > 0} mit

(ACP) (3.3.3)

eyt
T(t) = ¢!Bo = k;] EAZ; (3.3.4)

ist mit[2.1.3|gleichmégig stetige Lésung des (ACP). Sind die Koeffizientenfolgen unbeschrénkt,
ist es nach Banasiak, Lachowicz und Moszynski 2006 nicht trivial, einen Operator zu finden,
der Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe ist. Die positive Antwort fiir diese Problem-
stellung, die die Autoren in Banasiak, Lachowicz und Moszynski 2006, unter bestimmten Ein-

schrankungen an die Koeffizienten finden, stellen wir in Kapitel Vor.

3.3.2 Der Transportprozess als kontinuierlicher, dynamischer Prozess

In Dorn2008a werden Transportprozesse als kontinuierliche, dynamische Prozesse ausfiihrlich
beschrieben und somit dient uns diese Arbeit als Grundlage fiir eine Einfithrung in diese The-
matik. Ein Beispiel fiir einen derartigen Prozess stellt der in der Einleitung erwédhnte Transport
von Partikeln dar. Wir wollen ihn in einem Netzwerk, d.h. auf den Kanten eines Graphen iiber
die zeitliche und rdumliche Massenverteilung u auf den Kanten beschreiben, wobei wir davon
ausgehen, dass die gesamt zu transportierende Masse endlich ist. Wir nehmen weiter an, dass
ein unendlicher, einfacher, gerichteter, zusammenhédngender Graph G = (V, E) gegeben ist,
dessen Struktur iiber seine (gewichtete) Ausgangs- und Eingangs-Inzidenzmatrizen &, und

& beschrieben wird. Dabei gehen wir von den in Dorn 2008a| gegebenen Annahmen aus:
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1. Die Massenverteilung f; zum Zeitpunkt to = 0 ist fiir jede Kante ¢; bekannt.
2. Die Partikel konnen pro Kante nur in eine Richtung transportiert werden.

3. Kein Partikel kann in den Knoten verloren gehen, d.h. die Summe der ein- und ausflie-
Benden Partikel ist identisch. Diese Bedingung wird auch als Kirchhoff-Bedingung be-

zeichnet.
4. Die Verteilung von Partikeln erfolgt nur in den Knoten.

5. Die Verteilung der Partikel in den Knoten v; in die aus diesem Knoten herausfiihrenden

Kanten erfolgt gewichtet, wobei fiir die Gewichte gilt: } ;. ,, wij = 1

Des Weiteren nehmen wir an, dass die Kanten normiert sind, d.h. ihre Lange Eins betrdgt und
sie entgegen der Flussrichtung parametrisiert sind. Fiir die gesuchte rdumliche und zeitliche
Massenverteilung u; gilt das Gleichungssystem (TG) (3.3.5). Dabei beschreibt die erste Zeile
die Dynamik des Prozesses, die zweite Zeile die Anfangsbedingungen (IC) und die letzte Zeile

die Anschlussbedingungen (BC) in den Knoten.

%”j(xrt) = a@uj(x,t), x€(0,1),t>0
(TG) § uj(x,0) = f;(x), x€(0,1) (3.3.5)

¢ uj(1, ) = wij Lrey pjur(0,8), >0
Wir wollen das Problem (TG) 16sen, in dem wir es als Abstraktes Cauchy-Problem (ACP) auf-
fassen und eine Losung unter Verwendung der in Kapitel 2| vorgestellten Halbgruppen-Theorie
finden. Dafiir miissen wir zundchst einen Banach-Raum X wéhlen. Die Aufgabe ist es dann,
einen Operator A auf einem Unterraum D(A) C X festzulegen und zu zeigen, dass dieser den
Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe darstellt. Mit den Propositionen 2.2.3 und 2.2.5] ist
dann die eindeutige Losung des (ACP) und damit des (TG) gegeben durch u(t) = T(t)f.

Als zugrunde liegenden Banach-Raum X wihlen wir zundchst X := L!([0,1],/') mit Norm
Ifllx = f01 | £(s)||pds (Dorn 2008a). Als Operator A ist A := A naheliegend. Wir suchen
nun nach einem passenden Definitionsbereich D(A). Damit in (TG) %uj(x, t) existiert, muss
4 11,(x, t) existieren. Ferner muss gelten A : D(A) C X — X, d.h. Lu;(x,t) € X. Demzufolge
muss gelten u € W1([0,1],1'). Um zusitzlich auch die Randbedingungen (BC) zu erfiillen,
miissen wir den Definitionsbereich weiter einschranken. Unter Verwendung von Proposition
B.3.1]kénnen wir den Operator A : D(A) C X — X wie folgt definieren:
d
A= (3.3.6)

D(A) := {v € W' ([0,1],1)|v(1) = B,v(0)} (3.3.7)
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Das zu (TG) gehorende (ACP) ist damit dquivalent zu dem folgenden (ACP):

{gu(t) — Au(x, 1), £>0
(ACP) (3.3.8)
u(0) =uo = (fj)jen € X,

denn es gilt die folgende Aussage.

Proposition 3.3.1. Randbedingungen von (TG) im (ACP)(Dorn|2008a, Prop. 17)
Eine Funktion u € WY1([0,1], ') erfiillt genau dann die Randbedingungen (BC) in (TG), wenn gilt
u € D(A),dh.

i uj(1) = w Y ¢ikur(0) Vi,j € N < u(1) = Byu(0). (3.3.9)
keJ

Beweis. (<) Sei u(1) = By u(0). Wir schreiben B, als Produkt von Ausgangs- und Eingangs-
Inzidenzmatrix und erhalten u(1) = (&, )T®*u(0). Wir betrachten nun auf beiden Seiten
der Gleichung die j-te Komponente. Die linke Seite entspricht dem Wert der Masseverteilung
u;(1,t) auf der den Knoten i verlassenden Kante j. Die rechte Seite entspricht der mit dem Kan-
tengewicht w;; der j-ten Kante gewichteten Summe aller in den Knoten i eingehenden Kanten

k. Diese entspricht der i-ten Zeile der Matrix ®*u(0). Es gilt somit:

uj(1,t) = wij ) D ur(0,t). (3.3.10)
k

Wir multiplizieren beide Seiten mit ¢;;. Da jede Kante j nur in einem Knoten i beginnen kann,
gibt es in der j-ten Spalte von ®~ genau einen Eintrag ungleich Null und esist ¢;; = 1 < wj; #
0. Somit gilt:

¢ijui(1,t) = wi; ) Pjue(0,1). (33.11)
k
(=) Wir betrachten die j-te Komponente von B,u(0, ) und wollen zeigen, dass diese der Mas-

severteilung u;(1,t) entspricht, die einen Knoten i auf der j-ten Kante verlasst, was gleichbe-
deutend ist mit u(1,¢) = B,u(0,t). Esist

(Buu(0,1)); = (@) @ u(0,1) (3.3.12)
=) (D) (@ u(0,)) (33.13)
keE
=Y (@) Y w0 1) (3.3.14)
keE IeE
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Die Matrix (@) besitzt in der j-ten Zeile genau einen Eintrag ungleich Null. Dieser entspricht
dem Kantengewicht w;; und befindet sich in Spalte i, wobei v; der Anfangsknoten der Kante j

ist. Folglich vereinfacht sich der Ausdruck und ergibt zusammen mit der Voraussetzung

Y (@) Y @hui(0,1) = wi Y Piu(0, 1) (3.3.15)
keE I€eE I€eE
= ¢;juj(1,1) (3.3.16)
=u;(1,1) (3.3.17)

O]

Wir wollen nun zeigen, dass das oben beschriebene (ACP) wohlgestellt ist und die Losung

explizit angeben (Proposition|3.3.3). Dafiir benttigen wir die Aussage des folgenden Theorems.

Theorem 3.3.2. Resolvente des Differentialoperators im Transportproblem (Dorn|2008a, Th. 18)
Fiir A > 0 ist die Resolvente des mit Gleichung (3.3.6) und (3.3.7) gegebenen Operators (A, D(A))
durch die folgende Gleichung beschrieben

(R(A, A)f)(s) = ie‘“ / 1 e MBI £(Hdp 4 / LM f(t)ydt,s €[0,1]  (3.3.18)
n=0 0 s

Beweis. Sei X = L'([0,1],1') und Y = W¥1(]0,1],1'), sowie A > 0. Wir wihlen f € X und be-
trachten die folgende Differentialgleichung erster Ordnung f = Ag — ¢’. Wir untersuchen, un-
ter welchen Bedingungen wir eine Losung ¢ € Y der Differentialgleichung bestimmen konnen.

Mit der Methode der Variation der Konstanten erhalten wir:
1
g(s) = Ce™ + / F(r)e oD dr (3.3.19)
S

Wir wollen erreichen, dass nicht nur ¢ € Y gilt, sondern sogar ¢ € dom(A) (vgl. Gleichung
(3.3.7)), denn dann diirfen wir schreiben

f=Mg—¢ (3.3.20)
—(A—A)g. (33.21)

Fir ¢ € dom(A) muss gelten g(1) = By,g(0). Setzen wir fiir g(0) und g(1) Gleichung (3.3.19)

ein, erhalten wir

g(1) = Byg(0) (3.3.22)
Ce = B,C + B, /0 ' flr)eVar (3.3.23)
(I—e*B,)C = By /0 1 F(r)e M gr, (3.3.24)
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Wir miissen nun zeigen, dass der Operator (I — e~*B,,) invertierbar ist, denn in diesem Fall
konnen wir Gleichung nach C umstellen und diese Konstante und damit auch die Funk-
tion g explizit angeben. Dies ist fiir A > 0 jedoch der Fall. Denn auf Grund der Tatsache, dass
sich die Gewichte der Kanten i, die in einem Knoten j beginnen, zu Eins summieren, erhalten
wir ||By|| = 1 und damit ||e™*By|| < 1 fiir A > 0. In diesem Fall konvergiert die Neumann-
Reihe Y12 (e_)‘]Bw)k und es gilt

(I— e_/\]Bw)_l _ Z e_/\leIz(u (3.3.25)
k=0
und damit
1
C=(1-¢"B,) B, / f(R)e T s (3:3.26)
— Y e MBEB, / F(r)e Mg (3.3.27)
k=0
Wir setzen die Konstante in Gleichung (3.3.19) ein und erhalten
1
_ CC/\S"F/ f(T)e)\(sz)dT (3.3.28)
Y e MBER, / F(r)e M D grets 4 / flt dt (3.3.29)
k=0
B Ze—AkBk+1/ F(r)eMrris dT+/ f(t dt (3.3.30)
_ 2/ e MBE £(1)e —/\(T+1—s)dT+/ F(r)eeDdr (3.3.31)
S

Gleichzeitig gilt jedoch bei einer eindeutigen Losung fiir ¢: (A —A)g=f = ¢= (A — A)"}f =
R(A, A)f, womit Gleichung (3.3.31) gleichbedeutend mit der Resolvente von A ist. O

Wir sind nun in der Lage, die Losung des kontinuierlichen Transportprozesses (TG) wie folgt

anzugeben:

Proposition 3.3.3. Losung der Transportgleichung (Dorn 2008a, Prop. 20/Th. 21)
Sei X := LY([0,1],1') mit Norm || f||x := fol £ (s)|Ipds. Sei A der Operator A = L mit D(A) =
{v € W¥([0,1],1Y)|o(1) = B,o(0)}. Sei {T(t)|t > 0} die Halbgruppe mit

T(t)f(s) =BLf(t+s—n) firn<t+s<n+1,feX,neNy (3.3.32)

Die Halbgruppe {T(t)|t > 0} ist eine stark, stetige Halbgruppe auf X mit Erzeuger A. Mit Proposi-
tion ist das in Gleichung (3.3.8) gegebene (ACP) und somit der zugehorige Transportprozess in
Gleichung (3.3.5) wohlgestellt.
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Beweis. Wir beweisen die Aussagen in drei Schritten. Zunédchst zeigen wir, dass die Halbgruppe
{T(t)|t > 0} stark stetig ist. Dann beweisen wir, dass (A, D(A) der Erzeuger dieser Halbgrup-
pe ist und folgern danach, dass das (ACP) wohlgestellt und die Losung des Transportprozes-
ses (TG) mit Gleichung gegeben ist. Wir stellen den Beweisschritten die Feststellung
voran, dass fiir alle n’ € Ny und s” € [0,1): B, f(s”) € I' und somit B/,f € X. Dies gilt,
denn ||By|| = 1, da By, spalten-stochastisch ist. Daher gilt || B|| < [ By||" = 1 und somit
IBLFI < |If]l-Mit f € X folgt B f € X.

Schritt 1: Wir zeigen, dass {T(t)|t > 0} eine stark stetige Halbgruppe ist und beginnen mit
dem Nachweis der Halbgruppeneigenschaften (vgl. Definition [2.1.1). Sei f € X gegeben. Fiir
n<t+s<n+1,s € [0,1] gilt nach Voraussetzung T(t)f(s) = Bl f(t +s — n). Und somit fiir
denFallt =0:T(0)f(s) = BYf(s) = f(s). Somitist T(0) die Identitdt und die Halbgruppenei-
genschaft T(0) = I erfiillt. Seien nun 4, b € R beliebig gegeben. Fiir jedes s € [0, 1] wihlen wir
m € Nso,dassm <b+s <m+1und somit0 < b+s—m < 1. Wir setzen s’ := b+ s — m. Fiir
dieses s’ wihlen wirk € Nso,dassk <a+s' <k+lunddamit0 <a+b+s—(m+k) <1

Wir setzen nun n := m + k und zeigen die zweite Halbgruppeneigenschaft:

T(a)T(b)f(s) = T(a)B"f(b+s—m) (3.3.33)
= T(a)B"f(s") (3.3.34)
= T(a)g(s") (3.3.35)
=Bhg(a+s —k) (3.3.36)
=BXB!f(a+s' —k) (3.3.37)
=B f(a+b+s— (m+k)) (3.3.38)
=Bl f(a+b+s—n) (3.3.39)
=T(a+b)f(s) (3.3.40)

Wir weisen nun unter Verwendung von Proposition nach, dass die Halbgruppe stark ste-
tig ist. Wir zeigen: Fiir t — 0 gilt T(¢)f — f, d.h ||T(¢)f — fl|x — 0.Seis € [0,1] und n € Ny
so,dass n <t +s < n+ 1. Dann gilt:

T = fllx = [ ITOF6) ~ £ lnds (33.41)
—(t—n)
= [ B s = )~ ) s
+ /11(tn) B f(t+5— (n+1)) — f(s)||nds (3.3.42)

Fiir t — 0 ist n = 0. Fiir das erste Integral in Gleichung (3.3.42) gilt unter Beachtung, dass mit
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FeD(A): f € X, dh. |f||x < o

/Ol(t") B F(t+5— 1) — F(s)||pds (3.3.43)
= [ +9) — £ nds (6344
:/” Hff f+5) —f(s)Hllds (3.3.45)
<t/1 S =) g (3.3.46)
- /0 I f/(s)Hllds =0 (3.3.47)
Fiir das zweite Integral in Gleichung gilt fiir £ — 0 ebenfalls:
S B 1) = £6) s 3349
= [ 1Bt +5 1)~ £(5)nds = 0 (3349

Wir haben somit gezeigt, dass || T(t) f — f| — 0 fiir t — 0. Mit Proposition[2.1.5)ist {T(¢)|t > 0}
eine stark stetige Halbgruppe. Da B spalten-stochastisch ist, gilt || T(¢)|| = 1,Vt > 0 und daher
fiir die Wachstumsschranke wg = 0.

Schritt 2: Wir wollen zeigen, dass der in den Gleichungen und definierte Opera-
tor (A, D(A)) der Erzeuger der oben vorgestellten stark stetigen Halbgruppe ist. Wir nehmen
dafiir an, dass (C, D(C)) ihr Erzeuger ist und zeigen, dass (A, D(A)) mit diesem iibereinstimmt.
Sei f € D(A) und s € [0,1]. Dann ist fiirjedes t > 0 T(t)f € D(A) und damitauch e=™T(t)f €
D(A) eine stetige Funktion. Wir betrachten das Integral:

y= /0 AT (T (1) ). (3.3.50)

Da e MT(t)f stetig ist, ist das Integral stetig differenzierbar und Ay = e~ *T(t)f. Wir betrach-

ten nun die Graphennorm von y fiir t — oco. Es ist

1¥lpca)y = llyllx + [[Ayllx (3.3.51)

= [lyllx + ly'llx (3.3.52)

= || [ e (@) fraelx + e T (3353)

Sei wy die Wachstumsschranke fiir {T(#)[t > 0} und A > wy. Fiir den zweiten Summanden gilt
dann die Abschdtzung:

le™T(#)fllx < Metr= 2] £l (3.3.54)

0 fiirt — oo (3.3.55)
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Wir zeigen nun, dass auch der erste Summand in Gleichung (3.3.53) konvergiert. Dafiir zeigen
wir, dass y eine Cauchy-Folge im Banach-Raum X, und damit eine konvergente Folge ist. Ge-
nauer zeigen wir, dass Ve > 0 3T.VT, < t; < tp : || fttlz e M(T(1)f)dt||x < e. Sei e > 0 gegeben

und sei T, = In 24— (g — A)~1. Bs ist

MI7Tx
| [Fera@patc< [ e (1@ e 3:356)
< / ? Melo=NT|[ £l xd (3.3.57)
3
Z)\L/I”fc’li (et — elen=rz) (3.3.58)
< ZXIMZ (elen=2r) (3.3.59)
<e (3.3.60)

Somit konvergiert y in Graphennorm, die mit der W!-Norm {ibereinstimmt und daher auch

in Supremumsnorm, d.h.
sup | / e MTT() f(s)d||p < o0 (3.3.61)
sefo1] /0

Somit ist die folgende Funktion fiir alle f € D(A) ein beschrankter Operator:

(R(A,C)f)(s) = /O T e M T (1) f) (s)dt. (3.3.62)

Da D(A) dicht in X liegt, ldsst sich dieser Operator auf ganz X stetig fortsetzen und stellt
somit die Resolvente von C dar. Wir werden nun zeigen, dass R(A, C) auf der dichten Menge
D(A) C X und damit auf ganz X mit R(A, A) tibereinstimmt.

Unter Nutzung von Gleichung sowie Substitution T := s+t —n bzw. T := s + t bzw.
n' := n — 1 konnen wir zeigen, dass dies dquivalent zu Gleichung in Theorem 3.3.2]ist:

(RO CIF)(6) = [ e Tn ) ()t (8369
_/ MBI f(t4s—n)dt, n<t+s<n+1 (3.3.64)
_ /01 Se_mf(Hs)dtJri/nH e MBLf(t+s —n)dt (3.3.65)
/1 )dT—l—i/l e Ts+n]an( ) (3.3.66)

B n=1+7=0 -
_ /1 - Ddt+ Z / (t—s+n'+1) g +1f( )dt (3.3.67)
=R(A,A)f(s) (3.3.68)
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Da D(A) mit Lemma dicht in X liegt, stimmen die beschridnkten Operatoren R(A,C)
und R(A, A) auf einer dichten Teilmenge von X und damit auf ganz X {tiberein. Folglich gilt
(A,D(A)) = (C,D(C)) ist der Erzeuger der stark stetigen Halbgruppe {T(¢)|t > 0}.

Schritt 3: Da (A, D(A)) als Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe insbesondere abgeschlos-
sen ist, erhalten wir mit Proposition daher, dass das (ACP) und damit das zugehorige
(TG) wolgestellt ist und die eindeutige Losung in Gleichung besitzt. O

Wir werden in Kapitel 4| sehen, dass die Einschrankungen, die wir fiir die Gewichte und da-
mit die Adjazenzmatrix B,, des Kantengraphen vornehmen, dazu fiihren, dass die von uns
gewlinschten Eigenschaften der Hyperzyklizitit und Chaotizitdt nicht auftreten kénnen. Wir
werden diese Einschrankungen daher lockern. In diesem Zusammenhang ldsen wir uns auch
von der Matrix B;, und betrachten allgemeine beschrankte Operatoren K, wobei die Interpre-
tation von K als Adjazenzmatrix des Kantengraphen als Spezialfall enthalten ist. Wir fordern
zusétzlich, dass Vx € X : K"x € X. Des Weiteren wollen wir uns nicht auf den Banach-Raum
X = LY([0,1],1') beschrinken, sondern die Bochner-Raume X = LP([0,1],Z),1 < p < oo
und Z ein Banach-Raum, zulassen. Unter diesen Voraussetzungen betrachten wir das folgende
(ACPyy).

Su(t) = Au(x,t), t>0
(ACPy) ap(t) = Au(x 1) - (3.3.69)
u(0) = uo = (fjjen € X,
wobei der Operator (A, D(A)) wie folgt definiert ist.
d
-2 (3.3.70)
D(A) := {v € W([0,1],Z)[v(1) = Ko(0)} (3.3.71)

Wir stellen die folgende Behauptung als Erweiterung der in Dorn[2008a vorgestellten Untersu-

chung auf.

Theorem 3.3.4. Resolvente des (ACPyp)-Differentialoperators
Sei K ein beschriinkter Operator, fiir den gilt: Vx € X : K"x € X. Dann ist fir A > In||K|| die
Resolvente des mit Gleichung (3.3.70) und (3.3.71) gegebenen Operators (A, D(A)) durch die folgende

Gleichung beschrieben

(R( Z/ Antt+1—s K”“f dt—l—/ A(s— ff(t)dt,s € [0,1] (3.3.72)
n=0

Beweis. Sei X = LF([0,1],Z) und Y = W'F([0,1],Z), sowie A > In ||K||. Wir gehen bis Glei-
chung (3.3.24) wie im Beweis zu Theorem vor, wobei B, mit K zu ersetzen ist. Wir miissen

nun zeigen, dass der Operator (I — e *K) invertierbar ist. Dies ist fiir A > In ||K|| jedoch der
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Fall, denn es ist dann [le*K|| < 1. Die Neumann-Reihe y"3° (e*/\K)k konvergiert und es gilt
(I—eK)~ Z e MKk (3.3.73)

Da e~ *K* fiir alle k ein beschriankter Operator ist, diirfen wir die Funktion g wie in Theorem
bestimmen, da die Umformungen hin zu Gleichung (3.3.31) erlaubt sind. Es gilt daher:

1
Z / Akt 1=s) g+ £ (1) d T 4 / F(1)etDdr (3.3.74)
S
Wie in Theorem schlussfolgern wir, dass damit die Resolvente von A gegeben ist. O

Unter Verwendung dieses Theorems kdnnen wir nun in Anlehnung an Proposition die

folgende Aussage zur Losung des (ACPy;) treffen.

Proposition 3.3.5. (ACPy)-Lisung

Sei X := LF([0,1],Z),1 < p < oo, Z ein Banach-Raum mit Norm ||f||x = fol |f(s)||ds. Sei
K ein beschrinkter Operator, fiir den gilt Vx € X : K"'x € X. Sei A der Operator A = % mit
Definitionsbereich D(A) = {v € WYP([0,1],Z)|v(1) = Kov(0)}. Sei {T(t)|t > 0} die Halbgruppe
mit

T(t)f(s) =K"'f(t+s—n) firn<t+s<n+1,feX,neNy (3.3.75)

Die Halbgruppe {T(t)|t > 0} ist eine stark, stetige Halbgruppe auf X mit Erzeuger A. Mit Proposi-
tion ist das zugehirige (ACP) und somit der zugehorige Transportprozess in Gleichung (3.3.75)
wohlgestellt.

Beweis. Wir fithren den Beweis in drei Schritten analog zum Beweis von Proposition [3.3.3]
Schritt 1. Wir zeigen: Die Halbgruppe {T(t)|t > 0} ist eine stark, stetige Halbgruppe auf X.
Der Nachweis der Halbgruppeneigenschaften erfolgt wie in Beweis zu Proposition mit
B, = K, da alle dort durchgefiihrten Schritte bereits fiir den allgemeinen Fall, dass B, be-
schrankt und B, f € X,Vf € X gelten. Fiir die starke Stetigkeit gehen wir ebenso vor. Sei
s € [0,1]undn € Nyso,dassn < t+s < n+ 1. Es gilt:

I76)  fll = [ IT(0F(s) ~ £ e (6376
[T s s ) - f5) s 3377)
+ /ll(tn) [K™1f(t s = (n+1)) = £(5)] s (3.3.78)
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Fir t — 0ist n = 0. Fiir das erste Integral gilt unter Beachtung, dass mit f € D(A) : f' € X,
d.h. ||f'||x < oo wie im Beweis zu Proposition3.3.3}

/0 e IK"f(t+s —n) — f(s)||Bds (3.3.79)
= [ s =) — )l (3380
gt/olt y|f(t+s_t”) QNP (3.3.81)
- /O ) Ids = 0 (3.3.82)
Fiir das zweite Integral in Gleichung gilt fir t — 0:
/1 1_“_”) K™ (t+5— (n+1)) — f(5)|[Bds (3.3.83)
= [ IRFG s = 1) = )l 0 338

Wir haben somit gezeigt, dass ||T(t)f — f||% — 0und daher auch || T(t)f — f||x — 0 fiir t — 0,
folglich ist {T(¢)|t > 0} stark stetig.

Schritt 2. Wir zeigen: (A, D(A) ist der Erzeuger von {T(t)|t > 0}. Wir kénnen dabei die Argu-
mentation aus dem Beweis zu Proposition 3.3.3|bis Gleichung tibernehmen. Wir haben
gezeigt, dass das Integral y mit

Y= /O (T () f)dr (3.3.85)

in Graphennorm konvergiert. Diese stimmt hier fiir t — co mit der WLP-Norm {iberein, da
ly’||x — O fiir  — oo. Somit konvergiert y auch in WP-Norm und daher in Sup-Norm. Daher
ist auch hier der folgende Operator fiir alle f € D(A) ein beschrankter:

(R(A,C)f)(s) = / e M(T(1)f)(s)dt. (3.3.86)

0

Mit der gleichen Argumentation wie im Beweis zu Proposition folgt nun, dass (A, D(A))
der Erzeuger der stark stetigen Halbgruppe {T(t)|t > 0} ist.
Schritt 3. Wir schlussfolgern: Das zugehorige (ACP) und der zugehdrige Transportprozess
(vgl. Gleichung3.3.75)) sind wohlgestellt. O

3.4 Adjazenzmatrizen als beschrinkte Operatoren auf /”

Wir haben im vorangegangenen Abschnitt gesehen, dass wir eine eindeutige Losung des (ACP),
welches den diskreten Transportprozess beschreibt erhalten, wenn die Adjazenzmatrix Ay, des
Graphen ein beschriankter Operator A : [P — [F ist. Fiir die Wohlgestelltheit des (ACP), wel-

ches den kontinuierlichen Transportprozess beschreibt, haben wir hingegen gefordert, dass die
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Adjazenzmatrix B, des Kantengraphen bzw. der Operator K, der die verallgemeinerten Rand-
bedingungen beschreibt, ein beschrankter Operator A : [P — [” sein muss. Des Weiteren haben
wir gefordert, dass Vx € IV : K"x € I? gelten muss. Wir wollen diese Bedingungen in Kontext

mit der Struktur des Graphen setzen und die folgenden Fragestellungen beantworten:

1. Wie sehen (verallgemeinerte) Adjazenzmatrizen (des Kantengraphen) Ay, By, K aus, die

die oben genannten Bedingungen erfiillen?
2. Welche Struktur haben die Graphen, deren Adjazenzmatrizen den oben genannten Be-
dingungen geniigen?

Wir widmen uns zunéchst der ersten Fragestellung und halten dafiir fest, dass jeder beschriankte
Operator B : [? — [P, mit 1 < p < oo eine Matrixdarstellung besitzt. Welche Eigenschaften ei-
ne Matrix umgekehrt haben muss, um einen beschrankten Operator darzustellen, ist Inhalt der

folgenden Propositionen und Theoreme. Diese sind Borwein und Jakimovski|1979 entnommen.

Proposition 3.4.1. Matrizen als beschriinkte Operatoren (Borwein und Jakimovski|1979)

1. Eine Matrix A ist genau dann ein beschriinkter Operator B : I' — ' wenn gilt:

sup Y |a| < oo. (34.1)
k>0 n=0

2. Eine Matrix A ist genau dann ein beschriinkter Operator B : [ — |* wenn gilt:

sup ) |an| < oo. (34.2)
n>0 k=0

3. Gelten sowohl Gleichung (3.4.1)) als auch Gleichung (3.4.2), so ist die Matrix A ein beschriinkter
Operator B : 1P — 1P, p > 1.

4. Seil < p < oo. Sei q so gewiihlt, dass p~' + q~! = 1. Dann ist A ein beschriinkter Operator
B : 1P — IP, wenn gilt

Y (Z |ankW> < 0. (3.4.3)
n=0

k=0

5. Seil < p < oo. Sei q so gewiihlt, dass p~! + q~! = 1. Dann ist A ein beschriinkter Operator

B : 1P — IP genau dann, wenn ihre Transponierte AT ein beschriinkter Operator B : 11 — 17 ist.

Theorem 3.4.2. Matrizen als beschriinkte Operatoren (Borwein und Jakimovski|1979, Th. 1)
Seien p, q so, dass p_1 + q_l =1.Seib, >0,nk=0,1,.... Esgelte:

o0 1
sup ) |aw|bl, = My < o0 (3.4.4)
n>0 k=0
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und

o0 1
sup Z |y |b)), = My < 0. (3.4.5)
k>0 n=0

Dann ist A ein beschrinkter Operator B : [P — 1P mit || A| = SUP)|¢|, <1 | Ax||, < MqM”

Neben den [P-Rdumen betrachten wir auch die gewichteten /'-Raume I}. Welche notwendigen
und hinreichenden Bedingungen erfiillt sein miissen, damit Matrizen beschrankte Operatoren

B: ls1 — ls1 sind, stellen wir in den folgenden Theoremen zusammen.

Theorem 3.4.3. Matrizen als beschrinkte Operatoren auf I} (Williams und Ye|2013, Th. 1)
Sei s = (sy)nen eine Folge positiver, reeller Zahlen. Dann ist eine gegebene Matrix A genau dann ein

beschriinkter Operator B : I} — I}, wenn

2. | sia;i
M :=su =
up ) | | —

jEN j=1 ]

< o0 (3.4.6)

In diesem Fall gilt || A|| = M

Theorem 3.4.4. Matrizen als beschriinkte Operatoren auf I} (Williams und Ye|2013, Th. 3)
Sei die Matrix A ein beschriinkter Operator B : 1§ — If und M = sup;y Y52

sup Z ’El]'ial']" < M? < (3.4.7)
jEN i=1
sowie
2
sup Z <Z ul]a]lak]u/k ) < M*< oo (3.4.8)
JEN i=

Theorem 3.4.5. Matrizen als beschriinkte Operatoren auf 1! (Williams und Ye 2013, Th. 4)
Sei A eine Matrix und sei | A| die Matrix der Absolutwerte von A. Sei U die aus | A| entnommene strikte
obere Dreiecksmatrix und L die aus | A| entnommene untere Dreiecksmatrix, so dass |A| = U + L. Sei

sT=el (I —U)~, wobei el = (1,0,0,...). Angenommen, es gelten die folgenden Bedingungen:
1. VjeN,j > 2,3i € N,i < jso, dass a;; # 0.
2. sTL existiert.
3. Jamit0 < a < cos0,dass sTL < as?.

Dann gilt s > 0, A ist ein beschriinkter Operator B : 1} — I} und ||A|| < a + 1.
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Theorem 3.4.6. Matrizen als beschrinkte Operatoren auf 1} (Williams und Ye|2013, Th. 5)
Sei A eine Matrix und sei | A| die Matrix der Absolutwerte von A. Sei U die aus | A| entnommene strikte
obere Dreiecksmatrix und L die aus | A| entnommene untere Dreiecksmatrix, so dass |A| = U + L. Sei

T T

sT =el(I—U)™Y, wobei el = (1,0,0,...). Angenommen, es gelten die folgenden Bedingungen:

1. VjeN,j>2,3i € N,i < jso,dass a;; # 0.
2. sTL existiert.

3. (sTL)e < (sTLU)y, Yk € N, k > 2.
Dann gilt s > 0, A ist ein beschriinkter Operator B : 1} — 1} und ||A|] < (sTL); + 1.

Wann gilt nun fiir beschriankte Operatoren K : X — X, X := 17,1 < p < oo oder X := 151
zusdtzlich K"x € X, Vx € X? Dies ist zunédchst einmal gegeben, wenn K potenzbeschrénkt ist,
d.h. sup, . [|K?|| < oo, was wiederum erfiillt ist, wenn die Operatornorm kleiner Eins, d.h.

|K||" < coist, denn dann gilt
K" x| < R[]l < [IK]™[l]] < oo (3.4.9)

und somit K"x € X,Vx € X. Wir werden jedoch sehen, eine derartige Forderung dazu fiihrt,
das kein chaotisches Verhalten entstehen kann (vgl. Proposition[4.1.13). Wir sind also an schwi-
cheren Forderungen interessiert, die K"x € X,Vx € X gewdhrleisten. Ein Beispiel fiir einen
Operator, der diese Forderung erfiillt, ist der in dieser Arbeit betrachtete gewichtete Back-Shift
mit beschriankten Gewichten w;;, reprasentiert durch die Matrix B,. Wir sehen dies, wenn wir
beachten, dass in der Matrix B, der Eintrag b;; # 0 nur, wenn j = i+ 1. Folglich gilt bei

Multiplikation zweier B,,-Matrizen:

(B3)ij = (BwBuw)ij = Y biby (3.4.10)
k=1

b iz1biiq; f=i+2
_ 1,i+1Vi41,i42 ] (3411)

0 jFEI+2

Unter Beachtung der Beschrinktheit der Gewichte (wy,x = max w;;) gilt weiter:
IBZxll = Y |biic1bisa,ivoxisal (3.4.12)
i=1

< [max|? || x| (3.4.13)

Mit jeder weiteren Multiplikation von By, verschiebt sich die Diagonale mit den nicht Nullein-
tragen um eine Stelle nach rechts. Und es gilt:
IByx|l = Y [biis1bisisnXitnl (3.4.14)
i=1
< |Winax ||| x| (3.4.15)
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Fiir jedes n € IN gilt demzufolge fiir x € X : |Bllx|| < oo, also Bllx € X. Fir wy,, > 1 gilt

zusétzlich |wy,qx|" — oo fiir n — oo.

Wir wenden uns nun der zweiten Fragestellung zu und untersuchen die Struktur des Gra-
phen bzw. Kantengraphen, die entsteht, wenn die so eben vorgestellten Operatoren die zu-
gehorigen Adjazenzmatrizen sind. Beschrankten Operatoren konnen wir dabei Graphen von

beschranktem Grad zuordnen.

Theorem 3.4.7. Graphenstruktur und beschriinkte Operatoren (Agrawal u.a. 2018, Th. 3.1)
Sei G = (V,E) ein Graph und 1 < p < oo. Die Adjazenzmatrix A ist genau dann ein beschrinkter
Operator B : [P — [P, wenn G von beschrinktem Grad ist. In diesem Fall gilt:

|B]| < max{deg(v):v € V}. (3.4.16)

Wir formulieren dieses Theorem fiir die in dieser Arbeit untersuchten gewichteten, gerichteten

Graphen.

Proposition 3.4.8. Graphenstruktur und beschrinkte Operatoren
Die Adjazenzmatrix Ay, eines gewichteten, gerichteten Graphen ist genau dann ein beschrinkter Ope-

rator B : IV — 1P, wenn der Graph gleichmiif$ig lokal endlich ist.

Beweis. Mit Proposition ist die Adjazenzmatrix genau dann ein beschrénkter Operator
Ay i IP — [P, wenn sowohl das Supremum der Zeilensummen als auch das der Spalten-
summen beschrénkt ist. Dies ist aber gleichbedeutend mit der gleichméfig lokalen Endlich-
keit des Graphen, da die Matrix-Eintrdge a;; jeweils dem Gewicht wj des Bogens ¢, mit An-
fangsknoten v; und Endknoten v; entsprechen und die Zeilensumme somit jeweils gleich dem
Eingangsgrad deg, (v;) des Knotens v;, die Spaltensumme jeweils gleich dem Ausgangsgrad
deg,;(v;) des Knotens v; ist. Die Beschranktheit der Suprema der Zeilen- bzw. Spaltensummen
entspricht daher der Beschranktheit der Folgen (deg;, ),cv und (deg_ . )ocv, was per Definition
gleichméfige lokale Endlichkeit des Graphen bedeutet. O
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Kapitel 4
Hyperzyklizitit und Chaotizitait

In diesem Kapitel widmen wir uns der Eigenschaft der Chaotizitdt sowie der schwécheren
Eigenschaft der Hyperzyklizitit von Operatoren und Operatorhalbgruppen. Dabei beziehen
wir uns auf die in Devaney 1989 angegebene Definition der Chaotizitat fiir Funktionen, deren
Definitions- und Wertebereich die reellen Zahlen sind. Wir stellen diese Definition, zusammen
mit einer Verallgemeinerung auf unendlich dimensionale metrische Raume und Anmerkungen
wie sie in Banks u. a.[1992 vorgenommen worden sind, an den Anfang dieses Kapitels. Der so
eingefiihrte Begriff wird in der Literatur auf Operatoren und Operatorhalbgruppen auf (sepa-
rablen) Banach-Raumen tibertragen und wir werden diesem Vorgehen folgen. In Abschnitt
stellen wir notwendige und hinreichende Kriterien fiir die Hyperzyklizitdt und Chaotizitit von
linearen Operatoren auf Banach-Rdumen zusammen. Gleiches fithren wir in Abschnitt 4.2| fiir
stark stetige Operatorhalbgruppen durch. In Abschnitt 4.3 widmen wir uns abschlieffend der
Hyperzyklizitdt und Chaotizitédt der fiir diese Arbeit wichtigen Operatoren und Operatorhalb-

gruppen.

Wir beginnen mit der Definition der Chaotizitdt nach Devaney 1989, wobei wir dieser die De-
finition von Begriffen voranstellen, die in diesem Zusammenhang verwendet werden: Die Pe-
riodizitdt, die topologischen Transitivitdt und die sensitive Abhédngigkeit von den Anfangsbe-

dingungen.

Definition 4.0.1. Periodizitit
Sei f : R — R eine Funktion in C*. Ein Punkt x € R heif$t periodischer Punkt mit Periode n, wenn
es ein n > 0 gibt mit f"(x) = x.

Definition 4.0.2. Topologische Transitivitit
Sei | ein abgeschlossenes Intervall in R. Eine Funktion f : | — ] in C* heift topologisch transitiv,
wenn fiir alle offenen Mengen U,V C ] ein k > 0 existiert, sodass f*(U) NV # @.
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Definition 4.0.3. Sensitive Abhiingigkeit von den Anfangsbedingungen

Sei | ein abgeschlossenes Intervall in R. Eine Funktion f : | — ] in C* heifst sensitiv abhiingig von
den Anfangsbedingungen, wenn es ein 6 > 0 gibt, sodass fiir alle x € | und jede Umgebung N von x
einy € N und n > 0 existieren mit | f"(x) — f"(y)| > 6.

Definition 4.0.4. Chaotizitit
Sein V eine Menge. Eine Funktion f : V. — V in C* heif$t chaotisch, wenn sie topologisch transitiv ist,

die periodischen Punkte dicht in V liegen und sie sensitiv von den Anfangsbedingungen abhingt.

Banks u. a. 1992 erweitern diese Definition auf unendlich dimensionale metrische Réume und
zeigen auch, dass die sensitive Abhdngigkeit bereits durch die beiden anderen Bedingungen

impliziert wird.

Proposition 4.0.5. (Banks u.a.[1992)
Sei X ein metrischer Raum. Sei f : X — X eine stetige Abbildung. Ist f topologisch transitiv und ist

die Menge der periodischen Punkte dicht, dann hingt f sensitiv von den Anfangswerten ab.

4.1 Hyperzyklische und chaotische Operatoren

Wir wenden uns nun den hyperzyklischen und chaotischen linearen Operatoren auf Banach-
Rdumen zu. Dafiir iibertragen wir in Abschnitt zunéchst die in der Einleitung angegebe-
nen Definitionen. Des Weiteren diskutieren wir Kriterien fiir die Hyperzyklizitit und Chaoti-
zitdt eines linearen Operators. In Abschnitt erweitern wir diese Betrachtungen auf Pro-
duktrdume. Soweit nicht anders angegeben, beziehen wir uns bei unseren Ausfiihrungen auf

Grosse-Erdmann und Manguillot 2011!

4.1.1 Allgemeine Betrachtungen

Definition 4.1.1. Periodizitit
Sei T : X — X ein linearer Operator auf einem Banach-Raum X. Ein Punkt x € R heif$t periodischer

Punkt mit Periode n, wenn es ein n > 0 gibt mit T"x = x.

Definition 4.1.2. Topologische Transitivitiit
Ein linearer Operator T : X — X auf einem Banach-Raum X heifit topologisch transitiv, wenn fiir je
zwei offene, nicht-leere Mengen U,V C X ein n > 0 existiert, so dass T"(U) NV # @.

Definition 4.1.3. Hyperzyklizitiit

Ein linearer Operator T : X — X auf einem Banach-Raum X heifSt hyperzyklisch, wenn es ein x € X
gibt, dessen Orbit unter T dicht in X liegt. In diesem Fall heifit x hyperzyklischer Vektor von T. Unter
dem Orbit eines Operators verstehen wir dabei die Menge {T"x,n > 0}.
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Das folgende Transitivitdtstheorem von Birkhoff stellt eine Verbindung zwischen Hyperzykli-

zitdt und topologischer Transitivitit her.

Theorem 4.1.4. Birkhoffs Transitivititstheorem
Sei T : X — X ein Operator auf einem separablen Banach-Raum X. Dann sind die folgenden Aussagen

dquivalent:
1. T ist topologisch transitiv.
2. T ist hyperzyklisch.

Unter Beachtung der Ausfithrungen in Banks u. a.|1992 (Proposition 4.0.5)) folgt die Definition

der Chaotizitdt eines Operators in Anlehnung an die Definition von Devaney.

Definition 4.1.5. Chaotizitit
Ein linearer Operator T : X — X auf einem separablen Banach-Raum X heifst chaotisch, wenn er

hyperzyklisch ist und die Menge der periodischen Punkte dicht in X liegt.

Wir stellen nun Hyperzyklizitidts- und Chaotizitdtskriterien zusammen und beginnen mit erst-

genannten.

4.1.1.1 Hyperzyklizititskriterien

Wir wollen zunéchst hinreichende Bedingungen fiir die Hyperzyklizitdt eines linearen Opera-
tors betrachten. Die angefiihrten Kriterien basieren dabei alle auf Konvergenzaussagen. Es sei
angemerkt, dass die in den Theoremen angegebenen Bedingungen zu stirkeren Eigenschaften

als die der Hyperzyklizitdt fithren, die daraus jedoch folgt.

Theorem 4.1.6. Kriterium von Godefrey-Shapiro (Grosse-Erdmann und Manguillot|\2011} Th. 3.1)
Sei T : X — X ein linearer Operator auf einem separablen Banach-Raum. Angenommen, die beiden

folgenden Unterriume sind dicht in X.

Yo :=span{x € X|FA € C,|A| < 1,Tx = Ax} (4.1.1)
Zy:=span{x € X|FA € C,|A| > 1,Tx = Ax} (4.1.2)

Dann ist T hyperzyklisch.

Beweis. Wir beweisen die Aussage, in dem wir zeigen, dass T topologisch transitiv ist. Mit dem
Birkhoffschen Transitivitdtstheorem ist T dann auch hyperzyklisch. Seien also U, V beliebige

offene Teilmengen von X. Da sowohl Y als auch Zy nach Voraussetzung dicht in X liegen, gibt
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esy,z€ Xmity € YoNU und z € Zyp N V. Nach Definition der Mengen Y und Z lassen sich

diese Elemente wie folgt schreiben.

m

Yy = Z arYr Yk € Yo (4.1.3)
k=1
i
zZ= bizr zr € Zy (4.1.4)
k=1

Wir definieren uns nun Hilfsvektoren u, := Y\_; ;%Zbkzk und zeigen mit deren Hilfe, dass es
ein N € N gibt, so dass fiir alle n > N gilt, dass (y +u,) € U und T"(y + u,) € V, also
T"U NV # @ und somit T hyperzyklisch ist. Es ist

m m
Ty =Y a Ty =) axAyx — 0 firn — oo, da Al <1 (4.1.5)
k=1 k=1
L1
up =y —bezg = 0 fiirn — oo, da || > 1 (4.1.6)
k=1 Fk
I q I q !
T”un = Z 7kanZk = Z —nbkysz = Z kak =z (4-1-7)
k=1 Mk k=1 Mk k=1

Wahlen wir n grof$ genug (n > N), liegen sowohl der Vektor 1, demnach in einer beliebig
kleinen e-Umgebung von y, also (y + u,) € U als auch der Vektor T"(y + u,) in einer beliebig
kleinen e-Umgebung von z, also T"(y + u,) € V. O

Das Theorem besagt demnach, dass ein Operator hyperzyklisch ist, wenn es gentigend viele
Eigenvektoren gibt, die zu Eigenwerten gehoren, die aufserhalb bzw. innerhalb des Einheits-
kreises liegen. Wie wir zu einem spéteren Zeitpunkt noch zeigen werden, ist der Operator
chaotisch, wenn es auch gentigend viele Eigenvektoren gibt, die zu Eigenwerten auf dem Ein-
heitskreis gehoren. Das folgende Kriterium von Kitai stellt eine Verallgemeinerung des Theo-

rems von Godefrey-Shapiro dar.

Theorem 4.1.7. Kriterium von Kitai (Grosse-Erdmann und Manguillot|\2011, Th. 3.4)

Sei T : X — X ein linearer Operator auf einem separablen Banach-Raum. Angenommen, es gibt zwei
dichte Mengen Yy, Zo C X und eine Abbildung S : Zo — Zy, so dass fiir alle y € Yy, z € Z folgendes
gilt:

1. T"y = 0
2. 8"z =0
3. TSz = z,

dann ist T hyperzyklisch.
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Beweis. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis des Theorems von Godefrey-Shapiro, wobei wir

U, := S"z setzen. O

Das folgende Theorem von Gethner-Shapiro schwécht die Voraussetzungen des Theorems von

Kitai ab. Die ersten beiden Bedingungen miissen nur noch fiir eine Teilfolge gelten.

Theorem 4.1.8. Kriterium von Gethner-Shapiro (Grosse-Erdmann und Manguillot 2011, Th. 3.10)
Sei T : X — X ein linearer Operator auf einem separablen Banach-Raum. Angenommen, es gibt zwei
dichte Mengen Yy, Zy C X eine Abbildung S : Zy — Zy, und eine wachsende Folge (ny)y positiver
ganzer Zahlen, so dass fiir alle y € Yy, z € Z folgendes gilt:

1. Ty — 0
2. Sz =0
3. TSz =z,
dann ist T hyperzyklisch.

Beweis. Auch hier erfolgt der Beweis analog zum Beweis des Theorems von Godefrey-Shapiro,

wobei wir u,, := §"z setzen. ]

Wir schwichen nun die Bedingungen im Theorem von Gethner-Shapiro ab, indem wir keine
Abbildung S mehr fordern, die zu T rechts-invers ist. Wir ersetzen sie, in dem wir eine Fol-
ge (Sy,) voraussetzen, die die beiden letztgenannten Bedingungen in addquater Weise erfiillt.
Wir erhalten so das Hyperzyklizitdtskriterium fiir Operatoren. Angemerkt sei, dass in Grosse-
Erdmann und Manguillot 2011| gezeigt wird, dass trotz dieser vermeintlichen Abschwéachung

das Hyperzyklizitatskriterium und das Kriterium von Gethner-Shapiro dquivalent sind.

Theorem 4.1.9. Hyperzyklizititskriterium (HCC), (Grosse-Erdmann und Manguillot 2011, Th. 3.12)
Sei T : X — X ein linearer Operator auf einem separablen Banach-Raum X. Angenommen, es gibt
zwei dichte Mengen Yo, Zo C X, eine wachsende Folge (ny )y positiver ganzer Zahlen und Abbildung
Su, 1 Zo — X, k > 1sodass fiir alley € Yy, z € Z folgendes gilt:

1. T"y — 0

2. S4,z—0

3. TS,z — z,
dann ist T hyperzyklisch.

Beweis. Der Beweis erfolgt ebenso wie die Beweise zu den Theoremen von Godefrey-Shapiro

und Kitai, wobei wir hier u,, := S, z wahlen. ]
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Die nun folgenden drei Sitze, fiir deren Beweis wir auf Grosse-Erdmann und Manguillot 2011
verweisen, stellen notwendige Bedingungen fiir die Hyperzyklizitdt eines linearen Operators

auf einem Banach-Raum zusammen. Es sind Anforderungen an das Spektrum des Operators.

Proposition 4.1.10. Schnitt des Operatorspektrums mit dem Einheitskreis (Grosse-Erdmann und Man-
quillot 2011}, Prop. 5.3)

Sei T : X — X ein linearer, hyperzyklischer Operator auf einem Banach-Raum X. Dann schneidet sein
Spektrum o (T) den Einheitskreis T, d.h.

c(ONT £ @ (4.1.8)

Theorem 4.1.11. Kitai (Grosse-Erdmann und Manguillot 2011, Th. 5.6)
Sei T : X — X ein linearer, hyperzyklischer Operator auf einem Banach-Raum X. Dann schneidet jede

zusammenhingende Komponente von o(T) den Einheitskreis.

Hyperzyklische Operatoren konnen somit keine isolierten Spektralwerte aufierhalb des Ein-
heitskreises haben. Weitere Folgerungen aus dem Satz von Kitai sind in der folgenden Propo-

sition aufgefiihrt.

Proposition 4.1.12. Spektrum eines hyperzyklischen Operators (Grosse-Erdmann und Manguillot
2011, Prop. 5.7)

Sei T : X — X ein linearer Operator auf einem Banach-Raum X. Dann gilt
1. Ist T nicht-invertierbar und hyperzyklisch, so besitzt T ein iiberabziihlbares Spektrum.
2. Ist T hyperzyklisch und sein Spektrum endlich oder abzihlbar, so liegt es auf dem Einheitskreis T.

Auf Grund der Bedingungen an das Spektrum des Operators, die erfiillt sein miissen, um Hy-
perzyklizitdt zu erreichen, kann fiir die folgenden, im Laufe der Arbeit diskutierten Operatoren
diese Eigenschaft ausgeschlossen werden. Wir verweisen fiir Beweise auf Grosse-Erdmann und
Manguillot|2011!

Proposition 4.1.13. Kontraktionen, potenzbeschriinkte und nilpotente Operatoren (Grosse-Erdmann
und Manguillot\2011} Prop. 5.8)

Sei T : X — X ein linearer Operator auf einem Banach-Raum X. Gilt fiir T eine der folgenden Eigen-
schaften, so ist T nicht hyperzyklisch.

1. ||T|| < 1(T ist kontraktiv)
2. limy, e || T"||% = O (T ist quasi-nilpontent)

3. sup, . || T"|| < oo (T ist potenzbeschrinkt)
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Proposition 4.1.14. Operatoren mit endlichem Rang, kompakte Operatoren und kompakte Potenzen
(Grosse-Erdmann und Manguillot 2011, Prop. 5.10/5.17)
Sei T : X — X ein linearer, hyperzyklischer Operator auf einem Banach-Raum X.

1. Dann hat T keinen endlichen Rang.
2. Dann ist T nicht kompakt.

3. Dann ist keine seiner Potenzen kompakt, das heifst es gibt kein n > 1, so dass T" kompakt ist.

Das folgende Kriterium stellt einen Zusammenhang zwischen einem Operator T und der ihn

reprasentierenden Matrix her.

Proposition 4.1.15. Matrix-Reprisentation eines Operators (Grosse-Erdmann und Manguillot 2011,
L.5.21)
Sei T ein linearer Operator auf einem Banach-Raum X. Falls die Matrix A, die T repriisentiert, eine

Zeile hat, deren Nicht-Diagonaleintrige alle gleich Null sind, ist T nicht hyperzyklisch.

Wir schlieflen die Auflistung der notwendigen Hyperzyklizitdtskriterien mit einer Aussage,
die die Eigenschaft der Hyperzyklizitit eines Operators mit dem Punktspektrum seiner Ad-

jungierten in Verbindung bringt.

Lemma 4.1.16. Punktspektrum der Adjungierten eines Operators (Grosse-Erdmann und Manguillot
2011, L. 2.53)

Sei T ein linearer, hyperzyklischer Operator auf einem Banach-Raum X. Dann besitzt seine Adjungierte
T* keine Eigenwerte. Aquivalent dazu ist, dass jeder Operator T — Al, A € K einen dichten Wertebe-

reich in X besitzt.

4.1.1.2 Chaotizitatskriterien

In diesem Abschnitt stellen wir ohne Beweis notwendige und hinreichende Bedingungen zu-
sammen, die zur Chaotizitdt eines linearen Operators auf einem Banach-Raum fiihren. Wir

beginnen mit einer hinreichenden Bedingung.

Theorem 4.1.17. Godefrey-Shapiro (Grosse-Erdmann und Manguillot 12011} Th. 3.1)
Sei T : X — X ein linearer Operator auf einem separablen Banach-Raum X. Angenommen, die folgen-

den Unterriume sind dicht in X.

Xo:=span{x € X|3A € C, |A| < 1,Tx = Ax} (4.1.9)
Yy :=span{x € X|3A € C,|A| > 1, Tx = Ax} (4.1.10)
Zo :=span{x € X|3x € Q, Tx = ¢"x} (4.1.11)

Dann ist T chaotisch.
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Wie auch im Fall der Hyperzyklizitdt konnen wir notwendige Bedingungen fiir die Chaotizitét
eines Operators an sein Spektrum stellen. Dafiir erweitern wir die im vorangegangen Abschnitt
angefiihrten Bedingungen fiir die Hyperzyklizitit eines Operators und erhalten die folgende

Proposition.

Proposition 4.1.18. Spektrum eines chaotischen Operators (Grosse-Erdmann und Manguillot 2011,
Prop. 5.7)

Sei T : X — X ein linearer, chaotischer Operator auf einem Banach-Raum X. Dann besitzt sein Spek-
trum o (T) keinen isolierten Punkt und sein Punktspektrum o, (T) enthiilt unendlich viele Einheitswur-

zeln.

4.1.2 Hyperzyklizitit und Chaotizitit auf Produktriumen

Nach der Untersuchung von Hyperzyklizitdt und Chaotizitét eines einzelnen Operators inter-
essieren wir uns nun dafiir, inwiefern sich diese Eigenschaften auf die direkte Summe derarti-
ger Operatoren tibertragen. Wir fithren dafiir die Begriffe der (schwachen) Mischung ein und

verweisen fiir die Beweise in diesem Abschnitt auf Grosse-Erdmann und Manguillot 2011.

Definition 4.1.19. Mischung
Ein linearer Operator T : X — X auf einem Banach-Raum X heif$t mischend, wenn es fiir alle nicht-

leeren, offenen Teilmengen U,V C X ein N > 0 gibt, so dass
T"(U)NV #@ Vn> N. (4.1.12)

Definition 4.1.20. Schwache Mischung
Ein linearer Operator T : X — X auf einem Banach-Raum X heifst schwach mischend, wenn T & T

topologisch transitiv ist.

Den Zusammenhang zwischen diesen neu eingefiihrten Begriffen und der topologischen Tran-

sitivitat gibt die folgende Proposition wieder.

Proposition 4.1.21. Schwache Mischung, Mischung und Topologische Transitivitit (Grosse-Erdmann
und Manguillot 2011, L. 2.42)
Sei T : X — X ein linearer Operator auf einem Banach-Raum X. Dann gilt:
T ist mischend = T ist schwach mischend = T ist topologisch transitiv.
Ist der Banach-Raum X separabel, gilt:
T ist mischend = T ist schwach mischend = T ist hyperzyklisch.

Die beiden folgenden Propositionen geben die Antwort auf die Frage, inwiefern sich die Hy-

perzyklizitdt der direkten Summe auf ihre Summanden tibertragen ldsst.
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Proposition 4.1.22. Summanden von hyperzyklischen direkten Summen (Grosse-Erdmann und Man-
quillot 2011, Prop. 2.25)

Seien T : X — X und S : Y — Y lineare Operatoren auf separablen Banach-Riaumen X und Y. Ist die
direkte Summe S © T hyperzyklisch, so sind es auch die Operatoren S und T.

Uns interessiert nun der umgekehrte Fall. Welche Bedingungen mdiissen erfiillt sein, damit die

direkte Summe aus hyperzyklischen Operatoren selbst hyperzyklisch ist?

Proposition 4.1.23. Direkte Summe hyperzyklischer Operatoren (Grosse-Erdmann und Manguillot
2011, Prop. 2.40)
Seien T : X — Xund S : Y — Y lineare, hyperzyklische Operatoren auf separablen Banach-Riumen

X und Y. Ist mindestens einer der Operatoren mischend, so ist die direkte Summe S © T hyperzyklisch.

Theorem 4.1.24. Kriterium von Gethner-Shapiro (Grosse-Erdmann und Manguillot|2011} Th. 3.10)
Sei T : X — X ein linearer Operator auf einem separablen Banach-Raum. Angenommen, es gibt zwei
dichte Mengen Yy, Zy C X eine Abbildung S : Zy — Zy, und eine wachsende Folge (ny)y positiver
ganzer Zahlen, so dass fiir alle y € Yy, z € Z folgendes gilt:

1. Ty — 0
2. Sz =0
3. TSz = z,
dann ist T schwach mischend und somit T & T hyperzyklisch.

Korollar 4.1.25. (Grosse-Erdmann und Manguillot 2011, L. 3.13)
Sei T : X — X ein linearer Operator auf einem separablen Banach-Raum X. Erfiillt T das Hyperzykli-
zititskriterium (Theorem , dann ist die n-fache Summe T @ ... ® T hyperzyklisch.

Wir schlieflen den Abschnitt mit einem Kriterium, das die Chaotizitiat der direkten Summe

linearer Operatoren mit der Chaotizitidt der einzelnen Operatoren verbindet.

Proposition 4.1.26. Chaotizitiit der direkten Summe (Grosse-Erdmann und Manguillot 2011, Prop.
2.50)
Sei T : X — X ein linearer Operator auf einem separablen Banach-Raum X. Dann ist T © T genau

dann chaotisch, wenn T chaotisch ist.

4.2 Hyperzyklische und chaotische stark, stetige Halbgruppen

Wir werden in diesem Abschnitt die bisherigen Analysen auf stark stetige Operatorhalbgrup-

pen auf Banach-Raumen tibertragen. Dabei werden wir dhnlich wie im vorangegangenen Ab-
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schnitt vorgehen. Nach einer Adaption der wichtigen Definitionen und der Diskussion not-
wendiger und hinreichender Kriterien fiir die Hyperzyklizitit und Chaotizitit einer stark ste-
tigen Operatorhalbgruppe in Abschnitt untersuchen wir die Ubertragbarkeit dieser Ei-
genschaften auf Produktrdume in Abschnitt sowie auf Unterrdume in Abschnitt

Den Untersuchungen vorangestellt sei die Definition verschiedener Mengen, die im Weiteren
des Ofteren verwendet werden. Es sei dafiir stets X ein Banach-Raum und 7 := {T(t)|t > 0}

eine stark stetige Halbgruppe auf diesem. Wir betrachten die folgenden Teilmengen von X.

Xo := {x € X lim T(t)x = 0} (4.2.1)
—00

X ={xeX|Ve>0 JweXt>0:|w|<e=|T(t)w—x| <e} (4.2.2)

Xp:={xe X[t >0:T(t)x = x} (4.2.3)

Des Weiteren definieren wir fiir eine offene Teilmenge U C C der komplexen Ebene die Menge
A(U, X) der analytischen Funktionen f : U — X. Die Potenzreihendarstellung einer derartigen
Funktion f um Ag € U im Punkt A € U sei gegeben mit

[oe]

FA) =Y (A =20)"fun, (4.2.4)

n=0

Diese Darstellung ermoglicht uns die Definition der folgenden zwei Mengen, wobei W C U.

C(f,Ao) :=span{fy,a,, n € N} (4.2.5)
V(f,W) :=span{f(A),A € W} (4.2.6)

4.2.1 Allgemeine Betrachtungen

Wie im Fall der Operatoren basiert auch hier der Begriff der Chaotizitdt auf der urspriinglich
von Devaney benutzten Definition. Er wird, ebenso wie die im vorangegangenen Abschnitt
eingefiihrten Begriffe der topologischen Transitivitdt und der Hyperzyklizitdt sowie deren Zu-
sammenhang, fiir stark stetige Halbgruppen adaptiert. Im Anschluss an die nun folgende De-
finition der Begriffe diskutieren wir Kriterien fiir die Hyperzyklizitdt und Chaotizitdt stark

stetiger Halbgruppen.

Definition 4.2.1. Topologische Transitivitit (Desch, Schappacher und Webb|1997)
Die Halbgruppe {T(t)|t > 0} heifdt topologisch transitiv auf X, wenn es fiir je zwei offene Mengen
U,V C Xeint > 0gibt,sodass T(H)UNV # @.

Definition 4.2.2. Hyperzyklizitit (Desch, Schappacher und Webb|1997)
Die Halbgruppe {T(t)|t > 0} heifit hyperzyklisch auf X, wenn es ein x € X gibt, so dass die Menge
{T(t)x|t > 0} dicht in X liegt.
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Theorem 4.2.3. Zusammenhang zwischen topologischer Transitivitit und Hyperzyklititit (Desch, Schap-
pacher und Webb (1997, Th. 2.2)
Sei T = {T(t)|t > O} eine stark stetige Halbgruppe auf einem separablen Banach-Raum X. Dann sind

die folgenden Aussagen dquivalent.
1. {T(t)|t > 0} ist hyperzyklisch.
2.Vy,ze XundVe>03Fv e X, t >0: |ly—v| <eund ||z—T(t)v| <e.

3. Ve > 0 gibt es eine dichte Menge D C X so, dass fiir alle z € D eine dichte Menge D' C X
existiert so, dass gilt: Fiir alle y € D' gibt es ein v € X und t > 0 so, dass ||y — v|| < € und
|z—T(t)v| <e.

Beweis. (1.= 2.) Sei T hyperzyklisch und seieny,z € X und ¢ > 0 beliebig. Da 7 hyperzyklisch
ist, gibt es ein x € X, dessen Orbit {T(¢)x|t > 0} dicht in X liegt. Es gibt demnach ein's > 0,
sodass ||y — T(s)x|| < e Mit {T(#)x|t > 0} liegt auch {T(t)x|t > s} dicht in X und folglich
gibt es ein u > s, so dass ||z — T(u)x|| < e. Wir setzen v = T(s)x und t = u —s. Dann gilt
ly —oll <eund ||z = T(u)x| = |lz = T()T(s)x|| = |z = T(t)o] <e.

(2.= 1.) Wir wollen zeigen, dass es ein x € X gibt, dessen Orbit dicht in X liegt. Fiir ein beliebi-
gesz € X und ein gegebenes ¢ > 0 muss es demnach ein t, € R geben, sodass || T(t,)x —z|| <
e. Da X separabel ist, enthilt es eine abzdhlbar dichte Teilmenge Z = {z,|n € IN}. Wir kon-
struieren nun zwei Folgen (1, )neN, (tn)nen iterativ so, dass die folgenden Bedingungen erfiillt

sind:

i) yi =21, =0

i) fiirn > 1:

sup{[|T(t;)[llj < n}
|z — T(tn)ynH <27 (4.2.8)

[Yn = Ynal < (4.2.7)

Derartige Folgen existieren, denn nach Voraussetzung gibt es fiir alle y,,_1,z,, (n € IN) und

—n

€= SUP{HTZ(W einv =y, undeint =t, > 0, so dass (4.2.7) und (4.2.8) gelten. Letztere gilt,
]
da sup{||T(t;)|||j < n} > 1, denn ||T(to)|| = ||T(0)|| = 1. Ferner gilt, dass die so konstruierte
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Folge (y.) gegen ein x € X konvergiert, da2™" — 0 fiir n — 0. Fiir den Grenzwert x gilt

1z — T(ta)x < [[llz0 — T(ta)yull + | T(tn)yn — T(tn)x|] (4.2.9)
< lzn = TCta)ynll + 1T ) Hlyn — x]] (4.2.10)
< |llzn = T(ta)yull + I T(tn)] Z lyi — yiall (4.2.11)
i=n+1
<27"+ y 2 (4.2.12)
i=n+1
=271 (4.2.13)

Seinune > 0und x € X o.g. Grenzwert. Da Z dicht in in X liegt, gibtes fiir¢’ = 5 einz, € Z

mit ||z, — z|| < €. Sei nun n € IN so gewéhlt, dass 27"*! < ¢/. Dann ist
IT(tn)x —z|| < ||T(tn)x — zn|| + ||zn — z|| < & (4.2.14)

(2.= 3)Mit D = D' = X folgt direkt 3.)
(3.= 2.) Seien y,z € X und ¢ > 0 beliebig gegeben. Wir miissen ein v € X und t > 0 finden,
so dass ||y —v|| < ¢ und ||z — T(t)v|| < e. Da nach Voraussetzung D C X dicht in X liegt,

gibt es ein Z € D mit ||z — Z|| < 5. Des Weiteren gibt es nach Voraussetzung fiir diese Z ein

D' C X, welches dicht in X liegt. Es gibt also ein § € D’ mit ||y — 7| < §. Ferner gilt nach

Voraussetzung: v € X mit |7 — v|| < eund ||Z — T(¢)v|| < e. Somit gilt:

ly=oll <lly=gll+ 7 -0l <e (4.2.15)
Iz — T(t)o| < |z — 2| + |2 — T(£)o|| < e. (4.2.16)
]

Wir fithren nun den Begriff der Chaotizitét fiir stark stetige Operatorhalbgruppen ein.

Definition 4.2.4. Chaotizitit (Desch, Schappacher und Webb|1997)
Eine Halbgruppe {T(t)|t > 0} auf einem Banach-Raum X heifSt chaotisch, wenn sie hyperzyklisch ist
und X, dicht in X liegt.

4.2.1.1 Hyperzyklizititskriterien

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einem Kriterium, welches die Hyperzyklizitdat der Halb-
gruppe mit der jedes einzelnen darin enthaltenen Operators in Verbindung setzt. Fiir den Be-

weis verweisen wir auf Conojero, Miiller und Peris 2007.

Theorem 4.2.5. (Conojero, Miiller und Peris 2007, Th. 2.3)
Sei {T(t)|t > O} eine stark stetige Halbgruppe auf einem Banach-Raum X. Ist x € X hyperzyklisch fiir
{T(t)|t > 0}, so ist es auch hyperzyklisch fiir jeden Operator T(t), t > 0.
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Die beiden folgenden Kriterien stellen zunidchst den Zusammenhang zwischen der Hyperzy-
klizitdt einer stark stetigen Halbgruppe und Eigenschaften ihrer Diskretisierung her, wobei wir
unter dieser eine Folge von Operatoren (T(t,))y, t, — oo verstehen. Eine Verallgemeinerung
auf den kontinuierlichen Fall, d.h. eine stark stetige Halbgruppe {T(¢)|t > 0} fithrt dann auf
Kriterium

Theorem 4.2.6. Hyperzyklizititskriterium fiir Halbgruppen (Mourchid 2005, Th. 2.1)
Sei {T(t)|t > 0} eine stark stetige Halbgruppe auf einem separablen Banach-Raum X. Gibt es eine

Folge (tu)n positiver, ganzer Zahlen mit t,, — oo so, dass die folgenden Teilmengen dicht in X liegen:

Zy:={x € X, T(t,)x — 0} (4.2.17)
Zoo =4y € X,Ju, — 0, T(ty)u, — y} (4.2.18)

Dann ist {T(t)|t > 0} hyperzyklisch.

Beweis. Wir beweisen die topologische Transitivitdt der Halbgruppe, aus der ihre Hyperzykli-
zitdt auf Grund der Separabilitdt des Banach-Raumes folgt. Es seien dafiir zwei nicht-leere,
offene Teilmengen U, V von X gegeben. Da Z; und Z., dicht in X liegen, gibtes z; € Zy N U
und z € Ze, N V. Fiir z; gibt es eine Folge (1, ) mit u, — oo und T (¢, )u, — z. Somit gibt es fiir
gentiigend grofe t, ein Element (z1 +u,) € Uund T(t,)(z1 +u,) € V. Folglichist {T(¢)|t > 0}
topologisch transitiv und damit hyperzyklisch. O

Dieses Kriterium ist d4quivalent zu der folgenden Aussage.

Korollar 4.2.7. Hyperzyklizititskriterium fiir Halbgruppen (Desch und Schappacher 2005, L. 1.2)
Eine stark stetige Halbgruppe {T(t)|t > O} auf einem separablen Banach-Raum X erfiillt genau dann
das Hyperzyklizititskriterium aus Theorem wenn es fiir alle nicht-leeren offenen Mengen U,V C
X und alle Nullumgebungen W C Xein t € [0, 00) gibt, so dass

THOUNW £Q und T(HWNV #£ . (4.2.19)

Das folgende Kriterium ist eine Reformulierung des Hyperzyklizitatskriteriums von Mour-
chid, wobei hier die u, durch die explizit geforderten Abbildungen S(t,) : X — X gebildet

werden.

Theorem 4.2.8. Hyperzyklizititskriterium fiir Halbgruppen (Grosse-Erdmann und Manguillot 2011,
Th.7.27)

Sei {T(t)|t > 0} eine stark stetige Halbgruppe auf einem separablen Banach-Raum X. Wenn es dichte
Mengen Yy, Zy € X gibt, sowie eine Folge (t,), in R4 mit t,, — oo und Abbildungen S(t,) : Zo — X,
n € N so, dass Yy € Yo,z € Zy die folgenden Bedingungen gelten:
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1. T(ty)y — 0
2. S(ty)z—0
3. T(ty)S(ty)z — z
dann ist {T(t)|t > 0} hyperzyklisch.

Beweis. Der Beweis erfolgt in Anlehnung an die Beweise der Hyperzyklizitatskriterien fiir Ope-
ratoren. Wir weisen die topologische Transitivitdt der Halbgruppe nach, die auf Grund der
Separabilitdt des Banach-Raumes dquivalent zur Hyperzyklizitit ist. Seien dafiir U, V offene,
nicht-leere Teilmengen von X. Da Yy und Zj nach Voraussetzung dicht in X liegen, gibt es Ele-
mente y,z mity € YoNU und z € ZyN V. Wir definieren Vektoren u(t,) := S(t,)z. Dann
folgt

T(ty)y — 0 fiir t, — oo nach Voraussetzung (4.2.20)
u(ty) =S(ty)z =0 fuir t, — oo nach Voraussetzung (4.2.21)
T(ty)u(ty) = T(ty)S(tn)z — z fuir t, — oo nach Voraussetzung (4.2.22)

Es gibt somit Vektoren (y + u(t,)) € Uund T(t,)(y + u(t,)) € V fiir t, gentigend grof. Folglich
ist {T(t)|t > 0} topologisch transitiv und damit hyperzyklisch. O

Verallgemeinern wir dieses Kriterium auf den kontinuierlichen Fall so erhalten wir die folgen-

de Aussage.

Theorem 4.2.9. Hyperzyklizititskriterium fiir Halbgruppen (Grosse-Erdmann und Manguillot 2011,
Th. 7.29)

Sei {T(t)|t > O} eine stark stetige Halbgruppe auf einem separablen Banach-Raum X. Wenn es dichte
Mengen Yy, Zy C X gibt, sowie Abbildungen S(t) : Zg — X, t > 0so, dass Vy € Yp,z € Z die
folgenden Bedingungen gelten:

1. T(t)y —» 0
2. S()z =0
3. T(t)S(t)z — z
dann ist {T(t)|t > O} hyperzyklisch.

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Theorem O
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Das folgende Theorem gibt zum einen selbst hinreichende Bedingungen fiir Hyperzyklizitit
einer Operatorhalbgruppe an. Zum anderen werden wir es bendtigen, um diverse Kriterien
fiir Hyperzyklizitdt und Chaotizitét stark stetiger Halbgruppen beweisen zu kénnen, unter
anderem eines der zentralen und viel genutzten Kriterien von Desch, Schappacher und Webb
1997.

Theorem 4.2.10. (Desch, Schappacher und Webb (1997, Th. 2.3)
Sei {T(t)}+>0 eine stark stetige Halbgruppe auf einem separablen Banach-Raum X. Liegt sowohl X«
als auch Xo dicht in X, dann ist {T(t)|t > 0} hyperzyklisch.

Beweis. Wir setzen D := X und D' = Xj. Seien z € D und y € D' und ¢ > 0 beliebig.
Fiir z gibt es nach Definition von Xy, fir ¢ = § eint > 0 und ein w € X mit ||w|| < ¢ und
|T(t)w — z|| < €. Ferner gibt es fiir y nach Definition von Xj ein t' > 0 so, dass fiir alle t > #'

gilt: || T(t)y|| < €. Wir setzen v = y + w. Dann gilt:

ly —ol = ||w| <& <e (4.2.23)
2= Tl = 2 - Ty + )| < ll2— Tl + Tl < @222
Mit Theorem [4.2.3]ist {T ()|t > 0} hyperzyklisch. O

Bei Operatoren geben dessen Eigenvektoren Auskunft {iber Hyperzyklizitdt (Theorem von
Godefrey-Shapiro). Bei Operatorhalbgruppen tibernehmen diese Rolle die Eigenvektoren des
Erzeugers. Das folgende Kriterium beruht allein auf Bedingungen an die rein imagindren Ei-
genwerten des Erzeugers der Halbgruppe sowie an die dazugehorigen Eigenvektoren. Erwei-
terungen dieses Kriteriums werden im folgenden Abschnitt zu hinreichenden Bedingungen fiir

die Chaotizitét einer Operatorhalbgruppe fiihren.

Theorem 4.2.11. Hyperzyklizitit (Mourchid 2006} Th. 2.1)
Sei A der Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe T := {T(t)|t > 0} auf einem separablen Banach-
Raum X. Sei 0,(A) N iR im Intervall (iws, iw2) enthalten, wobei —co < wq < wy < 0. Sei f eine

integrierbare Funktion mit f : (wq,wy) — X mit

1. f(s) € ker(is — A) fiir fast alle s € (w1, w>)

2. span{f(s),s € (w1, wa) \ O} ist dicht in X fiir alle Teilmengen Q) mit Maf Null.
Dann ist die Halbgruppe T hyperzyklisch.

Beweis. Wir verwenden fiir den Beweis Theorem und weisen nach, dass Xy und X dicht
in X liegen. Dies wiederum zeigen wir, in dem wir eine in X dichte Menge konstruieren, die

sowohl in Xj als auch in X, enthalten ist. Sei r € IR und sei

Py = /w Tz ¢ f(s)ds (4.2.25)
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Mit dem Riemann-Lebesgue-Lemma folgt, dass ¢, und damit span{¢,,r € R} C Xo. Da wir

nur rein imaginére Eigenwerte betrachten, gilt ferner T(t) f(s) = ¢ f(s) und somit

T(t)y, = / el £(5)ds (4.2.26)
w1
Wir setzen
wy
wy ::/ el =15 £ (s5)ds (4.2.27)
w1
und erhalten
T(t)we =4,. (4.2.28)

Wieder folgt mit dem Riemann-Lebesgue-Lemma, dass ¢, und damit span{¢,,r € R} C X.
Es bleibt somit zu zeigen, dass Y := span{y,,r € R} dicht in X liegt. Wir verwenden eine
Schlussfolgerung aus dem Satz von Hahn-Banach, die besagt, dass eine Teilmenge Y genau
dann dicht in X liegt, wenn aus x* € X* mit x*|y = 0 folgt, dass x*|x = 0. Sei also ¢ € X* ein
Element aus dem Dualraum mit ¢|y = 0, d.h

0= 9(p) = 9| e f(s)ds) = [ g f(s))is (42.29)

w1 w1

Fiir das Verschwinden des Integrals muss gelten ¢(f(s)) = 0 fast tiberall. Nach Voraussetzung
liegt span{f(s),s € (w1, wz) \ Q} dicht in X, d.h. ¢ = 0 auf einer dichten Teilmenge von X.
Nach der oben genannten Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banach folgt damit ¢ = 0 auf X.
Damit liegt aber die oben gegebene Menge Y := span{¢,,r € R} dicht in X. Es folgt X, und
X liegen dicht in X und daher ist mit Theorem die Halbgruppe 7 hyperzyklisch auf
X. O

Neben den hinreichenden Bedingungen stellen Desch, Schappacher und Webb1997|und Grosse
Erdmann und Manguillot 2011 auch notwendige Bedingungen fiir das Vorhandensein von Hy-
perzyklizitat vor. Diese werden vielfach verwendet, um Hyperzyklizitat und somit auch Chao-

tizitdt auszuschlieflen.

Theorem 4.2.12. (Desch, Schappacher und Webb 1997, Th. 3.3)

Sei {T(t)|t > 0} eine hyperzyklische Halbgruppe auf einem Banach-Raum X mit Erzeuger A. Dann
haben die Adjungierte A* von A und die zu {T(t)|t > 0} duale Halbgruppe {T*(t)|t > 0} die
folgenden Eigenschaften:

1. Falls ¢ € X*, ¢ # 0, so ist der Orbit {T*(t)p|t > 0} unbeschriinkt.

2. Das Punktspektrum von A* ist leer.
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Beweis. 1.) Wir zeigen: ¢ € X*, ¢ # 0 = {T*(t)¢|t > 0} unbeschrankt. Da {T(t)|t > 0}
hyperzyklisch ist, gibt es x € X, so dass {T(t)x|t > 0} dicht in X liegt. Wir fithren den Beweis
mit Widerspruch. Angenommen, es gébe ein ¢ € X*, ¢ # 0, dessen Orbit beschrankt ist, d.h.
IT*(¢)]| < M,Vt>0und M € Ry. Wir wihlen ein y € X mit |[(¢, x)|| > 3M]||x||. Ein solches

y existiert. Setze beispielsweise y = i+l Da ¢ € X* gilt || (¢,y)|| = [$W)I| < ll9][x] und
somit
1 1 6M||x
40501 = o)1 > 31131 = 5ol S = 3nax) 4230

Seinune = M % Wir wihlen nun ein t > 0, so dass ||T(¢)x — y|| < e. Ein solches t existiert,

da nach Voraussetzung {T(¢)x|t > 0} dichtin X liegt. Es gélte dann:

SMIJx| < g 9) | = (6, T(E)x) — (@, T(Ox) + (9, 9)] @231)
— 1149, T(H)x) — (9, T(t)x — )] @232)
< g, T + g, T()x — )| @233)
— (T (D9, + 19, T — )] @234)
< Tl + 1T -y 4.235)
< Ml + o) 2l < 20 (41236)

Dies ist nicht moglich. Folglich ist die Annahme, dass es ein derartiges ¢ gibt falsch.

2.) Wir zeigen: op(A*) = @. Angenommen, op(A*) # @. Dann gibt es A € op(A*) mit A*¢p =
A¢, ¢ # 0. Mit Gleichung (#.2.45) gilt ¢ = T*(t)¢ = e*¢ als Losung der Differentialgleichung.
Fir x € Xist

(¢, T(t)x) = (T*¢,x) = (M, x) = e (¢, x) (4.2.37)

Wire ¢ ein Funktional, das den Orbit {T(t)x|t > 0} annihiliert, wére, da dieser nach Voraus-
setzung dicht in X liegt, ¢ auf ganz X gleich Null, was ausgeschlossen war. Da mit 1.) der Orbit
{T*(t)¢|t > 0} unbeschrankt ist, konnen wir #(A) > 0 annehmen. Demzufolge gilt

[{(p, T(£)x)| > |{p,x)| ¥Vt>0 (4.2.38)

Wir wihlen nun ein y € X und ¢ > 0 so, dass (¢, x) = ¢(y) =0und ¢ = |§(ﬁ$‘>||. Da der Orbit

von x dicht in X liegt, gibt es ein ¢ > 0 mit

IO =yl <o = L 4239)
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Dann gilt
(¢, T(H)x)| = [{, T(t)x) + (&, y) — (&, y)]| (4.2.40)
< [{¢. )|+ g, T(t)x —y)| (4.2.41)
< [{¢ )]+ H<PHHT( )x =yl (4.242)
o0 _ 1 4243
S ] 4243
Dies steht im Widerspruch zu Gleichung (4.2.38). Die Annahme, dass 0p(A*) # @ ist demzu-
folge falsch. O

Lemma 4.2.13. (Grosse-Erdmann und Manguillot|\2011, Prop. 7.14)

Sei X separabler Banach-Raum und {T(t)|t > 0} hyperzyklisch auf X mit Erzeuger (A, D(A)). Dann
hat fiir alle t > 0 die Adjungierte T*(t) keine Eigenwerte. Dies ist dquivalent zu der Aussage, dass der
Operator T(t) — AI, A € C dichten Rang besitzt.

4.2.1.2 Chaotizitatskriterien

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gesehen, dass anhand der Eigenschaften des Erzeu-
gers einer stark stetigen Halbgruppe Aussagen zu deren Hyperzyklizitidt abgeleitet werden
konnen. Wir hatten angemerkt, dass gleiches auch fiir die Feststellung ihrer moglichen Chao-
tizitat gilt. In diesem Abschnitt werden wir entsprechende Kriterien vorstellen und beginnen

mit dem zentralen Theorem von Desch, Schappacher und Webb.

Theorem 4.2.14. (Desch, Schappacher und Webb (1997, Th. 3.1)

Sei X ein separabler Banach-Raum, T := {T(t)|t > 0} eine stark stetige Halbgruppe auf X und
A ihr Erzeuger. Sei U eine offene, zusammenhiingende Teilmenge des Punktspektrums von A, die die
imaginire Achse schneidet. Fiir jedes A € U sei x, ein Eigenvektor Ax, = Ax,, mit x) # 0. Fiir jedes
¢ € X* definieren wir eine Funktion Fy : U — C durch Fy(A) = (¢, x,). Fiir alle ¢ € X* sei Fy
analytisch und identisch Null auf U nur fiir ¢ = 0. Dann ist die Halbgruppe {T(t)|t > 0} chaotisch
auf X.

Beweis. Wir wollen zunéchst zeigen, dass X« und Xy in X dicht liegen, denn dann ist die Menge
{T(t)|t > 0} mit Theorem[4.2.10/hyperzyklisch. In einem zweiten Schritt zeigen wir dann, dass
X, dicht in X liegt, so dass {T(t)|t > 0} dann nach Definition chaotisch ist. Die Beweisfithrung
wird dabei fiir alle drei Mengen in dhnlicher Weise erfolgen und beruht auf der Tatsache, dass
fiir eine beliebige Teilmenge V einer offenen Teilmenge U C o (A), die einen Haufungspunkt
in U besitzt, die Menge Yy = span{x,|A € V} dicht in X liegt. Um dies zu zeigen, nehmen wir

an, dass dem nicht so ist. Dann gibt es nach dem Satz von Hahn-Banach ein lineares Funktional
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¢ € X* mit ¢ # 0und (¢, x) =0, Vx € Yy. Es gilt demnach VA € V: Fy(A) = 0. Nach Voraus-
setzung ist F analytisch auf U. Da V' C U nach Voraussetzung einen Haufungspunkt in U hat,
gilt mit dem Identitédtssatz der Funktionentheorie Fy = 0 auf ganz U, was den Annahmen im
Satz widerspricht. Yy liegt also dicht in X. Wir werden nun fiir jede der Mengen X, X und
X, eine derartige Teilmenge Yy finden. Aus der Dichtheit von Yy folgt dann die Dichtheit der
jeweiligen Obermenge.

Wir zeigen nun: X liegt dicht in X. Sei dafiir V C {A € U|R(A) < 0} mit Hiufungspunkt in U
und sei A € V. Dann gilt Ax, = Ax, und es ist Yy = span{x,|A € V} mit den vorangestellten
Uberlegungen dicht in X. Es bleibt zu zeigen, dass Yy in X, liegt. Es gilt mit Gleichung (2.1.7):

Cxy () = T(t)xx (4.2.44)
G (1) = T(1)Ex, (0) = T(t) Axy = AT(H)xx = Adw, (1) (4.2.45)

Die Losung dieser Differentialgleichungen lautet ¢,, = CeM, C € C. Danach Definition R(1) <
0 gilt, folgt lim;_,co T(t)x) = limy_e &y, = lim;e0 e = 0. Somit gilt x, € Xy, VA € V. Da
Xp ein Untervektorraum von X ist, liegen auch alle Linearkombinationen der x, in Xj, also
Yy C Xp. Mit Yy ist nun auch X dicht in X.

Wir zeigen nun: X, liegt dicht in X. Sei dafiir V. C {A € U|R(A) > 0} mit Hiufungspunkt in U
und sei A € V. Wieder gilt Ax) = Ax, und esist Yy = span{x,|A € V} mit den vorangestellten
Uberlegungen dicht in X. Es bleibt zu zeigen, dass Yy in X liegt. Fiir jedes x € Yy gilt:

n n n n
X = Z/\ix/\i = Z/\ie*)"'te)‘itx)\i = ZAief)\itg,\i(ﬂ = Z)\,‘Bf)‘itT(t)xAi (4.2.46)
i=1 i=1 i=1 i=1

=T(t) (i )\ie_)‘ftxAi> (4.2.47)
i=1

Wir setzen w = Y}/ /\ie_)‘itx;w. Dann gilt lim; o w = limy 00 Y ;- g Aie_AftxAi = 0, denn es
ist nach Definition ®(A) > 0. Es gibt also Ve > Oeint > 0 und ein w € X, so dass ||w| =
| 2y e x| < eund ||T(#H)w — x|| < e Somit gilt x € Xo und somit Yy C Xo. Mit Yy ist
nun auch X dicht in X.

Wir zeigen nun: X, liegt dicht in X. Sei dafiir V = {11, A3,...} eine Menge mit Haufungspunkt
in U und R(A) = 0 sowie S(A) = £, k,n € N. Auch hier gilt Axy = Ax) und es ist Yy =
span{x,|A € V} mit den vorangestellten Uberlegungen dicht in X. Es bleibt zu zeigen, dass Yy
in X, liegt. Fiir jedes x) liegt der Orbit {y, als Losung der Differentialgleichung in der
Form &, = CeM vor. Mit &, (0) = T(0)x) = x, gilt &, = x,e. Esist

T (t = 271%) X\ = Cx, (t = 271%) = x, Mk = xwiéh% (4.2.48)

= x,e¥ = x,. (4.2.49)
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Es gibt also t > 0 mit T(t)x) = x,. Folglich ist x, € X,. Da X}, ein Untervektorraum von X ist,
liegen auch alle Linearkombinationen der x) in X,, also Yy C X,. Mit Yy ist nun auch X, dicht
in X. Somit ist {T(t)|t > 0} chaotisch auf X. O

Banasiak und Moszynski|2005|1leiten daraus ein weiteres Kriterium fiir Chaotizitit ab (Theorem

4.2.18). Fir dessen Beweis benotigen wir die folgenden Lemmata 4.2.16{und Proposition
sowie Lemma und Theorem

Lemma 4.2.15. (Banasiak und Moszynski| 2005, L. 3.5)
Sei B : dom(B) C X — X ein linearer Operator auf X. Sei ¢, € dom(B), n € N und

Bpo =0, By =y 1,n>1 (4.2.50)
Wenn ker B = span{ ¢y}, dann ist ker B" = span{¢y, ..., ¢y—1}, Vn > 1. Inbesondere gilt

ker B® := | J ker B" = span{¢, : n € N} (4.2.51)

n>1

Beweis. Wir zeigen: span{¢y, ..., ¢,—1} C ker B". Dies gilt nach Definition, denn es ist:

B" (nzl az-<p,-> = EaiB”qbi =0 (4.2.52)
i=0 i=0

Wir zeigen: ker B" C span{¢y, ..., p,—1}. Wir fithren den Beweis mit vollstandiger Induktion.

Sein = 1. Nach Voraussetzung gilt ker B = span{¢y }. Der Induktionsanfang ist somit gegeben.

Wir nehmen nun an, dass ker B” C span{¢y, ..., ¢$,_1} und wollen zeigen, dass dann auch

ker B"*1 C span{¢y,...,¢n} gilt. Sei ¢ € ker B""!. Dann gilt 0 = B""l¢ = B"B¢. Es ist also

B¢ € ker B" und damit darstellbar als Linearkombination der ¢;,i =0, ...,n — 1:

n n
Bp =Y cxpe1 =Y ckBox (4.2.53)
k=1 k=1
Unter Beachtung der Linearitdt von B und der Voraussetzung, dass ker B = span{¢y }, gilt:
n n
Bp — Y ckBd = B(¢ — ) cxdx) = B(codo) = 0. (4.2.54)
k=1 k=1
Somit gilt:
n n
¢ =copo+ ) ckpx = ) ckx (4.2.55)
k=1 k=0

also: ¢ € span{¢y,...,¢,}. Somit haben wir insgesamt ker B" = span{¢y, ..., p,_1} gezeigt.
Insbesondere gilt ker B*® = span{¢, : n € N}. O
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Lemma 4.2.16. (Banasiak und Moszynski|2005, L. 3.6)

Sei A ein abgeschlossener Operator auf X. Sei U C C offen. Sei f € A(U, X) mit f(A) € ker(A — AI),
VA € U. Dann haben VAg € U und n € IN die Koeffizienten f, 5, der Potenzreihendarstellung von f
die folgenden Eigenschaften:

fu, € dom(A) (4.2.56)
(A= Aol)for, =0 (4.2.57)
(A=AoD) fupry = fu—ipg, n>1 (4.2.58)

Proposition 4.2.17. (Banasiak und Moszynski 2005, Prop. 3.7)

Sei A ein abgeschlossener Operator auf X. Sei U C C offen und zusammenhingend und sei f &
A(U, X) eine analytische Funktion mit f(A) € ker(A — AI), VA € G. Sei Ay € G. Dann gelten die
folgenden Aussagen:

1. Gilt dimker(A — Agl) = 1und f(Ag) # 0, dann ist V(f,U) = ker(A — Agl)>.
2. Gilt dimker(A — AgI) = O0dann ist V(f,U) = 0, d.h. f ist die Nullfunktion.

Beweis. Wir beweisen beide Aussagen unter Verwendung der beiden vorangestellten Lemmata
sowie Lemma Wir setzen dafiir B := (A — Agl) und ¢, := f;, 5,- Mit Lemma gilt:

$n = fur, € domB = dom(A — AgI) (4.2.59)
Bgo = (A — Aol) for, =0 (4.2.60)
Bo, = <A - )\Ol)fn,/\g = fn—l,Ao =¢n-1 (4.2.61)

(1.) Es gilt nach Voraussetzung B = ker(A — Ag) = span{fy ), }, denn dimker(A — Ap) = 1 und
f(Ag) # 0. Damit sind alle Voraussetzungen in Lemma erfiillt und es folgt mit Lemma
4.2.35]

ker(A — Apl)* = span{f, ), : n € N} (4.2.62)
ker(A — ApI)® = span{f,, : n € N} =span{f(A) : A € U} (4.2.63)

(2.) Seinun dim ker B = dim ker(A — ApI) = 0. Dann folgt span{¢y} = ker B = ker(A — Agl) =
{0} und damit fy, = ¢o = 0. Dies gilt auch fiir alle f, 5, n € IN, denn mit ¢,_1 = 0 ist
¢n € ker B = {0}. Somit ist f die Nullfunktion und es gilt wieder mit Lemma

0 =span{f,, : n € N} =span{f(A) : A € U} (4.2.64)

O
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Theorem 4.2.18. (Banasiak und Moszynski|2005, Th. 3.8)

Sei X ein separabler Banach-Raum und sei A der Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe {T(t)|t >
0} auf X. Angenommen, es gibt eine offene, zusammenhingende Menge U von C und eine analytische
Funktion f : U — C, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

1. UNIR # @
2. f(A) e ker(A —Al) fiiralle A € U

3. Es gibt Ay € U fiir das gilt: dimker(A — AgI) =1, f(Ao) # 0 und ker(A — Aol )™ liegt dicht
in X, wobei ker(A — AgI)® = U,>1 ker(A — Apl)".

Dann ist die Halbgruppe {T(t)|t > 0} chaotisch auf X.

Beweis. Wir fithren den Verweis unter Verwendung der vorangegangenen Proposition
sowie Theorem Sind die ersten beiden Bedingungen erfiillt, besagt Theorem dass
{T(t)|t > 0} chaotisch auf V(f, U) ist. Ist zusitzlich die dritte Bedingung erfiillt, dann ist mit

Proposition [4.2.17]

V(f,U) = ker(A — AgD)™® = X (4.2.65)

Somit ist {T(¢)|t > 0} chaotisch auf X. O

Die beiden folgenden Kriterien basieren auf Erweiterungen des in Mourchid 2006| (Theorem
(4.2.11)) vorgeschlagenen Kriteriums fiir den Nachweis der Hyperzyklizitét einer stark stetigen

Halbgruppe. Diese Erweiterungen implizieren die starkere Eigenschaft der Chaotizitat.

Theorem 4.2.19. (Grosse-Erdmann und Manguillot 2011,Th. 7.32)

Sei {T(t)|t > 0} eine stark stetige Halbgruppe auf einem komplexen separablen Banach-Raum X und
sei (A,D(A)) ihr Erzeuger. Angenommen, es gibt a,b € R mit a < b und stetige Funktionen f; :
[a,b] — X, j € ], ] eine nicht-leere Indexmenge, so dass Folgendes gilt:

1. fi(s) € ker(isI — A),Vs € [a,b],j € ]
2. span{fj(s)|s € [a,b],j € J} ist dicht in X
Dann ist die Halbgruppe T := {T(t)|t > 0} chaotisch.

Beweis. Fiir fithren den Beweis unter Verwendung von Theorem Zunichst erzeugen wir
uns dichte Mengen Yy, Zp C X. In einem zweiten Schritt konstruieren wir die Abbildungen
S(t), so dass die drei Bedingungen von Theorem erfiillt sind, womit dann die Hyperzy-

klizitit von 7 nachgewiesen ist. In einem letzten Schritt zeigen wir dann die Dichtheit der
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periodischen Punkte, so dass die Chaotizitdt von 7 folgt. Wir definieren

b .
Prj = /a e fi(s)ds (4.2.66)
Xo = Yo := {spanfi(s),r € R,j € ]} (4.2.67)

Wie im Beweis zu Theorem {4.2.11| zeigen wir mit dem Theorem von Hahn-Banach, dass Yy, Zy
dicht in X liegen. Dafiir sei x* € X* mit x*(¢,;) = 0, d.h x*|y; = 0. Wir wollen zeigen x*|x = 0,

denn dann liegt mit dem Theorem von Hahn-Banach Y dicht in X. Es ist

0=x"(¢,;) =x" </ub ei’sfj(s)ds> = /ab eirsx*(fj(s))ds (4.2.68)

Mit x* und f; ist auch x* o f; stetig und damit Element des Hilbert-Raumes L%(a,b). Dieser ist
gleich seinem Dualraum. Ferner besitzt er eine Orthonormalbasis und somit ldsst sich jedes Ele-
ment als Linearkombination dieser Basiselemente schreiben, insbesondere die Elemente x* und
fj- Dies eingesetzt in die obige Integralgleichung fiihrt zu der Forderung x*(f;(s)) = 0,Vs &
[a,b],j € ]. x* verschwindet demnach auf {span f;(s),» € R,j € J} und da diese Menge nach
Voraussetzung dicht in X liegt, gilt x* = 0 auf ganz X. Aus x*|y, = 0 folgt also x*|x = 0. Ein
weiteres Mal schlussfolgern wir mit dem Theorem von Hahn-Banach, dass damit Yy = Z dicht
in X liegt. Wir kommen nun zum zweiten Schritt und damit zur Konstruktion der Abbildun-
gen, die die Bedingungen von Theorem erfiillen. Fiir den Nachweis der ersten Bedingung
benotigen wir nur die Halbgruppe 7. Wie im Beweis von Theorem [4.2.1T|gezeigt, gilt mit dem
Riemann-Lebesgue-Lemma T(t)x — 0 fiir x € Yp. Fiir den Nachweis der zweiten und dritten
Bedingung des Theorems[d.2.9|definieren wir uns Abbildungen S; : Zy — Zo mit Sttp, j = ¢, ).
Sei z € Zy. Wir bilden

n n

SfZO = St (Z aklprk,jk> = Z aklprk*t,jk (4269)
k=1 k=1

Somit gilt S;zgp — 0 fiir + — co mit dem Riemann-Lebesgue-Lemma und die zweite Bedin-

gung von Theorem ist erfiilllt. Des Weiteren gilt, da wir nur rein imagindre Eigenwerte

betrachten

n n n
TtStZQ =T 2 akgbrk,t,jk = 2 leIPrk,tH,]'k = Z akgbrk,jk = Z (4.2.70)
k=1 k=1 k=1

Damit ist auch dritte Bedingung von Theorem [4.2.9erfiillt und es folgt, dass die Halbgruppe 7
hyperzyklisch ist. Wir wenden uns nun dem Nachweis der Chaotizitdt zu. Da die f; stetig sind,
ist mit span{f;(s)|s € [a,b],j € ]} auch die Menge Py := span{f;(s)|s € [a,b] NQ,s #0,j € ]}
dicht in X. Da wir nur rein imagindre Eigenwerte betrachten, ist jedes Element p € Py ein
periodischer Punkt fiir die Halbgruppe 7. Da also die Menge der periodischen Punkte dicht in
X liegt, ist die Halbgruppe 7 chaotisch in X. O

59



4. Hyperzyklizitit und Chaotizitit

Theorem 4.2.20. (Grosse-Erdmann und Manguillot 2011,Th. 7.4.5)

Sei {T(t)|t > 0} eine stark stetige Halbgruppe auf einem komplexen separablen Banach-Raum X und
sei (A, D(A)) ihr Erzeuger. Angenommen, es gibt kompakte Intervalle I; = [a;, b;] und stetige Funk-
tionen f; : I; — X, j € ], | eine nichleere Indexmenge, so dass folgendes gilt:

1. fi(s) € ker(isl — A),Vs e I;,j €]
2. span{f;(s)|s € I;,j € ]} ist dicht in X
Dann ist die Halbgruppe {T(t)|t > 0} chaotisch.

Beweis. Der Beweis folgt mit einer analogen Argumentation wie im Beweis zum vorangegan-

genen Theorem O

Im Anschluss an die Diskussion hinreichender Bedingungen sei nun noch eine notwendige

Bedingung fiir das Auftreten von Chaotizitdt angefiihrt.

Proposition 4.2.21. (Grosse-Erdmann und Manguillot 2011, Prop 7.18)
Sei (A,D(A)) Erzeuger einer chaotischen Halbgruppe auf einem komplexen Banach-Raum. Dann ist
op(A) N iR unendlich und

X =span | ker(AI —A) (4.2.71)
AEiR

4.2.2 Hyperzyklizitit und Chaotizitit auf Produktriumen

Ebenso wie fiir direkte Summen von Operatoren auf Produktraumen konnen wir die Hyper-
zyklizitdt und Chaotizitdt direkter Summen von Operatorhalbgruppen diskutieren. Dafiir de-
finieren wir zunédchst die topologische Transitivitdt derartiger Summen, die im Fall separabler

Banach-Raume wieder dquivalent zu ihrer Hyperzyklizitét ist.

Definition 4.2.22. Topologische Transitivitit der direkten Summe (Desch und Schappacher |2005)

Sei {T(t)|t > O} eine stark stetige Halbgruppe auf einem separablen Banach-Raum X und {S(t)|t >
0} eine stark stetige Halbgruppe auf einem separablen Banach-Raum Y. Dann ist die direkte Summe
(T(t) @ S(t)) topologisch transitiv, wenn es nicht-leere, offene Teilmengen Uy, Vy C Xund Uy, V;, CY
gibt, fiir die es ein und dasselbe t € R gibt, mit T(t)U, N Vy und S(t)U, NV,

Wir nehmen zundchst an, dass die direkte Summe auf dem Produktraum X x X zweier sepa-
rabler Banach-Rdaume X so gebildet wird, dass jeder Summand der stark stetigen Halbgruppe
{T(t)|t > 0} entspricht und erhalten mit dem folgenden Theorem eine Aussage dariiber, wann

eine derartige direkte Summe hyperzyklisch auf X x X ist.
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Theorem 4.2.23. Hyperzyklizitit der direkten Summe durch das HCC (Mourchid|2005, Th. 2.5)
Sei T := {T(t)|t > O} eine stark stetige Halbgruppe auf einem separablen Banach-Raum X. Dann

sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. T etfiillt das Hyperzyklizititskriterium [4.2.6]

0
2.TaT = (Z)ﬁ 7_) ist hyperzyklisch auf X x X.

Beweis. (1. = 2.) nach Voraussetzung ist 7 hyperzyklisch. Es gibt also fiir nicht-leere offene
Mengen U;, Uy, V4, Vo C X ein t,,, so dass fir alle n > ny gilt T(t,)U1 NV; # @ und es
gibt ein t,,, so dass fiir alle n > ny gilt T(t,)U, NV, # @. Fir n > max{ny,ny} gilt somit
T(ty) Uy N'Vy # @ und T(t,)U, NV, # @, was bedeutet:

@ # (T(t) U1 NV1) x (T(ty) U N V2) (4.2.72)
= (T(ty)Uy x T(ty)Up) N (V1 x V2) (4.2.73)
= ((T((;") T(l)) (Uy x Uz)) NV x W) (4.2.74)

0
Somitist 7 & T = <Z)- T> hyperzyklisch auf X x X.

(2. = 1.) Wir wollen zeigen, dass das Hyperzyklizitatskriterium gilt. Folglich ist eine
Folge (t4)nen ganzer Zahlen so zu finden, dass die Mengen Zy und Z, dicht in X liegen. Wir
werden zeigen, dass es ein x € X gibt, so dass {T(f)x|t > 0} € ZyN Zs. Mit {T(t)x|t > 0}
liegen dann auch Zy und Z,, dicht in X. Sei also 7 @& T hyperzyklisch auf X x X. Dann gibt es
(x,u) € X x X, so dass {T(t)x, T(t)u} dicht in X x X liegt. Sei nun u, := iu, n € N. Dann
ist auch (x,u,) ein hyperzyklischer Vektor fiir 7 & 7T fiir alle n € IN. Es gibt also eine Folge

(tn)neN positiver ganzer Zahlen mit

lim T(t,)x =0 (4.2.75)
n—oo
lim 1, = 0 (4.2.76)
n—oo
lim T(t,)u, = x (4.2.77)
n—oo

Somit gilt x € Zy N Z. Dies gilt aber auch fiir jedes T(¢)x fiir t > 0, denn unter Nutzung der
Gleichungen (4.2.75)) bis (4.2.77) und Definition einer Folge i, := T(t)u, fiir festes t > 0 gilt

Tim T(t,)T(¢)x = lim T(£)T(ta)x = 0 (4.2.78)
lim i, — lim ~T(£)u = 0 (4.2.79)
n—oo n—oo 1

tlg?o T(ty)ii, = tlgglo T(t)T(ty)un = T(t)x (4.2.80)
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Somit gilt {T(t)x|t > 0} € Zy N Ze. Nach Voraussetzung liegt 7 ferner dicht in X. und somit
auch Zy und Z. Folglich erfiillt {T(t)x|t > 0} das Hyperzyklizititskriterium [4.2.6] O

Wir erweitern die Voraussetzungen nun insofern, als dass wir verschiedene stark stetige Halb-
gruppen auf unterschiedlichen Banach-Rdumen zulassen. Mit der Definition der rekurren-
ten Hyperzyklizitit gelingt es uns dann im Folgenden, Kriterien fiir die Hyperzyklizitdt bzw.

Chaotizitdt der direkten Summe derartiger Halbgruppen anzugeben.

Definition 4.2.24. Rekurrentes Hyperzyklizititskriterium, RHCC (Desch und Schappacher|2005)
Sei T := {T(t)|t > 0} eine stark stetige Halbgruppe. Seien U,V C X nicht-leer und offen. Sei
W C X eine Nullumgebung. Dann erfiillt T das rekurrente Hyperzyklizititskriterium (RHCC) genau

dann, wenn folgendes gilt:

1. Fiir alle U, W gibt es ein Intervall [t,t + L1) der Linge Ly > 0, so dass es fiir alle t > 0 ein
s €[0,00) N[t t+ L) gibt mit T(s)\UNW # @.

2. Fiir alle V, W gibt es ein Intervall [t,t + Ly) der Linge Ly > 0, so dass es fiir alle t > 0 ein
s €[0,00) N[t t+ Ly) gibt mit T(s)WNV # Q.

Um das folgende Kriterium fiir die Hyperzyklizitidt der direkten Summe zweier Halbgruppen
beweisen zu kénnen, benétigen wir die folgenden Lemmata, welche wir dem Kriterium ohne

Beweis voranstellen.

Lemma 4.2.25. (Desch und Schappacher 2005, L. 2.2)

Sei T := {T(t)|t > 0} eine stark stetige Halbgruppe auf einem separablen Banach-Raum X, die das
rekurrente Hyperzyklizititskriterium erfiillt. Dann erfiillt T auch das Hyperzyklizititskriterium. Fiir
alle nicht-leeren offen Teilmengen U,V und jede Nullumgebung W gibt es eine Konstante L > 0 so,
dass jedes Intervall [t,t + L) ein s enthiilt mit T(s)UNW # Qund T(s)WNV # Q.

Lemma 4.2.26. (Desch und Schappacher 2005, L. 5.2)

Sei {T(t)|t > 0} eine stark stetige Halbgruppe auf einem separablen Banach-Raum Y, die das Hy-
perzyklizititskriterium erfiillt. Fiir alle nicht-leeren offen Teilmengen U, V, jede Nullumgebung W und
jedes L > 0 gibt es ein t > 0 so, dass fiir alle s € [t,t + L) "Ry gilt, dass T(s)UNW # @ und
T(s)WNV #£Q.

Theorem 4.2.27. Hyperzyklizitit der direkten Summe durch das RHCC (Desch und Schappacher|2005),
Th.5.1)

Sei § := {S(t)|t > 0} eine stark stetige Halbgruppe auf einem separablen Banach-Raum X und
T = {T(t)|t > 0} eine stark stetige Halbgruppe auf einem separablen Banach-Raum Y. Dann sind

die folgenden Aussagen dquivalent:
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1. S erfiillt das rekurrente Hyperzyklizitiitskriterium.

2. Etfullt T := {T(t)|t > O} das Hyperzyklizititskriterium, so erfiillt S & T das Hyperzykli-

zititskriterium auf X x Y.

Beweis. (1. = 2.) Es seine Uy, V, nicht-leere offene Teilmengen von X und Uy, V, nicht-leere
offene Teilmengen von Y, sowie W, Nullumgebung in X und W, Nullumgebung von Y. Da
S das RHCC erfiillt, gibt es mit Lemma eine Konstante L so, dass fiir alle t > 0 ein
s € [t,t + L) existiert mit S(s)U, N Wy # @ und S(s)W, N Vi # @. Nach Voraussetzung erfiillt
T das Hyperzyklizitatskriterium. Mit Lemma gibt es daher fiir die oben existierende
Konstante L ein t > 0 so, dass fiir alle s € [t,t + L) folgt: T(s)U, "W, # @und T(s)W, NV, #
@. Mit diesem ¢t gibt es also ein s € [t, + L), so dass insgesamt gilt:

[S(s) @ T(s)](Uy x Uy) N (Wy x W) # @ (4.2.81)
[S(s) @ T(s)|(Wa x Wy) N (Vi X V) # @ (4.2.82)

Somit erfiillt (S(t) @ T(t)) das Hyperzyklizitatskriterium auf X x Y.

(2. = 1.) Wir fiithren den Beweis mit Widerspruch. Wir nehmen an, dass S das RHCC nicht
erfiillt. Wir werden zeigen, dass es eine Halbgruppe 7 gibt, die das Hyperzyklizitadtskriterium
erfiillt, jedoch gilt, dass (S(s) @ T'(s)) nicht hyperzyklisch auf X x Y ist. Die Halbgruppe 7 wird
die Translationshalbgruppe sein, und wir werden zeigen, dass es eine zulédssige Gewichtsfunk-
tion gibt, so dass 7 hyperzyklisch auf Y = Cy,([0, o], R) ist. Sei also S eine Halbgruppe, die
das RHCC nicht erfiillt, mindestens eine der Bedingungen demnach verletzt ist. Es gibt also
zwei nicht-leere, offene Teilmengen U, Vy € X, so dass fiir alle L > 0 ein Intervall [a,a + L)
existiert mit S(s)U, N Vy = @ fir alles € [a,a + L). Je nachdem, welche der Bedingungen in
der Definition verletzt ist, setzen wir U, = Uund V, = Wbzw. Uy, = Wund V, = V. Wir
definieren uns nun eine Folge von Intervallen und darauf eine Funktion, die sich als zuldssig
erweisen wird. Sei 0 = by < a1 < by < ap < by <...mitbh; —a; — cound S(s)U, NV, = @ fiir
alle s € [a;,b;) und b; = a; + L;. Fur die Langen L; der Intervalle gilt daher L; — co. Auf diesen

Intervallen definieren wir uns die Funktion p mit

(4.2.83)

1 falls t € [b;_1,a;)
p(t) = {

e~t=0)  falls t € [a;, b;)

Die Funktion erfiillt die Anforderungen an eine zuldssige Gewichtsfunktion (vgl. Definition
2.3.7). Des Weiteren gilt liminf; .o = 0. Mit Theorem ist die Translationshalbgruppe T
hyperzyklisch auf Y = C,([0, 0], R), d.h. sie erftillt das Hyperzyklizititskriterium. Wir be-

trachten nun die direkte Summe S © 7. Zunéchst definieren wir uns zwei offene Mengen in Y
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wie folgt

Uy ={feYllifl <1}
Vy ={f €Y|f(0) >2}

Wir wéhlen ein beliebiges s € R so, dass fiir f € U, gilt,dass T(s)f € V;, d.h. T(s)U, NV, # @.
Da T(s)f € V, folgt f(s) > 2. Da aber fiir f € U, gilt, dass || f|| < 1, muss die zuldssige Ge-
wichtsfunktion auf Grund der festgelegten Norm an der Stelle s einen Wert kleiner Eins anneh-
men (vgl. Gleichung (2.3.19)). Die Gewichtsfunktion nimmt Werte kleiner Eins jedoch nur auf
den Intervallen [a;, b;) an (vgl. Gleichung (4.2.83)) und fiir diese gilt S(s)U, NV, = @. Folglich
gilt[S(s) ® T(s)](Uy x Uy) N (Vy x V) = @und daherist (S(t) ® T(t)) nicht hyperzyklisch. [

Lemma 4.2.28. Chaotizitit und RHCC (Desch und Schappacher|2005| L. 6.1)
Sei T = {T(t)|t > 0} eine stark stetige Halbgruppe auf einem separablen Banach-Raum X. Seien
U,V € X nicht-leer und offen und W eine Umgebung der Null. Dann sind die folgenden Aussagen

dquivalent:
1. T etfiillt das rekurrente Hyperzyklizititskriterium.
2. Die folgenden Bedingungen sind erfiillt:

(a) Fiiralle U, W gibt es ein t > 0, sodass T(£)UNW # @.
(b) Fiiralle V,W gibteseint > 0,s0odass T(t)yWNV # Q.

(c) Fiir alle U gibt es ein Konstante L > 0, so dass fiir allet > 0 eins € [t,t + L) N[0, 00)
existiert, so dass T(s)U NU # Q.

Beweis. (1. = 2.) Angenommen, 7 erfiillt das RHCC. Dann folgen die Bedingungen 2.(a) und
2.(b) direkt aus der Definition Es bleibt, die Bedingung 2.(c) nachzuweisen. Sei W eine
Nullumgebung und V eine nicht-leere Teilmenge, fiir die gilt, dass W +V C U. Mit Lemma
gibt esein L > 0 so, dass es in jedem Intervall [t,f + L), > 0 eins gibt mit T(s)VNW #
Qund T(s)WNV #D.Seiu =v+wfirve Vundw € W.DaW+V C U, giltu € U. Des
Weiteren gilt T(s)u = T(s)(v+w) = T(s)v+ T(s)w e W+ V C U.

(2. = 1.) Angenommen, 7 erfiillt die Bedingungen (a)-(c). Wir wollen zeigen, dass die beiden
Eigenschaften des RHCC erfiillt sind. Wir weisen zunéchst die erste Eigenschaft nach. Sei U
eine nicht-leere offene Teilmenge von X und W eine Nullumgebung. Mit Bedingung (a) gibt es
ein 1 > 0, so dass ein u € U existierte mit T(t)u € W.Seinun V C U eine Umgebung von u, so
dass T(h)V C W. Mit Bedingung (c) gibt es eine Konstante L; > 0, so dass jedes Intervall der
Lange L; ein s enthdlt mit T(s)V C V # @. Mit einem beliebig gewédhlten t > 0 gibt es daher
eins € [,t+ L) undeinv € V C Umit T(s)v € V. Insgesamt folgt T(h +s)v € W und es
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gibt ein Intervall [t,t + Ly + h),L; +h > 0,so dass firallet > 0einc =s+h € [t,t+ L1 +h)
existiert mit T(0)U N W # @. Damit ist die erste Eigenschaft des RHCC gezeigt. Die zweite
Eigenschaft ist analog nachzuweisen, wobei wir anstelle der Bedingung (a) die Bedingung (b)

verwenden. 0

Aus diesem Lemma folgt unmittelbar ein notwendiges Kriterium fiir die Chaotizitit einer stark

stetigen Halbgruppe.

Korollar 4.2.29. Chaotizitit der direkten Summe und das RHCC (Desch und Schappacher |2005, Kor.
6.2)

Sei T := {T(t)|t > 0} eine chaotische, stark stetige Halbgruppe auf einem separablen Banach-Raum
X. Dann erfiillt T das rekurrente Hyperzyklizititskriterium

Beweis. Wir zeigen, dass eine chaotische Halbgruppe die Bedingungen 2. (a)-(c) in Lemma
erfiillt. Da eine chaotische Halbgruppe auf einem separablen Banach-Raum topologisch
transitiv ist, sind die Bedingungen (a) und (b) erfiillt. Die Bedingung (c) folgt aus der Dichtheit
der periodischen Punkte fiir chaotische Halbgruppen. O

4.2.3 Hyperzyklizitit und Chaotizitit auf Unterraumen

Werden die Annahmen im Theorem von Desch, Schappacher und Webb (Theorem ab-
geschwicht, kénnen Hyperzyklizitit und Chaotizitit nur noch auf einem Unterraum X C X
des separablen Banach-Raumes X erreicht werden. Diese sogenannte Sub-Hyperzyklizitat bzw.
Sub-Chaotizitét ist insbesondere in Banasiak und Moszynski 2005/ und Banasiak und Moszyn-
ski[2008| untersucht worden. Wir wollen die zentralen Aussagen in diesem Abschnitt diskutie-

ren und beginnen dabei mit der Definition der Begriffe.

Definition 4.2.30. Sub-Hyperzyklizitit/Sub-Chaotizitit (Banasiak und Moszynski|2005,Banasiak und
Moszynski|2008)

Sei T = {T(t)|t > 0} eine stark stetige Halbgruppe auf einem Banach-Raum X, X # {0}. T heifst
sub-hyperzyklisch (sub-chaotisch) genau dann, wenn es einen abgeschlossenen Unterraum X mit {0} #
X C X gibt, der invariant unter T ist, so dass T := {T(t)x|t = O} hyperzyklisch (chaotisch) als
Halbgruppe auf X ist. Jeder Unterraum X, der dies erfiillt, heifSt hyperzyklischer (chaotischer) Raum fiir
T.

Wir stellen nun zunéchst hinreichende Kriterien fiir die Sub-Hyperzyklizitat bzw. Sub-Chao-
tizitdt vor. Fiir die ersten beiden Aussagen bendtigen wir die Definition einer Menge L. Sei
dafiir Q) eine Menge, U C Qund f : Q3 — X, wobei X ein Banach-Raum ist. Sei (€}, ») ein Maf3-

raum. Fiir eine messbare Menge U sei nun folgendes definiert, wobei L£(f,U) := span f(U)
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und L(f) := L(f,Q)) = span f(Q))bezeichnet.

Less(f,U) := N L(f,u\Q) (4.2.84)
' cUu(Q)=0
Less (f) 1= Less (fr Q) (4.2.85)

Im Beweis der Kriterien verwenden wir die Aussagen der folgenden beiden Lemmata aus Ba-

nasiak und Moszynski 2008, die wir ohne Beweis angeben.

Lemma 4.2.31. (Banasiak und Moszynski 2008, L. 1.1)

Sei T = {T(t)|t > 0} eine stark stetige Halbgruppe auf einem separablen Banach-Raum X und
X # {0} ein abgeschlossener Unterraum von X. Wenn es dichte Unterriiume Yo und Y von X gibt,
mit Yo C Xo N X und Ya C Xg , mit

Xz ={xeXVe>03x € X,t >0:[|%]| <e= ||T(H)x — x| <e} (4.2.86)

dann ist T sub-hyperzyklisch und X der Raum der Hyperzyklizitit. Gibt es zusiitzlich einen dichten
Unterraum Y, von X so, dass Y, C X, N X, so ist T sub-chaotisch und X der Raum der Chaotiziit.

Lemma 4.2.32. (Banasiak und Moszynski 2008, L. 2.1)
Sei ) ein topologischer Raum, X ein Banach-Raum und f : Q) — X schwach stetig. Dann gilt fiir alle
dichten Teilmengen D von Q1: L(f, D) = L(f).

Unter Verwendung dieser beiden Lemmata lassen sich nun die folgenden Aussagen zur Sub-

Hyperzyklizitdt bzw. Sub-Chaotizitdt beweisen.

Theorem 4.2.33. Sub-Hyperzyklizitit (Banasiak und Moszynski|2008, Crit. 1.2)

Sei X ein Banach-Raum, und A der Erzeuger einer stark stetigen Co-Halbgruppe T := {T(t)|t > 0}
auf diesem. Wenn es eine messbare Teilmenge I C R und eine stark messbare Wahl f von Eigenvektoren
des Erzeugers A auf il gibt (d.h. YA € il : f(A) € dom(A) und Af(A) = Af(A)), die nicht fast
iiberall Null ist, dann gilt Loss(f) # {0} und die Co-Halbgruppe T ist sub-hyperzyklisch auf Less(f).

Beweis. Wir definieren eine Funktion f := p - f mit
p:il = R (4.2.87)
A p(A) = (A+ £ DA+ AP~ (4.2.88)

Die Funktion p ist messbar und somit f stark messbar und Bochner-integrierbar. Wir kénnen

daher die folgende Funktion F definieren

F:R— X (4.2.89)
t— F(t) := Ieitsf(is)ds (4.2.90)
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Sei Yr := span F(R). Dann ist Yr = £(F). Wir wollen nun zeigen, dass so definierte Menge
L(F) der Menge L,s(f) entspricht. Wir ziehen allerdings den Nachweis, dass 7 sub-hyperzy-
klisch auf £(F) ist, vor. Dafiir tiberpriifen wir die Voraussetzungen fiir die Anwendung von
Lemma wenn wir X := £(F) und Yo = Y4 := Yr setzen. Wir haben also nachzuweisen,

dass X abgeschlossen, invariant unter 7, separabel und ungleich Null ist. Des Weiteren ist zu

zeigen, dass Yr tatsdchlich Teilmenge sowohl von Xy N X als auch von X5 oo i8t. Wir halten
zunichst fest, dass X per Definition abgeschlossen ist und wenden uns daher dem Nachweis

der 7-Invarianz zu. Nach Voraussetzung gilt die folgende Eigenwertgleichung

Af(is) = isf(is) (4.2.91)
und daher
T(t)f(is) = €™ f(is), (4.2.92)
denn s € I ist rein komplexer Eigenwert. Unter Verwendung von Gleichung folgt
T(t)F(r) = F(t+r) (4.2.93)

Somit ist Yr und daher X invariant unter 7. Wir {iberpriifen nun Yr C X,. Aus dem Riemann-
Lebesgue-Lemma (vgl. Arendt u.a. 2001, Th. 1.8.1) und mit Gleichung (4.2.93) gilt fiir alle
relR:

tim [ T(F()] = lim [[F(t+7)] = Tim [[F(5)] =0 (42.99)

t—+o00
Folglich gilt F(r) € Xp und somit auch jede Linearkombination, also Yr C Xj. Als nédchstes
tiberpriifen wir Yr C Xy . Sei x € Yp beliebig. Wir zeigen x € Xy . Da x € YF gilt, lasst sich

x als Linearkombination schreiben:

x =) apF(rg) (4.2.95)

n
k=1
mitry, ..., 7 € R,aq,...,a, € C. Wir definieren zusétzlich folgenden y; € Yr fiir t > 0

ye =Y wF(rg—t) (4.2.96)
k=1

Es ist [Jy¢]| < Yi_q |axl|||[F(rx — t)|| und wieder argumentieren wir unter Verwendung des

Riemann-Lebesgue-Lemmas
n n n
lim 3 o [F(re — £)]| = lim Y- s [F(0)] = Y lag] lim [F(8)][ =0. (4297
= = =1 e

Es folgt lim;_,« ||y¢]| = 0 und unter Verwendung von Gleichung (4.2.93) x = T(t)y; und damit
X € Xy; o0 C Xg oo also Yr C Xy . Es bleibt zu zeigen, dass X separabel und £L(F) # {0} ist.
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Da F eine stetige Funktion ist, ist Y separabel und da Yr nach Definition dicht in X liegt, gilt
gleiches fiir X. Da F nicht die Nullfunktion ist, ist £(F) # {0}. Somit sind alle Voraussetzungen
tiir die Anwendung von Lemma erfiillt und 7 ist subhyperzyklisch auf £(F). Kénnen
wir nun noch zeigen, dass L. (f) = L(F), so sind die Aussagen dieses Theorems bewiesen.
Wir zeigen dafiir zundchst Less(f) C L(F) und dann L£(F) C Less(f). Sei ¢ € X* und sei
¢lcry = 0. Wir wollen zeigen, dass daraus ¢, () = 0 folgt, denn dann gilt Less(f) C L(F).
Mit ¢| . (p) = O folgt fiir beliebiges t € R

0=¢(F()) = ¢ < /1 oits f(is)ds> _ /1 ¢ (o F) (is)ds = / eéo(po f)(is)ds  (4.2.98)

Es folgt, dass (¢ o f) fast tiberall auf il gleich Null sein muss, d.h. (¢ o f)[;no = 0 fiir eine
Nullmenge )'. Dies ist gleichbedeutend damit, dass ¢| ¢(i;\ oy = 0 und damit ¢|span f(inary = 0.
Da span f (il \ (0) dicht in span f(iI \ (V) liegt, folgt mit dem Satz von Hahn-Banach, dass
¢|W = ¢lz(rinay = 0. Da dies fiir beliebige Nullmengen ()’ gilt, folgt ¢| -, () = 0. Wir
zeigen nun L(F) C L,(f). Dafiir fixieren wir ein f € R und eine Nullmenge (' = iI’ C il.
Sei ¢ € X* und es gelte ¢(f(A)) = 0 fiir alle A € il \ (O'. Das bedeutet ¢| ¢\ r) = 0 und somit
8ilt ¢|span f(in\y) = 0. Da span f (il \ Q) dicht in span f (il \ (') liegt, folgt wiederum mit dem
Satz von Hahn-Banach, dass (P‘W Pleirinay = Plr..(r) = 0. Wir wollen nun zeigen,
dass daher auch ¢|(p) = 0 folgt und somit L(F) C Lss(f). Gilt aber ¢(f(A)) = 0, so auch

S(F(t)) = ¢ ( /1 oits f(is)ds) — /1 ¢ RS i5))ds =0 (4.2.99)

Da t € R beliebig gewahlt ist, bedeutet dies also ¢|r) = 0 und daher ¢[s,anrr) = 0. Da
span F(RR) dicht in span F(IR) liegt, folgt 4)’spanF 47]5 O

Theorem 4.2.34. Sub-Chaotizitit (Banasiak und Moszynski 2008, Crit. 1.3))

Sei X ein Banach-Raum, und A der Erzeuger einer stark stetigen Co-Halbgruppe T := {T(t)|t > 0}
auf diesem. Wenn es ein Intervall I auf R gibt mit einer Linge groffer Null und eine schwach stetige
Wahl f von Eigenvektoren des Erzeugers A auf il (d.h. VA € il : f(A) € dom(A) und Af(A) =
Af(A)), die nicht konstant Null ist, dann gilt Theorem und die Halbgruppe ist sub-chaotisch auf
Less(f). Ferner gilt: Loss(f) = L(f).

Beweis. Wir zeigen in einem ersten Schritt die Sub-Hyperzyklizitdt der Halbgruppe auf £, in-
dem wir nachweisen, dass die Voraussetzungen von Theoremerfﬁllt sind. In einem zwei-
ten Schritt zeigen wir die Dichtheit der periodischen Punkte in £, woraus per Definition dann
die Chaotizitdt auf diesem Raum folgt. Sei also I ein Intervall und f schwach stetig wie in
der Voraussetzung gefordert. Wir betrachten die Menge D := i(I N Q). Diese ist eine dichte,
abzdhlbare Teilmenge von il. Mit Lemma folgt L(f,D) = L(f) und damit span f(D)
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eine abzdhlbar dichte Teilmenge von L£(f), denn mit D ist f(D) abzdhlbar. Somit ist L(f) se-
parabel und mit ihr die Teilmenge f(iI). Mit dem Theorem von Pettis folgt, dass f daher stark
messbar ist. Wir haben also die Voraussetzungen von Theorem erfiillt und L, ist der
Raum der Sub-Hyperzyklizitit. Wir zeigen nun L., = L(f). Fiir alle QO C il mit |[QY'| = 0 ist
il \ €Y' dicht in iI. Fiir alle diese ist also die Voraussetzung von Lemmal4.2.32]erfiillt. Es gilt also
L(f,il\ Q) = L(f). Die Behauptung folgt nun aus der Definition von L (f). Wir weisen
nun die Chaotizitdt der Halbgruppe 7 auf £(f) nach. Dafiir betrachten wir die im Beweis von
Theorem definierte Menge X := L(f). Diese ist, wie wir gezeigt haben, gleich der Men-
ge Loss(f). Wie wir so eben gezeigt haben, gilt Loss(f) = £(f) und L(f) = span f(D). Da D
nur rein imagindre Werte enthilt, sind die zugehorigen Eigenvektoren periodisch. Es gilt also
span f(D) C X,, mit X, die Menge der periodischen Punkte von 7 auf dem Banach-Raum X.
Es folgt also zusammenfassend span f(D) C X, C X, N X und daher mit Lemma die
Chaotizitit von T auf X = Less(f) = L(f). O

Das folgende Theorem stellt ein weiteres hinreiches Kriterium fiir Chaotizitdt vor. Es
besagt, dass fiir das Auftreten von Sub-Chaotizitdt bereits die Erfiillung der ersten beiden Be-
dingungen im DSW-Kriterium sowie eine Abschwichung der dort aufgefiihrten dritten
Bedingung gentigt. Fiir den Beweis des Theorem benétigen wir das folgende Lemma, welches

wir dem Theorem voranstellen.

Lemma 4.2.35. (Banasiak und Moszynski| 2005, L. 3.4)

Sei U C C offen und zusammenhiingend, sei Ag € U und W C U eine Teilmenge von U mit
Hiufungspunkt in U. Seien f € A(U, X) eine analytische Funktion und f, ,, mit n € INg die Ko-
effizienten in der Potenzreihendarstellung von f um Ag. Dann gilt: C(f, Ao) = V(f, W) = V(f, U).

Beweis. Sei f(A) = Yo(A — Ag)" fu,r, die Potenzreihenentwicklung von f um Ag. Sei ¢ > 0
und A € B(Ag,€) := {A € C||A — Ag| < e}.Sei ¢ € X*. Mit f ist auch ¢ o f und analytisch. Fir

die zugehorige Potenzreihendarstellung gilt:

(pof)(A)=¢(f(A) =¢ (i@()\ - )‘O)nfn,/\g> = iO(A —20)"P(furo) (4.2.100)
Es folgt:
p€(C(f,h) & VneN ¢(fur,) =0 (4.2.101)
< (90 f)lp(rge =0 (4.2.102)
S (pofllu=0e¢c (V(f,U)" (4.2.103)

Die letzte Zeile folgt auf Grund der Tatsache, dass eine analytische, lokal konstante Funktion
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bereits auf dem ganzen Definitionsbereich konstant ist. In d&hnlicher Weise schlussfolgern wir:

pe V(W)= (pof)lw=0 (4.2.104)
s (pofllu=0s¢e (V(f,U) (4.2.105)

Die letzte Zeile folgt aus dem Identitdtssatz der Funktionentheorie. Wir haben also gezeigt,

dass die Annihilatoren der gegebenen Mengen tibereinstimmen:
(C(f, Ao)) = (V(F, W)t = (V(f,u))h (4.2.106)

Da abgeschlossene Unterrdume eines Banach-Raumes durch ihre Annihilatoren eindeutig be-
stimmt sind gilt:

C(f, Ao) = V(f, W) = V(f, U). (4.2.107)

O]

Theorem 4.2.36. Sub-Chaotizitit (Banasiak und Moszynski 2005, Th. 3.3)
Sei X ein separabler Banach-Raum. Sei U C C offen und zusammenhingend. Angenommen es gibt eine
Funktion f € A(U, X), die nicht die Nullfunktion ist und die die folgenden Bedingungen erfiillt :

1. UNIR # @
2. f(A) € ker(A — Al fiiralle A € U
Dann ist T := {T(t)|t > 0} sub-chaotisch und V(f,U) ist der Raum der Chaotizitiit fiir T .

Beweis. Wir fithren den Beweis in zwei Schritten. Wir zeigen zunéchst, dass V(f, U) invariant
unter 7 ist. In einem zweiten Schritt zeigen wir dann die Chaotizitdt von 7 auf V(f, U).
Schritt 1: Da f nach Voraussetzung nicht die Nullfunktion ist, ist V(f, U) # {0}. Nach Voraus-
setzung gibt es Eigenwerte A und zugehorige Eigenvektoren f(A) von A und es gilt: T(t) f(A) =
eMf(A). Sei nun x € V(f,U), dh. x = Y crcrf(A) fiir eine endliche Teilmenge F € U und
cp € C, (A € F C U). Um zu zeigen, dass V(f, U) invariant unter 7 ist, miissen wir zeigen,
dass auch T(t)x € V(f, U). Dies gilt aber, denn

T(t)x = T(t) (E cAf(A)> =Y aTt)f(A) =Y cref(A) (4.2.108)
A€F A€F A€F

Damit ist auch T'(t)x eine Linearkombination aus Elementen von V(f, U), und somit V(f, U)

T -invariant.

Schritt 2: Sei T := {T(t) lv(ruylt > 0} Um zu zeigen, dass T chaotisch auf V(f, U) ist, ge-

hen wir wie im Beweis von Theorem vor. Wir zeigen, dass Xo(7),Xe(7) und X,(7T)
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dicht in V(f, U) liegen. Dafiir werden wir uns jeweils Teilmengen W;, W,, W3 dieser Mengen

konstruieren und deren Dichtheit in V(f, U) zeigen. Genauer werden wir zeigen:

Wy =span{f(A) € X: A € U,A €iQ} C X,(T) (4.2.109)
Wy =span{f(A) € X: A € U,R{A} <0} C Xo(T) (4.2.110)
W3 =span{f(A) € X: A € U,R{A} > 0} C Xu(T) (4.2.111)

Alle W; haben Hiufungspunkte in U. Mit Lemma [4.2.35|gilt V(f, W;) = V(f,U), i € {1,2,3}.
Somit liegen alle W; dicht in V(f,U) und damit auch die zugehérigen Obermengen Xy, Xeo
und X,. Mit Theorem ist T := {T(®)lyruylt = 0} chaotisch auf V(f, U) und damit
{T(t)|t > 0} sub-chaotisch. Es bleibt also, die Gleichungen (4.2.109)-{#.2.111)) zu zeigen.

Wir zeigen Wy C X,(T). Sei x € Wy. Dann gilt x = YL, ¢jf(Aj) mit A; = ig;, 9; € Q,¢j € C,
j€{1,...,n}. Wir schreiben g; als g; = ., l] € Zund m € N\ {0}. Mit t = 27tm gilt:

T(H)x = T(t) (Z cjf(Aj)> (4.2.112)

n

= i:c]-eA TF(A Zc elmz”mf Zc ePE(A) =Y cif (A)) (4.2.113)

j=1 j=1
Demzufolge ist x periodisch mit t = 27tm und somit x € X,(7). Da x € W; beliebig gewahlt
ist, folgt Wy C Xp(’7').
Wir zeigen W, C Xo(7T). Sei x € W,. Dann gilt x = Y cif (Aj) mit R{A;} <0,j €{L,...,n}
Dabher gilt:
lim T(t)f(A;) = lim e™MNif(A) =0, Vje{l,...,n} (4.2.114)

t—o0

Folglich gilt dies auch fiir jede endliche Linearkombination aus den Eigenvektoren:

lim T(t)x = lim T(t) (f cif (A ) = lim Zc] Mif(A (4.2.115)

t—o0 t—o0 : t~>oo
j=1

Demzufolge gilt x € Xo(7). Da x € W, beliebig gewahlt ist, folgt Wy C Xo(T).

Wir zeigen W3 C Xoo(7T). Wir konnen sogar zeigen, dass Wz C Xeoo(T) C XeoT) mit
Xeoo(T) = {x € V(f,U) : Ve > 03t > 0,y € V(f,G) : ||yl < eund T(t)y = x}. Sei
x € Ws. Dann gilt x = }.1; ¢;f (A;) mit ®{A;} > 0,j € {1,...,n}. Sei e > 0. Wir wihlen nun
ein t > 0o, dass ||y|| < e fiir

Ze Pite, f(A (4.2.116)

Ein solches t existiert, denn mit %{A;} <0, V] € {1,...,n} giltlim;_,, = 0. Des Weiteren ist

(Ze Ptei f(A ) Zel“ “iteif(A) = fcjf(Aj):x. (4.2.117)
i=1

Somit gilt x € X (7). Da x € W; beliebig gewahlt ist, folgt W3 C Xeo0(T) C Xoo(T)- O
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Die folgenden vier Kriterien geben notwendige Bedingungen fiir das Auftreten von Sub-Hy-

perzyklizitdat bzw. Sub-Chaotizitit an.

Theorem 4.2.37. Sub-Chaotizitit (Banasiak und Moszynski 2005, Th. 4.1)
Sei X ein Banach-Raum. Falls T := {T(t|t > 0)} eine stark stetige Halbgruppe mit dichtem Orbit in

einem abgeschlossenen Unterraum X C X ist und ¢ € X* eine der folgenden Bedingungen erfiillt:
1. Der Orbit {T*(t)¢p|t > 0} ist beschriinkt.
2. ¢ ist ein Eigenvektor von A*.

Dannistp € X+ :={p € X*:Vx e X ¢(x)=0}.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass fiir ¢ € X* die erste Bedingung erfiillt ist. Dann gilt
| T*(t)¢|| < M fiir ein M € R und alle t > 0. Nach Voraussetzung gibt es ferner ein x € X, so
dass {T(t)x|t > 0} dicht in X liegt. Fiir ¢ > 0 und y € X gibt es somit eine Folge (T (t,)x)neN,

die gegen ¢~ 1§ konvergiert und somit lim;, , €T (t,)x = y. Es folgt:

[P = 1¢(y) — ¢(eT(tn)x) + ¢(eT(tn)x)] (4.2.118)
< [Py — eT(tn)x)| + el¢(T(ta)x)] (4.2.119)

= |¢(y — T (ta)x)| + €[ (T"(t2) ) (x)] (4.2.120)

< [y — €T (tn)x[| + €[l (T*(£a)) ¢l | x]] (4.2.121)

< [|@lllly — eT(tn)x[| + el M][ || x]] (4.2.122)

Fiir n — oo gilt fiir den ersten Term ||¢||||y — eT(¢,)x|| — 0. Wiahlen wir zusitzlich ¢ — 0 gilt
fiir den zweiten Term ¢||M||||x|| — 0 und somit |¢(y)| — 0. Somit folgt Vy € X : ¢(y) =

Wir nehmen nun an, dass die zweite Bedingung erfiillt ist. Fiir ¢ € X* gilt somit
T*(t)p = eM (4.2.123)
sowie

¢(T(t)x) = (T*(t)p)(x) = M'p(x) t>0 (4.2.124)
Wir unterscheiden nun zwei Fille anhand des Realteils des Eigenwertes A. Angenommen, es ist
R{A} < 0. Dann ist der Orbit {T*(¢)¢|t > 0} von ¢ beschrankt. Somit ist die erste Bedingung
erfiillt und ¢ € X! wie oben gezeigt. Angenommen R{A} > 0. Da es nach Voraussetzung ein
x € X gibt, so dass {T(t)x|t > 0} dicht in X liegt, gibt es eine Folge (T(t,)x),cN, die gegen
y = 0 konvergiert. Mit Gleichung gilt dann

Jim ¢(x) = lim e Migp(T(t,)x) =0 (4.2.125)

Somit ist ¢ = 0 auf dem gesamten Orbit von x. Da dieser dicht in X liegt und ¢ stetig ist, gilt
somit ¢(x) =0, Vx € X. O
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Korollar 4.2.38. (Banasiak und Moszynski|2005, Kor. 4.2)

Besitzt {T(t)|t > 0} einen Orbit, der dicht in einem abgeschlossenen, linearen Unterraum X C X eines
w
Banach-Raumes X liegt, dann gilt X C LE¥(A*) mit E¥(A*) := span (U/\eap(A*) ker(A* — /\1)) ,

wobei mit w der Abschluss in der schwach*-Topologie bezeichnet ist.

Beweis. Zunéchst gilt mit Theorem VA € op(A*) : ker(A* — AI) C X*+. Seinun ¢ €
E®(A*). Dann gibt es eine Folge ¢, € span{U,es,(a+) ker(A* — AI)}, so dass

lim [[¢(x) — ¢a(x)]| = [lp(x)]| =0 Vx € X. (4.2.126)

n—oo
Daraus folgt ¢ € X+ und somit E¥(A*) C X*. Da X abgeschlossen in X ist, gilt X = +(X*)
(Rudin [1991). Und somit
X = +(X*) c H(EY(AY)). (4.2.127)
O

Theorem 4.2.39. (Banasiak und Moszynski2005, Th. 4.3)

w
Sei X separabel und dim™ E¥(Ax) < oo mit E¥(A*) := span (U/\eap(A*) ker(A* — AI)) , wobei
mit w der Abschluss in der schwach*-Topologie bezeichnet ist. Dann ist T := {T(t)|t > 0} nicht

sub-chaotisch.

Beweis. Angenommen, 7 ist sub-chaotisch. Dann gibt es einen abgeschlossenen 7 -invarianten
Unterraum {0} # X C X und x € X, dessen Orbit dicht in X liegt. Mit Korollar gilt
dann X C+ E“(A*). Da nach Voraussetzung dim™ E¥(A*) < oo folgt dim X < co. Somit
ist X endlich-dimensional und daher gilt dim X = dim X*. Da ferner X # {0}, gibt es ein
Element x; # 0 € X und da X ein Vektorraum ist, liegen auch die Elemente ax; € X, a € C.
Als Schlussfolgerung aus dem Satz von Hahn-Banach ist mit X auch sein Dualraum X* nicht

trivial. Folglich ist dim X* # 0. Insgesamt erhalten wir:
0 < dim X* = dim X < oo. (4.2.128)

Fir die Erzeuger endlich-dimensionaler Vektorrdume ungleich Null ist das Punktspektrum
nicht leer. Folglich gilt op(A*) # @. Mit Theorem 4.2.12]ist 7 nicht hyperzyklisch und somit

nicht chaotisch, was der Annahme widerspricht. O

Theorem 4.2.40. Sub-Chaotizitit (Banasiak und Moszynski 2005, Th. 4.5)
Sei X ein separabler Banach-Raum. Angenommen, es gibt eine offene Teilmenge U von C und eine

analytische Funktion f : U — C, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

1. f(A) € ker(A* — AI) fiiralle A € U

2. Es gibt Ap € U mit dimker(A* — Agl) =1, f(Ag) # 0 und codim ker(A* — /\01)°°w < o0
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Dann ist T := {T(t)|t > 0} nicht sub-chaotisch.

Beweis. Um zu zeigen, dass T nicht sub-chaotisch ist, gehen wir wie folgt vor. Zunachst zeigen

wir, dass ker(A* — Aol )°°W C EY(A*). Dann zeigen wir, dass E¥(A*) endlich-dimensional ist,

woraus mit (Rudin|[1991)
dim(+E¥(A*)) = codim(TEY(A*))* = codim E¥(A*) < codim E¥(A*) (4.2.129)

und Theorem die Behauptung folgt. Auf Grund der ersten Bedingung gilt V(f,U) C
span{Ujcop(a+) ker(A* —AI)} =: E(A*). Da A* Erzeuger von T ist, ist A* insbesondere abge-
schlossen und es gilt mit Prop. und der zweiten Bedingung: V(f, U) = ker(A* — AgI)®.

Wir verwenden nun, dass der schwach*-Abschluss des (Norm-)Abschlusses eines Unterrau-

mes gleich dem schwach*-Abschluss des Unterraumes selbst ist. Es folgt:

v w

ker(A* — AgD)®" = ker(A* — Agl)® C E(A%)" = E¥(A%) (4.2.130)

Unter Verwendung der zweiten Bedingung und Gleichung (4.2.129) folgt daraus

dim(+E?(A*)) < codim E¥(A*) < codim ker(A* — Ag])®" < oo (4.2.131)

Mit Theorem [4.2.39]ist 7~ daher nicht sub-chaotisch. O

4.3 Hyperzyklizitit und Chaotizitit ausgewdhlter Operatoren und
Operatorhalbgruppen

In diesem Abschnitt werden wir die in Abschnitt vorgestellten Operatoren und die von
ihnen erzeugten Halbgruppen hinsichtlich einer moglichen Hyperzyklizitdt bzw. Chaotizitat
untersuchen, wobei wir fiir die Beweise auf die entsprechende Literatur verweisen. In Kapi-
tel 3|haben wir gesehen, dass diese Operatoren(-halbgruppen) eng mit Transportprozessen auf
Graphen verbunden sind. Die Resultate dieses Abschnitts werden wir somit nutzen kénnen,
um in den folgenden Kapiteln Aussagen tiber chaotische Transportprozesse auf Graphen ab-

zuleiten.

4.3.1 Der Back-Shift und die von ihm erzeugte Halbgruppe

Wir beginnen mit der Zusammenstellung wichtiger Voraussetzungen fiir die Hyperzyklizitat
und Chaotizitdt des Back-Shifts auf gewichteten Folgenrdumen, gefolgt von Aussagen zu ge-
wichteten Back-Shifts. Daran anschlieffend widmen wir uns der Hyperzyklizitdt und Chaoti-

zitdt der von ihnen erzeugten Halbgruppen.
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Lemma 4.3.1. Hyperzyklizitit des Back-Shifts (Grosse-Erdmann und Manguillot 2011} L. 4.4/4.7)
Sei X, = I}, oder X, = co, der Raum der gewichteten Folgen, wobei die Gewichte Lemma erfiillen.
Dann ist der Back-Shift B auf X,:

1. hyperzyklisch genau dann, wenn inf,cn v, = 0.
2. chaotisch genau dann, wenn Yy’ 1 v, < oo.

Aus Lemma folgt unmittelbar, dass der Back-Shift auf den ungewichteten Funktionenrdu-
men [” bzw. cp weder hyperzyklisch noch chaotisch sein kann. Wir kénnen aus ihnen jedoch
Operatoren konstruieren, die diese Eigenschaften besitzen (vgl. Grosse-Erdmann und Man-
guillot 2011). An Abschnitt haben wir gesehen, dass B, : X —+ X und B : X, — X,
mit X = [ oder X = ¢y bzw. X, = I} oder X, = cg, konjugierte Operatoren sind. Da Hy-
perzyklizitdt und und Chaotizitdt unter Konjugationen erhalten bleiben, kénnen wir die eben

erreichten Resultate auf gewichtete Back-Shifts wie folgt tibertragen:

Lemma 4.3.2. Hyperzyklische, mischende und chaotische gewichtete Back-Shifts (Grosse-Erdmann und
Manguillot 2011, L. 4.9)

Sei By, der gewichtete Shift auf einem der Folgenriume IF,1 < p < oo oder co, wobei die Gewichte die
Bedingungen aus Lemma[2.3.5|erfiillen. Dann ist By,

1. hyperzyklisch < sup,,-, [Ty— |wy| = oo (unabhiingig von p)
2. mischend < lim, e [ 15— |Wy| = oo (unabhingig von p)

3. chaotisch < Y ;4 T o < (abhiingig von p)

,|w|7’

Wir schliefSen diesen Abschnitt mit zwei Aussagen tiber die Hyperzyklizitit und Chaotizitit
der vom Back-Shift erzeugten Halbgruppe.

Theorem 4.3.3. Hyperzyklizitit der vom Back-Shift erzeugten Halbgruppe (Desch, Schappacher und
Webb 1997, Th. 5.2) und (Grosse-Erdmann und Manguillot 2011, Th 8.3)

Sei X, = 18 oder X, = Co,o der Raum der gewichteten Folgen, wobei die Gewichte Lemmaerﬁillen.
Sei B der Back-Shift auf X,. Die von ihm erzeugte lineare Halbgruppe {T(t)|t > 0} ist hyperzyklisch.

Theorem 4.3.4. Chaotizitit der vom Back-Shift erzeugten Halbgruppe (Desch, Schappacher und Webb
1997, Th. 5.3)

Sei X, = I} der Raum der gewichteten Folgen, wobei die Gewichte Lemma erfiillen. Sei B der
Backshift-Operator auf Xy. Sei {T(t)|t > 0} die von ihm erzeugte Halbgruppe. Sei R der Konvergenz-
radius der Potenzreihe Y5, vix' und sei w € C. Die Halbgruppe {e“*T(t)|t > 0} ist genau dann
chaotisch, wenn |R(w)| < R ist.
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4.3.2 Der Translationsoperator und die von ihm erzeugte Halbgruppe

Wir widmen uns in diesem Abschnitt der Untersuchung von Hyperzyklizitit und Chaoti-
zitdt des Translationsoperators als Verallgemeinerung des Back-Shifts auf gewichteten Funktio-
nenrdumen. In Anlehnung an die im vorangegangenen Abschnitt erlangten Resultate erhalten

wir die folgenden Aussagen.

Lemma 4.3.5. Hyperzyklizitit des Translationsoperators (Grosse-Erdmann und Manguillot 2011, L.
2.2.4)
Sei T der Translationsoperator auf X = Lﬁ (R4 ). Angenommen, es gibt eine Konstante M > 1 und ein

w € R, so dass, wann immer y > x > 0, gilt:
p(x) < Me“W=p(y) (43.1)
Der Translationsoperator T ist genau dann hyperzyklisch, wenn liminfy_,« p(x) = 0.

Lemma 4.3.6. Chaotizitit des Translationsoperators (Grosse-Erdmann und Manguillot 2011, L. 2.3.2)
Sei T der Translationsoperator auf X = L5(1R+) und p eine zulissige Gewichtsfunktion. Dann ist T

genau dann chaotisch, wenn gilt [;° p(x)dx < .

4.3.3 Der Differentialoperator und die von ihm erzeugte Halbgruppe

Im Zentrum dieses Abschnittes steht die durch den Differentialoperator erzeugte Translations-
halbgruppe. Ihre Analyse hinsichtlich Hyperzyklizitit und Chaotizitét ist von grofser Bedeu-
tung fiir die folgenden Kapitel, in denen wir diese Eigenschaften fiir kontinuierliche Transport-
prozesse auf Graphen untersuchen wollen. Wir beginnen mit zwei Kriterien, die die Hyperzy-

klizitat der Translationshalbgruppe auf den gewichteten Funktionenrdumen charakterisieren.

Theorem 4.3.7. Hyperzyklizitit der Translationshalbgruppe (Desch, Schappacher und Webb (1997, Th.
4.7)

Sei I = (—o0,00) oder I = [0,00) und X = Lj(I,C) oder X = Co,(I,C) mit zuliissiger Gewichts-
funktion p. Die Translationshalbgruppe {T(t)|t > O} auf X ist genau dann hyperzyklisch, wenn gilt:

hﬂglfp(t) =0 (4.3.2)

Theorem 4.3.8. Hyperzyklizitit der Translationshalbgruppe (Desch, Schappacher und Webb(1997, Th.
4.8)

Sei I = (—o00,00) oder I = [0,00) und X = L5(I,C) oder X = Co,(I,C) mit zuliissiger Gewichts-
funktion p. Die Translationshalbgruppe {T(t)|t > 0} auf X ist genau dann hyperzyklisch, wenn fiir
jedes 6 € R eine Folge (t]-)]?"’:1 ganzer reeller Zahlen existiert, so dass gilt:

lim p(tj+9) = lim p(—tj+9) =0 (4.3.3)
]—00

]
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4. Hyperzyklizitit und Chaotizitit

Die folgenden Propositionen charakterisieren die Chaotizitdt der Translationshalbgruppe auf

den gewichteten Funktionenrdumen X = L} (IR.) bzw. Co,(R4.).

Proposition 4.3.9. Chaotizitiit der Translationshalbgruppe (Grosse-Erdmann und Manguillot 2011, L.
7.19)
Sei p : Ry — R eine zuliissige Gewichtsfunktion und X = Lb(Ry.) und sei {T(t)|t > 0} die

Translationshalbgruppe auf X. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent
1. Die Translationshalbgruppe ist chaotisch.
2. ;7 p(x)dx < oo

Proposition 4.3.10. Chaotizitit der Translationshalbgruppe (Grosse-Erdmann und Manguillot 2011,
L.7.2.4)
Sei p : Ry — R eine zulissige Gewichtsfunktion und X = Cop(Ry) und sei {T(t)|t > 0} die

Translationshalbgruppe auf X. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent
1. Die Translationshalbgruppe ist chaotisch.

2. limy 00 p(x) = 0.
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Kapitel 5

Chaotische Transportprozesse auf

Graphen von einfacher Struktur

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir Transportprozesse auf Graphen beschrieben und
wir haben die Eigenschaft der Chaotizitit vorgestellt. In diesem Kapitel fithren wir diese beiden
Themen zusammen. Wir wollen untersuchen, wie Graphen von einfacher Struktur beschaffen
sein miissen, um Chaotizitdt des Transportprozesses zu erzeugen. Dabei bezeichnen wir als
einfache Graphenstruktur unendliche Graphen, bei denen Knoten immer nur zu sich selbst
oder zu genau einem néchsten Nachbarn adjazent sind. Wie wir bereits in Abschnitt[3.3|gezeigt
haben, kénnen wir Transportprozesse als diskrete oder aber als kontinuierliche Prozesse auffas-
sen. In Abschnitt[5.1|diskutieren wir zunichst Voraussetzungen fiir die Entstehung von Chaoti-
zitét bei diskreten Transportprozessen. In Abschnitt|5.2|erfolgen diesbeziigliche Uberlegungen
fiir kontinuierliche Transportprozesse. Die Erkenntnisse, die wir in diesem Abschnitt vorstel-
len, gelten dabei auch fiir allgemeinere Graphen als die von einfacher Struktur. Wir schliefSen
das Kapitel mit Abschnitt[5.3} in dem wir den Zusammenhang des Auftretens von Chaotizitéit
bei diskreten und kontinuierlichen Prozesse diskutieren. Den Untersuchungen stellen wir die
folgende Bemerkung voran, die es erlaubt, Unendlichkeit der Graphenstruktur vorauszuset-

zen.

Proposition 5.0.1. Sei G = (V, E) ein Graph, der durch eine endlich-dimensionale Adjazenzmatrix
Ay, beschrieben werden kann. Sei Ay, : 1P — 17,1 < p < oo oder Ay, : co — co. Dann ist die durch
A 1= Ay, erzeugte Halbgruppe T := {T(t)|t > 0} nicht chaotisch.

Beweis. Wir betrachten den zu A adjungierten Operator auf dem Dualraum von X = [7,1 <
p < oo oder x = cg. Dieser ist die zu A,, transponierte Matrix. Deren Spektrum ist nicht leer.
Mit Theorem |4.2.12]ist daher 7 := {T(t)|t > 0} nicht chaotisch. O
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5. Chaotische Transportprozesse auf Graphen von einfacher Struktur

5.1 Chaotizitit diskreter Transportprozesse

Diskrete Geburts- und Sterbeprozesse mit Proliferation sind bereits in Abschnitt grund-
legend beschrieben. Wir werden in diesem Abschnitt verschiedene Varianten der Kombinati-
on der einzelnen Teilprozesse (Geburt, Tod, Wachstum) betrachten und diese hinsichtlich der
Voraussetzungen an die jeweiligen, die Teilprozesse charakterisierenden Raten diskutieren, die
Chaotizitdt des Prozesses ermdoglichen. Diesbeziigliche Untersuchungen gehen mafigeblich auf
Banasiak und Co-Autoren zuriick. Sie verfolgen dabei in verschiedenen Publikationen zwei
Ansitze. Sie stellen entweder so restriktive Bedingungen an die Koeffizienten des Zustands-
raummodells, dass Chaotizitdt auf dem gesamten Banach-Raum X erreicht wird, oder aber sie
schrianken die Koeffizienten moglichst wenig ein, was jedoch wiederum den Raum einschrénkt,
auf dem die Halbgruppen chaotisch sind. In diesem Fall arbeiten sie mit dem in Abschnitt[4.2.3]
vorgestellten Begriff der Sub-Chaotizitét. Ihre Untersuchungen beziehen sich auf verschiedene,
im Folgenden vorgestellte Varianten der Geburts- und Sterbeprozesse mit Proliferation, sowohl
mit konstanten als auch mit variablen Koeffizienten. Wir beginnen mit reinen Sterbeprozessen

mit Proliferation.

Sterbeprozess mit Proliferation - konstante Koeffizienten. Gegeben sei ein Sterbeprozess

mit Proliferation, der sich durch das folgende Modell beschreiben ldsst.

df,
dt

= —afy +vfnt1 ne€Ny,y>a>0 (5.1.1)

Dabei sei (fy)nen, € !, wobei I mit der Standardnorm ||f|| = Yoo |fu| versehen ist. Des

Weiteren gelte fiir die Koeffizienten die folgende Bedingung:
A) 0<a<y<oo

Fiir einen derartigen Prozess gilt die folgende Proposition.

Proposition 5.1.1. (Banasiak und Lachowicz 2001)
Sei X = (I, - ||p) und es gelte die Annahme (A1). Dann ist die Halbgruppe {T(t)|t > 0}, die das zu
Gleichung gehorende (ACP) lost chaotisch auf X.

Beweis. Fiir den Beweis nutzen wir das DSW—Theorem Dafiir zeigen wir zunédchst, dass
die Menge U := {A : |A +a| < 79} zum Punktspektrum der Adjazenzmatrix A, des zu-
gehorigen Graphen gehort. Diese ist, wie wir bereits wissen, der Erzeuger der zugehorigen
stark stetigen Halbgruppe, wenn die Koeffizienten beschrankt sind, was hier vorausgesetzt ist.

Wir betrachten die Eigenwertgleichung A,x = Ax. Wir setzen xo = 1 und multiplizieren aus.
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5. Chaotische Transportprozesse auf Graphen von einfacher Struktur

Dies fiihrt zu

A
—axg + yx1 = Axp = x = ::a::y
ad 2
—ax1 + yxp = Axp =Xy = X1 =H
(5.1.2)
At

—aXy—1+YXn = AXpo1 = Xy = Xp—1 = u"

Gilt A € U folgt x; < 1,Vi € Ny. Somit ist xy = (x;)ien, € I! ein Eigenvektor zum Eigenwert
A. Wir zeigen nun, dass fiir ein beliebiges Element ¢ = (¢;)icn, aus dem Dualraum X* = [®

die Funktion

Fp:U—C (5.1.3)
A Fp(A) = (¢, x2) (5.1.4)

analytisch ist und aus Fy = 0 auf U folgt, dass ¢ = 0 ist. Mit Theorem folgt dann, dass
die Halbgruppe {T(t)|t > 0} chaotisch auf X ist. Fiir F, gilt

Fp=Y ¢ixi=¢o+ ) it (5.1.5)
i=0 i—=1

1

Da ¢ beschrankt ist und fir A € U gilt, dass |u| < 1, konvergiert der Summenterm auf der
rechten Seite ( fiir A € U). Folglich ist die Funktion Fy auf U in eine konvergente Potenzreihe
entwickelbar und damit analytisch. Damit Fy auf ganz U verschwindet, miissen alle ¢; gleich
Null sein, denn fiir A # —a ist 4 # 0. Somit folgt aus Fy = 0 : ¢ = 0. Daher ist die Halbgruppe
{T(t)|t > 0} chaotisch auf X. O

Wir wollen nun annehmen, dass die Wachstumsrate #; = &g von den anderen Wachstumsraten

a; = «, Vi > 1 verschieden ist und nennen diesen Prozess:

Sterbeprozess mit Proliferation - konstante Sterbe- und variable Wachstumskoeffizienten.

Gegeben sei ein Sterbeprozess mit Proliferation, der sich durch das folgende Modell beschrei-

ben lasst.
d
dftn — wofy + 7furt n=0 (5.1.6)
d
dt” =afy + Y fu1 n>0 (5.1.7)

1
Dabei sei (fu)nen, € 1P, wobei [P mit der Standardnorm || f|| = (X5 | fu|?)? versehen ist, oder
aber (fu)nenN, € Co, versehen mit der Supremumsnorm. Des Weiteren gelten fiir die Koeffizien-

ten die folgenden Bedingungen:
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5. Chaotische Transportprozesse auf Graphen von einfacher Struktur

(B1) ap,a,v € C beliebig

(B2) v > 0 (x muss hingegen nicht notwendigerweise negativ angenommen.)

Das folgende Theorem zeigt, dass auf Grund der sehr schwachen Bedingungen an die Koeffizi-
enten, Chaotizitat nur noch auf Unterraumen der untersuchten Banach-Rdume erreicht werden

kann.

Theorem 5.1.2. (Banasiak und Moszynski|2005)

Sei X = 17,1 < p < oo oder X = co und es gelten die Annahmen (B1) und (B2). Dann hat die
Halbgruppe T = {T(t)|t > 0}, die das zu den Gleichungen (5.1.6) und (5.1.7) gehorende (ACP)
lost die in Tabellezusammengestellten Chaotizititseigenschaften. Dabei sei die Funktion f wie folgt
definiert.

B:X—C (5.1.8)

) k
ue— pu) =Y, < i ) ue  mitu=(u) €X (5.1.9)

k=0 Ny — &

Tabelle 5.1: Chaotizitit der die Gleichungen (5.1.6)-(5.1.7) 16senden Halbgruppe (Banasiak und Mos-
zynski 2005). Dabei ist die Sub-Chaotizitat mit sub, die Chaotizitdt mit ch abgektirzt. Es ist
B wie in Gleichung definiert. Fragezeichen sind gegeben fiir die Fille, in denen keine

Aussage gemacht werden kann.

X
[ Co P, p#1,00 I
lag — a| < |y| | sub.auf ¢o ch ch ch
|Ra| < |y| |ao—a| = |y| | subaufcg ch ch sub auf ker 3
lap — a| > |7| | subaufker subaufkerB subaufkerB sub aufkerp
log —a| < |y| | ? ? ? ?
IRa| > |y| |ao—a|=|v] | ? ? ? nicht ch
log —a| > |y| | ? nicht ch nicht ch nicht ch

Beweis. Wir fithren den Beweis der Chaotizitdt bzw. Sub-Chaotizitdt unter Verwendung der

Theoreme 4.2.18{und 4.2.36/sowie den Nachweis der fehlenden Chaotizitit unter Verwendung

der Theoreme {4.2.12| und 4.2.40| Somit sind die Menge der Eigenwerte und die zugehorigen

Eigenvektoren des Operators A, d.h. der Adjazenzmatrix A, bzw. des adjungierten Operators

A* auf dem Dualraum, d.h der zu A, transponierten Matrix A* := AT zu bestimmen und zu

analysieren. Des Weiteren sind die Mengen ker(A — AI)® bzw. ker(A* — Al )°°LU von Interesse,
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5. Chaotische Transportprozesse auf Graphen von einfacher Struktur

wobei A ein Eigenwert ist. Betrachten wir zundchst die Eigenwertgleichung Ax = Ax und

setzen xg = 1, erhalten wir

woxo + X1 = Axg = x1 =

ax1 4+ yx2 = Axq =Xy =

(5.1.10)

B A—ua A —ag (A—oc)”l
AXp—1 +YXn = AXy1 = Xy = ——— X1 =
i i i
Damit x = (x4)nen, Eigenvektor zum Eigenwert A € C ist, muss gelten x € X. Fir A = ay
istx = (1,0,...) € X, denn ||x||x < oo. Fiir |A —a| < 7 gilt ebenfalls ||x||x < oo. Fiir
X = I® gilt dies sogar fiir |A — a| < +. Die Menge der Eigenwerte ergibt sich demnach mit
G={AeClA—a] < |y} zuop(A) = GU{ap} fir X = I",1 < p < oo sowie mit
G={AeClA—a| < |v|} zuop(A) = GU {ap} fir X = I®. Des Weiteren gilt, dass die
Funktion f : op — X, die jedem Eigenwert den zugehorigen Eigenvektor zuordnet, analytisch
auf G ist (Banasiak und Moszynski 2005). Wir nehmen nun Fallunterscheidungen hinsichtlich
des Verhiltnisses der Parameter a, ap und <y vor. Sei zunéchst |Ra| < |7y|. Wir betrachten somit
die obere Hilfte der Tabelle 5.1} In diesem Fall folgt G N iR # @. Um Theorem fiir den
Fall X = 17,1 < p < oo bzw. X = ¢9 anwenden zu kénnen, bendtigen wir nun noch eine Aussa-
ge zu ker(A — AI)®, wobei wir A = a wihlen. Diese entnehmen wir Banasiak und Moszynski
2005: Gilt |ag — a| < ||, folgt ker(A —al)® = X fiir X = ¢o,X = I?,1 < p < co. Mit Theo-
rem folgt damit die Chaotizitit der Halbgruppe 7 = {T(t)|t > 0}. Betrachten wir nun
T ={T(t)|t > 0} auf X = I®°. Zunichst ist ¢y ein abgeschlossener Unterraum von X, der inva-
riant unter 7 = {T(¢)|t > 0} und auf dem 7T, wie soeben gezeigt, chaotisch ist. Daher ist 7 auf
[ per Definition sub-chaotisch und ¢y der Raum der Chaotizitdt. Somit ist die erste Zeile der
Tabelle 5.1]bewiesen. Es gelte nun weiterhin |Ra| < |y|. Wir betrachten den Fall |ag — a| = |7|.
Fiir X = cound X = I7,1 < p < oo gilt wie oben ker(A — al)® = X (Banasiak und Moszynski
2005) und daher die Chaotizitdt der Halbgruppe mit Theorem Fir X = [* argumen-
tieren wir wie soeben und erhalten die Sub-Chaotizitidt der Halbgruppe auf dem Unterraum
co. Fiir X = I' gilt nach Banasiak und Moszynski 2005 ker(A — aI)® = ker B. Mit Proposition
gilt auch ker(A — aI)® = V(f, G). Mit Theorem folgt, dass die Halbgruppe 7 auf
I' sub-chaotisch ist und der Raum der Chaotizitit V(f, G) = ker(A — al)® = ker B. Somit ist
die zweite Zeile der Tabelle5.1|bewiesen. Fiir den Fall [Ra| < || verbleibt nun noch die Unter-
suchung fiir |ag — | > |y]. Sei X = ¢y oder X = 17,1 < p < oo. Nach Banasiak und Moszynski
2005 gilt wie soeben: ker(A — al)® = ker . Wieder gilt mit Proposition und Theorem
dass die Halbgruppe 7 auf X su-bchaotisch ist und der Raum der Chaotizitit ker B. Sei
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5. Chaotische Transportprozesse auf Graphen von einfacher Struktur

nun X = [®. Da ker B abgeschlossener, T -invarianter Unterraum von cj ist, ist er dies auch fiir
1. Folglich ist die auf X = [® definierte Halbgruppe 7 sub-chaotisch und ker 3 der Raum der
Chaotizitat.

Wir wenden uns nun dem Fall |Ra| > |y| und damit dem unteren Teil der Tabelle 5.1/ zu. In
diesem Fall schneidet das Punktspektrum ¢, = G U {ag} fiir X = ¢poder X = 17,1 < p < o0
die imagindre Achse nicht und wir kénnen die oben angefiihrten Theoreme nicht verwenden.
Es ist jedoch moglich, in bestimmten Faillen Chaotizitdt auszuschliefien. Hierfiir sehen wir uns
den zu A adjungierten Operator A* = AL und sein Punktspektrum an. Wir betrachten die

Eigenwertgleichung ALx* = Ax* mit x* € X*. Wir setzen x} = 1 und erhalten

aoxy = Axy; = A =uwg
* * * * ,)/ ’y
Xp 4+ axy = Ax = x] = =
X0 1 1 1732 a—ua

(5.1.11)

n
* * * * T o« Y
X5 1 +ax;=Ax = x; = X5 4=
YXn-1 n n n )\_lxnl <D€0—lx>

Gilt ap = a, so gibt es keine Eigenwerte, denn die Folgenglieder x; von x* sind fiir i > 0

unbeschréankt. Gilt oy # a, ist zu untersuchen, unter welchen Bedingungen x* = (x});>9 =
(Wy—a)l:zo € X*. Gilt |ag —a| < 7, istx* # X*, X* = X*=17,1 < p < o0, und somit op(A*) =
@. Fur |ag — | = yistop(A*) = @ fir X* = 17,1 < p < oo und 0p(A*) = w fiir X* = [®.
Fiir |ag — a| > yist op(A*) = ag fiir X* = 17,1 < p < 0. Seinun X = 7,1 < p < oo.
Dann ist X* = 19 mit p~! + g~! = 1 der zugehorige Dualraum. Sei A* der zu A adjungierte
Operator auf dem Dualraum. Dessen Punktspektrum ist fiir |ag — a| < 7 nicht leer. Gleiches
gilt, wenn wir X = cp und damit X* = I! betrachten. Ist X = !, also X* = [® gilt dies
zusdtzlich im Fall |¢g — a| < . Mit Theorem folgt, dass die Halbgruppe 7 daher nicht
chaotisch auf X ist. Damit sind die beiden letzten Zeilen von Tabelle 5.1| gezeigt. Im Gegensatz
zu den Féllen der dritten Zeile von Tabelle (|Ra| < ||, |ao —a«| > |7v|), in denen durch die
Forderung |Ra| < |y| noch Sub-Chaotizitét erreicht werden kann, ist dies fiir |[Ra| > |y| nach
Theorem [4.2.40| nicht méglich. Fiir den Beweis verwenden wir die in Banasiak und Moszynski
2005 ermittelten schwach* Abschliisse von ker(A* — AT )°°W. Es ist ker(A* — AI )°°w = ker  fiir
X*=17,1 < p <oound |ag — | > 0. Die in Gleichung gegebene Funktion f wird dabei
auf X* betrachtet, d.h. E : X* — C. O

Wir wollen nun im Folgenden alle Sterbe- und Wachstumsraten, d.h. alle Koeffizienten variabel

annehmen. Dies fithrt uns zu dem folgenden Prozess:

Sterbeprozess mit Proliferation - variable Koeffizienten. Gegeben sei ein Sterbeprozess mit
Proliferation, dessen Dynamik sich mit Gleichung (5.1.12) beschreiben lésst.
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5. Chaotische Transportprozesse auf Graphen von einfacher Struktur

d
U ot rmiifier e Np (5.1.12)
Dabei sei (fu)nen, € 17, wobei [P mit der Standardnorm ||f|| = (L | fn\p)% versehen ist,

oder aber (f,)nenN, € co, versehen mit der Supremumsnorm. Ferner seien fiir die Koeffizienten

folgenden Annahmen getroffen

(CH 0< oy < yp <o0Vn €N

(C2) ay = a+a), (n € Np) fiir ein & > 0 mit lim,, 0 a, =0

(C3) vn = by (n € Np) fir ein v > a und limy,_,00 by, = 1

(C4) Die Koeffizienten erfiillen die Voraussetzungen von Lemma

Der Aussage, dass unter diesen Voraussetzungen Chaotizitit der 16senden Halbgruppe erreicht
wird, stellen wir das in Annahme (C4) erwdhnte Lemma voran, das wir fiir den Beweis der
Aussage benotigen. Fiir den Beweis dieses Lemmas verweisen wir auf Banasiak und Lachowicz
2001l

Lemma 5.1.3. (Banasiak und Lachowicz2001)
Sei A eine Matrix mit Eintrigen wie in Gleichung (5.1.16) definiert. Es existiert ¢ < 1 so, dass wenn
lay| = % < g**1 fiir k € Ny gilt, A : [° — I ein Isomorphismus ist.

Theorem 5.1.4. (Banasiak und Lachowicz2001)

Sei X = 1P mit1 < p < oo, versehen mit der Standardnorm oder X = co, versehen mit der Supre-
mumsnorm. Es seien die Folgen (an)neN, and (7Yn)neN, gegeben und es gelten die Annahmen (C1)-
(C4). Dann ist die Halbgruppe {T(t)|t > 0}, die das zu Gleichung gehorende (ACP) lost
chaotisch auf X.

Beweis. Da die Koeffizienten der Adjazenzmatrix A, nach Voraussetzung ((C1) und (C2)) be-
schrankt sind, ist A, Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe. Um zu zeigen, dass dieser
eine chaotische Halbgruppe generiert, weisen wir die im DSW-Kriteriums geforderten
Eigenschaften nach. Wir gehen dafiir wie im Beweis von Theorem vor, wobei wir uns
zunichst auf X = I! beschridnken. Wir zeigen als erstes, dass die Menge U := {A : |A +a| < 7}
zum Punktspektrum von Ay, : [' — [ gehort. Dafiir betrachten wir die Eigenwertgleichung
Aypx = Ax, setzen xo = 1 und erhalten x = (xy,)nen, mit X, = ]_[?:_0l %,Vm > 1. Wir miissen
nun zeigen, dass x € I!, denn dann ist x Eigenvektor zum Eigenwert A. Gilt A € U finden wir
ein ¢ > 0, so dass |A + a| = v — . Des Weiteren existiert nach Voraussetzung (C2) ein ny € Ny

so, dass Vi > ng : |y, — | < 5. Es gilt dann die folgende Abschitzung:

‘AH“ <’A+a L L (5.1.13)
Yn T I Tn _7_% Tn
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5. Chaotische Transportprozesse auf Graphen von einfacher Struktur

Wir betrachten die rechte Seite. Der erste Term ist kleiner Eins, der zweite konvergiert gegen
Aa, 1 . .
—=| < 1. Damit gilt
fir alle x;,i € N : x; < 1 und damit x € I'. In einem zweiten Schritt zeigen wir nun, wie
im Beweis von Theorem dass fiir ein beliebiges ¢ € I die Funktion F5 : U — C mit

F3(A) = (¢, x), x Eingenvektor zum Eigenwert A analytisch ist und aus F; = 0 folgt, dass

0. Wihlen wir demnach ng grofs genug, gibt es ein g < 1 so, dass ‘

¢ = 0. Esist F5(A) = Y32 Pix; gleichmaBig konvergent auf U, somit auf U in eine konvergente

A+a )

Potenzreihe entwickelbar und daher analytisch auf U. Wir setzen y = o = %" sowie

¢o = ¢o und ¢y = Hk ; und schreiben
i=1

F5(A) = go+ ) gixi = o + Zcpzl—[z‘x’l = ¢o + Z‘Pkl_[ wAa) = Fp(p) (5.1.14)
k=1 i=1 i

Wir wollen im Weiteren mit Fy weiterarbeiten und halten daher folgendes fest. Wéhlen wir
¢ € I° beliebig aus, so ist mit Voraussetzung (C2) auch ¢ € [°. Kénnen wir aus F, = 0 folgern,
dass ¢ = 0, folgt gleiches auch fiir ¢. Ist Fj analytisch fiir [A +a| < 7, so ist Fy analytisch
fir [u| < 1. Wir kénnen daher Fy als Potenzreihe in y schreiben, wobei wir auf Grund der

absoluten Konvergenz die folgenden Umformungen durchfiihren diirfen:

) k—1 0 k ) 0 o
Fou)=¢o+ Y e [[(n+a) =¢o+ Y e Y paw=cdo+ Y 1) Pntin (5.1.15)
k=1 i=0 k=1 i=0 = —i

0 firi >n
aip =451 firi=n (5.1.16)

n—j o
Yo<ii<.<iy j<n-11l=y @i fUri <n

Um zu zeigen, dass aus Fy = 0 folgt, dass ¢ = 0, miissen ¢y sowie alle Summen ) ;” ; ¢ua;,
gleich Null und die einzige Losung dieses Gleichungssystems ¢ = 0 sein. In Lemma [5.1.3]
haben wir gezeigt, dass A ein Isomorphismus in [ ist, womit aus .A¢ = 0 folgt, dass ¢ = 0.
Somit sind die Voraussetzungen des DSW-Theorems erfiillt und die Halbgruppe {T(¢)|t > 0},
die das zu Gleichung gehorende (ACP) 16st chaotisch auf X = I'. Wir betrachten nun

X =17,1 < p < cobzw. X = ¢g. Unsere Uberlegungen zu Eigenwerten und Eigenvektoren in

= [! kénnen wir tibertragen. Denn mit ‘)‘”‘“ < 1gilt
) 00 -1
A+
xllp = Y [xal” = Z H < oo (5.1.17)
n=0 = =0 Vi

Somit sind die Vektoren x Eigenvektoren, denn sie 16sen die Eigenwertgleichung in 7. Fiir die

Erfillung der Voraussetzungen im DSW-Theorem bleibt zu zeigen, dass aus Fy = 0 folgt ¢ = 0
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mit ¢ € X* = l’,% + 1 = 1bzw. X* = I! fiir X = cy. Wir nehmen ein beliebiges Element ¢ aus
dem jeweiligen Dualraum von X. Da aber gilt, dass I” C 17 fiir r < g, gilt insbesondere I" C [*
und somit ¢ € . Wir haben aber bereits gezeigt, dass fiir derartige ¢ die Gleichung A¢p = 0
nur fiir ¢ = 0 gelost wird. Folglich ist die Halbgruppe {T(t)|t > 0}, die das zu Gleichung
(5.1.12) gehorende (ACP) 16st, chaotisch auf X = 17,1 < p < oo bzw. X = cp. d

Fordern wir (C1) nicht mehr fiir alle Koeffizienten, sondern nur noch fiir die Grenzwerte «, y
und setzen aber voraus, dass die Sterberaten nicht zu gering werden, ergeben sich die folgen-
den, in Banasiak und Lachowicz 2002 angenommenen Bedingungen an die Koeffizienten, die
dann zu Theorem 5,15 fiihren.

(D1) ay, = a4, (n € Np) fiir ein a € |0, oo[ mit lim,, 0 4}, = 0 und &, > 0, V1 € Ny
(D2) v, >0 (n € N)und 3y € |0, 00 : limy o0 yn = 7y und infren [T}, % >0

D3) 0<a<y<oo

(D4) |a| = |%] < g1 vk € N fiir ein g € ]0, 1.

Theorem 5.1.5. (Banasiak und Lachowicz2002)

Sei X = 1P mit1 < p < oo, versehen mit der Standardnorm oder X = cq, versehen mit der Supre-
mumsnorm. Es seien die Folgen (a)neN, and (vn)neN, gegeben und es gelten die Annahmen (D1)-
(D4). Dann ist die Halbgruppe {T(t)|t > 0}, die das zu Gleichung gehorende (ACP) lost,
chaotisch auf X.

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Theorem 5.1.4} O

Bevor wir Geburts- und Sterbeprozesse miteinander kombinieren, wollen wir uns zunédchst
nach der Betrachtung reiner Sterbeprozesse den reinen Geburtsprozessen mit Wachstum zu-

wenden. Wir werden sehen, dass hier keine Chaotizitit erreicht werden kann.

Geburtsprozess mit Proliferation - konstante Geburts- und variable Wachstumskoeffizien-
ten. Gegeben sei ein Geburtsprozess mit Proliferation, der sich durch das folgende Modell

beschreiben l4sst.

Cg;" = o fn n=20 (5.1.18)
d({t” = afy+ Bfu1 n>0 (5.1.19)

1
Dabei sei (fu)nen, € 1P, wobei [P mit der Standardnorm || f|| = (X | fu|?)? versehen ist, oder
aber (fu)nenN, € Co, versehen mit der Supremumsnorm. Des Weiteren gelten fiir die Koeffizien-

ten die folgende Bedingungen.
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(E1) ap,a, B € C beliebig
(E2) B > 0 (« muss hingegen nicht notwendigerweise negativ angenommen.)

Wir sehen, dass die Bedingungen (E1)-(E2) den Bedingungen (B1)-(B2) dhneln. Allein Sterbe-
und Geburtsrate haben die Rollen getauscht. Bei Vergleich der jeweiligen Modelle wird deut-

lich, dass die Erzeuger der die zugehorigen (ACP) l6senden Halbgruppen adjungiert sind.
Unter Verwendung von Theorem konnen wir daher die folgende Aussage ableiten.

Theorem 5.1.6. (Banasiak und Moszynski|2005)

Sei X = 1P mit1 < p < oo, versehen mit der Standardnorm oder X = co, versehen mit der Supre-
mumsnorm. Fiir die Koeffizienten wg, « und p gelten die Annahmen (E1)-(E2). Dann ist die Halbgruppe
T := {T(t)|t > 0}, die das zu den Gleichungen (5.1.18)und gehorende (ACP) lost fiir keine
Wahl der Koeffizienten chaotisch auf X.

Beweis. Fiir das in den Gleichungen und gegebene System ist der zum Erzeuger,
d.h. der zugehorigen Adjazenzmatrix adjungierte Operator gerade die Adjazenzmatrix, die zu
den Gleichungen (5.1.6) und gehort. Wie im Beweis zu Theorem gezeigt, ist ihr
Punktspektrum nie leer. Mit Theorem [£.2.12]ist daher die Halbgruppe 7 nicht chaotisch. [

Wie im Fall der reinen Sterbeprozesse mit Proliferation sollen nun alle Koeffizienten variieren

dirfen.

Geburtsprozess mit Proliferation - variable Koeffizienten. Gegeben sei ein Geburtsprozess
mit Proliferation, dessen Dynamik sich mit den Gleichungen (5.1.20)- (5.1.21)) beschreiben ldsst.

d

g —— n=0 (5.1.20)

d

O{t”‘ = —anfu+ Bno1fn1 n>0 (5.1.21)
Dabei sei (fu)nen, € 17, wobei [P mit der Standardnorm ||f|| = (X,2¢ |fal? )% versehen ist,

oder aber (f,)neN, € Co, versehen mit der Supremumsnorm. Ferner seien fiir die Koeffizienten

folgenden Annahmen getroffen.

(F1) By > ay > 0Vn € INg

(F2) ap = a+a), (n € Np) fiir ein &« > 0 mit lim, 0 a), =0
(F3) By = Bby (n € Np) furein f > a und lim, o by, =1

(F4) Die Koeffizienten erfiillen die Voraussetzungen von Lemma5.1.3]
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Wie im vorangegangenen Beispiel ist zu erkennen, dass Sterbe- und Geburtsrate lediglich die
Rollen getauscht haben, die Bedingungen (F1)-(F4) demnach den Bedingungen (C1)-(C4) ent-
sprechen. Ebenso ist ersichtlich, dass die Erzeuger der das jeweils zugehorige (ACP) losenden
Halbgruppen adjungiert sind. Unter Verwendung von Theorem konnen wir daher wie
folgt schlussfolgern.

Theorem 5.1.7. (Banasiak und Lachowicz2001)

Sei X = 1P mit1 < p < oo, versehen mit der Standardnorm oder X = co, versehen mit der Supre-
mumsnorm. Fiir die Koeffizienten «,, und B, gelten die Annahmen (F1)-(F4). Dann ist die Halbgruppe
T :={T(t)|t > 0}, die das zu den Gleichungen (5.1.20) und (5.1.21)) gehorende (ACP) ldst fiir keine
Wahl der Koeffizienten chaotisch auf X.

Beweis. Wir werden wie auch im Beweis zum vorangegangenen Theorem das Theorem
verwenden, argumentieren hier jedoch nicht tiber das Punktspektrum des adjungierten Opera-
tors, sondern verwenden die Aussagen zur adjungierten Halbgruppe. Wir werden zeigen, dass
diese beschrankt ist und daher die Halbgruppe 7 nicht hyperzyklisch, und daher nicht chao-
tisch sein kann. Die zu den Gleichungen und gehorende Adjazenzmatrix Ay,
d.h. der Erzeuger A := A, der zugehorigen Halbgruppe ist beschrankt und somit die Halb-
gruppe gleichméfig stetig. Der zu A adjungierte Operator, d.h. die zu A, transponierte Matrix
erzeugt somit die zu 7 adjungierte Halbgruppe S := {S(t)|t > 0} auf i mitp~ !+ 47! =1
fir X = 17,1 < p < oo bzw. auf I! fiir X = ). Es gilt also {T*(¢)|t > 0} = {S(t)|t > 0}.
Wir betrachten zundchst den Fall X = 7,1 < p < oo oder X = ¢o. Angenommen 7 wire
hyperzyklisch, dann wéren nach Theorem alle Orbits der adjungierten Halbgruppe S
unbeschrinkt. Diese ist aber genau die das (ACP) 16sende Halbgruppe aus Theorem5.1.4] Da
sie chaotisch ist, besitzt sie periodische Orbits und diese sind nicht unbeschrankt. Folglich ist
T nicht hyperzyklisch und daher nicht chaotisch. Sei nun X = I' und wieder nehmen wir an,
dass T hyperzyklisch und daher alle Orbits von S unbeschrénkt wiren. Da X = I gilt, sind der
adjungierte Operator A* und die adjungierte Halbgruppe S Operatoren auf /. Wir betrachten
den auf den abgeschlossenen Unterraum ¢y C [ eingeschrankten Operator A*. Dieser erzeugt
die auf ¢ eingeschrdnkte Halbgruppe S|,. Es gibt eine nicht-leere Teilmenge Xy C ¢y C I, fiir
die gilt, dass fiir x € X folgt, dass lim;_,e0 ||S(#)X||ec = lim¢—se0 ||S(£)]cyX||c = 0. Diese zu den
x gehorenden Orbits sind daher beschrankt. Folglich ist mit Theorem die Halbgruppe 7
nicht hyperzyklisch und damit nicht chaotisch. O

Wir wollen nun Geburts- und Sterbeprozesse mit Proliferation kombinieren und beginnen mit

solchen Prozessen, die konstante Raten fiir alle Teilprozesse aufweisen.
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Geburts-und Sterbeprozess mit Proliferation - konstante Koeffizienten. Gegeben sei ein
Geburts-und Sterbeprozess mit Proliferation, dessen Dynamik durch das folgende Modell be-

schrieben ist.

cﬁ—Wﬁ+%ﬁ (5.1.22)
dfn B
=afp+Bfu-1+Yfu1 n=>2 (5.1.23)
Dabei sei (fu)nen, € I7, wobei [P mit der Standardnorm ||f|| = (L, | fn]p)% versehen ist,

oder aber (f,)neN, € Co, versehen mit der Supremumsnorm. Ferner seien fiir die Koeffizienten

folgenden Annahmen getroffen.

Gl) a,B,7€R,B,v#0

(G2) 0 < [B] <7l |a| < |B+7]

Fiir Chaotizitdtsaussagen der Halbgruppe, die das das zu den Gleichungen (5.1.22) und (5.1.23)
gehorende (ACP) 16st, bendtigen wir einige Aussagen zu der dazugehorenden charakteristi-
schen Gleichung und deren Nullstellen. Wir fassen diese Aussagen in der folgenden Propositi-

on zusammen und verweisen fiir die Beweise auf Banasiak und Moszynski 2011,
Proposition 5.1.8. Charaktieristische Gleichung und ihre Nullstellen (Banasiak und Moszynski|2011)

1. Die zu den Gleichungen (5.1.22) und (5.1.23)) gehorende charakteristische Gleichung lautet:

v22+ (a—AN)z+B=0, z€C (5.1.24)
B
Ist z eine Nullstelle der Gleichung, so auch T = ~, falls 72 g

2. Die zu A € C gehorenden Eigenvektoren sind Folgen x = (x,),>1 mit Folgegliedern x, =

A

3. Gilt die Annahme (G1) und A = iy mit y € R, so folgt, dass der Betrag der Nullstellen z kleiner
Eins ist, genau dann wenn die Annahme (G2) gilt, und y € (—c, c) mit

1Bl
m+7“/ﬁ+7 (5.1.25)

4. Gilt die Annahme (G2) und A = iy mit y € R, so hat die charakteristische Gleichung eine

doppelte Nullstelle fiir nicht mehr als zwei Elemente y € (—c,c). Die Menge S der y, fiir die nur
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einfache Nullstellen vorliegen ist die Menge

((—C/C) fiira =0,B7 >0
5. (—c, =" YU (=d,c)YU(d,c) fira=0,By<0 (5.126)
(—c,0) U (0,¢) fiir & # 0,0 = 4By
\ (—c,0) fiir & # 0,a? # 4By

mit

" :=24/|Bllv|- (5.1.27)

5. Sei A € iS. Dann ergeben sich die Nullstellen z der charakteristischen Gleichung zu

21 (M) = ) ;(A —q) (5.1.28)

mit ¢ : iS — C eine stetige Funktion mit ¢ = (A —«)? —4By. Esgilt z,z_ = g, z. £z

und |z4| < 1.
6. Die Funktion x : iS — 11, die jedem Eigenwert A € iS den zugehirigen Eigenvektor zuordnet,

ist normstetig und damit schwach stetig.
Wir sind nun in der Lage, die nachfolgende Behauptung zu beweisen.

Theorem 5.1.9. (Banasiak und Moszynski|2011)

Sei X = 1P mit1 < p < oo, versehen mit der Standardnorm oder X = co, versehen mit der Supre-
mumsnorm. Fiir die Koeffizienten a, B und -y gelten die Annahmen (G1)-(G2). Dann ist die Halbgruppe
T :={T(t)|t > 0}, die das zu den Gleichungen (5.1.22) und (5.1.23)) gehirende (ACP) lést, chaotisch
auf X.

Beweis. Zundchst gilt auch hier, dass auf Grund der beschréankten Koeffizienten die zu den
Gleichungen (5.1.22) und (5.1.23) gehorende Adjazenzmatrix ein beschréankter Operator ist, der

demzufolge eine gleichméaflig und damit stark stetige Halbgruppe auf X erzeugt. Zu zeigen ist

im Folgenden demnach die Chaotizitit der Halbgruppe. Wir beginnen mit dem Fall X = I'.
Der Beweis beruht auf Theorem [4.2.34 Wir wollen zeigen, dass die Voraussetzungen fiir dieses
Theorem erfiillt sind und £ = I' gilt. Wir benétigen somit ein Intervall S’ in R mit Lange un-
gleich Null und eine schwach stetige Menge an Eigenvektoren x der Adjazenzmatrix zu Eigen-
werten A € iS’, die nicht fast tiberall gleich Null sind und fiir die gilt, dass £ = span x(iS’) = I!
ist. Um die Dichtheit zu zeigen, verwenden wir eine Schlussfolgerung aus dem Theorem von
Hahn-Banach, die besagt, dass ein Unterraum Y C X dicht in X liegt, genau dann, wenn fiir

x* € X* mit x*|y = 0 folgt, dass x* = 0. In unserem Fall zeigen wir, dass fiir ¢ € I*°|,(;s folgt,
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dass ¢ = 0 gilt. Sei S’ C S eine nicht-leere, zusammenhingende Teilmenge von S, wobei S wie
in definiert ist. Wir definieren zwei Mengen A und D wie folgt:

A={zeC: m <l <1}, D= {z.(A): A €S} (5.1.29)

Es gilt D C A. Wir wihlen nun eine Folge ¢ € [, fiir die fiir alle A € iS’,z € D gilt

0= icpnxn(/\) (5.1.30)
- b))
=Y ¢ |2 — (22 (5.1.31)
n=1

Wir definieren nun eine Funktion g : A — C durch Ihre Laurent-Reihe

g(z) =) guz" (5.1.32)
n=—oo0
mit
Pn firn>1
gn =240 fiirn = 0 (5.1.33)
—fm (é)m firn = —m < —1

Die Funktion g ist analytisch auf A und mit Gleichung folgt ¢(z) = 0,z € D.Da D
einen Haufungspunkt in A besitzt, folgt aus der analytischen Eigenschaft von g, dass diese auf
ganz A die Nullfunktion ist. Damit gilt fiir alle Folgeglieder g, = 0 und somit auch fiir die
Folgeglieder ¢, = 0 und daher ¢ = 0.

Wir betrachten nun die Fille X = [7,1 < p < cound X = ¢o. Es gilt I’ C X und die Einbettung
von [! in X ist stetig. Die Trajektorien von x € I* C X unter der Halbgruppe 7 stimmen auf /!
und X daher tiberein. Da T fiir X = I chaotisch ist und die Einbettung von / Lin X dicht, ist T
auch chaotisch fiir X = 17,1 < p < oo und X = ¢p, denn Trajektorien und periodische Punkte
die dicht in I! liegen, liegen damit auch dichtin X = 17,1 < p < co und X = cp. O

Wie wir bereits bei der Analyse reiner Sterbe- bzw. Geburtsprozesse gesehen haben, @&ndern die
vertauschten Rollen von Geburts- und Sterberaten die Charakteristik des Prozesses hinsichtlich
der Chaotizitdt. Im Gegensatz zu den Sterbeprozessen sind die betrachteten Geburtsprozesse
nicht chaotisch. Und so ist es naheliegend, dass auch bei kombinierten Geburts- und Sterbepro-
zessen die Eigenschaft der Chaotizitat verloren geht, wenn ein derartiger Rollentausch stattfin-

det, wie das folgende Theorem zeigt.
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Theorem 5.1.10. (Banasiak und Moszynski|2011)

Sei X = 1P mit1 < p < oo, versehen mit der Standardnorm oder X = co, versehen mit der Supre-
mumsnorm. Gilt fiir die Koeffizienten fiir 1 < p < oo: |y| < |B| oder fiir p = 1: |y| < |B], so ist
die Halbgruppe {T(t)|t > 0}, die das zu den Gleichungen (5.1.22) und (5.1.23) gehorende (ACP) lst,
nicht chaotisch auf X.

Beweis. Der Beweis erfolgt wieder tiber das Negativ-Kriterium (4.2.12). O

Es folgt nun die Betrachtung solcher Geburts- und Sterbeprozesse mit Proliferation, bei denen
die Koeffizienten fiir alle drei Teilprozesse variieren diirfen. Wir werden zum einen sehr stren-
ge Bedingungen an die Koeffizienten stellen, um Chaotizitit auf dem gesamten Banach-Raum
X zu gewdhrleisten (Banasiak und Lachowicz|2002). Zum anderen werden wir nur sehr schwa-
che, realititsndhere Annahmen fiir die Koeffizienten treffen, mit dem Ergebnis, dass Chaotizitit
dann nur noch auf einem Teilraum des Banach-Raums X erreicht werden kann (Banasiak, La-

chowicz und Moszynski 2005).

Geburts- und Sterbeprozess mit Proliferation - variable Koeffizienten. Den Ausfiihrungen
in diesem Abschnitt liegt das folgende Modell eines Geburts- und Sterbeprozess mit Prolifera-

tion zugrunde.

d

d?z—%h+vﬁl n=0 (5.1.34)
df,. .

dr _“nfn + ,anlfnfl + 7n+1fn+1 n>0 (5.1.35)

Dabei sei wie bereits in den vorangegangenen Abschnitten (f,),en, € ¥, wobei [P mit der
Standardnorm ||f|| = (Cheo |ful? )% versehen ist, oder aber (f,)neNn, € co, versehen mit der
Supremumsnorm. Wir beginnen die Analyse dieses Modells mit den folgenden (strengen) An-

nahmen an die Koeffizienten.

(H1) ay, = a+a, (n € Np) fiir ein a € ]0, co[ mit lim;, ;o 4}, = 0und a,, > 0, Vn € Ny
(H2) 7, >0 (n € N) und 3y € ]0,00[ : limy 00 7 = y und inf,en [T} % >0

(H3) Furein € [0, 0] gilt lim, 0 B = B, Bn > 0, Vi € INp

(H4) 0 <+ B <7y

(H5) Vn € INg und ein g € ]0, go[ mit g9 € ]0,1] erfiillen die Folgen (a,)nen, = (%)neNo und

(BnYn+1)nen, die folgenden Bedingungen: |a,| < g"*!, \%| < gPntt

Unter Einhaltung dieser Bedingungen gilt das folgende Theorem [5.1.13| Der Beweis erfolgt
dhnlich wie der Beweis zu Theorem und wir verwenden die beiden folgenden Lemmata,

die wir Banasiak und Lachowicz 2002/ ohne Beweis entnehmen.
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Lemma 5.1.11. Sei X = I' und A := A, ein Operator auf I* mit Ay, die zu den Gleichungen
und gehorende Adjazenzmatrix. Sind die Annahmen (H1)-(H4) erfiillt, so existiert ein r > 0,
so dass gilt

{AeC: A <r} Cop(A). (5.1.36)

Lemma 5.1.12. Es seien die Voraussetzungen von Lemma 5.1.11| erfiillt. Gilt zusitzlich Bedingung
(H5), so ist der Operator B ein Isomorphismus auf 1. Dabei ist der Operator eine Matrix mit Eintrigen
b, mit n,k € Ny, die wie folgt definiert sind:

0 fiiri <n
bin =141 fiiri=n (5.1.37)

by—1,i—1 +&i—1bpi1 — Yieabpr—o fiiri >n,
wobei Vk : b_1, = 0 gilt.

Theorem 5.1.13. (Banasiak und Lachowicz|2002))
Sei X = 1P mit1 < p < oo, versehen mit der Standardnorm oder X = c¢, versehen mit der Supremums-
norm. Fiir die Koeffizienten a,,, B, und -y, gelten die Annahmen (H1)-(H5), wobei qo > 0.15. Dann ist

die Halbgruppe T := {T(t)|t > 0}, die das zu den Gleichungen (5.1.34) und (5.1.35) gehirende
(ACP) lost, chaotisch auf X.

Beweis. Der Beweis erfolgt wieder iiber das DSW-Kriterium (4.2.14). Wir beginnen mit dem
Fall X = I'. Mit Lemma ist die erste Voraussetzung des DSW-Kriteriums erfiillt, denn
das Punktspektrum enthilt einen offenen Kreis U, der die imaginédre Achse schneidet. Wir
betrachten nun die Eigenvektoren x = (x;);>0 zu den Eigenwerten aus U. Die Folgenglieder x;

ergeben sich aus dem folgenden Eigenwertgleichungssystem

A+
—®XoXp + Y1X1 = /\xo = X1 = Y OXO
1
A+
—aqx1 + Poxo + Yax2 = Axp = xp = ———xy + @xo
72 72 (5.1.38)

)\‘f’lxnx . ,anlx

—0pXp + Buo1Xn—1+ Yn1Xns1 = AXy = Xpq1 = n
Tn+1 Yn+1

Unter den gegebenen Voraussetzungen sind die x € /! und damit Eigenvektoren zum jeweili-
gen A € U (vgl. Banasiak und Lachowicz 2002). Fiir die Uberpriifung der dritten Bedingung
des DSW-Kriteriums wéhlen wir ein beliebiges Element ® = (®y)ien, € [* und untersuchen
fur A € U die Funktion Fo(A) = Y5 @uxu(A). Zu zeigen ist abermals, dass aus Fp = 0 folgt,
dass ® = 0. Wie im Beweis von Theorem folgern wir, dass Fg analytisch auf U ist und
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schreiben Fg als Potenzreihe. Wieder setzen wir die Bedingungen fiir die Koeffizienten in die

Potenzreihe ein und ersetzen y = % Wir schreiben

Fo(A) = i u' (i q)"_bn,k) (5.1.39)

k
k=n Hj:l 7]

= ],t” (Z &)kbn’k> ’ (5140)
0 k=n

wobei die b, x die Eintrdge der Matrix B aus Lemmasind. Damit Fp auf U identisch Null
ist, miissen alle Koeffizienten der Potenzreihe verschwinden, was dquivalent zu der Forderung
B® = 0ist. Da B : [* — [ mit Lemma ein Isomorphismus ist, ist die einzige Losung
der Gleichung B® = 0 die Folge ® = 0. Gébe es also eine nicht-triviale Folge ® € %, fiir die
Fp = 0 auf U, wire @ eine nicht-triviale Lésung, ein Widerspruch zu der soeben erlangten
Aussage. Somit sind alle Forderungen des DSW-Kriteriums erfiillt und die Halbgruppe 7 ist
daher chaotisch auf I'. Die Aussagen zu den Féllen X = [7,1 < p < co oder X = ¢y erfolgen
analog wie in Theorem aus den Betrachtungen zu X = [1. O

Wie auch im vorangegangenen Abschnitt wird die Eigenschaft der Chaotizitédt zerstort, wenn
die Rollen von Geburts- und Sterberaten getauscht werden, wie Theorem 5.1.14] zeigt.

Theorem 5.1.14. (Banasiak und Lachowicz|2002)

Sei X = 1P mit1 < p < oo, versehen mit der Standardnorm oder X = co, versehen mit der Su-
premumsnorm. Fiir die Koeffizienten «,, B, und <y, gelten die Annahmen (H1)-(H5), wobei g9 > 0.15.
Seien ferner die Rollen von Geburts- und Sterberaten getauscht. Dann ist die Halbgruppe {T(t)|t > 0},
die das dazu gehorende (ACP) lost, nicht chaotisch auf X.

Beweis. Der Beweis erfolgt wieder {iber das Negativ-Kriterium Betrachten wir den ad-
jungierten Operator zur Adjazenzmatrix des Problems, so ist dieser gerade die Adjazenzmatrix
des in den Gleichungen (5.1.34) und (5.1.35) dargestellten Problems. Dieser hat, wie im Beweis
gezeig,t stets nicht-leeres Punktspektrum. Mit Theorem [4.2.12]folgt, dass die zugehorige Halb-
gruppe nicht hyperzyklisch und damit nicht chaotisch auf X ist. O

Wir wollen nun schwichere Bedingungen an die Koeffizienten stellen, werden damit aber, wie
bereits angemerkt nur noch Sub-Chaotizidt erzielen konnen. Banasiak, Lachowicz und Mos-
zynski 2005 wihlen das in den Gleichungen (5.1.41)- gegebene Modell mit Koeffizien-
ten o, ohne negatives Vorzeichen. Um die Ergebnisse aus Banasiak, Lachowicz und Moszynski

2005/ zu nutzen, werden wir demnach ebenfalls diese Schreibweise verwenden.

d
df,
dt = ‘xnfn + 5n71fn71 + '}’n+1fn+1 n>0 (5142)
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Wieder sei (fu)nen, € [P, wobei [P mit der Standardnorm ||f|| = (2o | fal? )% versehen ist,
oder aber (f,)neN, € o, versehen mit der Supremumsnorm. Die Beschrianktheit der in den vor-
angegangenen Abschnitten verwendeten Koeefizientenfolgen ist aus biologischer Sicht nicht
sinnvoll (vgl. Banasiak, Lachowicz und Moszynski 2005) und so wollen wir daher die folgen-

den Annahmen treffen.

M) ap =an+a,yyp1 =yn+d,y_1=pn+b
(I2) a+B+7 <0

(I3) B,v>0,a,b,d e R

(4) p=0=0>0,y=0=4d>0

(15) v > p

(16) a = —(B+17)

Durch die Unbeschréanktheit der Koeffizientenfolgen stellt auch die gewichtete Adjazenzmatrix
des zugehorigen Graphen keinen beschrankten Operator mehr dar. Wir definieren aus diesem

Grund einen Operator A wie folgt:

DA)={fel’:Axfell}) (5.1.43)
A = Aylpa) (5.1.44)
Wir konnen zeigen, dass sich dieser Operator unter den gegebenen Annahmen sub-chaotisch

verhélt (Theorem [5.1.18). Wir benétigen dafiir das folgende Theorem [5.1.15, sowie die beiden

Lemmata(5.1.16lund [5.1.17, welche wir ohne Beweis angeben.

Theorem 5.1.15. (Banasiak, Lachowicz und Moszynski|2006)
Seien die Annahmen (I11)-(13) erfiillt. Dann gilt:

1. Aist der Erzeuger einer Co-Halbgruppe vom w—Typ in I? fiir ein w € R.
2. Gilt zusitzlich die Annahme (14), dann ist: 0(A) = Hp U Fp mit

Hy C{A e C:RA < wp} mit
_ Jatbd+p—v forp=1
{a+b+d+,3 forp>1
F{AeC:RA > wp} mit

ICNF,  endlich fiir jedes kompakte K C {A € C : RA > wp}
RF, beschriinkt
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3. Gelten zusitzlich die Annahmen (15) und (16), dann gilt

I, :={AeC:RA < Ep} Cop(A) mit
Epi=a+b+d+ P
p
Lemma 5.1.16. (Banasiak, Lachowicz und Moszynski|2005)
Seien die Annahmen (11), (13), (I5) und (16) erfiillt. Sei Njj := max{n > 0 : y, = 0}. Fiir jedes A € C
gibt es ein eindeutiges x(A) = (xn(A))u>0, fiir das Apx(A) = Ax(A) mit x,(A) = 0 fiir n < N} und
fy(A) = 1gilt. Des Weiteren gilt

1. x,(A) ist polynomial in A mit Grad n — N fiir n > N

2. Fiiralle A\g € C und & > 0 gibt es ein K > 0 so, dass falls |A — Ag| < e und n > N + 1 folgt,
a+b+d—RA

dass |x,(A)| < Kn 77F

Lemma 5.1.17. (Banasiak, Lachowicz und Moszynski|2005)

Sei X = 17,1 < p < cound A der in den Gleichungen (5.1.43) und (5.1.44) definierte Operator. Sei
I, := {AeC:RA< é,,} mitéy, =a+b+d+ 5_77. Gelten die Annahmen (I1), (13), (I5) und (16),
so ist IT, C op(A) und fiir jedes A € T1,, ist die Folge x(A) aus Lemmalp.1.16| Eigenvektor von A zum
Eigenwert A. Des Weiteren ist die Funktion I1, > A — x(A) € IV analytisch.

Theorem 5.1.18. (Banasiak, Lachowicz und Moszynski 2005)

Sei X = [P mit1 < p < oo, versehen mit der Standardnorm. Fiir die Koeffizienten ay, B, und 7,
gelten die Annahmen (I11)-(16), sowie §, > 0. Dann ist die durch A erzeugte Co—Halbgruppe T :=
{T(t)|t > 0} in X sub-chaotisch und V(x,11,) ist der Raum der Chaotizitiit.

Beweis. Mit Theorem [5.1.15|erzeugt A die stark steitge Halbgruppe 7. Mit Lemma sind
die Voraussetzungen fiir Theorem (4.2.36|erfiillt. Folglich ist 7" sub-chaotisch auf V(x,I1,). O

Wir schliefien diese Analysen mit Annahmen, fiir die der Operator A nicht chaotisch ist und
benotigen ein Lemma, welches wir Banasiak, Lachowicz und Moszynski 2005 ohne Beweis

entnehmen.

Lemma 5.1.19. (Banasiak, Lachowicz und Moszynski|2005)

Seien die Annahmen (I1), (I13)und (I6) erfiillt. Sei A der in den Gleichungen (5.1.43) und (5.1.44)
definierte Operator auf X = [P,1 < p < co. Gibt es ein x* € 11 (mit p~' + g~ = 1) so, dass
xp = O(L) und ATx* = Ax* fiir ein A € C, dann gilt x* € ker(A* — Al).

Theorem 5.1.20. (Banasiak, Lachowicz und Moszynski 2005)
Sei X = 1P mit1 < p < oo, versehen mit der Standardnorm oder X = co, versehen mit der Supre-

mumsnorm. Fiir die Koeffizienten w,,, B, und <y, gelten die Annahmen (I1), (13) und (16). Gilt zusiitzlich
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eine der beiden nachfolgenden Annahmen, so ist die durch den in den Gleichungen (5.1.43) und (5.1.44)
definierten Operator A erzeugte Co—Halbgruppe T := {T(t)|t > 0} nicht chaotisch.

1. B>7v
2. Ymy = 0 fiir ein mg > 1

Beweis. Wir beweisen die Aussagen mit dem Negativ-Kriterium und zeigen, dass das
jeweilige Punktspektrum des adjungierten Operators A* nicht leer ist. Mit Lemma reicht
es, einen Eigenwert mit zugehorigem Eigenvektor der transponierten Adjazenzmatrix AL zu
finden, fiir dessen Folgenglieder gilt, dass x, = O(2). Wir betrachten zunéchst den ersten Fall
(B > 7). Die Koeffizienten von Al erfiillen die Voraussetzungen von Lemma Somit
sind wiederum die Voraussetzungen von Lemma erfiillt. Damit ist das Punktspektrum

von A* nicht leer und 7 nicht chaotisch. Wir wenden uns nun dem Fall y,,, = 0 fiir ein my > 1

T

I o, die aus AL hervorgeht, indem wir nur die Eintrdge

zu. Wir bilden die mg x mg-Matrix A
(i,7),0 < i,j < myg als eigenstdndige Matrix betrachten. Sei A ein beliebiger Eigenwert dieser
Matrix und v der zugehorige Eigenvektor. Da y,, = 0 fiir n > my ist, erfiillt die Folge mit den
Folgegliedern

vy, 0<n<my-—1

Xn =

0 n>mg
die Eigenwertgleichung. Wieder sind die Voraussetzungen von Lemma/5.1.19|erfiillt, das Punkt-
spektrum von A* daher nicht leer und 7 nicht chaotisch.

U

5.2 Chaotizitit kontinuierlicher Transportprozesse

Bei den im vorangegangenen Abschnitt vorgestellten diskreten Transportprozessen stimmt der
Erzeuger der zugehorigen Halbgruppe auf seinem Definitionsbereich mit der Adjazenzma-
trix des Graphen tiberein. Aussagen zur Hyperzyklizitdt und zur Chaotizitdt der Halbgruppe
konnen daher auf Grundlage spektraler Eigenschaften (Eigenwerte Eigenvektoren) dieser Ad-
jazenzmatrix getroffen werden (vgl. Abschnitt[4.2). Bei der Betrachtung kontinuierlicher Trans-
portprozesse spielt, wie bereits in Abschnitt[3.3.2]gezeigt, die Adjazenzmatrix des zugehérigen
Kantengraphen eine wichtige Rolle, da sie direkt in die Darstellung der Halbgruppe eingeht.
In Namayanja 2018 wird gezeigt, dass von der Hyperzyklizitdt und Chaotizitdt dieser Matrix
direkt auf entsprechende Eigenschaften der Halbgruppe geschlossen werden kann. Wir korri-
gieren diese Aussagen in Korollar und Theorem insofern, als dass wir zeigen, dass

die Eigenschaft der schwachen Mischung der Matrix benétigt wird, wobei wir uns bei den
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Aussagen nicht auf Adjazenzmatrizen beschrinken, sondern allgemeine lineare beschréankte
Operatoren zulassen. Fiir den Beweis benotigen wir Aussagen, die wir in den folgenden bei-

den Theoremen voranstellen.

Theorem 5.2.1. Hyperzyklizitit der Transporthalbgruppe und schwache Mischung des Operators K
Sei Z ein separabler Banach-Raum und K € L(Z) ein beschrinkter, linearer Operator auf diesem.
Sei X := LP([0,1],Z) mit || f||% == [y [If(s)||bds, wobei 1 < p < co. Sei A der Operator A :=
L mit Definitionsbereich D(A) = {v € WP([0,1],Z)|v(1) = Kv(0)}. Ist die durch A erzeugte
Halbgruppe T := {T(t)|t > 0} mit

T(t)f(s) =K"'f(t+s—n) firn<t+s<n+1,feX,neNy (5.2.1)

hyperzyklisch, so ist der Operator K schwach mischend.

Beweis. Esist T(1) = K mit [Kf](s) = Kf(s),s € [0,1]. Da die Halbgruppe 7 nach Voraus-
setzung hyperzyklisch ist, folgt mit dem Theorem von Conojero, Miiller und Peris (Theorem
[4.2.5), dass dies auch fiir T(1) und damit fiir K gilt. Es gibt daher ein f € L?P([0,1],Z), so
dass der Orbit {K"f | n > 0} dicht in (L”([0,1]; Z) liegt. Da Z nach Voraussetzung separa-
bel ist, gilt dies auch fiir Z @& Z. Folglich gibt es eine abzdhlbare Menge ((am, by))men mit
{(am,by) |m € N} = Z® Z. Da K hyperzyklisch ist, finden wir fiir jedes m € IN eine Folge

((an)kGIN mit

K" f = g 1= amx o1+ bux (1) (5.2.2)

in L¥([0,1]; Z). Da K™ f in X-Norm konvergiert, finden wir eine Teilfolge (7i}") aus (n")xen, filr
die limgy o |[K™ f(s) — g(s)||z = 0 .. gilt. Es gibt folglich fiir jedes m € N eine Nullmenge
N, C [0,1] mit
" " am, s€(0,1)\N
K™ f(s) = [K"¥ f](s) = (0:2)\ No (5.2.3)
bu s€(3,1)\ Ny

Sei N := U,yen Ni. Dann ist N eine Nullmenge und wir kénnen s; € (0,3) \ N und s, €
(1,1) \ N wihlen. Mit Gleichung (5.2.3) liegt der Orbit {(K"f(s1),K"f(s2)) | n € Ny} dicht in
{(am,bw) | m € N} und damit dicht in Z @ Z. Es folgt, dass K & K hyperzyklisch und daher K

schwach mischend ist. O

Wir wollen nun zeigen, dass auch die Umkehrung gilt, die durch Gleichung (5.2.1) gegebene
Halbgruppe 7 also genau dann hyperzyklisch ist, wenn der Operator K schwach mischend ist.

Wir beweisen dafiir das folgende Theorem.
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Theorem 5.2.2. Schwache Mischung von K = T (1) und K

Sei Z ein separabler Banach-Raum Und K € L(Z) ein linearer beschrinkter Operator auf diesem.
Sei X := LP([0,1],Z) mit ||f|l == [y [If(s)]|hds, wobei 1 < p < oo und K : LP([0,1];Z) —
LP(]0,1]; Z) ein linearer beschrinkter Operator mit

[Kfl(s) =Kf(s), se€][0,1]. (5.2.4)
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) K ist schwach mischend;
(ii) K ist hyperzyklisch;
(iii) K ist schwach mischend.

Beweis. (iii)=-(ii). Dies folgt aus der Tatsache, dass jeder schwach mischende Operator hyper-
zyklisch ist.

(ii)=(i). Sei K hyperzyklisch. Dann ist K schwach mischend, wie in Theorem gezeigt.
(i)= (iii). Sei K schwach mischend. Mit dem Theorem von Bes und Peris (Bes und Peris [1999)
erfiillt K das Hyperzyklizitdtskrititerium. Es gibt daher dichte Mengen Xo, Yo C Z sowie ei-
ne wachsende Folge (7;)ren und Abbildungen S : Yo — Z,k € IN, so dass die folgenden

Bedingungen gelten:
(a) K'x — 0 fiurk — oo Vx € X,
(b) Sxy — Ofiirk — 0o Vy € Y,
(c) K"Spy — y firk — oo Vy € Y.

Wir wollen nun zeigen, dass auch K das Hyperzyklizitatskriterium erfiillt und definieren uns
dafiir Mengen Xo, Yo C LP([0,1]; Z) wie folgt

m m
Xo = { xjxa; | m €N, x; € Xo, A; C [0,1] messbar, paarweise disjunkt mit Uai=1[o 1]}
=1

] j=1

Yo = { 3 yixa, | m € N,y; € Yy, A; C [0, 1] messbar, paarweise disjunkt mit 6 A= [O,l]}
j=1 =1

wobei x4, die charakteristische Funktion beziiglich einer Menge A; C [0,1] bezeichnet. Die

Mengen Xy und Y liegen dicht in der Menge der Treppenfunktionen, da Xy und Yy nach

Voraussetzung dicht in Z liegen. Die Menge der Treppenfunktionen liegt wiederum dicht in

LF([0,1]; Z), so dass damit Xo = Yo = L7 ([0, T); Z) folgt. Des Weiteren definieren wir die fol-

genden Abbildungen fiir k € IN:
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m

m
Sk: Yo — LP([0,1];2), Y yjxa, = Y_ Skyjxa;. (5.2.5)
j=1 j=1

Wir tiberpriifen nun fiir K die Bedingungen des Hyperzyklizitatskriteriums und zeigen zunéchst
K™z — 0,Y%, € Xo. Sei %y € Xo. Dann existieren m € N, xj € Xp sowie messbare, paarweise

disjunkte Teilmengen A; C [0,1] mit U; A; = [0,1] und %o = ¥; x;x 4, Fiir ny € N gilt

m

K'xy = Z;K”kxj XA, (5.2.6)
]:
und somit folgt
m
: N> : n _
kll_{rololC k¥ = ;klg?o [K™x;] xa; = 0. (5.2.7)
= e—_—

Wir zeigen nun S~kyo — o, Vijo € Y,. Sei o € Yo beliebig gewihlt. Dann existieren m € N,
yj € Yo sowie messbare, paarweise disjunkte Teilmengen A; C [0,1] mit U; A; = [0,1] und
Yo =Y;yjxa, Furk € N gilt

- m
Sky~0 = Sky] XA,' (528)
j=1
und damit
. m
li o = li ; - =0. 2.
lim Sego = ) lim [Syy;] xa; =0 (5.2.9)

~
Il
—

N——
=0

Und auch die dritte Bedingung des Hyperzyklizititskriteriums K5y — o weisen wir
dementsprechend nach. Sei wieder € Yj. Dann existieren m € NN, Yj € Yo sowie messba-

re, paarweise disjunkte Teilmengen A; C [0, 1] mit U; A; = [0,1] und o = ¥;yx ;- Es gilt

- m m
K" Sigo = K™ Y Sxyjxa; = Y K™Seyj xa; (5.2.10)
j=1 j=1
und somit
- m
li S o = lim [K™S.y: =1 2.11
kgrolo/C Sk¥o ]gkggo [K"™Skyi] xa; = Ho (5.2.11)
N———
Damit ist I schwach mischend. O

Mit diesen Uberlegungen kénnen wir nun das folgende Korollar beweisen.
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Korollar 5.2.3. Hyperzyklizitit der Transporthalbgruppe und schwache Mischung des Operators K 11
Die Transporthalbgruppe T in Theorem ist genau dann hyperzyklisch, wenn der Operator K

schwach mischend ist.

Beweis. (=) Sei T hyperzyklisch. Dann ist der Operator K mit Theorem schwach mi-
schend. (<) Sei K schwach mischend. Mit Theorem ist dann der Operator K und damit
T(1) hyperzyklisch. Folglich ist 7 hyperzyklisch. O

Aufbauend auf dieser Aussage zeigen wir nun, dass von der Chaotizitit des Operators K auf

die Chaotizitdt der Transporthalbgruppe 7 geschlossen werden kann.

Theorem 5.2.4. Chaotizitit der Transporthalbgruppe und des Operators K
Die Transporthalbgruppe T in Theorem ist chaotisch, wenn der Operator K chaotisch ist.

Beweis. Sei K chaotisch. Dann erfiillt K das Hyperzyklizitatskriterium und ist daher schwach
mischend. Mit Korollar ist 7 hyperzyklisch. Es bleibt zu zeigen, dass die Menge )~(,, der
beziiglich 7 periodischen Punkte dicht in L?([0,1], Z) liegt. Sei X,, die Menge der beziiglich K
periodischen Punkte in Z. Da K chaotisch ist, liegt diese Menge dicht in Z. Wir definieren die
Menge

m m
Xy = { XiXA; | m €N, xj € Xp, Aj C [0, 1] messbar, paarweise disjunkt mit U Aj= [0,1]}
= =1

wobei x4, die charakteristische Funktion beziiglich einer Menge A; C [0,1] bezeichnet. Die
Menge X, liegt dicht in der Menge der Treppenfunktionen, da X, nach Voraussetzung dicht
in Z liegt. Die Menge der Treppenfunktionen liegt wiederum dicht in L?([0,1]; Z), so dass da-
mit }NTP = L?([0,1]; Z) folgt. Es bleibt zu zeigen, dass die Elemente der Menge X,, periodische
Punkte beziiglich 7 sind. Sei %, € )N(p Es ist

[T(n)%p)(s) = [T"(1)%p](s) = K"%p(s) = %p(s), (5.2.12)

also T(n)%, = %,. Es gibt daher ein t = n > 0, so dass T(t)%, = %, fiir alle ¥, € )?p. O

5.3 Zusammenhang der Chaotizitit diskreter und kontinuierlicher
Transportprozesse
Fiir die Chaotizitdt des diskreten Transportprozesses ist die Adjazenzmatrix A, von Bedeu-

tung, fiir die Chaotizitdt des kontinuierlichen Transportprozesses die Adjazenzmatrix des Kan-

tengraphen B,. Um den Zusammenhang zwischen der Chaotizitdt der beiden Prozesse zu
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diskutieren, werden wir daher die beiden Adjazenzmatrizen in Verbindung bringen. Des Wei-
teren werden wir den diskreten Transportprozess als Grenzwert des kontinuierlichen diskutie-
ren. Wir halten zunéchst einen Zusammenhang zwischen einem ungewichteten, ungerichteten

Graphen und seinem zugehorigen Kantengraphen fest.

Lemma 5.3.1. Gleichmiifiige lokale Endlichkeit eines Graphen und seines Kantengraphen (Mugnolo
2018)
Ein Graph G ist genau dann gleichmifSig lokal endlich, wenn es sein zugehoriger Kantengraph L(G)

ist.

Da die gleichmiBige lokale Endlichkeit eines Graphen nach Theorem gleichbedeutend
damit ist, dass die zugehorige Adjazenzmatrix ein beschrankter Operator auf 7 ist, ergibt sich

die folgende Aussage:

Korollar 5.3.2. Die Adjazenzmatrix A des Graphen G ist genau dann ein beschrinkter Operator auf
17,1 < p < oo, wenn es die Adjazenzmatrix B des zugehirigen Kantengraphen L(G) ist.

Wir wollen eine dhnliche Aussage fiir die in dieser Arbeit untersuchten gewichteten, gerichte-

ten Graphen treffen und behaupten:

Proposition 5.3.3. Sei G = (V,E) ein gerichteter, gewichteter Graph und L(G) = (V',E’) der
zugehorige Kantengraph. Ist G gleichmiifSig lokal endlich, so ist es auch sein Kantengraph.

Beweis. Sei G gleichmiBig lokal endlich. Dann gibt es sowohl fiir die Eingangsgrade deg; (v)
als auch fiir die Ausgangsgrade deg_ . (v) aller Knoten v € V obere Schranken deg;** bzw.
degl . Sei e € E beliebig gewdhlt. Sei deg;,.(v) der Eingangsgrad des Anfangsknotens und
deg, . (w) der Ausgangsgrad des Endknotens von e. Im Kantengraphen sei e durch v' darge-
stellt. Fiir den Eingangsgrad deg;, (v') von ¢’ gilt deg, (v') = deg,, (v) < deg\®, fir den Aus-
max
out

gangsgrad deg_ . (v') von v’ giltdeg_ (v') = deg, ,(v) < degh . Folglich ist der Kantengraph

gleichmaflig lokal endlich. O

Wie fiir Lemma folgern wir:

Korollar 5.3.4. Ist die Adjazenzmatrix A, des Graphen G ein beschriinkter Operator auf IP,1 < p <

oo, dann ist es auch die Adjazenzmatrix By, des zugehorigen Kantengraphen L(G).

Eine Umkehrung wie fiir ungerichtete Graphen gilt nicht. Sei beispielsweise ein Graph gege-
ben, fiir den gilt deg, (v;) = i und deg_,(v;) = O fiir i gerade, sowie deg; (v;) = 0 und
deg, (vi) = i fir i ungerade. Dann gilt (deg;, (v))ocv — o, (deg,,.(v))oey — o0, also G nicht
gleichmiflig lokal endlich. Der Kantengraph besteht hingegen nur aus isolierten Knoten. Es
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gilt somit deg, (v') = deg_,(v') = 0,Vv' € V' und daher L(G) gleichmiBig lokal endlich.

Die folgende Proposition stellt einen Zusammenhang zwischen den Punktspektren der beiden

Adjazenzmatrizen her.

Proposition 5.3.5. Punktspektren der Adjazenzmatrizen des Graphen und seines Kantengraphen

Sei X =1F,1 < p < oco. Sei G ein gleichmif$ig ausgehend lokal endlicher gewichteter, gerichteter Graph,
ohne isolierte Knoten. Ferner seien zu jedem Knoten nur endlich viele Kanten inzident. Dann haben die
Adjazenzmatrix A, des Graphen und die Adjazenzmatrix B, des zugehorigen Kantengraphen das

gleiche Punktspektrum.

Beweis. Sei A ein Eigenwert von Ay. Unter Verwendung der Ausgangs- und Eingangsinzi-
denzmatrizen (Def. [3.1.10) sowie der Definition der Adjazenzmatrizen des Graphen und des
Kantengraphen (Def.|3.1.11) erhalten wir die folgenden Zusammenhénge.

Aypx = Ax fireinx € X,x #0 (

O (P,)Tx = Ax (5.3.2
(@) @ (@) x = A(D;,)"x (
Buy = Ay firy = (@;)Tx (

Damit A ein Eigenwert von By, ist, miissen wir zeigen, dass y € X liegt mity # 0. Fur x € X

muss daher gelten y = ()7

x € X. Nach Voraussetzung ist der Graph gleichmaflig aus-
gehend lokal endlich. Fiir jeden Knoten v; gilt daher deg, (vi) = Y,cf,, p(€) < 0. Dies ist
gleichbedeutend mit einer endlichen Zeilensumme von (®,) fiir jede Zeile der Matrix. Auch
die Spaltensummen sind endlich, denn aus deg_ ,(v;) < co folgt, dass auch jedes einzelne Ge-
wicht und damit der einzige nicht Nulleintrag einer jeden Spalte p(e) < oo. Mit Proposition
ist die Matrix (®,) und damit ihre auch Transponierte ein beschrankter Operator auf ¥
fur alle 1 < p < co. Somit liegt fiir x € X auch y € X. Wir miissen noch zeigen, dass y # 0
gilt. Sei x; ein Eintrag ungleich Null in x. (Dieser existiert, da x # 0) Da der Graph nach Vor-
aussetzung keine isolierten Knoten besitzt, gibt es in (®;;) keine Nullzeile und damit keine
Nullspalte in (®;,)T. Es gibt also eine Zeile k in (®)7, so dass (&)L # 0. Somit gilt fiir
yp = (Dy)ixi # 0, also y # 0. Folglich ist y = (P, ) x,y # 0 ein Eigenvektor von B, zum Ei-

genwert A. Sei nun A ein Eigenwert von B,,. Unter Nutzung der Definitionen 3.1.10|und [3.1.11]
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folgt
Byx = Ax fireinx € X,x #0 (5.3.5)
(@) " x = Ax (5.3.6)
O (D) dTx = AdTx (5.3.7)
Ayy=Ay  firy=>dTx (5.3.8)

Wieder miissen wir zeigen, dass y = ®*x € X und y # 0. Da nach Voraussetzung jeder Knoten
nur zu endlich vielen Kanten inzident ist, ist die Zeilensumme fiir jede Zeile von ®* endlich.
Da jede Kante ferner nur in einem Knoten enden kann, ist auch jede Spaltensumme endlich.
Daher ist mit Proposition ®* ein beschréankter Operator auf 1,1 < p < co. Somit gilt fiir
x € X auch y € X. Wir zeigen noch, dass y # 0. Dies gilt jedoch mit der gleichen Begriindung
wie oben, da nach Voraussetzung keine isolierten Knoten in G und daher keine Nullzeilen in

&+ vorhanden sind. Somit ist y = ®*x,y # 0 ein Eigenvektor von A, zum Eigenwert A. [

Wir wollen nun die von Banasiak und Co-Autoren untersuchten Geburts- und Sterbeprozesse
mit Proliferation betrachten, fiir die in Abschnitt|5.1{Bedingungen an die Koeffizienten formu-
liert sind, damit der jeweils zugehorige diskrete Transportprozess chaotisch ist. Wir wollen die
Frage beantworten, ob auf derartigen Graphen zusétzlich kontinuierliche, chaotische Trans-
portprozesse realisiert werden kdnnen. Dabei gehen wir von dem allgemeinen Fall (gleichzei-
tiger Proliferations-, Geburts- und Sterbeprozesse) aus, wobei wir beschrankte Koeffizienten-
folgen voraussetzen. Die Adjazenzmatrix A, des Graphen ist demzufolge ein beschrankter
Operator. Mit Korollar gilt Gleiches fiir die Adjazenzmatrix B, des Kantengraphen. Die
beiden Matrizen sind durch folgende Darstellung gegeben:

—ng 0 —ag
pr 0 B
"m 0 m 0 m
—nq 0 —m 0 —m
B, = B2 0 B2 0 B2 (5.3.9)
Y2 0 7 0 7
—0y 0 —a 0 —an

ps 0 B3 0 P
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5. Chaotische Transportprozesse auf Graphen von einfacher Struktur

Wir definieren nun Untervektorrdaume X, X5, X3 von X wie folgt:

X "
Bo a1

B1

T2
[1%)

B2

73

a3

X1 = {(xi)i€N0|xi = 0 fiir imod3 = 1, imod3 = 2}

Xy = {(%i)ien,|xi = 0 fiir imod3 = 0, imod3 = 2}

X3 = {(%i)ien,|xi = 0 fiir imod3 = 0,imod3 =1}

(5.3.10)

(5.3.11)
(5.3.12)
(5.3.13)

Esist X = X; ® X, ® X3. Diese reprasentieren den Proliferations-, Geburts- bzw. Sterbeprozess
und damit den jeweils zugehorigen induzierten Teilgraphen. Die Adjazenzmatrix By, induziert
jeweils X;-invariante Operatoren By, ;,j € {1,2,3} auf den Xj, indem die Zeilen und Spalten
zu Null gesetzt werden, deren Index gleich dem Index ist, fiir den die Elemente der Vekto-
ren in den Unterrdumen X; gleich Null sind. Wir identifizieren nun die Unterrdume X; mit

Vektorraumen X]“d C X mit

X1 = {(x ke, |6 = x1,1 = 3k, k € No, (x))ien, € X1} (5.3.14)
X5 = { (e, | ¥ = xi,i = 3k + 1,k € No, (x;)ien, € Xo} (5.3.15)
X5 = { (6 ke | ¥f = xi,i = 3k + 2,k € No, (x;)ien, € X3}- (5.3.16)

Wir streichen demnach die Nulleintrdge der Folgen in X;. Ahnlich verfahren wir mit den Ope-
ratoren By, ;. Wir streichen jeweils Nullzeilen und -spalten und identifizieren die B,,; mit den

reduzierten Matrizen IBZS"]I-:

—N 0 0
red __ 0 —m 0 red __ :BO 0
wl 0 —ay O w2 0 B 0
0 m
0
B4 = 702 (53.17)
’ v3

Die Operatoren B’*? und IBZf,dZ, welche den Proliferations- bzw. den Geburtsprozess charakteri-

sieren, sind mit Proposition nicht hyperzyklisch und damit nicht chaotisch auf X7* bzw.
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5. Chaotische Transportprozesse auf Graphen von einfacher Struktur

X4, Der Operator B!*4 ist der gewichtete Back-Shift auf X (Lemma , denn es gilt nach

w,3

Voraussetzung sup,,~.; vn < co. Diese Voraussetzung gewéhrleistet auch, dass (]BZE%)”x € X,
Erfiillen die Sterberaten zusitzlich die Bedingungen aus Lemma so ist der Back-Shift
chaotisch. Betrachten wir also den induzierten Teilgraphen, der den Sterbeprozess darstellt
und die zugehorige Adjazenzmatrix IB;)E% des Kantengraphen. Dann ist die dadurch definierte

Transporthalbgruppe {T(¢)|t > 0} mit
T()f(s) = (BG3)"f(t+s—n) (53.18)

mit Theorem chaotisch auf X% C X. Wir kénnen also folgendes zusammenfassend fest-
halten.

Proposition 5.3.6. Gegeben seien die in Abschnitt 5.1\ vorgestellten diskreten Transportprozesse, wo-
bei die Koeffizientenfolgen beschrinkt seien, die Bedingungen fiir die Chaotizitiit der Prozesse erfiillen
und die Sterberaten die Bedingungen von Lemma [{.3.2 erfiillen. Dann wird auf dem induzierten Teil-
graphen, der den Sterbeprozess reprisentiert durch die zugehorige Adjazenzmatrix des Kantengraphen
ein chaotischer, kontinuierlicher Transportprozess realisiert. Auf den induzierten Teilgraphen, die den
Proliferations- bzw. Sterbeprozess reprisentieren, kann ein derartiger kontinuierlicher Prozess nicht her-

vorgerufen werden.

Wir wollen zum Abschluss des Kapitels noch einen anderen Blickwinkel einnehmen und einen
Zusammenhang zwischen kontinuierlichem und diskretem Transportprozess herstellen, in-
dem wir sie als mikroskopisches bzw. makroskopisches Modell verstehen. Wir beziehen uns
bei den folgenden Ausfithrungen auf Banasiak, Falkiewicz und Namayanja 2016, Die Aussa-
gen gelten allerdings nur fiir endliche Graphen, Graphen also, auf denen eine Chaotizitdt der
Transportprozesse nicht auftreten kann. Wir nehmen an, dass ein makroskopisches Modell ei-
nes Prozesses vorliegt, welches durch den diskreten Transportprozess dargestellt wird, z.B. die
Anderung der Individuenanzahl in verschiedenen Subpopulationen (vgl. Abschnitt. Ge-
hen wir nun davon aus, dass jede Subpopulation eine interne Dynamik besitzt und/oder der
Einfluss, den die Subpopulationen aufeinander ausiiben einer zusétzlichen Dynamik folgt, be-
schreiben wir diese als mikroskopisches Modell, als kontinuierlichen Transportprozess. Dieser
lauft sehr viel schneller ab als der makroskopische Prozess. Wir bezeichnen die beiden Modelle
als konsistent, wenn die Forderung erfiillt ist, dass die Losungen der beiden Transportprozesse
auf der makroskopischen Skala geniigend gut tibereinstimmen. Wir wollen nun zeigen, wie wir
zu einem passenden Paar gelangen. Dafiir sei ein diskreter Transportprozess wie in Abschnitt
gegeben, wobei die Adjazenzmatrix hier mit A bezeichnet sei.

Sf=af50)=f (5:319

106



5. Chaotische Transportprozesse auf Graphen von einfacher Struktur

Sei f die Losung des (ACP). Sei zusitzlich der folgende kontinuierliche Transportprozess ge-

geben.
(.?tue(x,t) = iaaxue(x,t), x€]0,1[ x R+ (5.3.20)
ue(1,t) = (I+eA)uc(0,t), t>0 (5.3.21)
ue(x,0) =1i(x), x€]0,1] (5.3.22)

Wir wollen uns hier beispielhaft auf den Fall € = 1 beschrdnken. Sei B := I 4 €A und sei

f(t) = (/01 ul(x,if)dx,...,/o1 um(x,t)dx> (5.3.23)

£(0) = ( /0 L (), .. /O 1 ﬁm(x)dx> (5.3.24)

Angenommen, die Funktion u variiert nur gering entlang der Kanten, dann gilt u(x,t) ~
u(t) ~ f(t). Wir integrieren Gleichung (5.3.20) tiber x und erhalten unter Beachtung der Adja-

zenzbedingungen

0 10
aue(x, t) = Eaue(x, t) (5325)
/01 aatue(x,t)dx =u(1,t) —u(0,t) (5.3.26)
&£ = (B Df(1) (5:3.27)
— Af(1) (5.3.28)

Wir konnen somit folgendes festhalten. Fiir einen gegebenen kontinuierlichen Transportpro-
zess auf einem Graphen mit Adjazenzmatrix B des Kantengraphen, fiir den gilt, dass die Funk-
tion u rdumlich durch eine Konstante approximiert werden kann, ergibt sich die Losung als

Losung eines diskreten Transportprozesses mit Adjazenzmatrix A.

Ublicherweise wird davon ausgegangen, dass der kontinuierliche Prozess auf den Kanten sehr
schnell ablduft, d.h. € sehr klein ist. Die Frage ist dann, inwieweit es einen diskreten Transport-
prozess gibt, dessen Losungen die Losungen des kontinuierlichen Prozesses geeignet approxi-
mieren. Wir definieren dafiir die Projektion P von u,. auf den hydrodynamischen Unterraum

V (vgl. Banasiak, Falkiewicz und Namayanja 2016) wie folgt

1 1
Pu, = (/ ulle(x,t)dx,...,/ um,e(x,t)dx> (5.3.29)
0 0

Es gilt dann das folgende Theorem.
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5. Chaotische Transportprozesse auf Graphen von einfacher Struktur

Theorem 5.3.7. Zusammenhang der Losungen kontinuierlicher und diskreter Transportprozesse (Ba-
nasiak, Falkiewicz und Namayanja 2016, Th. 4.2)

Gegeben sei ein kontinuierliche Transportprozess (Gleichungen (5.3.20) - (5.3.22)) mit A := 0y und
D(A) = {u € W}([0,1],R™);u(1) = Bu(0)}, B = I+ A. Fiir jedes T € ]0,00[ gibt es eine
Konstante C, abhiingig von T und A, so dass fiir gegebene Anfangsbedingungen it € Wi ([0,1], R™)

und jedes € > 0, das geniigend klein ist, fiir die Losung ue des kontinuierlichen Transportprozesses und

die Losung f(t) des diskreten Transportprozesses auf [0, T gilt

[Puc(t) — f(£)] < eC(T, Al w: (5.3.30)
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Kapitel 6
Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit werden chaotische Transportprozesse auf Netzwerken beschrieben und ana-
lysiert. In einem ersten Schritt stellen wir dafiir wichtige Grundlagen aus den verschiedenen
benotigten Teilgebieten der Mathematik zusammen. Dies betrifft zundchst die dynamischen
Systeme. Wir stellen das abstrakte Cauchy-Problem vor und geben eine Einfithrung in die
verwendeten Grundlagen der Theorie der Operatorhalbgruppen. Des Weiteren stellen wir die
benotigten Begriffe und Zusammenhéange der Graphentheorie zusammen. Wir definieren Fol-
gen und Funktionen auf den Knoten und Kanten von Graphen und sind damit in der La-
ge, diskrete und kontinuierliche Transportprozesse auf Netzwerken mathematisch als Diffe-
rentialgleichungssysteme bzw. abstrakte Cauchy-Probleme zu formulieren und Aussagen zu
Losbarkeitsbedingungen zu treffen. Im Fall diskreter Transportprozesse ist die Adjazenzmatrix
des Graphen der Erzeuger der stark stetigen Operatorhalbgruppe, die die Losung des Prozes-
ses beschreibt. Fiir kontinuierliche Transportprozesse ist der Differentialoperator der Erzeu-
ger einer stark stetigen Operatorhalbgruppe, die von der Adjazenzmatrix des Kantengraphen
abhéngig ist. Des Weiteren diskutieren wir die Eigenschaft der Chaotizitdt, zundchst fiir linea-
re Operatoren auf Banach-Rdumen und im Anschluss daran fiir Operatorhalbgruppen. Dabei
beziehen wir uns insbesondere auf Resultate aus den Publikationen von Desch, Schappacher
und Webb sowie Banasiak und Co-Autoren. Wahrend die erstgenannten Autoren insbesondere
Chaotizitat auf Banach-Rdumen und daraus gebildeten Produktrdaumen betrachten, untersu-

chen die Autoren um Banasiak vor allem Chaotizitidt auf Teilrdumen von Banach-Raumen.

In einem zweiten Schritt verkniipfen wir die vorgestellten Inhalte der Teilgebiete und disku-
tieren die aus der Literatur bekannten Ergebnisse zur Chaotizitdt diskreter und kontinuierli-
cher Transportprozesse. Fiir die diskreten Transportprozesse sind das insbesondere die Resul-
tate aus den zahlreichen Publikationen von Banasiak und Co-Autoren. Diskutiert werden hier

verschiedene Bedingungen, die die Elemente der Adjazenzmatrix A, des Graphen erfiillen
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6. Zusammenfassung und Ausblick

miissen, damit diese Erzeuger einer chaotischen stark stetigen Operatorhalbgruppe ist. Fiir die
kontinuierlichen Transportprozesse bilden die Arbeiten von Dorn den Ausgangspunkt. Diese
beschreiben die stark stetige Operatorhalbgruppe, die durch den Differentialoperator erzeugt

wird, als Funktion der Adjazenzmatrix B;, des Kantengraphen.

In einem dritten Schritt erweitern wir die von Dorn in Dorn 2008a| vorgestellten Ergebnis-
se. Die kontinuierlichen Transportprozesse werden dort fiir den Bochner-Raum L!([0,1],11)
und Adjazenzmatrizen B, des Kantengraphen diskutiert, deren Eintrdge durch die Bedin-
gung ) .., —e; Wij = 1 an die Gewichte w;; beschrinkt sind. Wir erweitern in Kapitel 3| die un-
ter diesen Voraussetzungen getroffenen Aussagen auf allgemeine Bochner-Raume L? ([0, 1], Z),
1 < p < 0o, Z ein Banach-Raum sowie allgemeine beschrankte Operatoren K anstelle der Ad-
jazenzmatrix B, des Kantengraphen in den Theoremen 3.3.4 und

Es folgt in einem vierten Schritt die Korrektur der Aussagen aus Namayanja 2018, wonach
die Adjazenzmatrizen B, des Kantengraphen genau dann hyperzyklisch sind, wenn es die
durch den Differentialoperator erzeugte Transporthalbgruppe ist. Wir zeigen in den Theore-
men - dass die Hyperzyklizitit der Adjazenzmatrix nicht ausreichend ist und die
Eigenschaft der schwachen Mischung benétigt wird. Diese Aussagen zeigen wir dabei fiir all-
gemeine beschrankte Operatoren K anstelle der Adjazenzmatrix sowie allgemeine Bochner-
Réume LP([0,1],Z),1 < p < oo, wobei Z ein Banach-Raum ist. Die Aussage in Namayanja 2018
dass von der Chaotizitit der Adjazenzmatrix auf die Chaotizitdt der Transporthalbgruppe ge-
schlossen werden kann, bleibt richtig, der Beweis ist jedoch anzupassen. Dies wird mit dem
Beweis zu Theorem getan, wobei wir auch hier die Aussage fiir allgemeine beschridnkte
Operatoren K anstelle der Adjazenzmatrix sowie allgemeine Bochner-Raume L7 ([0,1], Z) mit

1 < p < 0o, Z ein Banach-Raum, fiihren.

Hinsichtlich der Zusammenfiihrung der Ergebnisse fiir diskrete und kontinuierliche Transport-
prozesse in einem fiinften Schritt interessiert, unter welchen Bedingungen von der Chaotizitat
des einen Prozesses auf die Chaotizitdt des anderen Prozesses geschlossen werden kann. Auf
Grundlage der Vorarbeiten sehen wir, dass dies eine Frage der Eigenschaften der beiden Adja-
zenzmatrizen A, und By, ist. Es ist bekannt, dass die Adjazenzmatrix A eines Graphen genau
dann ein beschrankter Operator auf I7,1 < p < oo ist, wenn der Graph von beschranktem Grad
ist. Wir formulieren eine derartige Aussage in Proposition [3.4.§)fiir gerichtete, gewichtete Gra-
phen. Des Weiteren wissen wir, dass mit einem Graphen auch sein zugehoriger Kantengraph
gleichmiflig lokal endlich ist. Damit ist die Adjazenzmatrix A genau dann ein beschrankter

Operator, wenn es die Adjazenzmatrix B des Kantengraphen ist. Im Fall von gerichteten, ge-
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wichteten Graphen gilt nur eine Richtung. Aus der gleichméfiigen lokalen Endlichkeit des Gra-
phen folgt die des Kantengraphen (Proposition und somit folgt aus der Beschranktheit
der Adjazenzmatrix A, die der Adjazenzmatrix B, des Kantengraphen (Korollar . Wir
schlussfolgern daher in[5.3.6] dass ein chaotischer kontinuierlicher Transportprozess auf einem
Teilgraphen induziert werden kann, wenn die Voraussetzungen derart gewéhlt werden, dass
der diskrete Transportprozess chaotisch ist und zusétzliche Bedingungen an eine Teilmenge

der Elemente der Adjazenzmatrix A, gestellt werden.

Die Ergebnisse dieser Arbeit bieten Ankniipfungspunkte fiir weiterfithrende Analysen. Hier
seien zundchst Untersuchungen zum Zusammenhang zwischen der Chaotizitdt des diskreten
und des kontinuierlichen Transportprozesses genannt. Vielversprechend erscheint die gemein-
same Diskussion der Punktspektren der Adjazenmatrizen A, und B,. Eine erste Aussage,
unter welchen Voraussetzungen die Punktspektren gleich sind, ist Inhalt von Proposition[5.3.5|
Ein weiteres grofies Thema ist die Untersuchung der Chaotizitdt sowohl diskreter als auch kon-
tinuierlicher Transportprozesse auf komplexeren Strukturen. Hier bieten sich zunéchst Stern-
strukturen an, die im Weiteren dann durch zuséitzliche, die einzelnen Strahlen verbindende
Kanten ergdnzt werden. Mathematisch bedeutet die Untersuchung der Chaotizitit auf diesen
Strukturen die Anwendung der Chaotizititstheoreme auf Produktrdume. Ein erster Uberblick

zu diesem Themengebiet ist in dieser Arbeit enthalten.
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