Farbung von Graphen
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Anwendung der Ellipsoidmethode In
der Kombinatorischen Optimierung



Motivation

Aufgabe: Farbe die Lander der Karte mit einer
minimalen Anzahl Farben, so dass benachbarte
Lander nicht die gleiche Farbe haben.
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Die Ellipsoidmethode (1)

___ » Gegeben: Ein konvexer Korper B(ao,r,R)
mit  S(a,,7)c B < S(a,,R)

c T
minc x, xeB

 Optimieren <  Separieren
maxc' X yveB v

xeB Jc:c'y > maxc' x

xeB



Die Ellipsoidmethode (2)

¢l < CT$t+1

clr < cT:t:t




Graphentheorie

» o(G) = maximale Kardinalitat einer Clique

__ + ¥(G) = minimale Kardinalitat einer Farbung

» = o(G) < ¥(G)



Das Farbungsproblem

« Gegeben: G(V,E)

___+» Gesucht ist eine minimale Farbung von G,
d.h.:
Finde eine minimale Familie von paarweise
disjunkten unabhangigen Mengen, die den
Graphen uberdecken

» Allein ¥(G) zu bestimmen ist in NP



Perfekte Graphen

» Die Berechnung der chromatischen Zahl eines
Graphen G istin NP

« Ein Graph heil3t perfekt, genau dann wenn
= o(G) = x(G)
» Es existiert eine Zahl $(G) mit &(G) < HG) < 7(G)
die in polynomieller Zeit berechnet werden kann
—  (Sandwich-Zahl)

___ - Fir perfekte Graphen kann man x(G) berechnen



max » b, B=(b,),, €1

i,j=1

B = Rnxn

« Esgilt: o(G)<9(G) < y(G)

Die Sandwich-Zahl

.+ HG) ist der maximale Zielfunktionswert des
folgenden semidefiniten Optimierungs-Problems:

B symm.,pos.semidef, \
trace(B) <1,
b,=0=(i, )¢ E

« Die Menge aller Matrizen mit obiger Eigenschatft

Ist konvex und wird mit B bezeichnet



Anwendung der Ellipsoidmethode

* Das Separationsproblem uber B ist losbar
- Mit der Ellipsoidmethode ist das
Optimierungsproblem losbar
- 9(G)kann in polynomieller Zeit
berechnet werden

« Also kann x(G) fur perfekte Graphen in
polynomieller Zeit berechnet werden



Lineare Optimierung

* Folgende lineare Optimierungsprobleme
liefern Approximationen fur @ und X

‘max1”x) (min1’ y\
o(G)<| Ax<1 |=|A4A"y=21|< 7(G)
. x>0 )\ yZ())

* A hat als Zeilen die charakteristischen
Vektoren aller unabhangigen Mengen von G

» Bei perfekten Graphen gilt jeweils Gleichheit




Zusammenfassung

In perfekten Graphen kann
2(G) =HG) = a(G)
iIn polynomieller Zeit berechnet werden

Dies liefert einen Algorithmus zur
Bestimmung einer max. Clique in G

Das duale Optimierungsproblem liefert
minimale Uberdeckung mit unabhangigen
Mengen in G

Dies ist aber genau die minimale Farbung
von G
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