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0 Einleitung und Ubersicht

Die Frage, wie man allgemeine Verhéltnisse, die denkbare Dinge zueinan-
der haben konnen, abstrakt beschreiben, und vor allem Eigenschaften von
Beziechungen und Netzwerken feststellen kann, ist ein grundlegender Inter-
essensgrund an mathematischen Methoden iiberhaupt, da man solche Ver-
héltnisse sich zwar im allgemeinen gut vorstellen, aber kaum auf genauere
Eigenschaften solcher Beziehungen kommen kann, wenn man nicht den un-
tersuchten Elementen Namen, und den Beziehungen zwischen ihnen eine all-
gemeine Form, oder einen abstrakten Formalismus geben will (etwa sie als
Zahlenverhiltnis beschreiben). Die allgemeinste und darum auch aussage-
kraftigste solcher Formen oder Ideen ist der gerichtete Graph, der nichts ist
als ein Netzwerk: Man nehme Punkte von 1 bis n, und schreibe auf, wo es
je Verbindungen von ¢ nach j gibt. Hierbei fallen alle Arten von Eigenschaf-
ten der Punkte weg, ebenso wie Unterschiede im Grad oder der Qualitéat der
Verbindung, und es bleibt ein ganz abstraktes Objekt, was nur die Tatsache
der Beziehung, und nicht ihr Wie oder Weshalb enthélt.

Dieses Objekt, Digraph, also gerichteter Graph genannt (im Unterschied
zu Graphen ist es hier nicht dasselbe, ob man von a nach b oder von b nach
a kommen kann), bildet den Ausgangspunkt der folgenden Untersuchungen.
Eine wesentliche Eigenschaft von Netzwerken ist es nun, dass man sie mit
andern Netzwerken vergleichen kann, etwa durch sogenannte giiltige Farbun-
gen: Man farbe jeden Knoten im Netzwerk in einer gewissen Farbe von 1 bis
k. Diese Farbung heifst giiltig, wenn man bei jedem Kreislauf im Netzwerk
(d.h. einem durchgehenden Weg, der bei demselben Knoten endet, bei dem
er begann) mehr als eine Farbe sieht. Die dichromatische Zahl eines solchen
Netzwerks bzw. Digraphen ist dann die kleinste Anzahl verschiedener Far-
ben, fiir die man so eine Farbung finden kann. Man kann sich nun schon an-
schaulich iiberlegen, dass wenn diese Zahl hoch ist, dass das Netzwerk dann
komplexer ist und mehr Kreise enthélt, also einem vollstédndig verbundenen
Netzwerk dhnlicher ist, was man durch folgende Konstruktion formalisieren
kann: Wenn man zwei Netzwerke D und D’ hat, und den Knoten aus D je
einen von D’ so zuordnet, dass Verbindungen erhalten bleiben, dann heifst
diese Zuordnung ein Homomorphismus. Offenbar ist jede solche Zuordnung
in ein vollstandiges Netzwerk auch eine Farbung, da jede Verbindung ja dann
zwei verschiedene Knoten im vollstandigen Netzwerk zugeordnet bekommt,
also kein Kreis nur einem Knoten zugeordnet wird. Umgekehrt gilt das al-
lerdings nicht: Ich kann mir einen Kreis vorstellen, und alle Knoten aufser
einem in einer Farbe, und den letzten in einer andern farben. Hier bleiben
Verbindungen nicht erhalten, da ja der erste mit dem zweiten usw. bis mit



dem vorletzten verbunden sind, aber nachher eine Farbe erhalten, was im
vollstandig verbunden Netzwerk mit zwei Knoten immer noch nur ein Kno-
ten ware, also keine Verbindung im Bild vorhanden sein wiirde. Ich muss mir
also etwas anderes iiberlegen, wenn ich Féarbungen und damit zusammen-
hingende Eigenschaften durch solche Ahnlichkeiten zu andern Netzwerken
erfassen will; und genau hier kommen nun die zirkuldren Morphismen ins
Spiel.

Damit man alle giiltigen Farbungen untersuchen kann, schaut man sich
solche Knotenabbildungen an, wo Rundgénge im urspriinglichen Netzwerk
im Bild (d.h. im andern Netzwerk) zumindest einen Rundgang enthalten
(sie miissen nicht selbst einer sein, diirfen aber zu keiner geraden Linie wer-
den). Bei solchen Abbildungen ist es also erlaubt, geradlinige Wege, die kei-
nen Kreis enthalten, auf einen Punkt zusammenfallen zu lassen, womit der
vorherige Ausnahmefall ebenfalls beschrieben werden kann. Gleichzeitig be-
schreiben sie dadurch die oben antizipierte Eigenschaft, dass nur schwer zu
farbende Netzwerke fast vollstdndig sind, indem diese némlich nicht zirku-
lar auf ein kleines Netzwerk abbilden, sondern hochstens auf solche, die so
viele Knoten haben wie das Netzwerk Farben braucht. Sie sind damit, wie
es bei nichtgerichteten Graphen schon die Homomorphismen lange Zeit wa-
ren, das Mittel, um die Komplexitat eines Digraphens einzuschéitzen, und
damit ein wesentliches Werkzeug zur formalen Analyse von Netzwerken und
Zusammenhéngen von Begriffen iiberhaupt.

In dieser Arbeit will ich diesen Begriff daher in zwei Richtungen genauer
untersuchen: Einerseits die Unterschiede dieser Art von Netzwerkdhnlichkeit
gegen altere, bekanntere Begriffe - vor allem dem Homomorphismus und dem
azyklischen Morphismus, aber auch neueren Begriffen wie dem Dihomomor-
phismus und seiner elementaren Zerlegbarkeit - herausarbeiten (Kapitel 1
mit deren Definition und Kapitel 2 als Ausarbeitung diese Vergleichs); ande-
rerseits durch diese spezifischen Unterschiede diesen neuen Begriff in mehrere
Richtungen zu erweitern:

1. Durch Untersuchungen allgemeiner Ahnlichkeiten verschiedener aus-
einander erzeugter Digraphen - insbesondere von Quotienten und Er-
setzungsgraphen, und wann solche Ersetzungen dieselben zirkuldren
Zuordnungen erzeugen (Kapitel 3)

2. Durch die Ahnlichkeit oder Nicht-Ahnlichkeit eines Netzwerks und sei-
nes symmetrischen Teils, d.h. des Netzwerks, was dadurch entsteht,
dass man Bégen ohne Riickweg wegnimmt. Diese Ahnlichkeit lisst sich
dadurch anndhern, dass man schaut, welche zirkuldren Zuordnungen
des symmetrischen Teils des Netzwerks zu einem anderen Digraphen



auch solche des ganzen Netzwerks sind. Wenn dies fiir alle Zuordnungen
auf einen Digraphen F' gilt, heiftt das Netzwerk auch F-symmetrisch.
Die Untersuchung dieses Symmetriebegriffs wird einen weiten Raum
der Darstellung einnehmen. (Kapitel 4 und 5)

3. Durch Betrachtung der Frage, welche Netzwerke iiberhaupt einem ge-
wissen andern in dieser Art dhnlich sein kénnen, d.h. dem Farbungs-
problem und seiner Komplexitét. (Kapitel 6)

4. Durch die Untersuchung von solchen Netzwerken, die nicht einem ih-
rer Teilnetzwerke &hnlich sind, der sogenannten Cores. Jedes Netzwerk
enthélt Cores, und ich werde nachher zeigen, dass es einen eindeutigen
grofsten Core enthélt, und auch, dass Cores etwas mit dem Symmetrie-
begriff zu tun haben. (Kapitel 7)

5. Durch Erweiterung dieses Ahnlichkeitsbegriffs auf komplexere Netzwer-
ke, wo Bogen mehr als einen Anfangs- und Endpunkt haben koénnen,
sogenannte Hyperdigraphen. (Kapitel 8)

Der Ausgangspunkt, der mich iberhaupt erst dazu bewog, mich mit dem
Thema intensiver zu beschéftigen, war eine Arbeit von Winfried Hochstéttler
und Stephan Dominique Andres aus dem Jahr 2013 [AH15, das Preprint ist
schon zwei Jahre zuvor erschienen|. Darin zeigten sie, dass fiir sogenannte
perfekte Digraphen - dass sind Netzwerke, in denen es fiir jedes Teilnetzwerk
je eine Menge von sovielen miteinander vollstandig verbundenen Knoten gibt,
wie man Farben braucht, um dieses Teilnetzwerk giiltig zu farben - jede Far-
bung des symmetrischen Teils auch eine Farbung des Digraphen selbst ist.
Damit formulierten sie bereits eine Vorstufe zum hier benutzen Symmetrie-
begriff. Ich habe diese Ergebnisse dann deutlich erweitern konnen, und es
sind soweit ich sehen kann keine offenen Fragen mehr dazu geblieben, die
nicht bis an den Punkt der NP-Vollstandigkeit gehen oder unter Entbehrung
von Gegenbeispielen trotzdem keine offenbaren Beweise zu haben scheinen.

Die Farbungskomplexitidt wurde schon von Hochstéttler /Steiner in [HSS18]
bewiesen; hierzu habe ich auch nicht viel mehr gefunden als einige Folgerun-
gen und offene Fragen, die aber doch zumindest einen gewissen Ankniipfungs-
punkt bieten kénnen. Auferdem musste dieses Ergebnis der Vollstandigkeit
halber in diese Arbeit mitaufgenommen werden, da es nicht zur Standard-
theorie gehort und auch erklart, warum ich zur Farbung nicht weiter gear-
beitet habe, eben da die wichtigsten Falle schon als NP-vollstandig bewiesen
sind.

Was den vierten Punkt anbetrifft, habe ich hier vor allem der homomor-
phen und azyklischen Core-Theorie, besonders den Arbeiten von Severino



[Sev14] und Hell/Nesetiil [HNO4|, einige Begriffe und Sétze entlehnt und
iibertragen, weswegen sie in dieser Arbeit auch nur ein Kapitel einnimmt,
da sie im Wesentlichen aus einer Literaturiibersicht und einigen elementaren
Ergebnissen, mehr aber noch aus offenen Problemen besteht.

Das letzte Kapitel schlieflich handelt von den Hyperdigraphen, bei denen
sich auch einige Ergebnisse angeboten haben; die Anregung dazu kam durch
das Buch von Alain Bretto [Brel3|, durch das ich angeregt wurde meine ganze
bisherige Theorie in allgemeineren Begriffen auszudriicken. Hier war aber
das Thema zu umfassend, als dass ich es im Rahmen der mir zu Verfiigung
stehenden Zeit zufriendenstellend hétte bearbeiten konnen, so dass dieses
Kapitel eher den Charakter der Skizze und der Fragestellung hat, an die
anzuschlieffen darum eine Aufgabe dieses Textes an seine kiinftigen Leser
bleibt.



1 Geschichte und Definition der zirkularen Ho-

momorphismen und verwandter Gegenstan-
de

Dieser Text handelt von Morphismen auf Digraphen, die als Farbungen an-
gesehen werden konnen, und den Verhéltnissen ihrer Mengen untereinander,
worin sie gleich, wie worin sie verschieden sind. Bei solch einem Thema scheint
es angemessen, zunéichst einen historischen Uberblick iiber die bisher verwen-
deten Morphismen und Féarbungen auf Digraphen anzugeben, einerseits, um
die hier geleisteten Ergebnisse in die bisherige Geschichte der Forschung ein-
ordnen zu konnen, andererseits, um die bisherigen Forschungsergebnisse als
Grundlage fiir die Darstellung meiner Erkenntnisse nutzen zu konnen.

1.1 Graphen-Terminologie

Dazu folgende grundlegende Terminologie:

Ein (ungerichteter) Graph G = (V; E) besteht aus einer Menge V(G)
von Knoten und einer Menge E(G) C V x V von Kanten, die eine binére,
irreflexive und symmetrische Relation auf V' (G) definiert, welche darum auch
oft als Teilmenge von (%) := {V’ C V(G)||V’| = 2} dargestellt wird. (Daraus
folgen diese Eigenschaften, da offenbar {v,w} = {w, v}, also E nach Defini-
tion symmetrisch, und wegen {a,a} = {a} & (}) bzw. V' € (}) & |V'| =2,
E ebenfalls irreflexiv und binér ist. Auferdem hat jede passende Relation R
so eine Darstellung, wenn man nur E(G) = {{v, w}|vRw} setzt.)

Wenn es eine Kante e = {v,w} gibt, heifit e mit v, w indizent, v und
w einander adjazent, eine Menge von paarweise adjazenten Knoten heifst
vollstéandig, von paarweise nichtadjazenten Knoten unabhéngig. Der vollstéin-
dige Graph mit n Knoten (der bis auf Nummerierung der Knoten eindeutig
ist) wird im folgenden mit K, bezeichnet. Die Menge aller zu einem gewissen
Knoten adjazenten Knoten heiften auch seine Nachbarn, wenn diese numme-
riert werden diese Aufzdhlung seine Adjazenzliste. (Adjazenzlisten konnen
auch alternativ benutzt werden, um Graphen zu definieren, und finden auch
eine weite Verwendung in der Informatik; in der mathematische Theorie wer-
den sie dagegen weniger benutzt, ich brauche sie auch nur in einem einzigen
Satz (7.47).)

Wenn bei n nummerierten Knoten je einer mit dem néchsten adjazent
sind, heifsen diese ein Weg, und der erste und letzte Knoten verbindbar bzw.
gegenseitig erreichbar; wenn zuséatzlich der erste mit dem letzten adjazent
ist, heift der Weg ein Kreis; bezeichne die Graphen, die blofs aus einem Weg
bzw. Kreis mit n Knoten (d.h. ohne zusétzliche Adjazenzen) bestehen mit

10



P, bzw. C,,.

Wenn es von jedem Knoten zu jedem andern einen Weg gibt, heifst der
Graph zusammenhéngend. Jeder Graph zerfillt in zusammenhéngende Teil-
graphen, sogenannte Komponenten, da Wege verlangerbar und symmetrisch
sind, also Verbindbarkeit eine Aquivalenzrelation ist. ¢(G) bezeichne die An-
zahl der Komponenten von G.

Man sagt, G enthalte einen Graphen G’ und nennt GG’ auch einen Subgraph
von GG, wenn durch Einbettung der Knoten von G’ in bestimmte Knoten von
G die Kanten aus G’ erhalten bleiben; schreibe dafiir auch G’ C G. Man
nennt dieses Enthaltensein induziert bzw. G’ einen induzierten Subgraphen,
wenn keine weiteren Kanten zwischen diesen Knoten dazukommen; schreibe
dafiir auch G’ C;,,4 G. Ein enthalter Subgraph heifst echt, wenn er nicht dem
Graphen gleich ist, in dem er enthalten ist.

Ein Graph ohne enthaltene Kreise heift Wald, ein zusammenhangender
Wald Baum, ein Graph ohne ungeradlange Kreise bipartit. Die Lange des
kleinsten induzierten Kreises heifit girth (Taillenweite) von G, geschrieben
g(G). Die Lénge des kleinsten ungeradlangen induzierten Kreises heift odd
girth (ungerade Taillenweite) von G, geschreiben g,(G).

Ein induzierter vollstandiger Subgraph heifst Clique, die Knotenzahl der
groften Clique in G heiftt Cliquenzahl von G, geschrieben w(G). Die Knoten-
zahl der groften unabhédngigen Menge in G heifst Unabhéngigkeitszahl von
G, geschrieben a(G).

Fiir zwei Graphen sind (disjunkte) Vereinigung, Schnitt und Differenz da-
durch definiert, dass man die ensprechende Operation auf die Knotenmenge
anwendet und die Relation entsprechend ausdehnt. Genauer:

1. V(GUG) =V(G)UV(G), E(GUG") == E(G)U E(G")
2. V(GNG) =V(G)NV(G);, E(GNG):= EG)NE(G)

3. V(G-@G)=V(G)-V(G&),E(G-G") = E(G) - EG)
Dabei wird G U GG auch als 2G bezeichnet, und entsprechend allgemein die
Multiplikation nG von Graphen definiert.

Fiir einen induzierten Subgraph G’ von G sei die Reduktion von G’ in G,
bzw. der Quotient von G iiber G', geschrieben G/G’, definiert durch

V(G/G) = (V(G)\V(G) U{ver}

E(G/¢) = (B(G) (V(Gj G'>)> U {{uw, v} € V(G/E)

mit ElveV(G/){ua ’U} S E(G)}

11



Analog sei fiir disjunkte Knotenmengen V4, ..., V,, der Quotient G/(V4, ..., V,)
definiert als ((....(G/GY)/GY)...)/G.,, wobei G der mit den Knoten aus V;
induzierte Subgraph von G ist. Im folgenden werden im allgemeinen darum
auch Knotenteilmengen und die durch sie induzierten Subgraphen meist syn-
onym verwendet, wenn es um graphenerzeugende Operationen geht. Wenn
~ eine Aquivalenzrelation ist, wird der Quotient iiber die Aquivalenzklas-
sen auch mit G/ ~ abgekiirzt; offenbar entspricht jeder Quotient auch einer
solchen Aquivalenzrelation.

Wenn man V(G) = {vy,....,v,} annimmt und Gy, ..., G, beliebige Gra-
phen sind, bezeichne man mit G[Gy, ..., G;] den Graphen

V(G|Gy, ..., Gy]) == U {(v,9)|v € V(G;)}

E(G[le ey GnD = (U?:l{{(v’ i)? (w7 Z)H{U’ w} S E(Gz)})
U(U{Ui7vj}€E(G){{<v7 i)? (w7j>}|v € V<GZ)7 w e V(GJ)})

der auch als Ersetzungsgraph bezeichnet wird. G[m; K7y, ..., m, K;] wird dabei
auch mit G[my, ..., m,] abgekiirzt und als Knotenmultiplikation bezeichnet.

Abbildungen zwischen Graphen G, G’ werden im folgenden als Abbildun-
gen ihrer Knotenmengen f : V(G) — V(G’) definiert, die gewisse zusétzliche
Eigenschaften beziiglich ihrer Kantenmengen erfiillen. Im Allgemeinen heifst
hier eine Abbildung von G auf sich selbst ein Endomorphismus, eine injektive
Abbildung, wo G im Bild(f) induziert enthalten ist, eine Einbettung, und
eine surjektive Einbettung ein Isomorphismus, ein Endomorphismus schliefs-
lich, der auch ein Isomorphismus ist, ein Automorphismus.

1.2 Digraphen-Terminologie

Ein Digraph D = (V, A) besteht aus einer Menge V(D) von Knoten und
einer Menge A(D) C V x V von Bogen, die eine binédre und irreflexive Re-
lation auf V(D) definiert. Anders als beim symmetrischen Fall gibt es hier
keine vereinfachende Darstellung, es muss hier die Irreflexivitdt als Axiom
behauptet werden. (Wenn diese Forderung nicht auftaucht, also sogenann-
te Schleifen, d.h. Elemente der Form (a,a) erlaubt sind, ist die Bedingung
A C V x V ausreichend. Da aber Schleifen bei allen spateren Konstruktionen
nur storen wiirden, da alle Sétze iiber Zyklen immer angeben miissten, dass
sie fiir Schleifen gerade nicht gelten, werden sie mit dieser Definition fiir alle
weiteren Aussagen ausgeschlossen.)

Wenn es eine Kante (u,v) in D gibt, heift v Anfangs- und v Endknoten
von (u,v), und w in (u, v) positiv, v negativ indizent, und u zu v adjazent, ent-
sprechend auch Nachbarn und Adjazenzlisten. (Echte) (induzierte) Subdigraphen
werden analog den Graphen, nur eben iiber Bogen definiert.
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Abbildung 1: Ein Beispiel von sich schneidenen Kreisen und Pfaden. Die
Knoten 1,2,3,7,8 bilden einen induzierten ]34, 5,6, 7 einen induzierten 63,
und 3,4, 5,6, 7 einen nichtinduzierten C_"5. (7,5) ist eine Sehne, daher kann er
nicht induziert sein. (9,7),(7,9) ist ein Digon, daher enthélt 7,3,9,7 keinen
induzierten Kreis, sondern nur via 7—3 —2—9 einen nichtinduzierten Py 1,8
sind einzelne Knoten, die je eine starke Zusammenhangskomponente bilden,
alle andern bilden eine dritte.

Wenn es Knoten vy, ..., v, mit Bégen (v, v;41) fir i = 1,...,n —1 in A(D)
gibt, heifst v,, von v; aus erreichbar und vy, ....,v,, ein Weg, als einzelner Di-
graph (ohne weitere Knoten/Bogen) mit P, bezeichnet; wenn zusitzlich ein
Bogen (v,,, v1) vorhanden ist, ein gerichteter Kreis, als einzelner Digraph mit

C, bezeichnet, jeder zusédtzliche Bogen dann eine Kreissehne, einer der C,
heifst darum auch sehnenfreier Kreis. Offenbar ist ein Kreis genau dann indu-
ziert, wenn er sehnenfrei ist, und enthélt dann mindestens einen induzierten
Kreis mit mindestens drei Knoten, wenn keine Sehne in einem Digon liegt.
(Siehe Abb. fiir Beispiele von Kreisen und Pfaden).

Wenn jeder Knoten von jedem andern erreichbar ist, heifst D stark zusam-
menhéngend; auch hier zerfillt D in sogenannte starke Komponenten, die al-
lerdings von den schwachen Komponenten von D (dies sind die Komponenten
von U(D)) zu unterscheiden sind. D heifst azyklisch, wenn D keinen gerichte-
ten Kreis enthélt, sonst zyklisch. D heiftt induziert kreisfrei, wenn D keinen
sehnenfreien gerichteten Kreis mit mindestens drei Knoten induziert enthélt.
Die Lange des kleinsten induzierten gerichteten Kreises heifst digirth von D,
geschrieben g(D). Die Knotenzahl des groften azyklischen Subdigraphen von
D heift Diunabhéngigkeitszahl, geschrieben &@(D).

Ein Zykel von Lange 2 (d.h. ein vollstindiger Digraph mit zwei Knoten)
heifst Digon (auch Bigon oder Kante). Wenn G ein Graph ist kann man
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G auch als Digraph betrachten, in dem jede Kante durch ein Digon der
Endknoten ersetzt wurde (dies entspricht auch der Definition, wenn man G
als Relation auf einer Menge und nicht als Teilmenge von (V(ZG)) ansieht).

Der symmetrische Teil von D, geschrieben S(D), bezeichne den Digra-
phen, der aus D entsteht, wenn man alle Bégen aus D entfernt, die nicht zu
einem Digon gehoren; O(D) bezeichne den Digraphen, aus dem alle Digon-
Bogen entfernt wurden. Der unterliegende Graph U(D) heift schlieflich der
Graph, in dem zwei Knoten u, v genau dann verbunden sind, wenn es den
Bogen (u,v) oder den Bogen (v,u) in D gibt. Es gilt offenbar V(S(D)) =
V(O(D)) = V(U(D)) = V(D). Eine Clique in D wird dann als induzierter
K, definiert, wie im ungerichteten Fall, analog auch die Cliquenzahl w(D)
von D.

Ein beliebiger Digraph D heifst auch eine Orientierung von U(D), speziell
heifst eine Orientierung von K, auch ein Turnier. Definiere das transitive
Turnier mit n Knoten als T, := (Z,, {(i,§)]i > j}).

Fiir zwei Digraphen sind (disjunkte) Vereinigung, Schnitt und Differenz
dadurch definiert, dass man die ensprechende Operation auf die Knotenmen-
ge anwendet und die Relation entsprechend ausdehnt. Genauer:

1. V(DUD'):=V(D)uV(D); E(DUD') := E(D)U E(D)
2. V(DN D) :=V(D)nV(D); E(DND') := E(D)N E(D')
3. V(D—D'):=V(D)-V(D);,E(D—D') := E(D) — E(D)

Dabei wird D U D auch als 2D bezeichnet, und entsprechend allgemein die
Multiplikation nD von Digraphen definiert.

Fiir einen induzierten Subdigraphen D’ aus einem Digraphen D sei die
Reduktion von D" in D, bzw. der Quotient von D iiber D’ geschrieben D /D’
definiert durch

V(D)D) :=V(D)\V(D")U{vp}

A(D/D') == (A(D)NV(D/D') x V(D/D")) U {(u,vp)|u € V(D/D"),
Foev(on (u,v) € A(D)} U{(vpr, u)lu € V(D/D'), Jpev(pn (v, u) € A(D)}

Analog sei fiir disjunkte Knotenmengen Vi, ..., V,, der Quotient D/(V1, ..., V,)
definiert als ((....(D/D})/Dj)...)/ D, wobei D} der mit den Knoten aus V;
induzierte Subdigraph von D ist. Im folgenden werden im allgemeinen darum
auch Knotenteilmengen und die durch sie induzierten Subdigraphen meist
synonym verwendet, wenn es um digraphenerzeugende Operationen geht.
Die zu Graphen analoge Terminologie iber Knotenédquivalenzrelationen wird

analog fiir Digraphen iibernommen.
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Wenn man V(D) = {vy, ...., v, } annimmt und Dy, ..., D,, beliebige Digra-
phen sind, bezeichne man mit D[Dy, ..., D;] den Digraphen

V(D[Dy, ..., Dy)) := UL {(v,7)|v e V(D;)}

A(D[Dx, ..., Dyl) := (UL {((v,7), (w,4))[(v, w) € A(D;)})
U(U(Uiyvj)EA(D){((/(]?i)? (wvj))‘v € V<Di)7w S V(DJ)})

der auch als Ersetzungsdigraph bezeichnet wird. D[m K7, ..., m, K] wird da-
bei auch mit D[my, ..., m,| abgekiirzt und als Knotenmultiplikation bezeich-
net.

Abbildungen zwischen Digraphen D, D’ werden im folgenden als Abbil-
dungen ihrer Knotenmengen f : V(D) — V(D’) definiert, die gewisse zusétz-
liche Eigenschaften beziiglich ihrer Bogenmengen erfiillen. Im Allgemeinen
heifst hier eine Abbildung von D auf sich selbst Endomorphismus, eine injek-
tive Abbildung, wo D im Bild(f) induziert enthalten ist eine Einbettung und
eine surjektive Einbettung ein Isomorphismus, ein Endomorphismus schliefs-
lich, der auch Isomorphismus ist, ein Automorphismus. Die Menge aller Au-
tomorphismen auf D wird mit Autpjgrepn(D) bezeichnet.

1.3 Graphenfirbung und Homomorphismen

Die Inspiration und erste Idee zu den titelgebenden zirkuldren Morphismen
war eine zweifache Abwandlung der alten Idee der Graphenfiarbung und der
Homomorphismen durch Zirkularitdt und azyklische Mengen. Ich beginne
darum mit der Definition dieser &lteren, und bei allem folgenden auch stets
zu Grunde liegenden Struktur:

Eine Farbung eines Graphen G = (V, E') mit k Farben ist eine beliebige
Funktion f:V — Z;, = {0,1,2,...,k — 1}, durch die adjazente Knoten ver-
schiedene Farben erhalten, d.h. dass f~!({i}) unabhéngig ist fiir alle i € Z;.
Man definiert nun x(G), die chromatische Zahl von G, als kleinstes mogliches
k, fir das solch eine Féarbung existiert.

Ein Homomorphismus von einem Graphen G = (V, E) zu einem Graphen
H = (V' E') ist nun eine Abbildung f : V(G) — V(H), so dass fiir alle in
G adjazenten u,w € V(G), dann auch f(u) und f(w) in H adjazent sind.
Bezeichne die Menge aller solcher Morphismen mit Hom(G, H).

Ein bekanntes Ergebnis ist nun folgendes (vgl etwa [HNO04, 1.7]):

Satz 1.1. Die Farbungen von G mit n Farben bilden genau die Menge
Hom(G, K,,). Alle Elemente von Hom(G,H) sind Farbungen mit |V (H)|
Farben, wobei die fehlenden Kanten in H die Beschrankungen auf maoglichen
Farbungen darstellen, dass diese Farben keine Nachbarn fdarben dirfen.
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Beweis. Dies kann man daran sehen, dass Adjazenzen erhalten werden miis-
sen, also adjazente Knoten nicht auf denselben Knoten abgebildet werden
konnen, da sonst die Adjazenz verloren ginge. Wenn man nun die Knoten
durchnummeriert, erhdlt man damit genau eine Farbung. Da beim vollstan-
digen Graphen jedes Paar in H adjazent ist, ist auch jede Farbung ein giilti-
ger Homomorphismus, dagegen sonst die fehlenden Kanten angeben, welche
Farben einander nicht benachbart sein diirfen. O

Aus diesen erst sehr einfachen Begriffen hat sich im zwanzigsten Jahrhun-
dert eine komplexe Theorie von Farbungsstrukturen, Satzen iiber x(G), Ho-
momorphismen etc. entwickelt, deren Entwicklung hier wiederzugeben miikig
ware, da sie wohlbekannt, zugénglich und sehr umfangreich ist, und sich dabei
viel auf spezielle Graphenklassen bezieht (wie der bekannte Vierfarbensatz:
X(G) < 5 fiir G planar), die mit meiner Darstellung eigentlich nichts zu tun
haben (Was ich davon benétige, wird bei Bedarf erwéhnt; fiir eine umfassen-
de inhaltliche, aber ahistorische Darstellung siche [HN04|.) Was sich dagegen
seither neues entwickelt hat - die Digraphenfarbungen und zirkuldren Far-
bungen - ist noch so neu, dass es nicht zum iiberlieferten Geschichtsgut der
Mathematik zahlt, daher auch sein Recht hat, eigens und umfassend in seiner
Entwicklung aufgefiihrt zu werden:

1.4 Difarbungen und Homomorphismen

Im Jahre 1982 fasste Victor Neumann-Lara zum ersten Mal eine Definition
der Farbungen von Digraphen [NL82|. Er definierte eine azyklische Féarbung
eines Digraphens D (spéter auch Difarbung genannt) mit & Farben als eine
Abbildung f : V — Z, so dass es keinen gerichteten Kreis gibt, der nur
in einer Farbe gefiarbt ist, d.h. wenn f~!({i}) azyklisch ist fiir alle i € Z;.
Auch hier lésst sich eine dichromatische Zahl (D) definieren als kleinstes
dazu mogliches k. Wenn man einen Graphen als Digraphen ansieht, dann ist
eine Difarbung mit k£ Farben genau eine gewohnliche Farbung mit & Farben,
da dann bereits jedes Digon ein Kreis mit zwei Knoten ist, und jeder Kreis
solche Digons enthélt, also man sie nicht auf einzelne Punkte reduzieren darf,
was nichts anderes ist als die Bedingung in der alten Definition.

Wieweit man die Farbungseigenschaften auf Figenschaften von Digons
reduzieren darf, und wie symmetrisch ein Digraph ist, d.h. wieweit er sich
wie ein Graph verhilt, ist neben der allgemeinen Untersuchung von Digra-
phenmorphismen das wesentliche Thema dieses Textes, weshalb ich diese
Eigenschaft besonders hervorkehren will:

Satz 1.2. Alle azyklischen Firbungen von symmetrischen Graphen sind auch
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gewohnliche Fdrbungen, ebenso wie auch alle gewohnlichen Fédrbungen azy-
klische sind, es gibt hier keinen Unterschied.

Die zu diesen Féarbungen im Allgemeinen natiirlich zuordnenbaren Mor-
phismen sind dann genau die zirkuléren, wie sie spéter in [HS19] eingefiihrt
wurden, weswegen die Difarbungen ein standiger Bezugspunkt in diesem Text
bleiben werden. Der Begriff des allgemeinen Homomorphismus lésst sich al-
lerdings ebenso auf Digraphen ausdehnen (die Menge der bogenerhaltenden
Abbildungen heifst ebenfalls Hom(D, D')), womit allerdings nicht alle azy-
klischen Féarbungen erfasst sind:

Satz 1.3. Alle Homomorphismen D — K, sind n-Difdrbungen, aber dies
sind nicht alle Difarbungen.

Beweis. Offenbar sind diese Homomorphismen gerade solche Funktionen, die
verschiedene Werte bei Anfangs- und Endpunkt erhalten. Sicherlich sind nun
alle Funktionen, wodurch es keinen Bogen mit gleichgefarbtem Anfangs- und
Endpunkt gibt, Difarbungen, aber man kann z.B. auch einen gerichteten
Kreis ganz bis auf einen Punkt in einer Farbe farben, diesen Punkt in einer
andern; das ist offenbar eine Difarbung, da beide Farbklassen azyklisch sind,
aber es ist kein Homomorphismus nach K5, da in dem grofsen Bogen des
Kreises ja alle Bogen auf einen Knoten zusammenschrumpfen, also Adjazenz
offenbar nicht bewahrt wird. O

Darum brauchen wir hier andere Begriffe, weshalb man sich einer paralle-
len Entwicklung in der Theorie der Graphenfarbung bediente, die ein wenig
spater begann und den hier angestellten Untersuchungen wichtige Anregun-
gen gegeben hat.

1.5 Zirkulare Farbungen von Graphen und die star chro-
matic number

Andrew Vince verfasste im Jahr 1988 einen Artikel [Vin8§|, in dem er eine
Grolse namens star chromatic number, heute zirkuldre chromatische Zahl ge-
nannt, folgendermafien erstmals definierte: Fiir k € Z, sei |a|, = min{a mod k,
—a mod k}, d.h. der kleinste Abstand von a zu einem Vielfachen von k. Fiir
eine Farbung f von G mit k Farben setze ¢(f) = min{‘f(u)_f(v)k‘k‘u,v o]
und xx(G) = min{y(f)|f ist eine Farbung von G mit kFarben}. Definiere
dann x*(G) = min{xx(G)|k € N} als die star chromatic number von G.
Heute wird sie meist {iber die Farbungen selbst definiert: Eine Féarbung
von G mit k Farben heifst (k, d)-Farbung, wenn | f(u) — f(v)|r > d fiir alle ad-

jazenten u, v gilt. Dann heift x.(G) = inf{§|Es gibt eine (k, d)-Farbung von
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G} die zirkuldre chromatische Zahl von G. Die beiden Definitionen erweisen
sich darin als gleich, dass x;(G) = min{%|Es gibt eine (k,d)-Férbung von G}
gilt, da in der Definition von ¢ gerade das Minimum der Differenz | f(u) — f(v)],
angenommen wird, die gerade noch ausreicht, um als passendes d fiir eine
(k,d)-Farbung zu dienen, d.h. f ist genau dann eine (k,d’)-Farbung, wenn
d < min{|f(u) — f(v)|k|u,v adjazent}.

Vince bewies, dass x.(G) = limg_,0o xx(G) und dass es fiir alle k, d mit
k > 2d sogenannte Circulant-Graphen (von ihm mit G,, ,,, heute mit C(k, d)
bezeichnet) gibt, die genau x*(C(k,d)) = k/d erfiillen, némlich C(k,d) =
(Zg, {ij|li—jlk = d}). Vince zeigte aukerdem, dass x.(G) aufgerundet immer
die gewohnliche chromatische Zahl x(G) ergibt.

Die zirkuldre chromatische Zahl von Graphen ist seitdem vielfach unter-
sucht worden, vgl. [Zhu01] fiir eine Ubersicht. Fiir die hier betrachtete Frage
ist aber vor allem interessant, wie dieser Begriff der zirkuldren Farbung auf
die Problematik der Digraphenfarbung angewandt wurde.

1.6 Zirkulare Farbungen von Digraphen und azyklische
Homomorphismen

Die erste Entwicklung in diese Richtung stammten von Bokal et al. [BFJT04],
die im Jahr 2003 in einem ersten Paper zusammen (das erst 2004 erschienen
ist, aber im zweiten, schon zuvor erschienen Paper bereits in den Quellen
steht) gleich zwei Verallgemeinerungen von (k, d)-Férbungen auf Digraphen
prasentierten:

Fiir p € R sei S, die Punktmenge in R? des Kreises um den Ursprung
mit Umfang p. Die starken zirkuléren p-Farbungen sind solche Abbildungen
c: V(D) = S,, fiir die Bilder adjazenter Knoten auf dem Kreis mindes-
tens um eine Bogenldnge von 1 entfernt sind (d.h. insbesondere Farbun-
gen von U(D) und damit Difarbungen sind), wiahrend schwache zirkuldren
p-Férbungen solche Difarbungen ¢ : V(D) — S, sind, fiir die entweder beide
Enden eines Bogens gleichgefarbt werden oder ihre Bilder um eine Bogenlén-
ge von mindestens 1 entfernt sind.

Bokal et al. bewiesen, dass das Infimum der Menge solcher p, fiir die star-
ke bzw. schwache zirkuldare p-Farbungen existieren, dasselbe ist, und es bei
schwachen Férbungen immer angenommen wird; sie nannten dieses Infimum
X<(D), die zirkuldre dichromatische Zahl von D.

Sie definierten nun eine Verallgemeinerung von schwachen p-Farbungen,
die azyklischen Homomorphismen: f : V(D) — V/(D’) heift azyklischer
Homomorphismus, wenn Bogen entweder erhalten werden (d.h. auf einzelne
Bogen oder Digons abgebildet werden) oder die Endpunkte im Bild zusam-
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Abbildung 2: Die ersten Zirkulant-Digraphen und Graphen. Es gilt C'(k,d) =
S(C(k,d)) fiir die Paare (k, d), fiir die C'(k, d) definiert ist, wie hier zu sehen.

menfallen, sowie die Urbilder f~!({v}) fiir alle v € V(D’) azyklisch sind. Die
Menge solcher Abbildungen sei mit Acyc(D, D) bezeichnet.

Offenbar sind dann schwache zirkulére p-Farbungen azyklische Homomor-
phismen in solche Graphen, wo Bogen dann existieren, wenn die assotiierten
Kreishbogen langer als 1 sind; dieses sind allerdings genau die verallgemeiner-
ten Circulant-Graphen, die Circulant-Digraphen é(k, d) = (Zw, {(1,9)|(G —1)

mod k > d}) (siehe Abb.). Es gilt .(C(k,d)) = k/d. Nach der oberen
Konstruktion sind die azyklischen Homomorphismen nach C(k, d) genau die
schwachen zirkuldren p-Farbungen, woraus X.(D) < k/d < 3y mit f: D —
C(k, d) azyklisch baw. Acye(D, C(k,d)) # 0 folgt. Offenbar gilt auch S(C(k, d)) =
C(k,d) fiir solche (k,d), fiir die C'(k,d) existiert, wie aus der Definition zu
sehen und am oberen Bild demonstriert wird, sodass diese Farbungszahl ei-
ne echte Erweiterung der symmetrischen Fassung ist, wie auch azyklische
Homomorphismen symmetrischer Digraphen gerade die gewohnlichen Ho-
momorphismen sind (vgl. spiter Satz 2.2).

In einem zweiten Paper bewiesen Feder et al. [FHMO03| dann, dass das
azyklische F-Farbungsproblem, also die Frage, ob es einen azyklischen Ho-
momorphismus von D nach F' gibt, in variablem D NP-vollstandig ist fiir
alle nicht-azyklischen F' (wenn F' azyklisch ist dagegen polynomial). Damit
ist das azyklische Digraphen-Farbungs-Problem offenbar fiir alle nichttrivia-
len Fille NP-hart.

Die azyklischen Homomorphismen wurden weiter untersucht von Michael
Dennis Severino in seine Dissertation [Sev14|, in der er u.a. verschiedene Kon-
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struktionen von Cores bzgl. azyklischen Homomorphismen untersuchte und
allgemeine Ergebnisse und Kriterien fiir Cores fand, sowie eine Konstruktion
hochchromatischer Digraphen gleichbleibenden digirths angegeben hat. Seine
Ergebnisse sind sehr umfangreich und in vielen Punkten auch zu speziell, um
sie hier aufgreifen zu konnen, aber die beiden genannten Aspekte werden an
verschiedenen Stellen in meiner Arbeit genutzt, insbesondere im Kapitel {iber
zirkuldre Cores, wo sie auch weitergehender zitiert sind, als dies in diesem
einleitenden Uberblick sinnvoll oder moglich wiire.

1.7 Neueste Entwicklungen: Die star dichromatic num-
ber und zirkulidre Morphismen

Schlieflich gab es innerhalb des letzten Jahres, also ca. ab September 2018, ei-
ne Reihe von Veroffentlichungen, denen meine Arbeit sowohl ihren Begriff als
auch ihren Umfang verdankt, weswegen ich sie hier ausfiihrlicher erwdhnen
will. Dies ist zum einen die Arbeit von Araujo-Pardo et al. zur diachromati-
schen Zahl, sowie die verschiedenen Veroffentlichungen von Winfried Hoch-
stattler und Raphael Steiner, die meine Arbeit wesentlich beeinflusst haben.

Die erste Arbeit (der Zeit nach), die fiir mein Thema wichtig gewesen ist,
war Winfried Hochstéattlers und Raphel Steiners Verdffentlichung zur star
dichromatic number aus dem Herbst 2018 [HS18|. Darin definierten sie zwei
Arten neuer Farbungen, namlich die azyklischen (k, d)-Férbungen sowie die
azyklischen p-Farbungen:

1. Eine Funktion f : V(D) — Zj heifit azyklische (k,d)-Farbung, wenn
Y4, i+1mod k,...,i + d — 1 mod k}) azyklisch ist fiir alle i € Zj.

2. Furpe R,p > 1 heifit f: V(D) — S, azyklische p-Farbung, wenn das
Urbild jedes Kreisbogens der Lange 1 azyklisch ist.

Sie definierten nun die star dichromatic number, geschrieben x*(D), als
Infimum aller p, fiir die es azyklische p-Farbungen gibt; die Menge solcher p
ist abgeschlossen (siehe Proposition 3 im selben Paper) und enthélt x*(D),
es ist X*(D) = inf{k/d|Es gibt eine azyklische (k,d)-Farbung von D} und
X*(D) ist eine rationale Zahl, so dass es (k,d)-Farbungen fiir alle k/d > p
gibt.

In einem gemeinsam mit Felix Schroder geschriebenen Paper entwickel-
ten Hochstéttler et al. schlieklich Ende letzten Jahres [HSS18, die aktuelle
Version ist aus diesem Januar| den Begriff zirkuldrer Homomorphismen, auf
dem diese gesamte Arbeit aufbaut:

f: V(D) — V(D) heift ein zirkuldrer Homomorphismus von einem Di-
graphen D zu einem Digraphen D’ wenn Bilder zyklischer Mengen zyklisch,
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bzw. wenn Urbilder azyklischer Mengen azyklisch sind. Die Menge dieser
Morphismen werde mit Circ(D, D') bezeichnet.
Sie fanden dabei heraus, dass

1. zirkuldre Homomorphismen auf symmetrischen Graphen gerade die ge-
wohnlichen Homomorphismen sind

2. azyklische Homomorphismen auch zirkulére sind

3. das zirkuldre F-Farbungsproblem fiir }/(F) = 2, oder S(F') leer oder
nicht-bipartit, NP-vollstdndig, und polynomial fiir F* azyklisch ist (d.h.
es steht noch der Fall S(F') nichtleer und bipartit mit \'(F') > 2 offen)

—

4. C(k,d) ein zirkularer Core ist genau dann, wenn k, d koprim sind (dies
wurde erst in der zweiten Version des Papers hinzugefiigt),

aber vor allem, dass azyklische (k,d)-Farbungen dasselbe sind wie zirkulére
Homomorphismen nach C'(k, d):

Satz 1.4. Die Menge aller azyklischen (k,d)-Fédrbungen von D ist exakt
Cire(D,C(k,d)).

Beweis. |[HSS18, Prop. 4] Zunéchst sind die azyklischen Knotenmengen aus
C(k,d) zu bestimmen: Wenn A C Z,, azyklisch ist, muss C(k, d) eine Senke
i € A enthalten, d.h. es muss {i +d,.....i + k — 1} N A = () gelten, damit ist
A C{i,...,i+d—1}. Umgekehrt, sei A C {i,....,i+d—1}. Da die Zirkulanten
nach Definition kreissymmetrisch sind, reicht es zu zeigen, dass {0, ....,d —1}
azyklisch ist. Nach Definition hat diese Menge aber nur Riickwértsbogen,
damit ist sie bereits azyklisch. Also sind die azyklischen Knotenmengen der
Zirkulanten gerade solche, die in einem d-Intervall enthalten sind. Offenbar
ist also ¢ € Cire(D, C(k,d)) genau dann, wenn ¢~ ({i, ..., i+d—1}) azyklisch
ist fiir alle i € Zj, d.h. genau dann, wenn ¢ eine azyklische (k,d)-Férbung
ist. Damit folgt die Behauptung. ]

Hier will ich auf eine Schwierigkeit in dieser Terminologie aufmerksam
machen: Da der Begriff der star dichromatic number in Analogie zu Vince
und Neumann-Lara gebildet ist, gibt es hier gewissermaften zwei Verwen-
dungen des Begriffs der azyklischen k bzw. (k,d)-Férbung, die durchaus
etwas miteinander zu tun haben (da eine azyklische k-Férbung nach De-
finition von Neumann-Lara genau eine azyklische (k,1)-Farbung nach De-
finition von Hochstéttler /Steiner ist), aber nichts mit den azyklischen Ho-
momorphismen. Darum bilden zirkulare Homomorphismen die azyklischen
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(k,d)-Farbungen, dagegen azyklische Homomorphismen die schwach zirkuld-
ren (k,d)-Farbungen ab. Diese Konstellation ist sicherlich unschén, es wére
besser, wenn die Begriffe vertauscht wéren; aber die Paper von Bokal /Feder
et al. und von Hochstéttler /Steiner sind nun schon geschrieben, und um die
Begriffe und ihre Inhalte nicht noch weiter zu verwechseln, werde ich im wei-
teren Verlauf bei ihnen bleiben. Da der iibrige Teil der Arbeit nicht so viel
mit den zirkuldren und azyklischen Féarbungen zu tun hat, wird diese Sei-
te der Begriffe auch nicht weiter vorkommen, und, wenn sie dem Sinn nach
verwendet werden, durch y* und Y. ersetzt bzw. abgekiirzt werden.

1.8 Neueste Entwicklungen: Dihomomorphismen und ele-
mentare Zerlegungen

Ein weiterer Begriff wurde von Araujo-Pardo et al. letztes Jahr, erst wihrend
der Vorbereitung zu dieser Arbeit, in einem Paper [APMBORM18| tiber die
diachromatische Zahl eingefiihrt:

Die diachromatische Zahl ist die grofte Anzahl von Farben, fiir die es
eine Farbung gibt, so dass die Vereinigung von zwei Farbklassen je zyklisch
wird (man nennt diese Farbung dann eine vollstdndige Difdrbung; siche dazu
auch Hochstéattlers und Steiners weitergehendes Paper [FHKS19] aus diesem
Mai).

Die Autoren fithrten in diesem Paper zur Untersuchung dieser Grofse eine
neue Art von Morphismen, die Dihomomorphismen, ein:

Ein elementarer Dihomomorphismus ist eine Funktion f : V(D) — V(D)\
{v} fir v € V(D), die alle Knoten aufser v gleich ldsst und v einem Knoten
zugeordnet, der mit v in D kein Digon formt. Der entstandene Digraph kann
auch als Quotient D/{v,w} fiir f(v) = w geschrieben werden, da alle Bogen,
die vorher von bzw. nach v gingen, im Bild iiber w laufen. Ein Dihomomor-
phismus ist nun eine beliebige Verkniipfung von elementaren Dihomomor-
phismus, und kann damit auch als Quotient iiber eine Partition in azyklische
Knotenmengen, d.h. einer Difarbung, dargestellt werden:

Satz 1.5. f : V(D) — {1,...,n} ist genau dann eine Difirbung, wenn
D/(f7Y(1),..., f~Y(n)) ein dihomomorphes Bild von D ist.

Die Menge aller Dihomomorphismen von D nach D’ werde mit Dihom(D,
D") bezeichnet. Damit représentieren Dihomomorphismen die Difarbungen
in ihrem Bild. Als Abbildungen werden Difarbungen dagegen als zirkulére
Morphismen nach K, reprisentiert.

Es herrschte einige Zeit ein Missverstandnis dariiber, wie genau die Diho-
momorphismen im Verhéltnis zu azyklischen Homomorphismen stehen; ich
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werde nachher darlegen, dass sie genau solche surjektiven azyklischen Homo-
morphismen sind, die eine Zerlegung von azyklischen Morphismen in elemen-
tare Dihomomorphismen und eine injektive Projektion erlauben, wobei die
Projektion dazu benutzt wird, zusétzliche Bégen und Knoten hinzuzufiigen.

1.9 Neue Begriffe: Kozirkularitat und Zusammenhangs-
erhaltung

Ich méchte noch zwei weitere Morphismenarten vorstellen, die mir bei der
Untersuchung insbesondere der Dihomomorphismen aufgefallen sind, und ei-
ne natiirliche Erweiterung des Konzepts der zirkuldren Homomorphismen
darstellen.

1. f: V(D) — V(D) heift kozirkuldr, wenn f azyklische Knotenmen-
gen aus D erhélt bzw. Urbilder zirkuldrer Knotenmengen aus D’ zir-
kuldr sind. Offenbar ist f injektiv und kozirkuldr genau dann wenn
(flBaacr)) ™" bijektiv und zirkulér ist, daher sind insbesondere nicht-
injektive kozirkuldre Homomorphismen, insbesondere auch surjektive,
interessant. - Analog lassen sich auch folgende Begriffe bilden:

e f heifit kohomomorph, wenn (u,v) & A(D) = (f(u), f(v))
¢ A(D")

o f heift koazyklisch, wenn (u,v) ¢ A(D) = (f(u), f(v)) & A(D’)
oder f(u) = f(v)

e f heifst kodihomomorph, wenn f eine Verkniipfung elementarer
Kodihomomorphismen ist; diese sind Kontraktionen eines Dig-
ons. Damit sind Kodihomomorphismen genau die Kontraktionen
von (auch mehreren unverbundenen) zusammenhéngenden Sub-
graphen von S(D).

Die Mengen dieser Morphismen werden analog den oberen Bezeichnun-
gen auch mit Kohom(D, D'"), Koacyc(D, D"), Kodihom(D, D"), Kocire(D,
D’) bezeichnet.

Zirkuldare Homomorphismen lassen sich nach Komponenten zerlegen, d.h.
seien Dy, ..., D,, die starken Komponenten von D, dann ist f : D — D’ genau
dann zirkulér, wenn f|p,,...., f|p, zirkuldr sind. Damit kénnen wir unsere
Betrachtung auf stark zusammenhéngende D reduzieren; fiir diese gilt:

Satz 1.6. Ein homomorphes, azyklisches oder dihomomorphes Bild von ei-
nem stark zusammenhdngenden D ist ebenfalls stark zusammenhdngend.
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Abbildung 3: Ein nicht azyklischer, zusammenhangs-erhaltender zirkularer
Morphismus auf einem Digraphen mit zwei Komponenten

Beweis. Nehme fiir zwei Knoten u und v aus D zwei sie in beide Richtungen
verbindende Wege. Offenbar bleiben die Wege unter Homomorphismen erhal-
ten; also ist D hier stark zusammenhéngend. Wenn f azyklisch ist, dann kann
der Weg nur verkiirzt werden, da kein Bogen durch einen Nicht-Bogen ersetzt
werden kann, sondern nur durch eine Kontraktion; und da die Dihomomor-
phismen surjektive azyklische Morphismen sind, folgt die Behauptung. [

Aber das sind ja nicht die einzigen Félle zirkuldrer Morphismen. So ist
etwa die Funktion (siche Abb.): D = ({a,b,c},{(a,b), (b,a),(b,c)}) — D' =
{a", 0, ), {(d, V), (V,d)}), wo je . — a’ gesetzt wird, offenbar zirkulér, da
der einzige Zykel das Digon zwischen a und b ist, aber weder azyklisch noch
ein Homomorphismus, und die Bilder jeder starken Komponente sind auch
wieder stark zusammenhéangend, ja identisch. Es gilt sogar, wie man hier gut
sehen kann:

Satz 1.7. Wenn f : D — F zirkuldr, so ist es auch f': D — F', wobei aus F’
alle Bogen zwischen starken Komponenten entfernt wurden und f'(v) = f(v).

Beweis. Es miissen ja nur zirkuldre Mengen erhalten werden, d.h. eigentlich
nur die Zykeln. Da zwischen den starken Komponenten von F' keine Zykeln
verlaufen, konnen alle andern Bogen entfernt werden, ohne die Zirkulari-
tat von f zu verdndern, also ist f’ ebenfalls zirkulér. (vgl. zur Beweisidee
[FHKS19]) O

Offenbar kann aber eine starke Komponente von D auf mehrere von F
abbilden, anders als bei den andern Morphismen (siehe etwa Abb. 4 aus
dem néchsten Kapitel). Darum bilden folgende Morphismen eine nichttriviale
Schnittmenge mit den zirkularen Morphismen:

2. f: V(D) = V(D) heifst zusammenhangs- erhaltender Morphismus
(kurz ZEM), wenn das Bild jeder starken Komponenten von D in D’
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stark zusammenhéngend ist. f heifit analog auch schwach zusammenhangs-
erhaltend (UZEM, nach U(D)), wenn das Bild jeder schwachen Kom-
ponente von D in D’ schwach zusammenhangend ist, und symmetrisch
zusammenhangs-erhaltend (SZEM, nach S(D)), wenn das Bild jeder
Komponente von S(D) in S(D') zusammenhéngend ist. Die Mengen
solcher Morphismen werde dann mit ZEM(D, D"), UZEM(D, D’), SZEM(D, D’)
bezeichnet.

3. Analog heifst (etwa fiir kozirkulére und Kohomomorphismen) f : V(D) —
V(D') zusammenhangserhaltend im Urbild (ZEUM), wenn das Urbild
jeder starken Komponente von D’ in D stark zusammenhéngend, ana-
log UZEUM, SZEUM wie oben, d.h. die Mengen auch ZEUM(D, D’),
UZEUM(D, D'), SZEUM(D, D').

Alle diese Begriffe lassen sich sogar noch verschérfen: Streng (schwach
symmetrisch) zusammenhangserhaltend (im Urbild) heift ein Morphismus,
wenn das Bild (Urbild) jeglicher stark/schwach/symmetrisch zusammenhén-
ger Menge von D bzw. D’ dies auch in D’ bzw. D ist, nicht nur die Komponen-
ten. Diese Mengen seien dann mit ZEM, (D, D), SZEM(D, D), ZEUM(D, D’)
etc. bezeichnet.

Da alle Pfade bei (Ko-)Homomorphismen, (Ko-)Dihomomorphismen und
(ko-)azyklischen Homomorphismen im (Ur-)Bld erhalten bleiben, sind dies
alles nur Qualifikationen von allgemeinen zirkuldren bzw. kozirkularen Homo-
morphismen, die mehr oder minder nahe an diesen andern Morphismenarten
dran sind. Die Schnittmenge solcher Morphismen mit den zirkuldren, mit
ZEMCire(D,D") = ZEM (D, D") N Circ(D, D") bezeichnet, ist darum hier
auch das eigentliche Untersuchungsobjekt.

Offenbar lassen sich alle Ergebnisse fiir zirkulare Homomorphismen di-
rekt auf kozirkuldre iibertragen, weswegen ich mich auf die zirkuldren be-
schranken werde. Es wird vielleicht eine Frage weiterer Forschung sein, die
zirkulér-kozirkuldren (d.i. CircKocire(D, F') := Circ(D, F))N Kocire(D, F))
Morphismen zu untersuchen, wozu ich aber im bisherige Verlauf meiner For-
schung keine nennenswerten Ergebnisse habe erzielen konnen.
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2 Vergleich mit andern Morphismenarten

2.1 Implikationen von Morphismenarten

Die néchste Aufgabe wird es sein, Unterschiede zwischen den verschiedenen
Morphismenarten darzustellen. Dabei ist folgende Charakterisierung zentral:

Satz 2.1. Jeder Dihomomorphismus und jeder Homomorphismus ist azy-
klisch, und jeder azyklische Morphismus ist zirkuldr.

Beweis. Sei f: D — F ein Dihomomorphismus. Nach Definition gibt es eine
Partition 6 einer Aquivalenzrelation ~ auf D, so dass f die Projektion von
D auf D/§ = F ist (d.h. f(v) = [v]~), wobei die Farbklassen V; = f~1({i})
jeweils azyklisch sind. Wenn nun ein Bogen (u,v) € D vorliegt, kann nach
so einer Konstruktion entweder v ~ v, d.h. f(u) = f(v), da [u]. = [v]~ oder
u o v sein. Im zweiten Fall muss aber, da F' = D/0, in F ein Bogen dquivalent
zu (u,v) vorhanden sein, d.h. es gibt einen Bogen (f(u), f(v)) € D. Damit
ist f ein azyklischer Homomorphismus.

Wenn f : D — F ein Homomorphismus, ist f offenbar azyklisch, da ja
dann f alle Adjazenzen erhalt.

Sei also f : D — F azyklisch. Angenommen, C' ist eine zyklische Knoten-
menge in D, es ist also f(C') zu untersuchen. Nehme C’ C C' als induzierten
Kreis an (wobei auch ein Digon reicht, es kann somit immer eine solche Kno-
tenmenge gefunden werden). Da f azyklisch ist, muss fiir die Knoten vy, ..., vg
von diesem induzierten Kreis entweder f(v;) = f(v;41) gelten oder ein Bogen
(f(vi), f(vig1) in F vorhanden sein. Damit ist f(C’) via f(vy), ..., f(vx), f(v1)
zyklisch, wenn C' nicht zu einem Punkt zusammentfillt, was aber unmoglich
ist, da azyklische Homomorphismen Difarbungen sein sollen, also eine solche
monochromatische Farbung des Kreises C” verboten ist. Damit gibt es einen
Kreis in f(C’") C f(C) fiir alle zyklischen Mengen C' C V(D), also ist f
zirkulér. [

(Dass azyklische Morphismen zirkulér sind, findet sich auch schon bei
Severino, [Sev14, 3.11))

Die Frage ist also, wenn wir das Verhéltnis dieser Mengen betrachten,
welche Einschrankungen an zirkuldre Morphismen gemacht werden miissen
um azyklisch, und welche an zirkuldre oder azyklische gemacht werden miis-
sen, um Dihomomorphismen oder Homomorphismen zu sein. Ein Spezialfall
ist dabei besonders einfach und wichtig:

Satz 2.2. Wenn D = S(D), d.h. D symmetrisch, gilt Circ(D, F') = Acyc(D,
F)= Hom(D,F) fir alle F.
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Beweis. Sei f ein zirkuldrer Morphismus auf D = S(D); es bleibt zu zeigen,
dass f ein Homomorphismus ist (die andern Richtungen folgen dann nach
dem obigen Satz). Sei (u,v) ein Bogen in D; da D = S(D) muss also auch
(v,u) ein Bogen in D sein. Offenbar ist dann u, v ein Digon, d.h. eine zykli-
sche Menge, und es muss auch f(u), f(v), zyklisch sein, also muss es Bogen

(f(w), f(v)) und (f(v), f(u)) geben, um f(u), f(v) zu einem Digon zu ma-
chen. Damit wird also Adjazenz erhalten und f ist ein Homomorphismus. [

Dagegen ist f auch auf symmetrischen F' nicht unbedingt ein Dihomomor-
phismus. Nehme dazu D = nK; an; offenbar ist hier jede mogliche Abbildung
zirkulér, azyklisch und sogar ein Homomorphismus fiir beliebige (auch nicht-
symmetrische) F, da es keine Bogen gibt, die hier Einschrankungen erzeugen
kénnten. Bei den Dihomomorphismen bedeutet das aber gerade, weil es keine
neuen Bogen geben kann, da sie ja als Quotienten konstruiert wurden, dass
hier nur F' = mK; fiir m € N in Frage kommen.

2.2 Die Zerlegung azyklischer Morphismen in Dihomo-
morphismen und Homomorphismen

Es gibt eine Moglichkeit, alle azyklischen Morphismen auf Dihomomorphis-
men und Homomorphismen zuriickzufiihren. Hierzu zunéchst folgende An-
merkungen.

Satz 2.3. Alle injektiven azyklischen Morphismen sind Homomorphismen.

Beweis. Azyklische Morphismen f haben ja bei allen Bogen (u, v) die Wahl,
entweder f(u) = f(v) zu setzen oder den Bogen im Bild zu erhalten. Da bei
injektiven azyklischen Morphismen die erste Moglichkeit wegfallt, miissen
alle Bogen erhalten bleiben, also ist f auch ein Homomorphismus. O]

Satz 2.4. Der einzige byjektive Dihomomorphismus ist die Identitdt, und alle
Dihomomorphismen sind surjektiv.

Beweis. Ein Dihomomorphismus ist ein Quotient, d.h. er reduziert im all-
gemeinen die Anzahl der Knoten; offenbar tut er es genau nur dann nicht,
wenn keine Knoten identifiziert werden, d.h. wenn f die Identitét ist. Offen-
bar muss auch auf jeden Knoten im Zieldigraphen abgebildet werden, da der
Zieldigraph als Quotient gerade das Bild des Digraphen ist, der partitioniert
wurde, d.h. der Dihomomorphismus ist surjektiv. O

Nenne eine Abbildung homomorph-kohomomorph oder auch homomorphe
Einbettung, wenn sie Adjazenz und Nichtadjazenz erhélt (analog zu der obe-
ren Definiton von Kozirkularitit etc.). Dies ist dquivalent zu der oberen De-
finition einer allgemeinen Einbettung, wenn man die Injektivitéit fordert, da
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sich dann allein daraus induziertes Enthaltensein ergibt. - Es gilt nun folgen-
de sehr allgemeine Darstellung:

Satz 2.5. Sei [ : D — F ein azyklischer Morphismus. Dann gibt es einen
Dihomomorphismus d : D — D', einen bijektiven Homomorphismus k :
D' — F’ und eine (injektive homomorphe) Einbettung i : F' — F, so dass
f=dokoi gilt, und alle drei Morphismen sind bis auf Isomorphie von D’
eindeutig bestimmt.

Beweis. Setze F' = Bild(f), und ¢ als Einbettung mit i(v) = v. Offenbar ist
i injektiv und homomorph-kohomomorph, da Bild(f) ein induzierter Subdi-
graph von F' ist. Offenbar ist ¢ also auch eindeutig bestimmt; nehme also, fiir
den weiteren Verlauf dieses Beweises, f surjektiv, d.h. i = idr an.

Setze D" = (V/(Buld(f)), {(f(z), f(¥))l(z,y) € A(D), f(x) # f(y)}) und
k: D" — F' mit k(v) = v. Offenbar ist k£ bijektiv und ein Homomorphismus,
da fir (z,y) € A(D) mit f(z) # f(y) nach Definition der Bogen erhalten
bleiben muss, da (f(z), f(y)) = (u,v) insbesondere in A(Bild(f)) = A(F")
liegt. Es bleibt noch zu zeigen, dass das sich ergebende d tatséchlich ein
Dihomomorphismus ist. - Setze V, := f~'({u}) fir alle u € V(Bild(f)).
Da f als azyklischer Morphismus eine Difarbung ist, sind alle V,, azyklisch.
Es ist zu zeigen, dass D' = D/{V,|u € V(Bild(f))}. Wenn es einen Bo-
gen (x,y) in D gibt, gilt ja nach Definition von D', wenn f(z) # f(y) ist,
(f(x), f(y)) € A(D"). Umgekehrt, wenn es einen solchen Bogen (x,y) nicht
gibt, so kann ein Bogen (f(x), f(y)) gar nicht in D" vorkommen, da D’ ja
nur solche Bogen enthélt, fiir die es Pendants in D gibt. Damit ist aber D’
bereits ein Quotient von D nach den V,;; und also ist d : D — D', d(v) = f(v)
ein Dihomomorphismus.

Es bleibt zu zeigen, dass dies die einzigen moglichen d, k, 7 sind. Fiir ¢ ist
dies offenbar, da 7 injektiv und eine Einbettung sein sollte, also nur durch
F’ und F bestimmt sind. Da kein kleineres F’ moglich ist, da sonst Bil-
der von f verloren gingen, und ebenso kein groferes, da k bijektiv sein soll
und d als Dihomomorphismus surjektiv, muss F’ = Bild(f), also i wie an-
gegeben sein. - Es soll £ bijektiv und ein Homomorphismus sein. Da also
nur Bogen hinzugefiigt werden kénnen, keine weggenommen, und auch alle
Bogen hinzugefiigt werden miissen, fiir die es kein Pendant in D gibt (da
sonst d kein Dihomomorphismus sein kann, weil es sonst Bogen in D’ gébe,
die nicht aus der Quotientenoperation hervorkommen wiirden), so ist k da-
durch bis auf Isomorphien innerhalb D’ eindeutig bestimmt, da sie immer
vorkommen konnen (bei jeder denkbaren Morphismenart zumindest, wo der
Zielgraph nicht durch den Ursprungsgraph definiert ist - was nur bei den
Dihomomorphismen der Fall ist). d schlieflich ist eindeutig definiert, da D’
als Knotenmenge das Bild von f hat, und ja f = d o k o ¢ gelten soll, und
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Abbildung 4: Ein komplexer fundamentaler zirkuldrer Morphismus

schon k(v) = v,i(v) = v gilt, d.h. d(v) = f(v) gelten muss. Dass d nach den
gemachten Einschrankungen im Zielgraphen ein Dihomomorphismus ist, ist
bereits erwiesen; damit folgt die Behauptung. O]

Korollar 2.6. Homomorphismen sind genau die azkylischen Morphismen,
fur die d ein Quotient iber unabhdngige Mengen ist.

Bewers. Offenbar, wenn die Mengen jeweils unabhingig in D, werden keine
Bogen verschluckt, also ist f ein Homomorphismus. Umgekehrt, wenn f ein
Homomorphismus ist, gilt V,, = f~'({u}) mit D[V,] = |V,|K;, da sonst ein
Bogen auf (u,u) reduziert werden miisste, was unmoglich ist, da damit die
Bogenrelation nicht, wie in der Definition gefordert, irreflexiv wére. Also sind
alle V,, unabhéngig. O

Korollar 2.7. Surjektive azyklisch-koazyklische Morphismen sind Dihomo-
morphismen.

Beweis. Da f azyklisch und koazyklisch ist, werden sowohl Adjazenz als auch
Nichtadjazenz erhalten, wenn keine Knoten zusammnfallen; offenbar ist dann
aber f = d, da sonst weitere Bogen oder Knoten hinzukommen miissten, was
nach Nichtadjazenzerhaltung und Surjektivitit ausgeschlossen ist. O]

Es gibt aber auch nicht azyklisch-koazyklische Dihomomorphismen, etwa
Ky U Ky — Ky, wo der isolierte Knoten mit einem der beiden andern ver-
eint wird, da hier die Nichtadjazenz dieses Knotens zum gegeniiberliegenden
Knoten in Ky zerstort wird.

2.3 Fundamentale zirkulare Morhismen

Man kann nun dieselbe Reduktion auf zirkuldren Morphismen ansetzen: f =
d o k o i, wobei 7 eine Projektion und £ ein bogenhinzufiigender Isomorphis-
mus ist. (Der Beweis fiir die Eindeutigkeit ist analog zum oberen.) d ist
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hier allerdings, da nur Bogen in Betracht kommen, die an Kreisen beteiligt
sind, noch zu allgemein; setze also d = [ o d’, wobei [ ein bogenentfernen-
der Isomorphismus ist. Offenbar ist Bild(l) der Digraph, der entsteht, wenn
man alle Bégen zwischen zwei starken Komponenten entfernt (da diese nie
zu Kreisen gehoren konnen, und jeder Bogen innerhalb einer starken Kom-
ponente als Sehne an einem Kreis ebenfalls an einem Kreis beteiligt ist). -
Setze zur Vereinfachung voraus, dass D stark zusammenhéngend ist, da d
sonst je pro starker Komponente definiert werde konnte. Nenne d dann einen
fundamentalen zirkuldren Morphismus. Fundamentale zirkuldre Morphismen
sind allerdings sehr viel komplexer als Quotienten; z.B. ist

fiCi—= 2Ky, mit f(1) =1, f(3) =2, f(2) = 1, f(3) = 2

fundamental und zirkuldr, aber kein Quotient (siche Abb.); ganz im Ge-
genteil liegt hier F' im Komplement von D, nicht als Quotient in D selbst.
Weil solche Zerlegungen schnell sehr uniibersichtlich werden, gerade wenn
die Bildkreise Knoten gemein haben, werde ich diese Art der Untersuchung,
die fundamentalen Morphismen zu isolieren, hier erst einmal iibergehen und
zirkuldre Morphismen im allgemeinen untersuchen; ich vermute aber, dass
wenn man die fundamentalen Morphismen irgendwie kategorisieren konnte,
sich viele Fragen vereinfachen wiirden, und somit diese Frage ein wesentli-
cher Ansatzpunkt kiinftiger Forschungen werden koénnte. (Man koénnte sich
hier etwa fragen, ob das genannte Beispiel verallgemeinerbar ist, etwa ob das
Komplement von D im Allgemeinen etwas mit dem Bild von f zu tun hat
etc.)
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3 Teilmengen- und Quotientensatze

3.1 Fundamentale Teilmengensatze

Die Frage, wie ein zirkularer Morphismus selbst zerlegt werden konnte, habe
ich am Ende des letzten Kapitels als schwieriges Problem offen gelassen; aber
es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Morphismenmengen zu zerlegen, so
dass sie Strukturen offenbaren, die vielleicht fiir die Untersuchung der Mor-
phismen selbst und der ihnen zugrunde liegenden Strukturen und Symme-
trien hilfreich sein konnen. Zunéchst einige fundamentale Sitze, die direkt
aus der Definition folgen, und ebensosehr auch fiir die andern Morphismen-
arten ihre Giiltigkeit behalten, und nach der vorherigen Charakterisierung
der Morphismenarten in diesen Varianten je auch impliziert enthalten sind:

Satz 3.1. Fir F C F' gilt Circ(D, F) C Cire(D, F')

Beweis. Offenbar ist jede Abbildung nach F' auch eine Abbildung zu dem
(nicht notwendig induzierten) Teilgraphen von F’, der zu F' isomorph ist,
da in F’ nach Voraussetzung alle Bogen aus F' erhalten bleiben, also die
Zirkularitét sich iibertragt. O]

Korollar 3.2.

Cire(D, |V (F)|K,) C Cire(D, 5(F))

c cCr
S Cire(D,O(F)) € Cire(D, F) C Circe(D, Kjyr)|)

Da Cire(D, K,,) genau die n-Difarbungen von D sind, sind offenbar alle
zirkuldren Morphismen nach F auch |V (F)|-Difarbungen von D. Sie werden
daher auch (zirkulédre) F-Féarbungen von D genannt.

Dies gilt analog fir Hom(D, F'), Acyc(D, F'), aber nicht fir Dihom(D, F')
- da hier F' selbst von D abhéngt und nicht beliebig vergrofsert werden kann.

Satz 3.3. Fir D C D' gilt Circ(D', F)|p C Circ(D, F)

Beweis. Da alle Subdigraphen von D’ héchstens weniger Knoten und Bogen,
also auch weniger Zyklen haben kénnen, ist jede beliebige Einschrankung auf

kleinere Digraphen nur ein Entfernen gewisser Bedingungen, daher sind alle
Morphismen aus Circ(D’, F)|p auch in Cire(D, F). O

Korollar 3.4.

| . Cire(S(D), F)
CZTC(K\V(D)hF) C Cire(D, F) < Circ(O(D), F)

Auch dies gilt analog fiir Hom(D, F) und Acyc(D, F'), allerdings hier
auch fiir Dihom(D, F'); es gilt sogar, wie man leicht sehen kann:

C Circ(|V(D)|Ky, F)
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Korollar 3.5. Sei D C D’ ein induzierter Subdigraph mit Knotenmenge
V =V(D) C V(D) =V'. Dann ist Dihom(D', F)|D = Dihom(D U [V \
VI|Ky, F).

Beweis. Offenbar sind, wenn man nur einen kleineren Abschnitt betrachtet,
die dufseren Knoten unwichtig, und kénnen tiberallhin zugeordnet werden; das

ist aber unter Dihomomorphismen gerade das Verhalten isolierter Knoten.
O

Eine entsprechende Konstruktion gibt es fiir Kodihomomorphismen mit
Kodihom(D x
Kynyy, F), und der Satz gilt analog auch fiir allgemeine zirkuldre Morphis-
men, wenn man die Einschrankung so versteht, dass die andern Knoten noch
immer vorhanden sind. Da aber ohne diese andern Knoten im Falle allge-
meiner Morphismen &ufsere Kreise, die innerhalb von D zu nichtzyklischen
Bogenziigen verkiirzt worden sein konnten, vorkommen konnen, so betrach-
ten wir diesen Fall im weitern Verlauf nicht und gehen erstmal nur von dem
oberen, sehr allgemeinen Teilmengensatz aus.

3.2 Der Symmetriebegriff von zirkularen Morphismen

Eines der Themen, das im weiteren Verlauf dieser Arbeit eine bedeutende
Rolle spielen wird, ist das Verhéltnis von D und S(D) in den Morphismen-
mengen. Hierzu ergibt sich zunéchst folgendes, die ndchste Definition moti-
vierende Ergebnis:

Satz 3.6. Fir alle Digraphen D, F gilt Circ(S(D), F) = Circ(S(D), S(F)) =
Hom(S(D),S(F)) = Acyc(S(D), S(F)).

Beweis. Da in S(D) alle Bogen, die keine Digons sind, entfernt wurden, sind
fiir Abbildungen von S(D) aus auch nur Digons von belang. Da nun aber jedes
Digon, da es zyklisch ist, ebenfalls ein Digon als Bild haben muss, kann man
alle andern Bogen im Bild ebenfalls entfernen, also kann der Bildgraph auf
S(F') reduziert werden. Jeder solcher Morphismus erhilt also Adjazenz, damit
ist er auch ein Homomorphismus; d.h. Cire(S(D), F) C Hom(S(D), S(F)).
Mit diesem Ergebnis fiir die umgekehrte Richtung und der vorherigen Unglei-
chung Hom(D, F') C Acyc(D, F) C Cire(D, F) folgt somit die behauptete
Gleichheit. m

Korollar 3.7. Cire(S(D),O(F)) = Cire(S(D), |V(F)|Ky) ={f|f: V(D) —
V(F)} wenn S(D) = |V(D)|K;, d.h. D = O(D), sonst ist die Menge leer.
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Korollar 3.8.
Cire(D, F) = Circ(S(D), F) < Circe(D, F) = Circ(S(D), S(F))

Daher lédsst sich ein Begriff definieren, der abhéingig vom gegebenen F
den Grad der Symmetrie (und d.h. auch der Ahnlichkeit der zirkuldren Mor-
phismen zu Homomorphismen) bemisst, ndmlich die F-Symmetrie:

Definition 3.9. D heifst F-symmetrisch, wenn Cire(D, F) = Cire(S(D), F)
bzw. Circ(D,F) = Circ(S(D),S(F)). Analog heift D F-asymmetrisch,
wenn dies nicht gilt.

Entsprechend heiftt D F-ko(a)symmetrisch, wenn Clirc(D, F') = Clirc(D, S(F))
(nicht) gilt; da aber hier keine Reduktion von D moglich ist, da ja auch grofe
Kreise auf ein Digon abbilden, gehe ich auf diesen Begriff hier nicht viel wei-
ter ein, er konnte aber fiir weitere Untersuchungen eine leitende Funktion
spielen (etwa in der Frage, welche Ergebnisse sich von der Symmetrie auf die
Kosymmetrie iibertragen liefse).

Aus diesem Begriff ergeben sich nun folgende vier Probleme:

1. RSym(D): Welches F' gibt es, so dass D F-symmetrisch ist?
2. RASym(D): Welches F' gibt es, so dass D F-asymmetrisch ist?
3. LSym(F): Welches D gibt es, so dass D F-symmetrisch ist?

4. LASym(F): Welches D gibt es, so dass D F-asymmetrisch ist?

Es wird sich am Ende dieser Arbeit zeigen, dass diese Probleme ganz
ungleichgelagert sind, allerdings die genaue Darstellung ihres Verhéltnisses
weiterhin aussteht.

3.3 Quotienten und Ersetzungsgraphen

Eine weitere Frage, die mit der Ahnlichkeit von Morphismenmengen zusam-
menhéangt, ist, wann Digraphen hinreichend &hnlich sind, um die Mengen
gleich werden zu lassen, ohne dass dies, wie bei der Symmetrie, eine i.A.
noch zu untersuchende Eigenschaft ware, sondern wo sich dies allgemein be-
wiesen liefse. Ein sehr allgemeiner Fall sind Multiplikationen von Knoten. Ich
beginne hier mit einem einfachen Spezialfall:

Satz 3.10. {(wo f,(f~*({0}), f*{1})|f € Cire(D, F[2,1,...,1])} =
{(f, (A1, A2))|f € Circ(D,F),A; U Ay = f~1(v1)} wobei m die Projektion
von F[2,1,...,1] auf F ist.
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Beweis. Bezeichne die Knoten von F' = F[2,1,...,1] mit {0,1,...,n} und die
von F mit {1, ...,n}. Offenbar ist, da 0,1 in F’ unabhéngig, A = f"~1({0,1})
azyklisch fiir alle f € Circ(D,F"). Setze A; = f~1({0}), Ay = f~1({1}),
und f: D — Fmit f(v) = f'(v) fiir f'(v) € {1,...,n}, f(v) =1fir f'(v) = 0.
Offenbar ist dann f = 7o f’. Da f’ zirkulér ist, ist es auch f, da ansonsten
Zyklen in F’ sein miissten, die in F' verschwinden, was aber unmdglich ist,
da in einer zyklischen Menge in F’, wo 0 oder 1 beteilgt ist, alle Kreise
aukerhalb verlaufen miissen, da es in {0,1} keinen Kreis gibt, und beide
nach Konstruktion dieselben Verbindungen haben; also haben alle Kreise 0
oder 1 nur als Eckpunkt, und durch die Kontraktion von {0, 1} zu {1} &ndert
sich an der Zirkularitit nichts, also ist f zirkuldr. Umgekehrt, wenn ein Paar
(f, (A1, As)) gegeben, ist f bereits zirkuldr, und die Aufspaltung von 1 in
die beiden Knoten 0,1 macht keine Bildmengen von f aus D nicht-zyklisch,
also bleibt die Zirkularitat auf F’ erhalten. Damit ist f' € Cire(D, F') gdw.
f=mof € Cire(D,F), und die Behauptung ist bewiesen. ]

Nach vollstdndiger Induktion (ggf. mit zwischenzeitlich veranderter Num-
merierung) folgt:

Korollar 3.11. {(mo f,((f " (v1,1), ., [T (V1my,))s s (T 0w (m)12)5 oo

7 @y g DI € Cire(D, Fln, omiyen)} = {0 (A o Ar,),
ey (A|V(F)|,1; ey A|V(F)‘7nvlv(p>‘ )))‘f S Ci?”C(D, F), UjAm = f_1<Ui)}, wober
7 Flng, ...,nyy] — F die kanonische Projektion ist.

Damit ist z.B. Circ(D, K,y ) darstellbar durch Clire(D, Ksy); Cire(D,nk;)
durch Cire(D, K;) etc. Insbesondere ist Cire(D, F') selbst, vermittelst A, ; :=
f7Y(v;) und alle andern leer, eine echte Teilmenge von Circ(D, F'). Eine
ahnliche Teilmengenrelation dieser Art erhélt man durch Multiplikation im
Ursprungsgraphen:

Satz 3.12. {(f|v1,1u{v¢\i22}v f|U1,2U{Ui|’i22})|f € CZTC(D[27 17 1]’ F)} = {(fb f2)|
f1, f2 € Cire(D, F), fi(v) = fa(v)Vv # v}

Beweis. Fur f' € Cire(D',F) mit D' = D[2,1, ..., 1], setze f1(v) = fo(v) =
fv) fur v # 1; fi(1) = f'(0), fo(1) = f'(1). Offenbar sind fi, f> je auf D
zirkulédr, da eine in D zyklische Menge auch durch f1, fo in D’ eingebettet
zyklisch bleibt, und diese also im Bild bereits zyklisch sind, da f’ auf D’
zirkuldr ist. Umgekehrt, wenn f;, fo zwei auf D zirkuldre Funktionen, die
bis auf den Knoten 1 iibereinstimmen, dann ist die dadurch konstruierte
Funktion f' € Cire(D',F) auch zirkuldr, da jeder induzierte Kreis bzw.
jedes Digon in D’ nur entweder 1 oder 0 enthélt, und jede dieser beiden
Knotenmengen durch f; bzw. f; auf eine zyklische Menge abgebildet werden;
damit ist aber f’ bereits zirkuldr. Damit folgt die Behauptung. ]

lnoy p
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Mit vollstéandiger Induktion folgt:

Korollar 3.13. {(f|{,,, ... ”|V<D>|,i|V(D)‘})VklgikS”k’f € Circ(D[ny, ...,nyv (o)), F)
{(fir,..., i‘V(D)|)Vk1§ik§nk|fi1 ...... ijvpy € Cire(D, F), (ix = 1}, = fi, ... i‘V(D”(Uk) =

ety oy (V)i i) iy LS00 S

Damit ist insbesondere Circ(Dny, ...,n|V (D)) darstellbar durch Circ(D, F)
fiir die Morphismen, die alle n; Kopien von v; je gleich abbilden. Aller-
dings kann man hier, da alle Kopien unabhéngig sind, keine Mengengleich-
heit erzeugen, dafiir aber eine Zerlegbarkeit von Circ(D[ny, ..., njv(py], ) in
Circe(D, F)r>->mvl | die viele Fragen auf Clire(D, F') zurtickwirft.

Diese Satze lassen sich nun sehr weit verallgemeinern, wenn man die Zu-
sammenhangseigenschaften von D bzw. F betrachtet, um damit die Erset-
zung durch allgemeine (azyklische) Teildigraphen D; bzw. F; betrachten zu
konnen:

Satz 3.14. Wenn D;, F; azyklisch sind, gilt Circ(D[Dy, ..., Dy, F[F, ..., F,]) =
CiTC(DHDllKl, cevy |Dn’K1], F[|F1|K1, ceey ’Fanl])

Beweis. Zirkuldre Morphismen sind nur iiber die Zyklen definiert, betrachte
also eine beliebige Funktion aus der ersten Menge und einen induzierter Kreis
/ Digon C. Da D; azyklisch, kann der Kreis nicht ganz innerhalb einem
D; verlaufen; also muss er zumindest teilweise aufierhalb verlaufen. Sei v €
CND;, und v,v,...,w,w der Pfad, den C' innerhalb D; nimmt, wobei v, w
aufkerhalb D;-s verlaufen. Da D; einen Knoten 7 ersetzte, haben alle Knoten
in D; dieselben Verbindungen; damit ist aber bereits v, v, W ein ausreichendes
Bogenstiick. Da nun C' induziert war, kann tiberhaupt kein Bogen innerhalb
D;-s verlaufen; es macht also auch keinen Unterschied fiir die Zirkularitét,
wenn samtliche Bogen entfernt werden.

Betrachte jetzt das Bild von C, d.h. f(C'). Wenn man alle Bogen inner-
halb der Fj-s entfernt, ergibt sich derselbe Effekt: Da kein induzierter Zykel
innerhalb ihrer verlauft - und nach Voraussetzung f(C') zyklisch sein muss,
also insbesondere einen induzierten Zykel hat - gilt dasselbe nach Entfer-
nen der inneren Bogen, und die Zirkularitat bleibt erhalten. Damit ist die
Gleichheit bewiesen. O

Ein analoger Beweis ergibt iibrigens folgendes

Korollar 3.15. Seien D', F' die Digraphen, die man aus D, F erhdlt, wenn
man alle Bogen zwischen starken Komponenten entfernt. Dann gilt Circ(D, F') =
Cire(D', F").

Offenbar folgt nun daraus:
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Satz 3.16. Circ(D[Dy, ..., D,], F[|F1| Ky, ..., |Fn| K1) C Cire(D]|Dq| Ky, ...,
DK, FII R Ky, oo |Fnl]) € Cire(D[ DKy, ., | Dl K], FF, o, o),
und es gilt genau dann Gleichheit in der ersten Ungleichung, wenn die D;
azyklisch sind, und dann Gleichheit in der zweiten Ungleichung, wenn die F;
azyklisch sind.

Beweis. Fir F;, D; diskret ist die Gleichheit schon bewiesen. Offenbar miis-
sen fiir die erste Gleichheit alle D; azyklisch sein, da sonst die Farbungen,
die allen Knoten aus D; dieselbe Farbe zuweisen (d.i. die Einbettungen aus
Circe(D, F)), nicht enthalten wéren, dagegen bei azyklischen D; kein neuer
Kreis entsteht, der nicht ebenso iiber einen Knoten aus D; nur als Eckkno-
ten verlauft, wie oben bereits beewiesen. Die Ungleichung gilt darum, dass
durch das Einfiigen von Kreisen in die D; neue Bedingungen fiir die Farbun-
gen entstehen, aber alle alten Bedingungen erhalten bleiben, d.h. vermittelst
DI|D1| Ky, ..., |Dy| K1) € D[Dy, ..., D,] die Menge enthalten ist. Analog gilt
vermittelst F[|Fy| Ky, ..., |Fn|K1] C F[Fy, ..., F,] die zweite Ungleichung. Die
zweite Gleichheit ist fiir den Fall, dass F; azyklisch, auch schon bewiesen; sei
also F; zyklisch. Dann konnte man einen beliebigen Zykel aus D auf F; ab-
bilden, also wéire Morphismenmege grofer als vorher, womit die Ungleichung
im Allgemeinen gilt; ob sie dann aber mit Gleichheit erfiillt ist, steht hier
noch offen. O

Vermutung 1. Circ(D[|D;|Ky, ..., , |Dy|Kq], F[|Fi| Ky, ..., | Fin K1) =
Cire(D[|D1|Ky, ..., |Dn| K], F[FY, ..., F)) gilt genau dann, wenn alle F; azy-
klisch sind

Dazu wére zu beweisen, dass es fiir zyklische F; immer einen Morphismus
in Cire(D, F[Fy, ..., F,]) \ Cire(D, F[|Fi| Ky, ..., |Fn|Ki]) gibt, was noch eine
vollig offene Frage ist.

Ebenso ist das Verhéltnis zu Circ(D[Dy, ..., Dy, F') theoretisch zwar vol-
lig klar, aber durch die Vielzahl von Morphismen in Cire(D, F') fiir einen
Morphismus aus Circ(D[Dy, ..., D,], F) ist die Moglichkeit konkreter Berech-
nungen doch stark eingeschrinkt, wodurch etwa die Frage von Ordnungsei-
genschaften sich nicht ohne weiteres iibertragen, sondern i.A. nur Existenz-
fragen (wie sie fiir die Symmetrie auch sehr wichtig sind, fiir welchen Zweck
diese Konstruktion auch urspriinglich ersonnen wurde).

Wenn nun D' = D[Dy, ..., D,] bzw. F' = F[F}, ..., F,,,] gegeben ist, ist of-
fenbar bereits die Konstruktionsweise eine Zerlegung der Knoten in azyklische
Teilmengen, so dass fiir den Quotienten gilt: D'/(Dy, ..., D)) = D, F'/(F}, ...,
F,,) = F. Offenbar ist diese Zerlegung ein Dihomomorphismus. Man kénnte
nun vermuten

Cire(D, F) = Circe(D', F") fiir D', F’ dihomomorphes Bild von D, F
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aber dies ist im allgemeinen nicht richtig; so ist etwa D dihomomorph adquiva-
lent zu Ky(py [APMBORM1S, 21], aber i.A. Clirc(D, F') # Clirc(Kypy, Kyr)),
gerade wenn D nicht symmetrisch, da sonst nur diskrete Abbildungen iiber-
haupt zugelassen werden wiirden - Es gilt aber umgekehrt:

Satz 3.17. Wenn D;, F; azyklisch, D', F' Quotient aus D, F nach den D;
bzw. F;, dann ist Cire(D', F')[{D;},{F;}] C Circ(D, F)

Beweis. Nehme einen beliebigen Morphismus f € Circ(D’, F'). Offenbar ge-
hort die Funktion, die eine Kopie von f(vp,) allen Knoten aus D; zuord-
net, zu Cire(D, F), d.h. diese Représentation von Circ(D’, F') liegt ganz in
Cire(D, F). O

Umgekehrt geht es aber nur, wenn jeder innere Weg der D; zu einem
Eckknoten verkiirzt werden kann; da im allgemeinen aber
D # (D/(Dy,...,Dyn))[Ds, ..., D], da durch die Ersetzungsoperation jedem
Knoten dieselbe Adjazenz zugeordnet wird, was vorher nicht der Fall gewesen
sein musste, kann hier nur eine Teilmenge weitergelten, namlich die, die auch
vorher schon alle Bedingungen erfiillt haben, die durchs Hinzufiigen dieser
(moglicherweise sehr vielen) Bégen an die einzelnen Knoten von D; entstehen;
jene Morphismen sind dann genau die in Cire((D/(Dy, ..., Dy))[D1, ..., Dyl, F).

3.4 Zirkulare Charakterisierung vollstindiger Digraphen

Zum Abschluss dieser Betrachtungen folgt noch eine zirkuldre Charakterisie-
rung von vollstdndigen Digraphen, die eine Umkehrung der oben angegebenen
Teilmengenrelationen benutzt:

Satz 3.18. D ist genau dann vollstindig, wenn es nur dann zirkuldre Abbil-
dungen von D in solche F gibt, fir die D in F (nicht notwendig induziert)
enthalten ist. Kurz: D = Ky py < (Cire(D,F) #0 = D C F).

Beweis. Wenn D vollstandig ist, muss das Bild von D in F' alle Kreise, d.h.
insbesondere alle Digons erhalten; damit ist das Bild eine Clique der Grofe
von |V (D)], ist also selbst eine Kopie von D. Wenn D dagegen unvollstandig
ist, muss (D) < |V(D)]| gelten, da es sonst keine azyklische Menge in D
gibe, D also vollstdndig wére (sonst gilt ja hochstens ¥(D) = |[V(D)| — 1,
wenn etwa D = K, — e fiir einen Bogen €). Da es aber immer Abbildungen
von D nach Kgpy gibt, da jede Minimalfarbung in Kgp) offenbar alle Kreise
erhélt, und D nicht in Ky(p) enthalten sein kann geméf |V (Kypy)| = X(D) <
|V(D)|, ist die Aussage tiber D offenbar falsch. Also gilt sie genau dann, wenn
D vollstandig ist. O]
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4  Symmetrien und Muster

Nachdem ich im vorhergehenden Kapitel verschiedene Teilmengenrelationen
sehr allgemeiner Art betrachtet habe, ist es nun an der Zeit, konkreter auf das
Thema dieser Arbeit, auf die Symmetrien einzugehen. Hier habe ich die meis-
ten konkrete Ergebnisse finden konnen, die die Frage, fiir welche Digraphen
D, F jeweils D F-symmetrisch ist, auf ziemlich begrenzte Gebiete einschran-
ken. Ich betrachte hier zunéchst allgemeine Symmetriesétze, die diejenigen
Digraphen genau beschreiben, die absolut antisymmetrisch bzw. fast symme-
trisch sind, also entweder fiir alle F' oder fiir keines F'-symmetrisch sind. Diese
Graphen lassen sich durch eindeutige Kriterien auszeichnen, die die Form von
Mustern annehmen, die bestimmte induzierte Digraphen bezeichnen, die D
enthalten muss bzw. nicht enthalten darf; darum werde ich danach die Skizze
einer allgemeinen Theorie jener Muster darstellen, die zwar die wesentlichen
Fragen und Begriffe noch offen lisst, aber zumindest im Ansatz beantwortet,
welche Probleme hier durch endliche Minoren beschrieben werden kénnen
und welche nicht. (Daran schliefst sich sich dann auch die im néchsten Kapi-
tel geleistete Analyse des Asymmetrie-Begriffs bzgl. vollstandigen Digraphen
an.)

4.1 Allgemeine Symmetriesatze

Zunachst lassen sich zwei sehr allgemeine Ergebnisse festhalten, die absolut
antisymmetrische bzw. fast symmetrische Digraphen eindeutig charakterisie-
ren.

Satz 4.1. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) D ist induziert kreisfrei
(i1) D ist F-symmetrisch fir alle F'

(111) D ist K,-symmetrisch fir alle n € N.

Beweis. (i) = (ii): Eine Funktion liegt in C'irc(D, F') ja genau dann, wenn
sie induzierte Kreise und Digons auf zyklische Mengen abbildet; da es nach
Voraussetzung keine induzierten Kreise in D gibt, sind die Digons die einzigen
Bedingungen, d.h. die Funktionen sind genau solche, die Digons auf zyklische
Mengen abbilden - was aber genau die zirkuldren Morphismen auf S(D) sind,
d.h. Cire(D, F) = Circ(S(D), F).

(ii) = (iii) Setze F' = K, die Behauptung folgt unmittelbar.

(iii) = (i) Angenommen D wire nicht induziert kreisfrei, sondern hét-
te einen induzierten Kreis C' = C;. Dann wire die Beschriftung von D, die
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alle Knoten von C' mit einer, alle andern Knoten aber mit je verschiedenen
andern Zahlen beschriftet, sicher eine S(D)-Farbung, da ja die Digons nicht
innerhalb von C' verlaufen, die adjazenten Knoten von S(D) also verschieden
gefiarbt sind, aber offenbar keine D-Farbung, da ja C' dabei ein monochro-
matischer Kreis wére; damit ist diese Farbung in Circ(S(D), Ky (p)—it+1) \
Cire(D, Kjyv(p)|-it1), und D ist Kjy(p)—it1-asymmetrisch, im Widerspruch
zur Voraussetzung, dass D K,-symmetrisch sei fiir alle n € N. Also ist D
induziert kreisfrei. O

Korollar 4.2. Wenn D einen induzierten Kreis der Linge i enthalt, ist D
K|y (p)|-i+1-asymmetrisch, und offenbar auch K, -asymmetrisch fir alle n >
\V(D)| —i+ 1 (da das Gegenbeispiel offenbar von S(D) aus zirkuldr auf
grofiere K,, abbildet und von D aus nicht).

Ich mé6chte hierbei noch eine Menge von Digraphen anfiihren, die sdmtlich
induziert kreisfrei sind und mich {iberhaupt zu diesem Satz angeregt haben:

Definition 4.3. D heifst perfekt, wenn Y(H) = w(H) fiir alle H C;,,4 D ist.

Satz 4.4. D ist genau dann perfekt, wenn S(D) perfekt und D induziert
kreisfrei ist.

Beweis. |[AH15, Th. 3] Wenn S(D) nicht perfekt wire, gébe es ein H Cq
S(D) mit w(H) < X(H). Mit H = S(D[V(H)]) und w(F) = w(S(F)) fir alle
P, folgt w(D[V(H)]) = w(S(DIV(H)]) = w(H) < X(H) = x(S(D[V(H)])) <
X(D[V(H)]), d.h. D ist nicht perfekt. Wenn D nicht induziert kreisfrei, ist
D mit w(C,) =1 < 2 = x(C,) ebenfalls nicht perfekt.

Es gilt nun noch zu zeigen dass wenn S(D) perfekt ist, aber D nicht, D
nicht induziert kreisfrei sein kann. Sei H C;p D mit w(S(H) = w(H) <
X(H), und f eine w(S(H))-Farbung von S(H), die nach Perfektheit von
D existiert und offenbar keine giiltige Farbung von H ist. Damit muss es
einen monochromatischen Kreis in H geben, dessen Knotenmenge kein Digon
aufspannen darf, da f auf S(H) ja eine giltige Farbung ist; also sind alle
Sehnen einseitig, und es ldsst sich je eine Seite des Kreises wegnehmen bis
man zu einem induzierten monochromatischen Kreis gelangt. Damit ist aber
H nicht induziert kreisfrei, also ist es auch D nicht. O

In demselben Paper von Andres und Hochstéttler [AH15] werden noch
folgende zwei Charakterisierungen fiir perfekte Digraphen angegeben, die aus
den Eigenschaften perfekter Graphen geschlossen sind:

Korollar 4.5. [AH15, Kor. 5] D ist genau dann perfekt, wenn es weder ge-
richtete Kreise, noch ungerichtete Kreise Cy,1 flirn > 1, noch Komplemente
solcher ungerichteten Kreise als induzierte Subdigraphen enthdlt.
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Korollar 4.6. [AH15, Th. 9] D ist genau dann perfekt, wenn der unter-
liegende Graph vom Komplement von D perfekt ist und jede Clique von D
in diesem Komplement einen azyklischen Subdigraphen induziert. (Man sagt
auch, das Komplement ist eine cliquen-azyklische Superorientierung von ei-
nem perfekten Graphen.)

Die perfekten Digraphen werden nachher bei der Untersuchung der diho-
momorphen Cores noch einmal vorkommen. Ansonsten verweise ich zu die-
sem Thema auf das zitierte Paper und die daran anschliefende Untersuchung
von Andres et al. [ABHW19], die ich hier nicht genauer darstellen kann, da
sie mit dem Symmetriebegriff nicht viel zusammenhéangt, sowie eine genauere
Darstellung der perfekten Graphen voraussetzt, die nicht zum Themengebiet
dieser Arbeit gehoren. Das Hauptergebnis aus [AH15] ist aber dazu durchaus
wichtig, da es mir {iberhaupt gezeigt hat, wie Symmetriebeweise zu fiihren
sind, so wie hier die F-Symmetrie iiber alle F' fiir perfekten Digraphen be-
wiesen wurde.

Zum néchsten Satz benétigen wir folgendes

Lemma 4.7. Wenn D azyklisch ist, sind alle Abbildungen von D zu jedem
F zirkuldr, und fir azyklische F sind dies auch die einzigen maoglichen Ab-
bildungen nach F.

Beweis. Wenn D azyklisch ist, gibt es offenbar keine zyklische Knotenmenge
in D, damit aber auch keine Bedingungen fiir zirkuldre Morphismen; also ist
bereits jede Knotenabbildung zirkular. Wenn F' umgekehrt azyklisch ist, und
D nicht azyklisch ware, miisste man einen Zykel aus D auf eine zyklische
Knotenmenge in F' abbilden, was unmdglich ist, da es eine solche nicht gibt,
also muss in so eine Fall D auch stets azyklisch sein, wenn es iiberhaupt
zirkuldre Morphismen von D nach F' geben kann. O

Satz 4.8. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) D = O(D) ist nicht azyklisch
(ii) D ist F-asymmetrisch fir alle F

(i1i) D ist K;-asymmetrisch.

Beweis. (i) < (iii): Da D = O(D), ist S(D) = |V(D)|K;, d.h. azyklisch,
also ist die triviale und einzige Abbildung von S(D) nach K zirkuldr; da
aber D nicht azyklisch, ist diese Abbildung nicht zirkular auf D, d.h. sie ist
in Circe(S(D), K;) \ Cire(D, K;), also ist D K;-asymmetrisch. Wenn umge-
kehrt D Ki-asymmetrisch ist, muss es ein Gegenbeispiel, d.h. eine zirkulére

40



Abbildung von S(D) nach K; geben, d.h. S(D) muss azyklisch sein, da es K
ist. Damit dies ein Gegenbeispiel ist, darf diese Funktion aber nicht zirkulér
auf D sein, d.h. D muss zyklisch sein, also folgt dass D = O(D) und D nicht
azyklisch sein muss.

(i) < (iii): Wenn D F-asymmetrisch ist fiir alle F', ist D offenbar auch
Ki-asymmetrisch. Umgekehrt, wenn D Kj-asymmetrisch, bilde man D ganz
auf einen beliebigen Knoten in F' ab, d.h. wir betrachten eine beliebige kon-
stante Funktion f : V(D) — V(F). Offenbar, da nach dem erste Teil D =
O(D) nicht azkylisch, ist dies keine zirkulére Abbildung auf D, da D nicht az-
kylisch, aber sie ist zirkuldr auf S(D), da D = O(D), d.h. S(D) = |V(D)|K;
gilt. Damit liegt diese Abbildung in Circe(S(D), F) \ Cire(D, F), also ist D
F-asymmetrisch fiir beliebige F'. m

Korollar 4.9. Es gibt kein F', so dass alle D F'-symmetrisch bzw. F'-asymmetr-
1sch sind.

Ich werde darum im néchsten Abschnitten zunéchst solche F', die fiir
moglichst viele bzw. moglichst wenige D die Symmetrie erfiillt, zu beschrei-
ben versuchen, bevor ich umgekehrt das Problem von der Seite bestimmter
anderer moglicher D betrachten werde.

4.2 Muster und Symmetrievererbung

Mit diesen beiden Sétzen hat sich die vollstdndige Symmetrie oder Asym-
metrie als durch die K,-Symmetrie ausreichend beschreibbar erwiesen, und
ist als Kriterium fiir diese Symmetrie die Existenz gewisser induzierter Krei-
se hervorgehoben. Es scheint nun die Frage angemessen, ob es vergleichbare
Muster oder Symmetriebrecher fiir andere Digraphen F' im Bezug auf die
F-Symmetrie gibt, oder ob dies die einzigen sind, wozu ich nun einige ele-
mentaren Ergebnisse vorstellen werde:

Definition 4.10. Eine Menge von Digraphen heift F-Symmetriebrecher,
wenn alle D mit einem induziertem Digraphen aus dieser Menge F-asymmetrisch
sind, F-charakterisierend (oder F-Symmetriemuster) wenn alle D ohne solche
Subdigraphen F-symmetrisch sind, und F-Muster, wenn sie beides zugleich
sind, d.h. D genau dann F-symmetrisch ist, wenn es keinen der Digraphen
aus dieser Menge als Subdigraphen enthélt. Ein Muster heifst C-minimal,
wenn jeder Digraph in ihm keinen andern induziert enthalt.

Anmerkung 1. Offenbar ist {C;li > 3} die kleinste F-charakterisierende
Menge, und {D|D ist F-asymmetrisch} der exakte Symmetriebrecher, eben
darum auch der grébste und nicht charakterisierend. Ein allgemeines Mus-
ter fiir jedes F' ldsst sich nicht angeben, daher werden wir im folgenden die
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Muster in threr Struktur, und dahingehend, was sie iber F' aussagen, unter-
suchen:

Satz 4.11. Ein C-minimales F'-Muster ist Teilmenge jedes andern F'-Musters

Beweis. Sei M ein C-minimales Muster, D € M, und M’ ein anderes Muster.
Da D sich selbst enthélt, ist es F-asymmetrisch, muss also nach Definition
von M’ einen Digraphen D’ € M’ induziert enthalten. Wenn D’ nun ein echter
Teildigraph von D, miisste er, da er mit D' € M’ auch F-asymmetrisch ist,
also auch einen Digraphen D” aus M induziert enthalten, und dieser wére

wiederum ein echter induzierter Subdigraph von D - was der C-Minimalitét
von M widerspricht. Also ist selbst D € M’ d.h. M C M. O

Wir kénnen nun fiir gewisse, sehr stark eingeschréankter Digraphen F' die
Existenz C-minimaler Muster beweisen. F' heiftt hierfiir symmetrievererbend,
wenn alle induzierten Teildigraphen F-symmetrischer Digraphen wiederum
F-symmetrisch, bzw. wenn Oberdigraphen F-asymmetrischer Digraphen wie-
derum F-asymmetrisch sind.

Satz 4.12. Jedes symmetricvererbende F' hat ein C-minimales Muster, wenn
es tiberhaupt ein Muster M hat, und solch eins lisst sich in O(n?) (beziig-
lich |M|) aus M berechnen, wenn eine Auswahlfunktion fir M und seine
Teilmengen bekannt ist.

Beweis. (Unter Voraussetzung des Auswahlaxioms, sofern die Funktion nicht
bekannt ist.) Sei M ein F-Muster, was nicht unbedingt C-minimal ist. Gehe
nun iterativ folgendes Verfahren durch, angefangen mit leerem M:

1. Wiébhle einen beliebigen Digraphen D € M aus (hier wird das Auswahl-
axiom benotigt)

2. Entferne aus M alle Digraphen, die D als induzierten Subdigraphen
enthalten, einschlieflich D selbst

3. Uberpriife ob in M’ ein Digraphen ist, den D als induzierten Subdi-
graphen enthélt. Wenn nein, fiige D zu M’ hinzu und entferne alle
Digraphen aus M’, in denen D als induzierter Subdigraph enthalten
ist.

Als Pseudo-Code (wobei teilm-ind das induzierte Enthaltensein, in da-
gegen die Mengen-Elementbeziehung bedeutet):
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While(M !'= {}) begin
D := M.randomElement();
M :=M- {D” in M | D teilm-ind D’};
If ({D’ in M’ | D’ teilm-ind D} = {})
M’ := M’ union {D} - {D’ in M’ | D teilm-ind D’}
end

Auf diese Weise werden alle Digraphen aus M, die benotigt werden, um
ein C-minimales Muster zu erzeugen, in M’ aufgenommen, und die groferen
Digraphen in M’ nach und nach durch kleinere ersetzt. Die Symmetriever-
erbung von F' garantiert dabei, dass dies stets moglich ist, und wir die klei-
neren Digraphen nicht benétigen, um die grofferen mitabzudecken. - Da wir
maximal alle Digraphen von M durchgehen miissten, wenn wir die Schleife
durchlaufen, und dabei die bisherigen Digraphen in M’ und die alten aus M
anschauen miissen, fallt selbst, wenn keine Digraphen mit entfernt werden
(was der tibliche Fall wire, also je nach Wahrscheinlichkeitsverteilung das
Verfahren auf etwa O(log®n) reduziert)), maximal ein Aufwand von O(n?)
dabei heraus, wenn eine Auswahlfunktion gegeben ist. Diese zu konstruieren
ist i.A. nicht mdoglich, daher muss diese (etwa fiir endliche M) in Spezialfillen
angepasst werden. (Fiir eine solch gegebene Funktion ist das Auswahlaxiom
natiirlich oben nicht nétig, aber wenn es notig ist, gilt umgekehrt dieses
Komplexitatsergebnis nicht.) O

Es gilt nun aber auch umgekehrt, dass die Existenz beliebiger Muster
bereits ausreicht, um Graphen als symmetrievererbend zu klassifizieren:

Satz 4.13. Wenn F' ein Muster hat, ist F' symmetrievererbend

Beweis. Sei M ein F-Muster. Offenbar sind alle Digraphen aus M F-asymmetrisch,
und D ist genau dann F-asymmtrisch, wenn D einen induzierten Teilgraphen
aus M hat. Nun wird diese Eigenschaft aber durch Oberdigraphenbildung er-
halten: Wenn D F-asymmetrisch, dann enthélt D einen Teildigraphen aus
M. Aber ein D', dass D als induzierten Teilgraphen enthélt, enthélt ja darum
auch den Teilgraphen aus M als induzierten Teildigraphen, also ist D’ selbst
F-asymmetrisch. O]

Offenbar gilt dies fiir F'-charakterisierende Mengen bzw. F'-Symmetriebrecher
nicht, da dort entweder der erste oder der letzte Schluss nicht notwendig
funktioniert.

Die vorher angegebenen Sétze erlauben nun eine weitgehende Charakte-
risierung von symmetrievererbenden Digraphen, die sie nicht nur sehr stark
einschranken, sondern aulerdem eine vergleichbare Gruppe von ihr entgegen-
stehenden Digraphen zur Betrachtung bringt.
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Satz 4.14. F ist symmetrievererbend < alle nicht induziert kreisfreien Di-
graphen sind F-asymmetrisch.

Beweis. Wenn F' symmetrieverebend, und D nicht induziert kreisfrei, folgt
daraus, dass die gerichteten Kreise selbst F-asymmetrisch fiir alle F' sind,
dass D als Oberdigraph eines induzierten Kreises also ebenfalls F-asymmetrisch
sein muss. Wenn umgekehrt F' diese Eigenschaft hat, so folgt aus der Eigen-
schaft, das Subdigraphen induziert kreisfreier Digraphen ebenfalls induziert
kreisfrei, bzw. Oberdigraphen nicht induziert kreisfreier Digraphen ebenso-
wenig induziert kreisfrei sind, dass dasselbe auch fiir F-Symmetrie bzw. -
Asymmetrie gilt, also ' symmetrievererbend ist. O]

Korollar 4.15. Die vollstindigen Digraphen K, sind nicht symmetrieverer-
bend.

Beweis. Offenbar ist D = K, U d nicht K,-asymmetrisch, da S(D) keine
Abbildung nach K, erlaubt, aber D ist nicht induziert kreisfrei. m

Anmerkung 2. Allerdings ist die Menge F = {K,|n € N} symmetriever-
erbend; hier werden die Aussagen dann als: F-symmetrisch fir ein F' € F
bzw. F-asymmetrisch fir alle F' € F gelesen.

Korollar 4.16. Das C-minimale Muster ist fir alle symmetrievererbenden
Digraphen F' dasselbe, nimlich die induzierten Kreise {C;|i > 3}.

Bewers. Offenbar ist kein induziert kreisfreier Digraphen F-asymmetrisch,
also miissen alle Digraphen im Muster induzierte Kreise enthalten. Da nun
nach obigem Ergebnis aber fiir alle nicht induziert kreisfreien Digraphen gilt,
dass sie F-asymmetrisch sind, miissen sie alle induzierte Digraphen aus dem
Muster enthalten. Offenbar enthalten nun die Kreise nicht einander, und kein
Digraph, der induzierte Kreise von nur einer Lénge enthélt, enthélt einen
andern, der induzierte Kreise von anderer Lange enthélt. Darum miissen die
Kreise selbst im Muster sein, und durch die obere Konstruktion folgt, dasss
cinzig diese iibrig bleiben, dass das C-minimale Muster also M = {Cj|i > 3}
sein wird. O

Satz 4.17. Wenn F symmetrievererbend, sind auch alle F' mit induziertem
F symmetrievererbend

Beweis. Sei D nicht induziert kreisfrei. Nach Voraussetzung ist D F-asymmetr-
isch, d.h. es gibt eine Ausnahme, also einen Morphismus in Cire(S(D), F) \
Cire(D, F'). Nun sind aber diese beiden Mengen je Teilmengen von Cire(S(D), F”)
bzw. Cire(D, F'), d.h. es gibt auch hier diese Ausnahme, und da der Mor-
phismus eben nur auf F, nicht auf den Rest von F’ abbildet, ist er ebenfalls
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nicht in Cire(D, F’), d.h. er ist auch dort eine Ausnahme, und D ist F’-
asymmetrisch. Also sind alle nicht induziert kreisfreien D F’-asymmetrisch,
also I’ symmetrievererbend. O]

Korollar 4.18. Jede Digraphen-Menge, die beliebig grofie Cliquen enthdlt,
1st symmetrievererbend.

Beweis. Offenbar gilt fiir jedes n, dass einer der Digraphen K, mit einem
m > n enthilt; damit sind aber auch alle vollstandigen Digraphen unter
ihnen induziert kreisfrei, so dass nach der obigen Aussage auch die neue
Menge symmetrievererbend ist. O]

Nach diesen Ergebnissen ist es vollig offen, ob einzelne Digraphen {iber-
haupt symmetrievererbend sind. Ich vermute daher erst einmal:

Vermutung 2. Symmetrievererbend sind nur Digraphenmengen, die min-
destens abzdahlbar unendlich viele Digraphen enthalten

da dies genau das obere Beispiel ist, und endlich viele endliche Digraphen
zusammen eben einen einzelnen endlichen Digraphen, ndmlich deren disjunk-
te (oder irgendwie verbundene) Summe, ebenfalls symmetrieverebend ma-
chen wiirden, was ich aber gerade fiir sehr unwahrscheinlich halte. Trotzdem
ist es natiirlich nicht ausgeschlossen, dass man iiber sehr komplexe Konstruk-
tionen nicht doch symmetrievererbende Digraphen findet, weshalb es inter-
essant wére, sich Digraphen mit mdoglichst vielen verschiedenen induzierten
Subdigraphen anzuschauen, da man dann ja beliebig grofe, und asympto-
tisch fast alle Digraphen mit einem solchen Verhalten ausgestattet betrachten
miisste. Dass dies unmoglich ist, scheint fast durch die nachfolgenden Aus-
sagen iiber asymptotische induzierte Kreisfreiheit im spéateren Core-Kapitel
bestétigt; da aber mit fast demselben Argument, wie hier das asymptotische
induzierte Enthaltensein eines symmetrievererbenden Digraphen behauptet
wird, spater ein Widerspruch in dem Beweis gefunden werden kann, den ich
hier gerade benotige, reicht dies als Argument nicht aus, und es miisste eine
andere Konstruktion der Unmoglichkeit einzelner endlicher symmetrieverer-
bender Digraphen gefunden werden.

4.3 Symmetrieschablonen und perfekte Digraphen

Hierhin gehért nun auch folgendes allgemeine Ergebnis zur Ubertragung von
Symmetrie:

Satz 4.19. Wenn D F-symmetrisch, dann ist D F'-symmetrisch fir alle
induzierten Teilgraphen F' von F
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Beweis. Nehme im Gegenteil an, D wére F’-asymmetrisch. Dann miisste es
einen Morphismus in Circ(S(D), F')\ Cire(D, F') geben; solch ein Morphis-
mus wére dann aber auch in Cire(S(D), F) Cire(D, F), da F' C;,q F, d.h.
keine weiteren Kreise hinzugefiigt worden sein konnten, die den Morphis-
mus auf D zirkuldr machen wiirden. Also wiare D auch F-symmetrisch, im
Widerspruch zu Behauptung. O

Korollar 4.20. Wenn D F-asymmetrisch, ist D F'-asymmetrisch fir alle
einen F induzierenden Oberdigraphen F”.

Nenne nun einen Digraphen F' eine D-Symmetrieschablone, wenn F' alle
Digraphen F’, fiir die D F’-symmetrisch ist, als induzierten Subdigraphen
enthéalt. Wir konnen nun fiir einen Spezialfall direkt eine solche Schablone
angeben:

Satz 4.21. Wenn D antisymmetrisch, aber nicht azyklisch ist, ist jeder Di-
graph eine Symmetrieschablone von D. Ansonsten ist kein endlicher Digraph
eine Symmetrieschablone von D

Bewers. Offenbar erfiillt D nach Bedingung keine Symmetrie, also ist fiir die
Symmetrieschablone auch keine zu erfiillen. Damit ist bereits jeder Digraph
F eine Symmetrieschablone von D. Wenn nun die Bedingung nicht erfiillt ist,
ist D nK;-symmetrisch fiir alle n, d.h. F' miisste beliebig grofse n K induziert
enthalten. Also kann F kein endlicher Digraph sein. O

Zu den unendlichen Schablonen kann man folgende Konstruktion finden:

Satz 4.22. Wenn D induziert kreisfrei ist, ist die eindeutige Symmetrie-
schablone F' = UppigrapnE”, d.h. enthdlt alle méglichen Digraphen. Diese
Schablone nenne ich auch mazximale Symmetrieschablone. (D.h. dies gilt ins-
besondere fir D azyklisch)

Beweis. Offenbar sind ind. kreisfrteie Digraphen auf alle Digraphen F’ schon
F’-symmetrisch. Da die Schablone auch nicht grofer sein kann, ist die Be-
hauptung bewiesen. O

Fiir den iibrigen Fall kann man leicht sehen, dass die Schablone ebenfalls
sehr grofs sein muss:

Korollar 4.23. Wenn D nicht azyklisch und nicht antisymmetrisch, enthalt
jede Symmetrischablone den ind. Subdigraphen F' = Uprqzyriiscn F'. Diesen
Digraphen nenne ich auch minimal nichttriviale Symmetrieschablone.
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Beweis. Offenbar ist dann D trivial F’-symmetrisch fiir alle azyklischen F’,
da kein Digon nach F’ zirkuldr abgebildet werden kann, d.h. Circ(D, F') =
Circ(S(D), F') = 0 gilt. Damit muss aber, da F' als disjunkte Vereinigung
azyklischer Digraphen bereits azyklisch ist, D auch F-symmetrisch sein, d.h.
jede Schablone F' als induzierten Subdigraphen enthalten. O]

Umgekehrt ist offenbar eine minimale Symmetrischablone hochstens so
grofs wie F' = Uy (py<ai(p)F’. Nenne diese Schablone die zu D ai-dquivalente
Symmetrieschablone. Man kann nun vermuten:

Vermutung 3. Die ai-dquivalente Symmetrieschablone ist (fast) immer die
minimale.

Zu diesen beiden Varianten habe ich bisher keine Gegenbeispiele gefun-
den, da sich unendliche Digraphen schwer konstruktiv auf Symmetrien un-
tersuchen lassen, da i.A. iiberabzéhlbar grofe Morphismenmengen zu unter-
suchen sind, und man hier aufser mit sehr allgemeinen Sétzen, wie denen
iiber induziert kreisfreie, azyklische oder antisymmetrische Digraphen, nicht
leicht ein Ergebnis erzielt werden zu kénnen scheint. (Hier wére es vielleicht
auch interessant, analytische Methoden anzuwenden, die in iiberabzahlbaren
Situationen ja eher Antworten geben konnen; da aber solche Mengen, wie sie
hier die Morphismenmengen unendlicher Digraphen sind, nicht stetig im Be-
zug auf sinnvolle Fragen transformierbar sind, da die Uberabzihlbarkeit nur
durch Produktbildung allgemeiner Relationen, nicht durch natiirliche Gra-
pheneigenschaften zu Stande kommt, und der Folgen- bzw. Baire-Raum auch
ansonsten mit dem hier behandelten Stoff wenig zu tun hat. Es lohnt sich
aber sicher, in dieser Richtung neue Konstruktionen zu wagen, wenn man
der Frage allgemeiner Symmetrieschablonen, wie auch der Kategorisierung
von Digraphenmengen gewisser Eigenschaften (wie oben der Symmetrieverer-
bung, oder weiter unten der ZEM-Ahnlichkeit), weitere Einsichten gewinnen
will.)

4.4 Antimuster und Antisymmetrie

Nachdem ich die symmetrievererbenden Digraphen, d.h. gerade die méog-
lichst asymmetrisierenden, betrachtet habe, will ich nun die entgegengesetz-
te Eigenschaft untersuchen: Nenne F' ein Antimuster, oder einen moglichst
symmetrisierenden Digraphen, wenn alle D, fiir die nicht D = O(D) und D
nicht azyklisch gilt, F-symmetrisch sind. Hier gibt es ebenfalls eine charak-
terisierende Eigenschaft, die allerdings deutlich einfacher ist:

Satz 4.24. F ist ein Antimuster < F enthdlt kein Digon, d.h. F' = O(F)
(also F' antisymmetrisch).
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Beweis. =: Sei F' ein Antimuster. Offenbar gilt fiir den Digraphen D, der aus
K5 entsteht, wenn man einen Knoten durch einen gerichteten Kreis ersetzt,
dass D # O(D), also muss D F-symmetrisch sein. Wenn nun F' aber ein
Digon enthielte, dann konnte man S(D) offenbar ganz darauf abbilden, indem
man alle Knoten des gerichteten Kreises auf die eine, den andern Knoten des
Digons in D auf die andere Seite des Digons in F abbildete, was offenbar
in Circ(S(D), F) \ Cire(D, F) liegt, im Widerspruch zur vorausgesetzen F'-
Symmetrie von D. Also kann es in F' keine Digons geben.

<: Angenommen, F' enthalte keine Digons. Wenn D azyklisch ist, ist D
trivial F-symmetrisch; sei also D # O(D) und D zyklisch, d.h. insbesondere
nichtleer. Dann muss D aber ein Digon enthalten, also muss jeder zirkuldre
Morphismus auf D bzw. S(D) dieses auf eines in F' abbilden - was unmog-
lich ist; somit ist D ebenfalls trivial F-symmetrisch, da es somit auch von
S(D) aus keine zirkuldren Morphismen nach F gibt. Damit sind beide Félle
abgehandelt und F' ein Antimuster. n

Mit diesen Betrachtungen kénnen wir also sehen, dass bei den Fragen
von moglichst groffer Symmetrie bzw. Antisymmetrie fiir gegebene F sich
bisher entweder nur unbefriedigende oder wenig weitgehende Ergebnisse er-
zielen lieflen. Dementsprechend werde ich im néchsten Kapitel versuchen, fiir
ein gegebenes D, was nicht unbedingt den starken Einschrinkungen der in-
duzierten Kreisfreiheit oder Antisymmetrie entspricht, den Symmetrie- und
Antisymmetriebereich unter den méglichen F' besser zu bestimmen, um die
Ahnlichkeit gewisser D zu fast symmetrischen (d.i. induziert kreisfreien) oder
absolut antisymmetrischen Digraphen besser einschétzen zu kénnen
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5 Asymmetrie und induzierte Kreise

5.1 K,-Symmetrie und der Asymmetrie-Index

Im letzten Kapitel hat sich abgezeichnet, dass fiir die Untersuchung des Sym-
metriebegriffs und der Asymmetrie insbesondere die K,-Symmetrie eine be-
sondere Rolle spielt, da ein Digraph ja, wenn er fiir alle n K ,-symmetrisch ist,
auch fiir alle Digraphen F' insgesamt F-symmetrisch ist, und umgekehrt K;-
Asymmetrie bereits allgemeine F-Asymmetrie ergibt. Es scheint also wichtig,
den Begriff der K,-Symmetrie eigens zu untersuchen, und es ergeben sich
auch tatsédchlich eine Reihe von Sétzen, die diese Symmetriebegriffe ziemlich
genau eingrenzen konnen. Ich beginne mit einer einfachen Beobachtung:

Satz 5.1. Wenn D K,-asymmetrisch, ist D auch F-asymmetrisch fir alle
F mit w(F) > n.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein f € Circe(S(D), K,)\Cire(D, K,,).
Sei also F' mit w(F) > n gegeben und V' = {vy, ..., vy(r)} eine Maximalclique
in F. Offenbar bildet {vy, ..., v,} eine n-Clique in F', d.h. ein isomorphes Bild
von K. Setze nun f': D — F, f'(u) = vy fiir alle v € D; dann ist offenbar
€ Cire(S(D), F) \ Circ(D, F), da die Zirkularitdt nicht von den andern
Knoten in F' auferhalb des Bildes abhéngt, also ist D F-asymmetrisch. [

Korollar 5.2. Wenn D K,,-asymmetrisch, dann ist D auch K, 1-asymmetrisch.

Also ist fiir die ganze Frage der K,-Symmetrie nur entscheidend, ab wel-
chem n D nicht mehr K,,-symmetrisch ist. Definiere daher

ai(D) :=inf{i € N|D ist K;-asymmetrisch}

als den Asymmetrie-Index von D. Offenbar gilt nach dem bisherigen Ergeb-
nis:

Korollar 5.3. D ist genau dann K, -symmetrisch wenn n < ai(D).

Wir kénnen darum die Ergebnisse des letzten Kapitels als Grenzbestim-
mungen formulieren: ai(D) = oo gdw. D induziert kreisfrei ist; ai(D) = 1
gdw. D = O(D) und D nicht azyklisch ist. Fiir die dazwischenliegenden Wer-
te ist die Frage aber noch offen und auch nicht ganz leicht zu beantworten.
Wir erhalten aber aus dem oberen Widerspruchsbeweis fiir 4.1 (bzw. 4.2)
folgende Abschéitzung:

Ci Cina D = ai(D) < |V(D)| —i+1
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Wir konnen daher
ci(D) := sup{i € N|C; Cing D}

als zirkuldren Index von D definieren und unsere Abschétzung auf

ai(D) < [V(D)| - ¢i(D) + 1

verbessern. Wenn wir noch beachten, dass es in diesem Beweis ja nur darauf
ankam, dass man eine zyklische, aber antisymmetrische Knotenmenge in D
findet, die man einfarbig farben kann, ergibt sich mit

ci'(D) = sup{|C||C = O(C) Cjna D ist nicht azyklisch}

als erweiterten zirkuldren Index von D sogar

ai(D) < |V(D)| — ci'(D) + 1.
Offenbar ist diese Grenze fiir ai(D) = 1 sowie ai(D) = oo exakt nach obigem
Beweis und der Gleichheit im unendlichen (da fiir induziert kreifreie D ja
ci(D) = ¢i'(D) = supd = —oc0,ai(D) = inf() = co gilt, also auch ai(D) =
V(D)|—(—00)+1=o00+k = oo fiir k € N), ob dies im allgemeinen der Fall
ist, ist aber unklar. Da aber die beiden Spezialféille aus dem letzten Kapitel
hierunter fallen, vermute ich:

Vermutung 4. Die Ungleichung ist exakt

Falls sich diese Vermutung bestétigen wiirder, wiirde dies geméf den
nachsten Ergebnissen zugleich einen Beweis der NP-Hérte von ¢/, d.h. u.A.
auch fiir (@) fiir symmetrische Graphen bedeuten; da dies eine starke Be-
hauptung ist, werde ich sie zunéchst stehen lassen und auf Gegenbeispiele
warten, da, um sie direkt zu beweisen, ich hier nicht die richtigen Mittel zur
Verfiigung habe.

Es gibt nun aber noch eine andere Bestimmung von ai(D), durch die die-
ser Parameter deutlich besser beschrieben werden kann als durch induzierte
Kreise:

Satz 5.4. Wenn D nicht induziert kreisfrei, ist ai(D) € {X(S(D)), X(S(D))+
1}, und fir (D) > X(S(D)) gilt immer ai(D) = X(S(D)).

Beweis. Da fiir n < (S(D)) auch Circ(S(D), K,,) = ), weil alle zirkuldren
Morphismen eben auch Difdrbungen sind, und daher dann beide Mengen leer
sind, ist D auch K,,-symmetrisch fiir alle solche n; also muss ai(D) > \/(S(D))
gelten.
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Wenn x(D) > X(S(D)), sei f eine beliebige S(D)-Minimalférbung. Of-
fenbar ist f nicht auf D zirkulér, da es keine zirkuldren Morphismen von D
zu Teilgraphen von Ky py—; geben kann, also ist f ein Gegenbeispiel und D
bereits Kyg(py-asymmetrisch, also ai(D) = x(S(D)).

Wenn \(D) = x(S(D)) gilt, hangt es davon ab, ob es eine Minimalfarbung
von S(D) gibt, die auf D nicht zirkulér ist; dann gilt offenbar aus demselben
Grund wie eben ai(D) = X(S(D)).

Nehme also an, dass es so eine Minimalfarbung nicht gibt, d.h. ai(D) >
X(S(D)), und sei stattdessen f ein beliebiger Morphismus aus Circ(D, Ky(py) =
Circ(S(D), Kys(py)), und C ein beliebiger induzierter Kreis in D. Offenbar
ist der Morphismus f’, der die Knoten von C' in der neuen Farbe x (D) + 1
farbt und den Rest bei den Farben aus f belédsst, zirkuldr auf S(D), da
die neue Farbklasse in S(D) unabhéngig ist und alle andern Farbklassen ja
nur verkleinert wurden, also unabhéngig bleiben; und ebenso offenbar ist
die neue Farbklasse zyklisch in D, d.h. f’ auf D nicht zirkuldr. Damit ist
fre CZ'?“C(S(D),K)Z(S(D))+1) \ CZ'TC(D,KX*(S(D))_H), d.h. D ist K)Z(S(D))—i—l‘
asymmetrisch, also ist ai(D) = ¥(S(D)) + 1. O

Hieraus kann man nun deutlich sehen, dass ai(D) sich nicht durch ein-
faches Abzéhlen von Kreisen oder dhnliche polynomiale Operationen wird
16sen lassen, es folgt hieraus néamlich:

Satz 5.5. Das Problem der Bestimmung von ai(D) fir beliebige Digraphen
D st N P-vollstindig.

Beweis. Seien Dy antisymmetrische Digraphen mit x(Dy) > k in polynomia-
ler Grofe. Solche Digraphen gibt es nach [EGK91], da nach diesem Paper die
minimale Gréfe eines Graphens GG, der eine Orientierung mit dichromatischer
Zahl m besitzt, in der Grofenordnung 6(m?In?(m)) liegt, also solche D, in
polynomialer Grofse bereitgestellt werden konnen.

Wir kénnen nun die Bestimmung von ai(D) fiir allgemeine Digraphen
polynomial auf das Graphen-Farbungs-Problem reduzieren. Setze dazu fiir
einen beliebigen symmetrischen Graphen G

Dg:=GU D|V(G)|+1-

Es gilt X(De) = maa{x(G), X(Dyicy)} 2 V(O] +1 > V()] 2 1(C) =
X(GU V(D )+1) K1) = X(S(Dg)). Also gilt nach obigem Satz ai(D¢g) =
X(S(D¢g)) = x(G), d.h. ai(Dg) < k gdw. x(G) < k.

Wiére nun ai(D) < k fiir beliebige Digraphen polynomial 16sbar, so wére
es auch x(G) < k fiir beliebige Graphen. Da dieses Problem aber bekannt-
lich NP-vollsténdig ist, so gilt dasselbe fiir die Bestimmung von ai(D) fiir
beliebige Digraphen D. O
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Korollar 5.6. Die K,-Symmetrie ist NP-hart firn > 2

Da offenbar die K;-Asymmetrie nach obigem allgemeinen Satz und die
Ky-Asymmetrie nach der Aquivalenz zur Bipartition von S(D), die nicht
auf D zirkular ist, in polynomialer Zeit gelost werden konnen, liegt folgende
Vermutung nahe:

Vermutung 5. Die F'-Symmetrie ist polynomial fir bipartite S(F') und sonst
(d.h. insb. w(F) > 2) NP-hart.

Hierzu habe ich aber keine weiteren Ergebnisse finden kénnen, da zwar
die S(F)-Farbbarkeit von S(D) nach den bekannten Ergebnissen von [HN90|
polynomial ist, aber ich keine so offenbare Moglichkeit sehe, alle solchen
Féarbungen herauszufinden bzw. zu iiberpriifen (da sie ja nicht unbedingt, wie
bei K3 und zusammenhéngendem S(D), eindeutig sein miissen, sondern i.A.
Permutationen iiber die Bildknoten benétigt, deren Anzahl in exponentiellem
Mafse mit |V (D)| x|V (F')| ansteigt). Auferdem tibertragt sich die NP-Hérte
nicht so leicht, da zwar deren NP-Héarte auf die von K, offenbar reduziert
werden kann, die umgekehrte Ubertragung aber nicht derart offenbar ist. Dies
wird daran deutlich, dass es, wie im néchsten Abschnitt gezeigt, auch solche
F gibt, dass D F-asymmetrisch und w(F') < ai(D) gilt, d.h. das Problem sich
nicht auf die Symmetrien vollstéandiger Digraphen reduziert, sondern dadurch
lediglich in dem Cliquenzahl-Bereich, fiir die es {iberhaupt Symmetrie geben
kann, eingeschrankt werden kann.

Es kann nun hieraus die Existenz gewisser Kreise gefolgert werden, da
nach obigen Ungleichungen gilt:

ci(D) < |V(D)| = ai(D) +1 < [V(D)] = X(S(D)) +1

was offenbar dquivalent ist zu
X(S(D)) < [V(D)] = ci(D) +1
allerdings selbst beim Erweitern auf ¢i’(D) nur die bekannte Abschétzung

X(G) < V(G)] = a(G) +1

fiir beliebige Graphen G wiederholt. Aufgrund der NP-Vollstandigkeit ist
auch nicht sehr viel mehr zu erwarten, weswegen ich hiermit meine Ausfiih-
rungen zu ai(D) abschliefse.
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Abbildung 5: Das Gegenbeispiel zur ai-Vermutung

5.2 Allgemeine Symmetrie und offene Fragen

Ich will abschliefend zu Asymmetrie noch ein Beispiel angeben, was zeigt,
dass der Asymmetrie-Index nicht ausreicht, um Asymmetrie im allgemeinen
zu charakterisieren, und eine offene Frage zur weiteren Forschung erdffnet.

Nach den oberen Ausfiihrungen ist folgende Situation beziiglich der Sym-
metrie noch vollig offen: D sei nicht induziert kreisfrei und nicht azyklisch,
F unvollstédndig und nicht azyklisch mit |V (F)| > X(D), w(F) < ai(D) <
X(S(D)). Es liegt nun nahe, da der Fall w(F') > ai(D) eindeutig negativ be-
antwortet wurde, zu vermuten, dass sdmliche {ibrigen Digraphenpaare eine
Symmetrie erzeugen; dem ist aber nicht so.

Beispiel 5.7. Definiere D := (Z7,{(1,2),(2,3),(3,1),(1,4),(4,1),(2,4), (4,2),
(4,5),(5,4),(5,6),(6,5),(6,7),(7,6),(7,3),(3,7)}). Da D # O(D) gilt, ist D
K;-symmetrisch, und da S(D) bipartit ist, so dass die eindeutige 2-Farbung
von S(D) auch eine 2-Difdrbung von D ist, da 1,2 zur einen und 3 zur andern
Menge der Partition gehoren, ist D auch Ks-symmetrisch, d.h. ai(D) > 2. D
ist Cs-asymmetrisch, da f : D — C5 mit

fO)=f2)=fB)=1.f4)=2,f(5)=3,f(6) =4, f(7) =¥

ein Homomorphismus auf S(D), aber nicht zirkuléar auf D ist, da der Zyklus
1 —2 — 3 auf einen Knoten abgebildet wird, also kein zyklisches Bild hat. Es
ist aber w(C5) = 2, d.h. es gilt D F-asymmetrisch und w(F') = 2 < ai(D).
(Die ganze Konstruktion ist zum einfacheren Nachvollzug auf Abbildung 5
zu sehen.)

Das Beispiel hat offenbar folgende allgemeine Form:

Satz 5.8. Wenn C = O(C) Cyq D nicht azyklisch, ist D D/C-asymmetrisch
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Beweis. Bilde die Knoten aus C auf den Quotientenknoten ab. Offenbar ist
das ein Homomorphismus auf S(D), da S(C) = S(O(C)) = |C|K, aber da
C nicht azyklisch ist, ist es kein zirkuldrer Morphismus auf D. Also ist mit
diesem Gegenbeispiel D D/C-asymmetrisch. ]

Korollar 5.9. D ist D/(C4,....,Cy)-asymmetrisch wenn C; = O(C;) und
mindestens ein C; nicht azyklisch. D[Dy, ..., D,] ist D-asymmetrisch wenn
D; = O(D;) und mindestens ein D; nicht azyklisch.

Definiere darum D/ := {D'|D’ = D/(C},...,Cy) mit C; = O(C;) Cina
D und mind. ein C; nicht azyklisch} als asymmetrischen Quotientenraum von
D. Ich vermute:

Vermutung 6. Wenn w(F') < ai(D) und F keinen Digraphen aus D/ indu-
ziert enthdlt, ist D F-symmetrisch.

Ich habe zu dieser Vermutung bisher kein Gegenbeispiel gesehen, aber
auch keinen Ansatz gefunden, hier eine gréfere Klasse von Digraphenpaaren
als symmetriebildend zu beweisen oder auszuschliefsen. Ich lasse darum die
Vermutung an dieser Stelle als Frage offen.

Die andere offene Frage ist, ob man noch weiteres iiber die induzier-
ten Kreise in D herausfinden kann, aufser, dass sie eine gewisse Grofe nicht
iiberschreiten. Ich werde im néchsten Kapitel die Kreisgrofse noch von unten
beschrianken kénnen (durch den girth), aber das besagt ebensowenig etwas
iiber die tatséchliche Existenz gewisser Kreisgroften. Auch diese Frage werde
ich darum wohl zuerst offen lassen miissen.
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6 Die Circ-Ordnung und Kreisahnlichkeit

Nachdem die letzten drei Kapitel sich mit der Gleichheit oder Ungleichheit
der Mengen Circ(D, F) beschaftigt haben, mochte ich in diesem Kapitel
die Ergebnisse, die ich zum Problem der moglichen Existenz zirkularer Mor-
phismen, d.h. dem zirkuldren Farbungsproblem bzw. der zirkuldren Ord-
nung gefunden habe, zusammenfassen. (Es wird hierfiir auch D — F statt

Circe(D, F) # () geschrieben.)

6.1 NP-Vollstandigkeit des Farbungsproblems

Zunachst werde ich hier den Beweis der NP-Vollstandigkeit des zirkuldren
Féarbungsproblems fiir die meisten Fille, wie es von Hochstéttler et al. [HSS19]
bewiesen wurde, wiedergeben, um die grundlegende Schwierigkeit dieser Fra-
ge deutlich zu machen:

Satz 6.1. Wenn F nicht induziert kreisfrei, und a) S(F') ist nicht-bipartit
oder leer, oder b) X(F') = 2, dann ist das zirkulire F-Farbungs-Problem NP-
vollstindig

Beweis. [HSS18, Th. 8] Offenbar sind alle F-Féarbungs-Probleme in NP, da
jeder zirkuldre Homomorphismus ein Zertifikat der Féarbbarkeit ist, das sich
polynomial in |V (D)| auf seine Zirkularitét iberpriifen lasst. Es ist also noch
fiir die genannten Fille die NP-Vollstéandigkeit zu beweisen:

a) Sei S(F) nicht-bipartit oder leer. Setze k = §(F), Hr := (V(F), {(u,v)|v #
u, {v,u} C C CV(F),F|C] = C,}). Wenn S(F) leer ist, muss k > 3 gelten,
also bildet ein beliebiger induzierter Kreis vy, ..., vy eine k-Clique in Hp, d.h.
Hp enthilt ein Dreieck. Wenn S(F) nicht bipartit gilt £ = 2, und da fiir ein
Digon in F' auch ein Digon in Hr liegt, gibt es also einen ungeradlangen Kreis
in Hp; d.h. Hp nicht bipartit, also ist nach dem Ergebnis von Hell /Neshtril
[HNO9O, zitiert nach [HSS18|| das Hp- Férbungsproblem NP-vollstéindig.

Sei G ein ungerichteter Graph und G eine azyklische Orlentlerung von G,
dann erzeuge man D¢ aus G durchs hinzufiigen einer Kopie von Pk 1 fiir je-
den Bogen, so dass jeder Bogen e in einem andern k-Zykel C'(e) enthalten ist.
Offenbar ist die Grofe dieser Konstruktion polynomial in |V (G)|, weswegen,
wenn G —gom Hrp < Dg —cire F' gelten sollte, das Hp-Féarbungsproblem
auf das zirkuldre F-Farbungsproblem reduzierbar ist, also das zweite eben-
falls NP-vollstédndig sein muss. Dies gilt es also zu beweisen:

= Sei ¢ : V(G) — V(Hp) ein Homomorphismus, dann ist, da fiir e =
(z,y) € G auch ¢(x)d(y) € Hp gilt, ein gerichteter Kreis C’(e) von Lénge
k in F enthalten, der auch die Knoten {¢(x),¢(y)} enthilt. Da |V (C(e)) \
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{z,y}| = |V (C'(e))\{o(x), o(y)}| = k—2 fiir alle e, gibt es jeweils Bijektionen
fe:V(C(e)\A{z,y} = V(C'(e)) \ {o(x), 6(y)}- Setze nun

o(u)  wenn u € V(G) ist,

¢ V(Dg) = V(F),¢'(u) =< fo(u) wenn u e V(C(e))\ {z,y}
fir ein e € E(Q) ist.

¢ ist ein zirkuldrer Homomorphismus, da jede zyklische Menge in D, da G
azyklisch war, einen ganzen Kreis C'(e) enthalten muss, also mit ¢'(V (C(e)) =
V(C"(e)) nach Definition von f, das Bild unter ¢ ebenfalls zyklisch ist.

< Sei umgekehrt ¢ : V(Dg) — V/(F) zirkular, dann ist ¢'(V(C(e))
offenbar zyklisch fiir alle Kanten e € GG, in einem Kreis, der nach Definition
von k mindestens k lang sein muss, wegen |¢'(V(C(e)))| < |[V(C(e))| = k
also exakt k lang ist, d.h. ¢/(V(C(e))) ist ein Minimalkreis von F. Da ¢ auf
V(C(e)) injektiv sein muss, damit das Bild iiberhaupt zyklisch bleibt, da es
kleinere Kreise ja nicht geben kann, gilt ¢'(x) # ¢'(y), und nach Definition
von Hp gibt es also eine Kante ¢'(z)¢/(y) fiir jede Kante e = zy € E(G),
d.h. ¢ = ¢'|v () ist ein Homomorphismus von G nach Hp.

b) Sei ¥(F) = 2, dh. F — K,. Da in a) bereits der Fall fir lee-
re S(F) bewiesen wurde, sei S(F') nichtleer, d.h Ky — F; also ist das F-
und das Ky-Féarbungproblem dquivalent. Da nach [BFJT04, Th. 3.1] das 2-
Difarbungsproblem NP-vollstandig ist, gilt dasselbe also auch fiir die zirku-
lare F-Farbung. Damit sind die beiden Félle bewiesen. O]

6.2 Elementare Eigenschaften der Circ-Ordnung

Damit wird, wenn nicht S(F") nichtleer, bipartit, aber F' nicht 2-farbbar, jede
Ordnungseigenschaft der Circ-Ordnung auch ein NP-Vollstéandigkeits-Beweis
jener Eigenschaften, die zirkuldre F-Féarbbarkeit charakterisieren, was zum
einen die moglichen Ordnungseigenschaften einschrankt, andererseits viele
Grofen als NP-hart charakterisiert. In demselben Paper werden bereits zwei
solcher Eigenschaften angegeben:

Satz 6.2. Wenn D — F ist, dann gilt X*(D) < X*(F) und X¢(D) < X¢(F).

Beweis. [HSS18, Prop. 6] Die Ungleichung fiir x* folgt direkt aus der Cha-
raktersierung von azyklischen (k,d)-Farbungen als zirkuldren Morphismen
nach C (k,d) und der Komposition von zirkuldren Morphismen.

Fiir die fraktionale chromatische Zahl, sei f : D — F zirkular und 2’ eine
Losung des folgenden linearen Programms fiir F':

min{ Z T4l Z x> 1Yoy > 0}

AC;ndV (F) azyklisch AC;ngV (F) azyklisch,ve A
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und setze
Tp = E 'y
A'CinaV (F) azyklisch,f—1(A")=A

fiir alle azyklischen A C V(D). Da f~'(A’) C V(D) nach Zirkularitit von f
azyklisch ist fiir alle azyklischen A’ C V(F'), ist « eine mogliche Losung mit

Xf(D) < > Ty = > 2y = Xy(F)

AC;nqV (D) azyklisch A'CinaV (F) azyklisch
L]

Eine andere Charakterisierung der zirkuldren Ordnung liegt in einem
Satz, die mogliche Abbildbarkeit mit dem Digirth in enge Beziechungen setzt:

Satz 6.3. Wenn D — F gilt, dann ist g(D) > §(F') oder D azyklisch.

Beweis. Offenbar bilden azyklische D in beliebige F' ab. Sei also D nicht
azyklisch und D — F'. Dann gibt es einen Kreis C' = (jg(D) Cina D, der
irgendwie auf F" abbildet. Wenn nun g(D) < ¢(F') gélte, dann wére das Bild
von C'in F' aber stets azyklisch, da es iiberhaupt keinen Kreis gibt, der klein
genug wire, im Widerspruch zu D — F. Also gilt (D) > §(F). ]

Korollar 6.4. Wenn D — F und D zyklisch, ist ci(D) > g(F).

Korollar 6.5. Sei D; eine Familie von Digraphen mit verschiedenem Digirth.
Dann wird D; durch — (zirkuldre Abbildbarkeit) partiell geordnet.

Umgekehrt gilt dies allerdings nicht, da ein beliebiges D mit D /4 F
und (D) > §(F) ja zu D' = D U Ky erweitert werden kann, so dass
offenbar D" 4 F, g(D) = g(F) gilt. Daher kann hier nicht von der NP-
Héarte der Farbbarkeit auf die des Digirths geschlossen werden. Trotzdem
liegt darumwillen nahe:

Vermutung 7. Die Berechnung des Digirths beliebiger Digraphen ist NP-
vollstandig

Bei der Anwendung auf Kreise lésst sich nun noch einiges weiteres be-
obachten, und noch einige mit diesen Bemerkungen eng verwandte Begriffe
einfithren. So gilt etwa:

Korollar 6.6. C; — éj S>>

Definiere nun das Kreisintervall von D als [¢(D), ci(D)]. Der obere Satz
besagt also, dass wenn das Kreisintervall von D nichtiiberlappend hinter dem
von F' liegt, D nicht auf F' abbilden kann, also miissen, wenn D — F' und
F — D gilt, sich die Kreisintervalle {iberlappen. Darum gilt:
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Korollar 6.7. Sei D; eine Familie von Digraphen mit einander nicht tiber-
lappenden Kreisintervallen. Dann wird D; durch — (zirkuldre Abbildbarkeit)
partiell geordnet.

Korollar 6.8. Das Kreisintervall eines induzierten Subdigraphens D' von D
st ein Subintervall des Kreisintervalls von D

Beweis. Die Kreise aus D’ konnen nur aus D stammen. Wére ein Kreis in
D' langer als ci(D), so wire er auch in D, ebenso bei kleinere Kreisen kleiner
als g(D), also in beiden Féllen ein Widerspruch. O

Wir finden also durch einfach zu berechnende Subdigraphen vielleicht
eher eine Méglichkeit, das Kreisintervall anzundhern. Das Problem dabei ist
natiirlich, dass das Problem bei der Bestimmung des Kreisintervalls gera-
de die Suche nach gewissen induzierten Subdigraphen - ndmlich gerade den
induzierten gerichteten Kreisen ist, weswegen uns das hier nicht wirklich wei-
terhilft.

Es gilt aufserdem nach dem oberen Satz:

Korollar 6.9. Wenn D — Ci, ist g(D) > i oder D azyklisch

da ein kleineres ¢ gar nicht auf den ganzen Kreis abbildbar wére, also
nie zyklisch sein konnte. Damit gilt hier, dass das Kreisintervall sich nur am
Rand iiberlappen kann. Definiere danach also:

F heifst schwach kreisdhnlich, wenn fiir alle nicht azyklischen D — F
g(D) > g(F), und stark kreisdhnlich wenn g(D) > ci(F'). F heifit stérker
trennend als Kreise, wenn fiir ein nicht azyklisches D — F g(D) > ci(F),
und absolut kreisstarker wenn dies fiir alle solchen D gilt. Da schwache Krei-
sdhnlichkeit offenbar nach dem oberen Satz fiir alle Digraphen gilt, sind die
andern Eigenschaften genauer zu untersuchen:

Satz 6.10. Wenn F ein nichttiviales Kreisintervall hat, ist F' nicht stark
kreisahnlich

Beweis. Nimm einen beliebigen 65( r) aus I’ und bilde ihn per Projektion auf
sich selbst ab. Offenbar gilt g(D) = g(F') < c¢i(F) nach Nichttrivialitdt von
[G(F), ci(F)]. O

Korollar 6.11. F' ist genau dann stark kreisdéhnlich wenn g(F') = ci(F).

Satz 6.12. F ist genau dann stirker trennend als Kreise (und dann auch
absolut kreisstdrker), wenn F azyklisch ist.
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Beweis. Ansonsten nimm einen beliebigen éci( ). Offenbar ist dann g(D) =
ci(F) # ci(F). Offenbar ist auferdem fiir jedes azyklische F' auch mit allen
nicht azyklischen D die Gleichung g(D) > 2 > 1 = ci(F) (da K; als 1-Zykel

zéhlt) trivialerweise erfiillt. O

Diese Begriffe erweisen sich also als dquivalent zur Azyklizitdt und zur
Aussage, dass §(F') = ci(F). Letzteres ist offenbar eine Aussage dariiber, das
der Zyklenraum von F' in einem gewissen Sinne einfach strukturiert ist, auch
wenn hier von der Anzahl bzw. Uberlappung von den Kreisen noch keine
Aussage getroffen ist. Diese Strukturierung kénnte, wenn man hier in der
Lage wire, sie genauer zu treffen, dabei helfen, fiir elementare Morphismen
genauere Aussagen treffen zu konnen.
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7 Zirkulare Cores

7.1 Verhaltnis der zirkularen und andern Cores

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen iiber die Ordnung der zirkuldren
Morphismen will ich nun einige Ergebnisse iiber die zirkuldren Cores und
ihr Verhéltnis zu den azyklischen und homomorphen Cores wiedergeben:
Ein Core beziiglich einer gewissen (Di-)Graphen-Morphismenart ist ein (Di)-
Graph, der keinen echten Sub(di)graphen enthélt, auf den eine entsprechende
Abbildung existiert. Ein Semicore ist ein (Di-)Graph, der keine solchen in-
duzierten Sub(di)graph enthélt, und ein schwacher Core einer, der keinen
solchen Sub(di)graphen geringerer Knotenzahl enthélt. Zunéchst gilt es das
Verhiltnis von diesen drei Begriffen zu untersuchen. Zunéchst folgt aus diesen
Definitionen:

Satz 7.1. Fin Core ist auch ein Semicore. Fin Semicore ist dasselbe wie ein
schwacher Core bzl. zirkuldren/ZEM-zirkuldren/azyklischen/homomorphen,/
dihomomorphen etc. Abbildungen.

Beweis. Die erste Aussage gilt, da die Definition eines Semicores ja eine
Teilbedingung der Definition des Cores ist.

Sei D ein Semicore. Da die Abbildungsart keine der Ko-Arten (kozirkulér
etc.) ist, ist jede Abbildung auf einen Subdigraphen kleinerer Knotenzahl
auch eine auf den durch diese Knoten induzierten Subdigraphen, also ist
jeder Semicore auch ein schwacher Core. Umgekehrt folgt es daraus, dass
echte induzierte Subdigraphen eine kleinere Knotenzahl haben. O]

Man kann die Unterschiede mithilfe folgender Definition noch weiter ein-
schranken:

Satz 7.2. D ist ein azyklischer/homomorpher/dihomomorpher Core gdw. er
ein entsprechender Semicore ist.

Beweis. Wenn D keine entsprechenden Abbildungen auf Subdigraphen von
sich selbst hat, so offenbar auch keine auf induzierten. Umgekehrt, wenn es
keine Abbildungen auf induzierten Subdigraphen gibt, so kann es keine Ab-
bildungen auf einen nichtinduzierten Subdigraphen D’ mit kleinerer Knoten-
zahl geben, da D ja ein Semicore, d.h. nach oberem Satz auch ein schwacher
Core ist. |V(D')| = |V(D)| impliziert fiir die genannten Morphismenarten,
dass kein Knoten im Bild ausgelassen wird, also hochstens Bégen weggelassen
werden konnten; da aber nach Definition fiir azyklische Morphismen Bogen
nur dann wegfallen kénnen, wenn Knoten zusammenfallen, ist dies unmog-
lich. Also muss D' = D gelten, und D ist nicht nur Semicore, sondern auch
Core. [
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Definition 7.3. Fiir einen beliebigen Digraphen D sei der Digraph, der aus
D entsteht, wenn man alle Briicken zwischen starken Komponenten entfernt,
die Zusammenhangs-Reduktion D, von D.

Satz 7.4. D ist ein zirkuldrer Semicore gdw. D, ein zirkuldrer Core ist.

Beweis. Da D ein zirkuldrer Semicore ist, gibt es nur solche zirkulédren Abbil-
dungen auf Subdigraphen von sich selbst, die alle Knoten tibernehmen, aber
denen evtl. einige Bogen fehlen. Offenbar kann so ein Bogen nicht in einem
induziertem Kreis in D liegen, da dessen Bild wiederum ein Kreis sein muss,
und entweder sich eine Reduktion in einen kleineren Graphen durch Verrrin-
gerung der Lénge des Kreises bildet - was aber nach |V(D')| = |V(D)| gera-
de ausgeschlossen wurde - oder der Kreis mit einem andern zusammenfillt,
wodurch ebenfalls weniger Knoten benotigt werden. Nichtinduzierte Kreise
haben allerdings dasselbe Problem, da sie aus induzierten Kreisen bzw. Dig-
ons aufgebaut sind; und da nun verschiedene Kreise nicht kollidieren diirfen,
miissen sie in verschiedenen Konstellationen alle erhalten bleiben. Dle ein-
zigen Bogen, die also ohne weiteres wegfallen diirfen, bestehen aus solchen,
die nicht Teil eines Kreises sind, das sind aber genau Bogen zwischen ver-
schiedenen Komponenten. Wenn solche also nicht vorhanden ist - mit andern
Worten, wenn wir D, betrachten - gibt es auch keine Abbildungen mehr, also
ist D, ein echter zirkuldarer Core, auch wenn D nur ein Semicore ist. O

Ein Beispiel fiir einen zirkuldaren Semicore, der kein zirkuldrer Core wa-
re, liefse sich also nur aus einem nicht zusammenhéngenden zirkulédren Core
gewinnen. Man kann hierzu etwa folgende Form von Beispielen finden:

Beispiel 7.5. Wenn x(B) > |[V(A)|, B A’-frei (auch nicht-induziert) fiir
alle dihomomorphen Bilder A’ von A, und A, B beide symmetrische Core-
Graphen sind, dann ist der Digraph, der aus AUB entsteht, wenn man Bogen
von allen Knoten aus A zu allen aus B zieht, ein echter zirkuldrer Semicore,
d.i. ein zirkuldrer Semicore, der kein zirkuldrer Core ist.

Beweis. Offenbar ist der Digraph kein zirkulérer Core, da man blofs die Bégen
entfernen muss und dadurch einen zirkuldren Morphismus auf einen echten,
Bogenreduzierten Subdigraphen erhalt.

Es ist also zu erweisen, dass dabei keine Knoten entfernt werden kon-
nen: Offenbar kann man A nicht auf B abbilden, da B ja gerade A’-frei
sein sollte, und die dihomomorphen Bilder, da A symmetrisch ist, auch alle
Moglichkeiten abdecken, A mittels eines zirkuldaren Homomorphismus in B
einzudecken (da alle solche Einbettungen azyklisch sind, und jeder azyklische
Morphismus ja im Bild zumindest nicht-induziert ein dihomomorphes Bild
enthalten muss, wie die Zerlegung der azyklischen Morphismen in Kap. 2.2
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entspr. Pfeile auf alle Knoten "‘

4
Grotzsch-Graph

Abbildung 6: Ein Beispiel der konstruierten Semi-Cores aus dem Grétzsch-
Graphen. Er ist zugleich ein echter ZEM-Semicore

gezeigt hat). Ebensowenig kann B in A abgebildet werden, da die Knoten in
A fiir die Farbungszahl von B einfach nicht ausreicht. Damit muss A in A, B
in B abgebildet werden, und da beide Cores sind, heifst dass, dass das Bild
nicht kleiner sein kann, das zirkuldre Bild insgesamt alle Knoten enthalten
muss. Damit ist der Digraph zumindest ein schwacher Core, d.h. auch ein
Semi-Core. Mit der ersten Aussage zusammen folgt die Behauptung. O

Korollar 7.6. Wenn X(D) < m < w(D), ist Py[K,,, D] ein echter zirkulirer
Semi-Core.

Eine Anwendung dafiir bietet etwa der Grotzsch-Graph, d.i. der kleinste
knotenkritische 4-chromatische dreiecksfreie Graph. Wenn man dann A als
Dreieck (= K3) wéhlt, ist dieses offenbar in B nicht enthalten, B erfiillt die
oberen Bedingungen, und der Satz gilt. Das Beispiel ergibt sich damit zu
folgendem Bild:

Offenbar ist eine analoge Konstruktion mit beliebigen Graphen bzw. Di-
graphen moglich, die jeweils selbst Semicores sind und nicht aufeinander
abbilden koénnen. (Dies wird nachher noch einmal unter der etwas andern
Terminologie der Cores eines Graphen/Digraphen in allgemeinen Circ-Core-
Sétzen dargestellt.)

Wenden wir uns nun der Verhéltnisse verschiedener Core-Arten zu, die
sich in den betrachteten Morphismen unterscheiden. Geméft der Morphis-
menartbestimmung nach Kapitel 2 gilt nach Definition:

Satz 7.7. Jeder zirkuldre (Semi)Core ist ein azyklischer Core, und jeder
azyklische Core ist ein homomorpher und dihomomorpher Core. Jeder sym-
metrische homomorphe Core ist ein zirkuldrer Core.
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Satz 7.8. Wenn S(D) ein Core ist, ist D ein zirkuldrer Semicore (d.h. insb.
auch ein azyklischer etc. Core).

Beweis. Jede zirkuldre Abbildung in einen induzierten Subdigraphen, also
in Cire(D, D") mit D’ C D, muss auch in Circ(S(D), D’) liegen. Angenom-
men, es gibe so eine Abbildung; dann gébe es aber, da Circ(S(D), F) =
Cird(S(D), S(F)), auch eine Abbildung in Cire(S(D), S(D")), also wére we-
gen S(D') Cing S(D) damit auch S(D) kein Core. Wenn also S(D) ein Core
- also wenn S(D) ein homomorphischer Core, weil dies trivial dasselbe ist
fiir symmetrische Graphen - dann muss auch D ein Core sein im Bezug auf
induzierte Subdigraphen, d.h. ein zirkuldrer Semicore. n

Der zweite Teil lasst sich nach den allgemeinen Symmetriesétzen sogar
umkehren zu:

Satz 7.9. Wenn D ein induziert kreisfreier zirkuldrer Semicore, ist S(D) ein
Core.

Beweis. Sei D induziert kreisfrei, dann ist offenbar C'irc(D, F') = Clirc(S(D),
S(F)). Da D ein zirkuldrer Core, ist Circ(D,D’) fuir D' C D leer, also
mit Circe(D,D") = Cire(S(D), S(D')) auch diese Menge. Nun hat aber je-
de Menge Cire(S(D), H) fir H C S(D) die Gestalt Circe(S(D), S(D")) fiir
ein D' C D mit H = S(D’), also ist damit auch S(D) ein (zirkuldrer) Co-
re, da alle diese Mengen leer sind. Da die Mengen, deren Leerheit fiir die
Core-Eigenschaft von S(D) betrachtet werden miissen, nur kleinere Digra-
phen umfasst - da fiir homomorphische Cores die Cores und Semicores genau
zusammenfallen - reicht es hier aus, D als Semicore vorauszusetzen.

]

Da nur auf die Symmetrie im Bezug auf Subdigraphen von D zuriickge-
griffen wurde, gilt allgemein:

Korollar 7.10. Wenn D D’-symmetrisch fir alle D' C D, gilt: D ist ein
zirkuldrer Semicore gdw. S(D) ein Core ist.

Ich werde diesen Satz nachher in der statistischen Betrachtung auf allge-
meine selbstsymmetrische D ausdehnen.

Dass diese Sitze in umgekehrter Form bzw. im Allgemeinen nicht gelten,
wird weiter unten an einigen Beispielen gezeigt (z.B. den Rédern W, und an
S(d)o =iKj0 = Kj).

Zum Verhéltnis von Cores und ihren unterliegenden Graphen habe ich
bisher nur folgendes negative Ergebnis finden konnen:
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Satz 7.11. Wenn D ein Core, ist U(D) nicht notwendig ein Core, und um-
gekehrt

Beweis. Setze D = ék Offenbar ist D ein Hom- und Circ-Core, da alle
Subdigraphen azyklisch sind, D als ganzes aber nicht, so dass sich D nicht auf
cinen seiner Subdigraphen abbilden lisst. Allerdings lisst sich U(Cy) = C4
auf Ky homomorph abbilden, da bekanntermafen x(Cy) = 2 gilt, also ist
U(D) hier nicht notwendigerweise ein Core.

Umgekehrt, sei D = T.,. Offenbar ist D azyklisch, lasst sich also zirkular
auf einen seiner Punkte abbilden; damit ist D kein zirkuldrer Core. Aber es
gilt U(D) = K,,, und K, ist ein zirkulérer Core; also muss in so einem Fall
auch U(D) nicht notwendigerweise kein Core sein. O

Das zweite Ergebnis lédsst sich offenbar folgendermafsen ausdehnen:

Korollar 7.12. Wenn G transitiv orientierbar ist, oder auch nur azyklisch
oritentierbar ist, gibt es eine Orientierung von G, die kein zirkuldrer Core ist.

Da aber jeder Graph ein Subgraph von K, ist, dieser aber eine azyklische,
namlich die transitive Orientierung 7,, hat, gilt:

Korollar 7.13. Jeder Graph G hat eine Orientierung, die kein zirkuldrer
Core ist. Eine solche ist etwa (Zyy (), {(i, j)|viv; € E(G),i > j}).
7.2 Ergebnisse iiber azyklische Cores

Da alle zirkuldren Cores auch azyklische etc. sind, gelten nun alle Ergebnis-
se, die fiir die azyklischen oder homomorphen Cores gefunden wurden, auch
fiir die zirkuléren, weswegen es sinnvoll erscheint, sie hier im Uberblick zu-
sammenzufassen. So finden sich bei Severino [Sev14| folgenden allgemeinen
Ergebnisse tiber azyklische Cores:

Definition 7.14. Eine azyklische Retraktion ist ein azyklischer Morphismus
von D nach H C D, der auf H eingeschrinkt die Identitét ist.

Satz 7.15. [Sevi, 3.1, 3.2, 3.3] Folgende Aussagen sind dquivalent
(1) D ist ein azyklischer Core
(ii) D ist eindeutig azyklisch D-farbbar

(111) Alle Morphismen in Acyc(D, D) sind bijektiv

(iv) D retrahiert azyklisch auf keinen echten (induzierten) Subdigraphen H
von sich selbst.
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Beweis. (i) < (1i) Sei D ein azyklischer Core, d.h. D ist nicht azyklisch D’-
farbbar fiir jeden echten Subdigraphen D’ von D. Offenbar ist eine azyklische
Farbung dann auf einen Subdigraphen reduzierbar, wenn ein Nichtbogenpaar
auf ein Bogenpaar abbildet, da sonst im Bild ein Bogen entfernt werden
konnte; also konnte, wenn D auf mehrere unterschiedliche Arten D-farbbar
ware, ein Bogen entfernt werden, und die Abbildung bliebe azyklisch, d.h. D
wére auf einen Subdigraphen azyklisch abbildbar, also D’ = D —e-farbbar, im
Gegensatz zur Voraussetzung. Also ist D (bis auf Isomorphismen) eindeutig
azkylisch D-farbbar.

Umgekehrt, wenn D eindeutig D-féarbbar ist, kann D nicht auf einen Sub-
digraphen abbilden, da jede solche Abbildung ja eine andere D-Féarbung wére,
die sich in der Anzahl der Farben schon von der identischen D-Férbung von
D unterscheidet. Also kann es keine solchen Abbildungen geben, und D ist
ein azyklischer Core.

(17) < (di7) (vgl. [HKMR12]) Fiir alle H-Farbungen ¢, v von einem ein-
deutig H-farbbaren D gibt es einen Automorphismus 7 von H mit ¢ = wo1),
d.h. wenn D eindeutig azyklisch D-farbbar, muss ¢ = 7 gelten, also miissen
auch alle Morphismen in Acyc(D, D) Automorphismen, also bijektiv sein.

Umgekehrt, wenn ¢, in Acyc(D, D) sich nicht um einen Homomorphis-
mus unterscheiden wiirden, hiefe dass, da wenn ¢ bijektiv ist, ¢ auch ein
Automorphismus wére, dass dann 1 nicht bijektiv wére, also nicht alle Mor-
phismen bijektiv sind; also in Kontraposition, dass wenn es so ist, sie sich je
nur durch Automorphismen unterscheiden, also D auch eindeutig azyklisch
D-farbbar ist.

(17) < (iv) Offenbar wiére ein solche Retraktion eine azyklische D-Farbung
von D, also kann sie nicht existieren, wenn D eindeutig azyklisch D-farbbar
ist.

Umgekehrt, sei D nicht retrahierbar, aber auch nicht eindeutig azyklisch
D-farbbar, sondern habe einen Homomorphismus f nach H C D, aber
auf keinen Subdigraphen von H. Es muss so einen Subdigraphen geben,
da sonst alle azyklischen Homomorphismen auf D bijektiv wéren, also nach
(i7) < (i4i) D doch eindeutig D-farbbar wére. Es gibt also echte Subdigra-
phen von D, auf die D selbst abbildet, wovon man nur irgendeinen wéahlen
muss; von da an nehme man immer kleinere passende Subdigraphen, bis es
keine kleineren mehr gibt. Offenbar ist H ein azyklischer Core, da sonst eine
beliebige Abbildung ¢ : H — H' fir H' C H ein f' = fo¢ : D — H' impli-
ziert, im Widerspruch dazu, dass D auf keinen echten Subdigraphen von H
mehr abbildet. Offenbar ist also jeder Homomorphismus auf H ein Automor-
phismus, also auch ¢ = f|H. Damit ist ¢ invertierbar, und ¢y"'o f: D — H
ist eine Retraktion von D auf H C D, im Widerspruch zur Behauptung, dass
D nicht retrahierbar ist. Also ist D, wenn nicht retrahierbar, auch nicht auf
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echte Subdigraphen abbildbar, also ein azyklischer Core. n

Lemma 7.16. [Sev14, 3.4] Azyklische Retrakte von einem Digraphen D sind
induzierte Subdigraphen von D.

Beweis. Da Retrakte einen azyklischen Morphismus von D aus haben, auf
dem sie konstant bleiben, miissen alle Bogen erhalten werden, und da sie auch
Subdigraphen von D sind, konnen sie keine weiteren enthalten, also sind sie
je induzierte Digraphen. O

Satz 7.17. [Sev1y, 3.5] Jeder endliche Digraph D hat einen azyklischen Co-
re, der ein induzierter Subdigraph von D und bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt ist.

Beweis. Offenbar hat D nur endlich viele Retrakte, damit auch ein minima-
les bzgl. C, welches also ein Core in D sein muss (analog zur oberen Argu-
mentation) und induziert in D liegt. Seien H, H' zwei solche Retrakte mit
azyklischen Morphismen f, f" auf D. Offenbar muss dann ¢ = f|H' : H —
H,v = f'|H : H— H' azyklisch sein, also ¢ o9 und v o ¢ bijektiv, also sind
beide Funktionen Isomorphismen, weshalb H = H’ gelten muss. Damit ist
der Core in D induziert enthalten und bis auf Isomorphie eindeutig. O

Nenne diesen eindeutigen azyklischen Core D* auch den (azyklischen)
Core von D.

Satz 7.18. [Sev1), 3.6/ Wenn U(D) bzw. D stark zusammenhdingend, dann
ist U(D*) bzw. D* stark zusammenhdngend.

Beweis. Sei U(D) bzw. D stark zusammenhéngend, f : D — D* x,y € D*
mit Weg & = uy, ug, ..., u,, = y in D, so dass (u;, uj1) (bzw. je auch (u;y1,u;))
existiert. Setze v; = f(u;), d.-h. vy = z,v, = y, und durch die Azyklizitdt von
f werden die Bogen entweder erhalten oder die Knoten fallen zusammen, so
dass vy, ..., v, auch in U(D*) bzw. D* einen Weg bildet. Da x, y beliebig, sind
U(D*) bzw. D* stark zusammenhéngend. O

Nach Severino werden Digraphen als homomorphisch (genauer gesagt:
ayzklisch-homomorphisch) &quivalent genannt, wenn es von einem zum an-
dern einen azyklischen Homomorphismus gibt. Mithilfe der Cores lassen sich
diese Aquivalenzen nun eindeutig charakterisieren:

Satz 7.19. [Sevl/, 3.7, vgl. 3.4] Digraphen sind (azyklisch)-homomorphisch
aquivalent gdw. thre azyklischen Cores isomorph sind. Insbesondere sind zu-
einander (azyklisch)-homorphe Cores isomorph.
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Abbildung 7: Eine zirkuldre Abbildung des nach innen gerichteten Rads mit
sechs Knoten auf den gerichteten Kreis mit sechs Knoten. (vgl. 7.52.2)

Beweis. Offenbar sind D und D* homomorphisch dquivalent, da D — D* als
Redukt und D* — D als Einbettung unmittelbar gegeben sind, womit der
erste Teil der Behauptung folgt, da somit fiir isomorphe Cores auch verschie-
dene Digraphen iiber diese Isomorphie miteinander mit azyklische Morphis-
men verbunden werden koénnen.

Seien nun D, H (azyklisch-)homomorphisch mit Cores D*, H* gegeben.
Offenbar, da D* — D — H — H* azyklisch gilt, gilt auch D* — H*
und analog H* — D* mit Morphismen ¢, v, so dass ¢ o 1,1 o ¢ azyklische
Morphismen auf Cores sind, also bijektive und damit Isomorphismen sind.
Damit gilt dasselbe aber auch fiir ¢ und v, und D* und H* sind isomorph.
Die zweite Behauptung folgt nun unmittelbar, wenn man D = D* H = H*
voraussetzt. [

Folgende Existenzbeweise stehen ebenfalls dort:

Satz 7.20. [Sevl4, 3.8] Wenn irgendein bestimmter Digraph D eindeutig
azyklisch, und zwar surjektiv F'-firbbar ist, ist F ein azyklischer Core.

Beweis. Sei D wie gefordert mit der eindeutigen Surjektion f € Acyc(D, F).
Wenn [’ € Acyc(F, F*) eine Retraktion ist, dann ist f'o f € Acyc(D, F'), also
f'of = hof fiir einen Automorphismus h auf H, da D eindeutig azyklisch H-
farbbar ist. Da f surjektiv und h ein Automorphismus, also Bild(ho f) = F
ist, gilt Bild(f" o f) = Bild(h o f) = F, also mit Bild(f") = H* ebenfalls
H C H*,d.h. H= H* und H ist ein Core. O
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Satz 7.21. [Sev14, 3.12] Fir alle k > 2 ist das (nach innen oder aufSen)
gerichtete Rad W, ein azyklischer Core. (Siehe Abb. fiir ein Beispiel eines
solchen Rads; offenbar sieht man auch dort, dass es kein zirkuldrer Core ist,
wie nachher noch genauer dargestellt wird.)

Beweis. Sei V(W) = {vg, ..., ve_1, ¢}, wobei v; den Kreis und ¢ das Zen-
trum bilden, d.h. E(W) = E(Cy) U{(vi,c)[i =0, ...,k — 1} baw. E(W;) =
E(Cy) U{(c,v)|i =0, ...,k — 1}. Da jeder azyklische Morphismus von W,
auf sich selbst insbesondere zirkuldr ist (bei Severino hierzu eigens bewie-
sen) und die einzige zyklische Menge von k& Knoten in W, der dufere Kreis
ist, wird dieser dabei auf sich selbst bijektiv abgebildet; nehme an, dass
in einem solchen f dann im Bild (f(v;), f(vit1)), aber nicht (f(vi), f(vi-1)
giiltige Bogen sind. (Durch die Azyklizitdt konnen die Knoten nicht ver-
tauscht werden, so dass auch nur diese beiden Moglichkeiten bleiben.) Wenn
nun f(c) = f(vo) # f(v1) wére, dann miisste nach Azyklizitdt von f auch
(f(v1), f(vo)) ein Bogen sein, da f(c) # f(v1) ja (¢, v1) im Ursprungsgraphen
ein Bogen ist, was aber nicht sein kann, analog f(c) # f(v;) fir alle i; da-
mit muss also f(c) = ¢ gelten. Also muss f eine Bijektion sein; damit sind
alle azyklischen Morphismen von W, auf sich selbst bijektiv, also ist W, ein
azyklischer Core. O

7.3 Ergebnisse iiber homomorphe Cores

Es gibt nun einige analoge Ergebnisse fiir homomorphische Cores, die ich von
Hell/Nesetiil [HNO04| iibernehme:

Satz 7.22. [HN04, 1.31] Ein Digraph D ist genau dann ein homomorphi-
scher Core, wenn er nicht auf einen echten Subdigraphen homomorphisch
retrahiert

Beweis. Wenn D auf einen seiner Subdigraphen homomorphisch retrahiert,
dann ist diese Retraktion bereits ein Homomorphismus. Umgekehrt, sei H
der Subdigraph von D mit den wenigsten Knoten, auf den D homomorphisch
abbildet, via f : D — H. Offenbar muss f|y homomorphisch sein, also
bijektiv, damit ist f|hf1 o f eine Retraktion von D nach H. O]

Satz 7.23. [HNO4, 1.32] Jeder Digraph D ist homomorphisch dquivalent zu
einem eindeutigen Homomorphismen-Core core(D).

Beweis. Wenn H, H' sind homomorphische Retrakte von D sind, via Re-
traktionen f : D — H,f  : D — H'’, und H,H' Cores sind, dann sind
flar o £, f'l7* o f Automorphismen auf H bzw. H’, also sind H, H' via
flars £'15 isomorph. 0
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Ein wichtiges Ergebnis fiir die spétere stochastische Betrachtung, das bei
Hell/Nesettil mit deutlich weitergehenden statistischen Methoden bewiesen
wird, ist:

Satz 7.24. [HN04, 3.24, 3.25, 2.26, 3.28] Asymptotisch sind fast alle Gra-
phen homomorphische Cores,

Dabei bedeutet "fast alle", dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufélliger
Graph G(p,n) (der n Knoten hat und mit Wahrscheinlichkeit p je eine Kante
zwischen zwei beliebigen Knoten) fiir alle p mit n — oo gegen 0 geht. (Diese
Konstruktion heifst Erdos-Rényi-Modell, so genannt etwa in [FHKS19, S.15]).
Ich werde im spéteren Abschnitt dafiir abkiirzend "fast alle (Di-)Graphen"
etc. sagen, auch wenn man sich bewuftt machen muss, dass es unendlich viele
Ausnahmen gibt, es also nur unwahrscheinlich, nicht unméglich wird, einen
Nicht-Core zu erwischen.

Schlieklich sind einige Ergebnisse zu Liicken in der Hom-Core-Ordnung
erwahnenswert; hierzu bendtigen wir zunéchst folgende Definitionen:

Definition 7.25. Fiir Digraphen G, H setze
G x H = (V(G) x V(H) {((u,v), (u,0))|(u, ) € A(G), (v,v') € A(H)})

HG = (V(H)V(G)7 {(fv f,)|v(v,v/)EE(G)(f(v>7 f/<vl)) € E(H)})
wobei AP fiir Mengen A, B die Menge aller Abbildungen von B nach A ist.

Satz 7.26. [HN04, 2.17,18] Es gilt HE*F =~ (HG)F fiir beliebige Digraphen
F,G,H, d.h. Hom(G x F,H) = Hom(F,G") und damit G x F — H &
F— HY

Beweis. Fiir alle m : V(F) — V(HY) definiere ®(m) : V(G x F) — V(H)
durch ®(m)(u,v) = (m(v))(u), was wegen m(v) : V(G) — V(H) wohldefi-
niert ist. Offenbar ist ® : V((HS)") — V(H®*F) bijektiv und ein Homo-
morphismus, da mit (m,m’) € (H)" auch (®(m), ®(m’)) € HEF gilt, weil
((®(m)(u, v)),

(®(m)(u',0")) = ((m(v))(u), (m'(v))(u)) ein Bogen in H ist gdw. ((u,v), (u',v"))
ein Bogen in G x F' ist. Damit ist ® ein Isomorphismus und die Digraphen
HEF und (H G)F sind isomorph. O

Lemma 7.27. [HN0/, 2.23] Fir g,k € N, g > 3 ungerade, gibt es mindestens
einen Graphen S(g, k) mit g,(S(g,k)) > g und x(S(G,k)) > k.

Satz 7.28. [HNO/, 3.30] Fir homomorphische Cores G # H mit G —
H,(G,H) # (K1, Ks), gibt es einen Graphen X mit G — X — H aber

HAXAG

69



Beweis. Wenn G = K; und x(H) > 2 gilt, erfiillt X = K, die Bedingung,.
Offenbar ist G # K1,2K1, Ko; H = K5 und G — H unmoglich, also nehmen
wir im weiteren x(G) > 1 und x(H) > 2 an.

Man suche ein Z mit g,(Z) > g,(H), x(Z) > x(G*), etwa Z = S(g,(H)+
1, x(GH) +1). Setze dann X = G U (H x Z). Offenbar gilt G — X als Pro-
jektion, und es ist X — H via G — H und H x Z — H durch Projektionen
fiir ein beliebiges festes v € V(Z).

Da nach der Voraussetzung, dass G, H verschiedene (d.h. nichtisomorphe)
Cores sind, H 4 G gilt, muss es eine Komponente von C' von H geben mit
C 4 G. Wenn H — X gelten wiirde, dann gélte C' — H x Z — Z, und
wegen X(G) > 1 wire C' nicht bipartit, was ¢,(C) < g,(Z) widerspricht. Also
gilt H 4 X.

Wenn X — G gelten wiirde, dann wire H x Z — G, d.h. Z — G nach
obigem Satz, was x(Z) > x(G*) widerspricht. Also gilt X 4 G. O

Es wird nun von Hell /NeSetfil daraus gefolgert, dass darum sich zwischen
zwei durch homomorphe Abbildbarkeit geordneten Hom-Cores der oberen
Art stets ein dritter befindet, also wenn Cg fiir diese Ordnung von Cores
steht:

Definition 7.29. Eine Liicke |G, H] in einer Abbildungsordnung G, H € C
besteht dann, wenn G < H, d.h. G — H, H /4 G gilt und es kein X € C
gibt, so dass G < X < H gelten wiirde.

Satz 7.30. [HNO4, 3.31] |[K1, K3 ist die einzige Liicke von Cg.

Dazu findet sich noch das folgende Resultat, was Liicken fiir die Nicht-
Core-Ordnung auch im weiten Umfang ausschlieft:

Satz 7.31. [HNO4, 3.32] Wenn H ist ein stark zusammenhdingender, nicht-
azyklischer homomorphischer Core-Digraph ist, ist |G, H| keine Licke fir

jeden Digraphen G < H in der Ordnung C aller Digraphen beziiglich homo-
mopher Abbildbarkeit.

Beweis. Sei (a,b) ein Bogen in einem Zykel in H und I = (H — (a,b)) UK, [=
adl U (a',b), und n > |[V(G)|, und G' der Ersetzungsgraph aus T, wo alle
Bogen (z,y) durch I[z = a,y = d/] ersetzt werden, d.h.

G = (Zn U (Ui<icj<aV (1) x {(6,5)}),{((v, (4, 5)), (w, (i, ) |(v, w) € E(I)}U

(
{( (a, (,9))), (@, (i), 5)
j

/A, (a, (4, 4))), (@, (3, ),
Setze nun X = G’ + G.

1 <i<j<n})
M<i<j<n)
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G — X gilt via Projektion, und X 4 G ebenso, weil sonst zwei Knoten
von T, identifziert werden miissten, also das Bild in G auch H enthalten
wiirde, im Widerspruch zur Annahme G < H.

Nehme nun an, es gidbe einen Homomorphismus ¢g : H — G’, und setze
f: G — H via f(v) = a fiir alle v € T,,, und betrachte sonst f als Projektion
auf die Knoten, von denen sie kopiert worden sind. Da H ein Core ist, ist
f o g ein Automorphismus; setze nun h = (f o g)~'. Offenbar liegt nun das
Bild u von a unter goh : H — G in T,,, so dass also f(u) = a; also liegt das
zusammenhédngende Bild von H unter g o h in der Umgebung von u. Setze
u = g(h(b)); da f(u') = b, liegt v/ in der Nachbarschaft von b, d.h. liegt
in einer Kopie von b in einem [ mit a’ ~ u (d.h. u ist aus einem o’ bei der
Quotentienbildung hervorgegangen); allerdings liegt (u,u’) in keinem Zykel
in g(h(H)), was aber der Annahme, dass (a,b) in einem Zykel in H liegt,
widerspricht, da fogoh = idy. Also gibt es keinen Morphismus g : H — G’,
also auch keinen von H nach X also gilt G < X < H. Damit ist [G, H keine
Liicke in C. O

Definition 7.32. Wenn (G 4 H) < (F — G), heifsen die Digraphen (F, H)
ein einfaches Dualitdts-Paar.

H ist durch F' eindeutig bestimmt, und heifst das Duale von F. Wenn
F ein Core ist, dann ist auch H ein Core und F' ist zusammenhéngend, da
sonst F; — H fir alle Komponenten gelten wiirde, weil F; A H wire, da F'
ein Core ist, also I’ — H ist, was nicht sein kann. Es folgt aus den oberen
beiden Satzen, dass man die Dualitdtspaare mit homomorphen Cores genau
bestimmen kann:

Satz 7.33. [HN04, 3.33] (K2, K1) ist das einzige einfache Dualitits-Paar in
der homomorphen Core-Ordnung Cg

Beweis. Wenn (F, H) ein einfaches Dualitéts-Paar von Cores mit F' # K,
ist, dann ist F' nicht bipartit, enthélt also einen ungeraden Zykel, nehme an
Coky1. Sei G ein Graph mit ¢,(G) > 2k + 1,x(G) > x(H), etwa S(2k +
2,x(H) + 1). Offenbar gilt F' 4 G durch den odd-girth von G und G 4 H
wegen x(G), im Widerspruch zur Behauptung, dass (F, H) ein Dualitétspaar
ist. Also muss F' = K5 gelten, und da Ky — G fiir alle G, die Kanten haben,
gilt, ist die Bedingung nur mit H = K; zu erfiillen. Also ist (K5, K;) das
einzige passende einfache Dualitédtspaar. n

Satz 7.34. [HN04, 3.34] Ein Dualitatspaar (F, H) unter Cores impliziert
eine Licke [F' x H,F], und umgekehrt eine Licke [A, B] mit stark zusam-
menhingendem B ein Dualititspaar (B, AB). Dies gilt je fiir C und Cs.
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Beweis. Wenn (F, H) ein Dualitéitspaar ist, bedeutet F' /4 K ja schon K —
H, also wiirde K — F und F' 4 K auch K — F x H, also F x H £ K
bedeuten, damit gilt F' x H < K < F fiir kein K, damit ist [F x H, F| eine
Liicke.

Sei [A, B] eine Liicke von Cores mit stark zusammenhéngendem B. Wenn
B — G — AP gilt, dann gilt auch B — B x AP; und da ohnehin nach
obigem Ergebnis B x AP — A gilt, wiirde B — A gelten, im Widerspruch
dazu, dass [A, B] eine Liicke ist. Wenn nun G 4 AP und B 4 G wiire, dann
wiirde C' = A + G x B die als falsch angenommene Ungleichung A < C < B
erfiillen, da C 4 A durch G x B — A < G — AP und B 4 C gilt, da sonst
B — G x B gelten wiirde, im Widerspruch zu B /4 G. Also ist (B, A?) ein
einfaches Dualitdtspaar. n

Die bei Hell/Nesetiil darauf folgenden Ergebnisse beziehen sich auf die
Homomorphismen-Ordnung C (d.h. nicht besonders auf die Cores), die uns
hier aber nicht weiter betrifft, da Homomorphismen nur Spezialfélle von zir-
kuldren Morphismen sind, daher diese Ordnung in dieser Untersuchung kei-
ne gesonderte Rolle hat, umgekehrt dagegen die zirkuldren Cores samtlich
homomorphische Cores sind, die Hom-Core-Ordnung also hier universale Ei-
genschaften iibertragbar macht.

Auferdem finden sich bei Hell/Nesettil nun noch folgende Existenzaussa-
gen fiir Cores:

Definition 7.35. G ist knotentransitiv, wenn es fiir jedes Knotenpaar (u, v)
einen Automorphismus auf G gibt, der u auf v abbildet, und knotenkritisch,
wenn x(G) > x(G — u) fiir alle Knoten u in V(G) gilt.

Satz 7.36. [HN04, Ubung 1.6]

1. Wenn G ein knotentransitiver Graph mit koprimen |V (G)| und a(Q)
ist, ist G ein homomorpher Core

2. Wenn G ein knotenkritischer Graph ist, ist G ein homomorpher Core.

Beweis. 1. Wenn G knotentransitiv ist, gibt es offenbar je passende Auto-
morphismen f, ) mit der geforderten Eigenschaft. Ein Homomorphis-
mus f : G — H kann dargestellt werden als eine Partition von G in
unabhingige Mengen V; = f~!(w;) fiir w; € V(H). Da nun G knoten-
transitiv ist, muss fiir f auch f o f(,.) ein Homomorphismus sein, da
J(uw) ein Isomorphismus ist. Es miissen also alle V; gleich grok sein, da
alle austauschbar sind; da aber a(G) und |V(G)| koprim, kann es so
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2.

eine Partition nicht geben, da die Aufteilung nie gleichméfig geschehen
kann, also gibt es nur ein einziges V;, und f ist bijektiv, d.h. ein Isomor-
phismus, da f ein Homomorphismus ist (und z.B. nicht blof zirkulér).
Damit ist GG ein Core.

Wenn G knotenkritisch, dann ldsst sich G nicht auf einen seiner Sub-
graphen abbilden, da jeder Subgraph eine kleinere chromatische Zahl
hat, also G nicht auf ihn abbildet, da G sonst auch auf K, )—, abbil-
den wiirde, im Widerspruch zur Definition von x(G). Damit ist G ein
homomorpher Core, da er sich nicht reduzieren lasst.

m

Satz 7.37. [HN04, 4.1 - 4.6] Folgende Digraphen sind rigide, d.h. Cores mit
nur einem einzigen Automorphismus: (siehe Abb. fiir 2. bis 6.)

1.
2.

Jeder azyklische hamiltonische Digraph
P,(i) = P, U (1,7)

P;-Zgﬁn_i = _;»+2 U ﬁn_i+2 U(1',7) wobei 1" der erste Knoten des zweiten
und 1" der letzte des ersten Pfades ist.

- Q(i,2n+1—1) wobei Q(a,b) = Z(a)x Z(b)* (Z(a))~ L+ (Z(b))™L, wobei

P~1 der umgekehrte Pfad von P ist und Z(a) die a-fache Hinterein-
anderfigung von Z; = ({k,k'|\k = 1,...,i} U{a,z}},{(k, K, (k, (k —
INk=2,..,i1}U{(a,1),(1,1)(7 2)}).

Hyp = Cyupr U{i(i +2)li =1,....3k + 5} U (1,6)

Der Graph Gy, der aus dem Graphen ({z,u,u,u", w,w' z,a,b,c},
{zu, v/, u/'v" | zw, ww', zz}) durch Einfigen paralleler Pfade der Linge
k zwischen w' und ¢, ¢ und v sowie u” und a, sowie paralleler Pfade

der Linge k + 1 zwischen a und z, v und b sowie b und w' entsteht.

Beweis. 1. Offenbar konnen keine zwei Knoten identifiziert werden, da

2., 3., 4.

sonst iiber dem Pfad ein Zykel entsteht; da der hamiltonische Pfad
eindeutig und gerichtet ist, konnen die Knoten auch nicht verandert
werden, darum gibt es keine andern Automorphismen als die Identitét,
also ist der Digraph ein rigider Core.

folgt unmittelbar daraus, da dies Mengen modifizierter Pfade sind, die
nicht aufeinander abbilden und je hamiltonisch sind, also das Gesamt-
gebilde nach derselben Argumentation ein rigider Core ist.
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Abbildung 8: Beispiele von homomorphen Cores aus Satz 7.37

5. Es gilt x(Hy) = 4 fiir k£ > 1, da jede 3-Farbung durch die Kanten von
Abstand 1 und 2, wenn die ersten drei Knoten je 1,2,3 gefarbt seien
(sonst benenne die Farben um), eine Farbung f(3[ + i) = i impliziert,
damit aber 3k+7 und 1 dieselbe Farbe erhalten wiirden, obwohl sie be-
nachbart sind. Damit funktioniert es also erst mit einer vierten Farbe.
Wenn nun irgendein Knoten entfernt wird, reichen drei Farben aller-
dings wiederum aus, also ist Hj knotenkritisch, damit ein Core. Ein
Automorphismus von Hp muss 6 auf sich selbst abbilden, da dies der
einzige Knoten mit Grad 5 ist; und da 6 — 1 die einzige Kante bei 6 ist,
die nicht in einem Dreieck liegt, bringt der Automorphismus auch 1 zu
sich selbst. Da 2 als einziger Knoten mit Grad 3 keinen Nachbarn mit
Grad 3 hat, wird 2 auf sich abgebildet, und von da an wird je, etwa 3,
da es allein zu 1 und 2 adjazent ist, etc, auf sich abgebildet, bis klar
ist, das der Automorphismus die Identitat ist. Damit hat H; nur einen
einzigen Automorphismus, ndmlich die Identitét, und ist rigide.

6. Da Gy ungerade Zyklen enthélt, kann core(Gy) nicht bipartit sein. Fiir
jeden Knoten v wére G, — v entweder ein ungerader Zykel mit drei
anhéngenden Pfaden (wenn das Zentrum geloscht wird), oder zwei Zy-
klen, die sich einen Weg teilen, mit zwei anhéngenden Pfaden (bei den
restlichen Knoten); deren Core wéren also ungerade Zykeln. Darum
wire, wenn G}, kein Core, core(Gy) einer der drei Zykeln von Lénge
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2k +5. Aber jeder solche Zykel enthélt einen Knoten u, der adjazent zu
einem Knoten v auferhalb des Zykels und zu den Knoten «/, u” auf dem
Zykel ist, so dass v —u — ' und v —u — u” Sequenzen in andern Zyklen
der Lange 2k + 5 sind. Damit kann man v aber auf keinen Knoten des
Zykels abbilden, also ldsst sich Gy nicht auf den Zykel retrahieren; und
da solche Zykeln die einzigen infragekommenden Subdigraphen waren,
ist G also ein Core. Betrachte nun irgendeinen Automorphismus auf
Gj: Das Zentrum z ist der einzige Knoten mit Grad 3, der einen Ab-
stand von 1, 2, und 3 zu den andern drei Knoten mit Grad 3, v”, w’, x,
hat, weshalb das Zentrum und diese Knoten auf sich selbst abgebildet
werden miissen. Uber die Adjazenzbeziehungen folgt, dass der Auto-

morphismus die Identitét, Gy also rigide ist.
]

Mit weitergehenden analytischen Methoden wird dort sogar bewiesen
Satz 7.38. [HNO4, 4.7] Asymptotisch sind fast alle Graphen rigide

was fiir die weitere stochastische Betrachtung bei mir von wesentlicher
Bedeutung ist. - Ein entsprechender Satz iiber Digraphen wird sich aus der
analogen Betrachtung iiber zirkulére Cores ergeben. Damit folgt das natiirlich
auch, der oberen Klassifikation entsprechend, zuriick in die Untersuchung von
Homomorphismus, und dehnt dieses Ergebnis auf Digraphen aus (wéhrend
der entsprechende Satz bei Hell /Negetfil nur iiber Hom-Core-Graphen bewie-
sen wurde). - Die weiteren Analysen bei Hell/Nesettil, die sich auf Graphen
unendlicher Knotenmengen beziehen und dort eine Rigiditéats-Konstruktion
ausfithren, werde ich hier {ibergehen, da ich mich in meiner weiteren Analyse
auf endliche Objekte beschrinken will, wiewohl auch diese Sétze natiirlich
umgekehrt fiir zirkuldre Cores, wenn es um Allgemeinaussagen geht, Giiltig-
keit behalten - und es eine offene Frage fiir die weitere Untersuchung bleibt,
wann diese unendlich groffen homomorphischen Cores auch zirkuldre sein
koénnen.

7.4 Dihomomorphe Cores

Der Vollstandigkeit halber werde ich hier die grundlegende Terminologie auch
fiir dihomomorphe Cores ausfithren, da sie ebenso auf zirkulare Cores zu-
trifftt und bisher nicht eigens dargestellt worden ist. - Ein Digraph heifst
ein dihomomorpher Core, wenn er keinen Dihomomorphismus auf einen sei-
ner echten Subdigraphen erlaubt. Offenbar ist dies aquivalent ausgedriickbar
durch:
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Satz 7.39. Ein Digraph D ist genau dann kein dihomomorpher Core, wenn

es einen Dihomomorphismus von D auf einen seiner echten induzierten Sub-
digraphen gibt, d.h. eine Zerlegung von V(D) in azyklische Mengen Vi, ....,V,,n >
1, so dass D/(V4,...,V;,) C D gilt.

Das trifft offenbar nun auf eine grofse Menge von Digraphen zu:

Satz 7.40. Perfekte nichtvollstindige Digraphen sind keine dihomomorphen
Cores.

Beweis. Sei D # Ky (py ein perfekter Digraph. Offenbar bildet D dihomo-
morph auf Ky py ab. Da D perfekt, ist diese Clique in D induziert enthalten,
und da D nicht vollstdndig, ist sie nicht mit D selbst identisch; also bildet
D dihomomorph auf einen echten induzierten Subdigraphen ab, ist also kein
dihomorpher Core. m

Umgekehrt sind die vollstandigen Digraphen ein offenbares Beispiel diho-
momorpher Cores, da sie ja iiberhaupt keine elementaren Dihomomorphis-
men aufser der Identitdt erlauben. Genauer gilt fiir diese:

Korollar 7.41. Perfekte Digraphen sind genau dann zirkuldre, also auch
dihomomorphe und azyklische Cores, wenn sie vollstindig sind. Perfekte Di-
graphen sind also genau dann zirkuldre Cores, wenn sie dihomomorphe Cores
sind.

Offenbar gilt also:

Satz 7.42. D ist genau dann ein dihomomorpher Core, wenn Dihom(D, D) =
{idp} bzw. wenn alle Dihomomorphismen von D auf sich selbst bijektiv sind
(da der einzige eben die Identitdt ist).

Satz 7.43. Jeder Digraph D enthdlt induziert einen eindeutigen dihomomorphen
Core dicore(D) der bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

Bewers. Offenbar hat D nur endlich viele azyklische Quotienten bzw. diho-
momorphe Bilder, also auch unter diesen ein C-minimales, welches nach Kon-
struktion ein induzierter Subdigraph von D sein muss. Seien H, H' zwei sol-
che Quotienten, und f, f* die ihnen zugeordneten Dihomomorphismen; dann
wéaren f|gs, f’|g Dihomomorphismen, also sind H, H' dihomomorphe Bilder
voneinander, damit sind sie isomorph. ]

Korollar 7.44. Fiir jeden perfekten Digraphen D gilt dicore(D) = Kyg(p)
Satz 7.45. Fiir jeden Digraphen D, und azkylische Digraphen Dy, ..., D,, fiir
n = |V(D)|, gilt dicore(D[Dy, ..., D,]) = dicore(D)
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Beweis. Offenbar ldsst sich D[Dy, ..., D,] auf D dihomomorph abbilden, in-
dem man alle Knoten der D; auf den jeweiligen Knoten aus D abbildet. Da
alle D; azyklisch sind, ist die Abbildung dihomomorph, und D ist auch ein in-
duzierter Subdigraph aus D[Dy, ..., D, (man nehme etwa den ersten Knoten
jedes D;), so dass der dihomomorphe Core aus D[Dy, ..., D,] nur innerhalb
von D liegen kann - also derselbe Dicore ist wie der von D. O

Offenbar ist es in diesem Beispiel moglich, von D[Dy, ..., D,] zu D zu ge-
langen, indem man nur elementare Dihomomorphismen durchfiihrt und dabei
innerhalb von D bleibt. Nenne solche Cores darum auch elementar-dihomomorphe

Cores, bzw. kurz elemdicore(D) fir den kleinsten induzierten Subdigraphen
von D, den man durch elementare Dihomomorphismen erreichen kann, deren
Bilder in jedem Schritt in D induziert enthalten bleiben. Damit erhalten wir
nach vorherigem Satz:

Korollar 7.46. Fir jeden Digraphen D, und azkylische Digraphen D+, ..., D,
firn =|V(D)|, gilt elemdicore(D[Dy, ..., D,]) = elemdicore(D)

Es lasst sich nun folgende Charakterisierung elementar-dihomomorpher
Cores erzeugen:

Satz 7.47. D st genau dann ein elementar-dihomomorpher Core, wenn D
keinen nichtidentischen elementaren Dihomomorphismus auf sich selbst er-
laubt, und dies gilt gdw. in D die Adjazenzliste keines Knoten die eines an-
deren enthdlt.

Bewers. Offenbar ordnet ein elementarer Dihomomorphismus zwei Knoten
einander zu. Da keine Adjazenzliste des Knotens sich selbst enthalt, wiir-
de ein Digon bedeuten, dass die beiden Listen je nicht inenander enthalten
sind, wodurch die vollstandige Abdeckung durch Digons (d.i. Vollstandigkeit)
durch die Bedingung schon gesichert ist.

Angenommen es gdbe nun doch einander enthaltende (vielleicht sogar
gleiche) Adjazenzlisten. Dann kann man offenbar den Knoten, dessen Ad-
jazenzliste im andern enthalten ist, auf diesen abbilden. Also gibt es dann
einen elementaren Dihomomorphismus, der diese Knoten verbindet (da sie
insbesondere kein Digon bilden), und da die Adjazenz enthalten wir, entste-
hen im Quotienten keine zuséatzlichen Bogen, also ist das Redukt induziert
in D enthalten, und D kein elementar-dihomomorpher Core.

Wenn die beiden Listen nun nicht enthalten sind, kann ein elementarer
Dihomomorphismus diese Beiden Knoten nicht direkt aufeinander abbilden,
sondern miisste beide auf einen dritten Knoten abbilden. Nun muss aber
dieser Knoten dann auf einem andern landen, und dabei muss Adjazenz er-
halten bleiben, also ist die Adjazenzliste dieses Knoten in einem der andern
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enthalten usw. Es ist also offenbar, dass wenn keine Adjazenzliste ineinander
enthalten ist fiir beliebige Knotenpaare, dass dann so eine Drehung unmdéglich
ist, also auch keine elementare Dihom-Quotientenbildung, die als induzierter
Subdigraph verbleibt.

In beiden Féllen aber sind also die Adjazenzlisten enthalten, wenn es
einen Morphismus gibt, also ist ein Digraph mit je einander nicht enthalte-
nen Adjazenzlisten ein elementarer dihomomorpher Core. (Allerdings konnen
alle Adjazenzlisten verschieden sein; hierzu miissen nur gewisse Bégen aus ei-
nem Digraphen mit gleichen Adjazenzlisten entfernt werden, da dadurch ja
Abbildbarkeit durch nichts eingeschréankt wird. Als Beispiel kann man hierzu
etwa ({1,2,3},{(1,2),(2,1),(1,3)}) betrachten, wo man die Knoten 2 und
3 aufeinander reduzieren kann, obwohl die Adjazenzlisten nicht gleich sind,
sondern nur die eine in der andern enthalten ist.)

O

Korollar 7.48. Die Frage, ob ein gegebenener Digraph ein elementar-dihomo-
morpher Core ist, ldsst sich in Polynomialzeit (genauver: quadratisch in der
Anzahl der Adjazenzen) losen.

Damit kénnen wir zumindest davon ausgehen, dass zirkuldre Cores je ver-
schiedene Adjazenzen haben. Ansonsten scheinen die dihomomorphen Cores
keine leicht erkennbaren Struktureigenschaften zu haben, die Frage nach der
NP-Vollstandigkeit etc. ist ebenfalls hier noch vollig offen. (Die Frage nach
der Haufigkeit dihomomorpher Cores wird unten, mit der Frage der Haufig-
keit zirkulér-rigider Cores, mitbeantwortet.)

7.5 Fundamentale Ergebnisse fiir zirkulare Cores

Welche solcher Ergebnisse lassen sich nun auf zirkulére Cores iibertragen? Es
gilt zumindest:

Satz 7.49. Folgende Aussagen sind dquivalent

(i) D ist ein zirkuldrer Semi-Core

(i1) Alle Morphismen in Circ(D, D) sind bijektiv
(i11) D retrahiert zirkulir auf kein D' Cq D, D" # D

Beweis. (i) = (1i) Sei D ein zirkulédrer Semi-Core. Wenn ein zirkulérer Mor-
phismus f : D — D nicht bijektiv ist, dann wére er auch nicht injektiv, also
Bild(f) # V(D). Damit aber bildet f D auf einen induzierten Subdigraphen
D[Bild(f)] # D ab, im Widerspruch zur Annahme dass D ein Semi-Core ist;
also ist jedes solche f bijektiv.
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(1) = (iii) Wenn alle Morphismen in Clirc(D, D) bijektiv sind, dann
kann es keine Retraktionen geben, da jede Retraktion nicht-injektiv ist.

(74i) = (i) Wenn D nicht retrahiert, dann kann es auch keine Abbildung
auf einen Subdigraphen geben, da jeder Subdigraph ja ein Teilgraph einer
Retraktion, d.h. eines induzierten Subdigraphen ist; damit aus der Tatsache,
dass D nicht auf D’ retrahiert, folgt, dass D ein zirkuldrer Core beziiglich
aller D[V (D")] ist, d.h. ein zirkuldrer Semi-Core. O

Satz 7.50. D ist ein zirkuldrer Core gdw. D zirkuldr auf kein D' C D, D’ #
D retrahiert, und in diesem Fall sind alle Morphismen aus Circ(D, D) bi-
jektiv.

Beweis. Sei D ein zirkularer Core. Wenn ein zirkularer Morphismus f : D —
D nicht bijektiv (was fiir alle Retraktionen auf kleinere Subdigraphen gilt),
dann wére er auch nicht injektiv, also Bild(f) # V(D). Damit aber bildet f
D auf einen (nicht notwendig induzierten) Subdigraphen Bild(f) # D ab, im
Widerspruch zur Annahme dass D ein Core ist; also ist jedes solche f bijektiv.
Unter den bijektiven Abbildungen kann nun ebenfalls keine Funktion sein, die
retrahiert, da sonst ebenfalls die Core-Eigenschaft widerlegt werden wiirde,
also gibt es kein D’ im Bild von f, fiir das f eine Retraktion sein kénnte.
Wenn umgekehrt D nicht retrahiert, dann kann es auch keine Abbildung
auf einen Subdigraphen geben, da jeder Subdigraph ja eine Retraktion ist;
damit aus der Tatsache, dass D nicht auf D’ retrahiert, folgt, dass D ein
zirkulérer Core ist. (Allerdings reicht hier die Annahme der Bijektivitat al-
leine nicht aus. Eben das macht den Unterschied von Semi-Cores und Cores
aus.) O

Satz 7.51. Jeder Digraph D hat einen bis auf Isomorphie eindeutigen zir-
kuldren Core D° als (nicht notwendig induzierten) Subdigraphen, auf den D
abbildet.

Beweis. Betrachte alle moglichen zirkuldren Morphismen D — D[V’] fiir
V' C V(D), und suche ein Minimum D’ beziiglich C;,,4, welches es gibt, da
es zirkuldre Cores in D gibt (zumindest K7). Offenbar ist D’ ein zirkuld-
rer Core, da, wenn D’ auf einen seiner Teilgraphen zirkular abbilden wiirde,
D zunéchst auf D’ via einer Funktion f’ und dann auf diesen Teilgraphen
abbilden konnte, also D’ nicht C,,4s-minimal wére. Sei nun D” ein zweites
Minimum, dass iiber eine Funktion f” erreicht wiirde. Offenbar muss nun
f/’D” bzw. f”|D’ zirkular sein, also sind f/|D// e} f”|D’ und f”|D’ @) f/|D” Zir-
kuldre Morphismen auf D’ bzw. D”; da sie zirkuldre Cores sind, miissen dies
Isomorphismen sein, da sonst sich Bogen entfernen liefsen, also sind die Funk-
tionen Isomorphismen und D, D" isomorph. O
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Es gibt allerdings keinen eindeutigen zirkuldren Semicore. Wenn némlich
D ein echter Semi-core ist, ldsst sich D U D° offenbar sowohl auf D als auch
auf D° abbilden, und beide sind Semi-Cores; man kann sogar noch weiterge-
hendere Konstruktionen vornehmen, etwa mit Semicores D, D' mit D° = D',
aber D & D' D' ¢ D, woran man sehen kann, dass hier auch keine Hier-
archie leicht hergestellt werden kann. In jedem Falle ist der zirkuldre Core
hier der eigentliche Begriff, so dass sich die weitere Untersuchung im wesent-
lichen mit ihm und nicht mit dem Semi-Core-Begriff beschéftigen wird, auch
wenn dieser und die moglichen Semi-Core-Réume noch einige Untersuchung
offen lassen, gerade da sie sich nicht so leicht durch ein einzelnes Objekt
charakterisieren lassen.

Satz 7.52. 1. K; =K,

2. Co=We=0C,
3. C(k,d)° = C(k/ggT (k,d), d/ggT (k,d))
4. D° = Ky fiir azyklische und nichtleere D (d.h. nur Ky und 0 sind

azyklisch und zirkulire Cores)
5. (nD)° = D°

6. Dimy,.....,m,]° = D°, und allgemeiner D[D,...,D,|° = D° fir D,
azyklisch

7. Das Kreisintervall von D° liegt in dem von D

8. Wenn D knotenkritisch beziiglich X, X* oder X, dann ist D ein zirkuld-
rer Semi-Core; wenn D bogenkritisch beziiglich einer dieser Parameter
ist, ist D ein zirkuldrer Core.

Beweis. 1. K, ist ein zirkuldrer Core, da K, = S(K,) und K, ein (ho-
momorphischer) Core ist.

2. C,, ist ein zirkuldrer Core, da bei Entfernen irgendeines Knotens oder
Bogens der ganze Digraph azyklisch wird, also der gerichtete Kreis nicht
darauf abgebildet werden kann. Nun zeigt die Abbildung von W, auf
ék, bei der das Zentrum auf einen beliebigen Randknoten abgebildet
wird, dass Wk auf den ék, der sein Teilgraph ist, abbildet, also W,j

isomorph gleich zu C ist.
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3. [HSS18, Prop. 8] Setze | = ggT'(k,d), f : Zx — Zyy mit f(i) = [i/l]. f
ist eine (k/1,d/1)-Firbung von C(k,d), d.h. eine Abbildung von C(k, d)
nach C(k/l,d/l) ist, weshalb mit C(k/l,d/l) Cia C(k,d) die Kon-
traktion gezeigt ist. Sei nun gg7T'(k,d) = 1. Wenn nun 6(1{, d) kein
Semicore wire, gibe es ein nichtbijektiven zirkuldren Homomorphis-

—

mus ¢ : C(k,d) — C(k,d),D = C(k,d)[Bild(¢)]. Dann gilt also

k/d=x*(C(k,d)) < v*(D) < ¢*(C(k,d)) = k/d, und da k/d = Y*(D)
mit Zéhler hochstens |V (D)| < |V(C(k,d))| = k darstellbar ist (nach
[HSS18, Th. 4] als Ergebnis zur star dichromatic number), kénnen
k/d nicht koprim sein, im Widerspruch zur Voraussetzung - also sind
alle C(k,d) mit ggT'(k,d) = 1 ein Semicore. Auferdem ist offenbar
Cy, = C(k,k—1) C C(k,d) fiir alle d, d.h. C(k, d) ist Hamiltonisch und
damit offenbar stark zusammenhingend. Also ist C(k/I,d/l) ein stark
zusammenhéangender Semicore, d.h. ein Core, und die Behauptung ist
bewiesen.

4. Ein azyklisches D bildet insgesamt auf K; ab, und enthélt K, induziert
fiir V # (). Also gilt dann D° = K.

5. Offenbar ist nD — D, bei der jede Kopie eines Knotens aus D auf den
urspriinglichen Knoten abgebildet wird, ein zirkuldrer Morphismus, al-
so ist fiir einen Morphismus f : D — D° (den es nach Definition von
D° geben muss) auch eine Abbildung nD — D° zirkuldr. Wenn nun
nD einen kleineren Core hétte, so miisste er sich auf die verschiede-
nen Komponenten als C1, ..., C,, fiir Komponenten Dy, ..., D,, verteilen;
man kann nun aber auch einfach alle C; auf D; abbilden, da dadurch
ja nur im Zweifelsfall Knoten zusammengelegt werden, aber keine Krei-
se verloren gehen konnen, und hochstens sich sogar die Knotenanzahl
verringert. Nun lédsst sich aber dann auch jede einzelne Kopie D; via
Projektion D — nD auf diese Zusammenlegung abbilden, im Wider-
spruch der Minimalitdt von D°, da ja der Core fiir nD kleiner als der
von D° sein wiirde. Also folgt die Behauptung, und nD° = D°.

6. Es ist die Abbildung, die alle kopierten Knoten aus den m;K; auf nur
einen ihrer abbildet, eine zirkuldre Abbildung, die offenbar eine zirku-
lire Aquivalenz erzeugt, da sowohl D[my,...,m,] auf D, als auch D
auf D[my,...,m,| via Projektion auf den ausgewéhlten Knoten abbil-
det. Da hier D ein induzierter Subdigraph von D[my, ..., m,] ist, ist der
Core von D[my, ....,m,] nicht grofer als der von D, und da sich jeder
doppelte Knoten auf einen einzelnen abbilden lésst, also mit Sicherheit
kein Core ist, muss der Core des grokeren Digraphen der des kleineren
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sein, d.h. D[my, ..., m,]° = D°.

Die allgemeinere Aussage beweise man analog durch D C;,,4 D[Dx, ...., D,
und die Abbildbarkeit jedes D; auf einen repriasentativen Knoten. Da-
mit gilt also allgemein D[Dy, ..., D,]° = D° fir D; azyklisch. Insbe-
sondere ist kein D[Dy, ...., D,] mit irgendeinem azyklischen D; ein Co-
re, da sich der betreffende Subdigraph reduzieren ldsst. (Ob nun auch
DDy, ...,D,|° = D[Dg, ..., D;]° gilt - da jain diesem Fall D[Dy, ..., D,|° =
DIKy, ..., Ki]° = D° gilt fiir D; azyklisch - ist dagegen noch véllig un-
klar.)

7. Nach dem oberen Satz ist D° C D, damit folgt die Behauptung daraus,
dass die Kreismenge hochstens verkleinert werden kann.

8. Wenn D knotenkritsch beziiglich einer der genannten Parameter, dann
ist D offenbar ein Semicore, weil D dann nicht auf einen seiner induzier-
ten Subdigraphen abbilden kann (weil nach [HSS18| die entsprechenden
Parameter nicht sinken kénnen), also nach dem oberen Ergebnis (siche
Abschnitt 7.1) ein Semicore ist. Wenn D zudem bogenkritisch ist, gilt
dies auch fiir nichtinduzierte Subdigraphen von D, also ist D insgesamt
ein zirkuldrer Core.

0

Analog zu Punkt 5 ergibt sich folgendes allgemeinere Ergebnis:

Satz 7.53. Wenn D° = D’°, gilt (D U D')° = D°. Im Allgemeinen gilt
(DUD")° = (D°UD")° auch fir D, D" mit verschiedenen Cores, und sogar
D° = (U, D5)° wenn D; die starken Komponenten von D sind.

Beweis. Wenn die Komponenten D; gegeben seien, dann ist offenbar D —
(U, DY) eine mogliche zirkuldre Abbildung, indem man einfach jede Kom-
ponente auf ihren jeweiligen Core abbildet. Da dies ein Redukt ist, ist der
Core von D der Core dieses Redukts, und die restliche Behauptung folgt als
Spezialfall aus dieser allgemeinsten der behaupteten Formeln. O

Die Frage, die vom Anfang dieses Kapitels geblieben ist - die Unterschei-
dung von zirkuldren Cores und Semi-Cores - ldsst sich damit auf die Fra-
ge zuriickfithren, fiir welche zirkuldren Cores D, D’ eine der Abbildungen
D — D', D’ — D existieren, d.h. welche Cores vergleichbar sind. Offenbar
gilt also:

Korollar 7.54. Fiir einen gewissen Digraphen sind sein Core und jeder mi-
nimale Semi-Core identisch, wenn die Cores simtlicher seiner Komponenten
zirkuldr vergleichbar sind. Insbesondere sind dann die Semicores aus samtli-
chen Komponenten zirkuldr vergleichbare.
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Die folgenden Ergebnisse iibertragen sich ebenfalls auf offenbare Weise
aus dem azyklischen Fall:

Satz 7.55. Wenn |Circ(D, F)| =1 fiir einen beliebigen Digraphen D gilt, so
dass der Morphismus nach F' surjektiv abbildet, ist F ein zirkuldrer Core

Beweis. Ansonste wére, wenn man Circ(D, F) = {¢} mit Surjektion ¢ an-
nimmt, eine Retraktion f : FF — F’ fiir einen beliebigen Subdigraph F’ von
F genug, um die Aussage vermittelst ¢ o f zu einem Widerspruch zu fiithren
wenn F' # F'. Also ist durch ¢ F’ eindeutig bestimmt, d.h. es gilt F' = F
und F ist ein zirkuldrer Core. O

Aufserdem gilt, wenn man die Selbstabbildungen als Struktur betrachtet:

Satz 7.56. Wenn Circ(D, D) = Autpigrapn(D), d.h. D ist eindeutig zirkuldr
D-farbbar, ist D ein zirkuldrer Core

Beweis. Wenn D zirkuldr nur isomorph auf sich selbst, d.h. eindeutig auf
sich abbildet, folgt mit dem oberen Satz bereits, dass D als Bilddigraph
einer eindeutigen Farbbarkeit ein zirkuldrer Core ist. O]

Wahrend umgekehrt etwas vorausgesetzt werden muss, etwa:

Satz 7.57. Wenn D ein zirkuldrer Core, ist D eindeutig D-farbbar, wenn
S(D) ein Core ist und D selbstsymmetrisch.

Beweis. Nach Annahme ist D selbstsymmetrisch, also Cire(D, D) = Cire(S(D),
S(D)) = Acyc(S(D), S(D)) = Aut pigrapn(D), da S(D) nach Annahme eben-
falls ein Core ist und azyklische Cores eindeutig selbstfarbbar sind, also als
Morphismen nur Isomorphismen erlauben. O

Allerdings gilt dies im allgemeinen sonst nicht umgekehrt, da etwa c,
offenbar ein zirkuldrer Core, allerdings beispielsweise

ein zirkuldrer Homomorphismus, aber kein Isomorphismus ist. Hier offenbart
sich erneut die deutlich héhere Komplexitat der zirkuldren Morphismen im
Gegensatz zu den azyklischen oder Homomorphismen, die schon bei der Un-
klarheit einer Zerlegung in elementare Morphismen deutlich geworden ist.
(Der Versuch eines umgekehrten Beweises, wie er in der vorherigen Version
vorhanden war, enthielt eine petitio principii, und ist darum aus gegenwér-
tiger Version weggelassen worden.)

Damit haben wir eine analoge einseitige Charakterisierung zu der von den
Semi-Cores gefunden, wobei hier allerdings zur Bijektivitat die Isomorphie
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hinzukommt, die eben im allgemeinen bei zirkuldren Morphismen nicht un-
mittelbar geschlossen werden kann. Nenne darum auch eine Digraphenmenge,
wo jeweils aus Circ(D, D) # Autpigrapn(D) folgt, dass es einen nichtbijekti-
ven Morphismus in C'irc(D, D) gibt, Acyc-dhnlich (da bereits bei azyklischen
Morphismen Cores und Semicores zusammenfallen). In solch einer Menge
sind offenbar zirkuldre Cores und Semicores dasselbe, so etwa bei symme-
trischen bzw. induziert kreisfreien Digraphen, in der Menge der Circulanten
etc. Damit folgt etwa:

Korollar 7.58. 1. Fiir selbstsymmetrische D sind Core- und Semicore-
FEigenschaften identisch

2. C(k/ggT(k,d),d/ggT(k,d)) ist der einzige Semicore in C(k,d), analog
fiir andere stark zusammenhdngende Digraphen

und analoge Ergebnisse fiir andere Acyc-ahnliche Digraphenmengen und
-Eigenschaften. Hier wird auch offenbar, warum es so schwierig ist, echte
Semicores zu finden, da sie diese Eigenschaft verletzen miissten, was nicht
leicht moglich ist, weshalb sie aus verschiedenen Komponenten, die aufein-
ander nicht abbilden kénnen, zusammengesetzt werden miissen.

7.6 Zirkulare und azyklische Cores und ihr Verhaltnis
in der Selbstsymmetrie

Was lédsst sich nun zu dem Verhéltnis von D° und D* sagen? Zunéchst er-
halten wir folgendes grundlegende Ergebnis:

Definition 7.59. D heifst auch selbstsymmetrisch wenn D D-symmetrisch.

Lemma 7.60. Wenn D selbstsymmetrisch, ist D° = D* = core(S(D)).

Beweis. Wenn D selbstsymmetrisch ist, ist also Cire(D, D) = Circ(S(D), D)
Cire(S(D),S(D)). Damit ist jeder zirkuldre Morphismus auf D ein Ho-
momorphismus, und wenn S(D) ein (homomorphischer) Core, ist D be-
reits ein Core. Wenn D kein Core ist, gibt es einen Core D° in D; aller-
dings muss dieser nur erfiillen, dass er keine Homomorphismen bzgl. S(D)
in sich selbst hat, da alle zirkuldren Morphismen bereits solche Homomor-
phismen sind; analog folgt dasselbe fiir azyklische Morphismen. Also gilt
D° = D* = core(S(D)). O

Korollar 7.61. Wenn D induziert kreisfrei, gill D° = D* = core(S(D)),
insbesondere also S(D)° = S(D)* = core(S(D)).
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Beweis. Wenn D induziert kreisfrei, ist D F-symmetrisch fiir alle F', d.h. D
D-symmetrisch; damit folgt die Behauptung aus dem Lemma. O]

Es gilt ja nach dem oberen Satz schon, dass wenn D ein induziert kreis-
freier zirkuldrer Semicore, auch S(D) ein Core ist - d.h. dass fiir induziert
kreifreie Digraohen nach oberen Satz auch D selbst zum Core werden kann,
wenn nur einzelne Bogen entfernt werden, und darum alle Core-Arten damit
zusammenfallen:

Lemma 7.62. Wenn D° = D* = core(D) = D, d.h. wenn D ein zirkuldrer
Core, dann ist D genau dann D-symmetrisch, wenn S(D) ein Core ist.

Beweis. Offenbar ist D ja auch ein azyklischer Core, d.h. Acye(D, D) besteht
aus Isomorphismen, da D eindeutig azyklisch D-farbbar. Da nun idgpy = idp
ist Clirc(D, D) C Circe(S(D), D). Offenbar gilt das umgekehrte nur, wenn
auch Circ(S(D), D) = Circ(S(D),S(D)) = Acyc(S(D), S(D)) aus Isomor-
phismen besteht, d.h. wenn S(D) ein azyklischer, damit auch ein zirkulérer
Core ist. O

Darum beschéftigen ich mich hier mit allgemeinen Digraphen, die nicht
unbedingt selbst (Semi-)Cores sind, aber in den Beziehungen ihrer verschie-
denen Cores analoge Eigenschaften aufweisen kénnen. Es gilt hier allerdings
nicht, wie man leicht vermuten konnte:

Vermutung 8. D ist genau dann selbstsymmetrisch, wenn D° = D* =
core(D).

Man kann sich dazu etwa folgende Eigenschaft vornehmen: w(D) < ai(D),
aber D nicht D-symmetrisch. Ich nenne solche Digraphen pseudoselbstsym-
metrisch, da w(D) < ai(D) fiir alle selbstsymmetrischen Digraphen gilt, aber
dafiir keine hinreichende Bedingung ist. Offenbar gilt sie zudem nicht einmal
fiir alle zirkuldren Cores:

Satz 7.63. C; ist fiir v > 3 nicht selbstsymmetrisch, ja nicht einmal pseudo-
selbstsymmetrisch.

Beweis. Offenbar ist fiir i > 3, w(d) = 1. Auferdem ist C; K;-asymmetrisch,
da S(C;) = iK; azyklisch, C; aber nicht. Damit gilt aber ai(C;) = 1 = w(C;),

d.h. C; nicht pseudoselbstsymmetrisch, also auch nicht selbstsymmetrisch.
O

Damit ist Selbstsymmetrie eine starke Einschréinkung selbst auf Cores.
Es ist nun noch unklar, ob das Verhéltnis von core(D) und D* damit
etwas zu tun hat. So gilt ja D* = core(D) fiir jeden azyklischen Core; kann

86



man hier eine Schranke in ai(D) o.A. finden, die eine #hnliche Einschriin-
kung in den Core-Eigenschaften gestattet, wie bei den zirkuldren Cores mit
der Selbstsymmetrie angegeben werden kann? (D.h. dass eine gewisse Klasse
von azyklischen Cores auch Core-Eigenschaften fiir symmetrische Teile o.A.
bestimmt werden kénnen?)

7.7 Stochastische Ergebnisse iiber zirkulare Cores

Ich m6chte nun noch einmal genauer auf die stochastische Betrachtung der
Cores zuriickkommen. Nach den oberen Satzen iiber die Wahrscheinlichkeits-
verteilung homomorpher Cores und ihrer Eigenschaft als zirkuldren Cores
folgt unmittelbar:

Korollar 7.64. Fast jeder symmetrische Digraph ist ein zirkuldrer Core.

Lasst sich das ausdehnen? Wir bendtigen zunéchst eine Ausdehnung des
Begriffs eines zufélligen Graphen auf Digraphen, wobei das Erdds-Rényi-
Modell (vgl. [FHKS19, S.15]), wie es auch bei Hell/Nesetfil verwendet wur-
de, auf zwei Arten ausgedehnt werden kann, wobei ich, da ich beliebige Di-
graphen, nicht blofs Orientierungen beliebiger Graphen haben will, folgende
Konstruktion vorschlage:

Definition 7.65. G (p;n) ist der zuféllige allgemeine Digraph. Er unterschei-
det sich von D(n;p) (siehe [HM12|) darin, dass beide Bogen, (a, b) und (b, a),
als unabhiingige Ereignisse betrachtet werden, also mit Wahrscheinlichkeit p?
ein Digon entstehen kann.

Offenbar gilt also fiir dieses Modell:
Korollar 7.66. S(G(p;n)) = G(p% n)

Da die folgenden Ergebnisse, als Erweiterung des Ergebnisses von Hell / Nesetfil,
mit steigenden n fast immer fiir alle p gelten, und das p nur die Geschwindig-
keit dazu festlegt, werde ich bei den nichsten Ergebnissen diese Parameter p
und n ausblenden und stattdessen die allgemeine Frage, ob fast alle Digra-
phen zirkuldre Cores sind, genauer betrachten.

Damit, dass Digraphen, deren symmetrischer Teil ein Core ist, zumindest
Semicores sind, und aus dem vorherigen Ergebnis von Hell /Nesettil folgt:

Satz 7.67. Fir fast alle Digraphen D gilt: Wenn D selbstsymmetrisch, dann
wst D ein zirkuldrer Semi-Core.

Beweis. Nach dem obigem Korollar gilt, dass fast alle S(D) Cores sind; of-
fenbar gilt in diesen fast-immer-vielen Fallen, dass wenn dann D selbstsym-
metrisch, dann D auch ein zirkuldrer Semi-Core ist. ]
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Nach dem oberen Ergebnis von Hell/Neshetril sind nun aber fast alle
Graphen rigide. Damit folgt

Satz 7.68. Fust alle Digraphen sind selbstsymmetrisch und zirkuldr rigide

Beweis. Sei S(D) rigide. Dann gilt |Cire(S(D), S(D))| = 1, also ist die Iden-
titdt die einzige Selbsabbildung von S(D), damit ist aber D selbstsymme-
trisch, da diese offenbar auch eine (und damit die einzige) Selbstabbildung
von D ist. N

Wir benétigen noch folgendes Ergebnis iiber die statistischen Elgenschaf-
ten von Digraphen:

Lemma 7.69. Fuast alle Digraphen sind stark zusammenhdngend.

Beweis. Damit zwei Knoten nicht direkt verbunden sind, muss eine Wahr-
scheinlichkeit von 1 — p? erfiillt sein, damit, dass es keinen Hinweg iiber einen
andern Knoten oder keinen Riickweg gibt, ist 1 — (np?)? = 1 — n?p* zu erfiil-
len, fiir drei Knoten entsprechend 1 — (np(n—1)p*)? = 1 —n?(n—1)?p%, dass
es also iiberhaupt keinen Zusammenhang gibt also bei 1 — p?(1 + n?p?(1 +
(n — 1)?p?....)). Irgendwann ist, bei steigendem n und gleichbleibenden p,
die Wahrscheinlichkeit, die hier abgezogen wird, grofler als 1, d.h. es ist un-
moglich, dass die Knoten nicht doch zumindest indirekt verbunden werden.
Damit sind fiir fast alle n (mit einem je verschiedenen Abschnittspunkt fiir
verschiedene p) stark zusammenhéngend.

O

Korollar 7.70. Fuast alle Semicores sind Cores

Beweis. Ein stark zusammenhingender Semicore ist bereits ein Core, da
dann der Digraph gleich seiner Zussammenhangs-Reduktion ist, also nach
7.4 selbst ein Core sein muss. O

Mit der oberen Aussage folgt also

Korollar 7.71. Fust alle Digraphen sind zirkuldre Cores. Genauer: Fast alle
Digraphen sind zirkuldr rigide Cores (d.h. insb. selbstsymmetrische Cores).

Also offenbar auch:

Korollar 7.72. Fust alle Digraphen sind rigide azyklische, homomorphische,
dihomomorphe und ZEM-zirkuldre Cores
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Es folgt hieraus aber nicht, wie ich vorher gedacht hatte, dass auch fast
alle Digraphen induziert kreisfrei sind. So ist etwa, wenn man den Graphen
Hj, aus den Beispielen von Hell /NeSetfil nimmt fiir £ > 2, und die Knoten 3,
6 und 9 in einem induzierten Kreis verbindet, der symmetrische Teil offenbar
nach obigem Satz rigide, aber der Digraph nicht induziert kreisfrei. Damit
ist iiber die Frage, ob Symmetrie iiberhaupt statistisch wahrscheinlich ist,
also noch nichts gesagt, und diese Frage ist eine noch offene, die weiterer
Untersuchung bedarf.

Es ist noch offen, ob auch fast alle selbstsymmetrischen Digraphen Cores
sind, da die Verteilung der selbstsymmetrischen Digraphen auf den zufél-
ligen Digraphen, die keine Cores sind, noch ungeklart ist (ja nicht einmal
die der pseudoselbstsymmetrischen besonders deutlich wird, da dafiir ja eine
Untersuchung von ai(D), d.h. von x(S(D)) nétig wére). Es ist aber mit den
geleisteten Ergebnissen klar, dass fast alle Digraphen insgesamt selbstsymme-
trische Cores sind, also nur Nichtcores iiberhaupt fiir eine andere Verteilung
der Selbstsymmetrie in Frage kommen. Von dieser Seite scheint eine weite-
re Aufhellung des Gebiets der Symmetrieeigenschaften auch der Frage nach
einer besseren Losung des Farbungsproblems und der Core-Eigenschaft eini-
gen Aufschluss geben zu konnen. Ich werde u.a. auch wegen solchen offenen
Fragen im néchsten Kapitel eine allgemeinere Konstruktion vorstellen, die
zwar bisher noch wenig neue Ergebnisse liefert, aber Ansatzpunkte zu neuen
Untersuchungen bereitstellt, mit denen man sich dieser Frage vielleicht etwas
besser annahern kann.
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8 Zirkulare Homomorphismen auf Hyperdigra-
phen als offene Verallgemeinerung

8.1 Grundlegende Definitionen fiir Hyperdigraphen

Ich mochte am Ende noch einen Ausblick auf eine sehr allgemeine Erweite-
rung des hier gegebenen Begriffs zirkularer Morphismen auf Hyperdigraphen
geben, die etliche Fragen offen lésst, aber vielleicht gerade darum auch auf
Liicken in der bisherigen Theorie und auf neue Ansétze ihrer Erkundung
hinweisen konnte.

Der Begriff des Hyperdigraphen leitet sich vom Begriff des Hypergraphen
ab, zu dem seit den Sechziger Jahren eine umfangreiche Theorie ausgearbeitet
wurde, vgl. Alain Bretto, Hypergraph Theory |Brel3|. Ein Hypergraph H ist
hierbei eine beliebige Menge von Knoten V(H) und eine Menge E(H) von
nichtleeren Teilmengen dieser Menge, genannt Hyperkanten; offenbar sind
Graphen in dieser Darstellung Hypergraphen mit konstanter Kantengrofte 2
(2-uniform in der Notation von Bretto) bzw. Kantengrofe < 2 (wenn Schlei-
fen zugelassen werden). Es lassen sich auch (induzierte) Subhypergraphen,
Hypergraphenfirbungen und -morphismen etc. wie gewohnt definieren, nur
dass eben nun alle Kanten mehr als nur zwei Knoten haben.

Ein gerichteter Hypergraph, oder Dirhypergraph bzw. Hyperdigraph H
ist nun die analoge Erweiterung des Begriffs des Digraphen, der aus einer be-
liebigen Knotenmenge V(H) und einer Menge A(H) von geordneten Paaren
von Teilmengen dieser Menge, den Hyperbogen, besteht. Je nach Definition
wird dabei wahlweise verlangt, dass die beiden Mengen disjunkt sein sol-
len, oder eine nichtleer, oder beide nichtleer, oder dies alles zusammen; um
die folgende Diskussion zu vereinfachen, nehmen wir an, dass die Mengen
disjunkt und beide nichtleer sind und dass keine Hyperkante doppelt vor-
kommt (welches nach der Definition von Bretto nicht ausgeschlossen ist, da
in seiner Konstruktion stets ein Index mitgefiihrt wird, sodass er keine Hy-
perbogenmenge, sondern eine Hyperbogenliste zur Definition benutzt). Da-
gegen ist dies immer noch eine sehr viel weiterer Begriff als die einfachen
Hyperdigraphen (simple dirhyperdgraphs), bei denen nach |Brel3, S. 96] fiir
je zwei Hyperbogen (A, A’), (B, B') entweder A, B oder A’, B’ und entweder
A, B" oder A’ B disjunkt sein miissen, womit etwa mit (X,Y") (Y, X) kein
Hyperbogen sein kann, ebenso (X U{a},Y U{b}) usw. Diese Einschrénkung,
die man auch als starke Antisymmetrie bezeichnen konnte (da sie sich bei
Digraphen eben auf Antisymmetrie reduziert, aber eine stérkere Forderung
ist als blof fiir (X,Y) € H auch (Y, X) € H zu fordern - was im Gegensatz
dazu eine schwache Antisymmetrie wére), wird im folgenden vor allem des-
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halb weniger interessant sein, da ich mich ja gerade fiir eine Erweiterung des
Begriffs von zirkuldren Morphismen und ihrer Symmetrien auf Hyperdigra-
phen interessieren werde, wo diese Einschrinkung natiirlich keine besonders
interessanten Untersuchungsobjekte mehr iibrig lassen wird. Darum werde
ich mich im weitern auch nicht starker auf das Buch von Bretto und dem
darin entwickelten Ansatz der Untersuchung von Hyperdigraphen beziehen,
da er die Antisymmetrie im starken Sinne fiir seine Untersuchung insgesamt
voraussetzt.

Mit (a,b) bzw. (a,) oder (,b) in e fiir einen Hyperbogen e sei gemeint,
dass wenn e = (A, B), dass dann @ € A und b € B ist, d.h. dass e von a nach
b zeigt. Es heift hier nicht, dass e = (a, b) := ({a}, {b}).

In der bisherigen Literatur zu dem Thema [GLPN93, TT09, Brel3, Bec19|
wird vor allem eine Art von schwachen oder allgemeinen Zyklen und Krei-
sen betrachtet, die ich darum auch zuerst einfithren will: Fiir eine Reihe von
Knoten vy, vy, ..., v, und Hyperbogen ey, ..., e, heift (vo, €1, v1, ...., €, vy) €in
Hyperpfad von vy nach v, wenn (v;_1,v;) je in e; liegt fiir alle i = 1,...,n.
Wenn es solche v; gibt, heifen die Hyperbogen e, ..., e, auch nichtstrikter
Pfad. Wenn jeweils ¢; = (A;, B;) gilt, heifst ey, ...,e, dagegen ein strikter
Hyperpfad wenn A;,; = B; fiir ¢ = 1,...,n — 1. Offenbar ist jeder strikter
Hyperpfad ein Hyperpfad, da nach Definition keine der Mengen A;, B; leer
sein konnen, also sich jeder Knoten in B; als ein v; eignet. e, ..., e, heifst
vorwarts-strikt, wenn B; C A, ; und riickwarts-strikt wenn A; C B; ;. Of-
fenbar ist ein Pfad genau dann strikt, wenn er vorwérts-strikt und riickwérts-
strikt ist. Auferdem gilt offenbar:

Lemma 8.1. Ein Pfadeq, ..., e, ist genau dann vorwdrts-strikt, wenn e,, ..., e
rickwdrtsstrikt ist

Ein allgemeiner Pfad heifst Kreis, wenn v,, = vg; (vorwérts/riickwérts)-strikte

Kreise werden analog zu strikten Pfaden konstruiert. Es lédsst sich dabei nun
eine spezielle Menge von Kreisen definieren, auf die wir unsere bisherigen
Ergebnisse ziemlich direkt iibertragen kénnen: Ein (strikter) Kreis ey, ..., e,
heifst (striker) Erhaltungskreis oder Injektivkreis, wenn fiir alle i |A;| = | B;|
gilt. Ein strikter Erhaltungskreis heifst auch ein Multikreis. Offenbar gilt nun

Lemma 8.2. Ein Erhaltungskreis ist genau dann vorwdrts-strikt, wenn er
rickwdrts-strikt ist

womit es nur zwei Arten von Erhaltungskreisen, die strikten und die nicht-
strikten, gibt. Jene Dualitdt war mafsgebendes Vorbild fiir die Definitionen im
néchsten Abschnitt, auch wenn sie deutlich allgemeiner angewandt werden
kénnen.
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8.2 Verschiedene Verallgemeinerungen zirkularer Mor-
phismen auf Hyperdigraphen
Entsprechend der verschiedenen Kreisdefinitionen gibt es nun auch verschie-

dene Begriffe von azyklischen Mengen: eine Knotenmenge heifst (injektiv)
((vorwérts/riickwérts-)strikt) azyklisch, wenn es keinen ((vorwérts/riickwérts)-

strikten) (Erhaltungs-)Kreis gibt, dessen Knoten nur aus dieser Menge stam-
men. Entsprechend gibt es verschiedene Begriffe von (ko-)zirkulédren, (ko)-
azyklischen und (ko-)dihomomorphen Morphismen zwischen den Knoten-
mengen zweier Hyperdigraphen, die nun analog zur Definition fiir Digraphen
gebildet sind, damit sich nur der Begriff der benutzen Azyklizitat unterschei-
den kann: Es soll etwa jeweils fiir zirkuldre Morphismen das Urbild einer
azyklischen Menge azyklisch sein, fiir azyklische, dihomomorphe etc. kom-
men die bekannten Einschrénkungen hinzu. Insbesondere betrachten wir im
weiteren den Begriff der allgemeinen und der (injektiven) strikten Zirkula-
ritdt. Folgendes Ergebnis ldsst sich dabei unmittelbar auf alle Arten von
Zirkularitéat tibertragen:

Satz 8.3. f ist genau dann zirkuldr, wenn das Bild von induzierten Kreisen
einen Kreis enthdlt

Beweis. Wenn f zirkuldr, muss das Urbild einer azyklischen Menge ebenfalls
azyklisch sein, kann also keinen Kreis enthalten, darum diirfen alle solchen
Kreise im Bild nicht azyklisch sein, miissen also einen Kreis enthalten. Um-
gekehrt folgt aus dieser Eigenschaft, dass eine azyklische Menge nicht Bild
eines Kreises sein kann, also ebensowenig irgendeine ihrer Teilmengen, darum
weder sie noch irgendeines ihrer Teile im Urbild zyklisch sein kann, deshalb
also azyklisch ist. O]

Fiir strikte Kreise funktioniert die analoge Reduktion auf induzierte Krei-
se nicht, da es strikte Kreise gibt, die keinen induzierten strikten Kreis enthal-
ten (sieche Abbildung 9); daher werden in der weiteren Betrachtung, wenn sie
sich auf strikte Kreise fokussiert, Einschrdnkungen in den moglichen Kreisen
zu treffen sein.

Offenbar bilden also zirkuldre Morphismen Kreise auf Kreise und strikt
zirkuldre Morphismen strikte Kreise auf strikte Kreise ab; also gilt:

Korollar 8.4. f bildet genau dann strikte Kreise auf strikte Kreise und nicht-
strikte Kreise auf nichtstrikte Kreise ab, wenn f sowohl nichtstrikt als auch
strikt zirkuldr.

Nenne solche f exakt zirkuldr. Damit haben wir fiir zwei gegebene Hy-
perdigraphen H, H' drei Morphismenmengen Circ(H, H'), Circs(H, H') und

92



Auflen strikter Kreis

Uberstehender Pankt

\

Abbildung 9: Ein Beispiel eines strikten Kreises, der keinen induzierten strik-
ten Kreis enthélt

Circ*(H,H') = Circ(H,H') N Circs(H,H"). Offenbar gilt Circ(H,H') =
Cires(H, H'"), wenn H, H” gewohnliche Digraphen sind; wenn dies sonst pas-
siert, nenne (H, H') zirkular-digraphenéhnlich.

8.3 Symmetriebegriffe auf Hyperdigraphen

Um nun eine dem Digraphen-Fall analoge Frage der Symmetrie stellen zu
konnen, kénnen wir wie zuvor den symmetrischen Teil S(H) von H als den
Subhyperdigraphen definieren, der die Hyperbogen (A, B) enthéilt, fiir die
(B, A) auch Hyperbogen sind. Der bei Digraphen natiirliche Bezug zu Gra-
phen léasst sich ebenfalls in einen Bezug der Hyperdigraphen zu Hypergraphen
ausbauen, der allerdings deutlich vielfaltiger ist: Fiir einen Hyperdigraphen
H definiere den unterliegenden Hypergraphen U(H) durch

E(U(H))={AUB|(A,B) € A(H)}

Ein Hyperdigraph heif$t nun hypergraphenéhnlich oder stark symmetrisch
wenn er sich als Vereinigung aller moglichen Darstellungen seines unterlie-
genden Hypergraphen darstellen ldsst, und der grofste stark symmetrische
Subhyperdigraph von H heifst sein stark symmetrischer Teil, geschrieben
S*(H). Offenbar galt in der bisherigen Untersuchung ja folgendes:

Satz 8.5. Fin Digraph D ist genau dann symmetrisch, wenn er stark sym-
metrisch 1st,
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eben da eine Kante nur zwei Darstellungen hat, also die Vereinigung bei-
der, das Digon, bereits alle moglichen enthélt. Bereits bei einer Hyperkante
mit drei Knoten ist dies allerdings nicht mehr der Fall; abc lasst sich als
(a,bc), (be,a), (b, ac), (ac, b), (c, ab), (ab, ¢) darstellen, und wihrend bei einem
symmetrischen Hyperdigraphen nur je ein Paar oder auch zwei vorkommen
kénnen, miissen in einem stark symmetrischen Hyperdigraphen alle sechs Hy-
perbogen vorhanden sein. Offenbar ergeben sich also (da beide Knotenmen-
gen nichtleer sein miissen, (M, ()) und (0, M) also ausgeschlossen sind) 2/ —2
Hyperbogen, die pro dargestellter Hyperkante M im darstellenden Hyperdi-
graphen vorhanden sein miissen, womit dieser darstellende Hyperdigraph,
nenne ihn etwa Dy, exponentiell in der Grofse der maximalen Hyperkante
wéchst. Damit scheint der Begriff der starken Symmetrie zum einen berech-
nungsmafig deutlich schwerer handhabbar, ist aber auf der andern Seite bei
gegebenen Hyperdigraphen deutlich besser dafiir geeignet, einschrankende
Subhyperdigraphen zu finden.

Nun kénnen wir ein Hyperdigraphen-Aquivalent des Symmetrieproblemes
stellen: Seien H, H' Hyperdigraphen gegeben; gilt Circ(H, H") = Clirc(S(H), H')
oder Circs(H,H') = Circs(S(H),H') oder Circ(H,H') = Circ(S*(H), H')
etc.? - die verschiedenen Probleme heifen nach den verschienen Morphis-
men und symmetrischen Teilen, d.h. Symmetrie, strikte Symmetrie, starke
Symmetrie, (injektive) exakte Symmetrie etc. etc. Es gibt viele offenbare
Probleme, fiir die es keine leichte Losung zu geben scheint, wie

Vermutung 9. Sind (H, H') zirkuldr-digraphendhnlich gdw. (H H'-symmetrisch
gdw. H strikt H'-symmetrisch gdw. H stark H'-symmetrisch)?

Betrachten wir aber einmal nur die strikte Symmetrie. Strikt zirkulare
Morphismen beruhen auf der Abbildung von strikten Kreisen, die sich als
Multikreise 5ﬁln ~ ({V11, ey V11 }y ooy {Uni1y ooy Unyy, }), also als eine Reihe
von Knotenmengen, darstellen lassen. Nun ldsst sich folgende Unterklasse
von Hyperdigraphen definieren:

Definition 8.6. Ein Hyperdigraph H heifst kreisdquivalent zu Digraphen,
wenn jeder Kreis einen induzierten Multikreis enthélt.

Offenbar haben Digraphen diese Eigenschaft, da jeder Kreis in D einen
induzierten Kreis bzw. ein Digon enthélt. Wenn wir das nun voraussetzen,
kénnen wir aber alle Hauptergebnisse aus Kapitel 4 und 5 ziemlich direkt
iibertragen und erhalten folgende Sétze:

Satz 8.7. Sei H kreisdquivalent zu Digraphen. Dann gilt
1. f: H — H' ist ((vorwdrts/rickwdrts-)strikt) zirkulir gdw. Bilder von

induzierten Multikreisen ((vorwdrts/rickwarts-)strikt) zyklisch sind
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2. H ist induziert Multikreisfrei gdw. H ist strikt H'-symmtrisch fiir alle
H' gdw. H ist strikt Dy, -symmetrisch fir alle n

3. H = O(H) ist nicht strikt azyklisch gdw. H ist strikt H'-asymmetrisch
fiir alle H" gdw. H st strikt Dy, -asymmetrisch

4. Wenn ci(H) die Grifle des grifiten induzierten Multikreises ist, ist H
strikt Ky (m)|—ci(H)+1-asymmetrisch

5. Hist strikt Dg,-symmetrisch gdw. i < ai(H) = min{n|H strikt K, -asymme-
trisch} € {x(S(H)),x(S(H)) + 1}, und ai(H) ist i.A. NP-vollstindig,
da es x(S(H)) ist.

Offenbar sind die bisherigen Sétze darin vermoge én = 6?

alfalle enthalten.

Formaler erhélt man dies durch folgende Reduktion: Sei H ein Hyperdi-
graph, setze Fyg = (P(V(H)),{(va,vp)|(A, B) € A(H)}). Offenbar erzeugt
ein strikter Kreis in A genau einen Kreis in Fy und umgekehrt; also sind
die strikten zirkuldren Homomorphismen zwischen Hyperdigraphen gerade
die zirkuldren Morphismen ihrer Reduktionen, die mit den Mengen verein-
bar sind (d.h. wenn A auf A’, B auf B’ abbildet, muss AU B auf A’ U B’
abbilden). Dadurch werden offenbar die meisten Abbildungseigenschaften er-
halten, obwohl auch etliche verloren gehen, insb. die Eigenschaften, die alle
Abbildungen insgesamt und vor allem Existenz-, d.h. Ordnungseigenschaften
betreffen, da manchmal die m&glichen Morphismen keine fiir die Reduktionen
auch giiltigen sind.

, als Spezi-

.....

Aber das gilt eben nicht fiir den blofs zirkuldren oder den exakten Fall!
Dort miissen ja auch die nichtstrikten Kreise mitberiicksichtigt werden, wel-
che sich aber eben nicht so einfach definieren lassen; man miisste etwa fol-
gende Konstruktion bemiihen:

Beispiel 8.8. Sei [ die Liange des Kreises. Fiir jedes 1 < k < [ seien ¢, si
die Anzahl der Knoten, die zu den Quellen bzw. Senken des Bogens gehoren,
aber nicht im Kreis verbleiben, und f; die im Fluss verbleibenden. Offenbar
muss also fr_1mod: + @ — Sk = fr flir alle k£ gelten; konstruiere dann die
Knotenmenge aus den v, fiir i = 1, ..., fx—1 moa ; und vzk firi =1,...,q; und
v;y fir ¢ = 1,..., s5. Die Hyperbogen werden dann so konstruiert, dass die
Quellen- bzw. Ursprungsmenge aus den v;; und den vzk, und die Senken-
bzw. Zielmenge aus den U7 und den vj (541 mod 1) bestehen.
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Offenbar ist diese Konstruktion von lokalen Parametern abhéngig, und
ergibt noch nicht einmal immer eine durch induzierte Teilelemente bestimm-
bare Form, da gewisse Quellen bzw. Senken aus den v? bzw. v® ja iden-
tisch sein konnen (wenn auch nicht direkt hintereinander, aber es konnte ja
Uik = U (hy3) = Vj (kg etc. sein) oder zwischen sich noch andere Bogen ha-
ben. Somit ergibt sich hier ein allgemeineres flusstheoretisches Problem: Wie
kann man hier Zirkularitdt auch nur feststellen? Ist das zirkuldre Farbungs-
problem hier iiberhaupt NP-vollstandig - bzw. ist es iiberhaupt in NP, kann
man hier alle solchen Kreise in Polynomialzeit iiberhaupt iiberpriifen bzw.
die Zirkularitat sicherstellen?

(Da dies bei strikten Kreisen geht (d.h. insb. bei kreiséquivalenten zu
Digraphen, wie vorher betrachtet) - man suche nur durch sukzessive Tei-
lung des Hyperdigraphen nach Multikreisen - ist das strikte zirkuldre Far-
bungsproblem auch in NP, d.h. NP-vollstandig gdw. H’ nicht azyklisch, d.h.
insbesondere hier, wenn H’ nicht multikreisfrei ist)

Kann man hier vielleicht c¢i(H) im bezug auf allgemeine Kreise {iber
Flussmaximierung errechnen (wo die ¢; bzw. s; dann 0-Fluss haben sollen,
bzw. die Rolle von reinen Senken/Quellen im Fluss haben wiirden, d.h. als

{vzk}, {v7 . }-Fluss)?
Es gibt nun noch eine weitere Reduktion auf Digraphen: Mit
D(H) = (V(H)U E(H),{(a,e), (e,b)|e = (A, B),a € A,b € B})

sind allgemeine Kreise in H genau die Kreise in D(H), so dass sich alle
vorherigen allgemeinen Ergebnisse prinzipiell iibertragen lassen. Aber da die
Hyperbogen nur direkt aneinander angrenzenden disjunkt sein miissen, nicht
iiber lingere Abstidnde - und umgekehrt auch der Unterschied strikter und
nichtstrikter Kreise hier gar nicht sichtbar werden kann - kann es eigene
Hyperdigraphen-Methoden geben, die durch Digraphen selbst nicht ausge-
schopft werden. Insbesondere allerdings ist die Frage, welchen Status die
induzierten Kreise in D(H) fiir H besitzen, und ob sie fiir die Untersuchung
von Hyperdigraphen irgendwie nutzbar zu machen sind.

8.4 Starke Symmetrie und Asymmetrie

Anschliefsend an das obere Problem der Darstellung von Hypergraphen als
Hyperdigraphen stellt sich die Frage: Gibt es einen strukturellen Unterschied
von Symmetrie und starker Symmetrie (d.h. der Frage, ob Circ(H, H') =
Cire(S*(H), H') gilt), bzw. was kann hier iiberhaupt an Ergebnissen oder Ei-
genschaften iibertragen werden? Das Problem der starken Symmetrie scheint
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ja, aufgrund der mit der Fakultdt ansteigenden Bogenzahl, kaum in NP zu
liegen; gibt es aber vielleicht irgendeine andere Moglichkeit, Gegenbeispiele
zu verifizieren, bei der nicht erst entsprechend komplexe Subhyperdigraphen
konstruiert werden miissten?

Das einzige Ergebnis, was mir dabei leicht zugénglich erscheint, ist fol-
gendes:

Satz 8.9. Wenn H stark ((vorwdrts/rickwdrts-)strikt) (injektiv) H'-symmetr-
isch, dann ist H auch nicht-stark ((vorwdrts/rickwdrt-)strikt) (injektiv) H'-
symmetrisch

Beweis. Es gilt offenbar Circ(H, H') C Cire(S(H),H') C Circ(S*(H), H'),
da mit dem Entfernen von Hyperbdgen auch Bedingungen an zirkuldre Mor-
phismen verschwinden. Wenn also die erste und letzte Menge gleich sind,
und nichts anderes besagt starke Symmetrie, dann miissen beide auch der
mittleren gleich sein, also ist H auch nicht-stark H’-symmetrisch. Offenbar
andert sich daran nichts, wenn man statt C'irc nun C'irc, etc. verwendet. [

Korollar 8.10. Wenn H ((vorwdirts/rickwdirt-)strikt) (injektiv) H'-asymmetr-
isch, dann ist H auch stark ((vorwdirts/rickwdrts-)strikt) (injektiv) H'-asymme-
trisch.

Wenn wir auf die oberen Analogiebildungen zuriickgreifen, kénnen wir fiir
H kreisdquivalent zu Digraphen nun als zweite Grofe den starken Asymmetrie-Index

ai*(H) = min{n|H ist stark strikt Dy, -asymmetrisch} < ai(H)
definieren. Offenbar gilt:
Korollar 8.11. ai*(D) = ai(D) fir alle Digraphen D.

Welche Hyperdigraphen sind nun ai-Digraphen-ahnlich, d.h. haben auch
ai*(H) = ai(H)? Welche sind im Gegenteil absolut undhnlich, haben also
etwa ai(H) = oo und ai*(H) = 17
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9 Fazit und offene Probleme

Zum Abschluss mochte ich noch einmal aufzidhlen, welche Fragen noch offen
geblieben sind und wo die Theorie weitgehend abgeschlossen ist. Zunéchst
kann man die Ergebnisse der Untersuchungen zu den vier in Kapitel 3.2
genannten Symmetrieproblemen in folgenden Punkten allgemein zusammen-
fassen:

e LSym(F') hat fiir alle F' die induziert kreifreien Digraphen als Losung,
sowie fiir ein gewisses F' zumindest alle Digraphen mit kleinerem di-
girth, da diese iiberhaupt nicht abbilden. Ansonsten steht das Problem
noch ziemlich offen

o LAsym(F) hat alle nicht azyklischen antisymmetrischen Digraphen als
allgemeine Losung, sowie fiir spezielle F' zumindest die Digraphen mit
kleinerem Asymmetrie-Index als w(F') und alle, die durch Erweiterung
von F' durch nicht induziert kreisfreie Digraphen entstanden sind. An-
sonsten steht das Problem noch véllig offen.

e RSym(D) und RAsym(D) hat wegen den allgemeinen Losungen der
andern beiden Probleme keine allgemeine Losung. Fiir RSym ist aber
durch die Antimuster, d.i. durch die méglichst symmetrisierenden Di-
graphen zumindest noch eine weitgehene Losung gefunden, wihrend sie
fiir RAsym in Form der symmetrievererbenden Digraphen immer noch
aussteht

e Es ist ein statistisches Ergebnis, dass Selbstsymmetrie nahezu immer
erfiillt ist. Uber andere Symmetrieverhéltnisse ist damit aber nichts
genaueres gesagt.

e Das Problem LSym(K,) bzw. LAsym(K,,) ist nach den Ergebnissen
iiber den Asymmetrie-Index NP-vollstéindig. Uber die NP-Vollstindigkeit
der andern Probleme, sofern sie durch die genannten Partialergebnisse
nicht abgedeckt sein sollten (siehe Vermutung 6), ist damit aber nichts
weiter gesagt.

Demnach gibt es in den verschiedensten Punkten noch offene Fragen und
Ansétze, die verschiedentlich weiterverfolgt werden konnen. Auf die einzelnen
Kapitel aufgeteilt bedeutet das konkreter:

Kap. 1.9 Die Untersuchung kozirkulérer, koazyklischer Morphismen etc. habe
ich nicht in den Einzelheiten ausfiihren konnen, so dass sich hier viel-
leicht noch einige Ergebnisse jenseits trivialer Dualisierungen verbergen
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Kap. 2.1/2.2

Kap. 2.3

Kap. 3.3

Kap. 4.1

Kap. 4.2

Kap. 4.3

konnten. Ebenso ist das Gebiet der azyklisch-koazyklischen, zirkulér-
kozirkuldren Morphismen etc. noch vollig unbearbeitet, wie auch wei-
tere Einschrankungen beziiglich Zusammenhangserhaltung, im Urbild
insbesondere, sowie auch der strengen Zusammenhangserhaltung.

Zum Vergleich der verschiedenen Morphismenarten ist das meiste be-
reits getan; man konnte hochstens weitere Arten untersuchen, wovon
mir hierzu aber keine vorgekommen sind.

Ich habe, wie bereits angemerkt, keine brauchbaren Ergebnisse zur Ein-
ordnung fundamentaler zirkuldrer Morphismen finden kénnen. Hier bie-
tet sich ein ziemlich weites und ebenfalls unbearbeitetes Gebiet

Die Teilmengen- und Quotientensétze scheinen mir nahezu vollstandig
zu sein, auffer man untersucht noch weitere Arten oder Konstruktions-
weisen von Quotienten. Die einzige offene Frage ist die Existenz von
Morphismen in Circ(D, F|[F}, ..., F,,]) \ Circe(D, F) fir mind. ein zykli-
sches Fj, welche nach Vermutung 1 stets existieren miissen, welche hier
aber keineswegs nachgewiesen sind. Andererseits ist das Verhéltnis von
Dihomomorphismen und solchen Quotientenbildungen hier nur teilwei-
se untersucht worden (nur um eine Vermutung zu wiederlegen, noch ist
hier nicht viel bewiesen), woran sich vielleicht mit anderen Methoden
ankniipfen liefse.

Die allgemeinen Symmetrieeigenschaften, sofern sie alle F' ohne Unter-
schied betreffen, sind ebenfalls abgeschlossen und scheinen mir nicht
mehr erweiterungsbediirftig zu sein.

Zwar habe ich die Menge symmetrievererbender Digraphen ziemlich
einschrianken konnen, aber bin noch einen Existenzbeweis eines einzel-
nen solchen Digraphens schuldig geblieben. Gibt es iiberhaupt sym-
metrievererbende Digraphen (und nicht nur solche Digraphenmengen),
und kann man vielleicht sogar einen expliziten Konstruktionsbeweis
durchfithren?

Zusatz: Oder gilt doch Vermutung 2, und alle symmetrievererbenden
Digraphenmengen sind mindestens abzéhlbar unendlich?
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Stattdessen: Wie ldsst sich weiter mit der Theorie unendlich grofser
Symmetrieschablonen verfahren? Lassen sich dazu weitere Ergebnisse
ettablieren?

Antimuster sind dagegen vollstéandig als die antisymmetrischen Digra-
phen bestimmt.

Ist die F-Symmetrie fiir nicht bipartite S(F') als NP-hart beweisbar?
Offenbar erfordert es hierzu neuer Ergebnisse oder Parameter, aber mir
ist noch vollig unklar, welche hierzu benutzt werden konnten.

Zusatz: Auch die allgemeine NP-Héarte der Symmetrie iiberhaupt ist
noch nicht bewiesen, was lasst sich hierzu erzielen?

Kann man einen expliziten Konstruktionsbeweis fiir induzierte Kreise
gewisser Grofe nach Symmetrieeigenschaften fiihren? Vgl. hierzu et-
wa die Arbeit [CMZ15]|, wo gezeigt wird, dass wenn D keinen Kreis
der Lange r mod k fiir £ > r > 1 enthélt, D k-difarbbar ist, so dass
hier aus der Nichtexistenz von Morphismen die Existenz dieser Kreise
gefolgert werden kann. Kann etwas dhnliches fiir die Symmetrie durch-
gefiihrt werden?

Gibt es einen Digraphen, der Vermutung 6 widerspricht, also F-asymme-
trisch ist, obwohl er einen grofseren Asymmetrie-Index als die Cliquen-
zahl von F' hat und F keinen zyklischen Quotienten dieses Digraphen
enthélt?

Der NP-Vollstéandigkeitsbeweis hat noch eine offene Stelle, wenn nam-
lich F' induziert kreisfrei, oder wenn S(F) bipartit oder leer und zu-
gleich F' nicht 2-difarbbar. Vielleicht liefse sich hier an der induzierten
Kreisfreiheit etwas herausfinden, aber mir ist derzeit nicht klar wie dies
gehen sollte, da diese sich ja hier auf den Bild- und nicht den Quell-
Digraphen bezieht.

Die allgemeine zirkuldre Ordnung ist ein ungelostes Problem. Zwar ist
klar, dass es NP-vollstandig ist, also nicht durch leicht zu berechenba-
re Parameter einzuschranken ist, aber dennoch ist es eine interessante
Frage, ob nicht durch andere, dann ebenfalls NP-harte Parameter, die-
ses morphismentheoretische Problem in ein algebraisches umzuwandeln
ware.

Das Verhéltnis der zirkuldren Cores zu den andern Corearten scheint
mir hinreichend genau beschrieben, als dass es noch einen weiten Raum

offener Fragen geben sollte. Dagegen—sind—echte—zirkulare—Semicores
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6 - Auferdem ist das Problem
der unterliegenden Graphen von Cores noch véllig offen, bis auf das eine
hier gefundene Ergebnis.

Stattdessen: Gibt es tiberhaupt ZEM-(Semi-)Cores, die keine zirkuld-
ren sind? Und lassen sich die zirkuldren Semicores irgendwie jenseits
gegebener Beispiele kategorisieren?

Gibt es analoge Ergebnisse zur zirkuldren Core-Ordnung wie zur ho-
momorphen? Kann man insbesondere die Menge an Liicken irgendwie
beschranken?

Ich hatte wenig Zeit, mich mit dieser Core-Art zu beschiftigen, da
sie mir erst gegen Ende der Bearbeitungszeit als Untersuchungsobjekt
aufgefallen sind, so dass es mir scheint, dass sie noch einige interessante
Ergebnisse bringen konnten.

Kap. 8.3

Zusatz: Diese Frage ist eigentlich schon durch das Gegenbeispiel negativ
beantwortet worden, daher eriibrigt sich diese Frage.

Ebenso die Frage, welche oder wieviele selbstsymmetrische Digraphen
Cores sind, was an der Verteilung der homomorphen nichtsymmetri-
schen Cores héngt.

Zusatz: Aufserdem steht die Frage der statistischen Wahrscheinlichkeit
von Symmetrie iiberhaupt wieder offen. Welche Ergebnisse konnen hier
iiberhaupt erreicht werden, wenn selbst die Rigiditat nicht zu befriedi-
genden Ergebnissen hat fithren kénnen?

Die hier gegebene Ausdehnung des zirkuldren Morphismenbegriffs auf
Hyperdigraphen scheint mir die natiirlichste zu sein. Trotzdem konnte
es sich lohnen, nach alternativen Begriffshildungen Ausschau zu halten.

Ich habe bei weitem noch nicht die Menge der vorherigen Ergebnisse auf
Hyperdigraphen, die kreisdquivalent zu Digraphen sind, {ibertragen. So
fehlt etwa eine Theorie von Hyperdigraphen-Cores noch vollkommen,
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und auch die Komplexitat des Farbungsproblem lasst sich augenschein-
lich nicht leicht iibertragen, da die dort vorgenommene Graphenkon-
struktion auf Hypergraphen nicht ohne weiteres funktioniert, da dort
der Satz von Mohar iiber die Farbungskomplexitit nicht im allgemei-
nen bewiesen wurde. Auferdem ist die Kreisdquivalenz zu Digraphen
selbst noch genauer zu bestimmen.

Kap. 8.3 Die Betrachtung allgemeiner Symmetrien auf Hyperdigraphen ist, wie
bereits angedeutet, ohne Flusstheorie und eine detailliertere Betrach-
tung der moglichen Kreise und Knotenidentitdten kaum zu machen.
Hier bietet sich also ein weites Gebiet, an das ich wegen fehlender Klar-
heit der zu suchenden Methode wie der notwendigen Beschéaftigung mit
der Flusstheorie auf Hypergraphen und -digraphen nicht anschliefen
konnte; insbesondere die Ergebnisse auf [Bec19| kénnten hierzu hilf-
reich sein.

Zusatz: Wie lasst sich das Verhaltnis der verschiedenen Digraphen-
Reduktionen erfassen? Was bedeuten insbesondere induzierte Kreise
in D(H))?

Kap. 8.4 Die starke Zirkularitéit und starke Symmetrie, wie den verwandten Pro-
blem der ai-Ahnlichkeit und der Komplexitit von ai*(H) iiberhaupt,
scheinen mir einen guten Ankniipfungspunkt zur Losung der allgemei-
neren Probleme zur Symmetrie und Circ-Ordnung zu bieten, wenn vor-
her die Fragen der Technik, mit der die Hyperdigraphen zu untersuchen
sind, genauer bearbeitet wurde.

Diese ganzen offenen Fragen zeigen, dass insbesondere das Problem der
starken Zirkularitdt und der starken Symmetrie einen Ankniipfungspunkt bil-
det, der fiir eine Losung allgemeinerer Probleme interessant werden konnte,
und der vor allem, wenn man hier zu weiteren Ergebnissen kommen kann,
etwa der Charakterisierung von Symmetrien, umgekehrt Probleme der ge-
wohnlichen zirkuldaren Morphismen auf Digraphen mitlésen konnte, etwa in-
dem Kreiséquivalenz zu Digraphen oder ai-Ahnlichkeit etc. genauer charak-
terisiert wiirden. Was zu diesen ganzen Problemen geleistet werden kann,
weifs ich nicht, aber es scheint mir durchaus moglich, dass durch flusstheo-
retische Betrachtungen in der Hyperdigraphen-Theorie diesem ganzen Ge-
biet ein theoretischer Abschluss gegeben werden koénnte, der dem Thema
angemessen ist und seine Einordnung in die Graphentheorie, als allgemeine
Betrachtung ihrer Funktionen und Funktionsverhéltnisse auf fundamentals-
ter Ebene, darzustellen fahig wéare. Darauf allerdings bleibt mir hier nur zu
warten.
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Abbildungsverzeichnis

1

Ein Beispiel von sich schneidenen Kreisen und Pfaden: Ein
Beispiel von sich schneidenen Kreisen und Pfaden. Die Knoten
1,2,3,7,8 bilden einen induzierten P4, 5,6,7 einen induzier-
ten Cy, und 3,4, 5, 6, 7 einen nichtinduzierten Cs. (7,5) ist eine
Sehne, daher kann er nicht induziert sein. (9,7), (7 ,9) ist ein
Digon, daher enthélt 7,3,9,7 keinen induzierten Kreis, son-
dern nur via 7 — 3 — 2 — 9 einen nichtinduzierten ]34. 1,8 sind
einzelne Knoten, die je eine starke Zusammenhangskomponen-
te bilden, alle andern bilden eine dritte. Hier nur dazu gedacht,
die Terminologie von induziertem Kreis und Zusammenhang
zu verdeutlichen. . . . . . ... ..o oo
Die ersten Zirkulant-Digraphen und Graphen. Es gilt C(k, d) =
S(C(k,d)) fiir die Paare (k, d), fiir die C(k, d) definiert ist, wie
hier zu sehen: In diesem Bild werden die Zirkulant-Graphen
und Digraphen als Kantenteilmengen von vollsténdigen Gra-
phen dargestellt. Die Farbreihe von Schwarz bis Gelb zeigt
die verschiedenen d; so wird bei 5(1{:, 1) der ganze Digraph
benutzt, bei C (k,2) alle Bogen aufer den schwarzen etc. bis
bei é(k:, 5) nur noch die gelben Bégen tibrig bleiben. Am Bild
kann man ebenfalls die Identitéten C(k, 1) = Ky, C(k,k—1) =
Cy, C(k,n) = kK, fiir n > k ablesen, sowie K;, — C(k,1) = Cj.
Ein nicht azyklischer, zusammenhangs-erhaltender zirkulérer
Morphismus auf einem Digraphen mit zwei Komponenten: Die-
ses Bild illustriert eine zusammenhangserhaltende Abbildung,
die weder azyklisch noch homomorph ist, aber zirkuldr, um
die Definition der Morphismenart ZEM C'irc zu rechtfertigen.
Ein komplexer fundamentaler zirkuldrer Morphismus: Mit die-
sem Beispiel soll demonstriert werden, dass fundamentale zir-
kuldre Morphismen, im Gegensatz zu elementaren Dihomo-
morphismen, eine komplexe Struktur aufweisen und u.a. nicht
zusammenhangserhaltend sein miissen. Damit wird gezeigt,
dass die Untersuchung solcher Morphismen nicht das unmittel-
bare Objekt dieser Arbeit sein kann, sondern Objekt kiinftiger
Forschungen bleibt. . . . . . ... . ... ... ... ... ..
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Das Gegenbeispiel zur ai-Vermutung: In diesem Bild wird das
Gegenbeispiel zur Vermutung, dass zirkuldre Symmetrie al-

lein anhand von ai(D) bestimmt werden konnte, gezeigt; die
oberen drei Punkte bilden dabei einen gerichteten Kreis, wes-
wegen die Bogen im Gegensatz zu den Kanten blau gefiarbt

sind. Die Farben der Knoten von D bilden die 2-Farbung von

D ab, die gestrichelten Pfeile den wiederlegenden zirkulédren
Homomorphismus . . . . . . ... ... ... ... ... ... 53
Ein Beispiel der konstruierten Semi-Cores aus dem Grotzsch-
Graphen: Dieses Bild gibt ein Beispiel eines Semi-Cores, der

die bisher offene Suche danach beendet. Aufterdem ist er zu-
gleich ein echter ZEM-Semicore, was die vorherige Vermutung

zur Corenotwendigkeit iiber ZEM-Circ widerlegt. . . . . . .. 62
Eine Abbildung des nach innen gerichteten Rads mit sechs
Knoten auf den gerichteten Kreis mit sechs Knoten. (vgl. 7.52.2):
Dieses Bild sei beigefiigt, um einen azyklischen Core zu zeigen,

der kein zirkulérer ist, indem eine zirkuldre Reduktion explizit
angegeben wird. . . . .. ..o L oo 67
Die Beispiele von homomorphen Cores aus Satz 7.37: In die-

sem Bild werden verschiedene Homomorphe Cores dargestellt.
Offenbar sind die oberen Digraphen azyklisch und haben mehr

als einen Knoten, nach dem spéteren Ergebnis aus 7.52.4 also
keine zirkuldren Cores, dagegen die unteren schon, da sie sym-
metrische Cores sind. Die Bilder sind samtlich aus Kapitel 4,

Fig. 4.1-4.3, 4.6, 4.7 von [HNO4] . . . . .. .. ... ... ... 75
Ein Beispiel eines strikten Kreises, der keinen induzierten strik-

ten Kreis enthélt: Hierdurch wird gezeigt, dass die Beschréan-

kung auf induzierte Kreise nicht mdglich ist und eine echte
Hyperdigraphen-Theorie anders aufgebaut werden miisste. . . 93
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