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1. Einleitung

Im Jahre 1924 erhielt der junge Physiker Ernst Ising von seinem Doktorvater Wilhelm Lenz als
Aufgabe gestellt, ein neues Modell zu untersuchen, welches den Ferromagnetismus beschreibt
[1]. Zunéchst wenig beachtet, ist dieses heute als Ising-Modell bekannt und gehort zu den am
hiufigsten untersuchten Modellen der statistischen Physik. Charakteristisch fiir das Modell ist,
dass die Spins, welche die magnetischen Momente bilden und so die Energie des Systems be-
stimmen, nur die Werte -1 oder 1 annehmen. In unserer Arbeit wollen wir nun eine Kette
solcher Spins untersuchen. Da wir Antiferromagnetismus voraussetzen wollen, wird die Energie
minimiert, wenn jeweils benachbarte Spins entgegen gerichtet sind. Auferdem nehmen wir in
unserem Modell weiterhin an, dass jeweils zwei Spins entlang der Kette durch eine Wechselwir-
kung fest gekoppelt sind, so dass sie sich immer entgegengesetzt ausrichten. Dies fithrt nun dazu,
dass im Allgemeinen nicht alle benachbarten Spins entgegengesetzt ausgerichtet sein kénnen.
Wir wollen in dieser Arbeit nun untersuchen, wie sich eine Ausrichtung der Spins finden lasst,
so dass die Gesamtenergie des Systems minimiert wird. Diese Aufgabe wollen wir mit Hilfe der
Kombinatorischen Optimierung bearbeiten.

Dies fithrt uns zum Binary-Paintshop-Maximization-Problem (BPMP). Das Binary-
Paintshop-Maximization-Problem lésst sich recht einfach wie folgend beschreiben: Gegeben ist
eine Liste der Lange 2n, in der n verschiedene Buchstaben jeweils genau zweimal enthalten sind.
Diese Liste soll nun mit zwei Farben so gefdrbt werden, dass jeweils die zwei gleichen Vorkom-
men jedes Buchstabes unterschiedliche Farben erhalten. Gesucht ist nun eine Farbung, sodass
die Anzahl der Farbwechsel zwischen benachbarten Buchstaben maximal wird. Das Binary-
Paintshop-Maximization-Problem ist vom Binary Paintshop Minimization Problem (oft auch
nur Binary-Paint-Shop-Problem genannt) abgeleitet. Dies ist ein Spezialfall des allgemeinen
Paint-Shop-Problems, welches 2004 aus einer praktischen Fragestellung einer Lackiererei (Paint-
Shop) eines Automobilherstellers heraus formuliert wurde [4]. Der Unterschied vom Binary-
Paint-Shop-Problem zum Binary-Paintshop-Maximization-Problem besteht genau darin, dass
wir bei ersterem versuchen, méglichst wenige Farbwechsel zwischen den einzelnen Nachbarn zu
erzielen. Fiir das Binary-Paint-Shop-Problem konnten Bonsma, Epping und Hochstéttler 2006
zeigen, dass es N'P-vollstandig und sogar APX-hart ist [5].

Im Jahr 1995 eregte eine Arbeit von Goemans und Williamson [3] die Aufmerksamkeit der
Fachwelt, in der ein 0.878-Algorithmus polynomieller Laufzeit fiir das Max-Cut Problem vor-
gestellt wurde. Bis dahin hatte das beste bekannte Verfahren eine Leistungsgarantie von kaum
mehr als 0.5 besessen. Das Max-Cut Problem ist eines der meist untersuchten Probleme der
Komplexititstheorie und gehorte schon zu Karps Liste 21 NP-vollsténdiger Probleme. Beim
Max-Cut Problem geht es darum, die Knotenmenge eines kantengewichteten Graphen in zwei
Teilmengen zu zerlegen, so dass das Gesamtgewicht der Kanten, welche inzidente Knoten in
jeweils beiden Teilmengen besitzen, maximiert wird. Erreicht haben Goemans und Williamson
ihr Ergebnis mit Hilfe der Semidefiniten Programmierung (SDP). Die Semidefinite Program-
mierung, die als Sonderfall auch die lineare Programmierung mit einschliefit, behandelt Opti-
mierungsprobleme, bei denen die gesuchten Variablen symmetrische Matrizen sind. Wir werden
versuchen, die SDP auch auf unser Problem anzuwenden.

Die Arbeit ist so gegliedert, dass wir in Kapitel [2] einen Einblick in die physikalische Mo-
tivation fiir die Arbeit geben und das Binary-Paintshop-Maximization-Problem (BPMP) als



dahinterliegendes kombinatorische Problem vorstellen. Des Weiteren geben wir einige fiir diese
Arbeit wichtige Definitionen aus der Komplexitiatstheorie an, die fiir die Bearbeitung unseres
kombinatorischen Problems wichtig sind. Dann werden wir in Kapitel [3| die komplexitétstheo-
retischen Eigenschaften des Binary-Paintshop-Maximization-Problems untersuchen. SchlieRlich
werden wir in Kapitel H] versuchen, das BPMP zu approximieren, wobei der Schwerpunkt hier
auf der Semidefiniten Programmierung liegt.



2. Grundlagen und Problembeschreibung
2.1. Das Ising-Modell

Grundlage fiir unsere Betrachtungen ist das sogenannte Ising-Modell [I]. Dieses Modell dient
der Beschreibung von Ferromagnetismus und Antiferromagnetismus von Festkorpern. Im Ising-
Modell werden, wie auch in vielen anderen Modellen, die Ferromagnetismus beziehungsweise
Antiferromagnetismus beschreiben, diese als die Folge der Spins der Atome des Materials be-
trachtet. Finen Spin kénnen wir uns dabei als Drehimpuls von Teilchen vorstellen. Die Spins von
Atomen setzen sich aus dem Elektronenspin, also dem Eigendrehimpuls der Elektronen, wel-
cher in der Regel den groften Anteil liefert, dem Bahnimpuls der Elektronen und dem Kernspin
ZUSaInImen.

Im Ising-Modell wird nun das Material als ein Gitter angenommen und auf den Gitterplétzen
sitzen die Tréger der atomaren Spins, welche ein permanentes magnetisches Moment des Atoms
oder Ions bilden. Wihrend in dem allgemeineren Heisenberg-Modell die Spins als Vektoropera-
toren abgebildet werden, wird im Ising-Modell angenommen, dass die Spins nur zwei diskrete
Zustdnde annehmen kénnen (Spinwert s; = £1, Spin-up und Spin-down oder 1 und |) [2]. Liegt
kein duferes Magnetfeld an, kénnen wir die Energie des Systems berechnen durch

1
H = —QZJUSZ‘SJ‘. (1)
17]
Dabel bezeichnet

e s; den Spinwert —1 oder 1 des Atoms an der Gitterstelle 7,

e J;; die Austauschkonstante (Stérke der Austauschkopplungs-Wechselwirkung) zwischen
den Spins an den Gitterstellen ¢ und j.

Héiufig nimmt man an, dass J;; nur fiir benachbarte Spins ungleich Null ist. Es gibt aber
auch Modelle, bei denen die Wechselwirkung mit der Entfernung abnimmt oder aber auch
mit Wechselwirkungen unendlicher Reichweite. Wenn die Austauschwechselwirkung positiv ist,
nennt man sie ferromagnetisch, bei einer negativen bezeichnet man sie als antiferromagnetisch.
Ein Ferromagnet beziechungsweise Antiferromagnet zeichnet sich dadurch aus, dass die jeweili-
ge Wechselwirkung dominiert. Besitzen die einzelnen Spins mehr als zwei Wechselwirkungen,
kénnen sie sich unter Umstédnden nicht mehr so ausrichten, dass alle Paare von Spins mit nega-
tiver Wechselwirkung entgegen gerichtet sind. Dieses Unvermd&gen, sich nach seiner eigentlichen
Wechselwirkung auszurichten, bezeichnet man auch als Frustration.

Eine sehr wichtige Rolle spielt das Ising-Modell in der statistischen Physik bei der Betrach-
tung von Phaseniibergdngen. Ein Phaseniibergang ist ein plotzliches oder kontinuierliches Ver-
schwinden oder Entstehen einer magnetischen Ordnung wie beispielsweise Ferromagnetismus
oder Antiferromagnetismus. Solche Phinomene kénnen so erklirt werden, dass mit steigender
Temperatur die thermische Energie, also die kinetische Energie der Spins, gréofer wird als die
Energie der Austauschwechselwirkung. Phaseniibergénge spielen aber in dieser Arbeit keine
Rolle.



Abbildung 1: Ein Array von 8 Spins. Die Pfeile geben die Spinorientierung und die gestrichelten
Linien die feste antiferromagnetische Kopplung mit erzwungener gegenséitzlicher
Orientierung wieder. Das hier gezeigte System der Spinorientierungen ist optimal
beziiglich der minimalen Energie, wenn wir eine antiferromagnetisches Wechsel-
wirkung zwischen benachbarten Spins annehmen.

2.2. Die Problembeschreibung

In dieser Arbeit wollen wir ein spezielles Problem eines eindimensionalen Ising-Modells bear-
beiten. Wir nehmen unserer Material als eine Kette (Array) von Spins beliebiger Linge an.
Zwischen den jeweils benachbarten Spins liegt eine antiferromagnetische Wechselwirkung glei-
cher Stérke vor, die wir ohne Einschrinkung mit J;; = —1 annehmen kénnen. Somit ergibt sich
die Energie H eines Arrays der Linge m zu

H = Z SiSi+1- (2)
1<i<m—1

Des Weiteren sollen alle Spins genau mit einem anderen Spin fest antiferromagnetisch ge-
koppelt sein, dass heift die dadurch entstehenden Paare sollen in jedem Fall entgegengesetzt
ausgerichtet sein. Die Paarbildung soll unabhingig von der Position der beiden Spins zufil-
lig erfolgen. Durch die feste Kopplung koénnen sich nun im Allgemeinen nicht mehr alle Spins
so ausrichten, dass sie energetisch giinstig entgegengesetzt ihrer Nachbarn orientiert sind. Die

Frage, die wir in dieser Arbeit diskutieren wollen, lautet:

Problem 2.1. Wie hoch ist die minimale Energie eines Array jeweils paarweise fest gekoppelter
Spins und wie lasst sich eine Anordnung von Spinorientierungen finden, so dass die Energie H
mainimiert wird?

Diese Fragestellung wollen wir mit Hilfe der Kombinatorischen Optimierung bearbeiten.

2.3. Das Binary-Paintshop-Maximization-Problem

Wir werden in diesem Abschnitt das Binary-Paintshop-Maximization-Problem (BPMP) vor-
stellen und zeigen, dass wir unterschiedliche Konfigurationen der paarweisen festen Kopplungen
der Spins unseres antiferromagnetischen Arrays als Instanzen von BPMP auffassen kénnen.



Dazu geben wir zuerst folgende formelle Definitionen an:

Definition 2.2. (zuldssige Farbung fir bindare Wortfarbungsprobleme) Sei ein endliches Alpha-
bet ¥ aus n Buchstaben vorgeben. Sei w = (ay,...,a2,) ein Wort der Lange 2n, indem jeder
Buchstabe aus ¥ genau zweimal enthalten ist. Sei weiterhin F' eine Menge zweier Farben. Als
Farbung f = (f1,...fan) von w bezeichnen wir eine Abbildung, bei der wir jedem a; aus w ein
fi € F zuordnen.

Als zuldssig bezeichnen wir eine Fdrbung von w, bei der jeder Buchstabe jeweils genau einmal
mit jeder der beiden Farben gefirbt wird, das heifst, f; # f;, falls a; = a;.

Definition 2.3. (Binary-Paintshop-Mazimization-Problem (BPMP)) Sei w = (ay, ..., a2,) €in
Wort der Linge 2n, in dem jeder Buchstabe aus X genau zweimal enthalten ist. Finde eine zulds-

sige Farbung f = (f1,...fon), so dass die Anzahl der Farbwechsel mazimal wird. Als Farbwechsel
bezeichnen wir ein i € {1,...,2n — 1}, falls f; # fiy1.

Ist nun ein antiferromagnetisches Array der Linge 2n mit einer bestimmten, jeweils paarwei-
se fest antiferromagnetisch gekoppelten Anordnung von Spins K gegeben, so wollen wir jeweils
ein gekoppeltes Paar an Spins mit einem Buchstaben identifizieren und ein Wort w bilden, in-
dem wir die Buchstaben in der Reihenfolgen der Spins im Array auflisten. Ist f eine Féarbung
von einem solchen w mit den zwei Farben —1 und 1, so wollen wir ein System von Spinorien-
tierungen S = (s1,...,8,) gewinnen, indem wir die Spinorientierungen s; mit der Farbe der
korrespondierenden Buchstaben a; identifizieren. So konnen wir das Array aus Abbildung [I] als
Wort w = (a, b, ¢, b, ¢,d,d,a) auffassen.

Bezeichnet nun ¢(f) die Anzahl der Farbwechsel einer Farbung f, so ergibt sich die Energie
eines Array der Lange 2n mit der Konfiguration K und den Spinorientierungen S zu

H(K,S) = —26(f) +2n — 1. (3)

Mit y(w) als die Anzahl der Farbwechsel einer optimalen Farbung eines Wortes w folgt dann
fiir die minimale Energie des Arrays

H(K)pmin = —2y(w) + 2n — 1. (4)

2.4. Konventionen beziiglich Notation

Wir wollen noch folgende Festlegung treffen. Sprechen wir im weiteren Text von Buchstaben,
so meinen wir direkt die n Elemente aus Y. Beziehen wir uns auf die 2n Elemente, die als
Zeichenfolge das Wort w = (aq, ...a2,) bilden, wollen wir diese als Lettern bezeichnen, dass
heift, zu jedem Buchstaben gehoren zwei Lettern in w. Diese Unterscheidung mag auf den
ersten Blick merkwiirdig oder unnétig erscheinen, vereinfacht und prézisiert aber die weiteren
wortlichen Ausfithrungen und trégt so hoffentlich auch zu einem einfacheren Verstdndnis des
Geschriebenen bei.

Die zwei Farben aus F' werden wir in der Regel mit 0 und 1 oder —1 und 1 identifizieren. Der
Grund dafiir ist, dass die Ergebnisse einiger der in der Arbeit vorgestellten Approximationen
Vektoren aus {0,1}*" oder {—1,1}*" sind.
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Abbildung 2: Zwei Farbungen f = (0,1,0,1,1,1,0,0) und f* = (0,1,1,0,1,0,0, 1) fiir das Wort
w = (a,b,c,d,a,c,b,d) mit ¢(f) =4 und ¢(f*) = 5. Die Farbung f* ist optimal.

Wenn wir eine Farbung oder Teilfarbung f im Fliefstext darstellen, wollen wir eingeférbte Buch-
staben mit einem Strich oder einen Punkt iiber der Letter darstellen, also zum Beispiel eine
Farbung f fiir das Wort w = (a, b, a,b) mit f = (0,1,1,0) = (a,b,a, b).

Im Gegensatz zu einem Farbwechsel wollen wir als Farbwechselfehler ein ¢ € {1,...,2n — 1}
bezeichnen falls f; = fit1-

Als optimal wollen wir eine zuldssige Féarbung fiir ein w bezeichnen, falls es keine zulissige
Férbung fiir w gibt, die mehr Farbwechsel besitzt.

2.5. Definitionen

Bevor wir die Komplexitit das Binary Paintshop Minimization Problems untersuchen, wollen
wir noch die dazu benétigten grundlegenden Definitionen aus der Komplexitéitstheorie angeben.
Die folgenden drei Definitionen sind [9] entnommen. Eine fiir die Komplexitétstheorie funda-
mentale Komplexititsklasse ist die Klasse N'P.

Definition 2.4. (Klasse N'P) Sei X* ein Alphabet. Die Klasse N'P besteht aus der Menge aller
Sprachen L C ¥* bei der es einen polynomialen Algorithmus M g¢ibt, so dass fiir jedes x € ¥*
gilt:

(Fy € ¥* 1 M akzeptiert(z,y)) < x € L.

Informell gesagt, handelt es sich um eine Klasse von Problemen, deren Lésung man nicht
zwingend in Polynomialzeit findet, aber eine gegebene Lsung sich in Polynomialzeit verifizieren
lasst. Sind nun zwei Probleme L und L’ gegeben und man mochte entscheiden, ob Problem L
mindestens so schwierig ist wie Problem L', kann man versuchen Problem L auf Problem L’
abzubilden, dieses zu 16sen und daraus eine Losung fiir L abzuleiten:

Definition 2.5. (Polynomialzeitreduktion) Sind ¥* und X" Alphabete und L C X*, L' C ¥
zwei Sprachen und ist f : L — L' eine Abbildung mit Ve € ¥* 1 x € L <= f(x) € L', so nennen
wir f eine Polynomialzeitreduktion (auch polynomielle Reduktion) von L auf L'. Gibt es einen Al-
gorithmus M, der f in Polynomialzeit berechnet, so nennen wir f eine Polynomialzeitreduktion
von L auf L' und schreiben 11, <p II},.

Probleme, die in NP liegen und mindestens so schwer sind wie alle anderen Probleme in NP,
gehoren zur Klasse der N'P- vollstiandigen Probleme.



Definition 2.6. (Klasse N'P-vollstindig) Ein Problem (genauer: ein Entscheidungsproblem) 11
heifst N'P-vollstindig genau dann, wenn:

1. II e NP.
2. VIl e NP : II' <p II.

Die zweite Bedingung ist gleichbedeutend damit, dass jedes Problem aus NP in Polynomial-
zeit auf Il reduziert werden kann,

Die Frage, ob ein Problem in NP liegt ist ein Entscheidungsproblem. Wir sind hier gezwun-
gen, eine optimale Losung zu berechnen und zu beweisen. Méchte man eine Lésung berechnen,
die dem Optimalwert unter Beachtung der eingesetzten Ressourcen moglichst nahe kommt,
fihrt das auf Optimierungsprobleme. Wir wollen hier Optimierungsprobleme so verstehen, dass
es fiir diese Probleme eine bestimmte Menge an Eingaben (Instanzen) gibt, fiir jede Eingabe x
eine nichtleere Menge zuldssiger Losungen S(z) existiert und jeder Losung s ein bezogen auf z
positiver Wert ¢(x, s) zugeordnet ist. Aukerdem soll noch das Ziel festgelegt sein, also ob wir
¢(x, s) minimieren oder maximieren wollen. Eine sehr wichtige Rolle spielt die Klasse N'PO.

Definition 2.7. (Klasse NPO) Ein Optimierungsproblem gehort zur Komplezititsklasse N PO
(nondeterministic polynomial- time optimization problem), wenn es fir eine Fingabe (x,s) in
polynomieller Zeit mdglich ist, zu tberprifen, ob s eine fiir x zuldssige Lésung ist, und im
positiven Fall die Kostenfunktion c(z,s) zu berechnen [10)].

Auch innerhalb von NPQ lassen sich verschiedene Klassen definieren, je nachdem ob fiir die
in diesen Klassen enthaltenen Probleme Algorithmen existieren, die eine bestimmte Approxima-
tionsgiite in einer bestimmten Laufzeit garantieren. Als Approximationsgiite eines gegebenen
Algorithmus F fiir die Eingabe x wollen wir das Verhéltnis rg(z) = OJCD(;“:ES();,;) definieren, wobei
OPTg(x) den Optimalwert des Problems zur Eingabe = darstellt. Eine wichtige Klasse von
Problemen innerhalb N'PO ist die Klasse APX.

Definition 2.8. (Klasse APX ) Ein Optimierungsproblem liegt in der Klasse APX (approzi-
mable), wenn es eine Zahl ¢ und einen polynomiellen Algorithmus gibt, so dass der Algorithmus
bei jeder zuldssigen Eingabe x eine Losung mit einer Gite > c fiir Maximumprobleme bzw. < ¢
fiir Minimumprobleme liefert.

Man bezeichnet eine entsprechende Approximation eines Problems aus APX auch als c-
Approximation. Fiir manche Probleme existieren Algorithmen, die noch bessere Frgebnisse
ermoglichen:

Definition 2.9. (PTAS) Ein PTAS (polynomial-time approzimation scheme) fiir ein Appro-
zimationsproblem ist ein Algorithmus, der fiir eine Eingabe x und einen Parameter € > 0 eine
Lisung fiir x mit einer Approzimationsgiite von 1 + € fiir Minimumprobleme bzw. 1 — € fir
Mazimumprobleme berechnet [10)].

Um die Schwere von Optimierungsproblemen zu iiberpriifen, kénnen wir wieder Reduktio-
nen verwenden. Fiir Optimierungsprobleme gibt es eine Reihe unterschiedlicher Reduktionen,
die jeweils auch unterschiedliche Eigenschaften durch die Reduktion erhalten. Eine wichtige



Rolle spielen beispielsweise L- Reduktionen fiir praktische Anwendungen und fiir theoretische
Uberlegungen die PT'AS- Reduktion. Wir wollen deshalb hier beide Definition angeben.
Damit kénnen wir nun auch die Menge der schwierigsten Probleme in APX beschreiben:

Definition 2.10. (Klasse APX- vollstindig) Ein Problem (genauer: ein Optimierungsproblem)
A heiffit APX-vollstindig genau dann wenn:

1. Ac APX.
2. VA ¢ APX : A <prag A.

Die zweite Bedingung ist gleichbedeutend damit, dass es fiir jedes Problem aus APX eine
PTAS- Reduktion auf A gibt.

Definition 2.11. (PT AS-Reduktion) Eine PT AS-Reduktion eines Optimierungsproblems A
auf ein Optimierungsproblems B, besteht aus einem Tripel (f,g,0) mit folgenden Eigenschaften

[10]:

1. f bildet Eingaben x des Problems A auf Fingaben f(x) des Problems B ab und ist in
polynomieller Zeit berechenbar.

2. g bildet aus Eingaben x des Problems A, Losungen y € Sp(f(x)) und Zahlen € > 0 auf
Lésungen g(x,y,€) € Sa(x) ab und ist in polynomieller Zeit berechenbar.

3. Ye > 0,36 mit §(e) > 0, so dass falls rg(f(z),y) > 1 —d(e) (B ist Mazimumproblem)
bzw. rp(f(z),y) <1+ d(e) (B ist Minimumproblem) ist, gilt ra(z, g(x,y,€)) > 1—€ (A
ist Mazimumproblem) bzw. r(x, g(x,y,€)) < 1+ € (A ist Minimumproblem,).

Als sehr niitzliches Werkzeug haben sich die sogenannten L- Reduktionen herausgestellt,
wobei L hier fiir linear steht. Aus einer L-Reduktion folgt, falls B einen PT AS besitzt, dass es
auch einen PT'AS fiir A gibt.

Definition 2.12. (L-Reduktion) Seien A und B Optimierungsprobleme und cq und cp die
entsprechenden Kostenfunktionen. Das Paar der Funktionen f und g nennen wir L-Reduktion,
falls folgende Merkmale zutreffen:

~

. [ und g sind in polynomieller Zeit berechenbar.
. Ist x eine Instanz von Problem A, dann ist f eine Instanz von Problem B.
. Isty' eine Losung zu f(x), dann ist g(y') eine Losung zu x.

. Es gibt eine positive Konstante a so dass OPTgp(f(x)) < aOPTx(x).

S N N

. Bs gibt eine positive Konstante 3 so dass fiir jede Losung y' von f(x) gilt
|OPTA(x) — calg(¥))] < BIOPTB(f(x)) — cB(y)]-

10



3. Komplexitatstheoretische Einordnung des Binary Paintshop
Maximization Problems

3.1. Das Binary-Paintshop-Maximization-Problem als Entscheidungsproblem

Zunichst wollen wir zeigen, dass das Binary Paintshop Maximization Problem NP-vollstédndig
ist. Dazu bendtigen wir das Binary-Paintshop-Minimization-Problem:

Definition 3.1. (Binary-Paintshop-Minimization-Problem) Sei w = (ay, ..., a2y,) ein Wort der
Lange 2n, indem jeder Buchstabe aus 3 genau zweimal enthalten ist. Finde eine zuldssige Fdr-
bung f=(f1,...fan) von w, so dass die Anzahl der Farbwechsel minimal wird.

Dazu beweisen wir folgenden Satz [6]:

Satz 3.2. Sei wy = (a1, ...az,) eine Instanz fir das Binary Paintshop Minimization Problem
unter der Benutzung der Buchstaben x1,...x,. Sei wy = (b1,...,bs,) das Wort, dass wir er-
halten, wenn wir in wy jeden Buchstaben x; durch das Paar x;, z; ersetzen. Genau dann ¢ibt es
fiir wo eine zuldssige Farbung mit mindestens 4n — k — 1 Farbwechseln, wenn w1 eine zuldssige
Farbung mit hochstens k Farbwechseln besitzt.

Beweis. a) Sei f! eine zuliissige Fiarbung von wy fiir das Minimization Problem mit hochstens
k Farbwechseln. Wir konstruieren eine Firbung f? fiir wo, indem wir einerseits fiir die x;
die Farbung von f! iibernehmen, also die erste beziehungsweise zweite Letter z; in f? genau
wie die erste beziehungsweise zweite Letter x; in f? einfirben. AuRerdem firben wir die z;
entgegengesetzt zu den davor befindlichen z;. Seien x; und x; zwei Lettern in wy an den Stellen
m und m + 1. Dann befinden sich in wo an der Stelle 2m — 1 ein x;, an der Stelle 2m ein z; und
an der Stelle 2m + 1 ein x;. Dann entsteht in f? zwischen z; und x; genau kein Farbwechsel,
wenn sich in f! zwischen z; und x; ein Farbwechsel befindet. Zwischen x; und dem Nachfolger
z; findet immer ein Farbwechsel statt. In wo gibt es insgesamt 4n — 1 Letternpaare b;b; 1. So
erhalten wir 4n — k — 1 Farbwechsel in f2.

b) Sei nun f? eine zuliissige Firbung von wy fiir das Maximization Problem mit mindestens
4n — k — 1 Farbwechseln. Wir konstruieren nun eine Fiarbung f?* aus f2, indem wir alle Lettern
z; umféarben, die gleich gefarbt sind wie ihre Vorganger z;. Da so beide Lettern z; umgefirbt
werden, ist f?* eine giiltige Farbung von wy. Da fiir jedes so umgefirbte z; ein zusitzlicher
Farbwechsel zwischen x; und z; entsteht und hdchstens ein Farbwechsel zwischen z; und der
nachfolgenden Letter von z; verschwindet, besitzt auch f2* mindestens 4n — k — 1 Farbwechsel.
Nun konstruieren wir eine Farbung f! fiir wy aus f2*, indem wir fiir die z; die Firbung der
entsprechenden z; aus f2* iibernehmen. Da die beiden Lettern des Buchstaben z; unterschiedlich
gefirbt werden, ist f! eine zuldssige Firbung fiir w;. Sei nun z; eine Letter in wy und z; der
Nachfolger von x;. Genau wenn es zwischen z; und z; in f?* einen Farbwechsel gibt, gibt es
keinen Farbwechsel zwischen x; und z; in f L In wo gibt es insgesamt 4n — 1 Letternpaare b;b;1.
Gibt es nun 4n — k — 1 Farbwechsel in f2, enthilt die Farbung f! hochstens k& Farbwechsel.

Aus a) und b) folgt nun die Behauptung.
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Abbildung 3: oben: gegebenes Wort wy mit Farbung f!
unten: we aus w; abgeleitet durch ersetzen von z; mit xz;, z; mit Farbung f?
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Abbildung 4: oben: Gegebenes Wort wy mit Farbung f2
Mitte: Farbung f2* aus f? durch umfirben der z; mit gleicher Farbe wie x;
unten: wy aus wo abgeleitet durch weglassen z; mit Fiarbung f!

Satz 3.3. Das Binary-Paintshop-Mazimization-Problem ist N'P- vollstindig.

Beweis. Der eben bewiesene Satz ist eine Polynomialzeitreduktion vom klassischen Binary
Paintshop Minimization Problem auf das Binary Paintshop Maximization Problem. In [5] wurde
gezeigt, dass ersteres N'P- vollstindig ist. Somit ist BPMP NP- schwer und da das Problem in
NP liegt, ist BPMP auch N'P- vollstindig.

O

Hier wollen wir auferdem noch eine Reduktion in die entgegengesetzte Richtung, also vom
Maximization Problem auf das Minimization Problem, angeben.

Satz 3.4. Seiw; = (ai,...,a2,) eine Instanz fir das Binary Paintshop Mazimization Problem
unter der Benutzung der Buchstaben uy,...,u,. Sei wy = (b1,...,bg,) das Wort, dass wir
erhalten, wenn wir in wi jeden Buchstaben u; beim erstmaligen Auftreten im Wort durch das
Quadrupel w;, x;,y;, x; und beim zweiten Auftreten durch das Quadrupel u;, z;,y;, z; ersetzen.
Genau dann gibt es fiir wy eine Fdrbung mit mindestens k Farbwechseln, wenn wo eine zuldssige
Farbung mit hochstens 4n — k — 1 Farbwechseln besitzt.

Beweis. a) Sei mit f! eine Firbung von w; fiir das Maximization Problems mit mindestens k
Farbwechsel. Man firbe nun wsy mit einer Farbung f? so, dass folgendes gilt:

— Die u; werden gefirbt, wie die korrespondierenden u; durch f! in w; gefirbt sind.

— Das erste x; bzw. erste z; werden geférbt, wie die sich davor befindlichen w;.

12



Abbildung 5: oben: Gegebenes Wort wy mit Farbung f!, k = 2 Farbwechsel
unten: wp mit Firbung f2, 4n — 1 — k = 5 Farbwechsel

— Die y; werden geférbt, wie die sich davor befindlichen x; bzw. erste z;.

— Das zweite x; bzw. zweite z; werden entgegengesetzt gefirbt zu den davor befindlichen y;.

Dann ist f? eine giiltige Firbung von wy. Innerhalb jedes der 2n Quadrupel w;, z;, y;, x; bzw.
Wiy 23y Yiy 2; besitzt f2 genau einen Farbwechsel. Sei nun u; die Letter, die in w; auf ein w;
folgt. Da u; und das zweite x; bzw. zweite z; unterschiedlich gefirbt sind, gibt es genau keinen
Farbwechsel zwischen dem zweiten x; bzw. zweiten z; und dem nachfolgenden w; durch f 2 wenn
u; und u; durch f! unterschiedlich geféirbt sind. Mit e(f') als der Anzahl der Farbwechselfehler
von flgilt k < 2n—e(f!)—1, also e(f!) < 2n—k—1. Weiterhin besitzt f? insgesamt 2n+e(f1)
Farbwechsel. Daraus folgt, dass es eine Farbung von we mit hochstens 4n — k — 1 Farbwechseln
gibt, falls w; eine Farbung mit mindestens k Farbwechseln besitzt.

b) Sei nun f? eine Fiarbung von wsy mit hochstens 4n — k — 1 Farbwechsel. Sei nun f2*
eine Fiarbung von ws, die aus f? entsteht, wenn man jeden Farbwechsel zwischen benachbarten
u; und z; beziehungsweise u; und z; entfernt, indem man die Farbung der beiden x; bzw. z;
tauscht. Dann besitzt auch f2* hochstens 4n — k — 1 Farbwechsel, denn fiir jeden mdglichen
neu hinzukommenden Farbwechsel zwischen den umgefidrbten zweiten z; bzw. z; und einem
nachfolgenden u; féllt jeweils der Farbwechsel zwischen u; und dem ersten z; bzw. z; weg.
Dann gibt es innerhalb jedes Teilwortes wu;, x;, y;, ©; bzw. u;, 2;, y;, 2; genau einen Farbwechsel
und u; und das zweite x; beziehungsweise u; und das zweite z; sind unterschiedlich gefirbt. Sei
nun f! eine Farbung von wy, die dadurch entsteht, dass man die u; so einfirbt wie die jeweils
korrespondierenden u; in wy durch f%* eingefirbt werden. Sei u; ein Nachfolger von u; in w.
Genau dann gibt es einen Farbwechsel zwischen u; und u; in f!, wenn es keinen Farbwechsel
durch f?* zwischen dem zweiten z; und u; beziehungsweise dem zweiten z; und u; in wo gibt.
Daraus folgt, dass es eine Férbung von w; mit mindestens k Farbwechseln gibt, falls wy eine
Féarbung mit hochstens 4n — k — 1 Farbwechseln besitzt.

Aus a) und b) folgt nun die Behauptung.

3.2. Das Binary-Paintshop-Maximization-Problem als Optimierungsproblem
3.2.1. Der Greedy-Algorithmus

Wir wollen zunéchst eine einfache Heuristik vorstellen, um eine Farbung mit moglichst vielen
Farbwechseln fiir ein gegebenes Wort zu erhalten. Wir farben dazu das Wort von links nach
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Abbildung 6: oben: Wort wy mit Farbung f?, 4n — 1 — k = 5 Farbwechsel
Mitte: Wort wy mit Farbung f%*, 4n — 1 — k = 5 Farbwechsel
unten: wy mit Farbung f!, k = 2 Farbwechsel

rechts so ein, dass die gerade zu farbende Letter immer entgegengesetzt zum Vorginger gefarbt
wird, soweit dies zuldssig ist. Solche Algorithmen, die Probleme dadurch 16sen, in dem sie fiir
einzelne Teilschritte diejenige Losung auswahlen, die zu diesem Zeitpunkt den groftmoglichen
Zuwachs an Gewinn liefert, werden auch Greedy-Algorithmen genannt. Wir wollen die eben
beschriebene Heuristik im weiteren Verlauf der Arbeit als Greedy-Algorithmus bezeichnen. Kurz
wollen wir hier einige Eigenschaften des Greedy-Algorithmus beschreiben.

Dass der Greedy-Algorithmus das BPMP nicht optimal 16st, 14sst sich beispielsweise am Wort
w = (a,b,¢,b,a,c) sehen. Der Greedy-Algorithmus liefert (, b, ¢, b,a, ¢). Man kann das Wort

aber auch mit (a,b,¢, b, a, ¢) einfirben, also einem Farbwechsel mehr. Das folgendes Ergebnis
wird aber vom Greedy-Algorithmus garantiert.

Satz 3.5. Sei w ein Wort der Linge 2n. Der Greedy-Algorithmus firbt w mit mindestens n
Farbwechseln.

Beweis. Sei x; die erste Letter der zwei Lettern eines Buchstabens von links aus gesehen und
stehe z; nicht an erster Stelle im Wort. Dann ergibt die Greedy-Farbung immer einen Farbwech-
sel zwischen dem Vorgénger von x; und x;. Sei z; der Buchstabe, dessen erste Letter als letzte
erste Letter aller Buchstaben im Wort vorkommt. Somit gibt es mindestens n — 1 Farbwechsel
bis einschliefslich x; und mindestens einen Farbwechsel zwischen den beiden Lettern x;. O

Das Ergebnis kann nicht verbessert werden. Fiir n = 1, n = 2, n = 3 und n = 4 erhal-
ten wir beispielsweise die Greedy-Farbungen (i1,71), (&1, T2, T1, 42), (%1, Te, &3, 2, T1, T3) und
(1,%2, &3, &2, T4, T3, T1,T4), also n Farbwechsel fiir die entsprechenden Worter. Fiir allgemeines
ungerades n > 3 erhalten wir beispielsweise das eingefirbte Wort

(.fl, Z2, x'g, (i?g, Ty4,T3, i‘5, i‘4,f6,f5, e g'c,-, -%"i—lafi—&-la Ty .fgn, i‘gn_l,fl,fgn). Ein entsprechen—
des Beispiel fiir ein gerades n > 4 ist
(.%"1,52, ng, j?g,le,fg, i’5, i‘4,fﬁ,f5, Ce Jvi, '%‘.Z‘—lyfi—‘rlafi? ey Top, Ton—1,21, i’zn). Die Frage, wie

viele Farbwechsel der Greedy-Algorithmus zu einem gegebenen Wort im Vergleich zu einer op-
timalen Ldsung garantiert, wollen wir mit dem folgendem Satz beantworten:

Satz 3.6. Fiir jedes n > 1 gibt es ein Wort der Linge 2n, so dass der Greedy-Algorithmus nicht
mehr als n/(2n — 2) der moglichen Farbwechsel erreicht.
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Abbildung 7: oben: Wort w der Linge 2n = 16 mit Greedy-Féarbung und n==8 Farbwechsel
unten: w mit optimaler Farbung und 2n — 2 = 14 Farbwechsel

Beweis. Der Fall n = 2 ist trivial. Fiir unsere eben vorgestellten Beispielworter, welche der
Greedy-Algorithmus mit n Farbwechseln férbt, lassen sich in den Fillen n = 3 und n = 4 mit
(&1,%2, T3, L2, T1,&3) und (&1, T2, T3, T2, Ty, T3, T1, T4) Losungen mit 4 beziehungsweise 6 Farb-
wechseln finden. Die Beispiele fiir ungerade n > 3 und gerade n > 4 lassen sich beide mit

(i‘l,fg,fg, T, Thy T3y Ty Ldy L6y Ly -+ y Liy Tie1s Tict1y Loy~ - -y L2ny L2n—1, L1, .fgn) einfarben, so
dass wir auch hier 2n — 2 Farbwechsel erhalten. O

Der Greedy-Algorithmus ist also ein 0.5-Algorithmus, der in polynomieller Zeit 14uft.
Korollar 3.7. Das Binary Paintshop Mazimization Problem liegt in APX.

Wir wollen unsere Betrachtungen iiber den Greedy-Algorithmus mit einer Vermutung iiber
das im Durchschnitt zu erwartende Ergebnis abschliefsen:

Vermutung 3.8. Sei w ein Wort der Linge 2n und seien in w die Lettern der n Buchstaben
zufillig verteilt. Dann betrigt der Erwartungswert der erzielten Farbwechsel durch den Greedy-
Algorithmus
n—1
2k* —1  3n*—2n
E =2n—1-— = :

Nach dieser Vermutung werden also im Durchschnitt ungefdhr 3/4 der Letternpaare a;a;4+1
geniigend langer Worter durch den Greedy-Algorithmus mit einem Farbwechsel gefarbt. Wir
werden hier die Vermutung nicht beweisen. Eventuell kann ein Beweis mit #hnlichen Uberle-
gungen wie in [7], wo der Erwartungswert fiir das Minimumproblem bewiesen wird, erreicht
werden.

3.2.2. Abschidtzungen fiir die Anzahl der maximal erreichbaren Farbwechsel

Nun wollen wir die Anzahl der Farbwechsel, die durch eine Farbung eines gegebenen Wortes
maximal erreicht werden kénnen, abschéitzen. Dazu wollen wir noch folgende Definition voran-
stellen:

Definition 3.9. Sei w = (a1,...,a2,). Sind a; und a; die zwei Lettern des Buchstaben x, so
wollen wir die Menge I, := {i,i+1,....5 — 1,7} als Intervall von z bezeichnen. Als Kurzform
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1,=1(1,5)
I,=1(2,4)
1,=1(3,6)

Abbildung 8: Wort w=(a,b,c,b,a,c) mit seinen Intervallen

werden wir auch I, = I(i,7) benutzen. Mit |I,| := j — i+ 1 wollen wir die Linge des Intervalls
bezeichnen.

Somit ldsst sich eine Instanz w des Binary Paintshop Maximization Problems auch durch die
Menge I(w) = {I, : = € X} beschreiben.
Sei ay, eine Letter an der Stelle k in einem Wort. Wir wollen sagen, aj in liegt in einem Intervall
I, oder in einer Vereinigung I,|J---|JI. von Intervallen, falls k& € I, beziehungsweise k €

L,UJ---UL.

Damit kénnen wir nun auch folgende Aussage treffen:
Satz 3.10. Genau dann ist y(w) = 2n — 1, wenn |I| gerade ist fir alle I, € I(w).

Beweis. Sei |I,| gerade fur alle I, € I(w). Dann befinden sich die Lettern jedes z € ¥ im Wort
einmal auf einer ungeraden und einmal auf einer geraden Position. Farbe alle Buchstaben auf
den ungeraden Positionen mit 0 und die auf den geraden Positionen mit 1 ein. Diese Farbung
ist giiltig und besitzt 2n — 1 Farbwechsel. Sei f eine Farbung von w mit 2n — 1 Farbwechseln.
Dann gibt es kein Paar benachbarter Lettern ohne Farbwechsel, d. h. alle Lettern auf ungeraden
Positionen sind zum Beispiel mit 0 eingefdrbt und alle auf geraden mit 1. Dann muss fiir sich
jedes © € X jeweils eine Letter auf gerader und eine auf ungerader Position befinden. Damit
muss dann fiir alle Intervalle I, gelten, dass |I;| ungerade ist. O

Die gerade im Beweis verwendete Farbung ist eine Greedy-Féarbung. Wir hatten schon gezeigt,
dass der Greedy-Algorithmus 0.5 garantiert. Da der Greedy-Algorithmus nun immer optimal
farbt, wenn y(w) = 2n —1 gilt, sind die im Beweis Verwendeten Beispiele eine untere Grenze
der Leistungsgarantie. Wir konnen nochmal prézisieren:

Korollar 3.11. Sei w ein Wort der Linge 2n und n > 0. Dann garantiert der Greedy-
Algorithmus mindestens n/(2n — 2) der Farbwechsel einer optimalen Farbung.

Unmittelbar einzusehen ist, dass wenn w mindestens k Intervalle ungerader Lénge besitzt
und fiir jeweils zwei dieser Intervalle I, und I, stets I, N I,, = () gilt, dann eine Farbung von w
héchstens 2n—1—k Farbwechsel besitzen kann. Wir kénnen diese Aussage aber noch verbessern:

Definition 3.12. Wir wollen eine Menge Q(w), Q(w) C I(w), als eine Menge unabhdngiger
ungerader Intervalle bezeichnen und durch das Erfillen folgender Bedingungen definieren:

— Gilt I, € Q(w) und I, € Q(w) so folgt I, C I, oder I, D I, oder I, NI, = 0.
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alb|lc|d|c|e|[b|le]ald
< J¢ (3.5)
< > Je (6.8)
< > Jg (19)

Abbildung 9: Wort w mit Menge unabhingiger ungerader Intervalle
Q(w) = {Ia(la 9)7 16(37 5)7 16(67 8)}

— Ist I, € Q(w), so folgt |I,\P(I,)| ist ungerade, wobei P(I;) = U 1.
IyeQ(w),IyCly

Satz 3.13. Fliir jedes Wort w gilt y(w) < 2n —1 — |Q(w)].

Beweis. Falls Q(w) = 0 folgt |Q(w)|=0 und somit y(w) < 2n — 1, also gilt die Behauptung. Sei
nun Q(w) # 0. Wir wollen die Aussage als Induktion iiber die maximale Linge der Kette I, C
I, C...C I,mit I, I), ....I, € Q(w), die sich fiir Q(w) bilden l&sst, beweisen. Induktionsanfang:
Sei die maximale Liange der Kette 1, also fiir alle I,,, I, € Q(w) gilt I,, N I, = (). Dann enthilt
w mindestens |Q(w)| Intervalle ungerader Lange, die sich nicht {iberlappen. Innerhalb jedes
dieser Intervalle muss es fiir jede Féarbung eine Stelle ohne Farbwechsel geben. Daraus folgt
v <2n—1—|Q(w)|. Sei nun ein Q(w) mit einer maximalen Kettenldnge vom m + 1 gegeben.
Gelte nun die Behauptung fiir eine Kettenlinge m. Wir wollen nun die Menge Q*(w) aus Q(w)
so ableiten, indem wir in allen Intervallketten I,, C I, C ... C I, der Linge m + 1 das Intervall
1., also das, welches die anderen Intervalle als Untermenge enthilt, entfernen. Dann besitzt
Q*(w) eine maximale Kettenldnge m und auch Q*(w) ist eine Menge unabhéngiger ungerader
Intervalle. Wir kénnen damit y(w) < 2n — 1 — |Q*(w)| annehmen. Sei nun I, ein Intervall
mit [, € Q(w) und I, ¢ Q*(w). Fiir alle Intervalle I, gilt, dass die erste und zweite Letter
von x unterschiedlich eingefirbt werden miissen. Die Menge P(I,) ldsst sich auch aus einer
Vereinigung von Intervallen konstruieren, die sich nicht iiberlappen. Da |I,\P(I,)| ungerade
ist, muss es innerhalb von I, eine Stelle ohne Farbwechsel geben, die auerhalb von I\ P(I;)
liegt. Dies trifft alle (|Q(w)| — |Q*(w)|) Intervalle zu, die aus @*(w) entfernt wurden. Daraus
folgt y(w) < 2n—1—|Q*(w)| — (|Q(w)| — |Q*(w)|) = 2n — 1 — |Q(w)| und die Behauptung ist
bewiesen. O

Ist 3 ein Teiler von n, kénnen wir Worter w konstruieren, so dass sich ein Q(w) finden lésst,
fiir das |Q(w)| = 5n gilt. Beispiele hierfiir sind
w = (x1, T2, X1, T3, T2, T3y ..., Tp—2,Tn—1,Tn—2,Tn,Tn_1,Ln) oder
w = (T1,%2, T3, T2, T4, T5,T6, T5, - - s Tn—15 Tn—2, Ty Tn—2; Try T 15+ « -, T6, Tdy T3, T1)-
Somit kénnen wir folgern:

Korollar 3.14. Ist 3 ein Teiler von n, so gibt es Worter w der Lange 2n mit y(w) = 2n —1 —
2n = dn—1. Ist 3 ein Teiler von n—1, gibt es w mit y(w) =2n—1—32(n—1)=3(n—1)+1

und fiir 3 Teiler von n — 2 ezistieren w mit y(w) =2n—1— (3(n—2)+1) = 3(n —2) + 2.
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Abbildung 10: Zwei Worter mit v(w) = 4n — 1. Die Pfeile stellen Intervalle dar. Die gelb mar-
kierten Bereiche der Intervalle sind ungerade lang und nicht durch gelb markierte
Bereiche anderer Intervalle iiberdeckt. Hier muss es also ein Paar benachbarter
Lettern ohne Farbwechsel geben.

Fir n > 1 kénnen wir also Worter der Lange 2n finden, bei denen wir nicht mehr als % der
benachbarten Lettern mit einem Farbwechsel firben kénnen.

3.2.3. Abschitzungen fiir die Anzahl der mindestens erreichbaren Farbwechsel

Nachdem wir eben eine Abschétzung von (w) nach oben fiir ein gegebenes w gemacht haben,
wollen wir fiir 7(w) nun eine untere Grenze angeben. Dabei werden wir zeigen, dass die in
Korollar angegebenen Werte diese untere Grenze bilden, wir also jedes Wort der Lénge 2n
mit mindestens %n — 1 Farbwechseln einfarben kénnen:

Satz 3.15. Sei w ein Wort der Linge 2n. Ist 3 ein Teiler von n, so ldsst sich das Wort mit
v(w) > §n — 1 Farbwechsel einfirben. Ist 3 ein Teiler von (n — 1), so gilt y(w) > 3(n—1) + 1
und fiir 3 Teiler von (n —2) gilt y(w) > 3(n —2) + 2.

Wir wollen hierbei konstruktiv vorgehen, indem wir einen Algorithmus entwickeln, der ge-
gebene Worter entsprechend der Vermutung einférbt. Dabei werden wir die einzelnen Lettern
nicht mehr von links nach rechts einfirben, sondern wollen beide Lettern eines Buchstaben in
einem Schritt farben. Ob ein Buchstabe schon eingefdrbt werden kann, héngt nun davon ab,
ob eine Farbung der Nachbarn der beiden Lettern des Buchstaben bereits erfolgt ist. Hierbei
spielt es keine Rolle, mit welcher Farbe die Nachbarn gefidrbt worden sind, sondern allein die
Tatsache, dass gefirbt wurde. Die Idee dabei ist, dass wir Buchstaben dann firben wollen,
wenn das Verhdltnis zwischen den Farbwechselfehlern, die wir begehen miissen und den zu be-
riicksichtigenden Randbedingungen, also den schon eingefdrbten Nachbarn, moglichst giinstig
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ist. Wir wollen das an einem Beispiel veranschaulichen. Gegeben sei das teileingefirbte Wort
(... @, 2, ai42, ..., Q5,2,aj42,...). Das Dach iiber den Lettern bedeutet, dass hier eine Farbung
vorhanden ist, ohne konkret die Farbe anzugeben. Wir wollen nun den Buchstaben x einfdrben.
Unabhéngig von der konkreten Férbung der Nachbarn von x kénnen wir x mit hochstens einem
Fehler einfirben. Im Fall, dass beide gefiirbte Nachbarn die selbe Farbe besitzen, ist ein Farb-
wechselfehler nicht zu vermeiden. Wir befriedigen also 2 Randbedingungen (schon eingeférbte
Nachbarn) und miissen mit einem Fehler rechnen. Sei nun ein weiterer Nachbar von = eingefarbt
und (...@;, %, Aj42, ..., 05, %, a42,...) das Wort mit der entsprechenden Teilfdrbung. Auch hier
lasst sich x unabhéngig von der eigentlichen Férbung mit héchstens einem zusétzlichen Fehler
farben, wie wir in den drei mdglichen Féllen sehen konnen: (...a;, T, ai42,...,a5,2,a542,...),
(. e Qi Ty g2, - - y Qg z, ajy2, ) und ( Ay Ty g2,y - - ) Qg x, aj+2, ) Dass heifst, wir befriedigen
nun 3 Randbedingungen bei ebenfalls hochstens einem neuen Fehler.

In Tabelle [1] sind mdogliche Umgebungen eines Buchstabens dargestellt und benannt. Dabei
gibt die erste der zwei Ziffern im Namen des Typs die Anzahl der Randbedingen an und die zwei-
te die maximal zu erwartende Anzahl von Farbwechselfehlern. So haben Buchstaben des Typs
a10 einen schon eingefdrbten Nachbarn und lassen sich immer mit null zusétzlichen Farbwechsel-
fehlern einfarben. Bei der Definition der Umgebungstypen spielt es keine Rolle, ob an der ersten
oder zweiten Letter oder ob vor oder nach der Letter die entsprechende Randbedingung anliegt.
So liegt  in den beiden Teilfdrbungen (...u,z,v,...,y,z,2,...)und (... w,2,0,...,Y,x,2,...)
auf dem Umgebungstyp b31. Die Typen sind in Tabelle [I|in drei verschiedene Kategorien einge-
teilt. Die Typen a10, 21 und c42 befriedigen fiir die jeweils zu erwartende Anzahl an Fehlern
maximal viele Randbedingungen, im Gegensatz zu den Typen €00, f21 und g21. Die Typen s10
und 20 sind Sonderfélle ohne Farbwechselfehler.

Die Angabe der maximalen Anzahl der Farbwechselfehler in der Tabelle bezieht sich darauf,
dass im ungiinstigsten Fall (im Bezug auf eine konkrete Farbung der Nachbarn) der Buchstabe
2 mit héchstens dem angegebenen Wert eingefirbt werden kann. In Tabelle 2] werden durch
Fallunterscheidung die angegebenen Werte bewiesen. Als freien Rand wollen wir die Nachbar-
schaft von einer gefdrbten und ungefiarbten Letter definieren. Die Anzahl der freien Rénder wird
spiter fiir einen Beweis gebraucht. In Tabelle |1 sind die Anderungen in der Anzahl der freien
Rénder fiir den jeweiligen Umgebungstyp angegeben.

Mit den so definierten Umgebungstypen wollen wir einen Algorithmus erstellen, der zum Férben
nur die Umgebungstypen al0, b31, c42, s10 und t20. verwendet. Ohne ihn hier spezifisch anzu-
geben, wollen wir so einen Algorithmus Gucote-Algorithmus (Greedy under consideration of the
environment) nennen. Fiir die Funktionsweise des Algorithmus miissen wir noch spezifizieren,
wie die Rander des einzufirbenden Wortes zu behandeln sind. Hierzu wollen wir zwei zuséitz-
liche Lettern a* und z* einfiihren. Dabei setzen wir a* vor die erste regulire Letter a; eines
Wortes und z* hinter die letzten Letter ag,. Bevor wir nun mit der eigentlichen Farbung unseres
Wortes beginnen, farben wir nun a*. Die Letter z* bleibt dagegen immer ungefirbt. In Tabelle
ist beispielhaft das Férben des Wortes (a, b, ¢, b,d, ¢, e,d, f,e,a, f) durch so einen Algorithmus
dargestellt. Das Wort wird mit einen Farbwechselfehler eingefarbt. Diese Farbung ist optimal,
da zwischen den b genau eine Letter liegt und so ein Farbwechselfehler nicht vermeidbar ist. Die
Farbung des Wortes mit dem Greedy-Algorithmus ergibt (a, b, ¢, b, d,c,é, d, f,e,a, f) und somit
5 Farbwechselfehler.
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Tabelle 1: Ubersicht Umgebungstypen

Typ  Teilwort vor Anzahl Maximale Anzahl Anderung
Féarbung von x Randbe- Farbwechselfehler Anzahl
dingungen bei optimaler Farbung « freier Rénder
al0  (...u,x,v,...,y,2,2,...) 1 0 +2
b31 (...u,z,0,...,y,2,2,...) 3 1 -2
c42 (..u,z,0,...,y,2,2,...) 4 2 -4
e00  (...u,x,v,...,y,2,2,...) O 0 +4
21 (..uyzv,. YTz, ) 2 1 +0
g21 (. Uz, Yy, Xy 2, ) 2 1 +0
s10  (...u,z,x,v,...) 1 0 +0
t20 (..u,zyv,. U2, ) 2 0 +0

Wir werden nun beweisen, dass wenn wir ein Wort mit einem Gucote-Algorithmus einfirben,
dann die Anzahl der Farbwechsel aus der Vermutung erreicht wird.

Lemma 3.16. Sei w ein Wort der Linge 2n. Ldsst sich das Wort nur mit al0-, b31-, c42-,
510- und t20-Fdrbungen einfirben, dann gilt: Ist 3 ein Teiler von n, so ldsst sich das Wort mit
v(w) > §n — 1 Farbwechsel einfirben. Ist 3 ein Teiler von (n— 1), so folgt v(w) > $(n—1)+1

und fiir 3 Teiler von (n —2) gilt v(w) > 3(n —2) + 2.

Beweis. Wir wollen, wie eben schon besprochen, uns im zu firbenden Wort vor der ersten
Letter eine bereits eingefirbte Letter (Stelle 0) und nach der letzten Letter eine nicht gefdarbte
Letter (Stelle n + 1) hinzudenken, die auch nicht eingefarbt werden soll. Dieses Wort mit der
Anfangsfirbung besitzt also einen freien Rand zwischen der nullten und ersten Letter. Sind alle
n Buchstaben eingefirbt, besitzt das fertig gefarbte Wort wieder genau einen freien Rand, und
zwar zwischen der letzten Letter des gegeben Wortes und der dahinter hinzugefiigten Letter.
Siehe Tabelle [I} kann sich je nach Umgebungstyp der Férbung die Anzahl der freien Réander
durch die Féarbung eines Buchstabes s#ndern. Summiert man nun die Summe aller Anderungen
der Anzahl der freien Rénder auf, muss man also null erhalten. Aus der Tabelle[T]ist ersichtlich,
dass diejenigen Typen, die Fehler produzieren kénnten, 31 und ¢42, die Typen sind, bei deren
Farbung sich die Anzahl der freien Rander verringert. Der einzige Typ, der die Summe der freien
Rinder erhoht, ist a10. Um die Anderung der freien Réinder einer b31-Firbung auszugleichen,
bendtigen wir genau eine al0-Farbung, fiir den Ausgleich einer c42-Férbung dann genau zwei
al0-Farbungen.

Bezeichnet n, die Anzahl der al0-Fiarbungen, np die Anzahl der b31-Farbungen und n. die
Anzahl der c42-Férbungen, folgt damit n, = ny + 2n, und mit n > ng, + np + n, dann n >
2np+3n.. Mit E als obere Grenze der Wechselfehler beim Farben des gesamten Wortes erhalten
wir weiterhin E' = ny + 2n., da bei der b31-Férbung maximal ein und bei der c42-Férbung
héchstens zwei Farbwechselfehler entstehen.

20



Tabelle 2: Ermittelung Anzahl Farbungsfehler fiir Umgebungstypen

Typ  Teilwort vor Optimale Farbung z Anzahl
Farbung von z im konkreten Fall Farbungsfehler

al0 (. .uyx,0,..,y,2,2,... ) (U T 0y, Ey 2, ...) O

b31 (..u,z,0,...,0,2,2,...) (-..0,T,0,...,9,&,2,...) 1
(..0,Z,0,...,7,&,2,...) 0
(o T, YTy 2y ) ]

c42 (.., 0,2, 2,...) (T, Y B ) 2
(o U, T 0, Y, 2,2, ... ) ]
(..., Z,0,...,7,2,Z,...) 0
(. 0,Z,0,...,0,2,2,...) 1

€00 (..uyzyv,. o y,x,2,.0.0) (Coouw, T, 0y, 8, 2,...0) 0

21 (..uyzv,. Y,z ) (U T 0,98y 2, ) ]
(..., T0,..., Y, 2, 2,...) 0

921  (...u,z,0,...,y,x,2,...) (...0,T,0,...,y,&,2,...) O
(o U, T,y Ty 2y ) ]

s10 (...u,z,x,v,...) (...0,T,%,v,...) 0

20 (...u,z,v,... Uz, 2,...) (.. 0,Z,0,...,0,2,2,...) 0

Tabelle 3: Farbung des Wortes w=(a,b,c,b,d,c,e,d,f,e,a,f) mit einem Gucote-Algorithmus

a,b,e,b,d,c e d, f e, a,f) ungefiarbtes Wort

a*a,b,c,b,d,c,e,d, f,e,a, f,z*)  Hinzufiigen von a* und z*

7abcbdcedf,eaf, 2*)  Férben von a*

*,a,0,¢,0,d,c.e.d, f,e,a, f,2") a(al0)

abcbdcedf,eaf, z*)  b(al0)
abcbdcedf,eaf, z*)  d(al0)

6bdcedfeaf, 2*) ¢(b31)

Ebdcedf,eafz*) (b31)

e b.d, ¢e.d f, e a,f, z*)  f(b31)

d,¢ed, f,éa, f) Entfernen von a* und z*

1,b
1,b
1, b,

Q-

~ *
v@\“@ = &
ol

NN N N N N N N N N
| 518 *\@\Q\@
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Wollen wir nun E bei einem gegebenen n maximieren, sehen wir, dass wir dazu die Anzahl
der c42-Farbungen maximieren miissen. Wir kénnen das so erkldren, dass wir hier fiir zwei
potentielle Fehler drei Buchstaben bendtigen (eine ¢42-Farbung und zwei a10-Farbungen zum
Ausgleich der freien Rénder, also 1.5 Buchstaben pro Fehler), wihrend ein potentieller Fehler

durch eine b31-Fiarbung zwei Buchstaben benétigt. Damit folgt n, = %n, ny = 0 und n, = %n

und damit £ = 2n, falls 3 ein Teiler von n ist, ng = 2(n — 1), ny = 0 und n. = $(n — 1) und
damit F = %(n — 1), falls 3 ein Teiler von n — 1 ist, und schlieklich n, = %(n -2)+1,np=1

und n, = $(n—2), falls 3 ein Teiler von n— 2 ist. Mit y(w) > 2n-1-E folgt die Behauptung. [

Nun ist noch zu zeigen, dass wir mit so einem Algorithmus tatséchlich alle Instanzen unseres
Problems behandeln kénnen. Hierzu werden wir zunéchst eine schwichere Aussage beweisen
und dazu die Wortmenge W' konstruieren.

Definition 3.17. Sei W' die Menge der Wérter w' mit folgenden Figenschaften:

o w' enthdlt kein Teilwort der Form (x,x).

o Gibt es ein Teilwort der Form (x,y,x) in w', so gibt es nur dann ein zweites dieser Form,
falls es das Teilwort (y,x,y) ist.

e [s gibt keine Teilwortkombination der Form (..., a;, v, Y, Qi+3,T,Y, Q16 .- -, Ak, U, T), WO-
bei zu beachten ist, dass das zweite x die letzte Letter im Wort ist.

So liegt (a, b, b, a) nicht in W, da es das Teilwort (b, b) enthélt. Das Wort (a, b, ¢, b,d, e, d, ¢, e, a)
liegt ebenfalls nicht in W', da es die Teilworter (b, ¢,b) und (d, e, d) enthilt. Dagegen ist (a, b, a, b)
in W'

Fiir Worter aus W’ wollen wir nun zeigen, dass ein wie eben skizzierten Algorithmus die
Worter komplett einfarben kann, ohne vorher zu stoppen.

Lemma 3.18. Sei w' ein Wort aus W'. Dann lisst sich w' durch al0-, b31-, c42- und t20-
Fdrbungen einfirben.

Beweis. Durch den Ausschluss der Teilworter (x, x) gibt es fiir Worter aus W’ keine Buchstaben
auf den Umgebungstypen s10. Daher folgt die Voriiberlegung: Der Algorithmus wiirde stoppen,
wenn alle noch nicht eingefdrbten Buchstaben nicht mit Férbungen des Typs a10, b31, c42 oder
120 gefdrbt werden kénnen. Dies ist nur moglich, wenn alle noch nicht eingefdrbten Buchstaben
genau 0 oder 2 bereits eingefarbte Nachbarlettern (Randbedingungen) besitzen. Denn wenn eine
Randbedingung vorliegt, kénnen wir a10 firben, bei drei, 631, und bei vier, c42.

Dass bedeutet, bei einem Stopp liegen alle nicht eingefirbten Buchstaben auf den Umge-
bungstypen €00, f21 oder g21 (siehe Tabelle [I) und es gibt mindestens einen Buchstaben auf
f21 oder g21.

Das Wort (a, b,c,b,d, c,d, a) mit Teilfarbung lésst sich beispielsweise nicht mit den im Algo-
rithmus benutzten Farbungstypen weiter einfirben (wir hatten allerdings dieses Wort fiir W’
ausgeschlossen, es enthilt zwei Teilworter der Form (x,y,z)). Hier liegt der Buchstabe ¢ auf
einer g21-Position und d auf einer f21-Position.

Auferdem wollen wir noch folgendes festlegen: Kénnen wir wéhrend der Féarbung eines Wor-
tes durch den Algorithmus bei der Wahl des néchsten Buchstabens zwischen Buchstaben auf
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verschieden Umgebungstypen wihlen, wollen wir einen Buchstaben wéhlen, dessen Umgebung
in der Liste (£20, al0, b31, c42 ) moglichst weit links steht. Liegt zum Beispiel das teileinge-
farbte Wort (a,E, ¢, a, d,e,c,/b\,e,d) vor, dann werden wir im néchsten Schritt nicht ¢ farben,
welches auf ¢31 liegt, sondern e oder d, welche auf a10 liegen. Eine Prioritdt fiir die Auswahl
von Buchstaben des gleichen Umgebungstyps geben wir hier noch nicht an.

Wir wollen nun annehmen, dass der Algorithmus bei der Farbung eines Wortes stoppt, bevor
das Wort komplett eingefirbt ist. Es ist moglich, dass unmittelbar vor dem Stoppen noch ¢42
Férbungen moglich sind. Diese haben aber auf die Nachbarn des Buchstabens keine Einfluss, da
diese bereits eingefiarbt sind. Nun soll die letzte Farbung vor dem Stoppen, die nicht eine c42-
Férbung ist, betrachtet werden, also die Farbung, nach der alle noch nicht gefarbten Buchstaben
auf €00, 21, g21 oder 42 liegen.

Wir kénnen dann davon ausgehen, dass dies eine a10- oder t20-Farbung ist: Sei y ein Buch-
stabe, der im letzten Schritt vor dem Stoppen des Algorithmus in eine g21- beziechungsweise
f21-Position gebracht wird, so dass der Algorithmus blockiert. Dann ergibt sich fiir y fol-

gende Situation (...,a;,Yy,ait+2,...,G,Y,aj42,...), falls = in einer f21- Position liegt, oder
(...,@i, Y, ig2, ..., Q5,Y,Qj42,...), falls sich z in einer ¢g21- Position befindet. Dann lag vor
der Féarbung entweder die Situation (...,a;,y,ait2,...,a,Y,aj42,...) vor, in der sich y auf

einer al0- Position befand. Da die al0- Farbung gegeniiber der sonst noch infrage kommen-
den b31-Farbung im Algorithmus priorisiert ist, muss hier also die letzte Farbung vor Blockade
des Algorithmus, die nicht eine c42-Farbung ist, ebenfalls eine a10-Firbung sein. Die zweite
Méglichkeit ist, dass die Situation (..., a;, ¥y, Git+2,...,a;,y,aj42,...) vorgelegen hat. In dieser
Situation gehoren zwei der vier Lettern a;, aij42, aj und a;j42 zum gleichen Buchstaben, der nun
eingefarbt wird. Dieser Buchstabe kann vor seiner Farbung héchstens zwei Randbedingungen
besessen haben, so dass er nur durch eine a10- oder t20-Farbung gefdrbt hitte werden konnen.

Wir wollen nun ein w’ aus W’ mit einen Algorithmus einfirben, der nur a10, b31,c42 und ¢20
Féarbungen benutzt und annehmen, dass der Algorithmus stoppt. Seien dazu z der Buchstabe,
der zuletzt mit einer al0- oder t20-Farbung eingefirbt wird, bevor der Algorithmus stoppt,
und y, z und v, die Buchstaben, deren Lettern zu x benachbart sind und nicht mehr eingefiarbt
werden konnen. Wie vorher schon beschrieben, kénnen wir weiterhin davon ausgehen, dass vy,
z und v zum Zeitpunkt des Stoppens genau 2 Randbedingungen, also Rénder zu eingefdarbten
Lettern, besitzen.

Durch das Stoppen des Algorithmus konnten nur m < n Buchstaben eingefarbt werden.
Mit Hilfe einer Fallunterscheidung wollen wir nun die verschiedenen Moglichkeiten, wie y, z
und, falls vorhanden, v angeordnet sind, untersuchen. Dabei werden wir die Farbung von z
wieder riickgdngig machen und versuchen zu zeigen, dass man y, z und, falls vorhanden, v
und schlieRlich auch x durch Anderung der Reihenfolge der Firbung doch einfirben kann. Also
kénnten mindestens m + 1 Buchstaben eingefiarbt werden. Durch Induktion wiirde folgen, dass
wir einen Algorithmus konstruieren kénnen, der in der Lage ist, das Wort nur mit 10, b31, c42
und t20-Farbungen komplett zu farben.

Zu beachten ist, dass manche Situationen fiir w’ aufgrund der Definition von W’ nicht auf-
treten konnen und deshalb auch hier nicht untersucht werden. So ist zum Beispiel
(...a,Z,y,y,Z,a...) fir w nicht moglich, da das Teilwort(x, z) enthalten ist. Aufierdem ist zu
beriicksichtigen, dass es fiir die einzelnen Situationen verschiedene Varianten geben kann, die
aber hinsichtlich des Stoppens des Algorithmus gleichwertig sind. Gleichwertig sind die Situa-
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tionen, wenn die einzelnen Buchstaben in beiden Varianten die gleichen Nachbarlettern besitzen
und fiir diese Nachbarlettern in beiden Varianten der gleiche Status der Farbung (geférbt bzw.
nicht geférbt) vorliegt. So sind beispielsweise die Varianten

(° <y A, Xy Y5 A4 3, - - ,CLj,U,Z/,Z,LU,’U,Z,(IjJHL...) und
(...,8,2,Y, 2,iga, - - ., A5,Y, 0, 2, T, 0, Ajyé, - - - ) gleichwertig.

Wir wollen zunéchst annehmen, dass x nicht zu den Randlettern ¢* und z* benachbart ist.
Wir erhalten folgende Fallunterscheidung:

1. z hat einen gefiirbten und die drei ungefirbten Buchstaben y, z und v als Nachbarn.
Fiir diesen Fall kénnen wir des Weiteren die folgenden 4 Situationen unterscheiden:

a) y, z und v sind paarweise keine Nachbarn.
Dann ergibt sich beim Stopp des Algorithmus die Situation
(‘ sy Ay Ly Yy Q435 - -+ Ay 2y Ly Uy Qg v o5 Ay Yy Q425 -« -5 A5 25 Q425 « -« 5 Amyy Uy Ame42,5 - - )
Hier befinden sich y, z und v auf f21-Positionen und kénnen nicht gefdrbt werden. Wir
nehmen nun die Farbung von x zuriick. Somit erhalten wir
(' < Qi Yy Q435 - Ay 2, T, Vs Ajteds -5 Qs Yy A4 25 -+ -5 AL, 25 Q1425 - -+ Amyy Uy Gt 2,5 - - )
Nun kénnen unabhéngig von einander y, z und v mit a10-Farbungen gefdrbt werden, so
dass wir schlieblich
(’ sy Ay Xy Yy A4 35+ -+ A5y 2, Ty Vy Qg ds oo o5 Ak Yy Q25 -+ -5 A5 25 Q1425+ -+ 5 Amyy Uy 42,5 - - .)er—
halten. Hier kann dann auch x durch c42-Farbung gefidrbt werden. Somit konnen wir mehr
als m Buchstaben einfarben.

b) y und z sind einfache Nachbarn, y und v beziechungsweise z und v sind keine Nachbarn.
Es liegt hier die Situation

("'7ai7$7y7a’i+37"'7aj7z7xavvaj+47'"7ak7y727ak+37"'7am7v7am+27"‘)
vor. Durch Zuriicknehmen der Farbung von x erhalten wir
("'7ai7x7y7a’i+37"'7aj7szvvvaj+47"'7ak7yvzaak+37"'7amavaam+27"')'
Wir farben zunéchst y und v mit a10 und es ergibt sich so
(---;aia$7y7ai+3;---7aj72'7$7”7aj+4,---;akvyvz;ak+37~~-aam;U;am+27-~~)~
Nun kénnen wir z mit b31 einfiarben fiir

(o8 2,7, Qig3y oo QG 2, T, Uy Aty ooy By Yy 2y Q3 - -+ 5 Gy Uy g2, - - - )-

Dann kann z mit b31 gefdrbt werden.

¢) y und z beziehungsweise y und v sind einfache Nachbarn, z und v sind keine Nachbarn.
Dann erhalten wir die Situation

(°"aai7x7yva’i+3a”'7aj)zvxavvaj+4)'"aakvzayavaak+4v"‘)'
Entfernen der Farbung von z ergibt
(°"7ai7x7y7ai+37”'7aj7z7xavvaj+47'"7ak7zayavaak+47"‘)'
Wir férben z und v mit a10 ein und erhalten
("'7ai7may7ai+37"'Jaj7zvxavvaj+47'"7ak7za/yvvaak+47"‘)'
Schliefslich ldsst sich nun x mit b31 einfirben zu
("'7ai7$7y7a’i+37"'7aj7sz7v7aj+47---7akvzuyvvaak+47"‘)

und anschlieffend y mit c42.
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d) y, z und v sind paarweise Nachbarn.
Es liegt hier bei Blockade die Situation
(00,8, 2y, Qg3 - .-, 05,0, Y, 2, T, 0, 2, Ajg 7, - - - )
vor. In der Situation koénnen wir auch nach dem Entfernen der Farbung von z nicht
mehr als einen der Buchstaben x, y, z und v mit a10, 631 oder ¢42 einfarben. Wir kénnen
aber hier folgendermafsen argumentieren: Farben wir nun ein Wort, kénnen wir bevor
wir den Buchstaben wéhlen, der als néchstes gefarbt werden soll, alle Quadrupel von
Buchstaben ermitteln, die sich in einer Konstellation nach Situation fiir z, y, z und v
befinden, héchstens zwei eingefdrbte Buchstaben besitzen und bei denen mindestens schon
eine Nachbarletter zu den vier Buchstaben des Quadrupels eingefarbt ist. Ein solches Qua-
drupel wollen wir als gefiihrliches Quadrupel bezeichnen. Ein Beispiel fiir ein gefdhrliches
Quadrupel ist {z,y, z,v} mit (..., @, Z,y, @iy3,...,05,0,Y,2,Z,0, 2, Qj47,. .. ).
Mit x ist hier ein Buchstabe (also weniger als zwei) eingeféirbt und es gibt mit a; und @;43
schon zwei eingefirbte Nachbarlettern zu den vier Buchstaben.
Wollen wir einen Buchstaben farben und existieren gefihrliche Quadrupel, wéhlen wir
dasjenige gefihrliche Quadrupel, welches in Summe die meisten schon eingefarbten Nach-
barlettern besitzt und fdrben einen Buchstaben daraus mit a10 ein. Dies ist immer mdg-
lich, solange noch nicht alle 4 Nachbarlettern zu x, y, z und v eingefarbt sind: Falls
noch kein Buchstabe aus dem Quadrupel eingefiarbt ist, firbt man einen ein, der ei-
ne gefirbte Nachbarletter besitzt, ist schon ein Buchstabe eingefarbt, farbt man einen
Buchstaben, dessen Nachbarletter auferhalb des Quadrupels noch nicht gefarbt ist. Ist
beispielsweise also (..., a;,,y, @iys,...,05,0,Y, 2, 2,0, 2,6j47,...) gegeben, so konnen
wir z zum Féarben auswahlen, da die Nachbarletter a; bereits gefirbt ist. Wir erhalten
(.., 2,Y,Qi43,...,05,0,Y,2,T,0, 2,447, ... ). Hier ist nun ein Buchstabe des Quadru-
pels eingeférbt. Wir sehen, dass die Nachbarletter a7 von z noch nicht geférbt ist, so
dass wir im n#chsten Schritt z mit a10 farben kénnen.

Wir miissen noch zeigen, dass wir mindestens zwei Buchstaben aus jedem gefidhrlichen
Quadrupel zum Farben auswéhlen kénnen, bevor alle Nachbarlettern des Quadrupels
gefirbt sind. Dies wird durch folgende Uberlegungen gezeigt: Sei withrend des Firbens
eines Wortes die Situation gegeben, dass kein gefidhrliches Quadrupel vorliegt. Dies ist
zum Beispiel vor dem ersten Férben eines Buchstabens eines Worts der Fall. Wird im
weiteren Verlauf der Farbung des Wortes nun erstmals ein Buchstabe gefirbt, der zu
Buchstaben innerhalb gefdhrlicher Quadrupel benachbart ist, konnen hoéchstens 3 der 4
Nachbarn desselben Quadrupels gefarbt werden. Als Summe kénnen 4 Nachbarlettern zu
gefihrlichen Quadrupeln gefirbt werden. Als Beispiel kénnen wir die Konstellation
(-.yaie, fraips, ... a5,k fog,6,h, 0,547, 2, Y, Qjr10, 0, Y, 2, T, 0, 2, G417, - - - )
betrachten, bei der gerade der Buchstabe a;i7 = aj;10 gefarbt wurde. Es wurde ein
Nachbar des Quadrupels {e, f, g, h} und 3 des Quadrupels {z,y, z,v} gefirbt.

Bei der ersten Farbung eines Buchstaben eines gefihrlichen Quadrupels entsteht keine
Férbung eines Nachbarn aufterhalb des eigenen Quadrupels, bei der Farbung eines zweiten
Buchstabens héchstens eine gefiarbte Nachbarletter zu einem andern gefdhrlichen Quadru-
pel. Gleichzeitig ist das Quadrupel des gefarbten Buchstabens nun nicht mehr gefahrlich.
Daraus folgt, dass die Summe aller eingefarbten Nachbarn zu gefdhrlichen Quadrupeln
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auch im Weiteren nicht grofer als vier werden kann. Damit alle 4 Nachbarn zu einem
gefihrlichen Quadrupel gefirbt werden, miisste es aber einen Schritt geben, bei dem 2
gefahrliche Quadrupel gleichzeitig jeweils 3 gefiirbte Nachbarn besitzen, dass heifst, man
wiirde insgesamt 6 geférbte Nachbarn zu gefdhrlichen Quadrupeln bendtigen. Denn liegt
nur ein gefihrliches Quadrupel mit 3 gefdrbten Nachbarn vor, kdnnen wir dieses durch
einfarben beseitigen. Daraus folgt, dass wir durch geeignete Auswahl der als néchstes zu
farbenden Buchstaben Situation immer vermeiden koénnen.

y und z sind doppelte Nachbarn.
Dann ergibt sich beim Stopp des Algorithmus die Situation

(°"7ai7I7y7zaai+47'")aj7y727$7v)aj+57'”7akavaak+27"‘)'
Wieder nehmen wir die Farbung von z zuriick und erhalten
("'7ai7may7zaai+47'"7aj7y727$7vvaj+57'”7akavaak+27"‘)'
Nun farben wir y und v mit a10 fir
("'7ai7$7y727ai+47'")aj7y727x7v7aj+57"'7akavaak+27"‘)
und dann x mit b31 fiir
("'7ai7x7y727ai+47'"7aj7y7z7x7v7aj+57"'7akavaak+27"')'

Schliefflich kénnen wir z mit ¢42 farben.

2. x hat einen gefarbten und die zwei ungefiarbten Buchstaben y und z als Nachbarn. Dabei ist
eine Letter y doppelter Nachbar zu =x.
Fiir diesen Fall kénnen wir die folgenden 2 Situationen unterscheiden:

a)

y und z sind keine Nachbarn. Es liegt die Situation

(o8 2, 2, 2, Gige 5y -+ 3 Ay Yy Qg2 - vy Oy 25 Qg2 - - - ) VOI.

Tatsdchlich kénnen wir hier auch nach Entfernen der Férbung von « zunéchst nicht weiter
einfirben. Wir werden die Situation aber im Anschluss der Fallunterscheidung diskutieren,
wollen aber noch festhalten, dass es innerhalb a;1¢ bis a; eine Letter a; geben muss, die
einen eingefirbten Nachbarn besitzt, aber der zu a; gehdrige Buchstabe nicht eingefirbt
werden kann.

y und z sind Nachbarn. Dies entspricht der Situation

("'aaiyxayvxvzvaiJrE)a"'>aj7yaz7aj+37"')'

Wir entfernen die Farbung von x und erhalten
("'aaiyxaya'razvaiJrf)a'--yajayaz’aj+37"')'

Nun kénnen wir z mit 10 farben und bekommen
(...,CLi,I’,y,I,Z,CLiJrg),...,aj,y,Z,CLj+3,...).
Jetzt kann y mit al0 eingefdrbt werden zu
(...,ai,az,y,x,z,ai+57...,aj,y,z,aj+3,...).

Hier kann dann x mit c¢42 gefarbt werden.

2 hat einen gefarbten und die zwei ungeférbten Buchstaben y und z als Nachbarn. Dabei ist

eine Letter z doppelter Nachbar zu z.
Hier lassen sich die folgenden 2 Situationen unterscheiden:

a)

y und z sind keine Nachbarn.
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Es liegt die Situation

(0@, T, Y, Qigdy - -, G, 2, T, 2,042, . . ., Ok, Y, Q42 . . . ) VOL.

Nach dem Entfernen der Férbung von x kénnen wir nur y, aber keinen weiteren Buchsta-
ben einfirben. Auch hier werden wir die Situation im Anschluss der Fallunterscheidung
diskutieren, wollen aber noch festhalten, dass es innerhalb a;45 bis a; eine Letter a; geben
muss, die einen eingefirbten Nachbarn besitzt, aber der zu a; gehorige Buchstabe nicht
eingefarbt werden kann.

y und z sind Nachbarn.
Dann ergibt sich die Situation

(...,ai,m,y,ai+4,...,aj,z,x,z,y,aj+5,...).

Wir entfernen die Farbung von x und erhalten
("'aai7$>yaai+4a"'7a‘j7zvxvzvy7aj+5v"')'

Jetzt farben wir y ein, so dass sich

(-0 @i, 2,7, Qigd, - -, A5, 2,2, 2,7, Gjys, . .. ) ergibt.
Nun kénnen wir z einfarben zu
("'aai7x7yaai+4a-‘-aajyza$727y’aj+57"')'

Schlieflich kann x mit c42 gefarbt werden.

4. x hat zwei gefiarbte Lettern und die zwei ungefirbten Buchstaben y und z als Nachbarn.
Aufgrund der zwei gefdrbten Nachbarlettern muss die Farbung von x eine $20-Féarbung sein.
Hier lassen sich die folgenden 3 Situationen unterscheiden:

a)

y und z sind keine Nachbarn.
Es ergibt sich die Situation

(...,ai,x,y,aHg,...,aj,x,z,aj+3,...,ak,y,ak+2,...,al,z,al+2,...).
Hier entfernen wir die Farbung von x und bekommen
(...,ai,l',y,(lzdr;{,...,CLj,J),Z,CLjJrg,...,ak,y,ak+2,...,Cll,Z,CLH_Q,...).
Nun kénnen wir y und z mit al10 einfidrben und wir erhalten
("'aaiyxayaaiJrSa---7aj7$7'zvaj+3>'"7akiay7ak’+27'--»alvzaal—i-Q?'")'

Jetzt kann x mit c42 gefdrbt werden.

y und z sind einfache Nachbarn.
Dann ergibt sich die Situation

("'7ai7$7y7a’i+37"'aaj7$727aj+37'"7ak7y727ak+3a"')'

Wir entfernen die Farbung von = und erhalten
("'7ai7x7y7a"i+37"'7aj7x7z7aj+37'"7ak7yaz7ak+37"')'

Jetzt farben wir y mit al10 ein, so dass sich

(' <oy A T Y, Qi 3y -5 Ay Ty 25 A543 - - Ay Yy 25 A3, - ) erglbt
Nun kann x mit 631 gefdrbt werden:
("'7ai7$7y7ai+37"-7a‘j7$7z7a‘j+37'"7ak7yvz7ak+37"')'

Hier konnen wir z mit b31 farben.

y und z sind doppelte Nachbarn.

Es liegt die Situation

(.o, 2, Y, 2,Qi43, - ., @j, T, 2,Y, Ajyd, . .. ) VOL.
Wir entfernen die Farbung von x und es ergibt sich
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("'7ai7x7y727ai+37'"7aj7wvz7y7aj+4"")'
Jetzt farben wir y ein, so dass sich wir

(...,8i, 2,7, 2,0i43,...,05,T, 2, Y, Ajta, ... ) erhalten.
Nun besteht die Moglichkeit x mit 631 zu farben:
(...,ai,m,y,z,ai+3,...,aj,w,z,y,aj+4,...).

Hier konnen wir z mit c42 farben.

Bisher hatten wir vorausgesetzt, dass x nicht zu einer der beiden Randlettern a* und z*
benachbart ist. Die Letter a* am Anfang des Wortes ist schon zu Beginn eingefdrbt und wir
kénnen danach mindestens eine weitere Farbung vornehmen, so dass hier nichts weiter zu zeigen
ist. Die Letter z* am Ende des Wortes wird nicht eingefirbt und kann zu x benachbart sein.
Dadurch dass wir z* wihrend der kompletten Farbung des Wortes im Gegensatz zu den bisher
betrachteten Nachbarn von z nicht firben, miissen nun noch weitere Fille untersucht werden.

5. = hat einen gefirbten und die drei ungefirbten Buchstaben y, v und z* als Nachbarn.
Fiir diesen Fall kdnnen wir des Weiteren die folgenden 3 Situationen unterscheiden:

a)

y und v sind keine Nachbarn.

Dann ergibt sich beim Stopp des Algorithmus die Situation

(oo @y T,Y, Qg 3y ooy B Yy Ay, o v oy Ay Uy Qg2 -« 5 A, U, T, 27).

Hier befinden sich y und v auf f21-Positionen und kénnen nicht gefarbt werden. Wir
nehmen nun die Farbung von x zuriick. Somit erhalten wir

(. .. ,ai,x,y, Aj43y .- ,aj,y, Q542 .- ,ak,v,ak+2 eV, T, Z*).

Nun konnen unabhéngig von einander y und v mit a10-Farbungen gefarbt werden, so dass
wir schliefllich

(. . ,Zii,:(:,g/], Aj43, .- ,aj,ﬁ, Aj42, .- - ,ak,i)\, Ak+42 - - al,ﬁ,x, Z*)

erhalten. Hier kann dann auch x durch b31-Féarbung gefarbt werden.

y und v sind einfache Nachbarn.

Es liegt hier die Situation

(.o, 8,2, Y, Qg3 ..., Qj, Y, U, @jy3 . . ., A, U, T, 2*) VOI.

Zunichst bemerken wir, dass a; und a; oder a; und a3 nicht zusammenfallen koénnen,
da wir dies bei der Definition von W’ ausgeschlossen hatten. Durch Zuriicknehmen der
Férbung von z erhalten wir

(co s Qi @, Y, Qig3y oo QG Yy U, Wy e 5 Ay U, X, 25).

In dieser Situation kénnen wir auch nach dem Entfernen der Farbung von x nicht mehr als
einen der Buchstaben x, y, oder v mit a10, b31 oder 42 einfirben. Wir kénnen aber wie
in Situation argumentieren. Sobald nun durch die Farbung einer der Nachbarlettern
von x, y oder v eine Randbedingung hinzu kommt, wollen wir {z,y, v, z*} wie ein gefahr-
liches Quadrupel nach Situation behandeln. Sei zunéchst keine der Nachbarlettern zu
den Buchstaben des Quadrupels eingefdrbt. Durch eine Farbung eines Buchstaben koén-
nen héchstens 2 der dufieren Nachbarlettern des Quadrupels in einem Schritt eingefirbt
werden. Wir farben dann wieder einen der Buchstaben aus {z,y, z}, zunéchst einen, der
schon einen eingefarbten Nachbarn besitzt, und danach einen ohne &ufleren eingefirb-
ten Nachbarn. Nachdem 2 Buchstaben aus {x,y,v} eingefarbt sind, ist das Quadrupel
{z,y,v, z*} nicht mehr gefiahrlich. Wir wollen dies an einem Beispiel demonstrieren. Sei
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dazu

(co0y @iy, Y, GQig3y .., Gj, Y, U, Gj43, . .., a1, U, T, 2%) gegeben. Hier wurde der Buchstabe
a; = a; eingefdrbt und damit das Quadrupel gefdhrlich. Zum Férben wéhlen wir x als
einen Buchstaben mit schon eingefirbten Nachbarn und erhalten

(...,8i, 2, Y, Qig3, ..., Q5,Y,V,0j43,...,0;,0,Z,2"). Nun kénnen wir v als Buchstaben oh-
ne dufere Randbedingung zu

(...,8i, %, Y, ig3,...,05,Y,0,043,...,0;,0,Z,2") farben und das Quadrupel ist nicht
mehr gefdhrlich. Somit bleibt die Argumentation von erhalten und wir kénnen die
Situation immer vermeiden.

¢) y und v sind doppelte Nachbarn.
Dann ergibt sich beim Stopp des Algorithmus die Situation

~ = ~ ~ ~
(---aai>377y77)7ai+4,~-vaj7yﬂ)7$72)~
Wieder nehmen wir die Farbung von z zuriick und erhalten
~ o~ fonl *
("'7a//l‘7$7y71)7a7;+47"'7aj?y7v7x7z)'
Nun férben wir y mit a10 fiir
PN o .
("'7ai7x7yvv7ai+47"'7a'j7y7v7x7z)
und dann v mit b31 faur
o o N
(.., Gi,2,7,0, Ajga, ..., 05, Y, 0,2, 2%).

Schliefflich konnen wir x mit b31 farben.

6. = hat einen gefirbten und die zwei ungefdrbten Buchstaben y und z* als Nachbarn. Dabei
ist eine Letter y doppelter Nachbar zu =x.
Fir diesen Fall ergibt sich die folgende Situation.

a) y und z* sind keine Nachbarn. Es liegt die Situation
(.., ai,Y, Gig2, ..., 05,2, Y, T, 2%) vor.
Tatsdchlich kénnen wir hier auch nach Entfernen der Férbung von a zunéchst nicht weiter
einfirben. Wir werden die Situation wieder im Anschluss der Fallunterscheidung disku-
tieren, wollen aber noch festhalten, dass es innerhalb a;y2 bis a;_1 eine Letter a; geben
muss, die einen eingefirbten Nachbarn besitzt, aber der zu a; gehorige Buchstabe nicht
eingefarbt werden kann.

7. x hat einen gefirbten und die zwei ungefirbten Buchstaben y und z* als Nachbarn. Dabei
ist eine Letter x doppelter Nachbar zu y.

a) y und z sind keine Nachbarn.
Es liegt die Situation
(.ry0i,Y,2,Y, Qiga, . .., a5, T, 2%) VOr.
Nach dem Entfernen der Farbung von z kénnen wir keinen weiteren Buchstaben einfarben.
Auch hier werden wir die Situation im Anschluss an die Fallunterscheidung diskutieren,
wollen aber noch festhalten, dass es innerhalb a;44 bis a;_1 eine Letter a; geben muss, die
einen eingefarbten Nachbarn besitzt, aber der zu a; gehdrige Buchstabe nicht eingeférbt
werden kann.

8. = hat zwei gefdrbte Lettern und die zwei ungeférbten Buchstaben y und z* als Nachbarn.
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Aufgrund der zwei gefdrbten Nachbarlettern muss die Farbung von z eine $20-Féarbung sein.
Die folgende Situation ist moglich:

a) y und z* sind keine Nachbarn.
Dann ergibt sich
2 o
(‘ sy A Ty Y, Qi 3y -5 Ay Yy A2, e Ay Ty 2 )
Hier entfernen wir die Farbung von x und bekommen
(‘ sy Ay Ty Y, Qi 3y - -5 A5y Y A4 2, o5 Ay T Z*)'
Nun kénnen wir y einfdrben und wir erhalten
(‘ sy Ay Ty Y, Qi 3y - -5 A5y Y Q425 o - 5 Ok T Z*>-
Jetzt kann x mit b31 gefdrbt werden.

Damit ist die Fallunterscheidung abgeschlossen. Wir miissen aber noch die Situationen [2.al),
, und diskutieren. Wir hatten festgestellt, dass es in beiden Situationen auch
aufterhalb der in der Situation betrachteten Buchstaben weitere Buchstaben gibt, die gefirbte
Nachbarn besitzen, aber selbst nicht gefirbt sind. Wir wollen diese Buchstaben in der Menge
A zusammenfassen. Die Buchstaben der Menge A kénnen aber auch nicht eingefdrbt werden,
da wir ja vorausgesetzt hatten, dass unser Algorithmus gestoppt hat. Sie miissen sich also in
einer der Situationen befinden, die wir eben in der Fallunterscheidung betrachtet hatten. Da wir

flir alle Situationen bis auf , , und zeigen konnten, dass die jeweils beteiligten
Buchstaben eingefarbt werden kénnen, miissen sich die Buchstaben der Menge A ebenfalls in

den Situationen , , oder befinden. Dies ist allerdings nicht mdglich, denn die 4
Situationen beinhalten ein Teilwort des Typs (x,y, ), so dass im Wort mindestens zwei solcher
Teilworter enthalten sein miissten, die sich nicht iiberlappen. Das hatten wir allerdings bei der
Definition von W’ ausgeschlossen. Daraus folgt, dass es keine Blockade des Algorithmus durch
die Situationen , , oder geben kann.

Damit ist gezeigt, dass wir in allen Féllen eine Blockade beim Einfirben eines Wortes aus W’
durch geeignete Wahl des als néchstes zu firbenden Buchstabens vermeiden kénnen. Somit
lasst sich jedes Wort aus W’ durch einen Algorithmus einfirben, der nur a10-, b31-, ¢42- und
t20-Farbungen benutzt. O

Mit Lemma folgt sich unmittelbar:

Korollar 3.19. Sei w' ein Wort der Lange 2n und w' € W'. Ist 3 ein Teiler von n, so ldsst
sich das Wort mit v(w') > 3n — 1 Farbwechsel einfirben. Ist 3 ein Teiler von (n — 1), so folgt
y(w') > 3(n—1) + 1 und fir 3 Teiler von (n— 2) gilt y(w') > 3(n —2) + 2.

Definition 3.20. Sei W die Menge der Worter w” mit folgenden Figenschaften:

o w" enthdlt kein Teilwort der Form (z,x).

o Gibt es ein Teilwort der Form (x,y,x) in w”, so gibt es nur dann ein 2weites dieser Form,
falls es das Teilwort (y,x,y) ist.

Wir bemerken, dass die Menge W alle Worter der Menge W/ umfasst, zuziiglich der Worter,
die in W’ nicht enthalten sind, weil sie eine Teilwortkombination der Form
(ce0,@4,0,Y,a0i43,2,Y, Qite, - .., 0, U, ) enthalten.
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Lemma 3.21. Sei w” ein Wort der Linge 2n und w"” € W". Ist 3 ein Teiler von n, so lisst
sich das Wort mit y(w") > %n — 1 Farbwechsel einfarben. Ist 3 ein Teiler von (n — 1), so folgt
y(w") > 3(n—1) + 1 und fiir 3 Teiler von (n — 2) gilt y(w") > 3(n —2) + 2.

Beweis. Wir konnen wie im Beweis fiir Lemma argumentieren, nur die Situation [5.bl)
miissen wir neu beurteilen, so dass sich bei Blockade nun die Situation

(co 0, @iy 0, Y, it 3, Ty Yy Aiggs - - -5 Ak, U, T, 2%) ergibt, die wir fiir Worter aus W’ ausgeschlossen
hatten. Durch Zuriicknehmen der Farbung von x erhalten wir
(co oy @0, Y, i3, T, Yy it By - - - A, U, X, 2%). Wir wollen nun wieder den Zustand vor der ersten

Féarbung von a; oder a;+3 annehmen. Gilt a; # a;+3, konnen a; und a;43 nicht gleichzeitig
gefarbt werden und wir kénnen die Situation wie im Beweis fiir Lemma Situation ,
16sen, indem wir {z,y,v,z*} als gefihrliches Quadrupel betrachten, nachdem die erste dieser
beiden Lettern gefirbt wurde. Wird so beispielsweise a; als erste der beiden Lettern a; und
a;+3 gefarbt, kénnen wir v und danach z mit al0 firben und das Quadrupel ist nicht mehr
gefdhrlich.

Als letztes miissen wir noch die Variante untersuchen, dass a; = a;13 gilt. Dann sind a; und
a;+3 unterschiedlich gefarbt und bei Blockade liegt

(cey @40, Y, T3, Ty Yy it By - -+, Ay U, T, 2¥) VOT.

Wir farben v ohne Farbwechselfehler und erhalten

(cony@4,0,Y, 13,2, Y, Qit6, - - -, A, U, T, 2%). Damit wurde die Blockade ohne Farbwechselfehler
aufgelost, das Wort kann nun weiter mit a10-, 31, ¢42 und t20-Firbungen gefarbt und die
Behauptung ist bewiesen. O

Wie wollen nun zunéchst zeigen, dass Korollar auch fiir Worter gilt, die ein Teilwort
(z,x) oder zwei Teilworter des Typs (z,y, ) enthalten. Dazu die folgenden drei Aussagen.

Lemma 3.22. Sei ein Wort w der Lange 2n, n > 1, welches ein Teilwort (x,x) enthalt und
sei w* das Wort, das wir erhalten, wenn wir das Teilwort (x,x) entfernen. Dann folgt ~v(w) >
y(w*) + 2.

Beweis. Wir farben w* optimal und iibernehmen diese Farbung als Teilfarbung fiir
w = (ai,...,a,). Fiir eine komplette Férbung von w miissen nur noch die zwei Lettern a; und
a;4+1 gefarbt werden, die fiir die Erstellung von w* entfernt wurden. Gilt ¢ = 1, befinden sich
die entfernten Lettern also am Anfang des Wortes, so firben wir (Z,#,as,...). Ist i = 2n — 1,
dass heifst die entfernten Lettern stehen am Ende des Wortes, so farben wir (..., a2,—2, %, )
In beiden Fillen erhalten wir zwei zusétzliche Farbwechsel. Sei nun 1 < ¢ < 2n — 1. Dann
gibt es die beiden Mdglichkeiten, dass a;—1 und a;42 gleich oder entgegengesetzt gefirbt sind.
Mit (..., ai—1,%, &, air2,...) und (..., a;41,T, &, djt2,...) erhalten wir jeweils zwei zusitzliche
Farbwechsel gegentiber der optimalen Farbung von w*.

O

Lemma 3.23. Sei ein Wort w der Linge 2n, n > 3, welches die zwei Teilwérter (x,y,z) und
(2,9, 2) enthdlt. Sei w* das Wort, das wir erhalten, wenn wir die beiden Teilworter (x,y,x) und
(z,y,2) entfernen. Dann folgt v(w) > vy(w*) + 4.
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Beweis. Wir farben w* optimal und {ibernehmen wieder diese Férbung als Teilfarbung fiir
w = (ay, ..., az,). Nun miissen noch die 6 Lettern a;;_1) = x,a; =y, ag41) = T,a(j_1) = 2,05 =
Y, a(j+1) = z gefirbt werden. Gilt i = 2, so befinden sich die entfernten Lettern a;_1), ai, a1
am Anfang des Wortes, und wir firben (7, ¢y, ,as, ... ). Ist i = 2n — 1, dass heift die entfernten
Lettern stehen am Ende des Wortes, so farben wir (..., a2,—3, ¢, 7, Z). In beiden Fallen erhalten
wir zwei zusétzliche Farbwechsel durch die Féarbung des Teilwortes (z,y,z). Sei nun 2 < i <
2n — 1. Dann gibt es die beiden Mdglichkeiten, dass a;—2 und a;42 gleich oder entgegengesetzt
gefarbt sind. Mit (..., a;—2,T, ¥, &, @j12,...) und (..., a;,-9, %, y, &, 42, . . . ) erhalten wir jeweils
zwei zusitzliche Farbwechsel. Wir bemerken, dass die Farbe von y keinen Einfluss auf die Anzahl
der Farbwechsel hat. Mit den gleichen Argumenten kénnen wir auch (z,y, z) einfirben, wobei
wir hier y entgegen dem y im Teilwort (x,y, x) farben. So erhalten wir weitere zwei zusatzliche
Farbwechsel und die Behauptung ist damit bewiesen. O

Lemma 3.24. Sei ein Wort w der Ldinge 2n, n > 3, welches die zwei Teilwérter (x,y, ) und
(z,v, 2) enthdlt. Sei w* das Wort, welches wir erhalten, wenn wir die beiden Teilwérter (z,y, x)
und (z,v,z) entfernen und die Letter v auferhalb des Teilworts durch y ersetzen. Dann folgt
Y(w) = y(w*) + 4.

Beweis. Auch hier firben wir w* optimal und iibernehmen wieder diese Farbung als Teilfarbung
fir w = (aq,...,a2,), wobei wir das v in w auberhalb z, v, z so firben wie das y in w*, welches
durch die Substitution von v entstanden ist. Nun miissen noch die Teilworter (x,y,z) und
(2,v,2) eingefirbt werden. Dabei gehen wir wie in Lemma [3.23] vor, unter der Beachtung, dass
y und z innerhalb (z,y,x) und (z,v, z) entgegen den schon gefirbte Lettern y und v eingefiarbt
werden. Unabhéngig von der Farbe der Lettern y und v innerhalb der Teilwérter (x,y,x) und
(z,v, z) erhalten wir so jeweils zwei zusétzliche Farbwechsel pro eingefirbten Teilwort und die
Behauptung ist damit bewiesen. O

Wir wollen Lemma noch durch ein Beispiel veranschaulichen.

Sei w = (a,b,¢,d,c,a,d, f,g, f,b,g) gegeben. Mit (c,d,c) und (f,g, f) gibt es zwei Teilwor-
ter des Typs (z,y,z). Um das Wort w* zu erzeugen, entfernen wir (c,d,c) und (f,g, f) und
ersetzen das g auberhalb (f, g, f) durch d. Damit erhalten wir w* = (a,b,a,d,b,d). Wir se-
hen, dass (a,b,a,d, b, d) eine optimale Firbung fiir w ist, also gilt y(w*) = 3. Fiir eine Teil-
firbung von w iibernehmen die Farbung von w*, wobei wir das g aukerhalb (f,g,f) wie
das d in w*, welches durch Substitution von g entstanden ist, einfirben. Damit erhalten wir
(a,b,c,d,c,a, d, f. g, f, i),@). Durch Einfarben der zwei Teilworter erhalten wir

(a,b,¢,d,e,a,d, f,q, f,b,g), also 4 Farbwechsel mehr und somit folgt v(w) > 7.

Nun koénnen wir schlieflich Satz beweisen.

Beweis. (Satz Fiir den Beweis wollen wir ausnutzen, dass man die fiir die Beweise der
Lemmata [3.22] [3.23] und [3.24] benutzte Methode auch mehrfach hintereinander auf ein Wort
anwenden kann. Wir konnen solange pro Schritt ein Teilwort (z,x) entfernen oder ein Paar
von Teilwortern ((z,y,x),(z,y, 2)) entfernen oder ein Paar von Teilwortern ((x,y,z), (z,v, 2))
entfernen und das verbliebene v durch y ersetzen bis das verbliebene Restwort in W liegt
oder eines der beiden Worter (a,a) oder (a, b, a, ¢, b, c) ist. Wir farben das Restwort und fligen
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nun in umgekehrter Reihenfolge die zuvor entfernten Teilworter wieder ein und farben dabei
entsprechend den Beweisen der Lemmata [3.22] [3.23] und [3.24] ein. Fiir unseren Beweis wollen
wir eine Induktion durchfiihren iiber die Anzahl solcher Schritte, die notwendig sind, bis wir
ein Wort in W’ oder eines der Worter (a,a) oder (a,b, a,c,b, c) erhalten.

Fiir Induktionsanfang wihlen wir, dass das Wort wg in W” liegt oder eines der Worter (a, a)
oder (a,b,a,c,b,c) ist. Ist wg € W, gilt die Behauptung, dies hatten wir mit Korollar
schon bewiesen. Ist wy = (a,a), farben wir wy mit einen Farbwechsel. Nach der Behauptung

muss y(wp) > 3(n — 1) + 1, also y(wg) > 1 gelten, so dass hier die Behauptung erfiillt ist.

Fiir den Fall wy = (a, b, a, ¢, b, ¢) kénnen wir (a, b, @, ¢, b, ¢) farben, erreichen also 3 Farbwechsel.
Die Behauptung verlangt v(wg) > %n — 1, also y(wg) > 3, und so erfiillen wir auch hier die
Behauptung. Somit ist der Induktionsanfang bewiesen.

Wir wollen nun annehmen, dass die Behauptungen aus Satz fiir Worter erfiillt ist, bei
denen wir in k Schritten durch Entfernen von Teilwortern ein Restwort erhalten, welches in W/
liegt oder eines der Worter (a,a) oder (a,b,a,c,b,c) ist. Sei wiyq ein Wort, bei dem wir nun
in k + 1 Schritten ein solches Restwort erhalten. Sei weiterhin wy, ein Wort, welches wir durch
Entfernen eines Teilwortes (x,z), zweier Teilworter ((x,y,x),(z,y,2)) oder zweier Teilworter
((z,y,x),(z,v,2)) aus wgy1 erhalten. Wir wollen die Linge von wg4q mit 2n annehmen und
die 6 folgenden Félle unterscheiden:

1. 3 ist Teiler von n. Wir miissen daher vy(wg4+1) > %n — 1 zeigen.

a) wy entsteht aus wgyq durch Entfernen eines Teilwortes (z, x).
Damit betragt die Lénge von wy dann 2(n — 1) und ((n — 1) —2) ist durch 3 teilbar.
Dann gilt Satz entsprechend ~y(wg) > ((n —1) — 2) + 2 und mit Lemma
folgt y(wg41) > 3((n — 1) —2) +2+42 = 2n. Somit gilt v(wg41) > 2n — 1 und die
Behauptung ist in diesem Fall bewiesen.

b) wy entsteht aus wgy; durch Entfernen von Teilwortern (z,y,z) und (z,y,z) oder
(:L‘7 y’ x) und (:L" Z? x)'
Somit betrdgt die Linge von wy hier 2(n —3) und (n — 3) ist durch 3 teilbar. Nach
Satz gilt entsprechend v(wg) > 3(n — 3) — 1 und durch die Lemmata und
- folgt Y(wg+1) > (n -3) -1 —|— 4 = n — 1. Damit ist die Behauptung ist
bewiesen.

2. 3 ist Teiler von (n — 1). Somit miissen wir v(wy41) > 5(n — 1) + 1 zeigen.

a) wy entsteht aus wg4q durch Entfernen eines Teilwortes (z, ).
Damit betrégt die Lange von wy dann 2(n — 1) und da (n — 1) durch 3 teilbar ist,
folgt mit Satz entsprechend v(wy) > 3(n — 1) — 1 und mit Lemma folgt
Y(wg41) > 3(n — 1) 4+ 1. Somit ist die Behauptung in diesem Fall bewiesen.

b) wy entsteht aus wgy1 durch Entfernen von Teilwortern (z,y,z) und (z,y,z) oder
(z,y,x) und (z, z,x).
Somit betriagt die Ldnge von wy hier 2(n — 3) und ((n — 3) — 1) ist durch 3 teilbar.
Nach Satz |3_1| gilt entsprechend y(wg) > 5((n—3) —1) —|— 1 und durch die Lemmata
Mund Mfolgt Y(wyt1) > 3((n—3) —1) + 1+ 4 = (n— 1) + 1. Damit ist die
Behauptung ist bewiesen.
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Tabelle 4: Farbung des Wortes w = (a,b,¢,d,c,b,d,e, f,a,g,h,g,e, h, f) mit Methoden nach
dem Beweis des Satzes [3.15] Die Farbung besitzt 11 Farbwechsel, nach Satz
muss y(w) > 3(n —2) + 2 = 10 gelten.

a,b,c,d,c,b,d,e, f,a,g,h,g,e,h, f) ungefarbtes Wort
a,b,b,d,e, f,a,e.d, f) Entfernen von (¢, d,c) und (g, h, g), Tauschen h nach d
a,d,e, f,a,e.d, f) Entfernen von (b, b)
) Hinzufiigen von a* und z*, farben von a*

a ) Férben von a mit 10
a*,a,d,e, f,a,e,d, f,z%) Féarben von d mit a10

a ‘ ) Féarben von e mit b31

a ) Féarben von f mit b31

a,d,é, f,a,ed, f) Entfernen von ¢* und z*

a,b,b,d,e, f,a,ed, ) Hinzufiigen von (b, b)

a,b,b,d, ¢, f,a,e,d, ) Féarben von (b, b)

a,b,c,d,c,b,d,é, f,a,eg,h,g h,f) Hinzufiigen von (¢, d,c) und (g, h, g), Tauschen d nach h
a,b,¢,d, e, b,d,é, f,a,e q,h,g, h,?) Férben von (¢, d,c) und (g, h, g)

3. 3 ist Teiler von (n — 2). Wir miissen daher v(wg41) > 3(n — 2) + 2 zeigen.

a) wy entsteht aus wg4q durch Entfernen eines Teilwortes (z, ).
Damit betrigt die Linge von wy, dann 2(n — 1) und da ((n — 1) — 1) durch 3 teilbar
ist, folgt mit Satz entsprechend y(wy,) > 3((n—1) —1)+1 und mit Lemma
folgt y(wi11) > 3((n—1)—1)+142 = 3(n—2)+3. Somit gilt v(wg+1) > 3(n—2)+2
und die Behauptung ist in diesem Fall bewiesen.

b) wy entsteht aus wyy; durch Entfernen von Teilwortern (x,y,x) und (x,y,x) oder
(z,y,z) und (z, z,x).
Somit betriagt die Ldnge von wy hier 2(n — 3) und ((n — 3) — 2) ist durch 3 teilbar.
Nach Satz Iﬁ' gilt entsprechend v(wy) > 5((n—3) —2) + 2 und durch die Lemmata
M und Mfolgt folgt v(wg+1) > 3((n—3) —2) + 244 = 3(n — 2) + 2. Damit ist
die Behauptung ist bewiesen.

O

In Tabelle 4] wird an einem Beispiel die im Beweis genutzte Methode noch einmal gezeigt.
Fiir n > 1 folgt aus §(n —1)+1>3(n—2)+2>2n—lund (3n—1)/(2n— 1) = 2 + L5,
dass sich aus der hier vorgestellte Methoden ein %—Algorithmus entwickeln ldsst. Wir wollen
noch grob die Komplexitéit eines solchen Algorithmus abschétzen. Dabei gehen wir zunéchst
davon aus, dass wir keine Teilworter entfernen. Dann miissen wir n Buchstaben einfirben.
In jedem Schritt zur Farbung wollen wir die Umgebung aller Buchstaben kennen, um den
néchsten fiir die Farbung auszuwihlen. Allerdings brauchen wir nicht alle Umgebungen neu zu
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ermitteln, sondern nur von den maximal 4 Nachbarn des zuletzt gefirbten Buchstabens, so dass
der Aufwand hierfiir konstant ist. Im Beweis fiir Lemma hatten wir benutzt, dass man zur
Verhinderung einer Blockade des Algorithmus die letzte Farbung entfernt und einen anderen
Buchstaben wihlt. Hierfiir war es ausreichend, unter den Nachbarn des zuletzt vor der Blockade
gefarbten Buchstaben zu wihlen, so dass auch dieser Schritt unabhéngig von n ist. Somit liegt
der Aufwand zum Féarben eines Wortes ohne Entfernen von Teilwortern bei O(n). Dies &ndert
sich auch nicht, wenn wir beim Féarben Teilworter entfernen, denn der Aufwand fiir das Farben
eines Teilwortes ist konstant und die maximale Anzahl von Teilwortern in einem Wort steigt
linear mit n.

3.2.4. Das Binary Paintshop Maximization Problem und APX-hardness

Leider konnen wir in dieser Arbeit keinen Beweis angeben, der zeigt, dass das Binary Paintshop
Maximization Problem APX-hard ist. Trotzdem wollen wir versuchen, dass Problem hinsicht-
lich seiner Schwere der Approximierbarkeit einzuordnen. Dazu wollen wir zunéchst eine Reduk-
tion auf MAX-CUT angeben und definieren davor das Problem.

Definition 3.25. Gegeben sei ein kantengewichteter Graph. Der mazimale Schnitt des Gra-
phen ist eine Zerlequng seiner Knotenmenge V in zwet Teilmengen Vi und Vo so, dass das
Gesamtgewicht der zwischen den beiden Teilmengen wverlaufenden Kanten mazimal wird. Das
Entscheidungsproblem MAX-CUT fragt nun, ob es fiir einen gegeben Graphen G mit einer Kan-
tenwichtung u und einen vorgegeben k > 0 einen Schnitt gibt, der mindestens so grof§ wie k ist.
Das Optimierungsproblem MAX-CUT besteht darin, einen Schnitt mit einem mdglichst grofen
Kantengewicht zu finden.

MAX-CUT als Entscheidungsproblem gehorte auch schon zu den 21 NP-vollstandigen Pro-
blemen von Karp [8]. Als Optimierungsproblem ist es APX-vollstandig [11].

Wir wollen folgend eine Reduzierung von BPMP auf MAX-CUT angeben. Sei ein Wort w
gegeben. Wir erzeugen einem w zugehdrigen Graphen G, und eine Kantenwichtung u,, folgender
Weise:

1. Jede Letter a; aus w = (ay, .., agy) wird mit einem Knoten v; des Graphen G, identifiziert.

2. Zwischen zwei Knoten v; und v; befindet sich genau eine Kante mit der Wichtung 1,
wenn die zugehdrigen Lettern z; und x; Nachbarn sind und nicht zum selben Buchstaben
gehoren.

3. Zwischen zwei Knoten v; und v; befindet sich genau eine Kante mit der Wichtung 2, wenn
die zugehorigen Lettern a; und a; zum selben Buchstaben gehéren und keine Nachbarn
sind.

4. Zwischen zwei Knoten v; und v; befindet sich genau eine Kante mit der Wichtung 3, wenn
die zugehorigen Lettern a; und a; zum selben Buchstaben gehdren und Nachbarn sind.

Lemma 3.26. Sei (Vo/V1) ein Schnitt des zu w gehérenden Graphen Gy, mit einem Gesamt-
gewicht der geschnittenen Kanten k. Dann gibt es einen Schnitt (Vi /V(*) von G, mit einem
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Abbildung 11: Wort w = (a, b, ¢, b, ¢,d, d,a) und der korrespondierende kantengewichtete Graph
G- Die gestrichelte Linie entspricht einem optimalen Schnitt mit Gewicht k& =
13 und zugehériger optimaler Farbung von w mit y(w) =k — 2n = 5.

Gesamtgewicht der geschnittenen Kanten k* > k so, dass jeweils von den zu einem Buchstaben
gehorenden Knoten v; und v; genau einer in Vy liegt.

Beweis. Sei nun (V5/V7) ein Schnitt von G, mit Gesamtgewicht k, wobei von m Buchstaben
die zugehorigen Knoten nur in V; und von [ Buchstaben die zugehorigen Knoten nur in Vo
liegen. Wir erzeugen einen Schnitt (V/V}") aus (V1/V2) indem wir nacheinander jeweils einen
Knoten in die andere Knotenmenge schieben, falls zwei Knoten v; und v; zu einem zugehorigen
Buchstaben in der selben Teilmenge liegen. Durch das Schieben wird nun die Kante zwischen v;
und v; mit Kantengewicht von mindestens 2 in den Schnitt aufgenommen, wahrend héchstens
zwel Kanten mit Kantengewicht 1 aus dem Schnitt entfernt werden. Fiir das Gesamtgewicht k*
des Schnittes (V' /V(*) folgt k* > k. O

Satz 3.27. Genau wenn w eine Farbung mit v(w) Farbwechseln besitzt, gibt es einen Schnitt
von Gy, mit einem Gesamtgewicht k = v(w) + 2n.

Beweis. a) Sei w ein Wort der Linge 2n, fiir das es eine Féarbung mit (w) Farbwechseln gibt.
Wir erzeugen einen Schnitt (Vp/V1) von G, folgendermafen: Ist die Letter zu einem Knoten mit
0 gefdrbt, ordnen wir den Knoten V zu, bei einer Farbung der Letter mit 1 wird der Knoten
V1 zugeordnet. So erhalten wir fiir je zwei benachbarte Knoten, deren Lettern unterschiedlich
gefarbt sind, 1 Kantengewicht und fiir jeden Buchstaben 2 Kantengewichte, also insgesamt
k=~+2n.

Sei nun (Vy/V1) ein Schnitt von G, mit Gesamtgewicht k. Wir erzeugen nun einen Schnitt
(Vo' /Vyr) wie in Satz Férbt man nun die zu den Knoten aus V* zugehorigen Lettern mit 0
und die zu den Knoten aus V}* zugehorigen Lettern mit 1, so erhélt man eine giiltige Féarbung
von w mit y(w) = k* — 2n > k — 2n Farbwechseln. O

Wir haben also unserer Problem auf MAX-CUT auf Graphen mit maximalem Knotengrad
3 reduziert. Da y(w) > 0.5n und das maximale Kantengewicht kleiner als 3n ist, erhalten wir
somit eine L-Reduktion mit o = 6 und 8 = 1. Tatséchlich ist auch MAX-CUT auf Graphen mit
maximalen Knotengrad 3 noch APX-hard [II]. Das bedeutet, falls BPMP APX-hard wire,
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hétten wir gezeigt, das MAX-CUT auf Graphen mit maximalen Knotengrad 3 und mit einer
sehr speziellen Kantenwichtung APX-hard ist. Das Ergebnis aus [11] wire nochmals verbessert.

Fiir MAX-CUT gibt es einen einfachen 0.5-Polynomialzeitalgorithmus. Goemans und Wil-
liamson [3] gaben schlieflich ihren bekannten 0.878- Approximationsalgorithmus unter Benut-
zung Semidefiniter Programmierung an. Mit &hnlichen Argumenten wie oben beschrieben 1dsst
sich BPMP auch auf MAX2-SAT reduzieren. MAX2-SAT ist ebenfalls APAX-vollstandig und
kann mit Hilfe Semidefiniter Programmierung und dem LLZ- Algorithmus beim Runden mit
einer Giite von 0.940 approximiert werden[I3]. Wir werden Approximationsalgorithmen, wel-
che Semidefinite Programmierung benutzen, in den folgenden Kapiteln noch stirker beleuchten.

Hinsichtlich APX-hardness wollen wir noch eine letzte Idee diskutieren. Wir kénnen die Pro-
blembeschreibung von BPMP zu einem Problem auch so umformulieren, dass wir nicht die
maximale Anzahl an Farbwechseln suchen, sondern die Anzahl der gleich gefarbten Nachbarn
minimieren wollen. Das Optimierungsproblem bleibt an sich gleich. Optimale Lésungen des ur-
spriinglichen Problems als auch des umformulierten Problems sind jeweils optimale Lésungen
beider Probleme, nur die Art und Weise, wie wir Kosten einer Lésung ermitteln dndert sich. Sei
BPMP* das umformulierte Problem.

Mit der in Abschnitt [3.1] formulierten Reduktion vom Binary Paintshop Minimation Problem
auf BPMP erhalten wir so eine L-Reduktion mit &« = 1 und 8 = 1 auf BPMP*. In [4] wurde
gezeigt, dass das Binary Paintshop Minimation Problem APX-hard ist. Damit ist auch BPMP*
APX-hard.

4. Approximationen fiir das
Binary-Paintshop-Maximization-Problem

In den vorherigen Kapiteln wurde mit dem Greedy- Algorithmus eine einfache Heuristik fiir

BPMP vorgestellt. Wir wollen nun weitere Approximationsmoglichkeiten untersuchen. Schwer-

punkt bildet die Losung mit Hilfe der Semidefiniten Programmierung. Wir wollen vorher noch
kurz zwei andere Anséitze vorstellen.

4.1. Binary Integer Programming (0-1)

Fiir ein gegebenes Wort der Linge 2n wollen wir die Liicken zwischen den Lettern durch die
Indizes 1 bis 2n — 1 identifizieren und die Buchstaben von 1 bis n durchnummerieren. Sei nun
folgendes Programm formuliert:

. 2n+1
min > ;"7 yi

unter
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ri+xl+y =1, fiir alle Liicken 7, 1 <17 < 2n — 1.
T — :I:;‘ + X1 — az;ﬁrl +..otxp -+ 22, =1, fiir alle n Buchstaben, wobei j
die Liicke nach der ersten Letter
und k die Liicke vor der zweiten
Letter des m-ten Buchstaben ist.
Ti, ), Yiyzm =0o0d. 1, 1<i<2n—-1,1<m<n.

Dies ist ein Binary Integer Program, dass heiftt alle Variablen kénnen nur den Wert 0 oder 1
annehmen. Da sowohl die Zielfunktion als auch die Nebenbedingungen linear sind, ist es, noch
genauer formuliert, ein Lineares Binary Integer Program. Fiir jedes Wort w ldsst sich so ein
Programm aufstellen. Aus jeder Losung des Programms lésst sich eine zuléssige Farbung fiir w
ableiten: Die erste Letter im Wort wird mit 0 gefarbt. Ist x; = 1 oder 7 = 1 wird die Farbe
zwischen den beiden Lettern vor und hinter der Liicke i gewechselt, bei x; = =7 = 0 findet kein
Wechsel statt. Aufgrund der ersten Gleichung kénnen z; und z nicht gleichzeitig 1 sein. Durch
die zweite Gleichung ist dann sichergestellt, dass die Anzahl der Farbwechsel zwischen den
beiden Lettern eines Buchstabens ungerade ist, die beiden Lettern also unterschiedlich gefirbt
werden. Die z,, dienen dazu, die zweite Gleichung erfiillbar zu machen, falls die Gleichung mit
LL'j = 1 beginnt. Die Zielfunktion soll dafiir sorgen, dass moglichst viele y; zu null werden und so
durch x; = 1 bzw. x] = 1 moglichst viele Farbwechsel entstehen. Binary Integer Programming
ist A'P- vollstindig und das Entscheidungsproblem gehorte schon zu den 21 NP-vollstindigen
Problemen von Karp [§]. Losungsstrategien fiir Binary Integer Programs konnen beispielsweise
Branch-and-Bound-Algorithmen beinhalten.

Die eben beschrieben Ansétze zur Losung von BPMP durch Reduktion auf andere Probleme
wollen wir hier nicht weiter verfolgen.

4.2. Formulierung von BPMP als Quadratisches Programm

Wir kénnen BPMP fiir ein Wort w = (aq, .., ag,) auch wie folgend formulieren:

male

1<i<2n—1
TiFTi41
s.t.
xr; # ), falls a; = a; (6)
r; =—1loderl, 1<i<2n-—1.

Dabei identifizieren wir x = (z;, ..., z2,—1) als Farbung von w mit den Farben —1 und 1.

Definition 4.1. (Laplace-Matriz L) Fir ein Wort w der Ldinge 2n ist die Laplace-Matriz
L € M2 folgend definiert:
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{ie{l,2n} |i=j}
2 {2<i<2m—1]i=j}
-1 {1<i<2n—-1|j=i+1}oder{2<i<2n|j=i-—1}

0 sonst.

L= (lij), lij =
Die Laplace- Matrix fiir ein Wort der Linge 6 hat also die Form

0
1 2 -1 0 0
0

Der Begriff Laplace-Matrix ist hier der Graphentheorie entlehnt. Dort entsprechen der Eintrag
an der Stelle (7,7) der Anzahl der Nachbarknoten des Knoten 7 und der Eintrag —a an der Stelle
(i,7) einer Kante mit Kantengewicht a zwischen den Knoten ¢ und j. Eine Laplace-Matrix fiir
ein Wort der Lange 2n entspricht also der Laplace-Matrix eines Graphen der Form einer Kette
mit 2n Knoten und jeweils Kantengewicht 1. Laplace-Matrizen sowohl fiir Worter als auch fiir
Graphen sind schwach diagonaldominant, dass heift die Betrdge ihrer Diagonalelemente ;; sind
jeweils grofer oder gleich der Summe der Betrige der restlichen jeweiligen Zeileneintrége l;;. Da
auferdem alle Diagonalelemente nichtnegativ sind, sind Laplace-Matrizen positiv semidefinit
[20].

Satz 4.2. Sei x = (14, ..20,)7 ein Vektor mit x; € {—1,1} und L = (lij) die Laplace-Matriz zu
einemn Wort der Ldnge 2n. Dann gilt

Z 1= %xTLx.

1<i<2n—1
TiFETit1
2n
Beweis. Es gllt Z J,‘ll“xl =2n — 2. Fir jedes 7 mit Ti = Tj+1 gllt ﬂfili7i+1l‘i+1 = $i+1li+17ixi =
i=1

—1. Ist xT; 7& LTi4+1, fOlgt xilLHl:le = mi+1li+1,ixi = 1. Da alle anderen Eintréige li,j der Matrix
null sind, folgt fiir einen Vektor x, bei dem die Anzahl der ¢ mit x; # z;+1 genau b ist:

1 1
Zﬂlx:ZQn—2+%—2m—l—®):b (7)
O

Setzt man X = xx’, kénnen wir mit 27 Lz =Spur(LzxT) das zu Beginn des Abschnittes
formulierte Programm fiir BPMP eines Wortes w = (aq, ..., ag,) in den Raum 8™ der symme-
trischen 2n x 2n-Matrizen iiberfiihren:

39



BPMP, max
unter X = zz!,z € R™

Xi; = —1, falls a; = aj und 7 # j.

Dabei haben wir die Schreibweise A ¢ B = Spur(AT B) benutzt. Die einzelnen Komponenten
des Vektors © = (z1,...,T9,) konnen auch hier weiterhin nur die Werte —1 oder 1 annehmen.
Dies ist ein ganzzahliges quadratisches Optimierungsproblem (engl. integer quadratic program,
kurz QP). Auch dieses Problem ist NP-vollstiandig. Allerdings soll diese Formulierung Aus-
gangspunkt fiir eine Semidefinite Relaxation sein, welche wir im nichsten Abschnitt genauer
untersuchen wollen.

4.3. Grundlagen der Semidefiniten Programmierung

Semidefinite Programmierung ist ein relativ neues Gebiet der Optimierung. Seit ungefihr 1990
gibt es jedoch rasch anwachsende Aktivitéten auf dem Gebiet und die SDP ist in den Fokus von
Experten verschiedener Bereiche wie Konvexe Programmierung, Kontrolltheorie, Numerische
Programmierung und Kombinatorische Optimierung gertickt, so dass heutzutage die SDP einer
der Bereiche mit hoher Forschungstitigkeit auf dem Gebiet der Optimierung ist[14]. Diese Ent-
wicklung wurde angestofen durch Entdeckungen von Anwendungsméglichkeiten innerhalb der
Kombinatorischen Optimierung und Kontrolltheorie, effizienten Innere-Punkte-Verfahren und
der Eleganz der der SDP zugrundeliegenden Theorie. Einer der Meilensteine in Bezug auf die
Anwendung der SDP fiir die Entwicklung von Approximationsalgorithmen fiir N'P-vollstandige
Maximierungsprobleme stellt die Arbeit von Goemans und Williamson aus dem Jahre 1995
dar [3]. Wegweisend wurde dort ein Ndherungsverfahren fir MAX-CUT mit Hilfe einer Semi-
definiten Relaxierung angegeben, welches 0.879 des Optimalwertes garantiert. Bis dahin waren
nur Verfahren bekannt, die mit einer Leistungsgarantie von % + % nur wenig besser waren als
einfache Verfahren, die bereits 3 garantieren [L5).

Bevor wir versuchen unserer Problem mit Hilfe der Semidefiniten Programmierung (SDP) zu
bearbeiten, wollen wir zunédchst ein paar Grundlagen vorstellen. Dabei kénnen wir zuerst fol-
gende grobe Einordnung der SDP geben: Die SDP lisst sich dem Gebiet der mathematischen
Optimierung zuordnen. Hierbei geht es darum, die optimale Losung eines Problems unter Ein-
haltung eventuell gegebener Randbedingungen zu finden. Dies geschieht dadurch, dass man
die zu optimierenden Parameter durch eine Zielfunktion beschreibt und die Extrema dieser
Funktion auf einer von den Restriktionen definierten zuldssigen Menge sucht. Innerhalb der
mathematischen Optimierung gehort die SDP zu den skalaren Optimierungsproblemen, dass
heifit die Zielfunktion ist reellwertig, im Gegensatz zur Vektoroptimierung mit vektorwertigen
Zielfunktionen. Wiederum innerhalb der skalaren Optimierung ist die SDP ein sogenanntes Kon-
vexes Programm, dass bedeutet, die zulissige Menge ist konvex und die Zielfunktion ist konvex
(konkav). Dadurch ist hier ein lokales Optimum auch stets ein globales Optimum [I8]. In ei-
ner weiteren Unterteilung wird die SDP den konischen Programmen zugeordnet. In konischen
Programmen werden zur Formulierung der zulassigen Punkte Kegel verwendet, also Teilmengen
eines Vektorraums, die abgeschlossen sind beziiglich der Multiplikation mit positiven Skalaren
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[18]. Folgende Definition ist namensgebend fiir die SDP:

Definition 4.3. (positiv semidefinite Matrizen) Eine reelle Matriz A wird positiv semidefinit
genannt, wenn A symmetrisch ist und fir alle x € R™ gilt: 7 Ax > 0. Ist A positiv semidefinit
schreiben wir auch A = 0.

Auf den Vektorraum S™ der symmetrischen n x n-Matrizen bilden die positiv semidefiniten
Matrizen einen Kegel ST := {4 € 8" | 2T Az > 0 fiir alle z € R"}.
Des Weiteren wird durch A = B <= A — B ist positiv semidefinit die sogenannte Loewner-
Halbordnung auf 8™ definiert.

Damit wollen wir nun die Standardform der semidefiniten Programmierung angeben [12]:

min CeX
unter A; e X =0b;,, i=1,...m
X =0,

wobei C', A; und X in 8™ liegen.

Nun méchten wir mit vec(A) den Vektor beschreiben, den wir erhalten, indem wir die Spalten
einer Matrix A untereinander schreiben, das heiftt

vec(A)T:(au,...,aml,...,aln,...,amn). (8)

Falls mit v € R™" ein Vektor gegeben ist, so wollen wir mit Mat,, ,(v) die Matrix

U1 - Uim—1)n+1
Matmn(v) = | @ - : (9)

Up .. Umn

bezeichnen, und wenn aus dem Kontext die Dimension von Mat,, ,,(v) erkennbar ist, so wol-
len wir nur kurz Mat(v) schreiben.
Wenn wir auferdem mit A4 die Matrix definieren, die aus den Zeilen vec(A;)" besteht, so ldsst
sich die oben formulierte Standardform der SDP auch angeben mit

min CeX
unter Avec(X) =15
X = 0.

Dann erhalten wir als zugehoriges duales Optimierungsproblem [12]

max  ulb
unter Mat(ul A)+S=C
S = 0.
Das duale Problem des dualen Problems eines SDP ist stets wieder das primale Problem. Aufser-
dem gilt stets die schwache Dualitdt, dass heifit der Zielfunktionswert des dualen Problems ist
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stets kleiner oder gleich dem Zielfunktionswert des primalen Problems. Die starke Dualitét, also
dass der Optimalwert des primalen Problems und der des dualen Problems iibereinstimmen und
die Dualitatsliicke null ist, gilt nicht im Allgemeinen. Eine Voraussetzung, die garantiert, dass
die starke Dualitédt gilt, ist die sogenannte Slater-Bedingung. Die Slater-Bedingung verlangt,
dass es einen zuldssigen Punkt gibt, der alle Ungleichungen in den Nebenbedingen strikt erfiillt
[17].

Es gibt verschiedene Algorithmen, die SDP 16sen. Obwohl Semidefinite Programme wesentlich
allgemeiner formuliert sind als Lineare Programme, sind sie nicht wesentlich schwieriger zu
l6sen [19]. Die grokte Relevanz besitzen heutzutage Innere-Punkte-Verfahren aufgrund ihrer
Robustheit und Effizienz in Theorie und Praxis. Das bedeutet, sie kdnnen in polynomieller Zeit
das Programm zu jeder vorgegebenen Genauigkeit 16sen.

4.4. Semidefinite Relaxierung

Wir wollen nun aus unserem quadratischen +1 Programm ein semidefinites Programm ablei-
ten. Als grundsétzliche Idee wihlen wir einen dhnlichen Zugang, wie ihn auch schon Goemans
und Williamson fiir ihre Arbeit zu MAX-CUT vorgestellt hatten [3]. Zur Erinnerung geben wir
nochmal das Problem an, das wir in ein SDP iiberfiithren wollen:

Gegeben sei ein Wort w = (ay, ..., a2, ), bei dem es fiir jedes i € {1,...,2n} ein j € {1,...,2n},
J # 1 gibt, so dass a; = a; gilt. Sei L die Laplace-Matrix fiir Worter der Linge 2n.

(BPMP,) max iLeX
unter X = zz!,x € R*
X“' =1
Xij = —17 falls a; = aj und % 75 ]

Die Uberfiihrung diese Problems in ein SDP geschieht durch eine sogenannte Relaxation, dass
heifst, wir werden Bedingungen an die Losung des Problems lockern. Dabei sollen fiir zulédssige
Punkte des urspriinglichen Problems die jeweils entsprechenden Punkte im relaxierten Problem
weiterhin zuléssig sein. Auferdem soll der Optimalwert der Relaxation eine obere Grenze des
eigentlichen Problems sein. Durch die Relaxation nehmen wir allerdings in Kauf, dass unsere
Lésung keinem zuldssigen Punkt aus dem Original entspricht. Wir werden daher das Verfah-
ren von Goemans und Williamson benutzen, um aus der Optimallésung des SDP eine zuléssige
Lésung fiir BPMP zu ermitteln, die eine gute Ndherung zur Optimallésung von BPMP darstellt.

Nun hatten wir bisher die z; als Skalare aus der Menge {—1, 1} betrachtet. In einem ersten
Schritt wollen wir die z; als 1-dimensionale Vektoren der Linge 1 annehmen. Die eigentliche
Relaxation geschieht nun dadurch, dass wir nun erlauben, dass die 1-dimensionalen x; als Vekto-
ren v; aus R?" der Linge 1 betrachtet werden kénnen. Somit liegen die v; in der Einheitssphiire
527 Weiterhin kénnen aber die v; so gewihlt werden, dass sie alle auf einer Gerade liegen, dass
heifit, dass sie sich in einem 1-dimensionalen Vektorraum befinden. In diesem Fall sind jeweils
zwei v; gleich oder sie sind entgegengerichtet. Damit unser neues Programm tatséchlich eine Re-

laxation ist, miissen wir sicherstellen, dass sich der Wert unserer neuen Zielfunktion wieder auf
2n—1
den Wert von £ > (1 —x;-2;41) reduziert, falls die Lésung unseres neuen Programms in einen

2 .
=1
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1-dimensionalen Vektorraum liegt. Wir wollen daher das Produkt x;x; durch das Skalarprodukt
v; -v; ersetzen. Dadurch erfiillen wir die Forderung, denn v;-v; = 1 falls v; = v; und v; - v; = —1
fiir v; = —v;. Wir wollen, dhnlich wie bei dem Verfahren von Goemans und Williamson, spater
die v; einer Losung durch eine Hyperebene durch den Ursprung in zwei Mengen trennen, die
jeweils einer Farbe entsprechen. Da wir a; und a; unterschiedlich einférben miissen, falls a;=a;,
ist es notwendig, dass wir sicherstellen, dass die entsprechenden Vektoren v; und v; auf jeden
Fall getrennt werden. Daher verlangen wir, dass fiir eine Losung gelten muss, dass v; = —v;
falls a; = a; gilt. Dies fiihrt nun zu folgenden Programm:

2n—1

(RELAX) max 3 > (1= v vip1)

=1
unter v; € S
v; = —vj, falls a; = a; Vi, j € {1,...,2n}.

Wie eben gezeigt, ist RELAX eine Reduzierung von BPMP und ZFrprax > ZFppump-
Fiir dieses Programm koénnen wir uns folgendes ,mechanisches” Modell vorstellen: Jede Letter
a; entspricht einem ,Pfeil* in R?" wobei zwei Pfeile genau entgegengerichtet sind, wenn die
beiden Lettern zum gleichen Buchstaben gehoéren. Fiir zwei Pfeile, dessen Lettern Nachbarn in
w sind, befindet sich eine Feder, die versucht, die beiden Pfeile auseinander zudriicken, also den
Winkel zwischen den beiden Pfeilen moglichst grof zu machen. Einen Winkel von 180° zwischen
allen Pfeilen mit Feder zu realisieren wird im Allgemeinen nicht gelingen, dafiir miissten alle
Pfeile auf einer Geraden liegen und zwei Pfeile genau entgegenrichtet sein, falls die Lettern
Nachbarn sind. Dies ist zum Beispiel nicht moglich, wenn der linke und rechte Nachbar einer
Letter zum selben Buchstaben gehoren.
Wir werden nun zeigen, dass RELAX ein semidefinites Programm ist. Dazu wollen wir die Ma-
trix Y, (yij) = v; - v; einfithren. Durch diese Definition ist Y positiv semidefinit. Denn folgendes
gilt:
Sind z;, ..., z, Vektoren in R™ und ist Z die Matrix, die z;, ..., z, als Spalten enthilt, so ist die
Matrix G := ZT Z positiv semidefinit. Die Matrix G wird auch Gram-Matrix von {z1, ..., z,}
genannt. Umgekehrt ist auch jede symmetrische Matrix G darstellbar als G = B” B, wobei
B € R™" m < n. Fiir ein gegebenes G kann B beispielsweise durch eine unvollstindige
Cholesky-Zerlegung in O(n?) [16] oder durch Hauptachsentransformation ermittelt werden. Gilt
G;i=1, dann liegen die Spalten (z1,...,2,) von B in der Einheitssphare S™. Zusammenfassend
kann man also sagen, dass wir aus einer Losung eines semidefiniten Programms, welche aus einer
semidefiniten Matrix besteht, in polynomieller Zeit unsere gesuchten Einheitsvektoren ermitteln
kénnen.

Wir beweisen nun noch folgenden Zusammenhang der Zielfunktion:

Satz 4.4. Seien vi,...,va, Vektoren in So, und L = (l;;) die Laplace-Matriz zu einem Wort

der Linge 2n. Dann gilt
2n—1

1 1
52(1—1)1"1)1'4,1):1[/.}/
i=1

Beweis. Unter Beachtung von L1y = Lop2, = 1, Lj; = 2 fir 2 <7 < 2n—1 und L; ;41 =
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Lit1; = —1und L;; = 0 sonst, folgt:

2n 2n

2n—1

2n
iL oY = i Z Z LY = i(z LY +2 Z Liit1Yii1)

i=1 j=1

=1 =1
1 2n—1
1 —2)+2+2 > (—1)Yiit)
=1

1 2n—1 2n—1
=12 142> (—1)vi-viga)
=1 =1

2n—1

1
=3 Z (1 —v; - vig1).
i=1

Damit kénnen wir folgendes semidefinite Programm aufstellen:

SDP max 3LeY
Yii=1

Yij =—1, falls a; = a; Vi,je{l,...,2n}

Y = 0.

Und wie eben gezeigt, ist dieses Programm gleichwertig zu unserem urspriinglich relaxierten
Programm RELAX. Wir wollen der Vollstdndigkeit halber auch noch die Normalform angeben:

SDPn min CeY

AjeY =1 YVie{l,... 2n}

BijeY = —1, Vi,jmita; =a; und 1 <j

Y = 0.
Dabei ist C = —%L. Fiir die 2n Matrizen A; = (a,s) gilt, a;; = 1, alle anderen Eintréige
sind null. Die n Matrizen B;; = (b,s) sind definiert durch b;; = bj; = %, falls a; = aj und @ < j
fiir das gegebene Wort w = (aq, ..., az,), alle anderen Eintrige sind null.

4.5. Ermittlung einer zuldssigen Lésung fiir BPMP

Wir wollen hier schon einmal die Idee skizzieren, wie wir eine Losung fiir BPM P mit Hilfe
der Semidefiniten Programmierung erhalten, die detaillierte Herleitung erfolgt in den néchsten

Abschnitten:

1. Lose RELAX, die Lésung besteht aus 2n Vektoren v; in S™, m < 2n.

2. Ermittle einen Vektor r, der auf S™ liegt, zuféllig.

3. Uberpriife, ob r - v; # 0 fiir alle i € {1,...,2n}. Wenn nein, gehe zuriick zu 2. .
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4. Setze S :={i|v;-r >0} und T := {i | v; - r < 0}.

Die Vektoren der optimalen Loésung werden also durch eine zufilligen Hyperebene in zwei
Teilmengen S und 7T geteilt und indem wir die Lettern, die wir S zuordnen, mit der ersten
Farbe farben und die Lettern, die wir 1" zuordnen, mit der zweiten Farbe farben, erhalten wir
eine giiltige Farbung fiir w, also eine Losung fiir unserer urspriingliches Problem. Wir wollen
nun noch die Giite der so ermittelten Losung beweisen.

Sei nun E[W] der Erwartungswert des Verfahrens, welches wir gerade vorgestellt haben. Un-
sere Abschitzung von E[W] hangt nun davon ab, mit welcher Wahrscheinlichkeit zwei Vektoren
v; und vi41 durch die zufillig erzeugte Hyperebene getrennt werden. Somit gilt [15]:

2n—1
EW]= > PiieSi+1eTVvi+leSicT)|, (14)
i=1
wobel wir mit Pr (probability) die Wahrscheinlichkeit bezeichnet haben. Da v; und v; + 1 ge-
nau dann getrennt werden, wenn das Skalarprodukt mit » unterschiedliche Vorzeichen liefert,
ist also die Wahrscheinlichkeit Pr [sgn(v] ) # sgn(v}, ;)] zu bestimmen [I5]. Wiederum héingt
diese Wahrscheinlichkeit linear vom Winkel zwischen v; und v;y; ab [3]:

Satz 4.5. Fiir alle v;,v;41 € R2" gilt
1
Pr[sgn (v] r) # sgn (v}, )] = = arccos (v} vit1). (15)
T

Beweis. Aus Symmetriegriinden gilt Pr[sgn (v/r) # sgn (vl 7)] = 2Pr[vlr > 0,0} ;7 < 0].
Die Menge {v/r > 0,v],;7 < 0} entspricht dem Schnitt von zwei Halbrdumen, die mit dem
Winkel 6 = arccos (v vi11) gegeneinander geneigt sind. Der Schnitt dieser Menge mit einer Ku-
geloberfliche ergibt ein sphirisches Zweieck mit dem Innenwinkel 6. Die Fldche des Zweiecks ent-
spricht dem 6 /27-fachen Wert der vollen Kugeloberfliche, das bedeutet Pr [v] 7 > 0, v/, ;7 < 0] =
/27 und die Behauptung ist bewiesen [15].

O
Die Linearitat des Erwartungswertes liefert [3]
Satz 4.6.
2n—1
EW] = - Zl arccos (vl vig1). (16)
1=
Um den Erwartungswert abzuschéitzen, wollen wir nun einen Wert fiir das Verhéltnis
L arccos (v vi41) und (1 — v]v;11) angeben:
Satz 4.7. Fir alle v; € R?™ mit —1 < U;-TUZ‘+1 <1,(1<i<2n-—1) gilt
1 T 1 T
— arccos (v vi41) > a§(1 — V; Viy1) (17)
T
mit
in 2 0 0, 87856 (18)
= min ——— & .
T Sl —cosf
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Beweis. Wir setzen cos = v! v;41 und definieren

Larccos (cosf) 2 o
f):== =— . 19
B(0) L(1 = cosf) 7 (1 — cosf) (19)
Bildet man die Ableitung von 3 und setzt '(6) = 0, ergibt sich 1 = cos + 0sin 6. Als nichttri-
viale Losung erhélt man 6y = 2,331122... und 5(6p) nimmt den Wert 0, 87856 an. Wir wollen

noch zeigen, dass 0,87856 eine untere Schranke von « ist. Dazu stellen wir als erstes fest, dass

2 46

;1—008921 (20)
fir 0 < @ <7/2. Da f(f) =1 — cosf im Intervall 7/2 < 6 < 7 konkav ist, folgt fiir jedes 6*
f(0) < f(0*)+(6—06%) f'(6%) oder entsprechend eingesetzt 1 —cosf < 1—cos 6*+ (0 —6*) sin 6* =
0 sin 0* + (1 — cos 0* — 0* sin 0*). Wir wihlen nun 6* = 2,331122, womit 1 — cos §* — 6* sin 6* < 0
gilt. Damit kénnen wir den vorherigen Ausdruck abschétzen zu 1 —cos @ < sin #* und erhalten
schliefslich [3]:

o >

> 0.87856. (21)

7 sin 6*

O
Somit kénnen wir nun zusammenfassen:

Satz 4.8. Sei E[W] der Erwartungswert unseres zu Beginn dieses Abschnittes formulierten
Verfahrens, Z5pyp der Optimalwert des Binary-Paintshop-Mazimization-Problems, sei Zg,p
der Optimalwert der semidefiniten Relaxzierungen RELAX, SDP oder SDPn. Dann gilt [15]]:

2n—1
1 *
EW] 2 ag 2 (1= vf vit1) = aZipp- (22)
1=
Zspp = Zppup 2 EW| = aZgpp > aZppyp- (23)

Wie beim Néherungsverfahren von Goemans und Williamson [3] fiir das MAX-CUT-Problem
erreicht unser Naherungsverfahren fiir das Binary-Paintshop-Maximization-Problem im Durch-
schnitt also mindestens das 0.87856-fache des Optimalwertes. Auf der anderen Seite liegt der
Wert der SDP-Relaxierung nicht tiber dem (1/0.87856)-fachen des Optimalwertes des Binary-
Paintshop-Maximization-Problems.

Das eben vorgestellte Verfahren garantiert aufgrund seiner Zufallskomponente zunéchst nur
im Mittel seine gute Naherungslosung. Eine Moglichkeit ist jetzt, die Zufallserzeugung der
Schnittebenen iteriert anzuwenden. Bei MAX-CUT sind beispielsweise so um 5n Iterationen
tiblich. Da die so ermittelten Losungen im Allgemeinen lokal nicht optimal sind, schliefst man oft
eine lokale Suche an [15]. Eine weitere Moglichkeit besteht darin, das Verfahren zu derandomi-
sieren. In [21]] wird eine Methode vorgestellt, die die auf SDP basierenden Verfahren zur Losung
von MAX-CUT, MAX-2SAT und MAX DICUT derandomisiert und dabei die Approximations-
giite erhélt, also die 0,87856 fiir MAX-CUT, wobei die Methode Polynomialzeit benétigt. In
der Arbeit wird zunéchst gezeigt, wie der Karger-Motwani-Sudan-Farbungs-Algorithmus zum
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Einfarben von 3-farbbaren Graphen mit moglichst vielen Farben derandomisiert werden kann.
Anschlieffend wird begriindet, warum die Methode auch fiir den MAX-CUT-Algorithmus von
Goemans und Williamson angewendet werden kann. Da unser sehr dhnlicher Algorithmus die
gestellten Bedingungen ebenso erfiillt, kann er auch derandomisiert werden.

4.6. Praktische Umsetzung

Die eben beschriebenen Ergebnisse wurden in einem MATLAB-Programm umgesetzt, welches
vorgegebene Worter mit Hilfe der SDP einfarbt. Der Quellcode ist im Anhang angegeben. Als
SDP-Solver wird CSDP [22] verwendet, der in MATLAB eingebunden wurde. Die Bereitstellung
der Eingabedaten fiir den Solver erfolgt im SeDuMi-Format. Wir werden die Arbeitsweise an
einem kleinen Beispiel demonstrieren. Grundlage ist die Normalform des Problems, wir geben
sie deshalb hier noch mal an:

SDPn min CeY
AjeY =1 Vie{l,... 2n}
B;jeY = —1, Vi,jmita; =a; und 7 <j
Y = 0.
Wir wollen als Beispiel das Wort w = (a,b,c,b,a,c) einfarben. Die Eingabe des zu firben-

den Wortes w in MATLAB erfolgt als Vektor in N?" fiir unser Beispiel als w = [123213]. Die
Matrix C' berechnet sich zu C = —1L (siehe S. . Somit folgt

1 -1 0 0 0 O -0.25 0.25 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 O 025 —0.5 0.25 0 0 0
C—_1 o -1 2 -1 0 0] 0 025 —-0.5 0.25 0 0
410 0 -1 2 -1 0] 0 0 0.25 —-0.5 0.25 0
o o0 o0 -1 2 -1 0 0 0 0.25 —-0.5 0.25
0o o0 0 0 -1 1 0 0 0 0 0.25 —0.25

Die A; und B;; ergeben sich zu

100000 000000
000000 000000
000000 000000
A=l 00000l % |00 000 o]
000000 000000
000000 000001
0 000 050 00 0 0 00 00 0 00 O
0 000 0 0 0 0 00500 00 0 00 0
B |0 000 0 0f 0 f0o 00 0 00fl, 00 0 0005
0 000 0 o 0050 0 00 00 0 00 0
05 000 0 0 00 0 0 00 00 0 00 O
0 000 0 O 00 0 0 00 000500 0

47



Seien y;; die Eintrége von Y und y der Vektor in R4"2X1, der entsteht, wenn wir in y die
Zeilen aus Y nacheinander aufreihen und die Transponierte bilden, also
Yy = (yn Y12 --- Y12n Y21 --- y2n,2n)T~

Fiir die Eingabe in den Solver im SeDuMi-Format bendtigen wir ¢ € R1X4"2, A € R3nxdn?
und b € R3*! 50, dass folgendes gilt:
Einerseits soll CeY = c-y sein. Das bedeutet, fiir die Bildung von ¢ miissen wir die Zeilen von C
hintereinander schreiben. Sind ¢;; die Eintrége in C folgt ¢ = (c11 c12 ... C12n €21 ... C2p2n)-
Fiir unser Beispiel ergibt sich somit
c=(-0.25 0250000025 —05025000...0000 025 —0.25).
Weiterhin soll A -y = b unsere Randbedingungen A; @Y =1 und B;; ¢ Y = —1 abbilden. Fiir
die Bildung von A erstellen wir von den einzelnen A; und B;; jeweils Zeilenvektoren der Lange
4n?, indem wir die einzelnen Zeilen dieser Vektoren hintereinander anordnen und anschliefsend
schreiben wir diese Zeilenvektoren untereinander. Sind a’, und b7 die Eintréige in den Matrizen
A; und B;; an der Stelle (r, s), kénnen wir A beispielsweise bilden zu

1 1 1 1 0 1

ayp; Qg 0 Q1on,  G21° A2n.2n
én 2n . 2;1 2n . 2n
aiy ajy - ayy, a3 -0 aon e ..
A= 1k L1k 1k 1k 1k , womit fiir unser Beispiel
byy by - b1,2n byyc...0 b2n,2n
z: z: ' l,' 1, ' l, :
blin bl;n T bl,gln b2{n -0 bQZ,LZn
j=1 3 8 11 13 15 22 24 26 29 34 36
1 0O 0 0 0 0O 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 O 0 0 0 0 0 1
0 o 0o 0 o 1 0 0O 0O 0 0 O 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
A= 0 o 0 0 0 O 0O 0O 0 1 0 0 und b = 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 05 0 0 05 0 0 0 0 0 0 0 -1
0 0 0 05 0 0 0 0 05 O 0 0 -1
0 0O 0 0 0 0O 0 05 0 0 05 0 -1

folgt. Dabei haben wir fiir in der Darstellung von A der Ubersicht halber alle Nullspalten
weggelassen und die Nummerierung der Spalten iiber die Matrix geschrieben. Mit A, b und ¢
als Eingabe fiir den Solver erhalten wir schliefslich die Lésung des Semidefiniten Programmes mit
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1 -1 -1 1 -1 1
-1 1 1 -1 1 -1
-1 1 1 -1 1 -1 : . .
Y = 1 -1 -1 1 -1 1 und durch Normieren ergeben sich die Vektoren
-1 1 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1 -1 1

0.4083 —0.4083 —0.4083 0.4083
—0.4083 0.4083 0.4083 —0.4083
vy~ —0.4083 vy N 0.4083 Vg ~ 0.4083 . —0.4083
0.4083 |’ —0.4083 —0.4083 0.4083 |’
—0.4083 0.4083 0.4083 —0.4083
0.4083 —0.4083 —0.4083 0.4083
—0.4083 0.4083
0.4083 —0.4083
v 0.4083 und vg ~ —0.4083
—0.4083 0.4083
0.4083 —0.4083
—0.4083 0.4083
Nun konnen wir mit Zg,p, = —C Y = 4.0 den Optimalwert der semidefiniten Relaxierung

bestimmen. Fiir die Losung unseres eigentlichen Farbungsproblems miissen wir die v; noch in
zwei Mengen teilen, wobei wir zur Separation eine zufillige Hyperebene benutzen. Bei der L6-
sung unseres Beispiels sehen wir allerdings schon, dass die Vektoren v; auf einer Geraden liegen,
und jede Ebene, die einen Winkel ungleich null zu den Vektoren aufspannt, diese in {v1, vy, vg}
und {v9,v3,v5} aufteilt. Somit erhalten wir als Firbung unseres Beispielwortes (a, b, ¢, b,a, ¢),
also 4 Farbwechsel. Wir wollen das Ergebnis noch mit den Resultaten vergleichen, die wir mit
dem Greedy-Algorithmus und dem Gucote-Algorithmus erhalten. Als Greedy-Farbung erhal-
ten wir (a,b, ¢, b, a, ¢), also nur 3 Farbwechsel. Der Gucote-Algorithmus farbt {iber die Schritte
(@,b,c,b,a,c), (a,b,c, b, a, ¢) das Wort mit (a, b, ¢, b, a, ¢), also mit 4 Farbwechseln.

Bei unserem gerade vorgestellten Beispiel hatten wir gesehen, dass die Lage der zufilligen Hy-
perebene auf die Farbung keinen Einfluss gehabt hatte. Dies ist im Allgemeinen nicht der Fall.
Fiir das Wort w=(a,b,a,c,b,c) erhalten wir als Losung

1 0 —1 1 0 -1 0.5 0
6o 1 0 0 -1 0 0 0.7071
-1 0 1 -1 o0 1 o —-0.5 0
Y = 10 -1 L 0 -1 und schlieflich v = o5 |27 L
0o -1 0 0 1 0 0 —0.7071
—1 0 1 -1 0 1 —0.5 0
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—0.5 0.5 0 —0.5

0 0 —0.7071 0
. 0.5 | -os |, 0 . 0.5
3= —os "™ T 05 "7 o | "™ T[ —os5
0 0 0.7071 0
0.5 0.5 0 0.5

Mit r = ( 17119 —0.1941 —2.1384 —0.8396 1.3546 —1.0722 ) als Normalenvektor er-
halten wir die beiden Mengen S = {v1,v4,v5} und T = {v9,v3,v6}. Die Farbung des Wortes
ergibt sich dann zu (a, b, @, ¢, b, C).

Fiir r = ( 2.908 0.8252 1.37894 —1.0581 —0.4686 —0.2724 ) folgt die Teilung

S = {v1,ve,v4} und T = {w3,v5,v6} und damit die Farbung (a, b,a,c,b,c).

Bei langeren Wortern lésst sich dann auch der Effekt feststellen, dass die Anzahl der Farbwech-
sel mit der Lage der zufilligen Ebene variieren kann. Fiir das Wort w=(a,b,c,d,a,c,e,b,f,d,{,e)
erhilt man als Optimalwert der semidefiniten Relaxierung Zgpp, = —C oY = 8.35. Es wurden
100 Durchliufe des Programms mit jeweils neuen zufillig ermittelten Hyperebenen gemacht.
Dabei wurden 81-mal 8 Farbwechsel, 12-mal 7 und 7-mal 6 Farbwechsel erzielt. Zum Vergleich,
der Greedy-Algorithmus firbt das Wort mit (&, b, ¢, d, @, ¢, ¢, b, f.d, f, €), also 7 Farbwechsel. Mit
dem Gucote-Algorithmus fiarben wir der Reihe nach a,b,d, e, ¢, f und erhalten so die Farbung
(a,b,¢,d,a, ¢, e b, f,d, f,¢é) mit 8 Farbwechseln.

5. Zusammenfassung und Ausblick

Zu Beginn hatten wir gezeigt, dass wir unterschiedliche Konfigurationen der Spins eines anti-
ferromagnetischen Arrays als Instanzen des Binary-Paintshop-Maximization-Problems auffas-
sen konnen und die Suche nach einem Zustand minimaler Energie in einem antiferromagneti-
schen Array der Suche einer Farbung maximaler Farbwechsel in einem Wort, also dem Binary-
Paintshop-Maximization-Problem, entspricht.

Wir konnten zeigen, dass das Binary-Paintshop-Maximization-Problem N P-vollstindig ist. Au-
flerdem haben wir auch eine Reduktion vom Binary-Paintshop-Maximization-Problem auf das
Binary-Paintshop-Minimization-Problem angegeben.

Anschliefsend haben wir einen einfachen Greedy-Algorithmus untersucht und festgestellt, dass
er ein 0.5-Algorithmus ist, so dass BPMP in APX liegt.

Wir haben dann gezeigt, dass es Worter der Lénge 2n gibt, die sich nur mit rund %n Farbwech-
sel einfarben lassen und konnten anschliekend eine Methode angeben, die jedes Wort mit rund
%n Farbwechsel einfarbt.

Die Suche nach einem Beweis, dass BPMP APX-hard ist, war leider nicht erfolgreich. Um den-
noch BPMP hinsichtlich Approximierbarkeit einzuordnen, wurde eine L-Reduktion von BPMP
auf kubische Graphen einer speziellen Struktur gezeigt. Wir haben dann BPMP so umformu-
liert, dass man nicht mehr die Farbwechsel maximiert, sondern die Farbwechselfehler minimiert.
Dann ist dieses Problem APX-hard.

Wir haben uns anschlieffend der Semidefiniten Programmierung, dem Schwerpunkt dieser Ar-
beit, zugewandt. Nach einer Einfiihrung haben wir aufgezeigt, dass BPMP mit Hilfe der Semi-
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definiten Programmierung bearbeitet werden kann. Dabei haben wir einen Weg angegeben, wie
dabei vorgegangen werden kann. Somit lasst sich die Hauptfragestellung dieser Arbeit positiv
beantworten. Die erarbeite Methodik wurde anschliekend in ein MATLAB-Programm iiber-
fiihrt, welches mit Hilfe des Solvers CSDP vorgegebene Worter mit Hilfe der SDP einférbt, so
dass fiir die Problemstellung auch ein praktisches Tool zur Verfiigung steht.

Einige Fragestellungen blieben offen. So wurde fiir den Greedy-Algorithmus eine Vermutung
flir den Erwartungswert der durchschnittlich erreichbaren Farbwechsel angegeben, bewiesen
konnte die Vermutung im Rahmen dieser Arbeit nicht. Aufserdem, wie eben schon beschrieben,
konnte nicht die Frage geklart werden, ob das Binary-Paintshop-Maximization-Problem APX-
vollstandig ist.
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A. Anhang

A.1. Quellcode zum Programm Paintmax

Das Programm dient zum Einfarbung von Worter als Instanzen des BPMP mit Hilfe des SDP-
Solver CSDP. Damit das Programm lauft, miissen die Suchpfade in Matlab so eingestellt sein,
dass auf den Installationsort von CSDP zugegriffen werden kann. Das zu firbende Wort wird
als Zeilenvektor in N2" mit dem Namen w eingegeben. Anschliefend wird das Programm mit
der Fingabe «Paintmax»gestartet. Als Ausgabe erfolgt ein geférbter String.

%Programm faerbt Woerter w des Binary—Paintshop—Mazimization—Problem .
%Zunaechst muss das Wort eingegeben werden als Zeilenvektor w,
%also zum Beipiel als w=[1 2 8 2 1 3] fuer das Wort w=(a,b,c,b,a,c).

n=0.5xlength (w); % Bestimmung Anzahl der Buchstaben

g=zeros (2 ,n); % g enthaelt Positionen der Buchstaben in w
for i = 1:n % 1. Zeile Pos. der 1. Lelter, 2. Zeile Pos. der 2.
for j = 1:2xn
if w(l,j)==i
if g(1,1)==0
g(1,1)=j;
else
g(2,i)=j;
end
end
end
end

A=zeros (3xn,4%n%n);
AA-zeros(2xn);
for i = 1:2xn
for j = 1:2xn
if w(l,j)==w(1,1)
AA(L,j)= 1
end
end

end
for i = 1:n
AATAA(: g (1,1))%AA(g(1,1) ,:);

t=1:size (AAl)+1:numel (AAL);
AAL(t)=0;
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AA2=reshape (AAl,1 4xnxn);
A(i+42*n,:)=0.5%xAA2(1 ,:); % Bedingung Lettern gleicher Buchstaben
% sind entgegengesetzt.
end

b=ones(1,3x*n); % Bedingung Diagonale von X ist 1.
b(:,2xn+1:3%n)=—1; % Bedingung Lettern gleicher Buchstaben sind
% entgegengesetzt.

for i = 1:2xn % Bedingung Diagonale von X ist 1 (AxX=b)
A t(i))=1;
end
K.s=2xn;
L=2xeye(2xn); % Bildung der Laplace—Matriz.
L(1,1)=1;
L(2%n,2%xn)=1;
for i = 2:2%n
L(i,i-1)=—1;
L(i—1,i)=—1;
end
C1=0.25%L; % Kostenvektor
c=reshape(—1xC1,1 ,4%nxn); % Kostenvektor im SeDuMi—Format
[x,vy,info| = csdp(A,b,c,K); % Loesung SDP durch CSDP
k—cx*x; % Kosten des SDP
Xl=reshape(x,2*n,2*xn); % X1 ist Loesung als Semidefinite Matriz
V = sqrtm (X1); % Loesungsvektoren v_i als Zeilen von V

u=zeros (2xn,1);

kq max=1;
1=1; % Gibt an wie oft ein Schnitt erzeugt werden soll.
for j = 1:1 % Bei 1>1 wird Lsg. mit maz. Farbwechsel gewaehlt
r=randn(1,2x*n); % r ist eine Zufaellige Ebene in R"2n
E=r«V; % Knoten mit gleichem Vorzeichen in E liegen
for i = 1:(2xn) % auf der selben Seite des Schnittes.
if E(1,1)>=0
u(i, 1) = 1; % u ist Teilungsvektor.
else
u(i,1) = —1;
end
end
Xg=ux*u. ’; % Loesungsmatriz im quadratischen Problem.

kq=0.25xtrace (L«Xq); % Anzahl Farbwechsel nach Rundung.
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if kg>=kq max
kq max=kq;
u_max—=u;
end
end

fprintf(’\n’)

for i=1:2xn % Ausgabe eines gefaerbten Strings.
hh=w(i); % Letter i wird entsprechend Vorzeichen wvon u(1)
s = num2str(hh); % gefaerdt.
if u max(i)—=1;
cprintf(’red’, s);
else
cprintf(’blue’, s);
end
end

fprintf(’\n’)
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