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1 Einleitung

Ein perfekter Graph ist dadurch charakterisiert, dass er weder ungerade Locher mit mehr als drei Knoten
noch deren Komplement enthilt. Bei einer Orientierung werden die Kanten eines Graphen mit einer
Richtung versehen. Wenn dabei Paare entgegengesetzt gerichteter Kanten erlaubt sind, wird diese als
Superorientierung bezeichnet. Ein Digraph ist clique-azyklisch, wenn jeder gerichtete Kreis, welcher
in einer Clique enthalten ist, mindestens eine Kante besitzt, zu der es eine entgegengesetzt gerichtete
Kante gibt. Ein Kernel ist eine Knotenmenge eines Digraphen, in der keine zwei Knoten durch eine Kante
miteinander verbunden sind, und die zu jedem Knoten des Digraphen entweder diesen Knoten selbst oder
einen seiner Vorganger enthilt. Diese Arbeit untersucht die Komplexitit der Berechnung eines Kernels
in clique-azyklischen Superorientierungen perfekter Graphen. Den Rahmen dafiir bildet ein Artikel von
Kintali, Poplawski, Rajamaran, Sundaram und Teng [1], in welchem die PPAD-Vollstandigkeit des stark
verwandten Problems STRONG KERNEL bewiesen wurde. Es wird tiberpriift, ob sich dieser Beweis auf
Kernel tibertragen ldsst. Das Problem STRONG KERNEL basiert auf einem Lemma von Scarf [2]. Deshalb
wird von den verschiedenen existierenden Beweisen [3] hier der Beweis von Aharoni und Holzman [4]
genutzt, der ebenfalls unter Verwendung des Lemmas von Scarf zeigt, dass ein solcher Kernel immer
existiert.

Diese Arbeit besteht aus vier Teilen. In den Grundlagen werden die notwendigen Sitze und Definitionen
bereitgestellt, die in den spéteren Beweisen verwendet werden. Hier werden auch die Komplexitatsklasse
PPAD , das Suchproblem END OF THE LINE sowie solche Begriffe wie Reduktion, PPAD-schwere und
pPPAD-vollstindige Probleme definiert.

Im zweiten Teil werden der Beweis von Aharoni und Holzman [4] sowie das von ihnen verwendete Lemma
von Scarf [2] vorgestellt. Scarfs algorithmischer Beweis ist sehr technisch, deshalb wurde er nicht in den
Beweis von Aharoni und Holzman eingebunden. Der Beweis von Aharoni und Holzman liefert einen
Algorithmus zur Kernelberechnung. Es wurde darauf geachtet, dass beide Beweise ohne Sekundérliteratur
vollstandig nachvollzogen werden konnen. Fiir ein besseres Verstindnis werden beide Algorithmen
an je einem Beispiel veranschaulicht. Zum Abschluss dieses Kapitels werden einige Eigenschaften des
Algorithmus zur Kernelberechnung vorgestellt.

Als Drittes wird die Reduktionskette von Kintali u.a. [1] dargestellt, an der sich auch der Aufbau dieses
Kapitels orientiert. Die Ergebnisse dieser Reduktionskette werden im letzten Teil benétigt. Wenn die
Beweise sehr umfangreich sind, wird sich auf einen Abriss beschrankt, um so einen Eindruck von der
Struktur zu vermitteln. Im letzten Abschnitt wird die Komplexitidt der Kernelberechnung untersucht.
Es wird gezeigt, dass das Problem KERNEL in der Komplexitdtsklasse PPAD liegt. Anschlieffend wird
untersucht, wie sich der Algorithmus zur Kernelberechnung verhilt, wenn der eingegebene Digraph nicht
clique-azyklisch ist. Danach wird getestet, ob der Beweis von Kintali et al. [1], welcher zeigt, dass das
Problem STRONG KERNEL PPAD-schwer ist, auf das Problem KERNEL tibertragbar ist. Betrachtungen zur
Polynomialitdt der Laufzeit von KERNEL und SCARF beschliefien diese Arbeit.



2 Grundlagen

In diesem Abschnitt werden die fiir diese Arbeit grundlegenden Definitionen und Sétze bereitgestellt.
Dabei werden die Begriffe und Sitze, die bereits vor Beginn der Diplomarbeit bekannt waren, als bekannt

vorausgesetzt.

Vorbemerkung 2.1. Die in dieser Arbeit betrachteten ungerichteten Graphen G = (V,E) seien endlich,
ohne Mehrfachkanten und Schlingen, also einfach. Die Digraphen D = (V, A) seien ebenfalls endlich,
ohne Schlingen und kénnen Paare entgegengesetzt gerichteter Kanten enthalten.

2.1 Graphentheorie

Zunachst werden einige Begriffe der Graphentheorie wiederholt und neue eingefiihrt. Anschlieffend wer-
den ein Lemma von Berge, der schwache Satz iiber perfekte Graphen sowie eine dquivalente Formulierung
mit Ungleichungen bewiesen. Der starke Satz tiber perfekte Graphen wird ohne Beweis genannt.

Im Folgenden sei G = (V, E) ein Graph mit |V| = n.

Bezeichnungen 2.2. Es bezeichnen

(i) «(G) die Unabhiingigkeitszahl oder auch Stabilititszahl, welche die Kardinalit4t einer grofiten unabhén-
gigen Knotenmenge in G angibt,
(i) w(G) die Cliquenzahl von G, welche die Méchtigkeit einer grofiten Clique von G angibt,
(i) x(G) die Firbungszahl oder auch chromatische Zahl von G, also die minimale Anzahl unabhéngiger
Knotenmengen, die alle gemeinsamen Knoten von G bedecken,
(iv) x(G) die Cliqueniiberdeckungszahl von G, also die minimale Anzahl von Cliquen, die gemeinsam alle
Knoten von G bedecken,
(v) Gdas Komplement von G, wobei G dieselbe Knotenmenge wie G hat, und zwei Knoten genau dann in

G adjazent sind, wenn sie in G nicht miteinander verbunden sind.

Bemerkung 2.3. Die Cliquen eines Graphs G entsprechen gerade den unabhédngigen Mengen seines
Komplements G und umgekehrt. Fiir alle Graphen G gilt deshalb
a(G) = w(G) < x(G) = «(G)

Definition 2.4. Ein Graph G heiB3t perfekt, wenn x(H) = w(H) fir alle seine induzierten Teilgraphen
H C Ggilt.
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G ist perfekt. G ist perfekt. G ist nicht perfekt, da

2 = w(Gy) # x(Gy) = 3ist.

Abb. 2.1: Beispiele fiir perfekte bzw. nicht perfekte Graphen Gy, G; und Go.

Bemerkung 2.5. Der komplementiare Graph G ist also perfekt, wenn fiir alle induzierten Teilgra-
phen H C G von G deren Unabhéngigkeitszahl und Cliquentiberdeckungszahl {ibereinstimmen, also
a(H) = «x(H) ist.

Die Abbildung 2.1 zeigt einfache Beispiele fiir perfekte bzw. nicht perfekte Graphen.

Definition 2.6. Unter einer Multiplikation eines Knotens v mit & € INg wird das Ersetzen des Knotens v
durch  unabhéngige Knoten, die mit denselben Knoten verbunden sind wie v, verstanden. G o v bezeichne
den Graphen, bei dem v verdoppelt wird. G o h mit i € INjj bezeichne den Graphen, in dem jeder Knoten

v; durch eine stabile Menge der Kardinalitdt /; ersetzt wird.

Bemerkung 2.7. Fiir h € {0,1}" ist G o h gerade der von den Knoten v; mit ; = 1 induzierte Teilgraph. In
Abbildung 2.2 sind je ein Beispiel fiir die Knotenverdopplung eines Graphen G und die Multiplikation mit
h dargestellt.

01 v ——— 0} v — )
/!
U3 ————— Up U3 ——— U (%) 02
Graph G Goup Gohmith' = (1,3,0)

Abb. 2.2: Beispiele fiir eine Verdopplung G o v, und eine Multiplikation G o h

Lemma 2.8 (Berge). Sei h € INjj. Dann gilt: (1) G perfekt = G o h perfekt
(2) G perfekt = G o h perfekt

Beweis. Dieses Lemma wurde von Berge [5] 1961 bewiesen.Beide Teile werden mit vollstandiger Induktion
gezeigt.

Die beiden Aussagen sind richtig, wenn G aus nur einem Knoten besteht. Nach Definition der Perfektheit
sind sie auch fiir alle induzierten Teilgraphen richtig, also fiir alle i € {0,1}". Mittels Induktion tiber
Y1 hi kann angenommen werden, dass /1 ein Vektor mit einer Komponente gleich zwei und allen anderen
Komponenten gleich eins ist. Nun wird G o v mit ¢’ als Kopie von v betrachtet.

Sei G’ ein echter induzierter Teilgraph von G o v. Dann ist entweder G’ C G oder G’ = H o v fiir einen
echten Teilgraphen H C G. In beiden Fillen folgen die Behauptungen aus der Induktionsvoraussetzung.

Es bleibt also nur noch G o v zu betrachten.



(1) G perfekt = G o v perfekt:
Die Knoten v und v’ sind nicht verbunden, liegen also nicht in einer Clique. Deshalb ist w(G) = w(G o v).
G ist perfekt, somit gibt es eine Farbung von G mit x(G) = w(G) Farben. Der Knoten v' wird nun
mit derselben Farbe gefarbt wie v. Dies ergibt eine zuldssige Farbung von G o v mit x(G o v) = w(G)
Farben. Also gilt x(G 0 v) = w(G) = w(G ov), und G o v ist perfekt.

(2) G perfekt = G o v perfekt:
Sei I1 eine minimale Cliqueniiberdeckung von G, das heifit |TI|] = x(G). Da G perfekt ist, ist
k(G) = a(G). Sei C, € Il die Clique, die v enthilt. Es werden zwei Flle unterschieden:

(a) Der Knoten v ist in einer grofSten stabilen Menge S, das heifit |S| = a(G), enthalten:
Dann ist SU {¢'} stabil in G o v, also ist «(G o v) = «(G) + 1. Und ITU {v'} ist eine Cliqueniiber-
deckung von G o v. Deshalb ist k(G 0 v) < x(G) 4 1. Damit folgt k«(Gov) < k(G)+1=a(G)+1 =
#(Gov) < (G owv),somitist a(G ov) = k(G o v). Damit wurde w(G o v) = x(G o v) bewiesen.

(b) Der Knoten v ist in keiner grofiten stabilen Menge S enthalten:
Dannist «(G) = (G ov). Da |I1| = x(G) = a(G) ist, schneidet jede Clique in ITjede grofite stabile
Menge in G genau einmal. Dies gilt auch fiir C;. Nach Voraussetzung ist v in keinem dieser Schnitte
enthalten. Deshalb schneidet auch C;, = C, \ {v} jede groBte unabhingige Menge genau einmal.
Sei H der von V' \ C,, induzierte Teilgraph. Dann ist «(H) = a(G) — 1, denn aus jeder grofiten
stabilen Menge von G wurde genau ein Knoten entfernt, und dies sind gerade die grofiten stabilen
Mengen von H. Nach Induktionsvoraussetzung ist x(H) = «(H) = a(G) —1 = a(Gov) — 1.
Sei IT eine Cliqueniiberdeckung von H mit der Kardinalitit |IT'| = a(G o v) — 1. Dann liefert IT’

zusammen mit C}, U {v'} eine Cliqueniiberdeckung von G o v mit k(G o0 v) = a(G 0 v). O

Der folgende Satz wurde von Berge [5] als , schwache Perfekte-Graphen-Vermutung”aufgestellt und von
Loviész 1972 [6] bewiesen.

Satz 2.9. (schwacher Satz tiber perfekte Graphen)
Ein Graph G ist genau dann perfekt, wenn sein Komplement G perfekt ist.

Beweis. Da die Cliquen von G unabhingige Mengen in G sind, und umgekehrt, geniigt es eine Richtung
des Satzes zu beweisen. Mit vollstindiger Induktion wird bewiesen, dass aus der Perfektheit von G die
Perfektheit von G folgt.

Sei G perfekt. Per Induktion ist w(H) = x(H) fiir alle echten induzierten Teilgraphen H von G bewiesen.

Es werden wieder zwei Fille unterschieden:

(a) G enthilt eine stabile Menge S, die jede grofite Clique schneidet. Dann ist w(Gy\s) = w(G) — 1,
wobei Gy g der von V \ S induzierte Teilgraph von G ist. Farbe V \ S mit w(G) — 1 Farben. Dies ist
moglich, da w(Gy\s) = x(Gy\g) ist. Die Menge S wird mit einer zusatzlichen Farbe gefdarbt. Damit
gilt w(G) = x(G).

(b) Keine stabile Menge S schneidet alle grofiten Cliquen. Sei S die Menge aller stabilen Mengen von G.
Nach Voraussetzung gibt es fiir jede stabile Menge S € S eine grofite Clique Cg, die S nicht schneidet,



das heifit |Cs| = w(G) und SN Cs = @. Fiir alle Knoten v; € Vseih; = [{S € S | v; € Cs}| die Anzahl
der stabilen Mengen S, deren zugehorige grofite Clique Cg den Knoten v; enthilt. Ersetze nun jeden
Knoten v; durch eine stabile Menge der Grofle h;. Sei H = G o h. Nach dem Lemma von Berge 2.8 ist
H = G o v ebenfalls perfekt. Weiter gilt:

Vhl= ) hi=) ) Hu}nCs|=} ) Hui}nCs|= ) [Cs
vieV v;eV SesS SeSveV Ses
=w(G)|S]

nach Definition von Cg.

Nach Konstruktion von H enthilt jede Clique von H hochstens eine Kopie eines Knotens aus V.
Deshalb ist

w(H) < w(G),

und es ist
oc(H ) = max{ 2 h; | TeS } [die multipl. Knoten einer unabh. Menge sind unabh.]

v; €T

= max{ z z {v;} NCs| | T € S} [nach Definition der h;]
v;eT SES

—max{ Y ¥ {0} NCs| | T € 5}
SeSv;eT

=max{)_ |[TNCs||Tc S}
Ses

<|S|—1. [|TNCs|<1 und |SNCs|=0 VS, TES]

Alle Cliquen in H sind kleiner oder gleich w(H). Das gilt auch fiir die Cliquen einer Cliqueniiber-
deckung. Daraus folgt:

= |S| > 8] -1 > a(H).

)

~w(H) T w(G)  w(G

Dies bedeutet, dass H nicht perfekt ist, was der Wahl von H widerspricht. Folglich gibt es eine stabile
Menge, die alle grofiten Cliquen schneidet, und der Fall (a) gilt. O

Der folgende Satz liefert eine dquivalente Bedingung fiir w(G) = x(G). Er wurde 1972 von Lovasz [7]
bewiesen, wobei darauf hingewiesen wurde, dass die Bedingung des Satzes eng mit der Max-Max-
Ungleichung von Fulkerson in [8] verwandt ist, und die Multiplikation eines Knotens dasselbe ist, was

jener , pluperfection” nennt.

Satz 2.10 (eine 4q. Bedingung fiir die Perfektheit). Ein Graph G ist genau dann perfekt, wenn fiir alle seine

induzierten Teilgraphen H gilt:
a(H)w(H) > |Vy|.




Beweis. =-: Dies wird mit Kontraposition bewiesen. Angenommen, G hat einen Teilgraphen H, der diese
Ungleichung nicht erfiillt. Das heif$t, es ist «(H)w(H) < |Vy|. Daraus folgt a(H)w (H) < |Vy| = |Vg| <
w(H)x(H) = a(H)x(H). Es gilt also w(H) < x(H). Somit kann G nicht perfekt sein.

<: Dies wird mit vollstandiger Induktion tiber |V | bewiesen. Die Induktionsverankerung ist |V| = 1. Es
kann angenommen werden, dass alle echten induzierten Teilgraphen von G und dem Komplement G
ebenfalls perfekt sind.

Als Vorbereitung fiir den Induktionsschritt wird zundchst gezeigt, dass Gy die Ungleichung erfiillt, wenn Gy
durch Multiplikation aus G hervorgeht:

Angenommen, es gibt ein Gy = G o i, das diese Ungleichung verletzt und beziiglich dieser Eigenschaft mi-
nimale Anzahl an Knoten hat. Dann gibt es offensichtlich einen Knoten y in G, der mit hy > 2 multipliziert
wurde, denn fiir & < 1 in allen Komponenten gelten die Ungleichungen nach Induktionsvoraussetzung.
Seien y1, . .. yp, die korrespondierenden Knoten von y in Go. Da Gy minimal gewéhlt wurde ist

Vool =1 < w(Go — y1)a(Go — y1) < w(Go)a(Go) < |Vg,l-
Da alle Zahlen nattirlich sind, folgt daraus

w(Go) = w(Go—y1) =t p
a(Go) = a(Go —y1) =: 1
Vg, | = pr+1

Seinun G = Gy — {y1,---, Yn, }. Dann geht G; durch Multiplikation aus G — y hervor und ist nach dem
Lemma von Berge 2.8 ebenfalls perfekt. Damit ist auch G perfekt, und G; kann durch «(Gy) = x(G1) =
w(Gy) = a(Gy) < a(Gy) = r disjunkte Cliquen tiberdeckt werden. Seien Cy, ..., C, mit [C1| > ... > |G|
diese Cliquen. Offensichtlich ist /i, < r. Andernfalls wéren {y1, ..., yy, } eine Clique in Gound w(Gy) >
hy > r.Esist |V, | = [Vg,| —hy = pr + 1 — hy. Gleichzeitig ist |V, | = Yi_; |Ci| = |Vg,|. Daraus folgt,
dass |C1] = ... = |C;_p,+1| = p sein miissen:

Angenommen es wire |C1| < p, dann wire aufgrund der Wahl der Cliquen C;

r

r
YIGI <Y (p—1)=rp—r<rp—(hy—1).
i=1 i1

Also koénnen nicht alle Cliquen echt kleiner als p sein. Es ist noch zu kldren, wieviele |C;| mindestens gleich
p sein miissen, damit die Gleichung erfiillt ist. Es wird also ein I gesucht, so dass
r r—I r r—I r
rp+l=hy =3 [CGl=) IGl+ ) [Gl=}p+ ) (-1
i = i=1

i=1 i=1 i=r—I+1 i=r—I+1

ist. Dies ist fiir | = h, — 1 der Fall. Damit wurde gezeigt, dass mindestens

|C1| =...= |Cr—hy+1| =p

gelten muss.
Sei Gy der von Cy U...UC, 1 U {y1} induzierte Teilgraph von Go. Dann ist

r—hy+1

|Ve,| = Z ICil+1=(r—hy+1)p+1=rp+1—plhy—1) <rp+1=|Vg|.
i=1



Go wurde minimal gewéhlt. Deshalb gelten fiir den echten Teilgraphen G, gleichzeitig w(Gz)a(Ga) > |V, |
und w(Gy) < w(Gp) = p. Damit gilt

> Vel o Vol _rpt1-ply 1) Ry 14
p

“&) 206y 2 p

Da a(Gy) € N und % > 0 sind, kann dies noch etwas genauer abgeschétzt werden:
a(Vg,y) >r—hy+2.

Damit wurde gezeigt, dass es in G; eine unabhingige Menge F der Grofe r — hy + 2 gibt. Da [FN C;| <1
ist fiir alle i € [r — hy + 1], muss y; in F enthalten sein, denn andernfalls wére F zu klein. Daraus folgt

wiederum, dass FU {ya, ..., yhy} in Gp unabhéngig ist. Womit widerspriichlicherweise
a(Gp) > |Fu{y2,...,yhy}\ =r—hy+2+hy—1=r+1>r=a(Gy)

gezeigt wurde.

Induktionsschritt: Gegeben sei ein Graph G, dessen induzierte Teilgraphen H alle die Ungleichung
a(H)w(H) > |Vy| erfiillen. Nach Induktionsvoraussetzung sind alle echten Teilgraphen perfekt. Nun soll
gezeigt werden, dass G ebenfalls perfekt ist, also x(G) = w(G) gilt. Dafiir geniigt es, eine unabhingige
Menge F zu finden, so dass w(Gy\r) < w(G) ist. Denn aus der Induktionsvoraussetzung folgt, dass Gy ¢
perfekt ist und mit x (G r) = w(Gy r) Farben gefarbt werden kann. Gleichzeitig ist w(Gy\r) > w(G) — 1,
weil F jede Clique in hochstens einem Knoten schneiden kann. Also kann Gy p mit w(Gy\ ) — 1 Farben
gefarbt werden. Durch Hinzufiigen der Farbe F entsteht eine w(G)-Farbung von G.

Der Beweis erfolgt indirekt. Es wird angenommen, dass Gy r fiir jede unabhéngige Menge F aus G eine
w(G)-Clique Cr enthélt. Es wird w(G) =: p gesetzt. Sei x € V beliebig. Dann sei h(x) die Anzahl der
Cliquen Cp, die x enthalten, das heifit h(x) = [{Cr | F C V unabhéngig und x € Cr}|. Sei Gy der Graph,
der aus G entsteht, wenn jeder Knoten x mit /1(x) multipliziert wird. Wie oben bereits gezeigt wurde, ist
dann &(Go)w(Go) > |Vg,|. Andererseits sind offensichtlich

Vool = Y h(x) =}, [Cel=pf,

xeG FCV unabh.

wobei f die Anzahl der unabhédngigen Mengen in G ist, und

w(Go) < w(G) =p,

«(Gop) = max{ ) _ h(x) | F unabhéngig in G} [Definition von Go]
xeF
=max{ ) |F N Cp| | F unabh. in G} [Definition von h(x)]
F’ unabh. in G
< max{ Z 1| F unabh. in G} [FNCp=@,|FNCp|<1]
F’ unabh. in G,F'#F
=f-1

Das liefert
pf = Vg, < w(Go)a(Go) < p(f —1),

was offensichtlich nicht geht. Damit wurde gezeigt, dass es im Graphen G eine unabhingige Menge F gibt,
die alle maximalen Cliquen trifft, also ist w(G[V \ F]) < w(G). O



Satz 2.11 (starker Satz {iber perfekte Graphen). Ein Graph ist genau dann perfekt, wenn er weder einen
ungeraden Kreis der Linge mindestens 5 noch das Komplement eines solchen Kreises als induzierten Subgraphen
enthilt.

Beweis. Dies wurde von Claude Berge 1961 vermutet. Der Beweis wurde 2002 von Chudnovsky, Robertson,

Seymour und Thomas bekanntgegeben und 2006 veroffentlicht [9]. O

2.2 Diskrete Mathematik

In diesem Abschnitt wird ein Satz von Chvétal bewiesen, der die Ganzzahligkeit der Losungen gewisser
Gleichungssysteme garantiert. Dieses Ergebnis wird in dem Beweis, der zeigt, dass ein Kernel immer
existiert, verwendet. Es werden zunéchst die notwendigen Definitionen und Lemmata bereitgestellt, bevor

der eigentliche Satz formuliert und bewiesen wird.

Definition 2.12. Es sei B = B(G) die (m x n) Inzidenzmatrix aller maximalen Cliquen versus Knoten eines
ungerichteten Graphen G = (V, E) mit |V| = n, das heif3t ihre Zeilen sind gerade die charakteristischen

Vektoren der maximalen Cliquen. Die Matrix B wird als Cliqguenmatrix bezeichnet.

Bemerkung 2.13. Diese Cliquenmatrix ist bis auf das Vertauschen der Zeilen bzw. Spalten eindeutig. Ohne
Einschrankung kann angenommen werden, dass B keine Nullspalte hat.

G: U] ——— 02

U4 — 03

Abb. 2.3: Graph zu Beispiel 2.14

Beispiel 2.14. Der Graph G in Abbildung 2.14 hat zwei maximale Cliquen C; = {v1,v3,v4} und C; =

{v1,v2}. Seine Cliquenmatrix ist

Definition 2.15. Es werden zwei Polyeder definiert:
P(B) ={xeR"|Bx <1,x >0}
und

P;(B) = conv({x | x € P(B), x ganzzahlig})
=conv({x € R" | Bx <1,x € {0,1}"}).



Lemma 2.16. Seien G ein ungerichteter Graph und B dessen Cliquenmatrix. Dann gilt:
x ist genau dann eine Ecke von Pr(B), wenn x der charakteristische Vektor einer unabhingigen Menge von G ist.

Beweis. =: Aus der Linearen Optimierung ist bekannt, dass x eine Ecke von P;(B) ist, wenn x keine
echte Konvexkombination von Punkten in P;(B) ist. Also ist jeder 0,1-Vektor, der die Ungleichungen
erfiillt, eine Ecke. Nach der Konstruktion von B ist solch ein Vektor x der charakteristische Vektor einer
Knotenmenge S. Angenommen, er tréife eine maximale Clique C; in mehr als einem Knoten, dann gilte fiir
die korrespondierende Zeile B;x > 1+1 =2 ﬁ 1. Also wiére x nicht in dem Polyeder. Deshalb muss die
Knotenmenge S unabhingig sein.

<=: Sei x der charakteristische Vektor einer unabhédngigen Menge von G. Diese Menge trifft jede maximale
Clique in hochstens einem Knoten, also erfiillt x die Ungleichungen und ist als 0,1-Vektor eine Ecke. [J

Fiir den Beweis des Satzes von Chvatdl [10] wird noch ein Ergebnis der linearen Programmierung benétigt,
das unter anderem von Edmonds [11] genutzt wurde.

Lemma 2.17. [Trennungslemma von Edmonds]
Seien S und T zwei beschrinkte Polyeder in R". Dann gilt:

S=T&VeeZ" :maxc' x = maxc ' x.

x€eS xeT

Beweis. Es ist nur <= zu beweisen. Angenommen, es ist S # T. Ohne Einschriankung kann T\ S # @
angenommen werden. Es wird zunéchst gezeigt, dass es dann fiir jedes y € R" (also auch fiiralley € T\ S)
ein ¢ € R" und ein xy € S gibt, so dass cTy > clxp > c"xist fiir alle x € S. Dafiir wird genutzt, dass das
Minimierungsproblem

r}ggg\lly—x\l

eine optimale Losung xg € S besitzt. (Denn die Funktion x +— ||x — y|| ist auf R” stetig und nimmt
demzufolge auf einem Kompaktum ihre Extremwerte an. Polyeder sind immer konvex und abgeschlossen.
Hier sind sie zusétzlich beschréankt, also kompakt. Deshalb existiert eine Minimallosung xp € S.) Sei y
aus R" \ S beliebig gewdhlt. Es wird ¢ := y — xg gesetzt und nachgerechnet, dass ¢ die gewiinschten
Eigenschaften hat. Als Erstes wird ¢ " xg < ¢y gezeigt:

cly—c'xg=c"(y—x0) =(y—x0) (y—x0) = |ly — x0||* >0

Es wird nun ein beliebiger Punkt x € S betrachtet und
z(A) = x9+ Ay — xq), A € [0,1]
gesetzt. Dann ist z(A) in S enthalten, und aufgrund der Wahl von x gilt deshalb
lell? = [ly = xol* < lly = 2(AM)I? = lly = x0 = A(x = x0)[|* = [le = A(x = x0) %

Ausmultiplizieren ergibt
llell® < flell* = 24T (x — x0) + A%[|x — xo]|*.

Wenn A # 0 angenommen wird, dann gilt

0 < —2¢" (x — x0) 4+ Allx — xo|*



Das liefert

T T T(

1
c"x—cTxg=c"(x—x) < ZlimA|[x — xo|* = 0.
A=0

-2

Damit wurde auch ¢"x < ¢ " x fiir alle x € S bewiesen.

Jetzt bleibt noch der Ubergang von den reellen zu den ganzen Zahlen zu zeigen. Dafiir geniigt es, den Fall
zu betrachten, dass der obige Vektor ¢ mindestens eine irrationale Komponente hat. Da Q dicht in R ist,
gibtesein ¢’ € Q" mitc’"y > ¢/ x fiir alle x € S. Die Multiplikation mit dem Hauptnenner b > 0 aller

Komponenten von ¢’ liefert den gewiinschten Vektor bc’ € Z". O

Satz 2.18. (Chvatal)
Sei G ein Graph mit Cliqguenmatrix B. Dann gilt:
G ist genau dann perfekt, wenn P(B) = Py(B) ist, das heifit alle Ecken des Polyeders P(B) sind ganzzahlig.

Beweis. <: Sei P(B) = P;(B). Seien U C V beliebig, Gy der von U induzierte Teilgraph von G und u der

charakteristische Vektor von U. Dann gilt

#(Gy)= max u'x= maxu'x= min y'l

xeP(B) x€P(B) y B>ul, y>0
Die erste Gleichheit gilt, weil das Maximum immer in einer Ecke angenommen wird und die Ecken
von P;(B) mit den unabhingigen Mengen korrespondieren (Lemma 2.16). Die zweite Gleichheit folgt
mit ¢ = u aus dem Lemma von Edmonds (2.17) und die dritte Gleichheit aus der Dualitiat der Linearen
Programmierung.
Es sei ein y > 0 gewdhlt, welches y ' B > u" und a(Gy;) = y ' 1 erfiillt. (Ein solches y existiert aufgrund
der obigen Gleichungen.) Damit gilt

Ul =u"u<y Bu <y (w(Gu)1) = w(Gy)y 1= w(Gy)a(Gy).

Also ist G nach dem Satz 2.10, der eine dquivalente Bedingung fiir die Perfektheit bereitstellt, perfekt.

=-: Seien nun G perfekt und ¢ € Z". Sei H der Graph, der entsteht, wenn jeder Knoten v mit max{0, ¢, } ,
multipliziert wird. Nach dem Lemma von Berge 2.8, ist der Graph H perfekt, weil er durch Multiplikation
aus G hervorgeht. Es gelten folgende (Un)Gleichungen:

a(H) = max{ ) |max{0,c,}| | F unabhéngige Menge in G} =:u.(G)
veF

= max {ch | x char.Vektor einer unabh. Menge in G}

= max{c' x| x € P;(B)} [Lemma 2.16]

< max{c x| x € P(B)} [P1(A)CP(A)]
=min{y"1|y"B>c",y >0} [duales Problem]
<min{y'1|y'B>c",y e N"} [MCN=min M=>min N]
= min {|I1| | Il ist eine Cliqueniiberdeckung von G, =:%.(G)

die jeden Knoten v max{0, ¢, }-mal tiberdeckt}

= x(H)
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Die letzte Gleichheit folgt daraus, dass einerseits jede Clique von H mit einer Clique von G korrespondiert,
also x(H) > x.(G) ist, und andererseits x.(G) > «(H) ist, denn wenn ein Knoten v von G durch ¢, Cliquen
bedeckt wird, dann gibt es ¢, Cliquen in H, von denen jede eine andere Kopie von v bedeckt. Der Graph H
ist perfekt. Das heifit, es gilt «(H) = x(H) und folglich ist max{c"x | x € P;(B)} = max{c x| x € P(B)}.
Nach dem Trennungslemma von Edmonds 2.17 folgt P;(B) = P(B). O

2.3 Komplexitatstheorie: Die Klasse PPAD

Die folgenden Ausfiihrungen orientieren sich an [12], [13] und [14].

Definition 2.19. Ein Suchproblem S ist eine Sprache, die aus Paaren (x, i) besteht. Das erste Element x ist
eine Instanz des Problems, und das zweite Element y ist eine mogliche Losung des Problems. Formal ist
ein Suchproblem durch eine Relation Rs(x, y) definiert, so dass genau dann

Rs(x,y) =1

gilt, wenn y eine Losung der Instanz x ist.

Alle Suchprobleme S, zu denen es einen deterministischen Algorithmus gibt, der zu einer gegebenen
Eingabe x in polynomialer Zeit ein y finden kann, so dass Rs(x,y) = 1 ist, werden zur Klasse FP zusam-
mengefasst.

Ein Suchproblem § ist genau dann in der Klasse FNP, wenn es einen effizienten Algorithmus Ag(x,y) und

eine polynomiale Funktion ps(-) gibt, so dass die folgenden Aussagen gelten:

1. Wenn Ag(x,z) = 1ist, dannist Rg(x,z) = 1.
2. Wenn es ein y mit Rg(x,y) = 1 gibt, dann gibt es ein z mit |z| < ps(|x|), so dass Ag(x,z) = 1ist.

Salopp gesprochen ist ein Suchproblem in FNP, wenn es zu jeder Instanz x des Problems, die eine Losung
hat, eine polynomial kleine (d.h. polynomial in der Eingabeldnge) und effizient verifizierbare Losung gibt.
Es gilt also FP C FNP. Der Unterschied zwischen diesen beiden Klassen ist, dass ein Algorithmus fiir ein
FNP-Problem nur eine Losung y bestatigt, wahrend ein Algorithmus fiir ein FP-Problem deren Wert finden

muss.

Definition 2.20. Ein Suchproblem hei8t total, wenn es zu jedem x ein y mit Rg(x,y) = 1 gibt, das heifit, zu
jeder Eingabe existiert garantiert eine Losung. TENP ist die Menge aller totalen Suchprobleme aus FNP.

Offensichtlich gilt FNP D TFNP D FP. Angenommen, es wire leicht, eine Losung zu finden, sobald man
weif3, dass eine Losung immer existiert. Dann wiirde FP = TFNP gelten. Das ist eine der offenen Fragen der
Komplexititstheorie. Die herrschende Meinung geht von einer echten Inklusion aus. Eine positive Antwort
wiirde P = NP N coNP implizieren, da Megiddo und Papadimitriou in [15] TFNP = F (NP N coNP) gezeigt
haben. Mit anderen Worten, es géibe fiir alle Probleme aus NP N coNP einen ,Polynomialzeitalgorithmus”.
In diesem Fall wire beispielsweise Faktorisierung ein Problem in P.
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Definition 2.21. Ein Suchproblem S in FNP, mit dem Ag(x,y) und pg assoziiert sind, ist auf ein Suchpro-
blem 7 in FNP, mit dem A7 (x,y) und p assoziiert sind, in polynomialer Zeit reduzierbar, wenn es zwei
effizient berechenbare Funktionen f und g gibt, so dass folgende Bedingungen erfillt sind:

1. Wenn x eine Eingabe von § ist, dann ist f(x) eine Eingabe von 7.
2. Wenn A7 (f(x),y) = 1list,dannist Ag(x,g(y)) = 1.
3. Wenn Ry (f(x),y) = 0ist fiir alle y, dann ist Rg(x,y) = 0 fiir alle y.

In diesem Fall wird § <, T geschrieben. Wenn & und 7 in TENP liegen, dann ist das dritte Kriterium
nattirlich obsolet.

Ein Suchproblem § ist FNP-schwer, falls sich alle Probleme aus FNP in polynomialer Zeit auf dieses
reduzieren lassen. Wenn S ebenfalls in FNP liegt, dann wird S als FNP-vollstindig bezeichnet. Die beiden
letzten Definitionen gelten analog fiir alle Teilklassen von FNP.

Papadimitriou hat in [12] eine niitzliche und sehr elegante Klassifikation der Probleme in TFNP vorge-
schlagen: TFNP ist eine Klasse, die in der Komplexitdt manchmal als ,,semantisch” bezeichnet wird, weil
sie kein generisch vollstdndiges Problem enthilt. Deshalb wird die Komplexitét der totalen Funktionen
typischerweise mit , syntaktischen” Teilklassen von TFNP untersucht. Die Idee ist die folgende: Wenn ein
Problem total ist, dann sollte es einen Beweis geben, der zeigt, dass es immer eine Losung hat. Die Probleme
in TENP werden zu Klassen zusammengefasst, die mit dem Typ des Totalitdtsbeweises korrespondieren.
Es hat sich herausgestellt, dass sich viele Probleme nach den folgenden Existenzbeweisen gruppieren

lassen:

e ,Wenn ein gerichteter Graph einen unbalancierten Knoten hat - ein Knoten, dessen Eingangsgrad
sich von dessen Ausgangsgrad unterscheidet - dann muss er einen anderen unbalancierten Knoten
haben.” Dieses Gleichheitsargument fiir Digraphen fiihrt zur Klasse PPAD.

e ,Wenn ein ungerichteter Graph einen Knoten mit ungeradem Knotengrad hat, dann muss er einen
anderen Knoten mit ungeradem Grad enthalten.” Das ist das Gleichheitsargument fiir ungerichtete
Graphen und fiihrt zu einer weiteren Klasse, PPA genannt.

o ,Jeder gerichtete azyklische Graph hat eine Senke.” Die korrespondierende Klasse ist PL.S und enthalt
Probleme, die durch lokale Suche losbar sind.

e ,Wenn eine Funktion n Elemente auf n — 1 Elemente abbildet, dann gibt es eine Kollision.” Das ist

das Schubfachprinzip, und die zugehorige Klasse heifst PPP.

Ist es nicht trivial, in einem Graphen einen unbalancierten Knoten zu finden, eine Quelle in einem gerich-
teten azyklischen Graphen oder eine Kollision in einer Funktion? Das hidngt sehr davon ab, wie dieser
Graph oder diese Funktion gegeben sind. Wenn die Eingabe (Graph oder Funktion) implizit durch eine
Schaltung erfolgt, dann ist es moglich, dass das Problem nicht so einfach ist, wie es klingt. Es wird das
folgende Problem betrachtet, das mit dem Gleichheitsargument fiir gerichtete Graphen korrespondiert:

END OF THE LINE: Gegeben seien zwei Schaltungen S und P, jede mit n Eingabe- und n Ausgabebits,
so dass S(P(0")) # 0" = P(S(0")) gilt. Finde eine Eingabe x € {0,1}", so dass P(S(x)) # x oder
S(P(x)) # x # 0" ist.

12



Hierbei spezifizieren P und S einen gerichteten Graphen mit der Knotenmenge {0, 1}" wie folgt: Es gibt
genau dann eine Kante vom Knoten u zum Knoten v, wenn S(u) = v und P(v) = u ist'. Insbesondere
sind die Eingangs- und Ausgangsgrade aller Knoten hochstens eins. Wegen S(P(0")) # 0" = P(S(0"))
hat der Knoten 0" den Eingangsgrad null und den Ausgangsgrad eins, ist also unbalanciert. Nach dem
Gleichheitsargument fiir gerichtete Graphen muss es einen anderen unbalancierten Knoten geben, und es
wird versucht, einen unbalancierten Knoten ungleich 0" zu finden.

Der naheliegende Ansatz, END OF THE LINE zu l6sen, ist, dem Pfad, der bei 0" beginnt, bis zur Senke am
anderen Ende zu folgen. Diese Vorgehensweise kann unter Umstdnden exponentiell in der Zeit sein, denn
es gibt in dem Graphen 2" Knoten, die durch S und P spezifiziert werden. Um das Problem schneller zu
l6sen, wird versucht durch scharfes Ansehen der Details der Schaltungen S und P einen Weg finden, um
den Digraphen ,ineinanderzuschieben”.

Definition 2.22. Die Klasse PPAD wird als die Menge aller Probleme in TFNP definiert , die in Polyno-
mialzeit auf END OF THE LINE reduziert werden konnen. Demzufolge ist END OF THE LINE ein PPAD-
vollstandiges Problem.

Daskalakis [13] glaubt, dass PPAD eine Klasse mit schweren Problemen ist. Aber da PPAD zwischen FP und
FNP liegt, lasst sich das vermutlich nicht beweisen, ohne gleichzeitig FP # FNP zu zeigen. Einen solchen
Beweis gibt es nicht. Es wird aus denselben Griinden wie fiir FNP angenommen, dass PPAD eine schwere
Klasse ist (auch wenn diese Uberzeugung fiir die Klasse PPAD etwas schwicher ist, da sie in FNP enthalten
ist): PPAD enthilt viele Probleme, fiir die Forscher schon seit Jahrzehnten versuchen, effiziente Algorithmen
zu entwickeln. Dazu gehoren unter anderem BROUWER, welches die Berechnung fiir approximierte
Brouwersche Fixpunkte betrachtet, END OF THE LINE (Wie kann gehofft werden, exponentiell grofie Pfade
in jedem implizit gegebenen Graphen ineinanderschieben zu konnen?), SPERNER, das mit Sperners Lemma
zusammenhédngt, und NASH, das auf das Nash-Gleichgewicht fiir Mehrpersonenspiele zuriickgeht.

180 erkldren sich auch die Bezeichnungen: P berechnet den Vorganger (,,predecessor”) von x und S den Nachfolger (,,successor”)

13



3 Berechnung eines Kernels einer
clique-azyklischen Superorientierung eines
perfekten Graphen mit dem Algorithmus von
Scarf

Es wird ein Lemma von Herbert E. Scarf [2] eingefiihrt. Dessen Beweis ist algorithmisch. AnschliefSend
wird der Satz, welcher besagt, dass jede clique-azyklische Superorientierung eines perfekten Graphen
einen Kernel besitzt, mit der Methode von Aharoni und Holzman [4] bewiesen. Deren Beweis basiert
auf dem Algorithmus von Scarf. Das Besondere an diesem Algorithmus ist, dass er endlich ist und
ohne Fixpunktsidtze auskommt. Er verwendet nur Pivotschritte, wie sie aus der linearen Optimierung
bekannt sind, und ordinale Vergleiche. Sowohl der Algorithmus von Scarf als auch der Algorithmus zur
Kernelberechnung werden an Beispielen veranschaulicht. Zum Schluss werden einige Eigenschaften des
Algorithmus zur Kernelberechnung festgehalten.

3.1 Lemma von Scarf

Satz 3.1 (Lemma von Scarf). Seien m < n sowie B und C reelle m x n-Matrizen, so dass die ersten m Spalten
von B die Einheitsmatrix Ey, bilden und c;; < cj < cjjist fiirallei,j € [m] mit i # jund fiirallek € [n] \ [m].
Sei b ein nicht-negativer Vektor in R™, so dass die Menge {x € R, | Bx = b} beschriinkt ist. Dann gibt es
eine Teilmenge | der Grifie m von [n], so dass B

(a) 3x € RYymit Bx =bundVj ¢ ] : xj = 0und

(b) Yk € [n] 3i € [m], so dass cjx < u; ist, wobei wir u; = min{c;; | j € J} setzen und als den Zeilen-
minimierer der i-ten Zeile von | bezeichnen. (Hierfiir werden die Spalten von | als m x m - Matrix

aufgefasst.)

Bezeichnung 3.2. (i) Eine Teilmenge | C [n] mit der Méchtigkeit m, die (a) geniigt, ist eine zulissige
Basis fiir das Gleichungssystem Bx = b. Diese wird mit B3, bezeichnet.
(i) Eine Teilmenge | C [n] mit der Eigenschaft (b) wird als unterordnend bezeichnet. Wenn zusitzlich

|J| = m gilt, wird sie eine ordinale Basis genannt und mit 3, bezeichnet.
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Beispiel 3.3. Folgende 3 x 7 - Matrizen B und C und Vektor b erfiillen die Bedingungen des Satzes:

os]

I
S O = =
S = O N
_ O O W
—_ O =
[ ) |
S = O O
— O © N

<

Il
W N =

(@)

I
e . O
N O o N
SO N NN W
AN O N
g N = O
N —m O O
— 01 a1

B. = {1,2,3} ist eine zuldssige Basis fiir (B, b). Und {3,7} ist eine unterordnende Menge fiir C, aber keine
ordinale Basis.

Bezeichnung 3.4. Im Folgenden sei [m] := {1,...,n}, und mit B, +i — jist (B, U{i}) \ {j} gemeint. Fiir
andere Mengen gilt dies analog.

Beweis des Lemmas von Scarf 3.1. Die Beweisidee geht auf eine Prozedur zuriick, die Lemke und Howson [16]
zur Losung eines Nichtnullsummenspiels mit zwei Personen entwickelt haben. Da diese nach endlich
vielen Schritten terminiert, muss es mindestens eine Losung geben.

Es wird mit einer zuldssigen Basis B, und einer ordinalen Basis B, gestartet, die (a) resp. (b) erftillen und
sich in genau einer Spalte unterscheiden, das heiflt |B, N 3,| = m — 1. Nun wird entweder ein Pivotschritt
fir B, oder ein anderer, noch zu definierender, Schritt fiir B, so durchgefiihrt, dass sich die neuen
Teilmengen wieder in genau einer Spalte unterscheiden und weiterhin eine zuldssige resp. ordinale Basis
sind. Hierbei ist immer eindeutig, welcher Pivotschritt als ndchstes genommen wird. Dies wird solange
wiederholt, bis der Algorithmus mit B, = B, endet, was gerade der gesuchten Teilmenge | entspricht.
Entartung soll ausgeschlossen werden. Deshalb wird angenommen, dass B und b so beschaffen sind, dass alle
Variablen, die mit den m Spalten einer zuldssigen Basis assoziiert sind, streng positiv sind. Auflerdem wird
fiir die Matrix C gefordert, dass keine zwei Elemente derselben Zeile gleich sind. Eine solche Matrix wird
als ordinal generisch bezeichnet. Diese beiden Annahmen konnen gegebenenfalls durch kleine Stérungen
(Perturbationen) der Matrizen B und C und des Vektors b arrangiert werden. Wenn die Perturbationen
klein genug sind, dann sind die Basen, die durch die perturbierten Daten bestimmt werden, auch Basen
fiir die unperturbierten Daten.

(1) Startmengen: Offensichtlich ist B, = [m] eine zuléssige Basis fiir Bx = b, aber keine ordinale Basis fiir
C. Fr i € B; beliebig sei ¢;;, = max{cy | k =m+1,...,n}. Dann ist die Menge B, = [m] — i + j; eine
ordinale Basis von C, denn fiir alle Spalten k € {i,m +1,...,n} ist ¢ < Cij, = Uj (wegen der Wahl von
ji) und fiir alle Spalten k € [m] — i ist cip = min{cy;j | j € By} = uy, also insbesondere ¢ < .

Im Folgenden wird 0.B.d.A. i = 1 und somit j; = j; angenommen. Das heifst, es wird mit den Mengen
B, = [m]und B, = {j1,2,...,m} sowie cyj, = max{cyx | k =m+1,...,n} gestartet.

(2) Der zuldssige Pivotschritt wird nur genannt, aber nicht bewiesen, da er als bekannt vorausgesetzt wird.

Lemma 3.5 (zuldssiger Pivotschritt). Aus der linearen Programmierung ist bekannt, dass jede beliebige Spalte
aufSerhalb der zuliissigen Basis B, die keine Nullspalte ist, in die zulissige Basis B, aufgenommen werden kann
und als Ergebnis des Pivotschritts genau eine Spalte eliminiert wird, vorausgesetzt, das Problem ist nicht entartet
und die Menge der Bedingungen ist beschrinkt.

(3) Nun wird der zweite Schritt eingefiihrt, der in Analogie zum zuldssigen Pivot als ordinaler Pivotschritt
bezeichnet wird.

15



Lemma 3.6 (ordinaler Pivotschritt). Seien By = {ji, ..., jm} eine ordinale Basis fiir C, j; eine beliebige aus
B, zu entfernende Spalte, By \ {j1} € [m] (d.h. die in B, verbleibenden Spalten sind nicht in den ersten m
Spalten von C enthalten) und keine zwei Elemente einer Zeile von C gleich. Dann gibt es genau eine Spalte
j* # j1, 50 dass B, 4 j* — j1 wieder (b) geniigt, also eine ordinale Basis ist.

Beweis. Existenz: Jede Spalte von B, enthilt genau einen Zeilenminimierer #;. Andernfalls gébe es eine
Spalte j € B, ohne Zeilenminimierer und es wire u; < c;; ftir alle i € [m], da keine zwei Eintrége einer
Zeile von C gleich sind. Damit wire (b) nicht erfiillt.

Die Spalte j; wird aus B, entfernt. Nun werden die m Zeilenminimierer u} fiir die m — 1 in B, ver-
bleibenden Spalten gebildet. Offensichtlich ist u; > u; fiir alle i € [m]. Aufgrund der vorhergehenden
Beobachtung enthilt genau eine Spalte zwei Zeilenminimierer, wovon einer neu und der andere bereits
fiir B, ein Zeilenminimierer ist. Seien ufn der neue und ugu der alte Zeilenminimierer.

Ferner sei M = {k € [n] | cijx > u} Vi € [m]\ {is}} die Menge der Spalten aus C, die (b) fiir alle
Zeilen ungleich i, nicht erfiillen. Es soll j* geschickt aus M gewdhlt werden.

M ist nicht leer, weil die Spalte i, in M enthalten ist. Das liegt an den Ungleichungen, die fiir die
Eintrdge von C gelten und daran, dass die in B, verbleibenden Spalten nicht in den ersten m Spalten
von C enthalten sind.

Da u} > u; gilt, ist fiir alle Spalten k aus M auch ¢ > u; fiir alle i € [m] \ {i;}. Deshalb muss fiir
diese c; , < u;, gelten, weil B, nach Voraussetzung (b) erfiillt. Das heifst, wenn j* aus M gewahlt wird,
dann liefert j* automatisch den neuen Minimierer der Zeile i,. Gleichzeitig muss fiir alle k aus M auch
Ci,j* = Ui, = Cj,x sein, damit (b) weiter gilt. Dies wird gerade von ¢;,j« = max{c; i | k € M} geleistet.
Da C nicht entartet ist, ist das Maximum eindeutig bestimmt.

Eindeutigkeit: Es ist noch zu zeigen, dass j; durch keine andere Spalte als obiges j* ersetzt werden kann.

Es sei
C1j1 Cljz e Cljn
62]'1 C2j2 e C2]'n
Cn]'1 anz N Cn]',,

die zu B, gehorende quadratische Teilmatrix. Ohne Einschrankung wird angenommen, dass die
Zeilenminimierer auf der Diagonalen liegen, d.h. u; = ¢;j, und dass ¢y, das zweitkleinste Element
in der ersten Zeile ist. Nach dem Entfernen der ersten Spalte hat die zweite Spalte deshalb die zwei
Zeilenminimierer ¢1;, und cyj,. Wenn eine Spalte neu aufgenommen wird, miissen die Zeilenminimierer
C3j3/ - - -+ Cmj,, €bensolche bleiben. Andernfalls gébe es eine Spalte ohne Zeilenminimierer, was nicht
sein darf, wie oben bereits gezeigt wurde. Weil C nicht entartet ist, ist u; < ¢« firi = 2,...,m.
Es gibt theoretisch zwei Moglichkeiten fiir die Wahl von j*, damit wieder jede Spalte genau einen

Zeilenminimierer enthilt:

(i) c1j+ < c1j, und ez« > cgj,: Der Zeilenminimierer u, bleibt also ebenfalls gleich und es wird
uy = c1j+ der neue Zeilenminimierer. Es soll weiterhin (b) gelten, das heif$t, es gebe fiir jedes k
ein i mit u; > c¢;. Dies ist fiir k = j; nur fiir i = 1 moglich, da urspriinglich j; in B, und u1 = ¢y,
waren. Dann gilt ¢+ > 9,

Es wurde bereits gezeigt, dass ¢;j- > u; sein muss fiir alle i # 1. Also muss gleichzeitig c1j, > ¢y«
sein, weil j; urspriinglich in B, war. Weil in C keine zwei Eintrdge einer Zeile gleich sind, folgt

hieraus j; = j*. Diese Variante entfdllt nach Voraussetzung.
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(ii) ¢1j+ > ¢1j, und cjx < cj,: Nun ist ¢y, der Zeilenminimierer in der Spalte j, und cy;+ der in j*. Das
heifit, es wird eine Spalte j* gesucht, in der ¢;j» > c;;, fiir jedes i € [m] \ {2} ist. Damit (b) von
B, + j* — j1 erfiillt wird, ist j* so aus diesen Spalten wihlen, dass ¢+ maximiert wird. Analog zum
Existenzbeweis muss das Minimum der Menge {cy; | j € B, + j* — j1 } in der Spalte j* liegen, das
heifit, cpj« = min{cy; | j € By +j* — j1}. Dieses j* ist gerade die im Existenzbeweis beschriebene
Spalte. O

Da die neue Spalte eindeutig ist, liefert der Existenzbeweis bereits die Rechenregeln fiir den ordinalen
Pivotschritt. Selbiger ist offensichtlich umkehrbar und einfach durchzufiihren, weil er nur ordinale

Vergleiche enthilt.

Algorithmus: Gegeben seien die Startmengen B, = [m] und B, = {j1,2,...,m}. Da verlangt wird, dass
sich B, und B, immer in genau einer Spalte unterscheiden, gibt es zwei Moglichkeiten fortzufahren.
Entweder wird j; durch einen Pivotschritt in B, aufgenommen oder mit einem ordinalen Pivotschritt
aus B, entfernt. Letzteres ist nicht moglich, weil die in 3, verbleibenden Spalten in den ersten m Spalten
von C enthalten wiren. Also wird j; mit einem zuldssigen Pivot in B, aufgenommen. So entstehen
die beiden neuen Teilmengen B, = {j1,2,...,m} und B, = {j;,1,...,m} \ {j.} fir ein j, € [m].
Nun kann entweder j, aus B, entfernt oder durch einen zuldssigen Pivotschritt in B, aufgenommen
werden. Letzteres ist offensichtlich nicht sinnvoll, weil dann j; wieder aus B; entfernt und zu den
Ausgangsmengen zuriickgekehrt wiirde. Also wird j. mit einem ordinalen Pivotschritt aus B, entfernt.
Da j; in B, verbleibt, kann dieser durchgefiihrt werden. Nun gibt es wieder zwei Moglichkeiten
fortzufahren, wovon eine ausgeschlossen wird, weil diese zuletzt benutzt wurde, um zu den jetzigen
Mengen B; und B, zu gelangen. Auf diese Art wird fortgefahren.

Der Algorithmus terminiert: Es wird eine (ungerichtete) END-OF-THE-LINE Argumentation genutzt, um
zu zeigen, dass der Algorithmus terminiert. Dafiir werden zunéchst eine neue Bezeichnung und eine
andere Formulierung des ordinalen Pivotschritts eingefiihrt:

Eine Spaltenmenge | C [#n] fiir die Matrix C heif3t unterordnend, wenn es fiir jede Spalte k € [n] einen
Zeilenindex i € [m] gibt, so dass ¢ < ¢; fiir alle j € ] ist. Offensichtlich ist eine Teilmenge J' C J einer
unterordnenden Menge ] ebenfalls unterordnend. Und eine ordinale Basis B, ist eine unterordnende
Menge mit der Machtigkeit m.

Mit dieser Bezeichnung und den Uberlegungen, die in (1) zu den Startmengen angestellt wurden, kann

der obige ordinale Pivotschritt (Lemma 3.6) wie folgt umformuliert werden:

(3") ordinaler Pivotschritt: Sei B eine unterordnende Menge der Grofie m — 1 fiir die Matrix C. Falls B
nicht in [m] enthalten ist, dann gibt es genau zwei Elemente j € [n] \ B, so dass B + j fiir C eine
ordinale Basis ist. Wenn B C [m] ist, dann gibt es genau ein solches ;.

Es wird ein bipartiter Graph I' mit den Seiten Z und O gebildet. Hierbei seien Z die Menge aller
zuldssigen Basen BB, mit 1 € B, und O die Menge aller ordinalen Basen B, mit 1 ¢ B,. Zwei Elemente
O € O und Z € Z seien durch eine Kante miteinander verbunden, wenn Z \ O = {1} ist.

Nun wird eine Menge Z € Z betrachtet, die nicht unterordnend ist und positiven Knotengrad hat.
Das heif3t, es gibt eine ordinale Basis O € O, die mit Z verbunden ist, also Z \ O = {1} erfiillt. Dann
ist die Menge B = Z — 1 als Teilmenge von O ebenfalls unterordnend. Angenommen B ist nicht in
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[m] enthalten. Dann werden mit dem ordinalen Pivotschritt (2") zwei ordinale Basen B + j; und B + j»
gefunden, die mit Z verbunden sind. Also hat Z den Knotengrad zwei. Analog ldsst sich zeigen, dass
Z = [m] inT den Grad eins hat.

Als néchstes wird die Menge O € O betrachtet, die keine zuldssige Basis ist und positiven Knotengrad
hat. Sei Z € Z ein Nachbar von O und {0} = O\ Z. Nach der Definition des Pivotschritts gibt es ein
eindeutiges Element z aus Z, so dass Z' = Z + 0 — z eine zuléssige Basis ist. Wenn z = 1 wire, dann
wire Z' = O eine zuléssige Basis, was der Wahl von O widerspricht. Also ist z # 1, und Z’ ist das
einzige Element ungleich Z, welches mit O verbunden ist.

Bisher wurde gezeigt, dass bis auf [m] jeder Knoten von I', der nicht gleichzeitig eine zul4ssige Basis
und unterordnend ist, den Knotengrad zwei oder Null hat. Der Knoten [m] ist vom Grad eins.

Mit dhnlichen Argumenten ldsst sich zeigen, dass ein Knoten von I', der gleichzeitig eine zuldssige und
ordinale Basis ist, den Grad eins hat, falls solch ein Knoten {iberhaupt existiert:

Sei Z € Z und unterordnend. Bekanntermaflen ist die Menge [m] nicht unterordnend. Also kann
Z — 1 nicht in [m] enthalten sein. Zusétzlich ist Z — 1 als Teilmenge von Z ebenfalls unterordnend. Der
ordinale Pivotschritt besagt, dass es genau zwei Elemente j; # j» € [n] \ Z — 1 gibt,sodass Z — 1+ j;
und Z — 1 4+ j ordinale Basen sind. Offensichtlich ist Z eine dieser Mengen. Ohne Einschrankung sei
j1 = 1. Somit ist Z nur mit Z — 1+ j, € O verbunden und hat ergo den Grad eins.

Sei O € O und eine zuldssige Basis. Wenn 1 mit einem Pivotschritt in O aufgenommen wird, dann
wird dafiir ein eindeutiges Element 0 aus O entfernt. So entsteht die zuldssige Basis O +1 — 0 € Z, die
mit O verbunden ist. Also ist O ebenfalls vom Grad eins.

Da die Zusammenhangskomponente, die [m] enthilt, ein Pfad ist, muss sie bei einem anderen Knoten
vom Grad eins enden. Das ist gerade ein Knoten, der sowohl eine zuldssige als auch eine ordinale Basis
ist. O

3.1.1 Algorithmus von Scarf

Der Beweis des Satzes 3.1 liefert den folgenden Algorithmus, der ab jetzt als Algorithmus von Scarf bezeich-
nen werden soll. Der zuléssige Pivotschritt wird nicht ausformuliert, weil dieser als bekannt vorausgesetzt

wird.

Algorithmus von Scarf:

Eingabe: Matrizen B und C sowie Vektor b wie im Satz von Scarf
B. :={1,...,m} zuldssige Basis;
c1j, = max{Ccy(yi1) -+, Cln};
B, :={j1,2,...,m} ordinale Basis;
fori=1tom, i++
{uj = min{c;j | j € Bo};
¥
While B, # B,
{k:=B,\ B:;
Nimm k mit einem zuldssigen Pivot in B, auf, entferne dabei p, d.h. B, = B, +k — p;
If B, # B, Then
{ Ordinaler Pivotschritt fiir B,:
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By =By — p;
fori=1tom, i++
{u) = min{c;; | j € Bo};
}
3 Spalte g € B, mit zwei Zeilenminimierern (ZM):
ug’l € g mit ufn # u; ist der neue ZM;
w;, = u; € qistder alte ZM;
Setze M = {k € [n] | cijx > u} Vi€ [m] —is};
Bestimme max{c;,; | j € M =¢;,};

By =B, +r1;
— .

uin - uin’

Uj, = Cigrs

}
Ausgabe: | = B,

3.1.2 Beispiel fur Scarfs Algorithmus

Es wird das obige Beispiel (3.3) aufgegriffen und fiir diese Daten der Algorithmus von Scarf durchgefiihrt.
Gegeben sind folgende Matrizen bzw. Vektoren:

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
10 01 1 0 O 1 0 8 7 2 1 6 5
B=lo 1 0 011 o0 b=[>2 C=[8 07 6 2 1 5
0 01 1 0 0 1 3 8§ 7 0 6 5 2 1

In diesem Fallsind m =3 und n = 7.

Es werden die Startmengen B, und B, gesucht und die zugehorigen Zeilenminimierer u7, up und u3
bestimmt, die in dem Vektor 1 zusammengefasst werden:

Es ist max{cy(y41),---,Cc1n} = max{cis, ..., c17} = max{2,1,6,5} = 6 = cy. Also wird j; = 6in B,
aufgenommen, das heifit B, = {2,3,6}.

Der erste Zeilenminimierer ist #; = min{cy; | j € Bo} = min{cy,c13,c16} = min{8,7,6} = 6. Analog wer-
den u; = 0 und u3 = 0 gefunden. Die Startmengen sind also:

B, ={1,2,3} B, ={6,2,3}
u = (6,0,0),

Anmerkung: Wenn eine Spalte j € [m] = [3] in B, enthalten ist, ist aufgrund der Struktur der Matrix C

automatisch uj = cjj.
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Esist {6} = B, \ B:. Also wird k = 6 mit einem Pivotschritt in 3, aufgenommen. Da die sechste Spalte
von B bereits einem Einheitsvektor entspricht, kann die Pivotzeile abgelesen werden. Das heifst, dass
p = 2 aus B; entfernt wird. Also ist nun

B. ={1,6,3}

Nun wird ein ordinaler Pivotschritt fiir B, durchgefiihrt: Zunichst wird B, = By —p = B, — 2 =
{6,3} gebildet. Die zugehérigen neuen Zeilenminimierer sind u;, = min{cy | k € B,}, also ist
u' = (c16,26,¢33) = (6,1,0). Dann sind u} der alte und u/, der neue Zeilenminimierer in der sechsten
Spalte. Die Menge M = {k € [7] | cox > 1,c3 > 0} = {1,4,5,7} wird gebildet und max{cy |
k € M} = max{0,2,1,5} = 5 = c17 bestimmt. Anschliefend wird » = 7 in die ordinale Basis B,
aufgenommen. Dann sind

B, ={6,7,3}
u = (51,0)

Es wird k = 7 in BB, pivotiert. Das Tableau Bx = b wird dabei wieder nicht verdndert, und es kann
abgelesen werden, dass p = 3 aus B, entfernt wird:

B, ={1,6,7}

Anschliefend wird p = 3 aus B, entfernt, d.h. B, = {6,7}. Dann sind t/ = (¢17, c26,c37) = (5,1,1) die
entsprechenden Zeilenminimierer. Die Spalte g = 7 enthélt jetzt zwei Zeilenminimierer, den alten 1}
und den neuen u}. Die Menge M = {k € [7] | cox > 1,c3¢ > 1} = {1,4,5} wird gebildet und danach
max{cy | k € M} =max{0,2,1} =2 = ¢4 bestimmt. Anschlieend wird r = 4 in B, aufgenommen:

B, ={6,7,4}
u  =(2,1,1)

Nun wird k = 4 in B; pivotiert: Mit dem Minimalquotiententest { < % wird das Pivotelement by4
bestimmt und anschliefend p = 1 aus B; entfernt. Das neue Tableau ist:

1 2 3 4 5 6 7 b
1 0 0 1 1 0 0|1
0 1 0 O 1 1 012
-1 01 0 -1 0 1|2

B, ={4,67}

Der Algorithmus endet, da jetzt B, = B3, ist. Die Menge | = {4, 6,7} wurde gefunden.
Der zugehorige Losungsvektor, der Bx = b erfiillt, ldsst sich am letzten Tableau ablesen:

x" =1(0,0,0,1,0,2,2).
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3.2 Existenz eines Kernels

In Anlehnung an Aharoni und Holzman [4] wird gezeigt, dass jede clique-azyklische Superorientierung
eines perfekten Graphen einen Kernel besitzt. Der urspriingliche Beweis nutzt hierfiir fraktionale Kernel.
Der hier gezeigte gednderte Beweis kommt ohne diese aus und verwendet statt dessen einen Ganzzahlig-
keitssatz von Chvétal 2.18. Er ist dadurch kiirzer und tibersichtlicher. Es wird mit einigen notwendigen
Definitionen begonnen, welche an zwei Beispieldigraphen veranschaulicht werden, bevor der eigentliche
Satz behandelt wird.

Definition 3.7. Es sei D = (V, A) ein Digraph.

(i) Die In-Nachbarschaft I1(v) eines Knotens v ist v selbst zusammen mit der Menge aller Knoten, die einen
Bogen nach v senden, also v und alle Vorgédnger von v.
(ii) Eine Teilmenge W von V heif3t dominierend, wenn sie fiir jedes v € V die Menge I(v) trifft, das heifit
VoeV:WNI(V) #Q.
(iii) Eine Knotenmenge W C V heifst unabhingig bzw. stabil, wenn je zwei beliebige voneinander verschie-
dene Knoten aus W nicht adjazent sind.
(iv) Ein Kernel in D ist eine unabhéngige und dominierende Knotenmenge.
(v) Eine Knotenmenge C ist eine Clique in D, wenn je zwei verschiedene Knoten durch mindestens einen
Bogen verbunden sind!, m.a.W. C ist im unterliegenden Graphen vollstindig.
(vi) Ein Digraph ist vollstindig, wenn seine Knotenmenge eine Clique ist.
(vii) Ein Bogen (u, v) ist irreversibel, wenn (v, 1) kein Bogen des Digraphs ist.
(viii) Ein Kreis in D ist eine Knotenfolge v; ... v, mit (v;,v;.1) € Afiri =1,...k —1und v; = v ist der
einzige mehr als einmal auftretende Knoten.
(ix) Ein Kreis in D heifdt echt, wenn alle seine Kanten irreversibel sind.
(x) Ein Digraph, in dem keine Clique einen echten Kreis enthilt, heif3t clique-azyklisch.
(xi) Wir sprechen von einer Superorientierung eines ungerichteten Graphen, wenn die Kanten nicht nur
durch irreversible Bogen sondern auch durch Paare entgegengesetzt gerichteter Bogen ersetzt werden

konnen.

Bemerkung 3.8. Wenn im weiteren Verlauf von Orientierungen gesprochen wird, dann sind damit Super-
orientierungen gemeint, sofern nichts anderes gesagt wird.

Beispiel 3.9.
Der Digraph Dj ist nicht vollstandig, weil einerseits v; und v3 und
Di: 01— andererseits v, und v4 nicht miteinander verbunden sind. D enthélt
einen echten Kreis {v1, v, v3,v4 }. Dieser ist allerdings in keiner Cli-
que enthalten. Also ist D1 dennoch ein clique-azyklischer Digraph.
D; enthilt kein Paar entgegengesetzt gerichteter Kanten, ist also eine
Uy «— U3 ~gewohnliche” Orientierung eines Graphen G (und keine Superorien-

tierung).

Dies ist nicht die einzige Moglichkeit, Cliquen in einem Digraphen zu definieren. Eine andere Definition verlangt bspw., dass
eine Clique C in D aus mindestens drei Knoten besteht, je zwei verschiedene Knoten durch entgegengesetzt gerichtete Kanten
miteinander verbunden sind und C grof3tmoglich ist. Diese Definition ist fiir unsere Zwecke jedoch ungeeignet.
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I(v3) = {v1,v3} ist die In-Nachbarschaft des Knotens v3 in D;. Die

Dy: 91 ——» Knotenmenge U, = {v1,v4} ist dominierend, weil vy in I(v7), I(v7)
und I(v3), sowie vy in I(v4) enthalten sind. Sie ist aber nicht unab-

hingig, da v1 und vy adjazent sind. Die Knotenmenge U; = {v4}

ist unabhingig, aber nicht dominierend, da sie I(v3) nicht trifft. Die

3 Knotenmenge W = {v;,v3} ist unabhédngig und dominierend, also

ein Kernel. Die Mengen {v1,v3,v4} D {v1,v3} D {v1} sind Cliquen.
Der einzige Kreis K = {v1,v3,v4} ist nicht echt, da der Bogen (v1, v3)
nicht irreduzibel ist. Also ist D; ein clique-azyklischer Digraph. Der
Digraph ist nicht vollstandig, weil v; und v3 nicht adjazent sind.
D, enthilt das Paar (v1,v3) und (v3, v1) entgegengesetzt gerichteter
Kanten, ist also eine Superorientierung des unterliegenden Graphen.

Satz 3.10. Jede clique-azyklische Orientierung eines perfekten Graphen hat einen Kernel.

Beweis. Sei D = (V, A) ein clique-azyklischer Digraph mit n Knoten vy, ...,v,, dessen unterliegender
Graph G = (V, E) perfekt ist.

Finde Matrizen B und C, sowie einen Vektor b, so dass die Voraussetzungen des Satzes von Scarf erfiillt sind:

Sei Cy, ..., Cy eine Aufzahlung aller maximalen Cliquen in D. Durch Hinzuftigen der Knoten z1, ...,z
und aller Bogen der Form (1, z;) mit u € C; wird der Digraph D’ gebildet. Der unterliegende Graph von
D’ wird mit G’ bezeichnet. Es gilt also

D' = (V', A’) mit
Vi=VU{z,...,zm}
A'=AU{(u,z)|uecC,ic[m]}
Cl = CiU{z;} furallei € [m]

D ist clique-azyklisch und alle zusé&tzlichen Bégen fiihren zu z; hin und keiner von z; weg. Also ist z; in
keinem echten Kreis enthalten. Deshalb ist auch D’ clique-azyklisch.

Nun kann auf jeder Clique C/ eine strenge Totalordnung >; definiert werden, die sich mit den irreversiblen
Bogen in C! vertrégt. Das heifit, wenn u, v € C! sind und (u, v) ein irreversibler Bogen in D’ ist, dann ist
u >; v. (Da keine Clique einen echten Kreis enthlt, ist die Ordnung transitiv. Weil jede Clique vollstindig
ist, ist auch die Trichotomie erfiillt, das heifst fiir alle u, v € Cl( gilt entweder u >; voder v >; u oder v = u.)
Sei V! = {wy; = z1,...,Wm = Zm, W41, ..., Wy} eine Aufzdhlung aller Knoten von D’. Damit ist V =
{Wp41,...,wn}. Die m x n — Matrix C wird wie folgt definiert:

Es wird ein beliebiges M > |V| = n — m gewé&hlt und

M ,fir w; ¢ C
Cii —
g Hohe von wj in der Ordnung >; ,sonst

gesetzt fiir alle i € [m] und j € [n]. Beispielsweise ist c;; = 0, wenn w; in C; minimal ist, was nur fiir w; = z;
der Fall ist, oder cji=1, falls w; der zweite Knoten von unten ist, usw. So entsteht die Matrix
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1 2 m m+1 ... n
c, /0 M ... M
c= G |M ) : Eintrdge aus
: M| n—mu{M)
c.\M ... M 0
wobei die Spalte i mit dem Knoten w; korrespondiert.
B sei die Cliquenmatrix von D’. Also ist
2 ....om m+1 .. n
cG /1 0 ...00
p= G |0 . E Eintrdge aus {0,1}
c.\o ... 0 1

Esseib =1 € R™. Da die Menge {x € RY | Bx = 1} beschrénkt ist, sind alle Voraussetzungen des Satzes
von Scarf (3.1) erfiillt, und der Algorithmus von Scarf (3.1.1) kann durchlaufen werden.

Scarfs Algorithmus durchlaufen:

Um Entartung auszuschliefsen, werden zuvor die Matrix C und der Vektor b entsprechend (vgl. Beweis
von 3.1) perturbiert. Diese Anderungen werden am Ende des Algorithmus wieder zuriick genommen.
Wie bereits gezeigt wurde, terminiert Scarfs Algorithmus in jedem Fall. Am Ende gibt er eine Teilmenge
J C [n] der Méchtigkeit m, die gleichzeitig eine ordinale Basis fiir C und eine zuléssige Basis fiir Bx =
1,x > 0, ist. Der zugehorige Losungsvektor kann entweder am aktuellen (letzten) Tableau abgelesen
werden, sofern dieses vorliegt, oder kann durch Einsetzen des Vektors x, mit xj =0 fur alle j ¢ J, in das
Gleichungssystem und anschliefendes Losen desselben gefunden werden.

Der Losungsvektor x ist ganzzahlig:

Nach Voraussetzung ist G perfekt. Man kann sich leicht iiberlegen, dass fiir alle Teilgraphen H C G’ die
Gleichheit w(H) = x(H) erfiillt ist. Also ist auch G’ perfekt. Des Weiteren stimmen die Cliquenmatrizen
fiir den Digraphen D’ und den Graphen G’ iiberein. Nach dem Ganzzahligkeitssatz von Chvétal (2.18) hat
dann das Polyeder P(B) ganzzahlige Ecken. Da sich keine der Ecken des Polyeders {x € R" | Bx = b} als
echte Konvexkombination von Elementen aus P(B) darstellen ldsst, sind sie alle ebenfalls Ecken von P(B)
und als solche ganzzahlig. Damit wurde x € {0,1}" bewiesen.

Der Losungsvektor x liefert einen Kernel:

Der Losungsvektor x € {0,1}" ist der charakteristische Vektor einer unabhingigen Knotenmenge F.
Denn wenn x eine Clique C; in mehr als einem Knoten triafe, dann wére im Ausgangsgleichungssystem
B;x > 1+1 # 1. Analog folgt, dass x (und damit auch ) jede Clique C; trifft. Denn andernfalls gébe es ein
i€ [m]mit B;jx =0 # 1.
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Es wird nun die Menge

K={w;|ie{m+1,...,n} und x; # 0}
={vj|ie[n—mjund x,,; #0} C V.

betrachtet. Diese ist als Teilmenge von F ebenfalls unabhingig. Wenn noch bewiesen werden kann, dass
sie dominierend ist, dann wurde ein Kernel in D gefunden. Dafiir ist zu zeigen, dass KN I(v) # @ ist fiir
allev € V.

Dafiir wird ausgenutzt, dass | eine ordinale Basis fiir C ist, das heifst
Vken]3ie[mmitcy <c;Vje]. (3.1)

Esist bekannt, dass V = {wy,41,...,wy } ist. Selen nun k* € {m +1,..., n} beliebig und i* der Zeilenindex
wie in (3.1). Setze Ci]* = {w; € C. | j € J}. Offensichtlich ist Cl.]* # @. Als Teilmenge von C., ist Ci]*
ebenfalls eine Clique. Es soll gezeigt werden, dass Ci]* in der In-Nachbarschaft I(wy«) enthalten ist.
Zuvor wird bemerkt, dass V C V' ist, also ist I(wy+ ) auch in V’ enthalten. Die In-Nachbarschaft von wy« in
D ist gleich derin D', da wy« ¢ {wy, ..., wm} = {z1,...,2m} gewihlt wurde, und es fiir kein i € [m] einen
Bogen (z;, wy+) von z; nach wy« gibt.

Der folgende Beweis ist indirekt. Es wird angenommen, dass Ci]* nicht in I(wy-) enthalten ist. Das heif$t, es
gibt ein wj« € Ci]* \ I(wy+). Dawj € Ci]* C C. ist, gilt ¢;+ j» < M nach Definition von C. Aufgrund der Wahl
von k* und i ist ¢j+p« < ¢jxj flir alle j € J (also auch fiir j*), woraus c;«+ < M folgt. Deshalb liegt wy+ nach
Definition von C in C}.. Da Cl-]* eine Clique ist und sowohl wj« als auch wy+ enthélt, sind diese zwei Knoten
durch mindestens einen Bogen verbunden. Der Knoten wj- ist nicht in I(wy« ) enthalten, weshalb (wy-, w;«)
ein irreversibler Bogen in D’ ist. Nach Definition von >; ist deshalb wy >; Wjx, Woraus Cjsg« > Cjxj« folgt.
Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von k* und j*.

Damit wurde Cl-]* C I(wy+) C V bewiesen. Das heifit, alle Elemente aus J, die I(wy ) treffen, sind groBer als
m. Da der Vektor x jede Clique C/ trifft, gilt

@#FNCLCJNCh=CL={weC.|je]undj>m},

also ist j > m fiir alle w; € F N Cl.. Damit wurde FNCl. = KNCl, und KN Cl.]* # @ bewiesen, woraus
KN I(wy) # @ folgt. O
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3.3 Algorithmus zur Kernelberechnung

Der Beweis des Satzes 3.10 von Aharoni und Holzman liefert den folgenden Algorithmus fiir die Be-
rechnung eines Kernels in einem clique-azyklischen Digraphen, dessen unterliegender Graph perfekt
ist.

Algorithmus zur Kernelberechnung:

Eingabe: Clique-azyklische Orientierung D = (V, A) eines perfekten Graphs G mit V = {vy,...,v,}
Berechne alle maximalen Cliquen Cy, ... Cy von D
Erweitere D zu D"
Vi=VU{z,...,zm}
A'=AU{(v,z) |veC,ie [m]}
Vie [m]:Cl=CU{z}
B sei die Cliquenmatrix von D’
Erstellen der Matrix C:
Bestimme die Ordnungen >; fiir die Cliquen C!
Knoten umbenennen: V' = {wy = zq,..., Wy = Zm, W1 = 01, -+, Wntm =n}
Wéhle M > n
fori=1,...,mundj=1,...,n
{ if w; € C] then ¢;; = Hohe von w; in der Ordnung >; else ¢;; = M.
}
b:=1eR"
Perturbation von C und b, um Entartung auszuschlieflen
Durchlaufen des Algorithmus von Scarf:
Eingabe Scarf: Matrizen B und C, Vektor b
Startmengen bestimmen:
zuldssige Basis B; := {1,...,m}
max{cy (1), -+, Cln} = C1jy
ordinale Basis B, := {j1,2,...,m}
Zeilenminimierer: for i=1 to m, i++
{u; = min{c;j | j € Bo}
}
While B, # B;
{k:=8B,\ B
Pivotschritt fiir BB;: k aufnehmen und p entfernen, d.h. B, = B, +k—p
While B, # B,, ordinalen Pivotschritt fiir 5, durchfiihren:
{Bo=DB,—p
fori=1 tom, i++
{u} = min{c; | j € B}
}
3 Spalte g € B, mit zwei Zeilenminimierern (ZM):
wj € qmitu; # u;, ist der neue ZM
uj, = u; € qist der alte ZM
Setze M = {k € [n] | cjx > u} Vi€ [m]—i,}
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max{cia]- | ] € M} = Ci,r

Bg = Bo + r
_

Ui, = uin

Uiy = Cigr

}

1
Ausgabe Scarf: | = B,

Perturbation von b und C zuriicknehmen
Berechne Losung x fiir Bx = bmitx, =0Vk & |
Ausgabe: Kernel K = {w; € V | x; =1}

3.4 Beispiel fur den Algorithmus zur Kernelberechnung

Der Algorithmus fiir die Kernelberechnung, welcher auf dem Algorithmus von Scarf basiert, soll an
einem Beispiel veranschaulicht werden. Gegeben sei die clique-azyklische Orientierung D = (V, A) des
perfekten Graphen G = (V, E) wie in Abbildung 3.1 dargestellt. Dieser Digraph hat die vier maximalen
Cliquen C = {01,02, 05}, C = {’02, U3, 05}, C; = {7)3, Uy, '05} und C4 = {01,7)4, 715}. Also ist m = 4. Mit
den Zusatzknoten z1, . .., z4 sowie den Kanten (v, z;) fiir alle v € C;, und fiir alle i = [4] wird der Digraph
D zu dem Digraphen D’ = (V’, A”) erweitert. Letzterer hat neun Knoten.

Py o S S—
NS N
/’ '\ /‘/’l’\’\
., o i

Abb. 3.1: Der Digraph D sowie der erweiterte Digraph D’ des Beispiels fiir die Kernelberechnung mit dem
Algorithmus von Scarf

Abweichend vom Beweis des Satzes 3.10 wird keine Knotenumbenennung in wy, . .., wg vorgenommen,
sondern die Knoten selbst werden als Spaltenindizes verwendet, denn so sind die Struktur der Basen und
der Zeilenminimierer besser zu erkennen und die spéter folgenden Vereinfachungen besser nachvollziehbar.
Aus demselben Grund werden die beiden mit den Zusatzknoten z; und den urspriinglichen Knoten v;
korrespondierenden Teilmatrizen von C und B durch eine Trennlinie voneinander abgehoben.

Es werden die Cliquenmatrix B von D’, den Vektor b =1 € R*, sowie die Matrix C erstellt. Fiir Letztere

werden die Ordnungen >; der Knoten in den Cliquen C; = C; + z; benétigt:
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Ci 101 >10p >105 >1 21
Cé LU > U3 >p U5 >9 Zp
Cé 1 U4 >3 03 >3 05 >3 23
CZI 104 >401 >4 05 >4 24

(Hierbei ist die Ordnung > nicht eindeutig. Das Vertauschen der Knoten v, und v3 wiirde die andere mog-
liche Ordnung liefern. Alternativ konnten v, =, v3 gesetzt und diese Gleichheit spater beim Perturbieren
aufgehoben werden.) Es sei M > |V| = 5 beliebig. Es sei

M , fur w; ¢ C
C;; =
K Hohe von w; in der Ordnung >; , sonst

fur alle i € [4] und j € [9]. Entartung soll ausgeschlossen werden. Deshalb wird M in der Matrix C
spaltenweise in den Spalten z; durch N; und in den Spalten v; durch M; ersetzt, wobei N; > ... > Ny >
M > ... > Ms > 5 gilt (die Unterscheidung in M; und N; soll wieder dem besseren Verstdndnis dienen).
Die Komponenten des Vektors b werden durch b; = 1 + €; mit sehr kleinen €4 > €3 > €3 > €1 > 0 ersetzt.
Fiir das Gleichungssystem Bx = b entsteht so das folgende Tableau:

Z1 Zp 23 24 U] Uy U3 U4 Us b
C;/1 0 0 0|1 1 0 0 1|14e
¢lo 1 0 0]0 1 1 0 1|1+4e
glfo o 1 0|0 0 1 1 1|1+es
CG\0O 0 0 1{1 0 0 1 1| 14e

Die perturbierte Matrix C hat die Gestalt:

Z1 Vel Z3 Z4 (o5 (%) U3 (2 U5

Cl /0 N» N3 Ny| 3 2 Mz My

C— Ch|Ny 0 N3 Ng| M 3 2 My
CINy N 0 Ny My M, 2 3
CG,\Ny N N3 0|2 M, My 3

(1) Die Startmengen werden bestimmt. Es ist max{cyx | k = vy,...,v5} = M3 = cyp,. Es wird also
j1 = v3in B, aufgenommen, das heif$t, B, = {vs, 22, 23,24 }. Die zugehorigen Zeilenminimierer sind
u; = min{c;k | k € B,} = M3 und analog u; = c;;, = 0 fur i = 2,3,4. Diese werden zu dem Vektor
u = (uy,...,us) zusammen gefasst. Die Startmengen sind:

B, ={z1,22,23,24} B, ={v3 22,2324}
u = (Ms,0,0,0)

= (Clv3/ CZZZI C3Z3/ C4Z4 )/

(2) Zuldssiger Pivotschritt: Es ist {v3} = B, \ B;. Es wird also die Spalte k = v3 in B, aufgenommen. Der
Minimalquotiententest liefert das Pivotelement c,,. Also wird z; aus der zuldssigen Basis entfernt.

Das neue Tableau ist:
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c /1 0 o1 0 0 1| 1+¢4
calo 1 0 ofo 1 0 1| 1+e
cGlo -1 1 0[0 -1 0 1 0| e—e
C,\o 0 0 1|1 0 0 1 1| 1+e

Ordinaler Pivotschritt: Nun wird die Spalte z, aus B, entfernt. Die Zeilenminimierer der in B, ver-
bleibenden Spalten sind ] = c1,, = M3, u) = cppy = 2,u = c3;;, = 0 sowie uj = cy,, = 0. Die
Spalte v3 enthdlt nun zwei Zeilenminimierer, den alten ”/1 und den neuen u’z. Die Menge M, wel-
che alle Spalten enthilt, deren Eintrage grofer als die Zeilenminimierer u5, u% und 1) sind, wird
gebildet. Das heifit M = {k | cj > u}firi = 2,3,4} = {z1,0v1,0p,04}. Mit deren Hilfe wird
max{cyx | k € M} = max{0,3,2, My} = My = ci,, gefunden. Also wird v in die ordinale Ba-
sis aufgenommen, und die Zeilenminimierer werden entsprechend angepasst.

Nach den beiden Pivotschritten sehen die Mengen so aus:

BZ = {le 03,23, 24} BO = {03’ 04, Z3’Z4}
u = (Mg,2,0,0)

= (Clv4r €203/, C323, Cazy )/

(3) Ein zulassiger Pivotschritt nimmt vy in B, auf und entfernt dafiir z3. Das neue Tableau ist:

Z1  Zp Z3 Z4 U1 Uy U3 Uy Us b
C /1 0 0 0|1 1 0 0 1 14+ ¢
cgflo 1 0 010 1 1 0 1 1+4+e
¢glfo -1 1 0oj0 -1 0 1 O €3 — €
cG\o 1 -1 1]1 1 0 0 1|14+ea—€e3+e

Ein ordinaler Pivotschritt entfernt z3 aus B, und nimmt dafiir z, (wieder) auf. Der alte Zeilenminimierer
war u) = 2, der neue 1} = 2. Die neuen Mengen sind:

B: ={z1,v3,04,24} B, = {v3,22,v4,24}
u = (My4,0,2,0)

= (6104/ C222/ C3?}3/ C4Z4 )/

(4) Es wird z; in B; pivotiert und dabei v3 entfernt. Das neue Tableau ist:

Z1 Zp Z3 Z4 01 07 U3 U4 Us b
Ci /1 0 0 0] 1 1 0 0 1 1+¢
cglo 1 0 0] 0 1 0 1 1+e
ctlo o 1 010 O 1 1| 1+e€3
CG\0 0 -1 1|1 0 -1 0 O0]|e—e3

Mit einem ordinalen Pivotschritt wird v3 aus B, (der alte Zeilenminimierer ist 1} = My, der neue ist
uf) entfernt und dafiir v; aufgenommen. Die neuen Mengen sind:
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B: ={z1,2z2,v4,24} B, ={v1,22,04,24}
i« =(3,0,3,0)

- (Clvll CZZZ/ C3'U4/ C4Z4 )/

(5) Mit einem zuléssigen Pivotschritt wird v in B, aufgenommen und z; daraus entfernt. Das neue
Tableau ist:

Z1 Zp Z3 Z4 U1 02 U3 U4 U5 b
/1 0 1 1|0 1 1 0 1|1+e+e3—eq
cglo 1 0 0 0 1 1 0 1 1+e
c¢lo o 1 o]0 0o 1 1 1 1+e;
c,\o 0 -1 1|1 0 -1 0 0 €1 — €3

Mit einem ordinalen Pivotschritt wird z4 aus B, entfernt und dafiir v, aufgenommen (alter Zeilenmini-
mierer ist ] = 3, der neue ist #), = 2). Damit sind

B, ={z1,2p,v4,v1} Bo = {v1,22,v4,02}
u =(20,32)

= (Clvzf €22,/ €303, C4vy )-

(6) Mit einem zuldssigen Pivotschritt wird z; in B, durch v; ersetzt. Das neue Tableau ist:

Z1 Zp Z3 Z4 U1 Uy U3 U4 U5 b
/1 0 1 =10 1 1 0 1] 1+e+es—e
CGl-1 1 -1 1[0 0 0 0 0||e—e+e—es
Cé 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1+e3
c¢,\0 0 -1 1|1 0 -1 0 0 €4 — €3
Hiermit endet der Algorithmus, weil B, = B, ist:
B: ={v2,22,v4,01} By = {v1,22,04,02}

u =(20,32)

= (Clvzf €22,/ €303, C4v,y )-

Den Losungsvektor x| = (0,0,0,0,0,1,0,1,0) kann am letzten Tableau abgelesen werden (mit dem Wissen,
dass alle Komponenten auBerhalb der Basis B, gleich Null sind). Dies liefert den Kernel K = {vy, v4}.

29



3.5 Eigenschaften des Algorithmus zur Kernelberechnung

Es werden im Folgenden einige Eigenschaften des Algorithmus Kernel aufgefiihrt, die an dem vorherge-
henden Beispiel ?? und/oder dem Beweis des Satzes 3.10 von Aharoni und Holzman [4] nachvollzogen
werden konnen. Diese Eigenschaften sind in die Uberlegungen zur Entwicklung des Beweises, dass das
Problem der Kernelberechnung in PPAD liegt, eingeflossen.

1. Die zuléssige Basis B, und die ordinale Basis B, miissen nicht unabhéangig sein. Folglich ist die
Unabhiéngigkeit der Basen beim zuldssigen Pivotschritt nicht als Kriterium fiir die Wahl des zu ent-
fernenden Knotens geeignet. In dem Beispiel ?? ist es sogar so, dass nur die zuldssige Basis im Schritt
(1) unabhingig ist, sonst sind beide Basen immer abhidngige Knotenmengen. Die Unabhéngigkeit
des Kernels wird erst durch den Losungsvektor des Gleichungssystems Bx = 1 sicher gestellt. Es
wurde im Beweis unter Verwendung das Satzes von Chvatal 2.18 gezeigt, dass dieser aus {0,1}" sein

muss. Deshalb trifft er jede maximale Clique in genau einem Knoten.

2. Der Algorithmus ist unabhéngig von der Reihenfolge der Cliquen und der Knotennummerierung.
Die erste Clique hat insofern eine besondere Rolle, als dass sie als einzige Clique den Zusatzknoten

z1 enthilt, welcher fiir der Terminierung des Algorithmus von Bedeutung ist.

3. Der Algorithmus terminiert entweder mit der Aufnahme des Zusatzknotens z; in die ordinale Basis
oder mit dessen Entfernung aus der zulédssigen Basis. Denn fiir die beiden Basen gilt wéahrend des
Algorithmus die Beziehung B; \ B, = {z1} und B, \ B, = {w}, wobei w sich mit jedem Schritt
verdndert. Es wurde gezeigt, dass immer genau ein Pivotschritt moglich ist. In dem einen Fall wird
w mit einem zulédssigen Pivotschritt in die zuldssige Basis aufgenommen. Wenn dafiir die Spalte
z1 entfernt wird, dann stimmen die beiden Basen tiberein. Im anderen Fall wird der Knoten w mit
einem ordinalen Pivotschritt aus der ordinalen Basis entfernt. Wenn dabei z; aufgenommen wird,

dann sind die beiden Basen ebenfalls gleich.

4. Es ist moglich, dass ein Knoten aus V N C}, mit einem zuldssigen Pivotschritt in die zuléssige Basis
aufgenommen wird, ohne dass dafiir der Zusatzknoten z; aus derselben entfernt werden muss.
Vergleiche Schritt (5) in Beispiel ??.

5. Es ist moglich, dass ein Knoten, der aus den Basen entfernt wurde, zu einem spateren Zeitpunkt
wieder in diese aufgenommen wird. Im Beispiel wird der Zusatzknoten z, im Schritt (2) aus beiden

Basen entfernt und mit den Schritten (3) und (4) wieder aufgenommen.

6. Bei jedem ordinalen Pivotschritt &ndern sich genau zwei Zeilenminimierer, alle anderen bleiben

gleich. Angenommen die Spalte j wird aus der ordinalen Basis entfernt. Diese hat bisher den Zeilenmi-
nimierer ;, enthalten. Dann wird der Zeilenminimierer u;, durch u; = min{c;x | k € Bo —j} = ci,q
ersetzt, und der Zeilenminimierer ”;a wird durch ¢;,, = max{c; ; | k € M} ersetzt.
Die Matrix C sei ordinal generisch, das heifit keine zwei Elemente einer Zeile sind gleich. Dann ist
immer uga > ¢; r, weil die Spalte, die den alten Zeilenminimierer ufﬂ enthilt, in der ordinalen Basis
verbleibt. Es gilt immer ufn > u;,, weil sich die Spalte, die ugn enthilt, schon vor dem Entfernen der
Spalte j in der ordinalen Basis befunden und nicht den Zeilenminimierer u; gestellt hat. Wenn C
nicht entartet ist, dann sind Gleichheiten moglich.
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7.

10.

Genau dann, wenn der Zusatzknoten z; in der ordinalen Basis liegt, ist der Zeilenminimierer u; =
Ciz; = 0. Wenn z; nicht in der Basis liegt, dann ist der Zeilenminimierer u; > 0. Die Zeilenminimierer,
welche grofser als Null sind, korrespondieren immer mit Knoten aus V. Das liegt an der Konstruktion
der Matrix C im Beweis des Satzes 3.10, die die Ungleichungen im Lemma von Scarf 3.1 erfiillt.

. Der Algorithmus ist unabhéngig von den gewihlten Perturbationen der Matrix C und des Vektors b,

solange diese geeignet gewdhlt wurden. Eine Verdnderung der Perturbationen kann den Verlauf des
Algorithmus beeinflussen. Aber es wird am Ende immer ein Kernel ausgegeben. Dies kann einfach
an dem Beispiel nachvollzogen werden, indem beispielsweise die Ungleichungen zwischen den ¢;
und den M; umgedreht werden. Das heifst es gelte e; > ... > €4 > 0, analog fiir die M;.

. Die Zeilenminimierer ungleich u; sind immer kleiner als |V| = n. Begriindung: Zu Beginn sind

die Zeilenminimierer 1, = ... = u, = 0, weil sie mit den Zusatzknoten aus der ordinalen Basis
zusammenhingen. Der Zeilenminimierer #; = 0 &ndert sich genau dann, wenn der Zusatzknoten z;
mit einem ordinalen Pivot aus der ordinalen Basis entfernt wird. Dies ist wiederum genau dann der
Fall, wenn dieser Zusatzknoten zuvor bei einem zuldssigen Pivot aus der Basis B, entfernt wurde. Das
ist nur dann moglich, wenn dafiir ein Knoten aufgenommen wurde, der in der Clique C/ enthalten
ist. Da jeder Zusatzknoten in genau einer Clique enthalten ist, kann der fiir z; aufgenommene Knoten
kein Zusatzknoten sein. Sobald sich ein Knoten aus V N Cl{ in der ordinalen Basis befindet, muss
aufgrund der Konstruktion der Matrix C der Zeilenminimierer kleiner-gleich 7 sein. Dies gilt dhnlich
fiir die folgenden Schritte.

Der Zeilenminimierer 11 muss kleiner-gleich n sein, wenn der Algorithmus terminiert. In dem Fall,
dass der Zusatzknoten zj, in die ordinale Basis aufgenommen wurde, ist #; = 0. In dem Fall, dass z;
aus der zuldssigen Basis entfernt wurde, muss dafiir ein Knoten aus Cl{ NV aufgenommen werden.
Da beide Basen nun gleich sind, ist dieser Knoten auch in der ordinalen Basis enthalten, weshalb der

Zeilenminimierer u1 < n ist, wie oben gezeigt wurde.
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4 Reduktionskette von Kintali

Kintali u.a. haben in [1] unter anderem die folgende Reduktionskette (Abb. 4.1) aufgestellt und gezeigt,
dass alle diese Probleme PPAD-vollstandig sind. Der Aufbau dieses Kapitels orientiert sich an der Redukti-
onskette. Das Problem END OF THE LINE kommt hier nicht vor, weil es bereits im Kapitel Grundlagen im
Zusammenhang mit der Komplexitétsklasse PPAD abgehandelt wurde. Wofiir wird diese Reduktionskette
benotigt? Der Teil der Reduktionskette, der bei PREFERENCE GAME beginnt und bei STRONG KERNEL
endet, dient als Vorlage fiir die Uberpriifung, ob das Problem KERNEL PPAD-schwer ist. Dafiir wird auch
die PPAD-Vollstandigkeit von PREFERENCE GAME benotigt. Die ersten zwei Reduktionen zeigen, dass
PREFERENCE GAME PPAD-schwer ist, die letzten vier die Zugehorigkeit zu PPAD. Die Reduktion von
SCARF auf END OF THE LINE wird beim Nachweis der PPAD-Zugehorigkeit angewandt. Zusatzlich zu
dieser Reduktionskette wird unter Verwendung des Lemmas von Sperner gezeigt, dass BROUWER in PPAD
ist, denn dies ist hilfreich fiir das Verstdndnis der Formulierung des Suchproblems 3D-BROUWER.

’ END OF THE LINE ‘

3D-BRVOUWER

v
’ PREFERENCE GAME ‘

\ 4
’ DEGREE 3 PREFERENCE GAME ‘

v
’ STRONG KERNEL ‘

v
’ END OF THE LINE ‘

Abb. 4.1: Reduktionskette
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4.1 BROUWER

Die Reduktion von BROUWER auf END OF THE LINE verwendet ein elegantes Resultat der Kombinatorik,
das Lemma von Sperner. Mit diesem wird begonnen. Anschlieffend wird BROUWER formuliert und dessen
PPAD-Vollstindigkeit bewiesen. Die folgende Darstellung stammt im Wesentlichen von Dakalakis [13] und
wurde an einigen Stellen durch [12] und [14] ergénzt.

4.1.1 Lemma von Sperner

Satz 4.1 (Lemma von Sperner 1928). Die Knoten einer kanonischen Triangulierung des Hyperwiirfels [0,1]™
seien so mit den Farben 0,1, ..., m gefiirbt, dass die Firbung auf dem Rand die folgende Eigenschaft besitzt:

(Spm) Fiiralle i € [m] wird keiner der Knoten auf der Seite x; = 0 mit der Farbe i gefiirbt; zusitzlich wird die
Farbe 0 fiir keinen Knoten auf der Seite x; = 1 fiir ein i € [m] genutzt.!

Dann gibt es in dieser Zerlegung ein panchromatisches Simplex (das ist ein Simplex, dessen Knoten alle m + 1
Farben haben). Die Anzahl aller panchromatischen Simplexe ist ungerade.

Was ist unter einer kanonischen Triangulierung zu verstehen? Damit ist das m-dimensionale Aquivalent
einer Triangulierung gemeint. Papadimitriou [12] und Daskalakis [14] bezeichnen dies als ,,simplicization”.
Allgemein wird ein m-dimensionaler Wiirfel in m-dimensionale Teilwtirfel (deren Grofse hangt nun auch
von der Anzahl der Dimensionen m ab) untereilt und jeder Teilwtirfel in m-Simplizes zerlegt. Dafiir gibt
es viele Moglichkeiten. Es wird die folgende gew&hlt: Angenommen der Teilwiirfel ist [0, A]™. Fiir jede
Permutation o = (iy,...,in) von (1,...,m) sei h, die Teilmenge des Teilwiirfels, die die Punkte enthilt, die
den Ungleichungen 0 < x;; < x;, <... <x;, < A geniigen. Da ¢ alle Permutationen von [m] durchlauft,
entstehen so m! Simplizes h,, die alle zusammen eine Unterteilung des Teilwiirfels liefern. In Abbildung
4.2 ist eine kanonische Triangulierung eines Wiirfels fiir m = 3 dargestellt.

Abb. 4.2: Kanonische Triangulierung eines Wiirfels. Alle Tetraeder dieser Unterteilung nutzen die Ecken
000 und 111 des Wiirfels. Aus: [14]

Warum wurde das Spernersche Lemma vermittels kanonischer Triangulierung formuliert? Eigentlich ist
keine Beschrankung auf eine kanonische Triangulierung eines Hyperwiirfels notwendig. Denn das Lemma

n (Spm) steht Sp fiir Sperner-Farbung und m fiir m-dimensional
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von Sperner gilt fiir jede Zerlegung des Wiirfels in m-Simplizes, solange die Farbung die Spernereigenschaft
(Spm) hat. Allerdings wird so erreicht, dass die zugehorige Version des Problems, welches eine Losung
von Sperner berechnet, , algorithmusfreundlich” ist: Die Triangulierung und deren Simplexe konnen auf
einfache Art definiert werden, und die Nachbarn eines Simplex konnen effizient berechnet werden. etc.
Durch diesen Aufbau kénnen alle Schritte (bis auf die Lange des Weges) im Beweis des Lemmas von
Sperner konstruktiv ausgefiihrt werden.

Im Folgenden wird der Beweis im anschaulichen zweidimensionalen Fall skizziert. Es wird mit einem Ein-
heitsquadrat gestartet. Dieses wird zunéchst in kleinere Quadrate der Grofie § unterteilt und anschliefiend
jedes dieser kleinen Quadrate in zwei rechtwinklige Dreiecke, wie in Abbildung 4.3 gezeigt (die Farben der
Knoten, die Graufdarbung einiger Dreiecke und die Pfeile sind vorerst zu ignorieren) zerlegt. Die Knoten
dieser Unterteilung diirfen fast beliebig mit drei Farben, rot, blau und gelb, gefarbt werden, dabei ist nur
die folgende Regel zu beachten:

(Sp2) An der unteren Seite wird kein Knoten rot gefarbt, an der linken Seite keiner blau und kein Knoten
der zwei anderen Seiten gelb.

Die daraus resultierende Farbung kann wie in Abbildung 4.3 aussehen, wobei die Pfeile und die Graufar-
bung einiger Dreiecke immer noch ignoriert werden sollen. Nach dem Lemma von Sperner gibt es in jeder
Farbung mit der Eigenschaft (Spy) mindestens ein kleines panchromatisches Dreieck. Diese Dreiecke sind
in Abbildung 4.3 grau gefédrbt. Es wird davon ausgegangen, dass die Farben der Knoten des Gitters nicht
explizit gegeben sind. Stattdessen wird § = 27" gesetzt und eine Schaltung als gegeben angenommen,
welche zu einer Eingabe (x, y) mit x,y € {0,1,...,2"}, die Farbe des Punktes 27" - (x, y) ausgibt.

@ red
) yellow
@® blue

Abb. 4.3: Eine Veranschaulichung des Lemmas von Sperner und des zugehorigen Beweises. Die Dreiecke
korrespondieren mit den Knoten des END OF THE LINE-Graphen und die Pfeile mit den Kanten;
der Quellknoten T* ist durch eine Raute markiert. Aus: [13]

Wie schwer ist es nun, ein dreifarbiges Dreieck zu finden? Es wird gezeigt, dass dieses Problem zu PPAD
gehort. Als Nebenprodukt wird so ein Beweis des Spernerschen Lemmas geliefert. Dieser Beweis wird
einen END OF THE LINE-Graphen konstruieren, dessen Losungen mit den panchromatischen Dreiecken
der Sperner Instanz korrespondieren.

Der Einfachheit halber wird angenommen, dass es auf der linken Seite des Einheitsquadrates nur einen
Wechsel von gelb zu rot gibt, wie in Abbildung 4.3. Im allgemeinen Fall kann das Quadrat erweitert
werden, indem links von der linken Seite des Quadrates ein vertikales Feld mit Knoten hinzuftigt wird,
die alle - bis auf den untersten - rot sind. Der unterste Knoten sei gelb gefarbt. Offensichtlich fiihrt diese

34



Erweiterung kein neues dreifarbiges Dreieck ein, da die Kante des Quadrates vor dieser Erganzung nur
rote und gelbe Knoten enthalten hat. Nun wird die Konstruktion des END OF THE LINE-Graphen wie folgt
vorgenommen: Die Knoten des Graphen werden mit den rechtwinkligen Dreiecken der Unterteilung so
identifiziert, dass der Knoten 0" mit dem Dreieck T* korrespondiert, welches nach Voraussetzung das
einzige Segment der linken Seite des Einheitsquadrates enthalt, in dem der Wechsel von gelb zu rot auftritt
(dieses Dreieck ist in Abbildung 4.3 durch eine Raute markiert). Eine Kante von u nach v wird eingefiihrt,
wenn die korrespondierenden rechtwinkligen Dreiecke T,, und T, eine gemeinsame rot-gelbe Kante haben,
die in T,, im Uhrzeigersinn von rot nach gelb geht. Diese Kanten wurden in Abbildung 4.3 durch Pfeile
dargestellt. Die Dreiecke ohne ein- oder ausgehende Pfeile korrespondieren mit isolierten Knoten.

Es ist nicht schwer zu {iberpriifen, dass in dem konstruierten Graphen die Ein- und Ausgangsgrade
hochstens eins sind. Zusitzlich ist das Dreieck T* eine Quelle eines Pfades, sofern es nicht dreifarbig ist,
und dieser Pfad hat garantiert eine Senke, weil er weder sich selbst schneiden noch das Quadrat verlassen
kann, da es keine rot-gelbe Auflenkante gibt, die gekreuzt werden kann. Ein Dreieck kann nur dann eine
Senke des Pfades sein, wenn es dreifarbig ist! Dies beweist, dass mindestens ein dreifarbiges Dreieck
existiert. Selbstverstindlich kann es weitere dreifarbige Dreiecke geben, die mit zusétzlichen Quellen
und Senken in dem Graphen korrespondieren wiirden (vgl. Abbildung 4.3), so dass die Anzahl aller
dreifarbigen Dreiecke ungerade ist. Die Schaltung, die die Farben der Dreiecke der Unterteilung berechnet,
kann zur Konstruktion der Schaltungen S und P verwendet werden, welche fiir die Spezifizierung einer
Instanz von END OF THE LINE notwendig sind. Dies beschliefst die Konstruktion. Fiir die Dimensionen
m > 3 folgt der Beweis demselben Prinzip.

Es gibt zwei Moglichkeiten das Problem, das eine Losung des Spernerschen Lemmas berechnet, zu
formulieren:

SPERNER (1): Gegeben sei eine Schaltung C, die die Knoten einer kanonischen Triangulierung des
Einheitswiirfels [0, 1]" farbt. Finde entweder einen panchromatischen Simplex oder einen Punkt
auf dem Rand, der die zuldssige Farbungseigenschaft verletzt.

SPERNER (2): Gegeben sei eine Schaltung C, die die Knoten farbt. Finde einen panchromatischen Sim-
plex in einer Farbung, die von einer anderen Schaltung c’ vorgenommen wird, welche innerhalb
des Hyperwitirfels mit C tibereinstimmt und auf dem Rand eine ,umbhiillende Farbung”(analog
zur Erweiterung um eine linke Kante mit einem Wechsel von gelb zu rot im Zweidimensionalen)
erzeugt.

Beide Probleme korrespondieren mit totalen Problemen, das heifst zu jeder Eingabe gibt es eine Losung.
Beide Probleme kénnen mit dem obigen Algorithmus geldst werden.

Dies wird ausfiihrlich von Papadimitriou [12] und Daskalakis [14] beschrieben. Papadimitriou [12] hat
gezeigt, dass SPERNER PPAD-vollstindig ist. Er startet mit der klassischen Formulierung des Spernerschen
Lemmas fiir triangulierte m-Simplexe und schlidgt einen Bogen zu triangulierten Hyperwiirfeln, denn dies
erleichtert spater den Beweis von BROUWER. Insbesondere fiihrt er dabei die kanonische Triangulierung
ein. Dann erldutert er den Beweis, dass Sperner in PPAD liegt, bevor er den ausfiihrlichen Beweis, dass
SPERNER fiir m = 3 PPAD-vollstandig ist, vorlegt (die Falle m > 3 folgen analog). Ein detaillierter und reich
bebilderter Beweis der PPAD-Zugehorigkeit von SPERNER kann bei Daskalakis [14] nachgelesen werden.
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4.1.2 Das Problem BROUWER

Der Brouwersche Fixpunktsatz ldsst sich sehr leicht veranschaulichen. Gegeben seien zwei identische
Blatter Papier, die mit einem Koordinatensystem versehen wurden. Eins wird flach auf den Tisch gelegt.
Das andere wird zerkniillt, ohne es dabei einzureifsen, und irgendwie auf das erste Papier gelegt. Wichtig
ist nur, dass das obere Papier nicht tiber das untere hinausragt. Dann gibt es auf dem zerkniillten Blatt
mindestens einen Punkt, der genau tiber dem korrespondierenden Punkt (das ist der Punkt mit denselben
Koordinaten) auf dem glatten Papier liegt. Formal besagt der Brouwersche Fixpunktsatz, dass jede stetige
Abbildung von einer kompakten und konvexen Teilmenge des euklidischen Raumes, das heifst diese
Menge ist abgeschlossen, beschrdnkt und hat keine Locher, auf sich selbst immer einen Fixpunkt hat.
Der Satz von Brouwer suggeriert das folgende interessante Problem: Gegeben sei eine stetige Funktion
F von einer kompakten und konvexen Teilmenge des euklidischen Raumes auf sich selbst. Finde einen
Fixpunkt. Die folgenden drei Punkte sind zu kldren, wenn das Problem berechenbar gemacht werden
soll:

o Wie wird eine kompakte und konvexe Teilmenge des euklidischen Raumes dargestellt?
o Wie wird die stetige Abbildung von dieser Menge auf sich selbst spezifiziert?

o Wie wird damit umgegangen, dass moglicherweise irrationale Punkte auftreten?

Der Einfachheit halber wird als kompakte und konvexe Menge der Einheitshyperwiirfel [0,1]" fixiert.
Der Fall, dass F einen allgemeineren Definitionsbereich hat, kann auf den Einheitshyperwtiirfel tiberfiihrt
werden, indem der Definitionsbereich so geschrumpft wird, dass er innerhalb des Hyperwtirfels liegt
und anschlieffend die Funktion so auf den ganzen Wiirfel erweitert wird, dass keine neuen Fixpunkte
entstehen.

Es wird angenommen, dass die Funktion F durch einen effizienten Algorithmus I1r gegeben ist, der fiir
jeden binidr geschriebenen Punkt x des Wiirfels F(x) berechnet. Zusitzlich wird angenommen, dass F
Lipschitz-stetig ist:

(L) d(F(x),F(y)) < K-d(x,y) fiir alle x,y € [0,1]™

Hierbei sind d der euklidische Abstand und K die Lipschitz-Konstante von F. Diese Bedingung stellt sicher,
dass approximative Fixpunkte lokalisiert werden konnen, indem der Wert F(x) untersucht wird, wihrend
x sich auf einem diskreten Netz {iber dem Definitionsbereich bewegt. Indem die Suche auf approximative
Fixpunkte von F beschrank wird, konnen irrationale Losungen behandelt werden. Es ldsst sich sogar
zeigen, dass es zu jedem € > 0 einen e-approximativen Fixpunkt x gibt (das heifit d(F(x), x) < €), dessen
Koordinaten ganzzahlige Vielfache von 24 sind, wobei 24 linear in K, 1/€ und der Dimension m ist. Ohne
die Lipschitzkonstante K gébe es diese Garantie nicht, und das Problem der Fixpunktberechnung wére
schwieriger.

Dies alles wird zusammengesetzt und das Problem BROUWER definiert, welches approximative Fixpunkte
berechnet.

BROUWER: Gegeben seien ein effizienter Algorithmus IIf fiir die Ermittlung einer Funktion F :
[0,1]™ — [0,1]™, eine Konstante K, so dass F die Bedingung (L) erfiillt, sowie die gewiinschte
Genauigkeit €. Finde einen Punkt x mit d(F(x), x) < €.
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4.1.3 BROUWER ist in PPAD

Es soll gezeigt werden, dass BROUWER in PPAD ist. Dafiir ist ein END OF THE LINE-Graph zu bilden,
der mit einer BROUWER-Instanz assoziiert ist. Zundchst wird ein Netz aus winzigen Simplizes {iber dem
Definitionsbereich konstruiert, und jedes dieser Simplizes mit einem Knoten des Graphen identifiziert.
Dann werden Kanten zwischen Simplizes definiert, welche bezogen auf eine Knotenfarbung des Netzes
eine gemeinsame Facette haben. Die Knoten werden abhidngig von der Richtung, in die sie durch F
verschoben werden, gefdarbt. Wenn es einen Simplex gibt, dessen Knoten alle moglichen Farben tragen,
dann versucht F diese Knoten in entgegengesetzte Richtungen zu verschieben. Also muss dieser nah bei
einem Fixpunkt sein. Dies wird nadher ausgefiihrt, wobei sich auf den zweidimensionalen Fall konzentriert

wird:

Zunichst wird wie beim Spernerschen Lemma eine kanonische Triangulierung des Hyperwtirfels vorge-
nommen. Dann wird jeder Knoten x dieser Triangulierung mit einer der m + 1 Farben gefdrbt. Die Wahl
der Farbe hingt davon ab, in welche Richtung x durch F(x) verschoben wird. Im Zweidimensionalen kann
der Winkel zwischen dem Vektor F(x) — x und der Horizontalen genommen werden. Ein Knoten wird rot
gefarbt, wenn dessen Richtung zwischen 0° und —135° liegt, blau, wenn sie sich zwischen 90° und 225°
bewegt, und sonst gelb (vgl. Abb.4.4). Falls die Richtung 0° ist, dann sind entweder rot oder gelb erlaubt.
Selbiges gilt fiir die beiden anderen Grenzfélle. Ausgehend von dieser Vereinbarung kénnen die Knoten so
gefarbt werden, dass eine Sperner-Farbung (das ist eine Farbung, die (Sp;) erfiillt) vorliegt. Vergleiche
hierzu auch Abbildung 4.3. Der mehrdimensionale Fall ist etwas komplizierter, folgt aber demselben
Prinzip. Die Menge der Richtungen wird so in die Farben 0, 1, ..., m zerlegt, dass die Knotenfarbung die
Eigenschaft (Sp,,) hat. Grob gesprochen wird die Farbe 0 mit den Richtungen identifiziert, die mit dem
positiven Quadranten des m-dimensionalen Raumes korrespondieren. Die {ibrigen Richtungen werden
gleichmiBig so in die Farben 1, ..., m zerlegt, dass die Eigenschaft (Sp,) erfiillt ist.

4
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Abb. 4.4: Bestimmung der Farbung eines Knotens x abhingig von der Richtung von F(x) — x. Aus:
[DaskalakisNash]

Nun sind alle Voraussetzungen fiir die Anwendung des Lemmas von Sperner erfiillt. Folglich gibt es
einen Simplex, dessen Knoten alle m + 1 Farben haben. Da die Grofie der Simplizes hinreichend klein
gewahlt wurde, und alle Farben den Raum der Richtungen gleichméfiig aufspannen, kann gezeigt werden,
dass jeder Knoten eines panchromatischen Dreiecks ein approximativer Fixpunkt ist. Da die Funktion F
Lipschitz-stetig ist (F gentigt (L)), kann sie nicht zu sehr schwanken. Deshalb konnen m + 1 Punkte, die
dicht beieinander liegen, nur dann in m + 1 verschiedene Richtungen abgebildet werden, wenn sie alle
ndherungsweise fix sind. Also reduziert sich BROUWER auf das Finden eines panchromatischen Simplex
in einer Instanz von SPERNER. Es wurde bereits gezeigt, dass SPERNER in PPAD ist. Dies beschliefit den
Beweis von BROUWER.
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4.1.4 BROUWER ist PPAD-vollstandig

Es soll gezeigt werden, dass BROUWER PPAD-vollstindig ist. Dafiir ist nachzuweisen, dass sich ein END
OF THE LINE-Graph G in eine stetige, leicht zu berechnende Brouwerfunktion F iibersetzen lasst. Dies ist
ungliicklicherweise ziemlich kompliziert.

Es wird wieder mit dem dreidimensionalen Einheitswiirfel als Definitionsbereich von F gestartet. Als
néchstes soll das Verhalten von F anhand ihres Betragens auf einem sehr feinen rechtwinkligen und
geradlinigen Netz von Gitterpunkten in dem Wiirfel definiert werden. Jeder Gitterpunkt liegt im Zentrum
eines winzigen Teilwiirfels. Das Verhalten von F aufSerhalb der Mittelpunkte der Teilwiirfel soll durch
Interpolation der nédchsten Gitterpunkte gewonnen werden. Jeder Gitterpunkt x soll eine der vier ,Farben”
{0,1,2,3} erhalten, die den Wert des dreidimensionalen Verschiebungsvektors F(x) — x représentieren.
Die vier Farben konnen so gewéhlt werden, dass sie voneinander wegweisen, so dass F(x) — x nur in der
Nachbarschaft aller vier Farben approximativ Null sein kann. Es werden die folgenden vier Vektoren fiir
die Farben gewihlt: (1,0,0,),(0,1,0),(0,0,1) und (-1, -1, —1).

Nun kann G selbst in diese Struktur eingepasst werden. Die geniale Konstruktion wird in Abbildung 4.5
dargestellt.

~ U

Abb. 4.5: Dies zeigt den orthogonalen Pfad, der bei der Reduktion END OF THE LINE < p BROUWER die

Kante (1, v) reprasentiert. Die Pfeile zeigen die Orientierung der Farben an, die den Pfad umgeben.
Aus: [13]

Jeder der 2" Knoten von G korrespondiert mit einem kleinen Segment parallel zu einer Wiirfelkante (in Abb.
4.5 korrespondieren die Segmente v; — 0’1 und u; — u’l mit den Knoten v respektive u von G; es werden
Positionen verwendet, die leicht aus der Identitit eines Knotens von G berechnet werden kénnen). Jede
Kante von G korrespondiert mit einer Folge zusammenhdngender Segmente im Inneren des Wiirfels (Abb.
4.5 zeigt den Pfad, der mit der gerichteten Kante 1 — v korrespondiert; er startet bei dem Knoten ] und
endet bei dem Knoten v;). Es ist wichtig, dass lokal bei dem Punkt nur unter Verwendung der Schaltungen
S und P der END OF THE LINE-Instanz berechnet werden kann, ob ein Pfad durch einen Gitterpunkt
verlduft, und in welche Richtung er geht. Denn diese Pfade sind die Grundlage fiir die Definition einer
effizient berechenbaren Farbung der Gitterpunkte, so dass die Fixpunkte der resultierenden Funktion F
mit den unbalancierten Knoten von G korrespondieren.
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Hier ist die Kernaussage der Konstruktion: Gegeben sei eine Linie, die mit Pfaden und Kreisen von
G korrespondiert. Innerhalb eines gewissen Radius R um diese Linie werden die Gitterpunkte von F
auf komplizierte Art so bewegt, dass einerseits die Werte der Koordinaten x, y und z nicht abnehmen
und andererseits die einzigen Punkte von F, die in eine Richtung bewegt werden, in der gleichzeitig
alle drei Koordinaten erhoht werden, innerhalb eines noch kleineren Radius r um die Linie liegen. Die
letztgenannten Punkte werden als zunehmend bezeichnet. Dann ist der Abstand der Punkte, die von F in
Richtung (—1, —1, —1) bewegt werden, von der Linie groer als R. Diese Punkte werden als abnehmend
bezeichnet. Insgesamt garantiert die Konstruktion von F, dass ein approximativer Fixpunkt nur dann
auftritt, wenn ein zunehmender Punkt dicht bei einem abnehmenden Punkt liegt. Allerdings trennt eine
Schicht der Dicke R — r die zunehmenden von den abnehmenden Punkten. Deshalb sind die einzigen
Gebiete des Wiirfels, in denen die zunehmenden und die abnehmenden Punkte ,ungeschiitzt” sind,
nah bei den Endpunkten der Segmente, die mit unbalancierten Knoten des END OF THE LINE-Graphen
korrespondieren. Dies vervollstandigt die Skizze der PPAD-Vollstiandigkeit von BROUWER.

Dieser wunderbare Beweis kann ausfiihrlich bei Daskalakis, Goldberg und Papadimitriou in [17] nachgele-
sen werden.

4.1.5 Das Problem 3D-BROUWER

Fiir die Reduktionskette wird nur der dreidimensionalen Fall des Problems BROUWER benétigt. Es wird das
Problem 3D-BROUWER verwendet, welches eine diskrete und vereinfachte Version des Suchproblems ist,
das mit Brouwers Fixpunktsatz assoziiert ist. Gegeben sei eine wie im Abschnitt 4.1.2 beschriebene stetige
Funktion ¢ von dem dreidimensionalen Einheitswiirfel auf sich selbst, die durch die Werte definiert wird,
die sie im Zentrum der 23" Teilwiirfel mit der Seitenldnge 2~2" fiir ein n > 0 annimmt.? Die Teilwiirfel Kijk

werden als
Kijg={(x,y,2): i-27"<x<(i+1)-27",
jr2h<y<(j+1)-27",
k-2 <z<(k+1)-27"}

definiert, wobei i, j,k aus {0,1,...,2" — 1} sind, also bindr mit n Bits dargestellt werden kénnen. Im
Zentrum c;j des Teilwiirfels Kjj ist 4)(cijk) = Cijk + dijx der Wert von ¢. Dabei ist J;j einer der vier
folgenden Vektoren, die auch als Farben bezeichnen werden:

e by =u-(1,0,0),

® ) = 0,1,0),

o) = 0,0,1),

ez =un-(—-1,-1,-1).
Hierbei ist a viel kleiner als die Seiten der Teilwiirfel, beispielsweise sei & = 272",

a-(
w-(

Fiir die Berechnung von ¢ im Zentrum des Wiirfels K;j braucht also nur bekannt zu sein, welche der vier
Verschiebungen zu addieren ist. Diese Verschiebung wird durch eine Schaltung C (welche die einzige
Eingabe des Problems ist) mit 3n Eingabebits und 2 Ausgabebits berechnet. C(ijk) ist der Index r, so
dass ¢(c) = c + 9, ist, wenn ¢ das Zentrum des Teilwiirfels Kjj ist. Die Schaltung C soll am Rand den
Bedingungen C(0,j,k) = 00 (dies entspricht beispielsweise &), C(i,0,k) = 01, C(i,j,0) = 10 sowie
C(2"—1,j,k) =C(i,2" —1,k) = C(i,j,2" — 1) = 11 gentigen (wobei Konflikte beliebig gelost werden), so
dass die Funktion ¢ den Rand des Einheitswiirfels ins Innere abbildet. Eine Ecke eines Teilwtirfels wird

2Der Wert der Funktion dicht bei den Grenzen der Teilwiirfel kann durch Interpolation bestimmt werden. Es gibt dafiir viele
einfache Moglichkeiten. Die konkrete Methode ist unwichtig.
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als panchromatisch bezeichnet, wenn vier der hochstens acht mit dieser Ecke adjazenten Teilwiirfel alle
vier Verschiebungen dy, 41, J2, /3 haben. Sperners Lemma garantiert, dass fiir jede Schaltung mit diesen
Eigenschaften ein panchromatischer Knoten existiert, und die Fixpunkte von ¢ konnen nur in der Nahe
eines panchromatischen Knoten auftreten. Dies liefert das folgende Suchproblem:

3D-BROUWER: Gegeben sei eine wie oben beschriebene Schaltung C mit 3n Eingabebits und 2 Ausga-

bebits. Finde eine panchromatische Ecke.

4.2 PREFERENCE GAME

Die Darstellung dieses Abschnitts orientiert sich an [1] und [17]. Es wird ein sehr einfaches Spiel definiert,
das Spiel mit Priferenzen, welches kurz als Praferenzspiel bezeichnet wird. Jeder Spieler hat eine Praferenz-
liste {iber der Menge der Spieler und muss jedem Spieler ein Gewicht zuweisen. Kein Spieler darf einen
anderen Spieler mit einem grofleren Gewicht versehen, als dieser sich selbst zuteilt. Ein Spieler erhdlt dann
eine beste Antwort, wenn es ihm nicht moéglich ist, Gewicht von einem Spieler mit niedrigerer Praferenz
zu einem Spieler mit hoherer Préiferenz zu verschieben. Wenn dies fiir alle Spieler gilt, befindet sich das
Spiel im Gleichgewicht. Ein solches existiert immer. Es wird das Problem PREFERENCE GAME definiert
und gezeigt, dass es PPAD-vollstandig ist.

4.2.1 Das Problem PREFERENCE GAME

Definition 4.2. Ein Spiel mit Priferenzen, kurz Praferenzspiel, habe eine Spielermenge S sowie die Strate-
giemenge S fiir jeden Spieler. Jeder Spieler i € S hat eine Prédferenzrelation (Rangfolge) >=; zwischen den
Strategien. Fiir Strategien j und k zeigt j >; k an, dass der Spieler i die Strategie j mindestens so gerne
spielt wie k. Es wird j >~; k geschrieben, wenn nur j >=; k gilt, das heifst k >=; j ist falsch. Wenn aus dem
Zusammenhang hervorgeht, dass tiber die Praferenzen des Spielers i gesprochen wird, dann wird = statt
>i geschrieben.

Mit der Préferenzrelation eines Spielers i kann eine Priiferenzliste fiir den Spieler i definiert werden, die die
Strategien so ordnet, dass j nur dann vor k steht, wenn j >=; k gilt. Praferenzlisten sind nicht notwendig
eindeutig, da Gleichheiten erlaubt sind.

Jeder Spieler wihlt eine Gewichtsfunktion, welche eine Zuordnung w; : S — [0, 1] ist, so dass die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

(a) die Gewichte addieren sich zu 1: }Jjcs w; (jy=1

(b) kein Spieler i darf einem anderen Spieler j mehr Gewicht zuweisen, als dieser sich selbst
zuteilt: w;(j) < w;(j), Vi,j € S
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Mit w_; wird die Menge aller Gewichtsfunktionen ungleich i bezeichnet. Es seien Gewichtsfunktionen
w;, w} und w_; gegeben, so dass sowohl (w;, w_;) als auch (w/, w_;) zuléssig sind (das heifit sie erfiillen (a)
und (b)). Es wird gesagt, dass w; (beziiglich w_;) lexikographisch mindestens w} ist, wenn fiir alle j € S gilt:

Y wi(k) > ) wi(k).

k=i k=ij

Die Gewichtsfunktion w; wird (beziiglich w_;) als lexikographisch maximal bezeichnet, wenn (w;, w_;)
zuléssig ist und lexikographisch mindestens jede Funktion w/ ist, fiir die (w/, w_;) zuléssig ist.

Lemma 4.3. Die Gewichtsfunktion w; ist genau dann (beziiglich w_;) lexikographisch maximal, wenn es ein j gibt,

so dass gilt:

(a) wi(k) = wy(k) fiir alle k mit k >; j,
(b) wi(k) =0 fiir alle k mit j =; k.

Beweis. Das folgt aus den obigen Definitionen. Die Belegung w;(j) wird hierbei so gewéhlt, dass die
Summation auf 1 weiterhin erfiillt ist. O

Salopp gesprochen befindet sich ein Spiel im Gleichgewicht, wenn kein Spieler einen Anreiz hat, von seinem
Verhalten abzuweichen. Ein solcher Zustand kann als selbst bindend oder strategisch stabil beschrieben
werden, weil es keines irgendwie beschaffenen Verhaltenskontrollmechanismus bedarf, um die Spieler
zur Einhaltung des Gleichgewichts zu bewegen. Auf Praferenzspiele iibertragen heifit das, dass es im
Gleichgewicht keinem Spieler moglich ist, Gewicht von einem Spieler mit niedrigerer Préaferenz zu einem

Spieler mit hoherer Préferenz zu verschieben. Darum gilt:

Lemma 4.4. Ein Gleichgewicht in einem Priiferenzspiel ist eine Zuordnung
w:={w;|ieS},

so dass w; beziiglich w_; lexikographisch maximal ist fiir allei € S.

Lemma 4.5. Jedes Priiferenzspiel hat ein Gleichgewicht.

Beweis. Kintali et al. fithren in [1] ein sogenanntes personalisiertes Gleichgewicht fiir Matrixspiele ein und
zeigen, dass ein solches immer existiert. Da Prédferenzspiele auch Matrixspiele sind, haben sie ebenfalls

immer ein Gleichgewicht. O

Es kann nun das folgende Suchproblem definiert werden:

PREFERENCE GAME: Gegeben seien eine Menge von Spielern [n], jeder mit einer Strategiemenge [1]
und einer Priferenzrelation »=; zwischen seinen Strategien. Finde eine zulédssige Gewichtszuordnung

w, so dass w; fiir alle i beziiglich w_; lexikographisch maximal ist.
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Satz 4.6. PREFERENCE GAME liegt in PPAD.

Beweis. Dies liefert eine Verkettung der Reduktionen in der Reduktionskette, die bei PREFERENCE GAME
beginnen und bei END OF THE LINE enden. All diese Beweise werden im Folgenden vorgestellt. Ein
alternativer Beweis kann in [1] nachgelesen werden. Er verwendet Matrixspiele mit personalisiertem
Gleichgewicht. O

Analog zu BROUWER wird bei Préiferenzspielen mit approximativen Gleichgewichten gearbeitet, um die
irrationalen Falle abzudecken. Das wird hier aber nicht weiter beleuchtet.

4.2.2 PREFERENCE GAME ist PPAD-schwer
Satz 4.7. PREFERENCE GAME ist PPAD-schwer.

Der Beweis von Kintali u.a. [1] tibertrdgt den Beweis von Daskalakis u.a. [17], wo gezeigt wird, dass
das Finden eines Nash-Gleichgewichts in graphischen Spielen mit dem Grad drei PPAD-schwer ist, auf

Préferenzspiele. Im Folgenden werden die Begriffe Knoten und Spieler teilweise synonym verwendet.

Beweis. Dies wird bewiesen, indem das PPAD-vollstdndige Problem 3D-BROUWER auf PREFERENCE GAME
reduziert wird. Gegeben sei eine Instanz von 3D-BROUWER, das heifst eine Schaltung C mit 3n Eingabebits
und 2 Ausgabebits, die eine Brouwerfunktion wie in Abschnitt 4.1.5 beschreibt. Es wird ein Préaferenzspiel
P konstruiert, welches die Schaltung C simuliert. Dabei wird die Praferenzrelation fiir jeden Spieler
P durch eine geordnete Liste der Spieler spezifiziert, deren letztes Element P ist. Dieses wird auch als
Selbststrategie bezeichnet. Wenn gesagt wird, dass ein Spieler P sich selbst mit einem Gewicht a spielt, dann
ist damit gemeint, dass P der Strategie P das Gewicht a zuordnet. Das Spiel P ist in dem Sinne binér, dass
jeder Spieler darin in jedem Gleichgewicht die Selbststrategie mit einem Gewicht aus {0, 1} belegt.> Es
wird drei verschiedene Spieler X, Y, Z geben, die die Koordinaten eines Punktes in dem dreidimensionalen
Wiirfel représentieren. Aufgrund der Konstruktion ist das Spiel nur dann im Gleichgewicht, wenn die
Gewichte, die die Spieler X, Y, Z sich selbst zugewiesen haben, erfolgreich die Eingaben und Ausgaben
der acht Kopien der Schaltung wiedergeben, die den Losungsknoten der 3D-BROUWER-Instanz umgeben.
Die Bausteine werden die Spielgadgets P Y P, 1L P—, P+, P—, P, sowie die logischen Gadgets Py, P, P-
sein. Der Beweis besteht im Wesentlichen aus vier Teilen. Als Erstes werden die Gadgets bereitgestellt, die
benotigt werden, um den Zusammenhang zwischen den Spielern X, Y, Z und der Eingabe der Schaltung
C herzustellen. Danach wird der entsprechende Algorithmus vorgestellt, den mit Hilfe dieser Gadgets
simuliert wird. Als Drittes werden die logischen Gadgets bereitgestellt, mit denen die Schaltung C simuliert
werden kann. Zum Schluss wird gezeigt, dass das Gleichgewicht des Spiels und der panchromatische

Knoten von Brouwer miteinander korrespondieren.

3Die Strategie- und die Spielermenge stimmen iiberein. Wenn der Spieler i die Strategie i wahlt, dann spielt er sich selbst. Dies wird
auch als ,Selbststrategie” bezeichnet. Das zugehorige Gewicht ist natiirlich w; (i).
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Der Beweis beginnt damit, dass einige notwendige Gadgets bereitgestellt werden:

Lemma 4.8. Es gibt Priiferenzspiele P 1 P_, 77% ,P=, P+ und Py,, jedes mit hichstens fiinf der Spieler
P,Q, H1, Hy, H3 und R, so dass in allen Spielen die Gewichte a resp. b, die P und Q sich selbst zuweisen, nicht von

den Gewichten abhingen, die die anderen Spieler Hy, Hy, Hs, R sich selbst zugeteilt haben. Es gelte:

SR e

in jedem Gleichgewicht des Spiels P, 1 spielt R sich selbst mit dem Gewicht a/2,

in jedem Gleichgewicht des Spiels P_ spielt R sich selbst mit dem Gewicht max{0,a — b},
in jedem Gleichgewicht des Spiels 73% spielt R sich selbst mit dem Gewicht 1/2,

in jedem Gleichgewicht des Spiels P— spielt R sich selbst mit dem Gewicht a,

in jedem Gleichgewicht des Spiels P spielt R sich selbst mit dem Gewicht min{1,a + b},
in jedem Gleichgewicht des Spiels P spielt R sich selbst mit dem Gewicht min{1,2a}.

Beweis. 1. P, 1 Gegeben sei der Spieler P, der sich selbst mit dem Gewicht a spielt. Es soll ein Spieler R

hinzugeftigt werden, der sich selbst in jedem Gleichgewicht mit dem Gewicht a/2 spielt. Daftir wird
der (Hilfs)Spieler Hy mit der Préaferenzliste (P, Hy) geschaffen. Hy spielt sich selbst mit dem Gewicht
1 — a. Dann werden zwei weitere Spieler H, und Hj3 geschaffen. Der Spieler H; hat die Préferenzliste
(Hj, H3, Hy), und Hj hat die Priferenzliste (Hy, R, H3). Die Priferenzliste fiir R wird (Hy, Hp, R) gesetzt.
Jeder der Spieler R, Hy, H3 wird seine erste Wahl mit dem Gewicht 1 — a spielen. Somit steht jedem von

ihnen das Gewicht a fiir die zwei anderen Strategien zur Verfligung. Das heifst es gilt

a = wg(Hy) +wgr(R)
a = wp, (R) + wp, (H3)
a = w, (Hs) + wp, (Ha)

Wegen Lemma 4.3 miissen deshalb in jedem Gleichgewicht die folgenden Gleichheiten gelten

wR(Ha) = wpy, (Hz)
wH3 (R) = wR(R)
wp, (H3) = wp, (Ha)

Auflosen dieses Gleichungssystems liefert wg (R) = Wgr(Hz) = wp,(Hz) = wy, (H3) = wy,(Hz) =
wh, (R) = a/2.

P_ : Gegeben seien die Spieler P und Q, die sich selbst mit dem Gewicht a resp. b spielen. Es soll ein
Spieler R hinzugefiigt werden, der sich selbst mit dem Gewicht max{0,a — b} spielt. Dafiir wird der
Hilfsspieler H; mit der Praferenzliste (P, Hy) erzeugt. Dieser spielt sich selbst mit dem Gewicht 1 — a.
Nun wird die Praferenzliste fiir R auf (Hy, Q, R) gesetzt. Dann spielt R sich selbst mit dem Gewicht
max{0,1— (1 —a) — b} = max{0,a — b}.

77% : Es soll ein Spieler R hinzugefiigt werden, der sich selbst in jedem Gleichgewicht mit dem Gewicht
1/2 spielt. Es wird der Hilfsspieler H; erzeugt, dessen erste Priferenz er selbst ist (das heifst er spielt
sich selbst mit dem Gewicht 1), und es wird das Préferenzspiel P 1 auf diesen angewendet.

P— : Gegeben sei ein Spieler P, der sich selbst mit dem Gewicht a spielt. Ein neuer Spieler R, der sich
selbst ebenfalls mit dem Gewicht a spielt, soll hinzugefiigt werden. Der Spieler H; mit der Praferenzliste
(P, Hy) wird erzeugt. Dieser spielt sich selbst mit dem Gewicht 1 — a. Die Priferenzliste von R wird auf
(Hj, R) gesetzt. Dann versieht R den Spieler H; mit dem Gewicht 1 — a, was a fiir R tibrig l4sst.

Py : Gegeben seien die Spieler P und Q, die sich selbst mit dem Gewicht a resp. b spielen. Es kann ein
Knoten R hinzugefiigt werden, der sich selbst in jedem Gleichgewicht mit dem Gewicht min{1,a + b}
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spielt. Es wird der Spieler H; mit der Priferenzliste (P, Q, Hy) geschaffen. Es sei (Hy, R) die Priferenzli-
ste von R. Nun wird offensichtlich H; sich selbst mit dem Gewicht max{0,1 —a — b} spielen, und R
spielt H; mit demselben Gewicht. Deshalb wird R sich selbst mit dem Gewicht 1 — max{0,1 —a — b}
spielen. Anders gesagt, wenn a + b > 1 ist, dann spielt R sich selbst mit 1. Andernfalls spielt R sich
selbst mit dem Gewicht1 — (1 —a—b) =a+Db.

6. Px2 : Gegeben sei ein Spieler P, der sich selbst mit dem Gewicht a spielt. Ein neuer Spieler R wird
hinzufiigt, der sich selbst in jedem Gleichgewicht mit dem Gewicht min{1,2 - a} spielt. Ein Spieler
Hy = P—(P) wird erzeugt und R = P (P, Hy) gesetzt. O

Bezeichnung 4.9. P, (P, Q) bzeichnet die Anwendung des Gadgets P, auf die Spieler P und Q. Das
gilt analog fiir alle anderen Spiele. Bei manchen Spielen ist die Reihenfolge der Argumente zu beachten.
Beispielsweise unterscheidet sich P_ (P, Q) von P_(Q, P).

Mit P; ! wird die i-malige Anwendung von P_ 1 zusammengefasst.

Lemma 4.10. Es gibt ein Priferenzspiel P« mit zwei gegebenen Spielern P und Q, die sich selbst mit dem Gewicht
a resp. b spielen. In diesem spielt der Spieler R sich selbst in jedem Gleichgewicht mit dem Gewicht

1 ,fiira>b+e
0 ,fira<b

1

fiir eine gewisse Konstante € = o,

fiir ein k € IN. Das Priiferenzspiel P wird als Vergleichsspiel bezeichnet.

/'

p
Abb. 4.6: Konstruktion des Vergleichsspiels P

Beweis. Gegeben seien € = zik fir ein k € IN sowie zwei Spieler P und Q, die sich selbst in jedem
Gleichgewicht mit a bzw. b spielen. In Abbildung 4.6 ist die Konstruktion des Vergleichsspiels P (X,Y)
schematisch dargestellt. Es wird ausgenutzt, dass 2¢ = % ist. Zundchst wird mit dem Differenzspiel
P_(P, Q) ein Spieler erzeugt, der sich selbst in jedem Gleichgewicht mit dem Gewicht max{0,a — b} spielt.
Auf diesen wird k-mal das Verdopplungsspiel Py, angewandt und so der Spieler R erzeugt. Dieser spielt
sich selbst in jedem Gleichgewicht mit dem Gewicht min{1, max{0,2%(a — b)} = min{1, max{0, %}}

Das heifit R spielt sich selbst im Gleichgewicht mit dem Gewicht

1 ,fira>b+e
b firb<a<b+e

€

0 Sfura <b

(Wer unbedingt mochte, kann auch mit einer beliebigen Konstante 0 < € < % und k = —|log, €| arbeiten.
Das ist allerdings nicht notwendig, da mit den Zweierpotenzen jede gewiinschte Genauigkeit erreicht
werden kann und das Rechnen einfacher ist.) O

Bemerkung 4.11. Das Vergleichsspiel P« ist inakkurat, wenn a und b sehr dicht beieinander liegen. Denn
der Spieler R spielt sich selbst mit einem zuvor nicht definierten Gewicht, falls b < a < b + € ist. In allen
anderen Féllen spielt er sich selbst entweder mit dem Gewicht 1 oder dem Gewicht 0. Das ist auch so
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gewollt. Daskalakis u.a. haben in [17] anhand eines Beispiels fiir graphische Spiele verdeutlicht, dass ein
Vergleichsspiel G« an der Stelle 2 = b nicht robust sein darf. Denn mit einem solchen Spiel, kann ein
graphisches Spiel konstruiert werden, das kein Gleichgewicht besitzt. Der Vollstindigkeit halber wird ein

analoges von uns entwickeltes Beispiel fiir Praferenzspiele in Beispiel 4.12 angegeben.

Hy ——>P_| Q—»P-(QP)

p/ K

Abb. 4.7: Beispiel, dass ein robustes Vergleichsspiel zu einem Préferenzspiel ohne Gleichgewicht fithren
kann

Beispiel 4.12. Es wird angenommen, dass das Vergleichsgadget P~ (P, Q) so beschaffen ist, dass R sich
selbst in jedem Gleichgewicht mit dem Gewicht

1 ,fira>"b
0 ,fura<b

spielt. Nun wird ein Praferenzspiel konstruiert, welches kein Gleichgewicht hat. Dieses Spiel wird in
Abbildung 4.7 dargestellt. Gegeben seien ein Spieler P, der sich selbst mit dem Gewicht a in jedem
Gleichgewicht spielt und ein Spieler Hy, der sich selbst immer mit Gewicht 1 spielt. Mit dem Differenzspiel
P_(H;, P) wird ein Spieler Q erzeugt, der sich selbst in jedem Gleichgewicht mit dem Gewicht 1 — a spielt.
Der Spieler R spielt einerseits sich selbst ebenfalls mit dem Gewicht a4 in jedem Gleichgewicht, da er wegen
P_(P) eine Kopie von P ist. Andererseits spielt R sich selbst wegen des Vergleichsspiels P~ (Q, P) mit dem
Gewicht 1, falls 1 — a > a ist bzw. mit 0, wenn 1 — a < g ist. Im Folgenden werden drei Fille unterschieden:
Wenn a € (0,1) ist, spielt R sich selbst mit 2 und gleichzeitig mit einem Wert aus {0, 1}, was nicht moglich
ist. Wenn a = 1 ist, spielt R sich selbst mita = 1und 0,da1l —a = 0 < 1 = g ist. Dies ist ebenfalls ein
Widerspruch. Fiir a = 0 spielt R sich selbst mit 0 und 1, weil 1 —a = 1 > 0 = a ist, was wieder nicht
moglich ist. Also hat dieses konstruierte Spiel kein Gleichgewicht. Dies widerspricht dem Lemma 4.5,
welches besagt, dass jedes Préferenzspiel ein Gleichgewicht hat. Folglich darf das Vergleichsspiel nicht

robust sein.

Nun kann mit der Reduktion von 3D-BROUWER auf PREFERENCE GAME begonnen werden. Dafiir werden

die folgenden Spieler in das Préferenzspiel aufgenommen:

o die drei Koordinatenspieler X, Y, Z, einen fiir jede der drei Dimensionen. Wenn das Praferenzspiel
im Gleichgewicht ist, spielt sich jeder Koordinatenspieler mit dem Gewicht ay, a, bzw. a;, das mit
seiner Koordinate im Losungsknoten von 3D-BROUWER iibereinstimmt.

e fiir i € [n] die Bitspieler B;(x), B;(y), B;(z), einen fiir jeden Bit der drei Koordinaten. Deren Gewichte,
mit denen sie sich selbst spielen, korrespondieren mit dem Wert des i-ten hochstwertigen Bits von
ax, 4y resp. a.. Das heifit sie spielen sich selbst immer mit einem Gewicht aus {0,1}.

e fiiri € [n] die Hilfsspieler X;, Y;, Z;. Diese werden fiir die korrekte Berechnung der Bitspieler benétigt.
Das Gewicht a,;, mit dem X; die Selbststrategie spielt, ist gleich dem Gewicht a,, mit dem der Spieler
X sich selbst spielt, abztiglich aller Bruchzahlen, die mit den i — 1-ten hochstwertigen Bits von X

korrespondieren (analog fiir Y und Z).

45



Diese Werte konnen gewonnen werden, indem die Bindrdarstellung von |a,2" | berechnet wird (analog fiir
Y und Z). Das sind die Bindrdarstellungen der Zahlen i, j, k so dass (x,y,z) = (ax, ay, a;) in dem Teilwiirfel
Kjjx liegt. Dies wird durch ein Préferenzspiel erreicht, welches unter Verwendung der arithmetischen
Gadgets der Lemmata 4.8 und 4.10 den folgenden Algorithmus simuliert:

X1 =X

fori=1,...,ndo:

{bi(x) =< (x3,27"); %11 := x; — bi(x) - 27'};
analog fiir y und z;

Der Algorithmus wird so in P eingebunden, dass die darin berechneten Werte x;, b;(x) etc. den Gewichten
ax;, ap,(x) etc. entsprechen. Solange ay, 4, und a; nicht zu dicht bei einem Vielfachen von 27" liegen (diese
Einschrankung kommt durch die Verwendung des Vergleichsgadgets P~ (x;,27") im Algorithmus) berech-
net der Teil von P, welcher den obigen Algorithmus implementiert, i, j, k so, dass der Punkt (ay, ay, az)
im Teilwiirfel K;j liegt. Das heifst, es gibt 3n Spieler des Spiels P, deren Gewichte mit den n Bits der
Bindrdarstellung von i, j, k tibereinstimmen.

Wenn ay,ay oder a; zu dicht bei einem Vielfachen von 27" sind, werden die Bits nicht korrekt extra-
hiert und die Simulation der Schaltung kann einen beliebigen Wert zurtickgeben. Dieses Problem wird
mit derselben Methode der Mittelwertbildung wie in [17] tiberwunden: Die Schaltung wird fiir eine
grof8e konstante Anzahl an Punkten berechnet, die den Knoten umgeben, und der Mittelwert der re-
sultierenden Vektoren wird genommen. Dafiir werden die positiven und negativen Komponenten der
Ergebnisvektoren so separiert, wie es weiter unten noch dargestellt wird. Dies liefert einen Mittelwertvektor
A= (AxT,Ax, Ay, Ay~ ,Azt,Az7). AnschlieBend wird der Vektor unter mehrfacher Anwendung von
PX 1 so herunter skaliert, dass die Groflenordnung hinreichend kleiner als die Seitenldnge eines Teilwtirfels
ist. Fiir jede Dimension wird als nichstes diese Dimension des skalierten Vektors zu einer Kopie des
geeigneten Koordinatenspielers hinzugerechnet, indem als erstes die positive Komponente addiert und als
zweites die negative Komponente abgezogen wird. So wird der urspriingliche Koordinatenspieler erhalten.
Wenn einmal die Bindrdarstellungen von i, j, k vorliegen, dann konnen diese in einen anderen Teil von P,
der die Schaltung C simuliert, eingegeben werden. Die Schaltung kann durch den Einsatz von Spielern, die
Gatter représentieren, simuliert werden. Addition (mit Obergrenze 1) kann verwendet werden, um ODER
zu simulieren, Multiplikation fiir UND und 1 — a fiir NICHT. Es gibt einen einfacheren Weg, um Boolesche
Funktionen zu simulieren, wenn die Eingaben immer 0 oder 1 sind. Dieser vermeidet die Komplikationen,

die mit der Genauigkeit zusammenhéngen.

Lemma 4.13. Es gibt Priiferenzspiele P\, Pa und P-, mit zwei Eingabespielern P, Q (einem Eingabespieler fiir
P-), die sich selbst in jedem Gleichgewicht mit einem Gewicht a bzw. b aus {0, 1} spielen, und einem Ausgabespieler
R, der sich selbst ebenfalls mit einem Gewicht ¢ aus {0,1} spielt. Hierbei ist ¢ das Ergebnis der Anwendung der
jeweiligen Booleschen Funktion auf die Eingaben.

Es werden Py als ODER-Gadget, Pp als UND-Gadget und P als NICHT-Gadget bezeichnet.

Beweis. 1. Py (P, Q): Es wird ein Hilfsknoten H; mit der Préferenzliste (P, Q, H) geschaffen. Die Pra-
ferenzliste von R sei (Hj, R). Falls 4 und/oder b gleich 1 sind, dann spielt H; sich selbst mit dem
Gewicht 0, ergo R sich selbst mit dem Gewicht 1. Wenn sowohl 4 als auch b gleich 0 sind, dann spielt
H; sich selbst mit dem Gewicht 1 und R sich selbst mit dem Gewicht 0. Ubrigens implementiert P
das Spiel Py, wenn a,b € {0,1} sind.
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2. P-(P): Es sei (P, R) die Préferenzliste von R. Dann spielt R sich selbst in jedem Gleichgewicht mit
dem Gewicht 1 —a.

3. Pa: Hierftir werden die Spiele P und P-, wie folgt verkettet:
P-(Pv(P~(P), P~(Q)))- -

Es soll sicher gestellt werden, dass sich das Praferenzspiel genau dann im Gleichgewicht befindet, wenn
alle vier Vektoren in den Ergebnissen der acht Schaltungen vertreten sind. Wie in [17] ist es prak-
tisch, anzunehmen, dass die Ausgabe von C etwas detaillierter als zwei Bits ist: Es sollen sechs Bits
oxt,6x~,6yt,8y~,0z",8z~ von C berechnet werden, so dass hochstens eins von éx* und éx~ gleich 1 ist,
hochstens eins von 6y* und 8y~ gleich 1 ist und analog fiir z. Und der Zuwachs der Brouwerfunktion im
Zentrum von Kjj ist a - (0xt —ox—,6y" —éy~,8z" — 5z7), also gleich einem der Vektoren dy, 81, 82, 83 wie
sie in der Definition von 3D-BROUWER (vgl. Abschnitt 4.1.5) spezifiziert wurden. Dort wurde a = 22"
gesetzt. Zurtick zur Ausgabe: Die vier moglichen Vektoren d; werden als 100000, 001000, 000010 und
010101 dargestellt (Das heifst eine Addition dieser vier Ausgaben liefert 111111. Das wird im Folgenden
benutzt). Diese Ergebnisse konnen in die urspriinglichen Koordinatenspieler zuriickiibersetzt werden. Als
Erstes werden die Bits xT, die mit den acht adjazenten Knoten korrespondieren, durch ODER-Gadgets
verkniipft. Dieses liefert als Ergebnis genau dann eine eins, wenn mindestens eins der dx* gleich eins
ist. Dies wird fiir die anderen fiinf Bits 6x~, 6y ™, 6y, 6z, 8z~ wiederholt. So werden genau dann sechs
einsen erhalten, wenn dies ein Losungsknoten ist, also alle vier Verschiebungsvektoren vertreten sind.
Deswegen wird ein AND-Spiel fiir jede Koordinate genau dann drei einsen zuriickgeben, wenn dies
ein Losungsknoten ist. Andernfalls ist mindestens eine der Koordinaten gleich null. Wenn das herum-
gedreht wird, indem fiir jede Koordinate das NICHT-Gadget verwendt wird, werden genau dann drei
nullen erhalten, wenn es sich um einen Losungsknoten handelt. Schliefllich werden diese Ergebnisse wie
folgt unter Verwendung der Spiele P— und P, zu einer Kopie der urspriinglichen Koordinaten addiert:
Mit A = (Ax*,Ax’,Ay*, Ay’,Az*,Az’) wird die Zusammenrechnung der Schaltungsausgaben, die
jeweils aus sechs Bits bestehen, bezeichnet. Dann wird a, = a + (Ax* — Ax™) berechnet, indem als erstes
P_(Axt, Ax™) ermittelt wird, und das Ergebnis mit P, zu einer mit P— erzeugten Kopie a von der
x-Koordinate addiert wird. Selbiges wird fiir a, und a, wiederholt. Wenn die Koordinaten eine Losung
der 3D-BROUWER-Instanz reprédsentieren, dann sind alle Werte, die zuriick addiert wurden, gleich Null.
Deshalb konnen sich die Koordinatenspieler nicht verbessern, indem sie ihre Strategien verdndern. Wenn
die Koordinaten keinen Losungsknoten bilden, dann kann dargelegt werden, dass die Spieler sich nicht im
Gleichgewicht befinden: Es befinde sich der Punkt (ay, ay, a;) (gegeben durch die Strategien der Koordina-
tenspieler) vollstindig im Inneren des Wiirfels, das heifit er ist in keinem der Teilwtiirfel enthalten, die am
Rand liegen. Dann dndert jede Koordinate in A, die nicht Null ist, die Strategien der Spieler. Demzufolge
liegt kein Gleichgewicht vor. Fiir Punkte am Rand werden die Randbedingungen aufgerufen, die fiir die
Farbung spezifiziert wurden (vgl. Abschnitt 4.1.5). Dafiir sind verschiedene Falle zu unterscheiden. Zwei
davon werden représentativ betrachtet.

Es sei (ay, ay,a;) in einem Teilwiirfel enthalten, der mit der Seite x = 0 adjazent ist, aber mit keiner der
Seiten y = 0 oder z = 0. Dann ist mindestens einer der benachbarten Ergebnisvektoren gleich 100000
(wegen der gegebenen Randbedingung fiir die Seite x = 0 in 3D-BROUWER). Da davon ausgegangen
wurde, dass kein Brouwerfixpunkt vorliegt, sind nicht alle vier gewiinschten Vektoren vertreten. Also muss
einer der anderen drei Vektoren fehlen. Falls 010101 fehlt, dann befindet sich der x-Koordinatenspieler nicht
im Gleichgewicht. Andernfalls fehlt einer der Vektoren 001000 oder 000010, und der korrespondierende
Koordinatenspieler ist nicht im Gleichgewicht.

Nun wird ein anderer Fall betrachtet. Es sei (ay, ay, a;) in einem Teilwiirfel enthalten, der mit den Seiten
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x = 1 und y = 0 adjazent ist, aber nicht mit der Seite z = 0. Dann sind mindestens zwei der benachbarten
Vektoren 010101 und 001000. Da wieder nicht alle vier gewiinschten Vektoren vertreten sind, fehlt einer
der anderen beiden Vektoren. Falls 100000 fehlt, dann befindet sich der x-Koordinatenspieler nicht im
Gleichgewicht, andernfalls gilt selbiges fiir den z-Spieler.

Die anderen Fille am Rand kénnen ebenso abgehandelt werden.

Im Beweis kann die Praferenzrelation, die fiir jedes Gadget definiert wird, durch eine lineare Relation
ersetzt werden, so dass jeder Knoten eine strikte Praferenzordnung zwischen den Knoten des Spiels hat.
Das ist so, weil alle Préferenzlisten, die in den Gadgets definiert wurden, eine lineare Ordnung bilden. Die
Ordnung der Knoten, die nicht in der Praferenzliste eines beliebigen Knotens enthalten sind, ist unwichtig
und kann folglich beliebig besetzt werden. O

4.3 CONSTANT DEGREE PREFERENCE GAME

Hierfiir werden zunédchst der Eingangs- und Ausgangsgrad sowie der daraus resultierende Grad sowohl
fur die einzelnen Spieler eines Préferenzspiels als auch fiir das Spiel selbst definiert. Diese Definitionen
vertragen sich mit den entsprechenden Definitionen fiir Digraphen.

Definition 4.14. Es sei ein Priferenzspiel gegeben. Fiir jeden Spieler v werden in(v) = {u | v >, u} als
die Menge aller Spieler, die v der Selbststrategie (streng) vorziehen, out(v) = {u | u >, v} als die Menge
aller Spieler, die v sich selbst gegentiber (strikt) bevorzugt, der Eingangsgrad als |in(v)|, der Ausgangsgrad
als |out(v)| sowie der Grad als Summe des Eingangs- und des Ausgangsgrades definiert.

Der Eingangsgrad (Ausgangsgrad, Grad) eines Priferenzspiels ist das Maximum der Menge der Eingangsgrade
(Ausgangsgrade, Grade) aller Spieler.

DEGREE d PREFERENCE GAME: Finde ein Gleichgewicht in einem Préaferenzspiel mit konstantem Grad
d.

Bemerkung 4.15. Der Digraph des Priferenzspiels kann so definiert werden, dass die Spieler die Knoten,
sind und eine Kante von u nach v bedeutet, dass v von u lieber gespielt wird als die Selbststrategie. Das
heif3t u steht in der Préferenzliste von v vor v, beeinflusst also das Gewicht, mit dem v sich selbst spielt.
Dann vertragen sich die obigen Grad-Definitionen fiir Praferenzspiele mit den entsprechenden Definitionen
ftir Digraphen.

Satz 4.16. PREFERENCE GAME<,, DEGREE d PREFERENCE GAME. Tatsichlich ist dies eine Reduktion in
polynomialer Zeit von allgemeinen Priferenzspielen auf Priferenzspiele mit dem Grad 3, Ausgangsgrad 2 und
Eingangsgrad 1.

Beweisstruktur. Die Ausgangsgrade aller Spieler, die bei der Reduktion von BROUWER auf PREFERENCE
GAME definiert wurden (vgl. Abschnitt 4.2.2), sind hochstens zwei. Das heif$t, es hiangt von hochstens zwei
anderen Spielern ab, mit welchem Wert ein Spieler sich selbst spielt. Es gibt keine implizite Konstante,
die die Eingangsgrade beschriankt. Das heifst, ein Spieler kann in beliebig vielen Praferenzlisten anderer
Spieler auftauchen und so das Gewicht beeinflussen, mit dem diese sich selbst spielen. Durch Hinzufiigen
von Copy-Gadgets P—, kann garantiert werden, dass der Eingangsgrad ebenfalls hochstens zwei ist.
Dariiber hinaus kann sichergestellt werden, dass der Grad des Spieles hochstens drei ist, weil alle Gadgets
P— den Ausgangsgrad eins haben. Dann bleibt noch zu zeigen, dass sich das Gleichgewicht des neuen
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Préferenzspiels in Polynomialzeit auf ein Gleichgewicht des urspriinglichen Préferenzspiels abbilden lasst.
Der Beweis kann ausfiihrlich in [1] nachgelesen werden. O

4.4 STRONG KERNEL

Definition 4.17. Es seien D = (V, A) ein Digraph und f eine nichtnegative Funktion auf V. Diese wird
als fraktional dominierend bezeichnet, wenn Y, c(,) f(u) > 1 ist fiir alle Knoten 0. Wenn es zu jedem
Knoten v eine Clique K gibt, die in der In-Nachbarschaft I(v) enthalten ist, und fiir die }_,cx f (1) > 1ist,
dann hei8t f stark dominierend. Die Funktion f heif3t fraktional unabhiingig, wenn Y, f(u) < 1 fiir jede
Clique K erftillt ist. Ein fraktionaler Kernel ist eine Funktion f, die sowohl fraktional unabhéngig als auch
fraktional dominierend ist. Wenn sie zusétzlich stark dominierend ist, wird von einem stark fraktionalen
Kernel gesprochen.

Bemerkung 4.18. Ein gerichtetes Dreieck (also ein echter Kreis mit drei Knoten) zeigt, dass nicht jeder

Digraph einen fraktionalen Kernel besitzt.

Spéter wird noch das folgende Lemma benotigt:

Lemma 4.19. Die charakteristische Funktion eines Kernels ist offensichtlich ein stark fraktionaler Kernel.

Beweis. Es sei K C V ein Kernel. Dann ist charakteristische Funktion f von K offensichtlich eine nicht
negative Funktion auf V. Diese Funktion ist fraktional unabhéngig, weil der Kernel eine unabhéngige
Knotenmenge ist, und stark dominierend, weil K dominierend ist. O

Satz 4.20. Jeder clique-azyklische Digraph hat einen stark fraktionalen Kernel.

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zur Kernelberechnung, also Erweiterung des Digraphen zu D’, Erstellen
der Matrizen und Durchlaufen des Algorithmus von Scarf sowie Berechnen der Losung des Gleichungssy-
stems Bx = b. Dann wird die nicht negative Abbildung f auf V durch f(v;) = Xy; definiert und gezeigt,
dass diese sowohl fraktional unabhangig als auch stark dominierend ist. Hierbei kann der Satz von Chvatal
2.18 nicht angewandt werden, weil der Digraph nicht perfekt ist. Das heif$t, der Losungsvektor und damit

der stark fraktionale Kernel miissen nicht ganzzahlig sein. O

STRONG KERNEL: Gegeben sei ein clique-azyklischer Digraph, dessen grofite Clique konstante Grofie
habe. Finde eine Gewichtsfunktion auf den Knoten, die stark dominierend und fraktional unabhingig
ist.

Bemerkung 4.21. Kintali et al. nehmen die Einschrankung auf Digraphen, deren grofste Clique konstante
Grofie hat, vor, damit nur polynomial viele maximale Cliquen auftreten konnen. Das hat zur Folge, dass
alle maximalen Cliquen und somit auch die Matrizen in Polynomialzeit berechnet werden konnen. Also
lauft ein Schritt des Algorithmus von Scarf auch polynomial in den Eingabedaten durch. Kintali et al.
haben zu dieser Behauptung keine Quelle angegeben. Das beste Ergebnis, welches dazu gefunden wurde,
stammt von Nielsen [18]. Er hat gezeigt, dass die Anzahl der maximalen unabhidngigen Mengen, die genau
die GroRe k haben, in jedem Graphen der GroRe 1 hochstens [ 11/k [~ (" mod k) (|31 /k| 4-1)" mod K st Fiir
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alle maximalen unabhingigen Mengen mit der Grofie hochstens k gilt dieselbe Grenze, solange k < 1/3
ist. Fiir k > n/3 ist eine Grenze von niherungsweise 3"/3 gegeben. Da die unabhingigen Mengen im
komplementédren Graphen den Cliquen entsprechen, gelten diese Grenzen auch fiir maximale Cliquen. Fiir
die Sicherstellung der Polynomialitdt kann nicht gefordert werden, dass alle maximalen Cliquen dieselbe
Grofle haben, weil sonst spéter die Reduktion von DEGREE 3 PREFERENCE GAME auf STRONG KERNEL
dieses Kriterium nicht erfiillen wiirde. Denn bei dieser Reduktion wird ein Digraph mit maximalen Cliquen
der Grofie drei und zwei gebildet.

Satz 4.22. DEGREE 3 PREFERENCE GAME <, STRONG KERNEL, das heifst STRONG KERNEL ist PPAD-schwer.

Beweis. Gegeben sei ein Priferenzspiel mit der Spielermenge [n]. Der Digraph D = (V, A) wird konstruiert.
Fiir jeden Spieler i wird ein Knoten (i, i) eingefiihrt und fiir jeden Spieler j in out(i) ein Knoten (i, j). Es
gibt eine Kante von (i, j) nach (i, k), wenn j von i lieber gespielt wird als k, d.h. j >=; k. Fiir jeden Knoten
(i,7) miti # j gibt es einen zusétzlichen Knoten J (i, j), der mit zwei weiteren Knoten verbunden ist, einmal
durch eine von (j, j) kommende Kante, sowie durch eine nach (i, j) fithrende Kante. (Diese Konstruktion
kann am Beispiel 5.20 nachvollzogen werden.) Die Anzahl der Knoten ist htchstens quadratisch in n und
die Anzahl der Kanten hochstens kubisch. Also ist der Digraph polynomial in 7.

Nun ist noch zu zeigen, dass ein stark fraktionaler Kernel f in Polynomialzeit auf ein Gleichgewicht w des
Praferenzspiels abgebildet werden kann. Daftir wird

wilj) = { fUiq) g (i) € v

0 , sonst

gesetzt. Die Funktion f ist fraktional unabhingig. Das heifit, fiir jede Clique K gilt ¥, cx f(u) < 1.
AuBerdem ist sie stark dominierend. Es gibt also in jeder In-Nachbarschaft I(v) eine Clique K, so
dass Y ,cx f(u) > 1 ist. Dies wird auf die Cliquen der Gestalt {J(i,]), (i,j))} angewendet. Es sei
C" = {(i,j),J(i,j)} und C"{J(i,}), (j,j) }- Aufgrund der Konstruktion des Digraphen treten entweder
beide Cliquen gleichzeitig oder keine von beiden auf. Aulerdem ist die In-Nachbarschaft von (i, j) gleich
der Clique C”. Da f ein stark fraktionaler Kernel ist, gelten die folgenden Ungleichungen: Y,/ f(u) <1
und 1 < ), ccon f(u) < 1. Daraus folgt f((i, 7)) < f((j,))- Damit wurde gezeigt, dass immer w;(j) < wj(j)
erfiillt ist. Da ein stark fraktionaler Kernel per se immer nicht negativ ist, sind auch die Gewichtsfunktionen
w; nicht negativ. Fiir die Zuldssigkeit bleibt noch zu zeigen, dass }Jjc [, wi (j) = 1ist. Hierfiir wird zunéchst

I = {i}Uout(i) C [n]

gesetzt. Dann ist die Menge C = {(i,j) | j € I} nach Definition von D eine maximale Clique und
gleichzeitig die In-Nachbarschaft des Knotens (i, i). Fiir alle j € [n] \ I wird w;(j) = 0 gesetzt. Damit wurde

Yowi() =Y wi() =} f{ij)) =) flu)=1

j€ln] jel jel ueC

gezeigt.

Als Vorletztes bleibt noch zu beweisen, dass alle Gewichtsfunktionen w; beztiglich w_; lexikographisch
maximal sind. Es wird ein beliebiger Knoten der Gestalt (i, j) betrachtet. Die Menge aller Knoten, die
eine Kante nach (i, j) schicken, ist die Vereinigung zweier Cliquen. Die erste Clique C; ist die Menge aller
Knoten (i, k) mit k =; j, die zweite Clique ist die Menge Co = {J(i, ), (i, ) }. Wenn w;(j) # w;(j) ist, dann
ist wegen

Y, fu)=f(G))+fUGTH) < fWGD)+fUG)) = ) =1.

ueCy ueC”
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die Summe der Gewichte in der zweiten Clique kleiner als eins. Also muss C; die Clique in der In-
Nachbarschaft von (i, ) sein, fiir die die Summe der Gewichte gleich eins ist. Wenn die Summe der
Gewichte tiber der Clique C; gleich 1 ist, dann muss w;(j) = wj(j) gelten (und anders herum). Damit
wurde gezeigt, dass entweder w;(j) = w;(j) ist oder Y, ;w;(j) = 1 gilt. Daraus folgt, dass es ein j gibt, so
dass das Lemma 4.3 gilt.

Als Letztes wird noch gezeigt, dass der Digraph clique-azyklisch ist. Es gibt zwei verschiedene Typen von
maximalen Cliquen. Der erste Typ ist von der Form {(i,j) | j € out(i) C V} fiir ein gegebenes i. Wenn
diese Cliquen einen Kreis enthalten wiirden, dann miisste es einen Kreis in der Praferenzordnung -; geben,
was ein Widerspruch ist. Der zweite Typ maximaler Cliquen sind einzelne Kanten der Form ((j, ), J(i,}))

und (J(i,7), (i,j)). Keine von beiden kann einen Kreis enthalten. O

4.5 SCARF

Im Abschnitt 3.1 wurde das Lemma von Scarf 3.1 bereits eingefiihrt und bewiesen. Das zugehorige
Suchproblem wird definiert. Im folgenden ist mit (B, b) das Gleichungssystem Bx = b gemeint.

SCARF: Gegeben seien zwei Matrizen B und C sowie ein Vektor b € R", die die Bedingungen des
Lemmas von Scarf 3.1 erfiillen. Finde eine Teilmenge von m Spalten, die sowohl eine zuldssige Basis

fiir (B, b) als auch unterordnend fiir C ist.

Satz 4.23. SCAREF liegt in PPAD, das heifit SCARF <, END OF THE LINE.

Beweis. Es soll gezeigt werden, dass der urspriingliche Beweis von Scarf [2] zusammen mit einer Orientie-
rungstechnik von Todd [19] ein END OF THE LINE-Argument fiir die Existenz einer unterordnenden und
zuldssigen Basis gibt, was gerade SCARF € PPAD beweist.

Als Erstes werden die Standardtechniken fiir die Perturbation angewandt, um Entartungen in der Eingabe
zu entfernen. Das Paar (B, b) wird als entartet bezeichnet, wenn b in einem Kegel liegt, der von weniger
als m Spalten von B aufgespannt wird. Andernfalls wird es als nicht entartet bezeichnet. Zunédchst wird
eine kleine Pertubation b’ auf b angewandst, so dass das Paar (B, ') nicht entartet und jede zuléssige Basis
von (B, V") auch fiir (B, b) eine zulédssige Basis ist. Solch eine Perturbation kann unter Verwendung von
Standardtechniken der Linearen Programmierung in Polynomialzeit gefunden werden (vgl. Kapitel [10]
von [20]).

Ahnlich liefert eine leichte Perturbation von C eine ordinal-generische Matrix C’ (d.h. alle Elemente einer
jeden Zeile von C’ sind verschieden), die den Bedingungen des Lemmas von Scarf 3.1 geniigt. Wenn
die Perturbationen klein genug gewdhlt wurden, dann ist jede unterordnende Menge von C’ auch fiir C
unterordnend. Der Vollstindigkeit halber wird eine Perturbation, die in Polynomialzeit erfolgen kann,
présentiert. Sei 6 gleich das Minimum von |c;; — ci/]-/| iiber alle 7, 7,i’,j' mit cij # cyrp. Das heifst § ist der
kleinste positive Abstand zwischen zwei beliebigen Eintrdgen von C. Die Eintridge von C’ werden wie folgt

definiert:

ci firj =i € [m]
cij =14 cij+8(j—m)/(n+1) fiir i € [m], j > m
ci+o(n—m+j)/(n+1) firi#je [m]
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Dann ist C’ ordinal generisch, das heifit, alle Elemente einer Reihe von C’ sind verschieden. Denn falls
cgj = cj, fiir beliebige j # k wére, dann miisste ¢;; + 6; = cjx + & mit 0 < [6; — 5| < J sein. Das ist aufgrund
der Wahl von § aber nicht moglich.

Nun wird gezeigt, dass C’' den Bedingungen des Lemmas von Scarf geniigt. Das heif3t fiir alle i # j € [m]
und fiir alle m < k < n gilt cfi < cgk < cgj. Dies folgt daraus, dass die Matrix C diese Ungleichungen erfiillt,

!
11’

also ¢;; < cjx < ¢jj gilt, und aus der Wahl von  und der Definition der ¢ cgj und c;..

Jetzt ist nur noch zu zeigen, dass jede unterordnende Menge von C’ auch fiir C unterordnend ist. Es sei
ch < cgj fiir i, j, k beliebig. Analog zum Beweis, dass C’ ordinal generisch ist, folgt dann, dass ¢;; < cij + &
fiir ein ¢’ mit || < ¢ ist. Aufgrund der Wahl von § muss dann ¢’ = 0 sein. Damit wurde ¢ < c;; bewiesen.
Dies beschliefst die gewtiinschte Behauptung.

Fiir den Rest des Beweises wird angenommen, dass (B, b) nicht entartet und C ordinal generisch sind. Der
Beweis des ordinalen Pivotschritts (vgl. Lemma 3.6) geht davon aus, dass C ordinal generisch ist.

Jetzt beginnt der zweite Teil des Beweises. Der Beweis des Lemmas von Scarf 3.1 nutzt ein ungerichtetes
END OF THE LINE-Argument. Um zu zeigen, dass SCARF in PPAD liegt, wird aber ein gerichtetes END OF
THE LINE-Argument benétigt. Shapley [21] hat eine Index-Theorie fiir Bimatrixspiele eingefiihrt, die die
Pfade, die durch den Lemke-Howson Algorithmus [16] erzeugt werden, orientiert und so die Gleichge-
wichtspunkte in zwei Mengen unterteilt. Todd [19] hat darauf basierend eine dhnliche Orientierungstheorie
fiir verallgemeinerte komplementére Pivotalgorithmen entwickelt. Nun wird Todds Orientierungstechnik
angewandt, um zu zeigen, dass SCARF in PPAD liegt. Dafiir werden die folgenden Definitionen und

Lemmata gebraucht.

Definition 4.24. Es sei X = [n]. Eine m-elementige Teilmenge von X heifst m-Teilmenge. Mit X, wird
die Sammlung aller geordneten m-Tupel von verschiedenen Elementen aus X bezeichnet. Zwei m-Tupel
in X, sind genau dann dquivalent, wenn das eine eine gerade Permutation des anderen ist. Sei P ein
beliebiges Element einer Aquivalenzklasse. Die korrespondierende Aquivalenzklasse wird mit P bezeichnet.
Wenn P’ € X,, eine ungerade Permutation von P € X,, ist, dann wird die Aquivalenzklasse P’ das
Negative von P genannt und P’ = —P geschrieben. Sei P = (ey,...,en) € Xp. Mit P\ ¢; wird das
Tupel (e, ...,ei-1,6i41,.-.,m) € Xy_1 bezeichnet. Fir p = +1 wird gesagt, dass y - (m) positiv
(negativ) in P enthalten ist, wenn p - (—1)? positiv (negativ) ist. Fiir f ¢ P bezeichne P U f das Tupel
(f,e1,,- - em) € Xppg1-

Definition 4.25. Es sei X = [n]| die Menge der Spaltenindizes von B und C. Im Folgenden seien e € X,
F die Menge aller zuldssigen Basen, die e enthalten, und S die Menge aller ordinalen Basen, die e nicht
enthalten. Dann sind alle Elemente aus F bzw. S m-elementige Teilmengen von [n].

V(F,S,e) sei die Menge der Paare (F, S), die jeweils einer der beiden folgenden Bedingungen geniigen:

(i) (F,S) ist ein gematchtes Paar, das heifst F = +S, wobei entweder F € F oder S € S ist (beides
gleichzeitig geht nicht, da der Schnitt von F und S leer ist)
(ii) (F,S) sind ein ungematchtes Paar, das heifit (F,S) € F x Smite € F,e ¢ Sund F\ S = {e}

Bemerkung 4.26. Ein gematchtes Paar (T, T) ist positiv, wihrend ein gematchtes Paar (T, —T) negativ ist.

Ein ungematchtes Paar (F, S) ist positiv (negativ), wenn F positiv (negativ) in S U e enthalten ist.
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Lemma 4.27. [Todd [19], S. 56]

(a) Jedes gematchte Paar ist entweder durch einen zuldssigen Pivotschritt oder durch einen ordinalen Pivotschritt
mit einem ungematchten Paar adjazent, nicht beides gleichzeitig.

(b) Jedes ungematchte Paar ist durch einen zuliissigen Pivotschritt mit einem Paar adjazent und durch einen
ordinalen Pivotschritt mit einem Paar adjazent.

Lemma 4.28. [Todd [19], S. 56]

(a) Wenn zwei ungematchte Paare durch einen zulissigen Pivotschritt verbunden sind, dann haben sie entgegenge-
setzte Vorzeichen.

(b) Wenn ein gematchtes Paar und ein ungematchtes Paar durch einen zulissigen Pivot adjazent sind, dann haben
sie dasselbe Vorzeichen.

(c) Wenn zwei Paare durch einen ordinalen Pivotschritt verbunden sind, dann haben sie entgegengesetzte Vorzeichen.

Ahnlich zu [19] wird ein gerichteter Graph konstruiert, dessen Ecken die Paare in V(F, S, e) représentieren.
Wenn zwei ungematchte Paare durch einen zuldssigen Pivot verbunden sind, dann wird eine gerichtete
Kante vom negativen zum positiven Paar hinzugefiigt. Wenn ein gematchtes Paar durch einen zuldssigen
Pivot mit einem ungematchten Paar adjazent ist, dann wird eine Kante vom gematchten zum ungematchten
Paar hinzugefiigt, falls beide positiv sind, und in entgegengesetzter Richtung, falls beide negativ sind. Wenn
zwei Paare durch einen ordinalen Pivotschritt adjazent sind, dann wird eine Kante vom positiven Paar zum
negativen Paar ergdnzt. Aus den Lemmata 4.27 und 4.28 folgt, dass jedes ungematchte Paar Eingangsgrad
1 und Ausgangsgrad 1 hat. Jedes positive gematchte Paar hat Eingangsgrad 0 und Ausgangsgrad 1. Jedes
negative gematchte Paar hat Eingangsgrad 1 und Ausgangsgrad 0.

Es ist leicht zu sehen, dass [m] in F und nicht unterordnend ist. Nach Lemma 3.6 (das ist der ordinale
Pivotschritt) gibt es ein f # e, so dass [m| — e+ f in S ist. Das Paar ([m], [m]) wird als die Anfangsquelle
fiir END OF THE LINE genutzt und mit einem ordinalen Pivotschritt gestartet, der e (bspw. e = 1) aus [m]
entfernt. Dies liefert die gewtinschte PPAD-Eigenschaft. O

Beispiel 4.29. In Abbildung 4.8 ist der gerichtete Pfad zu Beispiel 3.1.2 dargestellt. Hierbei bezeichnet
beispielsweise der Eintrag —236 das (geordnete) Tupel —(2,3,6), wobei die Menge {2, 3,6} eine ordinale
Basis von C ist. In dem Paar (167,367) korrespondiert der erste Eintrag mit der zulédssigen Basis B, =
{1,6,7} und der zweite Eintrag mit der ordinalen Basis B, = {3, 6,7}. Die Vorzeichen der Tupel hingen
von den Pivotschritten ab, und ob die Paare gematcht oder ungematcht sind.

Satz 4.30. STRONG KERNEL<, SCARF, das heifit SCARF ist PPAD-schwer

Beweis. Da in STRONG KERNEL verlangt wird, dass die Machtigkeit der grofiten Clique so durch eine
Konstante begrenzt wird, dass die Anzahl der maximalen Cliquen polynomial in # ist, kann der Digraph
in Polynomialzeit auf die Matrizen B und C abgebildet und der Vektor 1 € R™ gebildet werden. Der
Algorithmus von Scarf gibt eine zuldssige Basis | aus, die gleichzeitig eine ordinale Basis ist. Da das
Gleichungssystem Bx = 1 polynomial in # ist, und durch | die Struktur des Losungsvektors bekannt
ist, kann in Polynomialzeit eine Losung x gefunden werden. Die Komponenten, die mit Knoten in V
korrespondieren und ungleich null sind, liefern den gesuchten Kernel. Das heif$t, die Ausgabe von SCARF
kann in Polynomialzeit auf eine Ausgabe von STRONG KERNEL abgebildet werden. Also ist die Reduktion
von STRONG KERNEL auf SCARF in Polynomialzeit moglich. O
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(123,123) pos. gematcht

ord.
Y
(123, —236) neg. ungematcht
zul.
A4
(—136, —236) pos. ungematcht
ord.
A4
(—136,367) neg. ungematcht
zul.
Y
(167,367) pos. ungematcht
ord.
A4
(167, —467) neg. ungematcht
zul.
A4
(467, —467) neg. gematcht

Abb. 4.8: Der gerichtete Graph zu Beispiel 3.1.2
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5 Untersuchungen zur Komplexitat der
Kernelberechnung

In den vorhergehenden Kapiteln wurden die Voraussetzungen mit einem starken Bezug zur Literatur
und einigen Ergdnzungen zusammengetragen. Jetzt kann mit der eigentlichen Aufgabe, namlich der
Untersuchung der Komplexitat von KERNEL begonnen werden. Mit dem Beweis der PPAD-Zugehorigkeit
wird begonnen. Die vorgenommenen Vereinfachungen werden anschlieffend an einem Beispiel verdeutlich.
Daran schliefst sich die Frage an, wie der Algorithmus sich verhilt, wenn der eingegebene Digraph nicht
clique-azyklisch ist. Danach wird getestet, ob der Beweis von Kintali et al. [1], der zeigt, dass STRONG
KERNEL PPAD-schwer ist, auf KERNEL iibertragen werden kann. Einige Bemerkungen zu einem moglichen
polynomialen Verlauf von KERNEL beschliefien dieses Kapitel.

5.1 Das Problem KERNEL

Begonnen wird mit der Wiederholung des Satzes 3.10: Jede clique-azyklische Superorientierung eines
perfekten Graphen hat einen Kernel.

Dieser Satz wurde im Abschnitt 3.2 bewiesen. Der Beweis liefert einen Algorithmus fiir die Kernelbe-
rechnung, der auf dem Algorithmus von Scarf basiert. Es kann also das zugehorige totale Suchproblem
definiert werden:

KERNEL: Gegeben sei eine clique-azyklische Superorientierung D = (V, A) eines perfekten Graphen
G = (V,E) mit |V| = n. Finde einen Kernel.

Bemerkung 5.1. Es wird noch einmal daran erinnert, dass eine Knotenmenge W genau dann eine Clique
in D ist, wenn sie eine Clique im unterliegenden Graphen G ist, und dass nur maximale Cliquen betrachtet
werden.

5.2 KERNEL ist in PPAD

Satz 5.2. KERNEL ist in PPAD.

Beweis. Es soll gezeigt werden, dass die Reduktion KERNEL<, END OF THE LINE in Polynomialzeit
moglich ist. Im vorhergehenden Kapitel war bereits zu sehen, dass das Problem SCARF in PPAD liegt. Wenn
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es gelingt zu zeigen, dass die notwendigen Daten polynomial in der Lange der Eingabe gespeichert werden
konnen, und die entsprechenden Schritte ebenfalls polynomial in der Lange der Eingabe durchgefiihrt
werden konnen sowie die Ordnung >; in Polynomialzeit bestimmt werden kann, dann liegt KERNEL
ebenfalls in PPAD. Das folgende Beispiel zeigt, dass die Anzahl der maximalen Cliquen in einem perfekten
Graphen durchaus exponentiell in der Anzahl der Knoten sein kann.

Beispiel 5.3. Sei G der perfekte Graph mit # Knoten, der aus 7 /3 disjunkten Dreiercliquen besteht (7 ist
hier natiirlich ein Vielfaches von 3). Dieser hat 3"/3 maximale unabhéngige Mengen. Nach dem schwachen
Satz iiber perfekte Graphen 2.9 ist der komplementire Graph G ebenfalls perfekt. Da die Cliquen in G
gerade die unabhingigen Mengen in G sind (und umgekehrt), gibt es 3"/3 maximale Cliquen in G. In
Abbildung 5.1 wird ein solcher Graph fiir den Fall n = 6 dargestellt.

Abb. 5.1: Beispiel fiir einen perfekten Graphen G mit n = 6 Knoten, dessen Komplement 3"/3 maximale
Cliquen enthalt

Der Algorithmus zur Kernelberechnung ermittelt zunédchst zu dem gegebenen Digraphen D’ die folgenden
Daten, mit denen der Algorithmus von Scarf durchlaufen wird:

m Eintrage in der zuldssigen Basis B,
m Eintrage in der ordinalen Basis 5,
m x (m+ n) Cliquenmatrix B von D’
m x (m + n) Matrix C

m Zeilenminimierer u;,

wobei m die Anzahl der maximalen Cliquen in G (und damit auch in D) ist, welche bekanntlich exponentiell
in der Knotenanzahl n sein kann. Folglich konnen alle diese Daten exponentiell sein. Also sind die folgenden
Punkte zu klaren:

1.) Gibt es eine Moglichkeit, sich diese Daten polynomial in 7 zu merken und dabei alle notwendigen
Informationen zu erhalten bzw. diese schnell rekonstruieren zu kénnen?

2.) Ist die Suche nach dem Pivotelement fiir den zuldssigen Pivotschritt polynomial in # moglich? Das
heifst, ist es moglich mit nur polynomial vielen der m maximalen Cliquen das Pivotelement zu finden?

3.) Ist die Suche nach dem Element, das beim ordinalen Pivotschritt in B, aufgenommen wird, mit
polynomialem Aufwand moglich?

4.) Ist es moglich, den Kernel mit einem linearen Gleichungssystem zu berechnen, das polynomial in der
Lange der Eingabe ist?

5.) Kann die Ordnung >; in Polynomialzeit berechnet werden?

All dies soll untersucht werden. Hierfiir wird noch einmal daran erinnert, dass der gegebene Digraph n
Knoten hat, also versucht wird zu zeigen, dass all dies polynomial in n moglich ist.
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Vorbemerkung 5.4. Im Folgenden werden einerseits die Begriffe ,Zeile” und , Clique” und andererseits
»Spalte” und ,Knoten” teilweise synonym gebraucht. Die Zeilen der Matrizen werden manchmal mit 7 und

manchmal mit C; resp. C; bezeichnet. Beispielsweise ist ¢iy; derselbe Eintrag wie Cclo; in der Matrix C.

Vereinfachung der Basen und der Zeilenminimierer

Lemma 5.5. Wenn fiir jede Spalte v; € BB, NV gespeichert wird, in welcher Zeile C; der zugehirige Zeilenminimierer
liegt, dann konnen daraus die ordinale Basis und alle Zeilenminimierer schnell rekonstruiert werden. Das heifit, mit
hochstens 2n Daten kinnen 2m Daten bestimmt werden.

Beweis. Die Knotenmenge des Digraphen D’ soll wieder aus n Knoten v; € V und m Zusatzknoten z;

bestehen. Fiir die ordinal generische Matrix C gelten die Ungleichungen
0 = ciz; < Cipy < Cig
fir alle i # j € [m] und alle k € [n]. Daraus folgt
ui =0 u; =cy, & z; € By,

fiir alle i € [m]. Angenommen, der Knoten z; liegt nicht in der ordinalen Basis. Dann muss mindestens ein
Knoten aus V in der ordinalen Basis enthalten sein. Wegen der Ungleichungen fiir die Matrix C gilt deshalb

U; >0<=>1/l,':Civ]. fﬁreinvjeBoﬁV.

Da |V| = n ist und jede Spalte aus B, genau einen Zeilenminimierer enthélt, kénnen hochstens n Zeilenmi-
nimierer existieren, die grofler als null sind. Wenn nun zu jedem Knoten aus V N B, bekannt ist, in welcher
Zeile der Zeilenminimierer liegt, dann kénnen daraus die Zusammensetzung der ordinalen Basis und der
Zeilenminimierer hergeleitet werden:

Wenn eine Zeile C; mit dem Knoten v; verbunden ist, dann liegt dieser Knoten in der ordinalen Basis und
Cip; = Ui Andernfalls ist z; in der ordinalen Basis, und der Zeilenminimierer u; ist gleich null, also gleich
Ciz; 0

Beispiel 5.6. Es seien m = 4 und die folgenden Daten gegeben (in der Zeile ZM stehen die zu den Knoten
gehorenden Zeilen, die den Zeilenminimierer (ZM) enthalten):

Knoten | v1 | vp | v3 | v4 | Us
zM | c|alclal -

Dann ist die ordinale Basis B, = {v1,v2,v3,v4} und enthélt keinen Zusatzknoten. Und die Zeilenminimie-

rer sind uy = c1y,, Uz = Cap,, U3 = C3p; SOWi€ Uy = Cy, -

Lemma 5.7. Wenn zu jedem Knoten v; € B, NV gespeichert wird, mit welcher Pivotzeile er in die zuliissige Basis
aufgenommen wurde, dann kann daraus die zuliissige Basis B, rekonstruiert werden. Das heif$t, aus hochstens 2n

Daten konnen die m Elemente in der zulissigen Basis hergeleitet werden.
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Beweis. Dies ist moglich, weil die zuldssige Basis zu Beginn des Algorithmus ausschliefilich Zusatzknoten
enthalt. Die zuldssige Basis enthélt m Elemente, und es gibt m Zusatzknoten. Es wurde also tatsédchlich ein
Pivotschritt durchgefiihrt, wenn sich ein Knoten v; in der zulédssigen Basis befindet. Beim ersten Pivotschritt
kann nur ein Knoten aus V in die zulédssige Basis aufgenommen werden. Dabei muss zwangsweise
ein Zusatzknoten aus der Basis entfernt werden. Wenn bei einem spéteren Pivotschritt v; in die Basis
aufgenommen wird, dann wird entweder ein Zusatzknoten oder ein anderer Knoten vy aus der Basis
entfernt. Im zweiten Fall iibernimmt v; die Pivotzeile von vy. Der Zusatzknoten, der mit dieser Zeile
korrespondiert, befand sich zu diesem Zeitpunkt nicht mehr in der Basis, weil er zuvor schon entfernt
wurde. Analog zum ordinalen Fall kann die zuldssige Basis hochstens n Knoten enthalten, die keine
Zusatzknoten sind. Das heifst, es sind hochstens 2n Daten zu speichern. Wenn die Spalten aus B, N V und
die zugehorigen Pivotzeilen bekannt sind, dann kann anhand der nicht gemerkten Zeilen herausgefunden
werden, welche Zusatzknoten in der zuldssigen Basis liegen. O

Beispiel 5.8. Gegeben seien m = 4 und die folgende Tabelle (mit Pivot ist die Pivotzeile gemeint):

Knoten | v1 | vp | v3 | vy | Us
: / / /
Pivot | Cy | - |G| Cp | -

Daraus kann die zuléssige Basis B, = {v1, v3,v4, 21 } abgeleitet werden (die Clique C} kommt in der Zeile
Pivot nicht vor, deshalb muss z; in der Basis sein).

Vereinfachung des ordinalen Pivotschritts

Lemma 5.9. Fiir die Durchfiihrung des ordinalen Pivotschritts geniigt es, eine hichstens (n x n) - Teilmatrix C
von C zu kennen. Diese Matrix muss nicht bei jedem ordinalen Pivotschritt neu gebildet werden, sondern wird peu i
peu aufgebaut. Da der Pivotschritt nur ordinale Vergleiche umfasst, ist er folglich in Polynomialzeit durchfiihrbar.

Beweis. Es wird wieder davon ausgegangen, dass es n Knoten und m Zusatzknoten sind.

Vor Beginn des eigentlichen Beweises wird der Ablauf des ordinalen Pivotschritts in groben Ziigen wieder-
holt: Gegeben seien eine ordinale Basis B, mit der Kardinalitdt 7, sowie die zugehorigen Zeilenminimierer
uq, ..., Uy, wobeinatiirlich bekannt ist, welcher Zeilenminimierer in welcher Spalte steht. Bei einem ordina-
len Pivotschritt wird zundchst ein zuvor bestimmter Knoten y aus der ordinalen Basis B, entfernt. Hierbei
kann y sowohl ein Knoten v; € V als auch ein Zusatzknoten z; sein. Beides ist moglich. Anschlieffend
werden die Zeilenminimierer u; = min{c;; | j € B, } der in B, verbleibenden Spalten berechnet und die
Spalte identifiziert, die nun zwei Zeilenminimierer enthélt, einen alten ufﬂ = u;,, der zuvor bereits ein
Zeilenminimierer war, und einen neuen ugn # u; . In der Zeile i, des alten Zeilenminimierers wird der
Eintrag c; , in C gesucht, dessen zugehorige Spalte r die in B, verbliebenen Spalten zu einer ordinalen
Basis ergianzt. Diese Spalte r wird in die ordinale Basis aufgenommen. Die neue ordinale Basis ist dann
B, — y + r. Bis auf zwei Zeilenminimierer bleiben alle gleich. Der Zeilenminimierer u;, wird durch u;
ersetzt, und c; , ersetzt den Zeilenminimierer ;. Damit ist der ordinale Pivorschritt abgeschlossen.

Es soll geklart werden, welche Eintrage der Matrix C benétigt werden, um den neuen Zeilenminimierer ugn
zu finden und den Eintrag c; , zu bestimmen:

Es sei y die zu entfernende Spalte, und uy der Zeilenminimierer in y. Nun wird y aus der ordinalen
Basis entfernt, und anschlieflend werden die Zeilenminimierer uf berechnet. Dabei verdndern sich die
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Zeilenminimierer in den Spalten ungleich y nicht, denn das, was vor dem Entfernen von y minimal war,
bleibt minimal. Deshalb muss u;( der neue Zeilenminimierer sein. Das heifst, es miissen nicht alle Zeilenmi-
nimierer ug berechnet werden, um den neuen Zeilenminimierer ugn zu bestimmen, sondern es braucht nur
die Zeile betrachtet zu werden, in welcher der Zeilenminimierer der aus B, zu entfernenden Spalte lag. In
unserem Fall ist der neue Zeilenminimierer in der Zeile C; zu suchen. Aufgrund der Ungleichungen fiir
die Matrix C muss der neue Zeilenminimierer ugn = uy in B, NV sein. (Denn sonst wiirde sich z; in der
Basis befinden. In diesem Fall hétte der aus B, entfernte Knoten y nicht den Zeilenminimierer u; haben
konnen.) Also werden nur die 7 Eintriage in der Zeile C;, die mit Knoten aus V korrespondieren, benétigt,
um u}, zu finden. Dies entspricht tibrigens gerade der Clique Cy im nicht erweiterten Digraphen D. Damit
wurde gezeigt, dass n Eintrédge von C fiir das Bestimmen des neuen Zeilenminimierers gebraucht werden.
Als Zweites wird geklart, welche der Eintrage der Matrix C fiir die Berechnung von c; , notwendig sind.
Angenommen, u; = ¢, wurde gefunden. Die Spalte s lag zuvor bereits in B, und hat folglich einen Zei-
lenminimierer enthalten, der nicht in der Zeile k liegt. Dieser bleibt auch fiir B, — y ein Zeilenminimierer.
Folglich enthilt s zwei Zeilenminimierer, den alten #;, und den neuen u;n = uj. Da der alte Zeilenmini-
mierer bereits bekannt ist, muss nichts gerechnet werden, um i, zu identifizieren. Im Algorithmus wird
zundchst die Menge
M={keV'|cy>uVie[m—ip}

gebildet. Das ist die Menge aller Spalten, deren m — 1 Eintrdge in den Zeilen i # i, grofer als die jeweiligen
Zeilenminimierer u; sind. Aus diesen Spalten wird diejenige ausgewdhlt, deren Eintrag in der Zeile i,
maximal ist. Das heift, es wird max{c;,; | j € M} = c;,, bestimmt. So wird sichergestellt, dass B, + r
unterordnend, also eine ordinale Basis, ist. Aus den Ungleichungen fiir die Matrix C folgt, dass der
Zusatzknoten z;, immer in M enthalten ist, und alle anderen Zusatzknoten z; # z;, nicht in M liegen
konnen. Also ist

M= {z; }UMNV) = {z; } UM.

Das heift, es sind hochstens 1 Spalten der Matrix C zu untersuchen, um die Menge M zu finden. Aus
den Ungleichungen fiir die Matrix C folgt, dass die Eintrége aller Spalten in M grofer als Null sind.
Mit anderen Worten, die Zeilenminimierer u; mit i # i,, die gleich Null sind (also mit Zusatzknoten
korrespondieren), spielen bei der Bildung der Menge M keine Rolle. Sie haben keine einschriankende
Wirkung, weil sowieso alle Eintrage grofier als Null sind. Darum koénnen diese vernachlédssigt werden.
Deshalb ist

M = {vp €V | cip > ul Vi € [m] —i, mitu} > 0}

Dies schréankt die Menge der zu betrachtenden Zeilen auf die Zeilen mit echt positiven Zeilenminimierern
ein. Aus dem Beweis des Lemmas 5.5 ist bekannt, dass es hochstens n Zeilenminimierer geben kann, die
echt grofser als Null sind. (Denn jede Spalte der ordinalen Basis enthilt genau einen Zeilenminimierer. Ein
Zeilenminimierer ist genau dann grofier als Null, wenn er mit einem Knoten v; korrespondiert, welcher in
der ordinalen Basis enthalten ist.) Damit wurde gezeigt, dass hochstens 1 Zeilen bekannt sein miissen, um
die Menge M zu bestimmen. Dies lasst sich noch weiter einschranken: Im Abschnitt 3.5 wurde gezeigt,
dass immer u;n > u; und uga = u;, > ¢, gilt. Das heifit, uga > 0. Folglich gibt es hochstens n — 1
Zeilenminimierer u; ungleich u;,, die zur Bestimmung von M herangezogen werden konnen. Da der
Zeilenminimierer u;n ebenfalls positiv sein muss, ist er einer davon. Also wird M durch eine héchstens
(n — 1) x n-Matrix bestimmt. Die n Eintrage in der Matrix Cl(” (das ist gerade die obige Clique Cy) sind
darin enthalten.

Die Matrix C soll aus der (1 — 1) x n-Teilmatrix von C bestehen, mit deren Hilfe M berechnet wird, sowie
aus der Zeile C; , falls diese nicht in den n — 1 anderen Zeilen bereits enthalten ist. Diese Teilmatrix € von
C besteht also aus n Spalten und hochstens 1 Zeilen und enthaélt alle Daten, die fiir die Durchfiithrung des
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ordinalen Pivotschritts benotigt werden.

Nun ist noch der sukzessive Aufbau von C zu beschreiben: Die ordinale Basis besteht im ersten Schritt aus
allen Zusatzknoten ungleich z; sowie einem Knoten aus V. Also ist der Zeilenminimierer #; > 0 und alle
anderen sind gleich Null. Und C ist die (1 x n)-Teilmatrix, die aus der Zeile C; besteht (das sind die letzten
n Eintréage der ersten Clique C}). Bei einem ordinalen Pivotschritt wird ein Knoten w aus der ordinalen
Basis entfernt. Es werden zwei Fille unterschieden. (a) Wenn w ein Zusatzknoten z; ist, dann wird dabei
die Teilmatrix C um die zugehorige Clique C; erweitert. Wenn dafiir ein anderer Zusatzknoten in die
Basis aufgenommen wird, dann wird dabei die Clique, die diesen Zusatzknoten enthilt, aus C entfernt
(vergleiche Beispiel ??), weil der entsprechende Zeilenminimierer gleich Null wird. Wenn stattdessen ein
Knoten aus V aufgenommen wird, dann verdndert sich C nicht noch einmal. (b) Wenn w ein Knoten aus V
ist, und ein Knoten aus V fiir diesen in die ordinale Basis aufgenommen wird, dann wird die Teilmatrix
dabei nicht verdndert. Wenn aber ein Zusatzknoten neu in die Basis kommt, dann wird die entsprechende
Zeile aus der Matrix geloscht. So kann die Teilmatrix C schrittweise aufgebaut werden. O

Vereinfachung des zuldssigen Pivotschritts

Ausgangspunkt fiir diesen Abschnitt ist die Frage, wie die Wahl der Pivotzeile so gestaltet werden kann,
dass nicht die gesamte Matrix B gebraucht wird, und kein Gedanke daran verschwendet werden muss, wie
sich das Tableau bei jedem Pivotschritt verdndert. Zusétzlich sollte die Wahl des Pivotelements in Polynomi-
alzeit durchfiihrbar sein. Bekanntlich terminiert der Algorithmus, wenn entweder der Zusatzknoten z; mit
einem ordinalen Pivotschritt in die ordinale Basis aufgenommen oder mit einem zuldssigen Pivotschritt aus
der zuldssigen Basis entfernt wird. Dieser Zusatzknoten ist ausschliefilich in der ersten maximalen Clique
C/ enthalten. Deshalb hat die erste Clique eine besondere Rolle. Daraus ist die Uberlegung entstanden,
die erste Clique so zu wéhlen und die Regel fiir die Wahl des Pivotelements so zu gestalten, dass die
Clique Cj erst dann angesprochen werden kann, wenn der Zusatzknoten z; entfernt werden muss (der
ordinale Fall interessiert gerade nicht). Es wird ein Ansatz entwickelt und tiberpriift, ob er alle gewiinschten
Eigenschaften hat. Dafiir wird zunichst eine lexikographische Ordnung auf der Knotenmenge eingefiihrt.
AnschlieSend wird geklirt, wie eine lexikographisch kleinste maximale Clique, die einen bestimmten
Knoten enthilt, sowie die lexikographisch grofite maximale Clique in einem perfekten Graphen gefunden
werden kénnen. Anschlieffend wird dies bei der Vereinfachung des zuldssigen Pivotschritts verwendet.

Definition 5.10. Gegeben sei ein totalgeordnetes Alphabet. Dann kann eine lexikographische Ordnung
wie folgt beschrieben werden: Eine Zeichenkette 4 ist kleiner als eine Zeichenkette b (d. h. a liegt in der
Sortierung vor b), wenn
entweder das erste Zeichen von 4, in dem sich beide Zeichenketten unterscheiden, kleiner ist als
das entsprechende Zeichen von b,
oder wenn a den Anfang von b bildet, aber kiirzer ist.
Diese Bezeichnung leitet sich aus der Sortierung im Worterbuch oder Lexikon ab.

Definition 5.11. Gegeben sei ein Graph G = (V,E) mit V = {vy,...,v,}. Fiir diesen wird die lexiko-
graphische Ordnung fiir Knotenmengen U, W C V definiert, indem die nattirliche Ordnung von [n]
verwendet wird, um die Knoten innerhalb von U und W anhand ihrer Indizes aufsteigend zu ordnen und
anschlielend die Indexfolgen von U und W lexikographisch miteinander zu vergleichen.

Beispiel 5.12. Die Knotenmenge U = {v1, v3, v7, v9 } ist lexikographisch grofer als W = {v1, v, v10, 12, 015},
weil die Indexmenge (1,3,7,9) lexikographisch groer als (1,2, 10,12, 15) ist.
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Lemma 5.13. In einem Graphen kann eine lexikographisch kleinste maximale Clique, die einen bestimmten Knoten v
enthilt, in Polynomialzeit gefunden werden. Eine solche Clique wird im Folgenden auch kurz als (lexikographisch)
kleinste Clique von v bezeichnet.

Beweis. Es seien G = (V, E) und fiir alle Knoten v bezeichne N(v) = v+ {w | (v,w) € G} die Menge, die
alle mit v adjazenten Knoten und v selbst enthilt. Es wird die lexikographisch kleinste Clique gesucht, die
den Knoten v;; € V enthilt. Offensichtlich gilt fiir jede maximale Clique

C=[1N(v).

veC

Das wird ausgenutzt, wenn die gesuchte Clique C gebildet wird. Zunéchst wird v;; in C aufgenommen,
anschlieend wird der kleinste Knoten v;, aus der Menge N(v) \ C in C aufgenommen. Im dritten Schritt
wird als Erstes geklért, ob der Schnitt der beiden Nachbarschaften N(v;,) und N(v;, ) abziiglich der Menge
C nichtleer ist. In diesem Fall wird der Knoten mit dem kleinsten Index aus dieser Menge aufgenommen
etc. Als Algorithmus sieht das so aus:
C =vjy;
=1
While (N yec N(v) \ C) # @
{ij=min{i | 0; € (MoecN(0)) \ C};
C=C+y i
j++
}
Es lasst sich leicht nachpriifen, dass dies tatsdchlich eine lexikographisch kleinste Clique liefert, die v;;
enthdlt. Der Algorithmus endet nach hochstens |N(v;,)| Schritten (wenn der Start C = v;, als extra
Schritt gezdhlt wird). Er besteht nur aus Suchen in Mengen mit der Kardinalitdt hochstens n sowie

Schnittmengenbildung. O

Lemma 5.14. Es ist moglich in einem Graphen eine lexikographisch grifite maximale Clique in Polynomialzeit zu

finden, wenn es erlaubt ist, die Knoten umzunummerieren.

Beweis. Wenn zu einer gegebenen Knotennummerierung eine lexikographisch grofite maximale Clique
gefunden werden soll, dann ist das nicht immer in Polynomialzeit moglich ( [22] gibt dazu einen guten
Uberblick). Gliicklicherweise gilt diese Bedingung in diesem Fall nicht. Deshalb wird zunichst eine
beliebige maximale Clique C im Graphen G gesucht. Das kann auch so eine wie in Lemma 5.13 sein. Es
wird angenommen, dass C aus k Knoten besteht, und der Graph #n Knoten hat. Nun werden die Knoten
in G so umnummeriert, dass die Knoten in C die m grofiten Indizes erhalten (das sind alle Indizes in
[n] \ [n — k]). Dann ist die Clique C im umnummerierten Graphen immer noch maximal, und es ist leicht

zu sehen, dass es keine andere maximale Clique gibt, die lexikographisch grofer ist. O

Nun steht das notwendige Riistzeug bereit, um den zuldssigen Pivotschritt zu vereinfachen.

Lemma 5.15. Wenn in D als Startclique Cy die lexikographisch grofite Clique und als Pivotzeile der Spalte y
immer die lexikographisch kleinste maximale Clique, die y enthilt, gewdihlt werden, dann ist der Pivotschritt in
Polynomialzeit durchfiihrbar. Fiir die Durchfiihrung des zulissigen Pivotschritts geniigt es, eine hochstens (n X n)-
Teilmatrix B der Cliquenmatrix B zu kennen. Diese Teilmatrix muss nicht bei jedem zulissigen Pivotschritt neu

gebildet werden, sondern wird schrittweise aufgebaut.
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Beweis. Mit der Wahl der Startclique und der Pivotzeile wird begonnen und gezeigt, dass diese Wahl
sinnvoll ist. Anschlielend wird die Anzahl der notwendigen Daten abgeschitzt.

Alle Cliquen sollen in dem Digraphen D berechnet werden. Auf diesen beziehen sich auch die lexikogra-
phischen Vergleiche. Einerseits ist so das Finden der Cliquen polynomial in n sicher gestellt, andererseits
reicht das auch véllig aus, denn zwei Cliquen C/ und C]{ miissen gleich sein, wenn sie auf der Knoten-
menge V iibereinstimmen. Sonst wiirden sie sich nur in dem Zusatzknoten unterscheiden, was nach der
Konstruktion des erweiterten Digraphen D’ nicht méglich ist. Auferdem wird der Zusatzknoten z; durch
die Clique C; bestimmt und nicht umgekehrt.

Es sei C; die lexikographisch grofite Clique in D (die Ergénzung des Zusatzknotens z; liefert C}). Die
Pivotzeile sei immer die lexikographisch kleinste maximale Clique in D, die y enthélt. Dies ist moglich,
da der Algorithmus unabhédngig von der gewdhlten Knotennummerierung und Reihenfolge der Cliquen
funktioniert. Diese Cliquen kénnen polynomial in n gefunden werden (Lemmata 5.13 und 5.14).

Falls die kleinste Clique von y mit der Startclique C; tibereinstimmt, dann wird beim zulédssigen Pivot
der Zusatzknoten z; aus der Basis B, zu entfernt, und der Algorithmus terminiert. Eine andere Pivotwahl
wire fur den Knoten y in diesem Fall gar nicht moglich. Angenommen, y ware in einer weiteren Clique
enthalten, dann wére diese Clique nicht die lexikographisch groSte Clique. Folglich wére C) nicht die
lexikographisch kleinste Clique, die y enthilt, was der Wahl von C| widerspriche.

Es ist noch zu kléren, ob sich das Pivotelement tiberhaupt in der lexikographisch kleinsten maximalen
Clique von y befinden kann, oder ob der entsprechende Eintrag im aktuellen Tableau kleiner oder gleich
Null sein kann. Da alle Eintrdge der Cliquenmatrix B aus {0, 1} sind, ist nur der Fall gleich Null zu
betrachten. Dies wire genau dann der Fall, wenn es einen Knoten w € B, gébe, so dass einerseits dessen
kleinste Clique auch den Knoten y enthilt, und der andererseits wiederum in der kleinsten Clique von y
enthalten ist. Denn dann entstiinde beim Herstellen des Einheitsvektors in der Spalte w sowohl fiir w als
auch fiir y in der kleinsten Clique fiir y eine Null. Angenommen, es gibt zwei solche Cliquen. Das heifst,
es seien C,’C die kleinste Clique von w, die auch y enthalt, und Cl’ sei die kleinste Clique von y, die auch w
enthilt. Wenn diese zwei Cliquen verschieden sind, dann ist eine der beiden lexikographisch kleiner als
die andere. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei C; < C;. Das heif$t C; ist kleiner als C; und enthilt y.
Das ist ein Widerspruch zur Wahl von C;. Also miissen die zwei Cliquen iibereinstimmen. Folglich ist es
nicht moglich, dass in der kleinsten Clique von y der Eintrag in der Spalte y gleich Null ist.

Gegeben sei nun eine zuldssige Basis 13, mit der Kardinalitédt m. Analog zur Vereinfachung der zuldssigen
Basis (vgl. Lemma 5.7) wird davon ausgegangen, dass zu jedem Knoten v; € B; die Pivotzeile bekannt ist,
mit der er in die zuldssige Basis aufgenommen wurde. Die Pivotzeilen sind gerade deren lexikographisch
kleinsten maximalen Cliquen. Es ist bekannt, dass jeder Zusatzknoten z; in der Basis nur mit der Clique C;
korrespondieren kann. Dieser Zusammenhang zwischen Cliquenindex und Knotenindex besteht fiir die
Knoten aus V nicht.

Die Teilmatrix B bestehe aus den hochstens 1 Zeilen, die mit den kleinsten Cliquen der Knoten aus V N B,
korrespondieren, und enthalte von diesen jeweils die letzten n Spalten v, . . ., v,. Das heif$t, B ist héchstens
eine (n X n)-Matrix. Wenn nun ein Knoten y in die zuldssige Basis aufgenommen werden soll, dann wird
tiberpriift, ob dessen kleinste Clique C! bereits in B enthalten ist. Wie oben dargelegt wurde, gentigt fiir
diesen Vergleich die Kenntnis der Spalten vy, . .., v,. (a) Wenn sich Cl{ bereits in B befindet, dann wird die
zugehorige Spalte aus der zuldssigen Basis entfernt. Falls der aufzunehmende Knoten y ein Zusatzknoten
ist, dann ist auch die Clique Cl{ aus B zu entfernen, weil sie nicht mehr mit einem Knoten aus V korrespon-
diert. (b) Wenn die Clique sich noch nicht in B befindet, dann korrespondiert sie mit einem Zusatzknoten
z; € B;. In diesem Fall, wird der Zusatzknoten aus der Basis entfernt, und die Clique in der Matrix B
erganzt.

Wenn die zuldssigen Pivotschritte auf diese Art durchgefiihrt werden, sind die Zusammensetzung der
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zuléssigen Basis und die Teilmatrix B bekannt. Allerdings ist unklar, wie das aktuelle Tableau tatséchlich
aussieht. 0

Berechnung des Kernels mit verkleinertem Gleichungssystem

Lemma 5.16. Die fiir die Kernelberechnung notwendigen Komponenten des Losungsvektors x konnen mit einem
Gleichungssystem berechnet werden, das aus hochstens n Gleichungen und n Unbekannten besteht.

Beweis. Angenommen, der Algorithmus wurde durchlaufen und mit B, = B, =: BB beendet. Die zugehori-
gen Teilmatrizen B und C stimmen dahingehend tiberein, dass sie dieselben Zeilenindizes (also Cliquen)
und Spaltenindizes (die Knoten aus V') haben. Da kein aktuelles Tableau zur Verfiigung steht, kann die

zugehorige Losung nicht einfach abgelesen werden, sondern wird durch Einsetzen des Vektors x mit

v 0 ,firi¢gB
") x LfirieB

in das Startgleichungssystem Bx = 1 und das anschliefende Losen desselben gefunden. Wenn, wie oben
beschrieben, beim Durchlaufen des Algorithmus nur die notwendigen Daten gespeichert werden, dann
sind am Ende zwar die Struktur der Losung sowie die Teilmatrizen B und C, die mit den Knoten in
B NV zusammenhdngen, bekannt. Aber das vollstindige Tableau ist nicht bekannt, sondern nur ein Teil
desselben. Das ist das System B% =1, wobei £ = (X0y, s Xy, ) ist. Die Frage ist, ob dieses ausreicht, um
den Kernel zu finden. Dafiir wird das vollstandige Tableau Bx = 1 ndher betrachtet. Dieses besteht aus m
Gleichungen und m Unbekannten. Nun sind zwei Félle zu unterscheiden. Als Erstes wird angenommen,
dass sich der Zusatzknoten z; nicht in der Basis B befindet. Dann ist die entsprechende Komponente x;, des
Losungsvektors gleich Null. Das heif$t, es spielt fiir die Losung des Gleichungssystems {iberhaupt keine
Rolle, dass z; in der Clique C! enthalten ist. Stattdessen kann einfach mit der Gleichung C;# = 1 gerechnet
werden, ohne dadurch irgendwelche Informationen zu verlieren. Wenn andererseits angenommen wird,
dass der Zusatzknoten z; in der Basis liegt, dann wird der Wert der Komponente x;, durch die Gleichung
C/x = 1 bestimmt (der Zusatzknoten ist ja nur in einer einzigen Clique enthalten). Wenn es eine andere
Komponente x,, gébe, deren Wert ebenfalls von dieser Gleichung abhinge, dann gébe es sozusagen
eine Gleichung mit zwei Unbekannten, womit das Ergebnis nicht mehr eindeutig wére. Ergo haben die
Gleichungen C/x = 1, die mit Zusatzknoten z; € BB korrespondieren, keine Bedeutung fiir die Bestimmung
von £. Der Kernel K wurde als die Menge definiert, die alle Komponenten des Losungsvektors x enthalt,
die mit Knoten in V korrespondieren und ungleich null sind (vgl. Beweis des Satzes 3.10). Das heif3t,

K={v;|i€ [nundx,,; #0} C V.

Folglich reicht das Gleichungssystem Bt = 1 fiir das Finden des Kernels aus. Dieses Gleichungsystem
besteht aus hochstens 1 Gleichungen und n Unbekannten, ist also quadratisch in 7. O
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Bestimmen der Ordnung >;

Bisher wurde nur gezeigt, dass in jeder maximalen Clique eine Ordnung >; existiert, aber nicht wie diese
bestimmt werden kann. Dieser Algorithmus ist aber fiir die Betrachtung der PPAD-Zugehdrigkeit von
KERNEL notwendig. Ein solcher wird jetzt entwickelt und gezeigt, dass er polynomial in der Anzahl der
Knoten ist.

Gegeben sei eine Clique C mit der Méchtigkeit k, die sich im Digraphen D befindet. Diese Clique hat
mindestens k(kz;l) Kanten, weil sie vollstindig ist, und maximal k(k — 1) Kanten, weil Paare entgegengesetzt
gerichteter Kanten erlaubt sind. Wenn zwei Knoten durch ein Paar entgegengesetzt gerichteter Kanten
verbunden ist, dann geht daraus nicht hervor, welcher Knoten in der Ordnung vor dem anderen steht. Dies
geht entweder aus dem Zusammenhang mit den anderen Kanten hervor oder aber die Wahlmoglichkeit
bleibt bis zum Ende bestehen. Das heifst, es kann frei entschieden werden, welcher der beiden Knoten in
der Ordnung vor dem anderen steht. Deshalb sind die Paare entgegengesetzter Kanten kein bestimmendes
Element bei der Bildung der Ordnung, und kénnen vernachléssigt werden. Also sind nur die , einfachen”
Kanten zu betrachten. Das sind hochstens n(n — 1) /2 viele. Gegeben sei eine Liste L, die alle einfachen
Kanten enthilt. Diese wird mit einem Algorithmus abgearbeitet, der im Prinzip wie Bubblesort funktioniert.
Die einfachen Kanten konnen einen zusammenhédngenden Digraphen bilden. In diesem Fall ist fiir alle
beteiligten Knoten klar, auf welchem Platz sie stehen, weil sie {iber mindestens einen Knoten mit allen
anderen Knoten in Beziehung stehen. Hierbei kdnnen sich unter Umstdnden auch zwei Knoten einen
Platz teilen, wie weiter unten gezeigt wird. Wenn der Digraph, der aus den einfachen Kanten besteht,
nicht zusammenhéngend ist, dann konnen die ,Blocke” mit den geordneten Knoten der verschiedenen
Zusammenhangskomponenten beliebig angeordnet werden, weil diese Komponenten nur durch Paare
entgegengesetzt gerichteter Kanten miteinander verbunden sind.

Die Ordnung >; der Knoten wird sukzessive aufgebaut. Gegeben sei die Liste L. Als Erstes werden die
zwei Knoten der ersten Kante aufgenommen, anschliefend alle Knoten eingeordnet, die mit den bereits
vorhandenen Knoten adjazent sind. Wenn es keine adjazenten Knoten mehr gibt und die Liste noch nicht
leer ist, werden die Knoten der erste Kante aus der aktuellen Liste eingeordnet, anschlieffend wird wieder
nach adjazenten Knoten gesucht usw. Dieser Teil des Algorithmus stoppt, wenn die Liste leer ist. Wenn
in der geordneten Menge Knoten existieren, die sich einen Platz teilen, dann werden diese Stapel so
aufgelost, dass ein Knoten diesen Platz behélt und alle anderen benachbarte Pldtze erhalten (die tibrigen
Knoten rutschen entsprechend weiter). Jetzt wird tiberpriift, ob es Knoten aus V gibt, die noch nicht in
der Ordnung vorkommen. Das sind Knoten, die mit allen anderen Knoten durch Paare entgegengesetzt
gerichteter Kanten verbunden sind. Diese konnen beliebig in die Menge geordneter Knoten eingefiigt
werden. Diese Ordnung der Knoten der Clique C wird ausgegeben. Fiir die Ordnung der erweiterten
Clique C! = C; U {z;} ist nur der Zusatzknoten z; zu ergidnzen. Dieser muss bekanntlich der kleinste
Knoten in der Ordnung sein.

Bei der Untersuchung des aktuellen Listeneintrags konnen verschiedene Fille eintreten. Diese werden mit
einem moglichen Verlauf der ersten drei Schritte sowie einer weiteren Variante exemplarisch dargestellt.
Es sei w; = (v, w) die Kante auf dem ersten Listenplatz. Es muss also v >; w gelten. Es wird deshalb die
absteigend sortierte Menge O = [v, w]! gemerkt und anschlieSend w; aus der Liste entfernt.

Es sei wy das nédchste Listenelement. Wenn dieses inzident mit einem Knoten aus O ist, beispielsweise
wy = (w, q), dann wird es aus der Liste L entfernt und q in der Menge O hinter w erginzt, weil w >; g
erfiillt sein muss. Es ist dann O = [v, w, q]. Wenn w, = (p, q) mit keinem Knoten aus O inzident ist, bleibt
alles so, wie es ist, und es wird das néchste Listenelement betrachtet. Der Fall w, = (w, v) ist nicht moglich,

IFiir eine bessere Unterscheidung von der Kante (v, w) werden eckige Klammern verwendet
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weil Paare entgegengesetzt gerichteter Kanten ausgeschlossen wurden.

Es seien O = [v, w, q] und w3 das dritte Listenelement. Dieses Mal werden alle moglichen Félle betrachtet:

(a) Die Kante w3 ist mit keinem Knoten aus O inzident. Dann wird zum nichsten Listenelement weiter

gegangen.
(b) Die Kante w3 ist mit genau einem Knoten aus O inzident. Dann kénnen prinzipiell folgende Fille
eintreten:
Kante wj O
(r,0) [r,0,w,q]
(4.7) [o,w,q,1]
(v1) | o {w,rhd)

wobei {w, r} bedeutet, dass sich w und r auf derselben Position befinden, sie werden sozusagen
gestapelt. Wichtig ist in einem Fall wie (v,r), dass sich der neue Knoten immer einen Platz mit
dem direkt benachbarten Knoten teilt. Das heifit [v, w, {g, r}] wire in diesem Fall nicht zuldssig. Die
verbleibenden Fille folgen analog.

(c) Die Kante ist mit zwei Knoten aus O inzident. Da nur einfache Kanten betrachtet werden, sind nur zwei
Félle moglich. Im Fall w3 = (g, v) bricht der Algorithmus ab, weil g und v nicht direkt nebeneinander
stehen und deshalb nicht vertauscht werden konnen. Es handelt sich dann ndmlich um einen echten
Kreis. Im Fall w3 = (v,¢) &dndert sich die Menge O nicht, weil bereits beide Knoten in der korrekten
Reihenfolge vorhanden sind.

Jetzt bleibt nur noch ein Fall zu betrachten, der eintreten kann, bevor zur Formulierung des Algorithmus
iibergegangen werden kann. Es seien O = [v, {w, 1,2}, 4] und (w, r) das aktuelle Listenelement. Dann wird
der Stapel {w, r,z} so aufgelost, dass O = [v, {w, z},, q] ist. Der Fall (r, w) folgt analog.

Im Folgenden bezeichne w N O fiir eine Kante w = (1, v) den Schnitt der mit w bzw. O korrespondierenden
Knotenmengen. Zundchst wird die folgende Routine definiert, mit der die Liste auf der Suche nach
adjazenten Knoten einmal durchlaufen wird:

Routine LISTE

Fori=1to|L]|

{ Nimm w; € L

If |w; N O] = 0 Then tue nichts;

If |w; N O] = 1 Then
{Fiige den neuen Knoten entweder direkt vor dem bereits enthaltenen Knoten ein
oder direkt danach (wenn diese Positionen noch leer sind) bzw. stapel sie auf dem
direkten Nachbarn davor oder danach und entferne w; aus L;
}

If |w; N O| = 2 Then
{Lass alles so, wie es ist, oder vertausche die beiden Knoten, falls sie direkte
Nachbarn sind, oder weise zwei gestapelten Knoten benachbarte Plidtze zu und

entferne w; aus L. Brich ab, wenn ein Tausch erforderlich aber nicht moglich ist;

}
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Essei w = (u,v). Es bezeichne O + w die Verldngerung von O um u, v. Das heift diese zwei Knoten werden

(in dieser Reihenfolge) hinten dran gehédngt. Das darf nur geschehen, wenn O Nw = @ ist.

Algorithmus Ordnung

Eingabe: Liste L;

O =0
Nimm w; aus L;
O0=0+ w1,

Entferne wq aus L;

While L sich verdndert
{Repeat Routine LISTE;
¥

If L = @ Then
{Noch bestehende Stapel auflosen, indem diese Knoten nebeneinanderliegende Plitze
erhalten;
Wenn O noch nicht alle Knoten aus V enthilt, dann die noch fehlenden Knoten (das sind
die Knoten, die mit den entgegengesetzt gerichteten Kanten zusammenhéngen)
irgendwo einftigen;
Ausgabe O (Knoten sind absteigend sortiert);
}

Else

{Nimm w; aus L;

O=0+wy;

Entferne wq aus L;

Gehe zum Beginn der While-Schleife;

}

Welche Laufzeit hat dieser Algorithmus? Die Liste L enthélt hochstens k(k — 1) /2 Kanten, ist also qua-
dratisch in k. Bubblesort ist quadratisch in der Lange der Eingabe, in diesem Fall also O (k*). Bei jedem
Durchlauf der for-Schleife in der Routine LISTE werden w N O gebildet und gegebenenfalls die Plétze
von u und v bestimmt. Das ist im allerschlimmsten Fall auch quadratisch in k. Also ist dieser Algorith-
mus insgesamt in O(k®). Wenn n die Anzahl aller Knoten im Digraphen ist, dann muss fiir jede Clique
k < n gelten. Also ist der ganze Algorithmus in O (n°). Das ist eine ziemlich grobe Abschéatzung. Fiir die

Polynomialitdt der Laufzeit reicht sie aber aus.

Damit ist der Beweis der PPAD-Zugehorigkeit von KERNEL abgeschlossen. O
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5.3 Ein Beispiel fur den veranderten Algorithmus zur
Kernelberechnung

Die Verdanderungen an dem Algorithmus zur Kernelberechnung sollen an einem Beispiel verdeutlicht
werden. Dafiir wird auf das Beispiel im Abschnitt 3.4 zuriickgegriffen. Es soll wieder mit derselben Clique
gestartet werden. Deshalb werden die Knoten so umnummeriert, dass die lexikographisch grofste Clique
mit der urspriinglichen Startclique identisch ist (bis auf die Indizes). Der Algorithmus verlduft trotz
identischer Startclique anders als beim urspriinglichen Beispiel und endet bereits nach fiinf Schritten. Die
Wahl des Pivotelements ist ja auch eine andere. Gegeben sei der folgende Digraph:

N
N

(%) » U1

<

Abb. 5.2: Der Digraph D wie in Beispiel 3.4 nach der Knotenumnummerierung

Bemerkung 5.17. Beim Durchlaufen des Algorithmus wird bei jedem Schritt die gemerkte Teilmatrix
¢ hingeschrieben. Fiir die Platzersparnis (und damit Ubersichtlichkeit), und weil die darin enthaltenen
Informationen erst bei der Berechnung des Losungsvektors am Ende des Algorithmus benétigt werden,
werden fiir die Teilmatrix B der Cliquenmatrix B nur die darin enthaltenen Zeilen vermerkt. Die Matrix B

wird nicht ausgeschrieben.

Nun wird der verdnderte Algorithmus, der mit polynomialem Speicherplatz fiir die Daten sowie polyno-

mialer Laufzeit fiir die einzelnen Schritte auskommt, durchlaufen:

(1) Bestimmen der Startmengen: Als Erstes wird die lexikographisch groite Clique C; = {v3,v4,v5} in dem
Digraphen gesucht. Fiir diese wird die Ordnung >1 bestimmt und die entsprechende Zeile C; in der
Matrix C erstellt. (Um Entartung zu vermeiden wird wieder die Konvention verwendet, dass in der
Spalte v; die Zahl M; steht, falls der Knoten v; nicht in der Clique enthalten ist. Fiir die M; gelte wieder
M; > ...> Ms >5):

U1 T2 U3 U4 U5
C= ¢ (M1 M, 3 2 1)

Es wird der Eintrag max{ci,, | k € [5]} = M; = cy,, bestimmt. Also wird der Knoten v; in die ordinale
Basis aufgenommen. Dieser stellt den einzigen Zeilenminimierer (ZM) u; = c¢1,, ungleich Null. Die

Startmengen sind also:

Knoten | v1 | v | v3 | vg | v5 || Zeilen der Teilmatrix
/M C1 - - - - : C1
Pivot - - - - - B:—

(@
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Der Tabelle kann entnommen werden, dass in der Spalte v; der Zeilenminimierer liegt, der sich in der
Zeile Cq befindet, d.h. uq = c1,,. Also enthilt die ordinale Basis den Knoten v; sowie alle Zusatzknoten
ungleich z1. Zu keinem Knoten v; wurde eine zugehorige Pivotzeile gespeichert. Also enthélt die
zuléssige Basis B; alle Zusatzknoten und keine weiteren Knoten. Fiir die Matrix C wird die Teilmatrix
¢ gemerkt, die aus der Zeile C; besteht. Die fiir B gemerkte Teilmatrix B ist leer. Der Zeilenminimierer
uy ist gleich c1,, = Mj, alle anderen Zeilenminimierer sind gleich Null.

Zuldssiger Pivot: Der Knoten v; soll in die zuldssige Basis pivotiert werden. Hierfiir wird die kleinste
Clique von v; berechnet. Das ist die Menge {v1, v, v5 }. Diese wurde bisher nicht verwendet. Also wird
sie mit C, bezeichnet, ihr charakteristischer Vektor wird als Zeile C, in B erganzt, und der Zusatzknoten
2o wird aus B, entfernt.

Ordinaler Pivot: Mit einem ordinalen Pivotschritt wird z, aus der ordinalen Basis entfernt. Hierfiir
werden zunéchst die Ordnung >; bestimmt und die Zeile C; in der Matrix ¢ erganzt:

01 (%] U3 U4 U5

C: Cl M; M 3 2 1
G\ 2 3 Mz My 1

Die Spalte z, hat bisher den Zeilenminimierer u, enthalten. Somit ist u, = min{cy | k € B, — 22}
= C2p, = 2 der neue Zeilenminimierer. Die Spalte v; stellt also zwei Zeilenminimierer. Der alte
ist u] = c1p, = Mj. Nun wird die Menge M = {vj | k € [5],c20, > 2} = {v2,v3,04} bestimmt
(M = M U {z;} wire die vollstindige Menge, aber z; wird nur im Hinterkopf behalten, falls M leer
sein sollte). Mit dieser wird max{cy; | k € M} = (19, = M> gefunden. Folglich wird v, in die ordinale
Basis aufgenommen.

Gespeicherte Daten: Nach diesen beiden Pivotschritten hat die Tabelle die folgende Gestalt:

Knoten | v1 | v | v3 | vy | vs || Zeilen der Teilmatrix

A

M C2 C1 - - - C: Cl,CQ
Pivot | G | - - - - B: G

Zulissiger Pivot: Der Knoten v, soll in die zuldssige Basis aufgenommen werden. Die lexikographisch
kleinste Clique, die v, enthilt, ist die Menge {v1, vp, v5}. Das ist gerade die Clique C,. Diese korrespon-
diert bisher mit dem Knoten v; € B,. Also wird v; aus der zuldssigen Basis entfernt. Die Matrix B
verdndert sich nicht.

Ordinaler Pivot: Die Spalte v1 wird aus der ordinalen Basis entfernt. Da dies kein Zusatzknoten ist, ver-
éndert sich die Teilmatrix C nicht. Die Spalte v; hat bisher den Zeilenminimierer u, gestellt. Also ist der
neue Zeilenminimierer 5, = min{cy | k € B, —v1} = 3 = ¢20,, und die Spalte v; ist die Spalte mit zwei
Zeilenminimierern. Der alte ist u} = c1,, = M,. Es werden M = {v | k € [5], 2, > 3} = {v3, 04}
und anschlieBend max{cyy | k € M} = 3 = cy,, bestimmt. Also wird v3 in die ordinale Basis aufge-
nommen.

Gespeicherte Daten: Die neuen Mengen sind:

Knoten | v1 | vp | v3 | vg | v5 || Zeilen der Teilmatrix
/M - C2 C1 - - é : C1 ’ Cz
Pivot | - [Co | - | - | - B:C
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Zuliissiger Pivot: Die Spalte v3 wird in die zuldssige Basis aufgenommen. Dafiir wird die lexikographisch
kleinste maximale Clique, die v3 enthilt, berechnet. Das ist die Clique C3 = {v, v3, v5}. Diese ist neu.
Also werden die Zeile C3 in B ergdnzt und z3 aus B, entfernt.

Ordinaler Pivot: Nun wird der Knoten z3 aus der ordinalen Basis entfernt. Dieser stellt bisher den
Zeilenminimierer u3 = 0. Die Zeile C3 wird in der Matrix C erganzt:

01 (%) U3 V4 (%

G /M M 3 2 1
C=¢cl2 3 My My 1
C; \M; 3 2 My 1

Der neue Zeilenminimierer ist u5 = min{cz; | k € B, — 23} = 2 = c4y,. Also enthilt die Spalte v3 jetzt
zwei Zeilenminimierer. Der alte ist 1} = 1o, = 3. Nun wird wieder die Menge M = {vk | c20, >
3,¢30, > 2} = {v4} gebildet. Dann ist offensichtlich max{cy | k € M} = ¢y, = 2. Und v4 wird in B,
aufgenommen.

Gespeicherte Daten:

Knoten | v1 | vp | v3 | vy | vs || Zeilen der Teilmatrix
ZM -GGG - C:Cy,Cy,Cs
Pivot - C | G - - B: Cy, C3

Zuliissiger Pivot: Die Spalte v4 wird in die zuldssige Basis aufgenommen. Die zugehorige lexikographisch
kleinste Clique ist die Menge {v1, v4, U5 }. Diese Clique ist neu. Also werden der charakteristische Vektor
von Cq = {v1,v4,05}in B ergdnzt und z4 aus der zuldssigen Basis B, entfernt.

Ordinaler Pivot: Nun wird z4 aus der ordinalen Basis entfernt. Hierfiir wird zunichst die Zeile C4 in der
Matrix C erganzt. Fiir diese ist die Ordnung >4 nicht eindeutig. Es wird die folgende gewahit:

01 (%) 03 V4 U5
¢ /My M, 3 2
G| 2 3 Mz My
GlMmM 3 2 M
Cs\2 My, My 3 1)

(@*
|

Diese Spalte z4 hat bisher den Zeilenminimierer 14 = 0 gestellt. Also ist 1}y = min{cy | k € By — 24} =
C4p, = 3 der neue Zeilenminimierer, und die Spalte v, enthilt jetzt zwei Zeilenminimierer. Der alte
ist uf = c1p, = 2. Nun wird die Menge M = {v; | 20, > 3,30, > 2,049, > 3} = @ gebildet.
Dieses Mal greift das Wissen, dass z; diese Kriterien erfiillt und in M ist. Folglich ist ¢1,, = 0
der neue Zeilenminimierer #1, und z; wird in die ordinale Basis aufgenommen. Deshalb wird die
zugehorige Zeile C; wieder aus der Matrix C entfernt (es werden ja nur die Cliquen gemerkt, die
mit Knoten vy € B, NV zusammenhédngen). Jetzt terminiert der Algorithmus, weil die beiden Basen
tibereinstimmen.

Gespeicherte Daten:

Knoten | v1 | vp | v3 | vg4 | v || Zeilen der Teilmatrix
/M - Cz C3 C4 - é : Cz, Cg, C4
Pivot - C | G| Cy - B: Cy,C3,Cy
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Bei diesem Beispiel stimmt in jeder Spalte der Index des Zeilenminimierers mit der Pivotzeile iiberein.
Dies muss nicht immer so sein, es ist auch eine ,, Durchmischung” moglich .

Jetzt ist noch das Gleichungssystem Bx = 1 zu losen, wobei x; = x5 = 0 sind, da v; und v5 nicht in
den Basen enthalten sind, das heif}t, x T = (0, x2, x3,x4,0). Und die charakteristischen Vektoren der
Cliquen sind die Zeilen von B. Das Tableau hat also die Gestalt

U1 0Up U3 U4 U5
G /1 1 0 0
G|lo 1 1 0 1
G \1 0 0 1

[N

und liefert den Losungsvektor x! = (0,1,0,1,0). Dessen positive Komponenten bilden den Kernel
K = {vy,v4}. (Wenn die zu Beginn vorgenommene Knotenumnummerierung zuriickgenommen wird,
dann stimmt dieser Kernel mit dem Kernel iiberein, der mit dem urspriinglichen Algorithmus zur

Kernelberechnung gefunden wurde. Das muss aber nicht immer so sein. Der Digraph kénnte ja mehrere
Kernel haben.)

Bemerkung 5.18. An den aktuellen vollstindigen Tableaus des Gleichungssystems Bx = 1 kann veran-

schaulicht werden, dass das Pivotelement tatsdchlich nicht von den vorhergehenden Schritten beriihrt

wurde, und dass durch die vorgenommene Perturbation des Vektors b die Eintrage auf der rechten Seite

auch negativ werden konnen. Allerdings sind sie nie gleich null. Wenn die Perturbation zurtickgenommen

wird, dann steht auf der rechten Seite ein Vektor aus {0, 1}4. Das muss auch so sein, weil nach dem Satz
von Chvital alle Losungen in der Menge {0, 1}* liegen miissen. Stellvertretend werden die Tableaus der
ersten drei Schritte angegeben, wobei das Pivotelement fett geschrieben wurde:

)

@

®)

Z1 Zp Z3 Z4 U1 Uy U3 Uy Us b
Ci/1 0 0 O0]0 0 1 1 1|14¢
glo 1 0 01 1 0 0 1|1l+e
cglo o 1 0[]0 1 1 0 1| 1+es
Co\0 0 0 1|1 0 0 1 1| 14eqg

Z1  Zp Z3 Z4 V1 Uy U3 Vs Us b
C /1 0 0 0] O 0 1 1 1| 1+¢
G| o 1 0 0| 1 1 0 0 1] 14+e
c| o 0O 1 0] 0 1 1 0 1| 14e;
CG\0 -1 0 1] 0 -1 0 1 Ofe—e

Z1  Zp Z3 Z4 U1 Uy U3 Vs Us b
C /1 0 0 0 0 0 1 1 1| 14¢
G| o 1 0 0 1 1 0 0 1| 14e€
¢lo -1 1 0/-1 0 1 0 O0fe—e
C, \0 0 0 1 1 0 0 1 1| 14e€
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5.4 Verhalten des Algorithmus bei Eingabe eines nicht
clique-azyklischen Digraphen

Die Perfektheit des Graphen kann in Polynomialzeit getestet werden [9]. Anders verhalt es sich mit der
Uberpriifung, ob ein Digraph clique-azyklisch ist. Denn sowohl die Anzahl der Cliquen als auch die Anzahl
der echten Kreise in einem einfachen Digraphen konnen exponentiell sein [23]. Was geschieht, wenn in
den Algorithmus zur Kernelberechnung ein Digraph eingeben wird, der nicht clique-azyklisch ist? Der
Algorithmus bricht ab, sobald die Clique angesprochen wird, die einen echten Kreis enthélt, weil es nicht
moglich ist, die Ordnung >; zu bestimmen. Wenn diese Clique nicht angesprochen wird, dann lauft der
Algorithmus durch. Das folgende Beispiel zeigt, dass dieser Fall tatséchlich eintreten kann. Hierbei wird
benutzt, dass die Matrizen B und C sukzessive aufgebaut werden. Andernfalls wiirde der Algorithmus

bereits beim Erstellen der Matrix C abbrechen.

Y6

:
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Abb. 5.3: Beispiel fiir einen nicht clique-azyklischen Digraphen, fiir den der Algorithmus einen Kernel
berechnen kann

Beispiel 5.19. In Abbildung 5.3 ist der gegebene Digraph dargestellt, der eine Clique besitzt, die einen

echten Kreis enthilt, also nicht clique-azyklisch ist. Der Algorithmus, welcher mit der Clique C; = {v1,v4}

startet, nimmt den folgenden Verlauf, ohne dabei die Clique C4, die den Kreis enthilt, einzubeziehen:

Schritt | Pivotzeile B, B, Zeilenminimierer u
Start 2 (M4,0,0,0)
(1) Cy 1 01,02 (M3,2,0,0)
) Cs V1,02 01, 02,06 (2,2,2,0)
3) C1 U1, 02, Vg

Am Ende ist die vollstandige Basis B = {v1, 3, 4,24}, und die Teilmatrizen haben die folgende Gestalt,
wobei M; > ... > Mg > 6 gewdhlt wurden:

U1 Uy U3 U4 U5 Vg 01 (%] (% U4 U5 (4

G y/0 0 0 0 1 1 G /M My My My 1 2
B = c2<1 0 0 1 0 o) C= c2<2 M, M 1 Ms M6>
C 1 1 0 0 0 G \M; 2 1 My Ms Mg

Ausgegeben wird die Menge K = {v1, v, v}, die ein Kernel ist, obwohl der Digraph nicht clique-azyklisch

1st.

Es sind noch zwei Dinge zu klaren: Unter welchen Umsténden ist es moglich, dass der Algorithmus nicht
abbricht, obwohl der eingegebene Digraph nicht clique-azyklisch ist? Ist bei Nicht-Abbruch die Ausgabe

71



ein Kernel?

Gegeben sei ein Digraph D, der nicht clique-azyklisch ist. Es bezeichne C]{ eine Clique, die einen echten
Kreis enthalt. Zundchst wird angenommen, dass in der Clique C]{ ein Knoten y existiert, der in keiner
weiteren Clique enthalten ist. In diesem Fall ist ¢c;, > n fiir alle i # j (beispielsweise konnten diese
Eintrdge alle gleich M, sein). Im Abschnitt 3.5 wurde bewiesen, dass fiir alle Zeilenminimierer u; # u;
immer u; < n gilt. Also ist bei der Durchfiihrung des ordinalen Pivotschritts y immer in der Menge
M = {k|cy >u;Vie [m]\i,} enthalten, solange die Zeile C]’- nicht beriithrt wurde. Das heifit wiederum,
dass die Spalte y bei der Bestimmung der neu aufzunehmenden Spalte durch max{c; x | k € M} zu
beachten ist. Insbesondere gilt das, wenn der Index des alten Zeilenminimierers i; = 1 ist. Das heif3t,
solange die Zeile C]’- nicht angesprochen wurde, muss u; > ¢1, > 1 sein und kann der Algorithmus
nicht terminieren (vgl. Abschnitt 3.5). Ergo muss diese Zeile irgendwann die Pivotzeile sein, und der
Algorithmus bricht beim anschlieffenden ordinalen Pivotschritt ab, weil die Ordnung >; nicht bestimmt
werden kann. Hiermit wurde gezeigt, dass es nur dann moglich ist, dass der Algorithmus nicht abbricht,
wenn jeder Knoten der Clique, die einen echten Kreis enthilt, in mindestens einer weiteren Clique enthalten
ist. In diesem Fall ist die ausgegebene Menge K unabhingig, weil die Unabhédngigkeit von K nur von dem
Gleichungssystems Bx = b abhéngt (Abschn. 3.5), welches autonom von der Orientierung der Kanten ist.
Die Basis des Losungsvektors ist B = B, = B,, wobei 3, eine ordinale Basis ist. Damit ldsst sich identisch
zum letzten Schritt des Beweises von Satz 3.10 zeigen, dass K auch dominierend ist.

5.5 Versuch, analog zu STRONG KERNEL zu zeigen, dass KERNEL
PPAD-schwer ist

Es wurde bereits gezeigt, dass KERNEL in PPAD liegt. Wenn noch nachgewiesen werden kann, dass KERNEL
PPAD-schwer ist, dann wire KERNEL PPAD-vollstandig. Hierfiir wird der folgende Ausschnitt aus der

Reduktionskette von Kintali herangezogen:
PREFERENCE GAME Sp DEGREE 3 PREFERENCE GAME Sp STRONG KERNEL.

Im dritten Kapitel wurde gezeigt, dass die Probleme PREFERENCE GAME und CONSTANT DEGREE PREFE-
RENCE GAME PPAD-vollstindig sind, und dass das Problem STRONG KERNEL eine Verallgemeinerung
von KERNEL ist (Lemma 4.19). Der algorithmische Beweis, dass jede clique-azyklische Orientierung eines
Digraphen einen stark fraktionalen Kernel besitzt, ist im Prinzip derselbe wie der fiir Kernel, nur dass
in den Bedingungen auf die Perfektheit des unterliegenden Graphen verzichtet wurde. Deshalb liegt es
nahe, zu versuchen den Beweis fiir die PPAD-Schwere des Problems STRONG KERNEL auf KERNEL zu
tibertragen.

Kintali u.a. haben die Reduktion von allgemeinen Priferenzspielen auf Praferenzspiele vom Grad 3 vor-
genommen, weil so sicher gestellt ist, dass in der anschlielenden Reduktion auf STRONG KERNEL die
Bedingung an die Cliquengrofie erfiillt wird. Diese sorgt dafiir, dass nur polynomial viele maximale
Cliquen auftreten. Deshalb sind die Daten und die einzelnen Schritte in Scarf polynomial in #, und das
Problem STRONG KERNEL liegt in PPAD. Fiir den Beweis, dass das Problem KERNEL in PPAD liegt, war
eine solche Einschrankung der Anzahl der Cliquen nicht nétig. Deshalb kann auf die erste Reduktion auf
Praferenzspiele vom Grad 3 verzichtet werden. Das heifst, es wird versucht, den Beweis des Satzes 4.22 auf
PREFERENCE GAME <, KERNEL zu iibertragen. Das ist einfach moglich, da dem Grad des Préferenzspiels
in dem Beweis keine Funktion zukommt.
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Gegeben sei ein Préferenzspiel mit [n] Spielern. Zu diesem wird ein Digraph D = (V, A) konstruiert,
indem fiir jeden Spieler i ein Knoten (i, i) und fiir jeden Spieler j € out(i) ein Knoten (i, j) eingefiihrt
wird. Es gibt eine Kante von (i, j) nach (i, k), wenn j von i lieber gespielt wird als k, d.h. j steht in der
Préferenzliste von i vor k. Fiir jeden Knoten (7, j) mit i # j gibt es zusétzlichen Knoten ] (i, j), der mit genau
zwei Knoten verbunden ist, einmal durch eine von (j, j) kommende Kante, sowie durch eine nach (i, )
fiithrende Kante. Dieser Digraph ist natiirlich wieder clique-azyklisch (vgl. Beweis zu 4.22), und da die
charakteristische Funktion eines Kernels ein stark fraktionaler Kernel ist (Lemma 4.19), gibt es es eine
Abbildung, die einen Kernel in Polynomialzeit auf ein Gleichgewicht des Praferenzspiels abbildet. Jetzt
bleibt nur nur noch zu zeigen, dass der unterliegende Graph perfekt ist, und der Beweis ist fertig. Dies ist
leider nicht immer der Fall, wie das folgende Gegenbeispiel zeigt:

Beispiel 5.20. Gegeben sei das folgende Préferenzspiel mit fiinf Spielern:

Spieler i | Préferenzliste | out(i) | in(i) | Grad
1 (B4,1) 34 2 3
2 (,1,2) 5,1 3 3
3 (2,4,3) 24 1 3
4 (5,4) 5 13 | 3
5 (4,5) 4 24 | 3

Zu diesem Préferenzspiel wird wie im Beweis der Digraph konstruiert, welcher in Abbildung 5.4 dargestellt
ist. Dort ist zu sehen, dass dieser Digraph zwei ungerade Locher grofier als drei besitzt. Das eine besteht
aus neun Knoten, das andere aus elf. Deshalb ist der unterliegende Graph nach dem starken Satz tiber
perfekte Graphen 2.11 nicht perfekt.

Fiir den Nachweis, dass ein Prédferenzspiel zu einem nicht perfekten Graphen fithren kann, hatte das durch
die Spieler 1,2 und 3 definierte Spiel ausgereicht. Es sollte an diesem Beispiel aber gleichzeitig gezeigt
werden, dass es keine Rolle spielt, ob die Reduktion mit PREFERENCE GAME oder DEGREE 3 PREFERENCE
GAME wie in Satz 4.16 begonnen wird. Deshalb wurde das Spiel um die Spieler 4 und 5 so erweitert, dass
jeder Spieler den Grad drei hat, und sowohl der Ausgangsgrad als auch der Eingangsgrad eines jeden
Spielers hochstens zwei sind.

Es konnte versucht werden, dies irgendwie zu fixen und den Beweis zu retten. Es gibt allerdings noch ein
zweites Hindernis. Wie bereits gesagt wurde, ist die charakteristische Funktion eines Kernels ein stark
fraktionaler Kernel, der polynomial in ein Gleichgewicht des Prédferenzspiels tiberfiihrt werden kann. Da
die charakteristische Funktion nur die Werte 0 und 1 annehmen kann, konnen auch die dadurch definierten
Gewichtsfunktionen nur die Werte 0 und 1 annehmen. Anders formuliert wiirde damit beweisen, dass
jedes Préferenzspiel ein Gleichgewicht hat, das nur aus reinen Strategien besteht. Dies ist offensichtlich
nicht der Fall, wie beispielsweise das einfache Gadget G 1 (Lemma 4.8) zeigt, das einen Spieler erzeugt, der
sich selbst in jedem Gleichgewicht mit dem Gewicht 1/2 spielt. Deshalb ist dieser Ansatz, PREFERENCE
GAME auf KERNEL zu reduzieren und so nachzuweisen, dass KERNEL PPAD-schwer ist, ungeeignet. Die
Frage, ob KERNEL PPAD-schwer ist, ist also noch offen.

Kiraly und Pap haben einen anderen Beweis fiir die Kernelberechnung [24] geliefert. Dieser basiert auf
dem Lemma von Sperner. Da das Suchproblem SPERNER PPAD-vollstandig ist, ist es vielleicht moglich,
durch eine Reduktion von SPERNER auf diesen Algorithmus nachzuweisen, dass KERNEL PPAD-schwer
ist.
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(1,4) «— J(1,4) = (4,4)

(1,1) «— (1,3) «— J(1,3) «— (3,3) J(3,4) J(5,4) (4,5)
A A
J(2,1) (3,4)
v
(2,1) — (2,2) —» J(3,2) —» (3,2) (5,4) J(4,5)
(2,5) «— J(2,5) < (5,5)

Abb. 5.4: Beispiel, dass ein Praferenzspiel mit einem nicht perfekten Digraphen korrespondieren kann

5.6 Betrachtungen zur Polynomialitat von KERNEL und SCARF

Das Problem SCAREF ist PPAD-vollstindig, also genau so schwer wie die Probleme BROUWER, SPERNER
und NASH [13]. Bisher ist von keinem dieser Probleme bekannt, dass es in Polynomialzeit losbar ist.
Es erscheint derzeit unwahrscheinlich, dass das jemals der Fall sein wird. Und falls sich fiir eins dieser
Probleme doch ein polynomialer Algorithmus finden sollte, dann wiirde dies suggerieren, dass alle anderen
ebenfalls polynomial l6sbar sind, schliefSlich sind sie durch Reduktionen miteinander verbunden. All diese
Probleme ziehen ihre mogliche exponentielle Gesamtlaufzeit daraus, dass zwar jeder einzelne Schritt in
Polynomialzeit ausgefiihrt werden kann, aber insgesamt exponentiell viel Schritte benotigt werden. Und
es ldsst sich nicht im Vorhinein abschitzen, wie der Verlauf sein wird.

Das Problem KERNEL verwendet den Algorithmus von Scarf, ist also vermutlich dhnlich schwer. Es
sei denn, es ist durch die zusétzlichen Informationen iiber den Digraphen, die beim normalen Scarf ja
nicht zur Verfiigung stehen, moglich, einen Verlauf zu definieren, der nach polynomial vielen Schritten
endet. Das Beispiel im Abschnitt ?? zeigt, dass es moglich ist, dass ein Knoten, der zuvor aus beiden
Basen entfernt wurde, spater wieder in diese aufgenommen wird. Der Algorithmus lduft also, salopp
ausgedriickt, nicht straight forward durch sondern kann mdandern. Und tiber dieses mogliche Mdandern
liegen keine Informationen vor. Der einzige Fall, in dem die Anzahl der notwendigen Schritte vorhergesagt

werden kann, ist der folgende:

Lemma 5.21. KERNEL endet nach hochstens n 4 1 Schritten, wenn bei jedem ordinalen Pivotschritt u’l der alte
Zeilenminimierer ist.

Beweis. Als Erstes wird gezeigt, dass beim ersten ordinalen Pivotschritt der alte Zeilenminimierer immer
in der Zeile C] liegen muss. Der Algorithmus startet mit der zuléssigen Basis B, = {z,..., 2} und der
ordinalen Basis B, = {vj, 29, ..,2Zm }, wobei v;j die Spalte ist, in der das Maximum der Menge {cix | k€ V}
liegt. Also ist u; = Clo; und alle anderen Zeilenminimierer sind gleich Null. Nun wird v; mit einem

zuldssigen Pivotschritt in B, aufgenommen und dafiir ein Zusatzknoten z; entfernt. Anschliefend wird
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dieser Zusatzknoten z; mit einem ordinalen Pivotschritt aus der ordinalen Basis entfernt. Wie bereits im
Beweis des Lemmas 5.9 gezeigt wurde, muss u} der neue Zeilenminimierer sein, weil die Spalte z; bisher
den Zeilenminimierer u; gestellt hat. Fiir die perturbierte Matrix C gelten die folgenden Ungleichungen:

0 = ciz; < Cin, < Ciz; furallei # j € [m], k € [n].

Deshalb liegt der neue Zeilenminimierer u; = min{cy | k € B, — z;} in der Spalte v;, weil dies die
einzige Spalte aus V N B, ist. Also enthélt die Spalte v; nun zwei Zeilenminimierer, und u ist der alte
Zeilenminimierer.

Als Zweites wird gezeigt, dass der Algorithmus nach hochstens 1 + 1 Schritten (das Bilden der Startmengen
als eigenen Schritt gezihlt) endet, wenn 1} immer der alte Zeilenminimierer ist. Angenommen es wurde ein
ordinaler Pivotschritt durchgefiihrt, dabei die Spalte y aus der ordinalen Basis entfernt, dafiir die Spalte r
aufgenommen, und 1} war der alte Zeilenminimierer (hierbei ist es iibrigens egal, ob r und y Zusatzknoten
oder Knoten aus V sind). Nach Voraussetzung ist nach dem Durchfiihren des ordinalen Pivots c1, der neue
Zeilenminimierer u;. (Es wurde vorne schon einmal erldutert, dass sich beim ordinalen Pivotschritt genau
zwei Zeilenminimierer dndern. Der neue Zeilenminimierer ugn ersetzt u; , und der alte u; = uga wird
durch ¢;,, = max{c; i | k € M} ersetzt.) Da die Spalte, die den alten Zeilenminimierer enthilt, weiterhin
in der ordinalen Basis ist, muss ¢;, < 1] gelten. Das heifit der Zeilenminimierer u; dndert sich bei jedem
ordinalen Pivotschritt und wird kleiner. Bei der Vereinfachung des ordinalen Pivotschritts wurde gezeigt,
dass fiir die Menge M, die fiir das Finden von ¢; , herangezogen wird, M = {z; } U (M N V) gilt, und
dass der Zusatzknoten erst dann angesprochen wird, wenn die Menge M N V leer ist. Daraus folgt, dass
bei jedem ordinalen Pivotschritt nur Knoten angesprochen werden kénnen, die in {z; } U V liegen. Diese
Menge hat die Kardinalitdt # + 1. Da der Zeilenminimierer u; bei jedem Schritt kleiner wird, entfallen alle
Knoten, die zuvor schon einmal einen Zeilenminimierer in der ersten Zeile gestellt haben. Deshalb muss
zwangsweise spétestens beim (1 + 1)-ten Schritt der Zusatzknoten z; angesprochen und in die ordinale
Basis aufgenommen werden. Bekanntermaflen terminiert der Algorithmus in diesem Fall. O

Lemma 5.22. Wenn bei jedem Pivotschritt, mit dem ein Knoten w aus V N B, in die zulissige Basis aufgenommen
werden soll, die Pivotzeile C;] so gewihlt werden kann, dass das Minimum der Menge {c; | k € B, NV} in der
aufzunehmenden Spalte liegt, dann ist der Zeilenminimierer uy immer in der Spalte B, \ B, beim ordinalen Pivot ist
immer u} der alte Zeilenminimierer, und fiir jeden Knoten w € B, N B, NV liegt der zugehorige Zeilenminimierer
in der Pivotzeile, mit der w in die zulissige Basis aufgenommen wurde.

Beweis. Vorab wird bemerkt, dass es fiir jeden Zusatzknoten nur eine mogliche Pivotzeile gibt und diese
Beziehung zwischen Pivotzeile und Zeilenminimierer immer erfiillt ist.

Es wird angenommen, dass es immer moglich ist, die Pivotzeile so zu wihlen. Die Startmengen seien
B:={z1,--.,zm}, Bo ={y,22,...,zm} und u = (cly, C22ys - -+ Cmizy )- Nach Konstruktion liegt die Spalte y
immer V und enthélt immer den Zeilenminimierer u;. In die zuléssige Basis soll y aufgenommen werden.
Dafiir wird eine Clique C; als Pivotzeile gewdhlt, fiir welche c;,, = min{c;k | k € B, NV} ist. Da w der
einzige Knoten im Schnitt B, N V ist, kann eine beliebige Clique gewadhlt werden, die w enthilt. Ohne
Einschriankung sei C} diese Clique. Dann muss der Zusatzknoten z; erst aus der zuldssigen Basis und
anschlieffend aus der ordinalen Basis entfernt werden. Da die Spalte z; den Zeilenminimierer u; enthalten
hat, ist uy, = min{cy | k € B, — 2o} = 2 der neue Zeilenminimierer. Das gilt wegen der Ungleichungen
fiir die Matrix C, und weil w der einzige Knoten in (B, — z) NV ist. Also enthélt die Spalte w zwei
Zeilenminimierer, den neuen u} und den alten u}. Nun wird wie immer durch Bilden der Menge M
und anschlieBendes Bestimmen von min{cyx | k € M} = ¢4 die Spalte s bestimmt, die in die ordinale

Basis aufgenommen wird. Nach diesem Schritt sind B, = {z1,w,z3,...,2m}, Bo = {w,s,z3,...,zu} und
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u = (c15,620,0,...,0}. Esist B, N B, = {w}, und w korrespondiert mit der Pivotzeile C; und dem
Zeilenminimierer u;. Die Spalte s enthélt den Zeilenminimierer 11 und liegt in 3, \ B;. Damit ist gezeigt,
dass nach dem ersten Pivotschritt alle Bedingungen erfiillt sind.

Nun wird angenommen, dass fiir jeden Knoten aus B, NV der zugehorige Zeilenminimierer in der
Pivotzeile liegt, die mit diesem Knoten korrespondiert, und dass der Zeilenminimierer u; in der Spalte
w = B, N B, liegt. Die Spalte w soll in die zuléssige Basis aufgenommen werden. (Der Knoten w kann
kein Zusatzknoten sein, weil er den Zeilenminimierer u; stellt, und das wére nur fir z; moglich. In
diesem Fall wiirde bereits 5, = B, gelten.) Es wird eine Clique C]’., fiir die min{cjk |ke BNV} = Ciw
gilt, als Pivotzeile gewdhlt. Der Knoten ¢, der mit dieser Zeile korrespondiert, wird aus der zuldssigen
Basis entfernt. Nach Voraussetzung liegt der Zeilenminimierer u; in der Spalte 4. Beim anschliefenden
ordinalen Pivotschritt wird g aus der ordinalen Basis entfernt, und u}n ist der neue Zeilenminimierer.
Aufgrund der Wahl der Pivotzeile ist u}n = Cjy- Also hat die Spalte w zwei Zeilenminimierer, und u/ ist
der alte Zeilenminimierer. Deshalb liegt der Zeilenminimierer der g ersetzenden Spalte r in der Zeile Cj,
das heifdt u; = cj,. Damit wurde gezeigt, dass fiir den Knoten w, der neu in B, N B, ist, der zugehorige
Zeilenminimierer u; in der mit w korrespondierenden Pivotzeile C]’- liegt, und die Spalte r = B, \ B; den
Zeilenminimierer uq enthalt. O

Bemerkung 5.23. Folgende Fragen sind offen:
o Existiert eine Clique wie in Lemma 5.22 in jedem Fall?
e Wie kann eine solche Clique gefunden werden?
e Konnte bei dieser Wahl der Pivotzeile das Pivotelement im aktuellen Tableau eventuell
gleich null sein?

Fiir das Problem SCARF gilt Lemma 5.21 analog. Das Lemma 5.22 kann nicht tibernommen werden, weil
keine Informationen tiber irgendwelche Beziehungen zwischen den Matrizen B und C vorliegen. Das heifst
die Beziehungen

bl‘]':1<:>Ci]‘§7’l,

bij:O<:>ci]'>n,

die im Problem KERNEL fiir alle j € V gelten, sind nicht gegeben. Dafiir wére das Bestimmen der Pivotzeile
analog zur Clique sehr einfach.
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6 Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit war, zu untersuchen, ob sich Kintalis [1] Beweis fiir die PPAD-Vollstandigkeit des
Problems STRONG KERNEL auf KERNEL iibertragen lasst.

Fiir den Nachweis der PPAD-Zugehorigkeit wurden zunéchst die notwendigen Informationen zusam-
mengetragen: Das Problem der Kernelberechnung in einer clique-azyklischen Superorientierung eines
perfekten Graphen, ist ein totales Suchproblem. Der Algorithmus entspringt dem Beweis von Aharoni und
Holzman [4], mit dem die Kernelexistenz gezeigt wurde. Im Prinzip tibertrdgt dieser die Informationen
des Digraphen auf zwei Matrizen, die die Voraussetzungen eines Lemmas von Scarf [2] erfiillen. Aus
dem Beweis des Lemmas von Scarf ist ein Algorithmus hervorgegangen. Selbiger wird auf die Matrizen
angewandt und liefert zu einem linearen Gleichungssystem die Basis eines Losungsvektors, welcher
berechnet wird und das gewtinschte Ergebnis hervorbringt. Die Matrizen kénnen exponentiell in der
Eingabeldnge sein. Das Problem SCARF, welches mit dem Lemma von Scarf korrespondiert, ist bereits in
PPAD enthalten.

Es wurde erarbeitet, dass diese Daten ohne Informationsverlust so heruntergebrochen und verarbeitet wer-
den konnen, dass der Aufwand polynomial in der Eingabeldnge ist. Es wurde ein Algorithmus entwickelt,
der zu einer gegebenen maximalen Clique in Polynomialzeit die Ordnung >; findet, und so die bestehende
Liicke im Algorithmus zur Kernelberechnung geschlossen. Elegant ist das Umschiffen der Schwierigkeit,
eine lexikographisch grofite Clique in Polynomialzeit zu finden, indem eine Knotenumnummerierung
vorgenommen wird, was in diesem Fall glticklicherweise zuldssig ist.

Kintali et al. [1] haben das Problem PREFERENCE GAME eingefiihrt und anhand einer Reduktionskette
gezeigt, dass selbiges PPAD-vollstidndig ist. Dieses Problem basiert auf dem Finden eines Gleichgewichts
in einem Préferenzspiel. Das ist ein Spiel, in dem jeder Spieler abhédngig von seiner Préaferenzrelation
auf der Menge der Strategien, welche mit der Spielermenge identisch ist, jeder Strategie ein Gewicht
zuweist. Diese Gewichtsfunktionen unterliegen gewissen Regeln. Ausgehend von diesem Spiel haben sie
gezeigt, dass das Problem STRONG KERNEL PPAD-schwer ist. Es wurde getestet, ob sich dieser Beweis
auf KERNEL iibertragen lasst, und gezeigt, dass dies nicht moglich ist. Ein alternativer Ansatz wire, den
Beweis von Kirdly und Pap [24], der die Existenz eines Kernels in den gewtinschten Digraphen nachweist,
heranzuziehen. Dieser Beweis basiert auf dem Lemma von Sperner. Bekanntermaflen ist SPERNER ein
pPPAD-vollstindiges Problem. Vielleicht ist es moglich, dieses Problem auf KERNEL zu reduzieren und so
zu zeigen, dass KERNEL PPAD-vollstandig ist.

Zusitzlich wurde untersucht, wie sich der Algorithmus zur Kernelberechnung verhilt, wenn der ein-
gegebene Digraph perfekt, aber nicht clique-azyklisch, ist. Auch wenn es unwahrscheinlich erscheint,
dass KERNEL in Polynomialzeit gelost werden kann, wurde gezeigt, dass es ein Kriterium gibt, welches
garantiert, dass der Algorithmus zur Kernelberechnung in polynomialer Zeit terminiert, wenn es erfillt ist.

Offen ist, ob es erfiillt werden kann.
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