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Kapitel 1

Einleitung

Das Thema der Diplomarbeit ist die robuste Abschétzung von Wertebereichsgrenzen fiir
diskrete, dynamische Systeme, wie sie in Form von Steuerungs- und Regelungsfunktionen
in der Automobilindustrie typischerweise entwickelt werden. Der Terminus robust impli-
ziert hierbei, dass die ermittelten Minimal- und Maximalwerte aller im System vorhan-
denen Grofsen die im tatsdchlichen Einsatz angenommenen Wertebereiche mit absoluter
Gewissheit iiberdecken miissen. Es handelt sich also um eine konservative Abschéitzung,
wobei das Unterschiitzen von Maxima bzw. das Uberschiitzen von Minima in keinster
Weise tolerabel ist.

Die untersuchten diskreten, dynamischen Systeme sind ausschlieflich durch Blockschalt-
bilder in der grafischen Modellierungsumgebung Simulink® /TargetLink® beschrieben
und modellieren Steuerungs- und Regelungsfunktionen. Diese Vorgehensweise wird im
Allgemeinen als modellbasiertes Design bezeichnet und hat sich in der Automobilindus-
trie mittlerweile fest etabliert. Ein wichtiger Vorteil dieser Vorgehensweise besteht darin,
dass aus diesen grafisch modellierten Systemen unmittelbar Code generiert werden kann,
der anschlieffend direkt in automotiven Steuergeriten eingesetzt wird. Aus der automa-
tischen Code-Generierung motiviert sich auch die Wertebereichsabschétzung als eigentli-
ches Thema der Diplomarbeit. Viele Steuerungs- und Regelungsfunktionen, die initial in
Fliefskomma-Arithmetik entworfen wurden, miissen zur Implementierung, bzw. zur Um-
setzung in Software in Festkomma-Algorithmen {iberfiihrt werden. Robust abgeschitzte
Minimal- und Maximalwerte aller Systemgréfien sind hierzu von essentieller Bedeutung, da
nur durch deren Kenntnis sichergestellt werden kann, dass im Betrieb keine Fehler durch
Uber- oder Unterliufe auftreten. Eng abgeschitzte Grenzen, wie sie trotz Robustheit na-
turgemafl wiinschenswert sind, sorgen gleichzeitig dafiir, dass eine optimale Genauigkeit
bei allen Berechnungen erzielt wird. Desweiteren konnten die Minimal- und Maximalwerte
auch direkt dazu genutzt werden, um das Design der Regelungs- und Steuerungsfunktion
auf mogliche Laufzeitfehler wie beispielsweise Divisionen durch Null zu iiberpriifen oder
als Basis fiir ausgefeiltere Optimierungen in Code-Generatoren dienen.

Die im Rahmen der Diplomarbeit eingesetzten Verfahren zur Bestimmung von Wertebe-
reichsgrenzen beruhen im Wesentlichen auf der Anwendung von Intervallarithmetischen
Methoden, wie sie schon seit mehreren Jahrzehnten bekannt sind und durch den Einsatz
von leistungsfihigen Rechnern in letzter Zeit einen Aufschwung erfahren haben. Metho-
den der Intervallarithmetik haben die wichtige Eigenschaft, dass sie den Wertebereich von
Funktionen vollstindig {iberdecken, wodurch sich die Forderung der Robustheit erfiillen
lasst. Im Fall von dynamischen, zustandsbehafteten Systemen ist zudem essentiell, dass

1



2 EINLEITUNG

die Abschitzung der Wertebereichsgrenzen fiir alle moglichen Zeitpunkte Giiltigkeit ha-
ben muss, was die Losung von Fixpunktgleichungen fiir Mengenfunktionen erfordert, die
in dieser Diplomarbeit behandelt werden.

Die Arbeit ist folgendermafen gegliedert:

In Kapitel 2 wird der Charakter und die Semantik der graphisch modellierten, zeitdiskre-
ten Systeme beschrieben, die im Rahmen der Diplomarbeit behandelt werden. Gleichfalls
wird das Anwendungsszenario der Diplomarbeit im Zusammenhang mit dem Designpro-
zess von Steuerungs- und Regelungsfunktionen genauer beleuchtet, durch welches die Di-
plomarbeit motiviert wurde. Die Bereitstellung der Intervallarithmetischen Hilfsmittel zur
Wertebereichsabschéitzung erfolgt in Kapitel 3, die dann in Kapitel 4 zur Berechnung von
Wertebereichsgrenzen fiir modellbasierte Designs angewandt werden. Im Rahmen der Di-
plomarbeit ist ferner eine prototypische Realisierung der vorgeschlagenen Algorithmik ent-
wickelt worden, die ebenfalls in Kapitel 4 beschrieben ist. In Kapitel 5 wird anschlieftend
anhand des Prototypen die Anwendbarkeit der entwickelten Methodik auf modellbasierte
Designs untersucht, was sowohl anhand von idealisierten als auch realen Modellen aus der
Praxis geschieht. Dabei wird ein Fazit hinsichtlich der Leistungsfiahigkeit bzw. den in der
Praxis auftretenden Limitierungen gezogen und die Algorithmik insgesamt bewertet. Die
Arbeit schliefst mit einer Zusammenfassung und einem kurzen Ausblick in Kapitel 6.



Kapitel 2

Modellbasierte Designs als zeitdiskrete,
dynamische Systeme

In diesem Kapitel wird zunéchst in Abschnitt 2.1 auf das iibergeordnete Szenario zur
Anwendung der Diplomarbeit eingegangen, ndmlich die modellbasierte Entwicklung von
Steuerungs- und Regelungsfunktionen und deren Implementierung durch automatische
Code-Generierung. Eine genaue Motivierung der Diplomarbeit erfolgt anschlieftend in Ab-
schnitt 2.2, in dem aufgezeigt wird, dass eine robuste Abschétzung von Wertebereichsgren-
zen essentiell ist, um einen Flieftkomma-Algorithmus in Festkomma-Code umzusetzen, was
genau der Anwendungsfall der Diplomarbeit ist. In Abschnitt 2.3 wird anschlieffend eine
mathematische Beschreibung der modellbasierten Designs der betrachteten Steuerungs-
und Regelungsfunktionen gegeben, die Semantik von Simulink/TargetLink Modellen also
in eine dquivalente, mathematische Systembeschreibung iibersetzt. Die préizise Formulie-
rung der Aufgabenstellung zur Abschiatzung der Wertebereiche fiir modellbasierte Designs
erfolgt schlieflich in Abschnitt 2.4.

2.1 Modellbasierte Entwicklung und automatische Code-
Generierung

In den letzten Jahren hat sich die modellbasierte Entwicklung im Bereich des Designs
von Steuerungs- und Regelungsfunktionen fiir eingebettete Systemen (d.h. Gerdte mit
eingebauter programmierbarer Elektronik und Software) etabliert. Der Terminus modell-
basierte Entwicklung impliziert, dass die Funktionalitdten graphisch beschrieben werden,
konkret in Form von Block- und Zustandsdiagrammen. Insbesondere in der Automobilin-
dustrie ist man vielfach dazu iibergegangen, die Software-Entwicklung fiir Steuergeréte in
Kraftfahrzeugen (z.B. fiir Motorsteuergerite, Getriebesteuergeréte, elektronisches Stabili-
tatsprogramm ESP, Anti-Blockiersystem ABS, Airbag etc.) durch grafische Modellierung
in Simulink®' /TargetLink®? vorzunehmen, siche Abbildung 2.1 und Abbildung 2.2.

1Simulink ist eine Entwicklungsumgebung zur grafischen Modellierung von zeitkontinuierlichen und
zeitdiskreten Systemen der Firma The MathWorks.

2TargetLink ist ein Werkzeug zur automatischen Code-Generierung aus Simulink Modellen der Firma
dSPACE.



4 MODELLBASIERTE DESIGNS
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Abbildung 2.1: Oberste Hierarchieebene eines exemplarischen Simulink / TargetLink Mo-
dells. Die zu entwerfende Regelungsfunktion ist im Block controller gekapselt, dessen In-
nenleben in Abbildung 2.2 dargestellt ist. Der Block source signal représentiert ein zu
Simulationszwecken vorgegebenes Stimulus-Signal. Der Block plant model bzw. dessen
Innenleben modelliert die relevante physikalische Umgebung der Regelungsfunktion (ein
sogenanntes Streckenmodell) inklusive der zu regelnden Grofe(n) (in diesem Beispiel die
Geschwindigkeit velocity). In Verbindung mit dem Block nonlinearity, der etwa die nichtli-
neare Kennlinie eines Sensors modellieren konnte, bilden die Regelungsfunktion controller
und das Streckenmodell plant model einen geschlossenen Regelkreis, in dem controller
die Groke wvelocity auf den vorgegebenen Werteverlauf des Stimulus-Signals source si-
gnal regeln soll. Nur die Regelungsfunktion controller wird spéater durch automatische
Code-Generierung in Software umgesetzt und auf dem realen Steuergerit eines Embed-
ded Systems ausgefiihrt. Die Eingangssignale REF und POS sowie das Ausgangssignal
UPI von controller werden auf dem realen Steuergerit mit Sensoren bzw. Aktuatoren

verbunden.
Kp
D
REF <N <N
o D
Ll +
N uPI
e sPI
(J2])—W{PosITION LIN.POS . y
POS
Linearization L« 1
— 5
Saturation Xi

Abbildung 2.2: Das Innenleben des controller Blockes aus Abbildung 2.1 als Beispiel
fiir eine einfache Regelungsfunktion in Simulink/TargetLink. Die Gesamtfunktionalitéit
ergibt sich aus der Verschaltung von einzelnen Blocken, die jeder fiir sich eine elementare
Operation wie Summation, Verstirkung, Verzogerung etc. ausfithren. Die grafisch model-
lierte Regelungsfunktion wird im Verlauf des Entwicklungsprozesses per automatischer
Code-Generierung implementiert.
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Diese Vorgehensweise hat nicht nur den Vorteil, dass Entwiirfe fiir Steuerungs- und Rege-
lungsfunktionen sehr schnell und einfach erstellt und durch Simulationen am Computer
sausprobiert werden kénnen, sondern insbesondere, dass aus diesen Simulink/TargetLink
Modellen auch unmittelbar die eigentliche Software fiir die Steuergeréte selbst gene-
riert werden kann, was heutzutage vielfach geschieht, siehe [Bei03, Han01|. Software fiir
Steuerungs- und Regelungsfunktionen muss also nicht mehr von Hand geschrieben wer-
den, sondern wird direkt aus einem Simulink/TargetLink Modell, also von einer hoheren
Abstraktionsebene aus, automatisch erzeugt. Simulink stellt dabei die eigentliche Model-
lierungsumgebung dar, in der die Regelungsalgorithmen entworfen und simuliert werden,
wohingegen TargetLink als Code-Generator zur Implementierung der Modelle in Form
von effizientem, gut lesbarem C-Code dient.

Der Entwicklungsprozess fiir eine Regelungsfunktion, angefangen vom Entwurf der Algo-
rithmik bis zur Generierung der Software, beinhaltet typischerweise die folgenden Phasen?,
siehe Abbildung 2.3:

1. Zunéchst wird ein erstes Design der Algorithmik der Regelungsfunktion vorgenom-
men, indem einzelne Blocke elementarer Funktionalitit wie in Abbildung 2.2 zur
Gesamtalgorithmik verschaltet werden. Aufgrund des grafischen Entwurfes auf Ba-
sis vordefinierter Blocke ist dieser Designprozess sehr effizient und liefert schnell
einen ersten Entwurf der Regelungsfunktion.

2. Die modellierte Algorithmik wird anschliefend durch Computer-Simulationen im
Hinblick auf das gewiinschte Verhalten iiberpriift, indem die Regelungsfunktion im
Zusammenspiel mit der Regelstrecke und vorgegebenen Stimulus-Signalen simuliert
wird, siehe Abbildung 2.1. Die Signalverldufe samtlicher relevanter Grofen inner-
halb des Modells werden hierzu wihrend der Simulation aufgezeichnet und anschlie-
flend visualisiert, um die Funktionsfihigkeit der Regelungsfunktion beurteilen zu
konnen, siehe Abbildung 2.4. Diese Simulation wird typischerweise in Fliefflkomma-
Arithmetik durchgefiihrt, damit sich der Designer vollstindig auf die Entwicklung
der eigentlichen Algorithmik konzentrieren kann, ohne sich jetzt schon mit Aspekten
der Festkomma-Arithmetik befassen zu miissen.

3. Die Design und Simulationsphasen aus Schritt 1. und 2. werden so lange iterativ
durchlaufen, bis das graphische Design der Reglungsfunktion genau das gewiinschte
Simulationsverhalten an den Tag legt und die eigentliche Algorithmik der Rege-
lungsfunktion somit fertig entwickelt ist.

4. Zur Implementierung der Regelungsfunktion mittels automatischer Code-Generie-
rung wird nun das Modell um zusétzliche, Software-bezogene Informationen erwei-
tert, die genau festlegen, wie der aus dem Fliekkomma-Modell zu generierende Co-
de aussehen soll. Es ist ein Charakteristikum der Software im Automobilbereich,
dass eher selten FlieRkomma-Code sondern iiberwiegend Festkomma-Code entwi-
ckelt wird*. Festkomma-Code zeichnet sich dadurch aus, dass fiir jede Grofe in-
nerhalb der Regelungsfunktion nicht nur ein Datentyp sondern auch Skalierungsin-
formationen bestehend aus einem Skalierungsfaktor und einem Offset hinzugefiigt

3Hier werden nur die Schritte aufgeziihlt, die einen Bezug zur Diplomarbeit, aufweisen. In der Praxis
eines realen Entwicklungsprozesses existieren natiirlich weitere Phasen wie Anforderungsanalyse, Tests
etc.

4Dies ist teilweise durch Kostenaspekte bedingt, da Prozessoren ohne FlieRkomma-Einheit preiswerter
sind.
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werden miissen, siehe Abbildung 2.5, auf die bei der Code-Generierung zuriickgegrif-
fen wird. Die Skalierungsinformationen beschreiben dann in Kombination mit dem
Datentyp den Zusammenhang zwischen realem (physikalischem) Wert einer Grofse
und dessen Software-interner Représentation im Speicher. Der Software-Entwickler,
der mit der Umsetzung der eigentlichen Algorithmik in Festkomma-Code befasst ist,
muss das eigentliche algorithmische Fliekkomma-Modell um diese speziellen Imple-
mentierungsinformationen erweitern, um so zu einem Implementierungsmodell zu
gelangen, das fiir die automatische Code-Generierung geeignet ist.

5. Nach Finalisierung des Implementierungsmodells wird aus diesem anschliefend der
fertige Festkomma-Code fiir das eingebettete System generiert, wie dies in Abbil-
dung 2.6 exemplarisch fiir die in Abbildung 2.2 dargestellte Regelungsfunktion ge-
schehen ist.

Die obigen Schritte 1. bis 5. werden (neben weiteren Phasen im Entwicklungsprozess) fiir
jeden modellbasierten Entwurf durchlaufen. Die Motivation fiir diese Arbeit ergab sich
aus dem 4. Schritt, also der Umsetzung eines Flielskomma-Modells in Festkomma-Code,
wie im nachfolgenden Abschnitt dargestellt wird.

1. Modell Design
2. Modell Simulation

3. Validierung

4. Design
Implementierungsmodell

5. Code Generierung

Abbildung 2.3: Ubersicht iiber einzelne Schritte im Entwicklungsprozess vom
Fliefskomma-Modell zum Festkomma-Code.
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Abbildung 2.4: Wihrend der Simulation aufgezeichnete Signale, um die Algorithmik
der Regelungsfunktion aus Abbildung 2.2 validieren zu kénnen. Betrachtet wird hier ins-
besondere das Stimulussignal REF und die dementsprechend zu regelnde Grofe velocity.
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Abbildung 2.5: Hinzufiigen von Implementierungsinformationen zur Generierung von
Festkomma-Code aus dem Modell. Fiir jedes Signal wird neben einem Datentyp (hier
konkret ein vorzeichenbehafteter 16 Bit Integer Wert) auch Skalierungsinformation in
Form von einem Skalierungsfaktor (LLSB, Least Significant Bit) und einem Offset vorgege-
ben. Erst wenn diese Skalierungsinformationen fiir jede Grofe (Variable) vom Software-
Entwickler spezifiziert worden sind, kann der Festkomma-Code aus dem Modell generiert

werden.
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Void controller (Void)
{
/% 3LLocal: Default storage class for local wvarisbles | Width: 18 %/
Intlé Sal e /% LEB: 2-°-10 OFF: 0 MIN/MAX: -32 .. 31.9990234375 +/;
Intlé Sal si A% LEE: 2°-9 OFF: 0O MIN/MAX: -64 .. 63.99B046875 +/:
/% SLStaticLocallnit: Default storage class for static local variables with initvalue | Width: 16
i
static Intlé X 8al xi = 0 /% L3E: 2°-9 OFF: 0 MIN/MAX: -64 .. 63.993046375 */;

/* update(s) for inport controller/Linearization/POSITION */
Saz_POSITION = Sal_ POS:

/% call of function: controller/Linearization */
a2 Linearization{):

/% Sum: controller/e */
Sal_e = (Intls) (((UIntls) Sal REF) - |(UIntlé)] Sa2_LIN_POS)):

/7 Sum: controller/si
# combined # Saturation: controller/Saturation */
Sal_si = (Intl6) (((UIntlé) (Intls) (Sal e >» 1)) + [(UIntld) € T16SATI16 SATh(X Sal xi, 25600
A% B0, %/, -ZEE00 S* 50, %))
/% Sum: controller/sPI
# conbined # Gain: controller/Ep
# combined # Gain: controller/Ei */

Sal sPI = (Intls) (((UIntlé) Sal =) + ((UIntlé) (Intls] (i (Int32) Sal si] * 131070 >» 16)01):

/% TargetlLink outport: controller/UPI #/
Sal_UPI = Sal_sPI:

/% Unit delay: controller/fxi */
Z 5al_xi = 3Fal_si;

Abbildung 2.6: Automatisch generierter Festkomma-Code in Form einer C-Funktion fiir
die in Abbildung 2.2 dargestellte Regelungsfunktion. Typisch fiir die Implementierung in
Festkomma-Arithmetik sind die Integer-Datentypen mit entsprechenden Typumwandlun-
gen (Type-Casts) und die enthaltenen Umskalierungsoperationen (Multiplikationen und
Bitshifts), die sich aus den sperzifizierten Skalierungsinformationen (LSB, Offset) ergeben.

2.2 Festkomma-Implementierung auf Basis von abge-
schatzten Wertebereichsgrenzen

Ein besonders zeitaufwendiger Arbeitsschritt im Entwicklungsprozess stellt die Umsetzung
des Fliekkomma-Modells in Festkomma-Code dar. Wie im vorherigen Abschnitt beschrie-
ben, werden initial Fliekkomma-Modelle entwickelt, die dann im Schritt 4. des Entwick-
lungsprozesses fiir die Generierung von Festkomma-Code zu erweitern sind. Es miissen
also zunéchst Skalierungsinformationen fiir jedes einzelne Modellsignal spezifiziert wer-
den, bevor Festkomma-Code generiert werden kann. Hierzu ist die Kenntnis der Wertebe-
reichsgrenzen fiir jedes Modellsignal unentbehrlich um sicherzustellen, dass grundsétzlich
keine Uber- oder Unterliufe durch Zahlenbereichsiiberschreitungen auftreten kénnen. Die
Abschétzung der Wertebereichsgrenzen muss daher unter allen Umsténden robust bzw.
konservativ sein. Andererseits sollen die ermittelten Wertebereichsgrenzen moglichst eng
sein um eine optimale Genauigkeit zu erzielen, wie in den nachfolgenden Abschnitten
dargestellt werden wird.

Bemerkung 1. Auch wenn diese Arbeit durch die vereinfachte Festkomma-Implemen-
tierung fiir modellbasierte Designs motiviert wurde, sind natirlich weitere Anwendungs-
falle fiir die robuste Abschdtzung von Wertebereichsgrenzen vorstellbar. So kinnen Werte-
bereichsgrenzen beispielsweise dazu genutzt werden, um Modelle automatisiert auf poten-
zielle Laufzeitfehler zu uberprifen. Analog zu geschriebenem Code ist es natirlich auch
bei modellbasierten Designs mdglich, dass durch Design-Fehler Divisionen durch Null,
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Quadratwurzeln aus negativen, reellen Zahlen etc. auftreten. Robust abgeschitzte Werte-
bereichsgrenzen konnten dann in vielen Fdillen eingesetzt werden, um den Nachweis der
Laufzeitfehlerfreiheit zu erbringen, fiir eine Division etwa durch den Nachweis, dass die
Wertebereichsgrenzen des Divisors die Null nicht enthalten. Desweitern kénnten Wertebe-
reichsgrenzen natirlich auch verwendet werden, um die Optimierungsroutinen des Code-
Generators selbst zu verfeinern und damit effizienteren Code zu generieren.

2.2.1 Physikalische Werte und ihre Festkomma-Darstellungen

Ublicherweise wird zur Festkomma-Repriisentation von Signalen eine einfache, affine Trans-
formation eingesetzt, um den realen, physikalischen Wert x,,s einer Grofe mit dessen
Festkomma-(Integer) Repréisentation z;,; im Code in Beziehung zu setzen, was nach der
folgenden Vorschrift geschieht:

Tphys = LSBy - Ting + O f fset, (2.1)

Hierbei bildet das Tupel (LSB,, Of fset,, Datentyp(x;,;)) die Skalierungsinformation,
die fiir jedes im Modell auftretende Signal x,,s zu spezifizieren ist, sieche Abbildung 2.5.
Fiir den Datentyp von x;,;, Datentyp(x;,), wird ein 8, 16 oder 32 Bit breiter Integer-
Datentyp spezifiziert, was abhéngig von der geforderten Genauigkeit der Berechnungen
wie auch der Registerbreite des eingesetzten Prozessors abhidngig gemacht wird. Die
Integer-Repréasentation x;,; ist der Wert des Signals im Speicher, wenn dieser als einfache
Binarzahl interpretiert wird. Die Integer-Représentation x;,, stellt dann die im generierten
Code existente Variable dar, mit der gerechnet wird. Die Werte von z,,s sind hingegen
die realen physikalischen Werte, wie sie sich in der Simulation entsprechend Abbildung
2.4 ergeben und die durch die im Rahme der Diplomarbeit entwickelte Algorithmik robust
abgeschitzt werden sollen.

Beispiel 2. Fir die Skalierung des physikalischen Signals xpn,s seien die Skalierungs-
daten (LSB,, Of fset,, Datentyp(zin:)) = (278, 0, Signed 16 Bit) gewdhlt. Dann besteht
zwischen Tppys und Ty, nach Gleichung 2.1 der Zusammenhang Tppys = 278 wine und fiir
den 16-Bit Integer Wert x;,; = 00000000111111115 = 2554 ergibt sich ein physikalischer
Wert Tppys = 278 2 = 278-255 = 255/256 = 0.996. Zweierpotenzen wie 27° als LSB-Werte
haben den Vorteil, dass Umskalierungsoperationen relativ effizient als Bitshifts implemen-
tiert werden konnen. Ein Offset von 0 fihrt zudem dazu, dass die affine Transformation
besonders einfach und damit effizient ist.

2.2.2 Operationen auf Festkomma-Zahlen

Die Gesetzmafigkeiten der Arithmetik fiir Festkomma-Zahlen ergeben sich direkt aus dem
Zusammenhang zwischen physikalischen Grofen und reinen Integer-Werten entsprechend
Gl. 2.1. Die in einem Modell auftretenden Block-Operationen wie Summationen, Multi-
plikationen etc. werden naturgeméf so ausgefiihrt, dass sie die gewiinschten Operationen
fiir die realen, physikalischen Werte x,,,s korrekt nachbilden. Im Festkomma-Code miis-
sen diese Operationen dann auf Basis der Integer-Repréisentationen x;,,, also der Varia-
blen im Code, realisiert werden, wozu der Code-Generator jeweils Gl. 2.1 heranzieht. Der
Anwender muss also lediglich die Skalierungsinformationen fiir alle involvierten Signale
spezifizieren, woraufhin der Code-Generator automatisch alle erforderlichen Code-Pattern
fiir die Festkomma-Implementierung aller Operationen generiert.
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Beispiel 3. In Abbildung 2.7 ist exemplarisch dargestellt, wie sich die Summation zwei-
er Signale mit vorgegebenen Skalierungen in die zugehdrige Festkomma-Operation fir die
Integer-Reprisentationen tbersetzt, die vom Code-Generator basierend auf den Skalie-
rungsinformationen generiert wird. Der Code beinhaltet Umskalierungsoperationen, um
die unterschiedlichen Skalierungen der jeweiligen Signale zu beriicksichtigen.

(279, 0, 16 Bit)
GD——>" | (2750, 16Bi)
n
N
GD——>
In2
(2719 0, 16 Bit) sum

/* Sum: controller/Sum */
Sum = (Int16) (((Int16) (In1/ ((Int16) 2))) + ((Int16) (In2 / ((Int16) 4))));

Abbildung 2.7: Beispiel einer Modelloperation und der zugehorigen Festkomma-
Implementierung. Berechnet werden soll die Summation Inlp,s + In2,,,s=Sumppys.
Fir die Signale sind jeweils Skalierungsinformationen in  der  Form
(LSB,, Of fset,, Datentyp(z;,;)) vorgegeben. Dann ergibt sich als entsprechende
Festkomma-Implementierung das angegebene Code-Fragment im unteren Teil des
Bildes. Die Variablen Sum, Inl, In2 im generierten Code sind die entsprechenden
Integer-Reprisentationen der physikalischen Grofen, also Sum—Sum,,, In1=In1;,, und
In2—In2;,,;.

2.2.3 Wertebereichsgrenzen als Schliissel zur Spezifikation von
Skalierungsinformationen

Die Kenntnis von Wertebereichsgrenzen fiir jedes Signal innerhalb des Modells, genauer,
die Kenntnis der minimalen und maximalen physikalischen Werte, die ein Modell-Signal
Tphys annehmen kann, ist essentielle Voraussetzung zur Spezifikation von Skalierungsda-
ten (LSB,, Of fset,, Datentyp(xn)) fiir z,pys, wobei letztere wiederum zur Generierung
von Festkomma-Code zwingend erforderlich sind. Nach Gl. 2.1 resultiert bei gegebenen
Skalierungsdaten (LSB,, Of fset,, Datentyp(x;,;)) ein maximaler physikalischer Werte-
bereich [Tpnys, min, Tphys,maz), der durch die Integer-Représentation im Code abgedeckt
werden kann:

['rphys,minu xphys,ma:v] = LSB{L‘ : [xint, min s xint,maz] + Offsetz (22)

Hier stellen [Zint mins Tint, maz] die ganzzahligen Grenzen des Wertebereiches fiir Integer-
Datentypen im Rechner dar, etwa der Bereich 0..2% — 1 fiir einen vorzeichenlosen 8 Bit
Wert oder der Bereich —2!% .. 215 — 1 fiir einen vorzeichenbehafteten 16 Bit Wert, der im
Zweierkomplement dargestellt wird. Falls nicht sichergestellt ist, dass die sich aus Gl. 2.2
ergebenden physikalischen Grenzen den im realen Betrieb angenommenen Wertebereich
iiberdecken, so konnen bei der Ausfithrung des generierten Codes schwerwiegende Feh-
ler durch Wertebereichsiiberschreitungen (Uberldufe/Unterliufe) auftreten, die zu véllig
falschem Verhalten fiihren und unter Umsténden katastrophale Auswirkungen haben kon-
nen. Ist umgekehrt sichergestellt, dass das reale physikalische Signal x4, grundsatzlich
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innerhalb der durch Gl. 2.2 bestimmten Grenzen [Zphys, min: Tphys, maz] liegt, so ist sicher-
gestellt, dass der generierte Code prinzipiell frei von Uberldufen/Unterldufen ist.

Im Entwicklungsprozess ist die Vorgehensweise zur Generierung von Festkomma-Code
naturgeméfs folgendermafen:

Der Software-Entwickler ist im Entwicklungsschritt 4. damit befasst, das Fliefkomma-
Modell in ein Festkomma-Implementierungsmodell umzuwandeln. Hierzu muss er zu-
néchst robuste, physikalische Wertebereichsgrenzen [Zpnys. mins Tphys, maz] aller Signale er-
mitteln, wozu die im Rahmen dieser Diplomarbeit entwickelte Algorithmik dient. Basie-
rend auf diesen Grenzen kann der Software-Entwickler dann existierende Fahigkeiten von
TargetLink nutzen, um die Skalierungsdaten (LSB,, Of fset,, Datentyp(x;,)) zu spezi-
fizieren bzw. von TargetLink bestimmen zu lassen. TargetLink greift dabei auf die ermit-
telten Grenzen [Tpnys min, Tphys, maz] 20 und bestimmt die Skalierungsdaten so, dass der
physikalische Wertebereich durch die gewihlte Skalierung iiberdeckt wird. In den meis-
ten Féllen wird der Datentyp(x;,;) vom Anwender vorgegeben (oftmals als 16 Bit Integer
Wert), Of fset, auf null gesetzt und der LSB,-Wert als dann noch einziger Freiheit-
grad von TargetLink so bestimmt, dass der geforderte Wertebereich [Z,nys mins Tphys, maz)
gerade iiberdeckt wird. In jedem Fall stellt TargetLink bei korrekt ermittelten Wertebe-
reichsgrenzen sicher, dass grundsitzlich keine Uberliufe/Unterliufe im realen Betrieb des
generierten Codes auftreten konnen.

2.3 Mathematische Beschreibung der betrachteten Mo-
dellbasierten Designs

In diesem Abschnitt soll die Semantik modellbasierter Designs in Simulink/TargetLink
genauer beschrieben werden. Dazu wird insbesondere dargestellt, wie sich ein modellba-
siertes Design in eine Abfolge mathematischer Operationen fiir die entsprechenden Bl6-
cke und der zwischen ihnen ausgetauschten Signale iibersetzt. Prinzipiell stellt die Simu-
link /TargetLink Modellierungsumgebung eine doménenspezifische Sprache zur Beschrei-
bung von dynamischen Systemen dar, die zwar nicht ausschliefslich aber insbesondere zur
Entwicklung von Steuerungs- und Regelungsfunktionen Anwendung findet. Der Unterab-
schnitt 2.3.1 beschreibt dazu zunéchst die prinzipielle Semantik individueller TargetLink
Blocke®, wohingegen Unterabschnitt 2.3.2 das sich aus der Verschaltung der Blécke erge-
bende Gesamtsystem betrachtet. Insgesamt wird hier nur auf die fiir diese Diplomarbeit
relevanten Aspekte von Simulink/TargetLink eingegangen. Fiir weiterfiihrende Informa-
tionen, insbesondere auch zur Beschreibung von allgemeineren mathematischen Systemen
als den hier betrachteten, sei auf die offizielle Simulink Dokumentation [SL09| verwiesen®.

2.3.1 Die Semantik einzelner TargetLink Blocke

Jeder Block eines Simulink /TargetLink Modells realisiert im weitesten Sinne “elementare”
mathematische Operationen, beispielsweise eine einfache Summation oder Multiplikation

SWir bezeichnen alle Blocke in einem Modell im Folgenden der Einfachheit halber grundsitzlich als
TargetLink Blocke.

6Man beachte, dass Simulink keine formale sondern nur eine semi-formale Beschreibung der model-
lierten Systeme darstellt.
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der Eingénge des Blockes und stellt das Resultat dieser Operation am Ausgang bzw.
den Ausgingen des Blockes zur Verfiigung. Ein Block kann jedoch auch eine komplexere
Funktionalitidt wie beispielsweise eine tabellenbasierte Abbildung realisieren.

Im Allgemeinsten Fall besitzt ein Block B die folgenden Block-spezifischen Variablen:

e cine Zahl von Blockeingéingen, die im Eingangsvektor x € X C R"* des Blockes
zusammengefasst sind. Bei der Ausfithrung des Blockes entstammen diese Werte
den Ausgangswerten der Vorgidngerblocke, wie sie sich aufgrund der Verschaltung
der Blocke ergeben.

e cine Zahl von Blockausgingen, die im Ausgangsvektor y € Y C R"™ des Blockes
zusammengefasst sind. Nach der Ausfithrung des Blockes stehen die Resultate der
vom Block ausgefiihrten Operationen an den Ausgéngen zur Verfiigung.

e cine Zahl von Zustandsvariablen, die im Zustandsvektor z € Z C R"= des Blockes
zusammengefasst sind. Zustéinde existieren fiir solche Blocke, bei denen der Wert der
Ausgangsvariablen nicht nur von den aktuellen Eingangsvariablen abhéingt, sondern
auch von fritheren Zeitpunkten. Die Zustdnde geben dem Block also ein "Ged#chtnis”
und machen das TargetLink Modell damit zu einem dynamischen System. Fiir den
Zustandsvektor muss ein Initialwert zy vorgegeben werden, um das mathematische
Verhalten des Blockes eindeutig zu determinieren.

e cine Zahl von Parametern, die im Parametervektor p € P C R"» des Blockes zusam-
mengefasst sind und vom Anwender vorgegeben werden. Parameter sind Variablen,
die wiahrend der immer wiederkehrenden Ausfiithrung des Blockes iiberwiegend kon-
stant sind, jedoch zu einzelnen (unbestimmten) Zeitpunkten vom Anwender explizit
manuell abgedndert werden konnen. Sie sind also letztlich nicht wirklich konstant.
Typischerweise wird fiir jeden Parameter ein Intervall vorgegeben, innerhalb dessen
der Anwender den Wert des Parameters frei verstellen kann. Kalibrier-Parameter
sind im automotiven Kontext weit verbreitet und dienen dazu, das "Finetuning”
einer Steuerungs- und Regelungsfunktion durch Verstellen der Parameter vorzuneh-
men.

Naturgemif weist ein Block B im Allgemeinen nicht alle Arten von Variablen auf. So
besitzt ein Summationsblock beispielsweise ausschlieflich Eingéinge und Ausgénge, jedoch
keine Zustandsvariablen oder Parameter. Ein Verzogerungsblock hingegen weist neben
einer Eingangs- und Ausgangsvariablen auch eine Zustandsvariable auf, mit deren Hilfe
die Verzogerung realisiert wird, siehe Abbildung 2.8 bzw. die nachfolgenden Beispiele.

Im Allgemeinen realisiert jeder Block B zwei mathematische Operationen g und h, wobei
g die Berechnung des Ausgangsvektors y vornimmt (im folgenden als "Output-Funktion”
bezeichnet), h hingegen den neuen Werte des Zustandsvektors z,., berechnet (im folgen-
den als "Update-Funktion” bezeichnet):

g: (X xZxP)

— Y
(z, 2z, p) -y = g(z, 2 p) (2:3)
h: (XxXZxP) — Z (2.4)
(l‘, 2, p) —  Zneu — h(l‘, Z, p) -
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Die Simulink Semantik definiert dabei, dass die Output-Funktion g vor der Update-
Funktion h ausgefiihrt wird, d.h. zunichst wird der Ausgang auf Basis der aktuellen
Zustandsvariablen, Einginge und Parameter berechnet und erst dann werden die Zu-
standsvariablen aktualisiert. Naturgeméf existieren nur fiir solche Blécke B Output- bzw.
Update-Funktionen, fiir die es {iberhaupt Ausgangs- bzw. Zustandsvariablen gibt.

Bemerkung 4. FEine fiir die Verschaltung bzw. Auswertungsreihenfolge von Blicken re-
levante Figenschaft ist, ob die Output-Funktion g des Blockes wirklich eine explizite Ab-
hangigkeit von einzelnen Fingangsvariablen hat (in der Simulink Terminologie als "Direct
Feedthrough” bezeichnet) oder nicht. Im letzteren Fall gilt y = g (z, p) und es besteht kein
direkter Durchgriff von Eingdingen auf den Ausgang. Darauf wird im Unterabschnitt 2.3.2
im Hinblick auf die Verschaltung von Blocken genauer eingegangen.

Beispiel 5. Fin einfacher Summationsblock Bgy,, summiert die einlaufenden Eingdinge
des Blockes und stellt an seinem Ausgang die Summe zur Verfiigung. Der Block besitzt
keine Parameter- oder Zustandsvariablen und demnach auch keine Update- Funktion, son-
dern lediglich eine Qutput-Funktion gs.m, in der folgenden Form, wobei gs., eine einfache
Addition darstellt.

9Sum - X —- Y

Damit hat jeder Eingang von Bsy, direkten Durchgriff auf den Ausgang.

Im nachfolgenden Beispiel eines Verzogerungsblockes wird der Charakter von TargetLink
Modellen als dynamischen Systemen deutlich.

Beispiel 6. Fin Verzogerungblock B, ("Unit Delay”) dient dazu, den Wert des Eingangs-
signals nicht unmittelbar am Ausgang des Blockes erscheinen zu lassen, sondern erst bei
der ndchsten Ausfihrung des Blockes B,. Der Wert der Eingangsvariablen wird dazu in
der Zustandsvariablen "zwischengespeichert” und erscheint bei der ndchsten Ausfiihrung
des Blockes am Ausgang. Demnach besitzt der Block neben Fingangsvektor x und Aus-
gangsvektor y einen Zustandsvektor z sowie die folgenden Output- und Update-Funktion:

g.: 4 — Y
z =y = z

h,: X — Z (2.6)
T = Zpew = X

Damit hat der Verzogerungsblock kein ”Direct-Feedthrough” vom Fingang auf den Ausgang,
weshalb er sehr hdufig zur Modellierung von sogenannten Rickkopplungschleifen genutzt
wird, wie in den Beispielen in Kapitel 5 noch deutlich werden wird.

Weitere Beispiele fiir unterschiedliche Blockarten sind in Abbildung 2.8 aufgefiihrt. Ins-
gesamt wird damit die Funktionalitéit eines TargetLink Blockes folgendermafen definiert:

Definition 7. Ein formaler TargetLink Block ist ein Tupel (g, h) bestehend aus einer
Qutput-Funktion g entsprechend Gl. 2.3 und einer Update-Funktion h entsprechend Gl.
2.4. Fiir vorgegebene Eingangsvariablen, Parameter- und Zustandsvariablen werden mit
Hilfe von g bzw. h die Ausgangsvariablen bzw. neuen Zustandsvariablen berechnet.
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@ Y= gIrLPurt(fI/') =

InPort

Parameter p

P Yy = gConst(p) =p

Constant

T A+
r = (-7317 ZL'Z) T o Y = gSum (5517 552) =T+ X2

Parameter p

l’>>> y :gGain(I):p'I

Gain

Zustand z
ey L y=9:(2) ==
z Zneu = hz (I) =
Unit Delay
Parameter pryek, Pyovek
x Y = gTable (I Pxveks pyvck) = Table (I7 Paveks pyvck')

Look-Up Table

Parameter py,

T —\—
x = (21, T2, ¥3) T2 3

xy  falls 29 > pep

Y = gSwitch (T1, T2, T3, Ptn) = {

T3 x3 sonst
Switch
( ) 7 ( ) 1 falls 1 > xo
T = (1, T2 >= Y = gReiop (21, T2) =
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Abbildung 2.8: Beispiele fiir einzelne TargetLink Blocke mit ihren Blockvariablen und
zugehorigen Output- und Update-Funktionen g bzw. h: Das graphische Icon jedes Blockes
zeigt die Art des Blockes an, von denen hier einige aufgelistet sind. Jeder Block inner-
halb eines Modells weist zudem einen Blocknamen auf, der jeweils unter dem Block-Icon
visualisiert ist und der den Block eindeutig identifiziert. Die unterschiedlichen Arten von
dargestellten Blocken sind (von oben nach unten): Port-Block InPort zur Aufteilung der
Gesamtfunktionalitdt auf mehrere Subsysteme, Konstanten-Block Constant, Summations-
Block Sum, Verstirkungs-Block Gain, Verzogerungs-Block Unit Delay, Tabellen-Block
Look-up Table, Schalter-Block Switch und Vergleichs-Block Relational Operator. Teilweise
sind die obigen Blocke noch hinsichtlich ihrer Funktionalitit vom Anwender konfigurier-
bar, etwa um eine andere als die dargestellte Vergleichsoperation im Relational Operator
Block durchzufiihren oder unterschiedliche Kriterien fiir das "Durchschalten” von Eingén-
gen beim Switch-Block zu realisieren.
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Bemerkung 8. FEs sei auch darauf hingewiesen, dass Simulink/TargetLink Modelle nicht
nur rein mathematische Operationen sondern beispielsweise auch elementare Kontrollfluss-
Strukturen ("If then Else”) unterstitzen, wie man sie von allen gingigen imperativen Pro-
grammiersprachen her kennt. Zustandsautomaten hingegen werden nicht direkt mit Hilfe
von TargetLink-Blicken beschrieben. Stattdessen gibt es eine in Simulink integrierte Ent-
wicklungsplattform namens Stateflow, die zur graphischen Modellierung von Zustandsau-
tomaten dient. Diese wird itm Rahmen der Diplomarbeit nicht behandelt.

2.3.2 Die Semantik eines Simulink /TargetLink Subsystems

In diesem Abschnitt soll nun ein komplettes Simulink/TargetLink Subsystem betrachtet
werden, wie es exemplarisch in Abbildung 2.9 dargestellt ist und welches durch die im Rah-
men der Diplomarbeit entwickelte Algorithmik analysiert werden soll. Der Analyse-Fokus
fiir die robuste Abschitzung von Wertebereichsgrenzen bezieht sich auf alle in einem
solchen Subsystem auftretenden Blocke bzw. Variablen. Das Subsystem selbst beinhal-
tet eine Zahl von miteinander verschalteten TargetLink Blocken, deren Semantik jeweils
durch Definition 7 beschrieben wird, und die im Laufe einer Simulation nacheinander
abgearbeitet werden. Ferner kann ein Subsystem in weitere Subsysteme unterteilt wer-
den, um Hierarchien im Modell abzubilden, was in Abbildung 2.9 angedeutet ist und
in der Praxis intensiv genutzt wird. Die zur Unterteilung eingefiihrten Subsysteme miis-
sen naturgeméfs in eine Wertebereichsanalyse des iibergeordneten Subsystems einbezogen
werden. Fiir die Eingangsblocke (Inport-Blocke) des Analyse-Subsystems gibt der Anwen-
der Wertebereichsgrenzen vor, wohingegen diese fiir alle weiteren Variablen innerhalb des
Subsystems von der entwickelten Algorithmik bestimmt werden sollen. Die in der Pra-
xis eingesetzten, iibergeordneten Subsysteme reichen hinsichtlich Threr Grofe von kleinen
Systemen mit bis zu 10 Eingangs- und Ausgangsvariablen und maximal 100 Blocken bis
hin zu grofsen Systemen mit einer 2-3 stelligen Zahl von Eingangs- und Ausgangssignalen
und Tausenden von Blécken.

Hinsichtlich der Semantik des Gesamtsystems ist zu beachten, dass dieses in einen kon-
kreten zeitlichen Kontext gesetzt wird (in der generierten Software entspricht dies einem
Software-Task), der die Ausfilhrung des gesamten Systems verursacht. TargetLink un-
terstiitzt nur die Code-Generierung aus zeitdiskreten, dynamischen Systemen, d.h. die
einzelnen Blocke B; des betrachteten Systems werden allesamt nacheinander zu definier-
ten Zeitschritten k£ ausgefiihrt. In diesem zeitdiskreten Kontext stellen sich die Output-
und Update-Funktionen der einzelnen Blocke aus Gl. 2.3 und Gl. 2.4 folgendermafsen dar:

gi: (Xix Z; x P) — Y (2.7)
(@(k), 2(k), p(k)) — y(k) = gi(x(k), 2(k), p(k)) '

hi: (Xi X Z; x P) — 7
(@(k), 2(k), p(k)) — 2(k+1) = hi(x(k), z(k), p(k))

In jedem Zeitschritt k berechnet die Output-Funktion g; jedes Blockes den aktuellen Wert
des Ausgangsvektors y(k) basierend auf dem aktuellen Eingangsvektor z(k), Zustands-
vektor z(k) und Parametervektor p(k) des Blockes. Die Update-Funktion h; jedes Blockes
ermittelt hingegen den Wert des Zustandsvektors z, den dieser im néchsten Zeitschritt
k + 1 annimmt, also z(k + 1).

(2.8)
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Abbildung 2.9: Ein einfaches Subsystem, wie es durch die im Rahmen der Diplomarbeit
entwickelte Algorithmik analysiert werden soll. Das Subsystem weist zwei Eingangsblo-
cke namens REF und POS auf (sogenannte TargetLink Inports, sieche Abbildung 2.8
oben), fiir die Wertebereichsgrenzen vom Anwender vorgegeben werden miissen. Zur bes-
seren Strukturierung kann die Funktionalitidt in weitere Subsysteme unterteilt werden,
wie dies durch Einfiigen des Subsystem Linearization inklusive der darin enthaltenen
Funktionalitit erfolgt ist. Die Blocke Position und Lin.Pos innerhalb des Linearization
Subsystems sind implizit mit den Ein- und Ausgéngen gleichen Namens des Linearization
Blockes in der iibergeordneten Hierarchie verkniipft, wodurch der Signalfluss zwischen un-
terschiedlichen Hierarchieebenen definiert ist. Die TargetLink Blocke sind untereinander
entsprechend der benotigten Funktionalitit verschaltet. Dies legt den Signalfluss von den
Ausgéngen eines Blockes zu seinen Nachverfolgern fest, ndmlich in Richtung der Linien-
pfeile. Die Ausgangsvariable eines Blockes stellt damit gleichzeitig die Eingangsvariable
seiner Nachfolgerblocke dar.
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Bemerkung 9. Parameter werden ebenfalls mit einer expliziten Zeitabhdngigkeit p =
p(k) modelliert und nicht als konstant angesehen, da die Parameterwerte zu undefinierten
Zeitpunkten vom Anwender gedndert werden kénnen, wie bereits erwdhnt. Damit wer-
den Parameter in Bezug auf ihre zeitliche Abhdingigkeit wie Eingangsvariablen z(k) eines
Blockes behandelt. Man beachte aber, dass Parameter rein blockspezifisch sind und durch
ein externes Ereignis verdndert werden.

Die Verschaltung der einzelnen Blécke zum Gesamtsystem, siehe Abbildung 2.9, defi-
niert nun den Signalfluss zwischen den Blocken. Wann immer eine Linie vom Ausgang
eines Blockes B; auf den Eingang eines nachfolgenden Blockes B; fiihrt, impliziert dies,
dass dessen Eingangsvariable x; den Wert der Ausgangsvariablen y; des Blockes B; zu-
gewiesen bekommt. Jede Verbindung von Block B; zu einem Nachfolger B; hat also eine
Zuweisung x; = y; nach erfolgter Berechnung der Output-Funktion von Block B; zur
Folge. Ferner wird durch die Verschaltung der Blocke bzw. den Signalfluss auch die Abar-
beitungsreihenfolge der einzelnen Blocke (bis auf irrelevante Unterschiede) determiniert.
Die TargetLink Semantik besagt, dass die Output-Funktion g; eines Block B; in jedem
Zeitschritt k erst dann ausgefiihrt werden kann, wenn alle laut Gl. 2.7 relevanten Gro-
fsen bereits bekannt sind. Hat die Ausgangsvariable also eine tatsdchliche Abhéngigkeit
von einer Eingangsvariablen ("Direct Feedthrough”) so muss die Output-Funktion des
entsprechenden Vorginger-Blockes im aktuellen Zeitschritt k bereits berechnet worden
sein. Hierdurch ist die Abarbeitungsreihenfolge (B, Ba, Bs, ..., B,) aller Blocke bis auf
funktional-irrelevante Unterschiede vorgegeben.

Bemerkung 10. Enthdlt das modellierte System Riickkopplungsschleifen, wie dies bei-
spielsweise in Abbildung 2.9 fiir die Blockabfolge I, Saturation, sI der Fall ist, so muss
es mindestens einen Block in der Schleife geben, der kein “Direct Feedthrough” aufweist.
Die Ausfiihrungsreihenfolge der Blocke beginnt dann bei diesem Block, da fiir diesen die
FEingangssignale zur Berechnung der Output-Funktion g aufgrund des fehlenden "Direct
Feedthroughs” noch nicht bekannt sein miissen. Im Beispiel in Abbildung 2.9 weist der zl
Unit Delay Block kein "Direct Feedthrough” auf, siehe Beispiel 6.

Im Folgenden soll nun noch die prinzipielle mathematische Beschreibung des aus der
Verschaltung einer Vielzahl von Blécken bestehenden Gesamtsystems angegeben werden.
Dazu seien die Ausgangsvariablen, Parameter- und Zustandsvariablen aller Blocke je-
weils zu einem Blockausgangsvektor y,,,, Parametervektor py,, und Zustandsvektor zg,s
mit dem kartesischen Produkt der jeweiligen Definitionsbereiche als neuem Urbildbereich
Xsys» Zsys, bzw. Py s, zusammengefasst. Die Eingangsvariablen der Inports des betrach-
teten Subsystems (in Abbildung 2.9 sind dies die Eingangsvariablen der Blocke REF
und POS) bilden den Eingangsvektor z,, des Gesamtsystems (alle anderen individuellen
Blockeingénge ergeben sich aus den Ausgangsgrofen anderer Blocke). Auch hier ist der
Urbildbereich X, wieder gegeben durch das kartesische Produkt der einzelnen Defini-
tionsbereiche. Fass man nun die Output- und Update Funktionen g; und h; aller Blocke
zur vektorwertigen Gesamtfunktion gs,s bzw. hgys zusammen und ersetzt jeweils iterativ
die Fingangsvariablen durch die Ausgangsvariablen der Vorgingerblocke so erhélt man
die prinzipielle Struktur des Gesamtsystems in der folgenden Form:

Jsys * (Xsys X Zsys X Psys) — Y;;ys

2.9

(Tane(B), Zags (), Dags(K)) = ons(k) = Gugs (@gs (k) Zags(R), pas(k) D)

hsys : (X sys X Lsys X PSyS) = Zasys (2.10)
(xsys> Zsysapsys) — Zsys(k:+1) = hSyS (xSyS(k)aZsys(k)’psys(k))
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Abbildung 2.10: Zeitkontinuierliches System in Simulink mit Integrator Block (Block
"Velocity”, farbig markiert). Solche zeitkontinuierlichen Systeme werden oftmals fiir die
Modellierung von Streckenmodellen, also der physikalischen Umgebung eines Reglers ein-
gesetzt, nicht jedoch zur Modellierung des Reglers selbst. Der Regler muss als zeitdiskretes
System in TargetLink modelliert werden, um daraus Code generieren zu kénnen.

Durch GIl. 2.9 werden die Ausgangsvariablen aller Blécke im Subsystembereich auf Basis
der Eingangsvariablen des Subsystems, der aktuellen Zustandsvariablen und der Parame-
ter berechnet. GI. 2.10 beschreibt hingegen die Werte aller Zustandsvariablen des Systems
im néchsten Zeitschritt & + 1 in Abhéngigkeit der aktuellen Eingangsvariablen, Zustin-
de und Parameter. Die Struktur der Output- und Update-Funktion g,,s und hgy, des
Gesamtsystems ergibt sich im Wesentlichen durch Verkettung der Output- und Update-
Funktionen der Einzelblocke entsprechend deren Verschaltung.

Definition 11. FEin formales TargetLink System sei ein Tupel (gsys, hsys) bestehend aus
einer System-Qutput-Funktion entsprechend Gl. 2.9 und einer System-Update-Funktion
entsprechend GI. 2.10. Fir vorgegebene Eingangsvariablen, Parameter- und Zustandsva-
riablen werden mit Hilfe von gsys bzw. hgys die Ausgangsvariablen aller Blicke bzw. die
neuen Zustandsvariablen aller Blocke berechnet.

Bemerkung 12. In Simulink kinnen weit allgemeinere Systeme als die durch die Glei-
chungen 2.9 und 2.10 beschriebenen modelliert und simuliert werden, etwa zeitkontinuier-
liche Systeme, siehe Abbildung 2.10, hybride (d.h. gemischt zeitkontinuierliche und zeit-
diskrete) System und solche, die in Form von impliziten transzendenten (Differential)-
Gleichungen gegeben sind. Alle diese allgemeineren Systeme werden jedoch fiir den Fin-
satz in Steuerungs- und Regelungsfunktionen nicht eingesetzt, da sie beispielsweise nicht
echtzeitfihig sind, zur Code-Generierung ohnehin diskretisiert werden missen oder nicht
die Anforderungen in sicherheitskritischen Anwendungen erfiillen.

Die Simulink/TargetLink Semantik beziiglich der Ausfithrung des zeitdiskreten, dynami-
schen Systems stellt sich nun insgesamt folgendermafen dar, siehe auch Abbildung 2.11:

e Modellinitialisierung: In einem initialen Schritt zu Beginn der eigentlichen Simu-
lation bzw. Code-Generierung wird das Modell auf Modellierungsfehler {iberpriift,
die Abarbeitungsreihenfolge der Blocke ermittelt und anschliefend das Modell in
eine geeignete Datenstruktur zur Simulation bzw. Code-Generierung iibersetzt. Ins-
besondere werden die Parameter p,,s des Gesamtsystems sowie die Initialwerte des
Zustandsvektors z,,s ¢ auf ihre initialen Werte gesetzt.
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e Berechnung der Output-Funktionen: In jedem Zeitschritt & werden nun der
Reihe nach die Output-Funktionen g; der einzelnen Blocke B; ausgefiihrt, mithin
also die Output-Funktion g, des Gesamtsystems entsprechend Gl. 2.9.

e Berechnung der Update-Funktionen: In jedem Zeitschritt k& werden nun der
Reihe nach die Update-Funktionen h; der einzelnen Blécke B; ausgefiihrt, mithin
also die Update-Funktion hg,, des Gesamtsystems entsprechend Gl. 2.10. Die Be-
rechnungen beginnen jedoch erst, nachdem die Output-Funktion g, des Gesamt-
systems vollstdndig berechnet wurde, siehe Abbildung 2.11.

Initialisierung
k=0

Output-Funktion

Update-Funktion

Abbildung 2.11: Ablaufdiagramm der Simulation in Simulink fiir zeitdiskrete Syste-
me. Wahrend der Modellinitialisierung werden Parameterwerte und Zustandsvariablen
auf ihre initialen Werte gesetzt. Anschliefsend erfolgt in jedem Zeitschritt & zunéchst die
Berechnung der Output-Funktion und anschliefend der Update-Funktion des Systems.
Fiir den aus einem solchen System generierten Code gilt Analoges, wobei fiir den auf
einem Steuergerit ausgefithrten Code naturgeméf k,,., = oo gilt.
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2.4 Prazise Formulierung der Aufgabenstellung zur Ab-
schatzung von Wertebereichsgrenzen

Im Folgenden soll die Aufgabenstellung zur robusten Abschidtzung der Wertebereiche in
TargetLink Modellen exakt zusammengefasst und der Kontext zur Anwendung hergestellt
werden. Wie bereits zuvor angefiihrt, ist der Analysefokus fiir die Wertebereichsabschét-
zung ein Subsystem, welches entsprechend Definition 11 bzw. anhand der Gleichungen 2.9
und 2.10 beschrieben ist. Um die Wertebereichsanalyse durchfiihren zu kénnen, muss der
Anwender nun zusétzlich folgende Daten spezifizieren:

e Fiir jede Komponente z; des System-Eingangsvektors z,, sei ein Intervall [z}, x|
oder ein ganzzahliger Wertebereich z! ... x¢ gegeben, so dass x;(k) € [z¥, x?] bzw.
xi(k) € {z¥, ..., x?} fiir alle Zeitpunkte k € Ny erfiillt ist. Es wird also von konkre-
ten Eingangssignalen abstrahiert und lediglich gefordert, dass das Eingangssignal
innerhalb des spezifizierten Bereiches liegt. Es muss ferner von einer Unabhéngig-
keit der Werte unterschiedlicher Komponenten von z,, als auch der Werte einer
Komponente zu unterschiedlichen Zeitpunkten ausgegangen werden, d.h. der De-
finitionsbereich ist das kartesische Produkt der einzelnen Intervalle. Es wird also
konservativ abgeschétzt, um die geforderte Robustheit der Wertebereichsgrenzen zu
erhalten. Ganzzahlige Wertebereiche x;(k) € {z¥, ..., 7} werden zugelassen, weil
einzelne Signale diskreter Natur sein kdnnen, beispielsweise Bool’sche Variablen.

e Fiir jede Komponente p; des Parametervektor ps,s sei ein Intervall [p¥, p?] oder ein
ganzzahliger Wertebereich p¥ ... p¢ gegeben, so dass p;(k) € [p¥, p?] bzw. p;(k) €
{p¥, ..., p?} fiir alle Zeitpunkte k& € Ny gilt. In diesem Sinne werden Parameter
also genau wie Eingangsvariablen behandelt. Da der Wert eines Parameters vom
Anwender zu beliebigen Zeitpunkten verstellt werden kann muss auch hier von ei-
ner Unabhéingigkeit der einzelnen Komponenten von p,,s als auch der Werte einer
Komponente zu unterschiedlichen Zeitpunkten ausgegangen werden, was erneut zum
kartesischen Produkt der Intervalle als Definitionsbereich fiihrt.

e Iiir jede Komponente z; des Vektors der Zustandsvariablen z,, sei ein Intervall
[z;fo, 230] oder ein ganzzahliger Wertebereich 2, ... 27 fiir den Initialwert z;o =
2;(0) vorgegeben, also z;o € [z;fo, zﬁo} bzw. 2o € {z;-fo, s Zf,o}- Auch hier wird
vom kartesischen Produkt der Intervalle als Definitionsbereich fiir den Initialwert
des Zustandsvektors z,,, ausgegangen.

Bemerkung 13. Der Spezialfall, dass etwa fiir einen Parameter p; kein echtes Intervall
sondern nur ein einzelner Wert vorgegeben wird, ist naturgemdjs durch die obige Festlequng
in Form eines Intervalls mit identischer oberer und unterer Grenze ebenfalls erfasst.

In Abbildung 2.12 ist exemplarisch fiir das bereits bekannte Subsystem dargestellt, fiir
welche Variablen Wertebereichsgrenzen vom Anwender vorgegeben werden miissen. Diese
Spezifikationen werden fiir die einzelnen Blocke direkt im Modell mit Hilfe von Blockdialo-
gen vorgenommen, siche Abbildung 2.13. Die im Rahmen dieser Diplomarbeit entwickelte
Algorithmik greift dann auf die Modellbeschreibung inklusive der spezifizierten Extremal-
werte zu und dient zur Ermittlung der folgenden Wertebereichsgrenzen:
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Abbildung 2.12: Die relevanten Variablen fiir die Abschétzung von Wertebereichsgren-
zen des betrachteten Subsystems: Minimal- und Maximalwerte fiir die blau markierten
Variablen miissen vom Anwender vorgegeben werden. Wertebereichsgrenzen fiir schwarz
markierte Variablen und alle Blockausgangsvariablen, die nicht gesondert angegeben sind,
werden von der vorgeschlagenen Algorithmik ermittelt.

e Fiir jede Komponente y; des Ausgangsvektors ys,s, der wie beschrieben aus den
Ausgangsvariablen aller Blocke besteht, wird ein Intervall [y, y¢] ermittelt, so dass
yi(k) € [y¥, y?] fiir alle Zeitpunkte k € Ny gilt.

e Fiir jede Komponente z; des Zustandsvektors zy,s wird ein Intervall [z}, 2?] ermittelt,
so dass z;(k) € [z}, z?] fiir alle Zeitpunkte k € Ny gilt.

Die obigen Ausfithrungen seien nun nochmal in der nachfolgenden Aufgabenstellung zu-
sammengefasst.

Aufgabenstellung 14. Gegeben sei ein TargetLink System entsprechend Definition 11
bzw. Gl. 2.9 und Gl. 2.10. Fir die Komponenten des Fingangsvektors x,s, Parameter-
vektor pgys und Initialwert des Zustandsvektors z4,s(0) seien jeweils Wertebereichsgrenzen
entsprechend Tabelle 2.1 vorgegeben, wobei sich der Gesamtdefinitionsbereich iber alle
Komponenten und Zeitpunkte k jeweils als kartesisches Produkt der einzelnen Definitions-
bereiche ergebe. Dann besteht die Aufgabenstellung darin, robuste Wertebereichsgrenzen fiir
die Komponenten des Ausgangsvektors ys,s und Zustandsvektors zqys fir alle Zeitpunkte
k € Ny entsprechend Tabelle 2.2 abzuleiten, wenn in jedem Zeitschritt k € Ny zundchst
die Output-Funktion 2.9 und dann die Update-Funktion 2.10 des Systems ausgefiihrt wird.

Nach erfolgreich durchgefiihrter Abschitzung der Wertebereichsgrenzen hat der Anwen-
der dann entsprechend Abschnitt 2.2 alle erforderlichen Informationen zur Hand, um
das Festkomma-Implementierungsmodell des eigentlichen Algorithmus zu finalisieren und
durch automatische Code-Generierung zu implementieren.
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Abbildung 2.13: Vorgabe von Minimal- und Maximalwerten fiir die Eingangsvariable
REF des betrachteten Subsystems aus Abbildung 2.12. Analoge Vorgaben muss der An-
wender fiir alle Parameter und Initialwerte der Zustandsvariablen machen.

‘ Variablen

‘ Vorgaben des Anwenders

System-Eingangsvariablen x;

zi(k) € [z}, x?] oder x;(k) € {z¥, ...

o
al‘i

}

Parameter p;

pi € [p¥, p¢loder p; € {p¥, ...

, P7}

z(0) € [

Initialwert Zustandsvariablen z;(0) !

(0), 7

(0)]oder z;(0) € {z(0), ...,

Tabelle 2.1: Erforderliche Vorgaben zur Anwendung

der Algorithmik: Fiir alle System-

Eingangsvariablen x;, Parameter p; und Initialwerte der Zustandsvariablen z;(0) miissen
vom Anwender Wertebereichsgrenzen vorgegeben werden, die wie in Abbildung 2.13 dar-

gestellt, spezifiziert werden.

Variablen ‘ Zu berechnende Wertebereichsgrenzen
Zustandsvariablen z; zi(k) € [z, 2]
Blockausgangsvariablen y; | v;(k) € [y¥, v¢]

Tabelle 2.2: Zu ermittelnde Wertebereichsgrenzen: Fiir alle Zustandsvariablen z; und
Blockausgangsvariablen y; innerhalb des betrachteten Subsystems muss die vorgeschlagene
Algorithmik Wertebereichsgrenzen in Form von Minimal- und Maximalgrenzen ableiten,

die fiir alle & € Ny Giiltigkeit haben.




Kapitel 3

Grundlegende Hilfsmittel

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Hilfsmittel zur Abschitzung der Wertebereiche
fiir modellbasierte Designs bereitgestellt, wie sie im nachfolgenden Kapitel 4 zur Anwen-
dung kommen. Grundlegend ist hierbei der Abschnitt 3.1 {iber einschliefende Funktionen,
fiir die der nachfolgende Abschnitt 3.2 iiber Intervall-Arithmetik eine konkrete Realisie-
rung beschreibt. Der letzte Abschnitt 3.3 stellt dann noch einige Begriffe aus dem Bereich
der Graphentheorie bereit, wie sie in Kapitel 4 bei der Beschreibung der eigentlichen
Algorithmik Anwendung finden.

Bemerkung 15. Die Darstellung in den Abschnitten 3.1 und 3.2 ist zu substanziellen
Teilen aus den Quellen [Jau01], [Mo79] und [Mo09] entnommen. In vielen Fdllen ver-
wenden wir eingedeutschte Begriffe der Originalliteratur, wobei die englischen Begriffe
ebenfalls angegeben sind.

3.1 Wrapper und Einschliefiende Funktionen

Wie in Kapitel 4 gezeigt werden wird, besteht eine der Hauptaufgaben zur robusten
Abschétzung von Extremalwerten aller Grofsen eines TargetLink Systems darin, das Bild
f (D) einer Funktion f : D CR" — f(D) CR" (R" bezeichnet hierbei wie iiblich R* mit
Abschluss) durch eine Obermenge abzuschétzen, also eine Menge B zu identifizieren, mit
f(D)C B, wobei B im Sinne der Mengeninklusion naturgemiif moglichst klein sein soll.
Die Vorgehensweise dazu ist, einerseits die Definitionsmenge D, die prinzipiell von sehr
allgemeiner Gestalt sein kann, durch ein System von Mengen mit relativ einfacher Struktur
zu iiberdecken und dann auf diesen Mengen eine Funktion [f] zu definieren, die das Bild
von f iiberdeckt, siehe Abbildung 3.1. Dies fiihrt auf die Begriffe des Wrapper-Systems
und der einschliefenden Funktionen ("Enclosure Function” oder "Inclusion” Function), die
im Wesentlichen aus [Jau01| entnommen sind.

Bemerkung 16. Im Folgenden werden wir fir eine Funktion f - D C R" — R und
eine gegebene Menge D;C R" die abkiirzende Schreibweise f (D;) == {f (x) | z € D; N D}
verwenden. Gemeint ist also das Bild von f unter D; wobei Punkte x mit x ¢ D unbe-
riicksichtigt bleiben, da f auf diesen Punkten nicht definiert ist. Falls D; N D = @ gilt,
wenn es also keine Uberschneidung zwischen D; und D gibt, so gilt f (D;) = Q.

23
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Abbildung 3.1: Oben: Allgemeine Abbildung f von einem Definitionsbereich D mit
im Allgemeinen komplexer Berandung in den Zielbereich f (D). Das Bild f (D) weist im
Allgemeinen naturgemiif eine komplexe Struktur auf. Unten: Uberdeckung von D durch
eine Menge von Wrapper-Mengen | J, D; O D einfacher Struktur sowie Definition einer ein-
schliefenden Funktion [f] auf der Wrapper-Menge mit [f] (D;) 2f (D;). Als Konsequenz
der Uberdeckung gilt dann |J, [f](D;) 2 f (D). Die eingezeichneten Wrapper-Mengen
haben nur exemplarischen Charakter.
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Definition 17. Ein Mengensystem IR = {Di (tel)| D; C Rn} von Teilmengen von
R" heifit ein Wrapper-System fiir R”, falls folgende Eigenschaften erfillt sind:

a) {z} € IR" fiir alle x € R" (Singletons sind im Wrapper-System enthalten)
b) R" € IR" und O € IR"
C) D;N Dj S ﬁ%n

Wie oben bereits dargestellt, werden wir Wrapper-Systeme verwenden, um beliebige Teil-
mengen des R zu iiberdecken. Neben dem System von Intervallen und Boxen, die im
nachfolgenden Abschnitt als eine spezielle Art von Wrapper-Systemen beschrieben wer-
den, sind auch kompliziertere Wrapper-Systeme fiir R" denkbar und werden teilweise auch
genutzt, wie zum Beispiel alle konvexen Teilmengen von R'. Entscheidend ist naturgemés,
dass die Elemente des Wrapper-Systems strukturell einfacher sind als beliebige Teilmen-
gen des R". Man beachte insbesondere, dass sich aufgrund der Definition 17 jede beliebige
Menge D C R" durch Wrapper iiberdecken liisst, wenn auch nicht notwendigerweise "be-
liebig genau”. Im Folgenden sollen nun Elemente eines Wrapper Systems herausgegriffen
werden, welche zur Uberdeckung einer beliebigen Menge D C R genutzt werden.

Definition 18. Gegeben sei eine Menge D C R"und ein meper—System IR" von R".
Dann heifit eine Teilmenge ® {D | D; € IR (1el) } C IR" des Wrapper-Systems
eine Uberdeckung von D, falls D C U; Di (i e€I) gilt.

Damit ist die Basis zur Uberdeckung des (mdglicherweise komplex strukturierten) Defi-
nitionsbereiches einer Funktion durch einfachere Mengen gegeben. Die Uberdeckung des
Bildbereiches wird jetzt mit Hilfe von sogenannten einschliefsenden Funktionen realisiert,
wie die folgende Definition zeigt.

Definition 19. Gegeben sei eine Funktion f : D C R" - R" und Wrapper-Systeme
IR" = {D; (i € I)} von R". Dann nennen wir eine Funktion [f]: TR" — IR also eine
auf dem Wrapper-System erklirte Mengenfunktion eine einschlieflende Funktion (“Inclu-
sion function”, "Enclosure Function”) zu f falls gilt:

f(Dy) C[f](Dy) VD; € TR (3.1)

Die Funktion [f] heifst ferner inklusions-monoton (“inclusion monotomc”) falls aus D; C
D; grundsitzich [f] (D;) C [f] (D;) folgt und zwar VD; € IR, ¥D; € IR".

Dabei ist f (D;) als f(D;) :={f(z) | x € D; D} im Sinne von Bemerkung 16 zu inter-
pretieren. [f] (D;) ist hingegen einfach der Funktionswert der Mengenfunktion [f] an der
"Stelle” D; und selbst ein Element von TR. Das Bild von f auf der Wrapper-Menge D;
wird also durch den Funktionswert der einschliefenden Funktion vollstindig iiberdeckt.

Durch einschliefsende Funktionen im Sinne von Definition 19 ist in Verbinduung mit Wrap-
pern die Basis geschaffen worden, um das Bild f (D) einer unter Umstinden komplizier-
ten Funktion auf einem gegebenenfalls kompliziert strukturierten Definitionsbereich D
konservativ, d.h. robust abzuschitzen, und hierfiir die unter Umsténden einfacher struk-
turierten Funktionen [f] und einfacher strukturierten Mengen D; zu nutzen. Dies wird
in dem nachfolgenden, sehr einfachen Satz iiber die Uberdeckung des Bildes f (D) von
Funktionen deutlich werden.
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Satz 20. Betrachtet werde die Funktion f : D C R" — R™ und Wrapper-Systeme IR
vonR" bzw. TR" vonR". Fiir den Definitionsbereich D sei eine Uberdeckung durch Wrap-
per D; gegeben, es gelte also D C |, D;. Ferner sei [f] eine einschlieffende Funktion zu f
. Dann lisst sich das Bild f (D) durch die Uberdeckungsmengen D; und die einschliefende
Funktion [f] abschdtzen, d.h. es gilt f (D) C U, [f] (D;).

Beweis. Vorausgesetzt wird, dass die urspriingliche Definitionsmenge D von den Wrapper-
Mengen D; iiberdeckt wird, also D C |J, D; gilt. Damit ergibt sich nun

f(D) {f(z) |z € D} = f(U; D)
{f(z) |z e, Di A f(x)ist wohldefiniert} = J, f(D;)

U: /1(Ds)

Damit ist der Erhalt der Uberdeckungseigenschaft beim Rechnen mit Wrappern sicher-
gestellt. Man beachte, dass f nicht in jedem Punkt der einzelnen Wrapper-Mengen D;
definiert zu sein braucht und diese Forderung im Allgemeinen auch nicht erfiillt ist. Unter
Umsténden, wenn etwa DN D; = O gilt, kann f (D;) = O gelten. Ein solches Element des
Wrapper-Systems konnte dann jedoch auch selbstverstindlich aus der Uberdeckung von
D entfernt werden, da es nichts beitréigt. O

Nl

In der Praxis besteht naturgeméfs das Problem, dass zu einer komplex strukturierten
Funktion f nicht ad-hoc eine einschliefende Funktion [f] bekannt ist. Haufig ist es jedoch
so, dass eine kompliziertere Funktion f aus einfacheren Funktionen zusammengesetzt
ist. Das ist etwa fiir Simulink/TargetLink Modelle, wo einzelne Blocke mit elementarer
Funktionalitdt zu einer komplexen Gesamtfunktionalitit verschaltet sind, naturgeméf
der Fall. Wir geben daher zunéchst in der nachfolgenden Definition dieser Klasse von
zusammengesetzten Funktionen einen Namen.

Definition 21. FEine Funktion f, die sich aus der Verschaltung von endlich vielen, ele-
mentaren TargetLink Blockfunktionen zusammensetzt, werde im Folgenden als faktori-
sierte Funktion bezeichnet. Die Abbildungsvorschriften von f hat dann folgende, rekursive
Gestalt

f@1, oo ) = fa (fran(@1, oy T0), ooy fram(z1, -y )

wobei fo die Funktionalitit eines TargetLink Blockes darstellt und frq; selbst wieder fak-
torisierte Funktionen oder elementare TargetLink Blockfunktionen darstellen.

Die Abbildungsvorschrift einer faktorisierten Funktion wird also rekursiv mit Hilfe von
Unterausdriicken definiert, wobei die Komposition bzw. das rekursive Einsetzen als Funk-
tionsargument zum Tragen kommt. Im nachfolgenden Satz 22 wird nun noch festgehalten,
dass zu einer faktorisierten Funktion f eine einschliefende Funktion [f] sehr einfach auf
Basis von einschliefenden Funktionen der Subausdriicke bzw. der elementaren Target-
Link Blockfunktionen, aus denen f besteht, konstruiert werden kann und so auch die
Inklusions-Monotonie vererbt wird.

Satz 22. Sei f eine faktorisierte Funktion im Sinne von Definition 21, d.h. darstellbar als
endliche Kombination von elementaren Funktionen f;, fir die jeweils eine einschlieffende
Funktion [f;] existiere. Dann kann zu [ eine einschliefende Funktion [f] konstruiert wer-
den, indem in der formelmafigen Zerlegung von f die elementaren Funktionen f; durch
die entsprechenden einschliefenden Funktionen [f;] ersetzt werden. Sind zudem alle [f;]
inklusions-monoton, so gilt dies auch fiir die entsprechend konstruierte Funktion.
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Beweis. Wir nehmen an, dass eine rekursive Darstellung von f in der Form

[z, ooy zn) = fe (Fran (@1, oo T0) 5 ooy fram (@1, -y 20))

mit faktorisierten Funktionen ff,; und einer elementaren Funktion f.; gegeben ist und

unterstellen induktiv, dass es zu ff,; bzw. f einschliefende Funktionen [fs,;] bzaw. [fo]

gibt. Dann folgt daraus
F(Di) = fa(frax(Di), - fram (Di))

S [l ([fraal (Di) s s [fram] (Di))

Folglich ist [fei] ([ffa1], --s [ffam]) eine einschliefende Funktion zu f = fo (ffa1s - fram),
woraus sich bei rekursiver Anwendung der Inhalt des Satzes ergibt. Analog wird fiir die
Inklusions-Monotonie argumentiert. O

Wir werden in Abschnitt 4.3.1 sehen, dass fiir die elementaren Funktionen von Target-
Link Blocken in der Tat sinnvolle, einschliefende Funktionen konstruiert werden kénnen,
woraus sich dann mit Hilfe von Satz 22 eine einschliefende Funktion fiir das gesamte
TargetLink System ergibt.

3.2 Intervall-Analysis

Im vorherigen Abschnitt wurde die Uberdeckung von Teilmengen des R" bzw. des Bildbe-
reiches von Funktionen durch Wrapper-Systeme und einschliefende Funktionen in grofer
Allgemeinheit dargestellt. Die naheliegendste und einfachste Art der Realisierung fiir
Wrapper und einschlieffende Funktionen sind Intervalle bzw. Boxen als Wrapper-Systeme
und sogenannte Intervallerweiterungen als einschliefsende Funktionen. Dies sind die es-
sentiellen Hilfsmittel, wie sie zur robusten Abschédtzung von Wertebereichsgrenzen fiir
TargetLink-Systeme in Kapitel 4 eingesetzt werden.

3.2.1 Intervalle und Boxen

Wir geben nun zuerst eine Definition fiir das Wrapper-System der Intervalle bzw. Boxen
als einer besonders einfachen Realisierungsmoglichkeit fiir Uberdeckungen.

Definition 23. Intervalle und Boxen

a) Unter einem Intervall [x1] verstehen wir eine zusammenhdingende Teilmenge von R,
konkret die Menge [x1] = [z1, T1] = {z € R | 21 < « < T7} mit unterer Grenze z = Ib ([z])
und oberer Grenze T = ub([x]), siehe Abbildung 3.2 links. Unter der Breite w ([z]) des
Intervalls sei wie ublich die reelle Zahl w ([z]) = (T — x) verstanden.

b) Wir bezeichnen die Menge aller reellen Intervalle [x] = [z, 7] mit x € R und7 € R
mit dem Symbol IR. Offensichtlich stellt IR ein Wrapper-System fiir R im Sinne von
Definition 17 dar, weshalb IR als Symbol verwandt wird.

c) Fiir n gegebene Intervalle [x1] € IR, [x3] € IR bis [v,] € IR bezeichnen wir das karte-
sische Produkt [x] = [x1] X [x2] ... X [x,] als eine Box. Diese stellt das mehrdimensionale
Analogon zu Intervallen dar, siehe Abbildung 3.2 rechts.
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Box [z] = [z, 7]

Intervall [z1] = [ﬂ, ZB—1]

w=7T] —I1
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Abbildung 3.2: Links: Intervall [z,] als zusammenhéngende Teilmenge der reellen Zah-
len. Rechts: Eine Box als kartesisches Produkt von Intervallen. Da Boxen das multidi-
mensionale Analogon zu Intervallen darstellen, wird dieselbe Nomenklatur [z] fiir Boxen
und Intervalle verwendet.

d) Die Menge aller Bozen werde im Folgenden als @n bezeichnet. Dabei sei IR = IR.
Offensichtlich stellt TR" ein Wrapper-System fiir R" im Sinne von Definition 17 dar,
weshalb dasselbe Symbol TR verwandt wird.

e) Jede individuelle reelle Zahl x€ R wird als Intervall [x, x] € TR der Breite w ([z, z]) =
0 aufgefasst. Analoges gilt fiir die Elemente von R™, die als Bozen mit dem Volumen
0 angesehen werden. Durch diese naheliegende Festsetzung lassen sich insbesondere die
nachfolgenden arithmetischen Operationen und Funktionen auf gemischten Ausdriicken
fiir reellwertige Zahlen und Intervalle bzw. reellwertige Vektoren und Boxen erkldren.

Mit Definition 23 wird eine spezielle Form eines Wrapper-Systems als Konkretisierung
von Definition 17 vorgeschlagen, ndmlich die Nutzung von Intervallen bzw. Boxen zur
Uberdeckung von beliebigen Teilmengen von R bzw. R". Diese Art der Wrapper haben
den Vorteil, dass sie strukturell besonders einfach sind und dass sich auf ihnen damit auch
sehr einfach einschliefsende Funktionen erkldren lassen, was im nachfolgenden Abschnitt
dargestellt werden soll.

3.2.2 Intervallfunktionen und Intervallerweiterungen

In diesem Abschnitt sollen Intervallfunktionen ("Interval Functions”) und die sogenann-
ten Intervallerweiterungen ("Interval Extensions”) zu gegebenen reellwertigen Funktionen
diskutiert werden. Erstere sind Mengenfunktionen, die als Bild grundsétzlich wieder Inter-
valle, also Elemente aus IR liefern. Intervallfunktionen haben im Vergleich zu allgemeinen
Mengenfunktionen den Vorteil, dass sie sich sehr einfach beschreiben lassen, ndmlich le-
diglich auf Basis von Intervallgrenzen. Zur konkreten Konstruktion einer Intervallfunktion
zu einer vorgegebenen reellwertigen Funktion f wird die nachfolgende Definition 24 sowie
das Konstruktionsprinzip 25 hinzugezogen.

Definition 24. Generell bezeichnen wir eine Mengenfunktion [f] : TR — IR also eine
Funktion, die auf Intervallen/Bozen operiert und als Bilder Intervalle liefert, als Inter-
vallfunktion. Zusdatzlich heifit eine Intervallfunktion [f] : IR" — IR eine Intervallerwei-
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terung zur reellwertigen Funktion f : D C R" — R, falls {f(2)} = [f] ([z, z]) fir alle
x € D gilt, wenn also die Funktionswerte auf allen Bozen des Voluments w ([z, x]) = 0
tibereinstimmen.

Prinzip 25. Konstruktionsprinzip fir Intervallerweiterungen

Die Intervallerweiterung [f] : TIR" — TR zu einer vorgegebenen Funktion f: D CR" —
R wird im Allgemeinen so festgelegt, dass

gilt und [y] im Sinne der Mengeninklusion minimal ist, dass also fir alle [y] 2 f ([x])
immer auch [g] 2 [y] gilt.

Bemerkung 26. Wir betrachten hier nur reellwertige Funktionen, also Abbildungen f :
DCR'"- R wohingegen die Ausfuhrungen im vorherigen Abschnitt den allgemeine-
ren Fall von Abbildungen in den R adressiert haben, siehe Definition 19. Der Grund ist
naturgemdaf, dass wir solche Funktionen in ihre einzelnen Komponentenfunktionen zer-
legen kénnen. In Abschnitt 3.2.7 wird darauf eingegangen, wie der allgemeinere Fall des
Bildbereiches R™ durch Intervallerweiterungen erfasst wird und was hierbei zu beachten
i5t.

Im Allgemeinen ist eine Intervallerweiterung durch Definition 24 natiirlich noch nicht
eindeutig festgelegt, schlieflich wird dort nur der Wert auf degenerierten Intervallen vor-
gegeben. Erst durch Heranziehung des Konstruktionsprinzips 25 ergeben sich konkrete
Intervallerweiterungen, welche die folgenden Eigenschaften aufweisen:

Satz 27. Eigenschaften von Intervallerweiterungen

a) Intervallerweiterungen zu elementaren Funktionen, die entsprechend der obigen Kon-
struktionsvorschrift erzeugt werden. sind inklusions-monoton. Faktorisierte Funktionen
aus diesen elementaren Funktionen sind gleichfalls inklusions-monoton.

b) Intervallerweiterungen sind einschliefende Funktionen im Sinne von Definition 19.

Beweis. Zu a) Die Inklusions-Monotonie fiir elementare Funktionen ergibt sich direkt aus
dem Konstruktionsprinzip, das bei fehlender Inklusions-Monotonie offensichtlich verletzt
wiirde. Die Inklusions-Monotonie fiir faktorisierte Funktionen folgt dann direkt aus Satz
22. Zu b) Aufgrund der Definition der Intervallerweiterung gilt {f(z)} = [f] ([x, x]) fiir
alle z € [y] und woraus sich dann mit der Inklusions-Monotonie von [f] die Einschliefungs-
Eigenschaft f ([y]) C [f] ([y]) fiir alle [y] € TR ergibt. O

3.2.3 Intervallerweiterungen fiir Elementare Operationen und Funk-
tionen

Nachfolgend sollen nun fiir einige elementare Operationen und Funktionen Intervaller-
weiterungen angegeben werden, auf die wir teilweise in Abschnitt 4.3.1 zuriickkommen
werden.
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Definition 28. Fliir eine arithmetische Operation ® : RxR — R, wobei ® die gewdhnliche
Summation, Subtraktion oder Multiplikation auf den reellen Zahlen reprisentiert, definie-
ren wir die folgenden Intervallerweiterungen [®] : IRx IR — IR, wobei [v] = [z, T] € IR
und [y) = [y, 5] € IR gelte:

2]+ ] = [z+y T+
2] =y = [z-7, T—y
[z] - [y] = [min(g-g,g-y,f~g,f@),max(£~g,§-y,f~g,f~y)]

Bemerkung 29. Auf die Division gehen wir in Bemerkung 32 genauer ein.

Offensichtlich liefert die Definition 28 einschlieffende Funktionen fiir die gewdhnlichen
arithmetischen Operation der reellen Zahlen. Dariiber hinaus iiberpriift man leicht, dass
die getroffene Wahl optimal ist, d.h. es gibt entsprechend der obigen Forderung kein klei-
neres Intervall, dass ebenfalls die Einschliefungseigenschaft aufweist. Fiir eine weitere
Klasse von Funktionen ergibt sich ebenfalls eine unmittelbare Festsetzung der Intervaller-
weiterung.

Definition 30. Fiir eine stetige, monotone Funktion f : R — R und Intervalle [z] =
[z, T| definieren wir die zugehorige Intervallerweiterung [f] : IR — IR entsprechend der
folgenden Abbildungsvorschrift

Offensichtlich handelt es sich bei [f] in der Tat um eine Intervallerweiterung. Dariiber hin-
aus ist [f] offensichtlich eine einschliefende Funktion und es gilt sogar f ([z]) = [f] ([z]),
d.h. die Bildmenge des Intervalls [z] unter f ist mit [f]([z]) identisch. Um nun auch fiir
komplexer strukturierte, faktorisierte Funktionen f zugehorige Intervallerweiterungen zu
konstruieren, wird auf Satz 22 zuriickgegriffen. So zusammengesetzte Intervallerweiterun-
gen sind naturgemif im Allgemeinen nicht mehr optimal, sondern liefern ein Uberschiit-
zen. Wir kommen im Abschnitt 4.3.1 noch auf die Konstruktion von weiteren elementaren
Intervallerweiterungen zuriick und wollen es an dieser Stelle dabei bewenden lassen.

3.2.4 Intervallerweiterungen und Liicken im Definitionsbereich

Im Folgenden soll nun noch der Umgang mit "Liicken” im Definitionsbereich der zu iiber-
deckenden Funktionen prézisiert werden. In vielen Situationen ist die Funktion f aus
Definition 24 nicht auf ganz R bzw. R" definiert sondern nur auf einer Teilmenge D wie
beispielsweise die reellwertige Quadratwurzelfunktion sqrt : Ry — R. Im Zuge der Uber-
deckung durch Wrapper und Intervallerweiterungen tritt dann gelegentlich die Situation
ein, dass die Wrapper-Mengen auch solche Bereiche iiberdecken, auf denen f nicht mehr
definiert ist. In Analogie zu Definition 24 bzw. Definition 19 wird die Intervallerweiterung
dann auch hier so festgelegt, dass {f ()} = [f] ([z, z]) bzw. f ([y]) C [f] ([y]) eingehalten
wird, wobei Liicken im Definitionsbereich einfach ignoriert werden, weil auf ihnen keine
Bilder von f existieren. Man beachte hierzu auch erneut Bemerkung 16 im Hinblick auf die
Interpretation des Ausdruckes f ([y]) = {f (x) | € [y] " D}. Dementsprechend nimmt
die Intervallerweiterung [sqrt] : IR — IR beispielsweise die Werte [sqrt] ([—3, 4]) = [0, 2]

und [sqrt] ([—4, —3]) = @ an (Man beachte, dass per Definition @ € IR gilt).
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3.2.5 Verallgemeinerung des Intervallbegriffs

Im Kontext von TargetLink Modellen treten nicht selten unstetige Funktionen auf (siehe
z.B. den Relational Operator Block oder den Switch Block aus Abbildung 2.8), die jedoch
stiickweise stetig sind. In solchen Fillen kann die Abschitzung des Bildbereiches durch
ein einziges Intervall teilweise sehr grob werden. Zudem werden vom Anwender gelegent-
lich diskrete Wertebereiche fiir Eingangsvariablen und Parameter vorgegeben, die selbst
keine Intervalle im Sinne von Definition 23 sind, siehe Tabelle 2.1. Wir nehmen daher
noch eine gewisse Verallgemeinerung des Intervallbegriffs vor und lassen gelegentlich auch
sogenannte unstetige Intervalle ("Discontinuous Intervals”, siehe [Hy92]|) entsprechend der
nachfolgenden Definition zu. Wir werden im Folgenden die Unterscheidung zwischen einem
"unstetigen” Intervall [Z] und einem “gewohnlichen” Intervall [x] der Einfachheit halber
jedoch oft weglassen und grundsitzlich [z] schreiben.

Definition 31. Fin unstetiges Intervall, abgekiirzt [Z), sei eine endliche Vereinigung von
gewdhnlichen Intervallen [z;] im Sinne von Definition 23, also [&] = U, [x;]. Die Definition
von Intervallerweiterungen auf einem solchen unstetigen Intervall[x] erfolgt dann separat
fir die einzelnen Intervalle [x;] im Sinne von Definition 24.

Bemerkung 32. Mit "unstetigen” Intervallen kann nun auch eine Intervallerweiterung
fiir die elementare Division auf R fiir solche Definitionsbereiche angegeben werden, die im
Divisor die 0 einschliefen und die nicht das "Trivialresultat” [—oo, oo] liefern. Dement-
sprechend ergibt sich z.B. 1/ [—2, 2] = [—o0, —1/2] U [1/2, o].

3.2.6 Das Dependency-Problem und die Reduktion des Uber-
schatzens

Bis jetzt wurde in diesem Abschnitt im Wesentlichen dargestellt, dass Intervallerweite-
rungen immer so konstruiert werden, dass sie einschliefsende Funktionen zu einer Klasse
von reellwertigen Funktionen darstellen und auf Intervallen der Breite 0 mit diesen {iber-
einstimmen. Es wurde auch darauf hingewiesen, dass Intervallerweiterungen fiir elemen-
tare Funktionen und Operationen so gewihlt werden, dass sie kleinstmdgliche Intervalle
als Funktionswerte besitzen. Im Folgenden soll nun der Aspekt des Uberschiitzens bei
Intervallerweiterungen genauer betrachtet werden, d.h. die Tatsache, dass Intervallerwei-
terungen bei faktorisierten Funktionen oftmals sehr “konservative” Intervalle liefern. Ein
sehr einfaches Beispiel zur Demonstration des "Uberschiitzens” bei Intervallerweiterun-
gen ist in Abbildung 3.3 dargestellt. Das triviale TargetLink System realisiert die Ab-
bildungsvorschrift f(x) = = — x, die in reeller Arithmetik naturgemif zu 0 vereinfacht
bzw. ausgewertet wird. Betrachtet man jedoch die zugehorige natiirliche Intervallerweite-
rung [f] ([z]) = [z] — [#] so ergibt sich ein drastisches Uberschitzen. Dies ist eine direkte
Auswirkung der Tatsache, dass bei der Intervallarithmetik mit Mengen gerechnet wird
und keinerlei Beziehungen zwischen diesen bekannt sind. Dies wird im Allgemeinen als
"Dependency”’-Problem bezeichnet und tritt immer dann auf, wenn Variablen im formel-
méfigen Ausdruck mehrfach vorkommen, wie dies beispielsweise in f (z) = 2 — 2 der Fall
ist. Man sieht auch, dass die Art der formelmafigen Darstellung direkten Einfluss auf
die berechneten Intervalle hat, selbst wenn dies in reeller Arithmetik nicht der Fall ist.
Auf die algebraischen Eigenschaften der Intervallarithmetik soll hier jedoch nicht weiter
eingegangen werden.
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Abbildung 3.3: Oben: Einfaches Modellfragment zur Demonstration von "Dependency”
Fehlern anhand des formelméfigen Ausdruckes f (x) = x — x fiir [z] = [—1, 1]. Da die
Beziehung zwischen Minuend und Subtrahend der Intervallarithmetik nicht bekannt ist,
wird [z1] — [xo] = [-1, 1] — [-1, 1] = [—2, 2] berechnet. Das Intervall enthilt aufgrund
der Uberdeckungseigenschaft der Intervallfunktion naturgemif die tatsichliche Bildmenge
f([-1, 1]) = {0}, jedoch kommt es zu drastischem Uberschitzen. Unten: Man kann das
Uberschiitzen durch die Intervallarithmetik als Konsequenz der Tatsache interpretieren,
dass der angenommene Definitionsbereich fiir die Intervall-Subtraktion der Bereich [z;] x
[zo] = [—1, 1] x [—1, 1] ist, wohingegen der tatséchliche Definitionsbereich nur dessen

Schnittmenge mit der Winkelhalbierenden z; = x5 ist.
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Abbildung 3.4: Oben: Identisches Modellfragment wie in Abbildung 3.3, wobei jetzt
jedoch der Definitionsbereich [z] = [—1, 1] = [, [x1] durch mehrere Intervalle [z;] redu-
zierter Breite w ([x1]) = 0.25 iiberdeckt wird und Satz 20 zur Berechnung der Uberdeckung
von f ([x]) herangezogen wird. Dies fithrt zur Reduzierung der Dependency Fehler und es
ergibt sich eine verbesserte Abschiatzung f ([—1, 1]) C [x;] — [z;] = [-0.25, 0.25]. Unten:
Darstellung des Definitionsbereiches fiir die Zerlegung von [z]. Offensichtlich néhert sich
der durch die Intervalle iiberdeckte Definitionsbereich dem tatsidchlichen an, weshalb die
Fehler A = [z;] — [2;] reduziert und bei Verfeinerung beliebig nahe an die 0 gedriickt
werden konnen.

In Abbildung 3.4 ist skizziert, wie "Dependency”-Fehler reduziert werden konnen, was fiir
eine groke Klasse von Funktionen zu beliebig geringem Uberschitzen durch Intervalla-
rithmetik fiihrt. Der Gedanke besteht darin, den Definitionsbereich durch Intervalle bzw.
Boxen [z;] reduzierter Breite w ([x;]) zu unterteilen und dann unter Nutzung von Satz 20
die Berechnung fiir jedes Intervall [x;] separat vorzunehmen. Fiir das Beispiel in Abbildung
3.4 wiirde fiir w ([;]) — 0 auch das Uberschiitzen beliebig reduziert. Diese Eigenschaft
bzw. die Bedingungen unter denen sich dies grundsétzlich erzielen ldsst, sollen in dem
folgenden Satz festgehalten werden.

Satz 33. Gegeben sei eine inklusions-monotone Intervallerweiterung [f] : IR" — IR
zu einer Funktion f : D C R" — R. Ferner sei [f] Lipschitz-stetig, d.h. es gebe ein
L e R mitw([f]([x]) < L-w([x]). Sei ferner [f]y ([z]) = Uy, [f] ([z]) eine sogenannte
Verfeinerung von f ([x]) , wobei [x] = U, [z.,] eine Uberdeckung von [x] sei mit w ([x,]) =
wel)/N (die Box [x] werde dabei in jeder Dimension in N dquidistante Teile zerlegt). Dann
qgilt
Ay () = (@) = £ ([2]) + [en]
J;

w([z])
N

wobei [ey] ein Intervall mit der Breite w ([ey]) < const - ist.
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Bemerkung 34. Die Breite des "Restintervalls” [ey], welches den "Unterschied” zwischen
f([z]) und dessen verfeinerter Uberdeckung Uy, [f] ([z]) beschreibt, ist also fiir hinrei-
chend grofies N, d.h. geniigend feine Unterteilung von [x] in einzelne Boxen [x,] beliebig
klein zu kriegen.

Beweis. Da [f] laut Voraussetzung eine inklusions-monotone Intervallerweiterung zu f ist,
gilt die Uberdeckungseigenschaft [f] ([z;]) 2 f ([xs,]) fiir alle Boxen [z ,]. Dann lisst sich
[f] ([z4,]) darstellen als f ([xs]) = f ([xs]) + ensund fiir die Breite des "Restintervalls”
len,s;] in der Box [z,,] gilt die Abschétzung

w ([])

w(lens]) = w({fl([zx]) = w(f ([2s])) < w((f]([2s])) < L-w(lws]) = L —5

Da diese Abschitzung fiir alle Boxen [z ;] zutreffend ist und diese [z] {iberdecken ergibt
sich damit die Behauptung. O

Bemerkung 35. Die Verfeinerung der Intervalliiberdeckung ist eine generelle Metho-
de, um "Dependency-Fehler” zu reduzieren. Fir das in Abbildung 3.3 skizzierte Problem
lassen sich naturgemdfl andere Methoden finden, die den Fehler sogar vollstindig auf 0
driicken, wie etwa die Anwendung der sogenannten affinen Arithmetik, siehe [St94], als
Verallgemeinerung der Intervall-Arithmetik.

3.2.7 Das Wrapping-Problem und die Reduktion des Uberschiit-
zens

Ein weiterer wichtiger Aspekt, der fiir das Abschéitzen der Wertebereiche der Zustands-
variablen in Abschnitt 4.3.4.3 von Bedeutung sein wird, soll hier noch kurz angerissen
werden. Wie bereits bemerkt, beschrankten sich die Abschidtzungen durch Intervallerwei-
terungen in diesem Abschnitt auf Abbildungen der Form [f] : TR — IR, der Bildbe-
reich ist also durch Intervalle aber nicht durch Boxen beliebiger Dimension gegeben. Die
Update-Funktion hys eines TargetLink Systems entsprechend Gleichung 2.10 ist aber im
allgemeinen Fall eine Abbildung in den R

hsys : (Xsys X Zsys X Psys) — Zsys
(:L‘sysa Zsys) psys) — Zsys(k: + 1) - hsys (xsys(k)a Zsys(k)a psys(k))

Das kartesische Produkt von Intervallerweiterungen der einzelnen Komponentenfunktio-
nen hgy; ist naturgemif eine einschliefende Funktion der Update-Funktion hgy,s im Sin-
ne von Definition 19, d.h. es erfiillt die geforderte Uberdeckungseigenschaft. Es ist im
Allgemeinen jedoch auch eine Abschitzung, die sehr konservativ ist, weil das Bild der
Update-Funktion in der Regel nicht unmittelbar als kartesisches Produkt darstellbar ist.
Das Problem ist systematischer Natur und entsteht durch das genutzte Wrapper-System
in Form von Intervallen bzw. Boxen, weshalb es im Allgemeinen auch als Wrapping-Effekt
bezeichnet wird. Das einfache Beispiel in Abbildung 3.5 demonstriert das Problem.

Bemerkung 36. Naturgemdfs tritt der Wrapping-FEffekt auch fir die Output-Funktion
gsys eines TargetLink Systems auf. Dies hat auf die abgeschditzten Wertebereichsgrenzen
fur die einzelnen Ausgangsvariablen y; jedoch keinen Einfluss, weil die Ausgangsvaria-
blen im Unterschied zu den Zustandsvariablen nicht fiir Berechnungen in nachfolgenden
Zeitschritten verwendet werden, siehe Gl. 2.9 und Gl. 2.10.
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(1D P [Sum1] = [0, 2] > 1
[‘Tl} = [Oa 1} 4—»+ z
Sum1 UnitDelay1

2D——
2] = [0, 1]

ek K
( /3/ ) P+ [Sum?2] = [0, 2] z
[z3] = [0, 1] Sum2 UnitDelay2

Sum?2 A

9 | .................... .
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Abbildung 3.5: Oben: Einfaches Modellfragment zur Demonstration des Uberschiit-
zens durch "Wrapping”. Die beiden Blécke UnitDelayl und UnitDelay2 weisen jeweils
eine Zustandsvariable auf, deren Wert sich jeweils durch die Eingangssignale Suml
bzw. Sum2 zum vorherigen Zeitpunkt ergibt (siehe Abbildung 2.8 wegen der Funktio-
nalitit des Unit-Delay Blockes). Da die Blocke UnitDelayl und UnitDelay2 mit dem
Eingang z, eine gemeinsame Variablenabhingigkeit aufweisen, ist der Zustandsraum
{(21, 22) | z1 aus UnitDelayl, zy aus UnitDelay2} nicht als kartesisches Produkt darstell-
bar. Unten: Dem angenommenen Zustandsraum [Suml] x [Sum?2] = [0, 2] x [0, 2] bei
Bildung des kartesischen Produktes (grau eingezeichnet) ist der gestrichelt eingezeich-
nete, tatsichliche Zustandsraum gegeniibergestellt. Letzterer ist durch die Verquickung
iiber die Eingangsvariable x5 prinzipiell nicht Box-formig, wodurch Fehler durch Wrapping
entstehen.



36 GRUNDLEGENDE HILFSMITTEL

Zur Reduzierung des Uberschiitzens durch den Wrapping-Effekt wird genau so vorgegan-
gen, wie zur Reduzierung des Dependency-Problems, nimlich durch Uberdeckung des
Definitionsbereiches durch Intervalle bzw. Boxen reduzierter Breite w; und Nutzung von
Satz 20. Folglich kann der tatséchliche Zustandsraum weitaus besser approximiert werden,
wie dies in Abbildung 3.6 exemplarisch dargestellt ist.

Suml] =| | [Sum1?
i < A A
=0y )
Sumf1 UnitDelay1

2D ,
2] = [4]

R ks > 1
(3D ke [Sum2] = |_J [Sum2’] z
[ws] = [0, 1] Sum2 ! UnitDelay2

Sum?2 A
2 —— ” -------------------- :
1 =+ =
04 1 2 Suml

Abbildung 3.6: Oben: Identisches Modellfragment wie in Abbildung 3.5, jetzt jedoch
mit einer Uberdeckung des Definitionsbereiches fiir die Eingangsvariable x, durch In-
tervalle [x%] verminderter Breite. Unten: Darstellung des tatséchlichen (gestrichelt) vs.
des bei Intervallverfeinerung ermittelten Zustandsraumes (grau eingeférbt). Offensichtlich
ergibt sich gegeniiber Abbildung 3.5 eine deutliche Reduzierung des Uberschitzens.
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3.3 Elementare Terminologie aus der Graphentheorie

Fiir die Abschitzung der Wertebereichsgrenzen von TargetLink Systemen wird in Ab-
schnitt 4.3.2 eine Graph-Struktur zur eleganten Modellierung eingesetzt. Dies ist primér
dadurch begriindet, dass ein TargetLink System mit seinen Blocken und gerichteten Ver-
bindungslinien eine Reprisentation als Graph geradezu verlangt. Infolgedessen soll hier
kurz auf einige grundlegenden Elemente aus der Graphentheorie eingegangen werden.

Definition 37. Gerichteter Graph, Ecken und Kanten, Pfade in Graphen

e Ein gerichteter Graph G sei definiert als das geordnete Paar G = (E, K) einer
Eckenmenge E = {e; | ¢ € I} und Kantenmenge K C {(e;, €;) | €;,€ E, e; € E}.
Die Elemente e; € E heifen Ecken, die Elemente von K heiffen Kanten. Jede Kante
k = (e;, e;) kann folglich als eine "gerichtete Verbindung” von der Ecke e; zur Ecke
e; interpretiert werden wodurch sich eine Visualisierung von Graphen analog zum
Beispiel in Abbildung 3.7 anbietet. Wir kiirzen im Folgenden jede Kante durch die
Schreibweise e;e; mit Startpunkt e; und Endpunkte e; ab.

e Ein Weg P (e, e,,) mit Anfangspunkt e; und Endpunkt e, ist ein n-Tupel von Ecken
(e1, €a, ..., e,) des Graphen, wobei jeweils e;e;,1 € K gilt, es also jeweils eine Kante
von e; nach e;; gibt. Folglich kann der Graph von e;bis zu e,, durchlaufen werden.

Im Kontext von TargetLink Modellen bzw. der Algorithmik zur Abschizung der Werte-
bereichsgrenzen entsprechend Kapitel 4 ist dariiber hinaus eine spezielle Art von Graphen
relevant, die in der folgenden Definition erfasst werden sollen.

Definition 38. Endlicher, schlingenfreier azyklischer Graph ohne Mehrfach-
kanten

FEin gerichteter, schlingenfreier azyklischer Graph ohne Mehrfachkanten ist ein Graph
entsprechend Definition 37, der zudem die folgenden Figenschaften aufweist:

e Der Graph ist endlich, d. h. die Ecken- und Kantenmengen E und K sind endlich.

e Der Graph ist schlingenfrei, d. h. es gibt keine Kanten e;e;, also Kanten, bei denen
Start- und Endpunkt identisch sind.

e Der Graph ist azyklisch, d. h. es gibt keine geschlossenen Wege P (e;, €;), also Wege
mit identischem Start- und Endpunkt.

e Der Graph ist mehrfachkantenfrei, d.h. es gibt maximal eine Kante e;e; von der
Ecke e; zur Ecke e;. Dies ist auch schon bereits durch Definition 37 ausgeschlossen.

In Abbildung 3.8 ist ein Beispiel eines Graphen dargestellt, der sowohl Schlingen, Zy-
klen und Mehrfachkanten aufweist. Wir werden in Abschnitt 4.3.2 sehen, wie TargetLink
Systeme zur Abschiatzung der Wertebereichsgrenzen vorteilhaft als gerichtete, azyklische
Graphen reprisentiert werden.
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Abbildung 3.7: Beispiel eines einfachen Graphen, wie er sich anhand der in Abschnitt
4.3.2 beschriebenen Vorgehensweise fiir TargetLink Systeme ergibt. Der Graph ist schlin-
genfrei, azyklisch und ohne Mehrfachkanten.

Abbildung 3.8: Beispiel eines zyklischen Graphen, der zudem eine Schlinge und Mehr-
fachkanten enthélt. Die Ecke 3 ist sowohl Start- als auch Endpunkt der selben Kante,
was als Schlinge bezeichnet wird. Die Ecke 1 ist Startpunkt dreier Kanten, die Ecke 2
zum Ziel haben, sogenannte Mehrfachkanten. Die Ecken 4, 5, 8, 9, 12, 13, 4 bilden einen
geschlossenen Weg, was den Graphen zyklisch macht.



Kapitel 4

Algorithmik zur Abschatzung von
Wertebereichsgrenzen fur
modellbasierte Designs

In diesem Kapitel werden nun die in Kapitel 3 beschriebenen Hilfsmittel angewandt, um
robuste Wertebereichsgrenzen fiir TargetLink Systeme entsprechend der in Abschnitt 2.4
formulierten Aufgabenstellung abzuleiten. Dazu wird zunédchst in Abschnitt 4.1 die prinzi-
pielle Vorgehensweise beschrieben und anhand eines sehr einfachen Beispiels in Abschnitt
4.2 die Problematik néiher erlautert. In Abschnitt 4.3 erfolgt dann die detaillierte Darstel-
lung der einzelnen Schritte der entwickelten Algorithmik, die im Folgenden genau wie der
entwickelte Prototyp als Tallnt (TArgetLink Intervall INTerpreter) bezeichnet werden soll.
Der letzte Abschnitt dieses Kapitels enthélt dann noch einige iibergeordnete Anmerkun-
gen und Erkldrungen zur Implementierung des Tallnt Prototypen in seiner existierenden
Form, der im néchsten Kapitel auf reale Modelle angewendet und bewertet werden wird.

4.1 Die Fixpunkt-Gleichung fiir den Zustandsraum des
TargetLink Systems

Die prinzipielle Vorgehensweise zur Losung der Aufgabenstellung 14 besteht darin, die ku-
mulierten Bildmengen der Output- und Update-Funktionen des betrachteten TargetLink
Systems in jedem Zeitschritt & durch eine Obermenge [y,,,] (k) fiir den Blockausgangs-
vektor und [zy] (k) fiir den Zustandsvektor abzuschdtzen. Hierzu werden die Methoden
der Intervall-Analysis aus dem vorherigen Kapitel eingesetzt.

Bemerkung 39. Wir wollen hier durch die Schreibweise [ysys| (k) bzw. [zsys] (k) mit dem
Vereinigungssymbol andeuten, dass es sich bei diesen Mengen um Vereinigungen von Bo-
xen bzw. Intervallen handelt, nicht notwendigerweise um eine einzelne Bozx, bzw. ein ein-
zelnes Intervall (siehe auch die Ausfihrungen in Abschnitt 3.2.5 zu "Discontinuous Inter-
vals”).

Ausgangspunkt der Uberlegungen sind naturgemif die Output- und Update-Funktion des
TargetLink Systems

ysys(k) = Gsys (xsys(k)a Zsys(k)7 psys(k)) (4 1)
Zsys(k 4+ 1) = hgys (w5ys(k), 2eys(k), Psys(k)) .

39
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Da die Wertebereichsmenge fiir den Eingangsvektor x,,, entsprechend Tabelle 2.1 fiir alle
Zeiten konstant ist, ergibt sich als Menge der Eingangswerte eine Box [xys| = [zsys, Kys} :
Analoges gilt fiir den Parametervektor pg,s des Systems, dessen Wertemengeﬁrch die
Box [psys] = [psys, ]Tys} beschrieben wird. Vorgegeben ist ferner die Menge der moglichen

Werte des Zustandsvektors fiir £ = 0 als Box Zgys50 = [2sys0)-

Bemerkung 40. Wir werden im Folgenden Mengen wie Zsyso, Zsysa (Siehe unten) mit
Grofbuchstaben abkiirzen und so hervorheben, dass es sich im Allgemeinen nicht um In-
tervalle bzw. Boxen oder eine endliche Vereinigung derselben handelt, sondern prinzipiell
um Mengen beliebiger Gestalt.

Entscheidend an den System-Gleichungen 4.1 ist primér die Rekursionsgleichung fiir den
Zustandsvektor. Betrachtet wird nun explizit das Bild der kumulierten Wertemenge des
Zustandsvektors unter der Update-Funktion fiir jeden Zeitschritt & = 0, 1, 2,... fiir das
sich iterativ folgendes ergibt

Zsys,l = hsys (['rsys] ) Zsys,07 [psys]) U Zsys,O
Zsys,Z - hsys ([xsys] ) Zsys,la [psys]) U Zsys,l (4 2)
Zsys,k+1 = hsys ([xsys] ) Zsys,k [psys]) U Zsys,k

wobei dann in jedem Zeitschritt & der Wertebereich des kumulierten Ausgangsvektors
durch die Update-Funktion gegeben ist.

}/;ysvk = gsys ([xsys]a Zsys,kw [psysD (43)

Zu beachten ist dabei, dass die Mengen Z,; und Yy, im Allgemeinen keine Interval-
le sind, sondern beliebig berandete Gebiete darstellen. Der Grund warum in GIl. 4.2 die
kumulierten Zustandswerte betrachtet werden liegt darin begriindet, dass die Gesamt-
heit aller angenommenen Werte zu allen Zeitschritten k fiir die robuste Abschétzung der
Wertebereichsgrenzen die mafgebliche Grofe ist. Zudem werden wir spéiter noch sehen,
dass die Bildung der Menge der kumulierten Zustandsvektoren auf eine sehr einfache und
angenehme Fixpunkt-Gleichung fiihrt.

Als Resultat der Iterationen in Gl. 4.2 erhélt man eine aufsteigende Kette Zsys 1 C Zgys 11
fiir den Zustandsvektor und analog fiir den Blockausgangsvektor Y sr C Y5 p+1. Wir
werden im Folgenden einen sehr einfachen Satz formulieren, der zeigt, wie die kumulierten
Mengen des Zustands- und Ausgangsvektors mit Hilfe von Intervallerweiterungen [gsys]
und [y, iiberdeckt werden konnen.

Satz 41. Gegeben seien die System-Gleichungen fiir die Qutput- und Update Funktion
des betrachteten Systems entsprechend 4.1 sowie die Anwendervorgaben fir [Zsys|, [Dsys]
und [zsyso] nach Tabelle 2.1. Es sei ferner Widening([Z;]) eine Mengenoperation mit
Widening ([zx]) 2 [2k]. Ewistieren zur Output-Funktion gs,s und Update-Funktion hgys
einschlieffende Funktionen [gsys] und [hsys) und werden iterativ die folgenden Grifien be-
rechnet

[2sysa] = Widening ([hsys] ([£sys] , [Zsys,0] s [Psys])) U [2sys,o]

[2sys2] = Widening ([hsys] ([2sys] , [Zsys1], [Psys])) U [Zsys ]

'[Zsysvvk-i-l] : .Widening([hsys] ([Tsys] [Zsysk] s [Psys])) U [Zsys.i]
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bzw. jeweils

V]

[ysys,k] = [gsyS] ([xsyS] ) [Zszjs,k] ) [psyS])
dann gilt in jedem Zeitschritt

Zsys,k—H g [Zsysv,k—i—l] und Y:sys,k g [ysgjs,k]a

die kumulierten Wertebereiche fiir Zustandsvektor und Blockausgangsvektor werden also
in jedem Zeitschritt diberdeckt.

Bemerkung 42. Die erwdihnte Widening-Operation wird selektiv angewandt (oftmals ist
es einfach die Identitit) und dient zum “kinstlichen” Ausdehnen des Zustandsraumes,
um nach endlich vielen Iterationen k einen Fizpunkt von [hgys| zu ermitteln, wie er fir
den nachfolgenden, zentralen Satz erforderlich ist. In Abschnitt 4.2 wird die Widening-
Operation anhand eines einfachen Beispiels demonstriert. Der Terminus Widening ist in
Anlehnung an die gleichnamige Operation im Kontext der Abstrakten Interpretation von
Programmen gewdhlt, siehe z. B. [Cou77, Cou92], zu der eine gewisse inhaltliche Nihe
besteht.

Beweis. Wegen der vorausgesetzten Uberdeckungseigenschaft von [hsys] gegeniiber hgy,
bzw. [gsys] gegeniiber g, sowie der Widening Eigenschaft ergibt sich der geforderte Zu-
sammenhang trivialerweise nach k-facher iterativer Anwendung der vorausgesetzten Uber-
deckungseigenschaft. O

Entsprechend der Aufgabenstellung 14 ist es das Ziel, die Wertebereiche fiir Zustandsva-
riablen und Blockausgangsvariablen fiir alle k& € Ny robust abzuschétzen und nicht nur
bis zu einem festen Index k < kg. Der folgende einfache, aber zugleich wichtigste Satz der
Diplomarbeit zeigt, wie dies moglich ist.

Satz 43. Es seien die Bedingungen des Satzes 41 gegeben und die Iterationsvorschriften
zur Berechnung von [zsysk+1] und [ysysx] werden dementsprechend in der folgenden Art
und Weise gebildet

[Ysys.] = [Gsys] ([Tsys], [2sys k] >v[p8y8]) (4.4)
eogsir] = Widening ([huys] ([Xausls aosd]s [Pase]) ) U L2 '

Ezistiert dann ein Index kpina mit
[ZSysvk;inal+1:| - I:ZSySv\];final] (45)

so gilt fiir alle k € Ny:

Zsys,k g [Zsysjcfmal] und Ytsys,k g [ysysjcfmdl}

es ist also sichergestellt, dass die zum Zeitpunkt kginq ermittelten Wertebereichsgrenzen
fiir alle k € Ny Giiltigkeit besitzen, wodurch die Aufgabenstellung 14 geldst wdre.

Beweis. Mit Hilfe von Satz 41 ist die Uberdeckungseigenschaft Z,., C [24y.4] filr alle
k sichergestellt und wegen [Zsys,k;malﬂ} = [zsysjgfml] ergibt sich die Behauptung aus
[zsysj€ fmJ D [2sysx) fiir alle k € Ny . O
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Mit dem einfachen Satz 43 ist somit eine Moglichkeit gegeben, um explizit nachzuweisen,
dass Wertebereichsgrenzen grundsétzlich, d.h. fiir jeden beliebigen Zeitpunkt eingehal-
ten werden. Dazu muss lediglich ein Fixpunkt im Zustandsraum unter der Iterations-
vorschrift Gl. 4.4 gefunden werden, den man durch Iteration in Kombination mit der
Widening-Operation zu finden hofft, siehe Abbildung 4.1. Die konkrete Ausgestaltung
z.B. der Widening-Operation bzw. die zu ergreifenden Mafnahmen, um einerseits Uber-
schitzen durch Dependency- bzw. Wrapping-Effekte zu reduzieren gleichzeitig aber den
Rechenaufwand nicht ins grenzenlose zu steigern, werden im Abschnitt 4.3 behandelt.

Bemerkung 44. Hier wie auch in den nachfolgenden Kapiteln wird oft von einem Fix-
punkt gesprochen. Konkret ist natirlich eine Menge entsprechend der Bedingung (4.5)
gemeint. Da die Uberdeckungsfunktionen jedoch Mengenfunktionen sind, ist der Ausdruck
Fizpunkt auch hier ganz passend.

Z2 A Z2 A 22 A 29 A
[ 1 []
|| =) | - =)
21 Zrl 21 21

Abbildung 4.1: Visualisierung der Vorginge bei der Fixpunkt Iteration entsprechend
Gl. 4.4 fiir einen angenommenen zweidimensionalen, diskretisierten Zustandsraum. Im
letzten Iterationsschritt ist die Existenz des Fixpunktes bewiesen.

4.2 Beispiel zur Ermittlung der Wertebereichsgrenzen
eines einfachen linearen Filters

Ein einfaches Beispiel soll nun im Folgenden dazu dienen, die Abschitzung von Werte-
bereichsgrenzen fiir TargetLink Systeme und potenzielle Probleme dabei besser zu ver-
anschaulichen. Dazu sei ein einfaches lineares Filter 1.Ordnung vorgegeben, wie man es
haufig in realen TargetLink Modellen findet, siche Abbildung 4.2 oben und unten. Das
Beispiel hat den Vorteil, dass die analytische Bestimmung von Wertebereichsgrenzen hier
sehr einfach moglich ist und man auch eine Losung mittels Intervallarithmetik quasi ma-
nuell durchfiihren kann. In Abschnitt 5.1.4 wird das Beispiel dann noch mal mit der
entwickelten Tallnt-Algorithmik analysiert.

Das System besitzt eine Zustandsvariable durch den UnitDelay Block, die iiber eine Riick-
kopplungsschleife auf den Eingang zuriickgefiihrt wird. Die einzelnen Blécke des Systems
sind durch die Output-Funktionen

UnitDelay(k) = z(k)
Gain(k) = GainFactor - UnitDelay(k) (4.6)
Sum/(k) = In(k) + Gain(k)
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sowie die Update-Funktion des UnitDelay Blocks
2(k+1) = Sum(k) (4.7)

beschrieben. Zusétzlich seien noch Vorgaben fiir den Initialwert z (0) = 0 und die Ein-
gangswerte In (k) € [—1, 1] gemacht, um die Systembeschreibung zu komplettieren. Von
besonderem Interesse ist die Update-Funktion des UnitDelay Blocks, fiir die sich aus GlI.
4.6 und Gl. 4.7 die folgende lineare Differenzengleichung bei gegebenem Initialwert und
Eingangssignal In(k) ergibt:

z2(k+1) = In(k)+ GainFactor - z(k)
2(0) =0 (4.8)
In(k) e [-1,1]

[-1.1]

@D >
= . »(/1]
Out
Sum
1
—— - E—
z
Gain UnitDelay

Anfangswert = 0

[-1.1]

. ) (1D
Out
Sum
1
- l—
z
Gain UnitDelay

Anfangswert = 0

Abbildung 4.2: Oben: Einfache IIR (Infinite Impuls Response) Filter-Funktionalitét,
die als TargetLink Modell vorliegt. Der eingestellte Gain-Faktor von 1/2 (blau markiert)
sorgt dafiir, dass Wertebereichsgrenzen existieren bzw. die Signale innerhalb des Modells
nicht iiber alle Grenzen wachsen. Unten: Gleiche Filterstruktur wie in der obigen Ab-
bildung, jetzt jedoch mit einem Gain-Faktor von 2 (blau markiert), der dazu fiihrt, dass
die Signale im System nicht gréfenbeschrinkt sind. Ein solches Filter bezeichnet man
typischerweise als instabil und ist damit fiir die Anwendung in Steuerungs- und Rege-
lungsfunktionen aufer fiir ganz spezielle Anwendungsszenarien nicht geeignet.

Bei gegebenem, positiven GainFactor = 1/2 (siehe Abbildung 4.2 oben) lassen sich
exakte obere und untere Grenzen fiir alle & € Ny sehr einfach analytisch bestimmen,
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|k k=0 k=1 ] k=2 | k=3 | k=4 [ k=5 (Widening) | k=6 |
L oo o[ -4 80 [F3 D[22 %% [88c-%4]

Tabelle 4.1: Fixpunkt Iterationen fiir die Zustandsgrofe [z] (k). Die ersten 4 Iterationen
wurden anhand von GIl. 4.11 durchgefiihrt. Im Zeitschritt & = 5 wurde nach der Be-
rechnung ein Widening-Schritt zur Ausdehnung des Zustandsraumes vorgenommen. Im
Zeitschritt & = 6 liegt dann ein Fixpunkt fiir die kumulierten Wertebereiche vor und die
Berechnung terminiert mit einem leichten Uberschiitzen des tatsichlichen Wertebereiches.

denn sup{z(k) | k € No} und inf {z(k) | £ € Ny} werden fiir ein konstantes Eingangssi-
gnal In(k) = 1 bzw. In(k) = —1 angenommen so dass sich mittels der geometrischen
Reihe unmittelbar die folgenden Abschidtzungen ergeben:

z2(k) < limg_eo Zf:o GainFactor® = limy_ o0 Zf:o (%)Z
im0 . (49)
und
z(k) > (=1)-limg_eo Zf:o GainFactor' = = (—1)-limy Zf:o (%)Z
1_(%)’6 (4.10)

= (_1) ' hmk%oo 1—1 = =2

2
insgesamt also —2 < z (k) < 2. Man liest auch unmittelbar ab, dass —2 bzw. 2 die engsten,
moglichen Grenzen fiir die Zustandsvariable z darstellen.

Eine Bestimmung von Wertebereichsgrenzen mittels Intervall-Arithmetik kann man bei-
spielsweise dadurch erzielen, dass man Gleichung 4.8 einer natiirlichen Intervallerweite-
rung unterzieht, was dann zur folgenden Rekursionsgleichung fiihrt:

[z](k 4+ 1) = [In] + GainFactor - [z](k) (4.11)

Aufgrund der Tatsache, dass es mit z(k) lediglich eine Zustandsgrofte im System gibt, tritt
kein Uberschitzen durch den Wrapping-Effekt auf. Ferner gibt es auch keinen Dependency-
Effekt, weil in der rechten Seite von Gl. 4.11 jede Grofse nur einmal auftritt. Daher liefert
die Intervall-Arithmetik in ihrer einfachsten Form, d.h. ohne Verfeinerungen der einzelnen
Intervalle, fiir jeden Zeitschritt k& exakte Grenzen ohne Uberschitzen. In Tabelle 4.1 sind
6 Iterationsschritte aufgelistet, wobei zum Zeitpunkt &k = 5 explizit ein Widening-Schritt

eingebaut wurde, um den Wertebereich vom errechneten Wert [—@ @} auf den Bereich

167 16
[—32, 321 zu vergroBern (die konkreten Werte sind hier willkiirlich gewéihlt). Im nachfol-

genden Schritt £ = 6 liegt der errechnete Wertebereich dann bei [—%, g—g} C [—%, f—é],
d.h. innerhalb des im Schritt k¥ = 5 angenommen Wertebereiches. Fiir die kumulierten
Wertebereiche iiber alle Zeitschritte £ hinweg bedeutet dies, dass zum Zeitpunkt & = 6
ein Fixpunkt detektiert wird und die Berechnung mit dem Ergebnis z(k) € [—%, %} ab-
geschlossen ist. Offensichtlich wird durch das Widening im Allgemeinen ein Uberschiitzen
des tatsichlichen Wertebereiches verursacht, die Widening-Operation ist aber notwendig,
um nach endlich vielen Iterationen einen Fixpunkt detektieren zu konnen. Ansonsten hét-

ten sich die abgeschitzten Wertebereiche dem Bereich [—2, 2] nur asymptotisch genéhert.

Bemerkung 45. Aus Gl. /.9 bzw. Gl. /.10 geht auch unmittelbar hervor, dass fiir einen
GainFactor > 1 wie z.B. in Abbildung 4.2 unten kein (reellwertiges) Supremum oder
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Infimum existiert, weil z(k) fir k € Ny offensichtlich iber alle Grenzen wdchst/sinkt.
Dementsprechend wird die Algorithmik nie einen Fizpunkt finden und nach endlich vielen
Iterationen abbrechen. Ein solches Design ist als instabil und damit als fehlerhaft zu in-
terpretieren und muss vom Designer abgeindert werden. Dies ist auch der Grund, warum
man fir praktische TargetLink Modelle hoffen kann, einen Fizpunkt zu finden. Steuerungs-
und Regelungsfunktionen miissen Anforderungen hinsichtlich Stabilitdt erfillen und sind
nicht mit beliebigen physikalischen Systemen zu vergleichen, wo es solche Punkte im All-
gemeinen natirlich nicht geben muss.

Diese einfache Beispielrechnung mit "manueller” Intervallarithmetik diente primér zur Ver-
anschaulichung. Die grundséitzlichen Ansitze finden sich jedoch auch in der nachfolgend
beschriebenen Algorithmik von Tallnt wieder.

4.3 Die Algorithmik von Tallnt

In diesem, sehr umfangreichen Abschnitt mit diversen Untersektionen, soll nun die eigent-
liche Algorithmik von Tallnt zur Losung der Fixpunkt-Gleichung aus Satz 43 und damit
zur robusten Abschitzung von Wertebereichsgrenzen entsprechend Aufgabenstellung 14
genauer erlautert werden. Die Basis dafiir ist naturgeméf Satz 43 selbst, wobei die konkre-
ten Berechnungen von Tallnt zur Anwendung des Satzes einige Feinheiten bzw. Spezifika
aufweisen, die in den nachfolgenden Unterabschnitten genauer dargestellt werden.

Prinzipiell fiihrt Tallnt zur Losung der Fixpunkt-Gleichung aus Satz 43 die folgende Ite-
rationsvorschrift aus, die auch in Abbildung 4.3 verdeutlicht ist:

1. In einem initialen Schritt zur Iteration k& = 0 werden alle Komponenten des Para-
metervektors ps,s, der Initialwert des Zustandsvektors z,, (0) sowie die Eingangs-
variablen z,, mit ihren vom Anwender vorgegebenen Wertemengen initialisiert.

2. In jedem Iterationsschritt k£ werden nun zuerst Intervall-Erweiterungen der Output-
Funktionen [g;] der einzelnen Blécke B; in der durch Simulink-vorgegebenen Berech-
nungsreihenfolge abgearbeitet und damit insgesamt eine Intervall-Erweiterung der
einzelnen Komponenten der System-Output-Funktion [gs,s] nach Satz 22 berechnet.
Als Resultat ergibt sich mit [y, ;] (k) eine Intervalliitberdeckung der tatséchlichen
Bildmenge der einzelnen Blockausginge des Systems unter der System-Output Funk-
tion ggys.

3. In jedem Iterationsschritt k£ werden anschlieffend Intervall-Erweiterungen der Update-
Funktionen [h;] der einzelnen Blécke B; in der durch Simulink-vorgegebenen Berech-
nungsreihenfolge abgearbeitet und damit insgesamt eine Intervall-Erweiterung der
einzelnen Komponenten der System-Update-Funktion [hsys ;] nach Satz 22 berech-
net. Als Resultat ergibt sich mit [z ;] (k + 1) eine Intervallitberdeckung der tat-
sichlichen Bildmenge der einzelnen Komponenten des Zustandsvektors zy,, ; (k + 1)
des Systems unter der System-Update Funktion h,,s. Bei der Berechnung der ein-
zelnen Komponenten [z, ;] (k + 1) wird grundsétzlich von Intervallverfeinerungen
Gebrauch gemacht, um die Uberdeckung der tatsiichlichen Wertemenge Z, (k + 1)
nicht allzu grob durch das kartesische Produkt von Hull ([zsys;]) (k + 1) zu {iberde-
cken und damit systematisches Uberschiitzen durch den Wrapping-Effekt in Kauf
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zu nehmen. Stattdessen wird [z, (k + 1) auf Basis von Intervallverfeinerungen im
nichsten Schritt konstruiert.

. Als Abschluss jeder Iteration & muss der Zustandsraum moglichst exakt, das heifst

ohne allzu grofies Uberschitzen durch den Wrapping-Effekt ermittelt werden, was
auf Basis der Intervallverfeinerungen fiir die einzelnen Komponenten [z ;] (k + 1)
geschieht, siehe Abschnitt 3.2.7. [z5,] (k + 1) wird dabei nicht grob aus dem kar-
tesischen Produkt der Hiille Hull ([z5ys;]) (k + 1) der einzelnen Komponenten des
Zustandsvektors zusammengesetzt, sondern aus den kartesischen Produkten der In-
tervallverfeinerungen der einzelnen Komponenten [z, ;| (k + 1). Hierdurch kann der
Wrapping-Effekt bei hinreichender Intervallverfeinerung drastisch reduziert werden.
Final wird beim Ubergang von k + 1 — k die Kumulation der Uberdeckungen
[2sys] (k + 1) U[2sys] (k) des Zustandsraumes vorgenommen, wie dies zur Anwendung
von Satz 41 erforderlich ist. Gleichzeitig wird ermittelt, ob [zgs] (k + 1) = [25ys] (k)
gilt, ob der Zustandsraum also {iberhaupt noch angewachsen ist oder bereits ein
Fixpunkt erreicht wurde.

. Der Algorithmus wird nach k = Kj;,q Iterationen beendet, sofern entweder in Schritt

4. detektiert wurde, dass [zsys| (Kfina) = [2sys] (Kfinar — 1) gilt, dass also der gesuch-
te Fixpunkt gefunden wurde, oder dass die vom Benutzer vorgegebene Zahl von
Efinat = NIterpq,, maximalen Iterationen iiberschritten wurde. Im letzteren Fall
erfolgt die Terminierung ohne allgemeingiiltige Wertebereichsgrenzen

Initialisierung der Blocke B;
Setzung von [zsys] [psys], [Zsys] (0)

)

Output-Funktion der Blocke B;
(il (k) s ] (R);.. [y3] (), - [ym] (K)

Update-Funktion der Blocke B;
[z:] (k+ 1), .. [%](k+1)

Aktualisierung des Zustandsraumes

[zsys] (K +1) — [ZSyS] (k)

Priife
[zsys] (K +1) == [z5ys] (k) ?
k> NItermas ?

Abbildung 4.3: Die im Rahmen einer Tallnt Ausfiithrung durchgefiihrte Iteration zur
Losung der Fixpunkt-Gleichung in Satz 43.
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Bemerkung 46. Vergleicht man diese, in Tallnt angewandte Vorgehensweise mit Satz
48 zur Lésung der Fixpunkt-Gleichung, so fallt der hier separat aufgefiihrte 4. Schritt auf,
der die explizite Konstruktion des Zustandsraumes [zsys] (k4 1) zum Ziel hat, wohinge-
gen sich dieser in Satz 43 direkt aus einer allgemeinen Uberdeckungsfunktion [hsys) ergibt.
Der Grund hierfiir ist, dass die in Tallnt eingesetzten Intervallfunktionen nur reellwertige
Funktionen ohne systematisches Uberschitzen durch Wrapping iberdecken kinnen, jedoch
keine allgemeinen vektorwertigen Funktionen, wie es fiir den gesamten Zustandsraum not-
wendig wdre. Die Abhilfe gegen Wrapping-Fehler in Tallnt besteht analog zu Abschnitt
3.2.7 darin, Intervallverfeinerungen zu nutzen, um so den Zustandsraum aus vielen ein-
zelnen Bozxen zusammenzusetzen. Dieser Berechnungsschritt wird in 4. vorgenommen und
ist aufgrund des Aufwandes separat aufgefiihrt.

In den nachfolgenden Unterabschnitten werden die einzelnen Berechnungsschritte mit
ihren Tallnt-eigenen Besonderheiten genauer dargestellt:

e Im Abschnitt 4.3.1 wird dargelegt, dass es fiir die einzelnen TargetLink Blocke {iber-
haupt Intervallerweiterungen [g;] bzw. [h;] als Basis der obigen Iterationen von Tallnt
gibt, was allerdings nach den Ausfiihrungen in Kapitel 2 und 3 praktisch nur noch
eine Formalitat darstellt.

e Im Abschnitt 4.3.2 wird vorgestellt, wie ein TargetLink System in Tallnt in einen
Graphen umgesetzt wird, der sich gut fiir Analysen und die eigentlichen Berechnun-
gen wahrend der obigen Iteration eignet.

e In Abschnitt 4.3.3 wird die Graphstruktur des TargetLink Systems fiir Signalanaly-
sen verwendet, die mehrere Ziele haben: Zum einen wird versucht, den Zustandsraum
des Gesamtsystems in mehrere Unterrdume niedrigerer Dimensionalitit zu untertei-
len, ohne Uberschiitzen durch den Wrapping-Effekt in Kauf zu nehmen. Hierdurch
vereinfachen sich die Berechnungen im obigen 4. Schritt ganz erheblich. Ferner wer-
den Analysen durchgefiihrt, um die Widening-Operation aus Satz 43 geeignet zu
definieren und so die Losung der Fixpunkt-Gleichung in moglichst vielen Fallen zu
erzwingen. Die Graphstruktur dient schlieflich auch dazu, sogenannte Bereichsva-
riablen in Tallnt festzulegen. Dies sind genau die Variablen innerhalb eines Target-
Link Systems, fiir die Intervallverfeinerungen zur Reduzierung des Uberschitzens
durch Dependency- und Wrapping-Effekt vorgenommen werden. Gleichzeitig wird
versucht, den Rechenaufwand durch eine selektive Auswahl moglichst weniger Be-
reichsvariablen so klein wie moglich zu halten. Neben Bereichsvariablen definieren
wir die Tallnt-Datenstruktur der sogenannten Bereichsintervalle, welche die Basis
fiir simtliche nachfolgenden Berechnungen bilden.

e Im Abschnitt 4.3.4 wird schlieflich dargestellt, wie auf Basis der Datenstruktur der
Bereichsintervalle die Intervallerweiterungen [g;] und [h;] fiir die einzelnen Blocke
B; des TargetLink Systems entsprechend Schritt 2. und Schritt 3. berechnet werden
und wie die Konstruktion des Zustandsraumes im 4. Schritt erfolgt.

e Abschnitt 4.3.5 fasst schlieflich die Bedingungen zusammen unter denen Tallnt
erfolgreich /erfolglos terminiert, was den 5. und gleichzeitig letzten Schritt im obigen
Iterationsschema von Tallnt darstellt.
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4.3.1 Uberdeckungsfunktionen fiir TargetLink Systeme

In diesem Unterabschnitt soll exemplarisch demonstriert werden, dass fiir die Output-
und Update Funktionen gg,s und hgys des in Anhang A spezifizierten Sprachsubsets von
TargetLink einschliefende Funktionen existieren, wie sie zur Anwendung von Satz 43
erforderlich sind. Es soll ferner demonstriert werden, dass die Uberdeckungsfunktionen
auf Intervallen bzw. Boxen optimal sind, d.h. gar nicht "kleiner” gewahlt werden konnen.

Satz 47. Fiir jeden, der in Anhang A aufgelisteten TargetLink Blicke existieren Uber-
deckungsfunktionen [g] und [h], welche _die Output-Funktion g bzw. Update-Funktion h
tiiberdecken. Dariiber hinaus sind die Uberdeckungsfunktionen [g] und [h] auf Interval-
len/Bozen als Definitionsbereichen optimal, d.h. es gilt sogar g ([X]) = [g] ([X]) und
h([X]) = [p] ([X]).

Beweis. Wir greifen exemplarisch einige Blocke unterschiedlichen Charakters heraus und
geben die zugehorigen Uberdeckungsfunktionen bzw. Intervallerweiterungen an. Der Nach-
weis der Uberdeckungseigenschaft bzw. auch der jeweiligen Optimalitit ist daraus dann
offensichtlich.

a) Fiir den Sum- und Produkt-Block, welche die elementaren arithmetische Operationen
+, —, -, /, realisieren, werden unmittelbar die in Gl. 28 vorgegebenen analogen Opera-
tionen fiir Intervalle als Uberdeckungsfunktionen realisiert. Die Uberdeckungsfunktionen
sind auf dem kartesischen Produkt zweier Intervalle als Definitionsmenge optimal.

b) Fiir die unéren, parameterfreien Operationen des TargetLink Math-Blockes und Tri-
gonometric Blockes wie exp, cos, sqrt etc. gelten die in Definition 30 bzw. Definition 31
vorgeschlagenen Uberdeckungsfunktionen, die optimal auf Intervallen als Definitionsmen-
gen sind.

¢) Sattigungsblock: Der Sattigungsblock, der dazu dient das Eingangssignal auf eine obere
bzw. untere Grenze zu sittigen, weist keine Zustinde und somit keine Update-Funktion
auf, sondern lediglich einen Eingang und je einen Parameter p, bzw. p, fiir die obere und
untere Sittigungsgrenze. Die Output-Funktion des Blockes ist gegeben durch

g: XxP,xP, — R
p, fallsx > p,

(.T, Do, pu) — g(ﬂ?, Do, pu) =37 fallspu < T < Po
p.  falls z < p,

Die naheliegende, minimale Uberdeckungsfunktion auf dem kartesischen Produkt der In-
tervalle hierzu ist dann

[g]: IRXx IR x IR — IR
(lz. 7, [por Do) s [Pu D)), — 9] ([z, 7]+ [Pos Do) » [Pus Pa))
= |min (max (g, &) , ﬁg) , max (min (%, P,) &)}
d) MinMaz-Block: Der Min-Max-Block dient dazu, das Minimum bzw. Maximum eine
von n Eingéngen z1, x5 ... x, zu bilden, die Output-Funktion lautet also g (z1. x2, ...z,) =
max (zy. T, ...x,) fiir die Maximum-Bildung und analog fiir die Berechnung des Mini-

mums. Als minimale Uberdeckungsfunktion auf der Definitionsmenge des kartesischen
Produktes ergibt sich dann

g :IRxIR..xIR — IR

g([1], [22], o [2n]) = [max(z1, 2o, ..z,) , max (T7, Tz, ..., Tp)]
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e) Unit Delay Bock: Der Unit-Delay Block beinhaltet neben der Ausgangsvariable auch
eine Zustandsvariable, so dass eine Uberdeckungsfunktion sowohl fiir die Output- als auch
die Update-Funktion bereitgestellt werden muss, die aufgrund der Einfachheit der Output-
und Update-Funktion jedoch quasi trivial sind und sich folgendermafen ergeben:

9] TRxIR — IR
9] ([, [2]) =[]
[h]:IRxIR — IR
(] (2], [2]) = [a]

O

Satz 48. Fir jedes TargetLink System, welches die im Anhang A aufgelisteten Sprach-
konstrukte und Blicke beinhaltet, existiert eine Uberdeckungsfunktion [gsys] und [hgys).

Beweis. Die Tatsache folgt direkt aus Satz 47 in Verbindung mit Definition 21 und Satz
22. Fiir die einzelnen TargetLink Blocke bzw. elementaren Funktionen existieren nach Satz
47 Uberdeckungsfunktionen. Die Verschaltung der TargetLink Blocke zu einem Target-
Link System stellt nach Definition 21 eine faktorisierte Funktion dar, welche aus einzelnen
TargetLink Funktionen zusammengesetzt ist. Fiir die faktorisierte Funktion, d.h. das Tar-
getLink System existieren die Uberdeckungsfunktionen dann nach Satz 22. O

4.3.2 Reprisentation des TargetLink Systems als Graph

In diesem Abschnitt soll die Reprisentation des TargetLink Systems in Form eines Gra-
phen beschrieben werden, wie er zur Bestimmung der Wertebereichsgrenzen eingesetzt
wird. Auf Basis dieses Graphen werden einerseits initiale Analysen durchgefiihrt, etwa
um die Variablen des Systems zu ermitteln, die fiir eine effiziente Berechnung mit Inter-
vallverfeinerungen besonders relevant sind. Gleichzeitig ist der Graph jedoch auch fiir die
eigentlichen, an die Analysen anschliefenden Berechnungsschritte sehr hilfreich.

Die im Folgenden vorgeschlagene Graphstruktur ist eine sehr naheliegende Représenta-
tion des betrachteten TargetLink Systems. Fiir jede Eingangsvariable, Ausgangsvariable,
Parametervariable und Zustandsvariable fiir den Zeitpunkt &£ und k& + 1 eines Blockes B;
wird jeweils eine Ecke im Graph angelegt. Die zu B; gehorigen Ecken des Graphen werden
anschliefsend entsprechend der Signalabhingigkeiten der Output- und Update-Funktion
g; und h; des Blockes durch Kanten verbunden, und zwar in folgender Art und Weise:

e Fiir jede Komponente y; des Ausgangsvektors y(k) = g; (x(k), z(k), p(k)) werden
anhand der Output-Funktion des Blockes B; Kanten mit Endpunkt y; von den
Eingangsvariablen x, Zustandsvariablen z und Parametervariablen p eingefiigt, fiir
die eine faktische Abhéngigkeit besteht.

e Iiir jede Komponente z; des Vektors der Zustandsvariablen im néchsten Zeitschritt,
also z(k+1) = h; (z(k), z(k), p(k)) werden anhand der Update-Funktion des Blockes
B, Kanten mit Endpunkt z;(k+1) von den Eingangsvariablen z, Zustandsvariablen
z und Parametervariablen p eingefiigt, fiir die eine faktische Abhingigkeit besteht.
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Bemerkung 49. Man beachte, dass es unterschiedliche Ecken fiir eine Zustandsvaria-
ble z; zum Zeitpunkt k einerseits und zum Zeitpunkt k + 1 andererseits gibt bzw. geben
muss. Erstere fungiert in den Output- und Update-Funktionen als unabhdngige Verdnder-
liche. Letztere ist hingegen eine abhdngige Verdinderliche der Update-Funktion. Um die
beiden Arten verbal besser unterscheidbar zu machen, sei die Zustandsvariable z; (k) im
aktuellen Zeitschritt als Zustandsvariable, die Variable z; (k + 1) jedoch als die zugehdrige
Zustandsupdatevariable bezeichnet.

In Abbildung 4.4 ist exemplarisch fiir einige Blocke dargestellt, wie sich anhand der tat-
sichlich existenten Blockvariablen und der Output- und Update-Funktionen des Blockes
der Subgraph fiir den Block ergibt. Die Ecken des gesamten Graphen ergeben sich dann
aus der Gesamtheit der Ecken der individuellen Blocke. Die Kanten zwischen den einzel-
nen Blocken werden exakt entsprechend der Kanten im urspriinglichen TargetLink Modell
eingefiigt, d.h. es werden die Ausgangsvariablen eines Blockes B mit den Eingangsvaria-
blen der Nachfolger-Blocke B; verbunden. Die Gesamtheit der Kanten des Graphen ergibt
sich also aus den Kanten des TargetLink Systems ergéinzt um die Block-internen Kanten,
welche den Signalfluss innerhalb des Blockes reprasentieren.

1 (k) N+ :
Loty y (k) = 21 (k) + xo (k :
s () i () = 1 (B) + 2 () -
#(k) 1=y ¥(¥) y(k) = Table (x(k), p.(k), py(k))
.%'1(]{)
w1 ) o) = {“‘k) ol na(l) 20
[ x3(k)  sonst
xs(k) Switch
1 y (k) = = (k)
z(k) uo.y y (k) 2(k+1) = x(k)
z(k) == b y(k) y(k) = z(k) +Ts - z(k)
o 2(k+1) = z(k) +Ts - z(k)

Integrator

Abbildung 4.4: Reprisentation der Subgraphen fiir einzelne Blécke: Fiir jede Blockva-
riable, sei es eine Eingangsvariable, Ausgangsvariable, Zustandsvariable, Zustandsupda-
tevariable oder Parametervariable wird eine Ecke im Subgraphen fiir den Block angelegt.
Anschliefend werden die Block-internen Kanten entsprechend der Output- und Update
Funktion g und h des Blockes mit den Endpunkten y(k) bzw. z(k + 1) gezogen.
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Dariiber hinaus ist zu beachten, dass TargetLink Systeme durch das Einfiigen von Sub-
systemen hierarchisch strukturiert werden kénnen. Subsysteme werden im Graphen quasi
"flachgeklopft”, d. h. die Hierarchien werden aufgeltst und der Inhalt des Subsystems wird
in den Graphen eingefiigt, wobei die Inport- und Outport Blocke des Subsystems passend
verbunden werden, siehe Abbildung 4.5. Der Vorteil dieser Vorgehensweise besteht darin,
dass Signalflussanalysen dann sehr einfach auf dem Graphen durchgefiihrt werden kénnen,
statt spezielle Erweiterungen fiir die hierarchischen Subsysteme zu erfordern.

@—P P Subin1
In1
Preprocessingin 1
1
SubOut » - 4’@
z Out
Unit Delay
(2D)—> P Subin2
In2
Preprocessingin 2
Sub
: : *
Subin 1 ». »-
- <N SubOut
Subin2 Look-Up_Table
Sum

o—»o—»o%@—»; :
In1 PreprocessingIn 1 Sublin 1

O%@%%

In2 Preprocessingln 2 SubIn2

o b0

Look-Up_Table SubOut Unit Delay T out

Sub

Abbildung 4.5: Graphische Repriisentation eines kompletten TargetLink Systems mit ei-
nem darin befindlichen Subsystem zur hierarchischen Strukturierung des Modells. Oben:
Das eigentliche TargetLink System mit einzelnen Blocken und einem darin befindlichen
Subsystem Sub, dessen Inhalt darunter grau hinterlegt ist. Das Subsystem beinhaltet die
Blocke SubIni, SubIn2, Sum, Look-up Table und SubOut. Unten: Graph fiir das Target-
Link System. Das Subsystem Sub wird "flachgeklopft”, d.h. der Inhalt des Subsystems
wird direkt in den Graphen eingefiigt. Der Block des Subsystems Sub hat keine direkte
Représentation innerhalb des Graphen und ist nur der Anschauung halber ausgegraut
eingezeichnet.
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Insgesamt wird damit das TargetLink System zu einem endlichen, azyklischen Graphen
ohne Schlingen oder Mehrfachkanten, den wir im Folgenden als Gr; bezeichnen wol-
len. G'rp, reprisentiert sowohl die Output-Funktion g, als auch die Update-Funktion
hsys des gesamten TargetLink Systems. Ecken fiir Parametervariablen, Zustandsvariablen
und Eingangsvariablen der Ports auf oberster Ebene repréasentieren die unabhingigen
Veranderlichen in den Systemgleichungen g, und hy,, und weisen dementsprechend kei-
ne einlaufenden Kanten auf. Die Ecken der Ausgangsvariablen aller Blocke sowie der
Zustandsupdate-Variablen stellen hingegen die abhéingigen Verénderlichen der System-
gleichungen dar. Ecken fiir Eingangsvariablen im Innern des Systems dienen einfach der
Verbindung der Blécke untereinander und haben keine direkte Wirkung.

Fiir spiatere Ausfiihrungen werden die folgenden Schreibweisen verwendet:

e Fiir die Menge aller Ecken eines Graphen GG verwenden wir im Folgenden die Be-
zeichnung Nodes (G) .

e Node (z; (k)) bezeichnet die Ecke des Graphen, die der Zustandsvariablen z; im
aktuellen Zeitschritt zugeordnet ist, also z; (k). Dagegen bezeichnet Node (z; (k + 1))
die Ecke des Graphen, welche der Zustandsupdate-Variablen zu z; zugeordnet ist,
also z; (k+1).

e Succ (e) bezeichne die Menge aller Ecken eines Graphen G, welche Nachfolger der
Ecke e sind, also die Menge Succ (e) = {e; € Nodes (G) | 3Weg P (e, e;, )}.

e Predec (e) bezeichne die Menge aller Ecken eines Graphen G, welche Vorgénger der
Ecke e sind, also Predec (e) = {e; € Nodes (G) | 3Weg P (e;, €)}

4.3.3 Graph-basierte Datenanalyse der Systemvariablen

Die im letzten Abschnitt entwickelte Graphstruktur Gr; des TargetLink Systems wird
nun in diesem Abschnitt fiir die folgenden Analysen verwendet:

e die Struktur des Zustandsvektors z,, des TargetLink Systems soll im Hinblick auf
eine mogliche Aufteilung in Unterrdume reduzierter Dimensionalitit untersucht wer-
den, um so die Losung der Fixpunkt-Gleichung GI. 4.4 fiir den Zustandsraum zu
vereinfachen. Die Uberlegungen hierzu finden sich in Abschnitt 4.3.3.1.

e Die einzelnen Komponenten des Zustandsvektors z,,s sollen im Hinblick auf ihre
Préasenz in Riickkopplungsschleifen untersucht werden. Dies ist zur Definition der
Widening-Operation in der Fixpunkt-Gleichung Gl. 4.4 hilfreich, um so die Konver-
genz gegen einen Fixpunkt zu erzwingen. Die Uberlegungen hierzu finden sich in
Abschnitt 4.3.3.2.

e Die einzelnen Ecken des Graphen werden dahingehend untersucht, wo genau In-
tervallverfeinerungen zur Reduzierung des Uberschiitzens durch Dependency- und
Wrapping-Effekt bei der Losung von Gl. 4.4 erforderlich sind und wo dies zwecks
Reduzierung des Rechenaufwandes unterbleiben kann. Dies fiihrt auf den Begriff
der Bereichsvariablen und der Bereichsintervalle, die in Abschnitt 4.3.3.3 eingefiihrt
werden und die die Basis fiir die spéateren Berechnungen der Intervallerweiterungen
darstellen. In Abschnitt 4.3.3.4 wird dazu der Tallnt eigene Mechanismus vorgestellt,
um festzulegen, welche Variablen innerhalb des TargetLink Systems Bereichsvaria-
blen bilden.
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4.3.3.1 Zerlegung des Zustandsraumes in kartesische Produkte zur Dimensi-
onsreduktion

Wie in Abschnitt 3.2.7 dargelegt wurde, ist der gesamte Zustandsraum Z,, (k), d.h., die
Menge der moglichen Werte des Zustandsvektors z,,s(k) zum Zeitpunkt k aufgrund des
Wrapping-Effektes im Allgemeinen nicht das kartesische Produkt der einzelnen Kompo-
nenten des Zustandsvektors zy,,;(k), sondern nur eine Teilmenge davon. Als Maknahme
zur Reduzierung des Uberschiitzens durch den Wrapping-Effekt dient genau wie bei der
Reduzierung von Dependency-Fehlern die Uberdeckung des Zustandsraumes durch Boxen
[2;] hinreichend kleinen Volumens w ([z]), was nach Definition eine Unterteilung in jeder
Dimension erfordert. Daraus wird deutlich, dass eine solche Vorgehensweise ohne genauere
Analyse des wirklichen Zustandsraumes bei einem hochdimensionalen Zustandsvektor zu
einer sehr grofsen Zahl von Boxen fiihrt und daher rechenaufwéiindig ist. Dieser Aufwand
ist jedoch im Allgemeinen nicht erforderlich, weil innerhalb eines grofsen, realen Target-
Link Systems naturgeméif viele Komponenten des Zustandsvektors z.B. zg,,; und 2y ;
existieren, fiir die entweder wirklich

{(#sys,i (k) , 2sysj (K)} = Zsysi (k) X Zgys j (k) fiir allek € Ny

gilt oder die Annahme eines kartesischen Produktes zu keinerlei Uberschiitzen fiihrt. Gene-
rell soll im Folgenden der Zustandsraum Z,,, geeignet in das kartesische Produkt von Sub-
raumen Z,,; zerlegt werden, die keinerlei Uberschiitzen durch den Wrapping-Effekt her-
vorruft. Dies bedeutet, dass nur noch innerhalb der Subrdume {(zsysi, (k) .., Zsys.in (K))}
dem Wrapping-Effekt durch eine Verfeinerung durch Boxen reduzierter Breite entgegenge-
wirkt werden muss. Zur Aufteilung des Zustandsraumes in Subrdume wird der folgende,
einfache (und gleichzeitig auch etwas grobe) Ansatz anhand der Graph-Repréisentation
G, des TargetLink Systems gemacht:

1. Fiir jede Zustandsvariable z; des Systems wird eine zusétzliche Verbindungskante
k; = (Node(z; (k+ 1)), Node (z; (k))) eingefiigt, also eine gerichtete Verbindung
vom Knoten von z; (k + 1) nach z;(k) . Das Resultat dieser Operationen ist die neue
Graphstruktur Gry, siehe Abbildung 4.6.

2. Fiir jedes Paar von Zustandsvariablen z; und z; in G’TL wird gepriift, ob fiir deren
Nachfolger Succ (Node (z; (k))) N Succ (Node (z; (k))) # O gilt. Ist dies der Fall, so
gehoren z; und z; zwangsliufig zum selben Subraum des Zustandsvektors Z,,.

3. Der Zustandsvektor Z,,; des Gesamtsystems muss nun so in einzelne Subrdume mi-
nimaler Grofse partitioniert werden, dass in G, fiir beliebige, aus unterschiedlichen
Subrdumen stammende z,, und z, gilt:

Succ (Node (z,, (k))) N Suce (Node (z, (k))) = O

Anschaulich interpretiert bedeutet diese Vorgehensweise, dass nur solche Zusténde z,, und
2, in unterschiedlichen Subrdumen liegen kénnen, falls deren Werte nie in einem der nach-
folgenden Blocke verkniipft werden. Dies muss nicht nur fiir den derzeitigen Zeitschritt
k sondern auch fiir alle nachfolgenden Zeitschritte sichergestellt sein. Letzteres ist der
Grund, weshalb die zusatzlichen Kanten eingefiigt werden, die quasi die "Aktualisierung”
eines Zustandes von z(k + 1) nach z(k) nach jedem Berechnungsschritt repriisentieren,
siehe Abbildung 4.6.
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Abbildung 4.6: Oben: Modellfragment zur Demonstration der Abhéngigkeit von Zu-
standsvariablen (hier in den Unit Delay Blocken), die sich allesamt im selben Subraum
befinden, um Uberschiitzen durch den Wrapping-Effekt zu vermeiden. Unten: Durch-
fiihrung der Analyse der Abhéngigkeiten der Zustandsvariablen. Das Einfiigen von zu-
sitzlichen Kanten in den Graphen tragt der Tatsache Rechnung, dass Verkniipfungen von
Werten von Zustandsvariablen sich gegebenenfalls erst zu spéteren Zeitpunkten einstellen.

Bemerkung 50. Erkennbar ist die obige Vorgehensweise zur Partitionierung des Zu-
standsraumes recht grob. Sie stellt aber sicher, dass systematisches Uberschitzen durch
den Wrapping-Effekt aufgrund einer unterstellten Unabhdngigkeit von einzelnen Kom-
ponenten des Zustandsvektors unterbleibt. Die "Grobheit” der Analyse wirkt sich jedoch
gegebenenfalls in erhohtem Rechenaufwand bei der Berechnung des Zustandsraumes aus,
weil dieser gegebenenfalls in mehr Subrdume niederer Dimensionalitdt hitte zerlegt werden
kénnen.

In der gegenwirtigen Version des Tallnt-Prototypen ist eine gegeniiber dem in diesem
Abschnitt beschriebenen Vorgehen leicht modifizierte Variante zur Unterteilung des Zu-
standsraumes in Unterrdume implementiert, die ein gewisses Uberschiitzen durch den
Wrapping-Effekt zugunsten vereinfachter Zustandsrdume in Kauf nimmt. In Abschnitt
5.2 werden generell einige Anmerkungen zur Vereinfachung des Zustandsraumes zu Las-
ten der Genauigkeit gemacht.
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4.3.3.2 Identifikation von Zustandsvariablen innerhalb von Riickkopplungs-
schleifen

Wie anhand des Filter-Beispiels in Abbildung 4.2 schon aufgezeigt wurde, stellen Zu-
standsvariablen innerhalb von Riickkopplungsschleifen dahingehend eine besondere Her-
ausforderung dar, weil diese im Allgemeinen dazu fiihren, dass nach endlich vielen Ite-
rationen ohne Widening kein Fixpunkt erreicht wird. Gibt es hingegen keinerlei Riick-
kopplungsschleifen, so wird grundsétzlich nach maximal dim (z,,,) Schritten ein Fixpunkt
erreich und die Algorithmik terminiert. Daher ist es wesentlich zu identifizieren, ob es im
TargetLink System Riickkopplungsschleifen gibt und welche Komponenten des Zustands-
vektors zg,, in diesen enthalten sind. Genau auf diese Komponenten des Zustandsvektors
wird im Rahmen der Fixpunkt-Iteration eine Widening-Operation angewandt um die
Konvergenz in einen Fixpunkt zu erzwingen. Die Analyse wird mit Hilfe der folgenden,
elementaren Algorithmik vorgenommen:

1. Ausgehend von der Graphstruktur G des TargetLink Systems wird fiir jede Zu-
standsvariable z,,,; eine Kante k; = (Node (z5ys,; (K + 1)), Node (245, (k))) einge-
fiigt, also eine gerichtete Verbindung vom Knoten von zg; (k + 1) nach zg, (k).
Das Resultat dieser Operationen ist die neue Graphstruktur GTL, siehe Abbildung
4.7.

2. Fiir jede Komponente z,,; des Zustandsvektors wird gepriift, ob es in der neuen
Graphstruktur Gy, einen Pfad von Node((2yys (k)) nach Node (zyys; (k4 1)) gibt.
Wir fassen diese Komponenten z,,; des Zustandsvektors in der Menge Zgs peedback
zusammen.

Abbildung 4.7 zeigt die Vorgehensweise anhand des bekannten Trivialbeispiels. In Ab-
schnitt 4.3.4.2 wird auf die Menge Z,,s pecdpack zuriickgegriffen, um die Losung der Fixpunkt-
Gleichung zu erzwingen. Sofern Zyq peedback = © gilt, tritt die Konvergenz nach endlich
vielen Schritten ohne Widening-Operation automatisch ein.

4.3.3.3 Bereichsvariablen und Bereichsintervalle

Wie bereits zuvor angemerkt wurde, weisen TargetLink Modelle nicht selten eine zwei-
oder sogar dreistellige Zahl von Fingangs- und Ausgangsvariablen sowie nicht selten Hun-
derte von Blocken auf, die im Rahmen einer Analyse mit Tallnt beriicksichtigt werden
miissen. Fiir eine praxistaugliche Losung zur Abschétzung von Wertebereichsgrenzen in
TargetLink Modellen ist es daher essentiell, dass der Rechenaufwand fiir Tallnt in Gren-
zen gehalten wird. Unter diesem Aspekt besonders kritisch zu sehen, ist eine direkte
Anwendung von Satz 33, der als Mafnahme zur Reduzierung des Uberschitzens durch
Dependency- und Wrapping-Effekt Intervallverfeinerungen aller unabhéngiger Verdnder-
licher vorsieht. In Bezug auf ein TargetLink System wiirde dies bedeuten, dass eine Inter-
vallverfeinerung fiir simtliche Eingangs-, Parameter- und Zustandsvariablen des Target-
Link Systems vorzunehmen wére, was bereits bei TargetLink Systemen mittlerer Grofe
schnell in eine "kombinatorische Explosion” ausarten kann. Gliicklicherweise ist diese Vor-
gehensweise fiir typische TargetlLink Modelle auch keineswegs erforderlich, wie anhand
von Abbildung 4.8 verdeutlicht wird. Die Eingangsvariablen Inl bis In4 des Modellfrag-
ments wie auch die Ausgangssignale der nachfolgenden Blocke werden jeweils nur ein
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Abbildung 4.7: Oben: Modellfragment eines einfachen ITR-Filters analog zu Abbil-
dung 4.2. Unten: Zugehoriger Modellgraph Grr. Zur Identifikation von Zustinden, die
sich innerhalb von Riickkopplungsschleifen befinden, werden fiir jede Zustandsvariable,
zusétzliche Kanten von jeder zy,,; (k4 1) Ecke zur zugehorigen zg,s; (k) Ecke eingefiigt
(die blau eingezeichnete Kante).

einziges Mal "verwendet” (outdeg der Ausgénge ist jeweils 1), was dazu fiihrt, dass es
keinerlei Abhéngigkeiten zwischen den Systemgrofen gibt (keine Dependency-Fehler). Da
die Intervallerweiterungen fiir die verwendeten TargetLink Blocke auf Intervallen/Boxen
als Definitionsbereiche keinerlei Uberschiitzen verursachen, siehe Satz 47 und die Defi-
nitionsbereiche aufgrund der Unabhingigkeit der internen Zwischenvariablen jeweils Bo-
xen/Intervalle sind, ergibt sich iterativ, dass der Wertebereich des Ausgangssignals des
Multiplication Blockes auch ohne Intervallverfeinerungen exakt ermittelt wird. Folglich
miissen z.B. fiir die Eingangsvariablen in den Blécken Inl bis In4 keine Intervallverfei-
nerungen vorgenommen werden. Letztere konnen hingegen selektiv auf Zwischengrofen
angewandt werden, wo sie einen Effekt haben.

Die in Tallnt gewihlte Vorgehensweise zur Reduktion des Uberschitzens bei gleichzeitiger
Beachtung der Rechenaufwinde besteht nun darin, Intervallverfeinerungen sehr selektiv
auf Basis heuristischer Kriterien auf einzelne Variablen eines TargetLink Systems anzu-
wenden statt auf die Gesamtheit aller unabhéngigen Verdnderlichen. Satz 33, in dem
Letzteres zur Reduktion des Uberschiitzens vorgeschlagen wird, ist in seiner Generalitiit
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Abbildung 4.8: Blau umrandetes Fragment eines TargetLink Systems mit einer Subfunk-
tion, fiir die keinerlei Uberschitzen durch Dependency- bzw. Wrapping-Effekte auftritt.

auch automatisch sehr konservativ und fithrt bei Modellen aus der Praxis sehr schnell zu
einem explosionsartigen Anstieg der Rechenzeit.

Variablen eines TargetLink Systems, fiir die explizit eine Intervallverfeinerung durch
Tallnt durchgefiihrt wird, sollen im Folgenden als Bereichsvariablen bezeichnet werden.
Dementsprechend wird fiir Bereichsvariablen der mogliche Wertebereich in einzelne Inter-
valle reduzierter Breite unterteilt, wie dies in Abbildung 4.9 links fiir die Bereichsvariable
bvar; dargestellt ist. Die einzelnen Bereiche [bvar? | werden durch einen einfachen Index
j identifiziert und unterteilen den derzeitigen Wertebereich der Bereichsvariablen in eine
Reihe von Intervallen [bvarf | reduzierter Breite. Da Bereichsvariablen nicht notwendiger-
weise unabhéngige Verdnderliche eines TargetLink Systems sein miissen, sondern gegebe-
nenfalls auch Zustandsvariablen, Zustandsupdatevariablen oder normale Blockausginge
sein konnen, ist die Wertebereichsskala einer Bereichsvariablen bvar; im Allgemeinen nicht
konstant sondern wichst mit den einzelnen Iterationsschritten. Dazu wird die Skala im
Zuge der Iterationen immer dann erweitert, sofern die neu berechneten Werte der Varia-
blen bvar; aukerhalb der derzeitigen Skala liegen. In den Abbildungen 4.13, 4.14 und 4.15
bzw. im Anhang B.2.2 ist dargestellt, wie die Skala einer Bereichsvariablen initialisiert
bzw. erweitert wird, was durch Tallnt-Parameter gesteuert wird, siche Anhang B.2.2.

Da naturgeméf diverse Bereichsvariablen in einem TargetLink System existieren und diese
iiber die unterschiedlichen Blockoperationen miteinander verkniipft werden, sind die ver-
feinerten Bereiche, auf denen die Intervall-Arithmetik ausgefiihrt wird, im Allgemeinen
Boxen die sich aus den kartesischen Produkten der verfeinerten Intervalle der einzelnen
Bereichsvariablen bvar;, bis bvar;, ergeben:

Box{"P i = [bvarl!] x [bvar?] ..... x [bvar]"] (4.12)
Die Boxen werden im gewissen Sinne von den Bereichsvariablen iy, iy bis 7,, aufgespannt
und die Kenntnis, um welche Bereichsvariablen es sich dabei handelt ist notwendig, um
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Abbildung 4.9: Links: Der gesamte Wertebereich einer Bereichsvariablen bvar; wird
durch ein System von Intervallen [bvarlj ] mit reduzierter Breite w ([bvarlj ]) iiberdeckt,
um das Uberschiitzen durch Dependency und/oder Wrapping-Effekte zu reduzieren. Nur
fiir Bereichsvariablen wird eine Verfeinerung vorgenommen Rechts: Insgesamt ergibt sich
damit fiir die Verfeinerungen der einzelnen Variablen ein Gitter (hier nur dargestellt fiir 2
Bereichsvariablen bvar; und bvars) fiir die einzelnen Bereiche, wobei die Systemfunktionen
gsys und hgy, dann fiir jeden Bereich, d.h. jede Box separat ausgewertet wird.

Intervall-Arithmetik auf den Boxen betreiben zu konnen. Fiir den Fall zweier Bereichs-
variablen bildet die Gesamtheit aller moglichen Boxen ein Gitter, wie dies in Abbildung
4.9 rechts dargestellt ist. Intervallarithmetik wird jetzt auf den einzelnen Boxen, die mit
Ausnahme der Randpunkte allesamt disjunkt sind, getrennt betrieben. Hierdurch wird
die gewiinschte Intervall- bzw. Boxverfeinerung erreicht, um das Uberschiitzen durch den
Dependency- bzw. Wrapping Effekt zu reduzieren. Vergleicht man dieses Vorgehen mit
Satz 33, so erkennt man dass der Gedanke der Verfeinerung naturgeméf derselbe ist, dass
die Verfeinerungen in Tallnt jedoch selektiv auf ausgewahlte Variablen angewandt werden,
die nicht notwendigerweise unabhéngige Verdnderliche sind und deren Wertebereichsska-
len daher im Allgemeinen adaptiert werden miissen.

Eine Box Bozxy (k als Index der einfacheren Schreibweise wegen, denn typischerweise wird
in einem Block mit einer Vielzahl solcher Boxen gerechnet) wie sie durch Gl. 4.12 als
kartesisches Produkt der einzelnen Verfeinerungen [bvarﬁ ] von Bereichsvariablen gegeben
ist, soll in Verbindung mit dem zugehorigen Intervallwert [xj], den eine Variable x des
TargetLink Systems auf dieser Box Box; annimmt, durch einen besonderen Namen aus-
gezeichnet sein. Wir nennen ein solches geordnetes Paar (Boxy, [xx]) im Folgenden ein
sogenanntes Bereichsintervall, weil es den Intervall-Wert einer Variablen auf einem Bereich
(der Box Boxy) beschreibt. Solche Bereichsintervalle sind die Datenstrukturen, die bei der
Berechnung der Intervall-Output- und Intervall-Update-Funktion [g;] und [h;] spéter ver-
wendet werden. Konkret werden bei der Berechnung eines kompletten Iterationsschrittes
in Tallnt im Wesentlichen Berechnungen auf solchen Bereichsintervallen (Boxy, [zx]) vor-
genommen. Naturgemif muss zur korrekten Berechnung mit Bereichsintervallen jeweils
bekannt sein, welche Bereichsvariablen die Box jeweils aufspannen.

In Abbildung 4.10 ist exemplarisch der Umgang mit Bereichsintervallen dargestellt. Die
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BV, = (bvary, bvars)
((Bowy, k; [y14]) k € K)

BV, caic = (bvari, bvarsy, bvars) = BV,

) >
wj ) < M)

Abbildung 4.10: Umgang mit Bereichsintervallen (Boxy, [xx]) bei Operationen. Ab-
hingig von den Bereichsvariablen, die die einzelnen Boxen aufspannen ergeben sich im
Allgemeinen neue Boxen fiir die Bereichsintervalle am Ausgang

BV,, = (bvari, bvars)
((Boxy, i, [y24]) L€ L)

Zusatzliche Bereichsvariable bvar,
BV, = (bvary, bvars)

BV, = (bvary, bvara, bvars, bvary)
(Bowy, i, [y14]) k€ K) v

BVy caie = (bvary, bvars, bvars)

((BO'Ty,Cal(:.mv [y(/”aluﬁn]) m e A/[)
((Bozy,n, [yn]) n € N) = Map2Scale((Bozxy, cate,m, [YCale,m]) m € M)

BV, = (bvary, bvars)
((Bowy, 1, [y21]) 1€ L)

Abbildung 4.11: Umgang mit Bereichsintervallen (Boxy, [zx]) bei Operationen. Im
Unterschied zu Abbildung 4.10 ist die Ausgangsvariable des Blockes hier selbst eine
Bereichsvariable. Folglich werden erst analog zu Abbildung 4.10 die Bereichsintervalle
((Boxy, calems [Ycaiem]) m € M) auf Basis der Eingéinge berechnet und diese Bereichsin-
tervalle dann per Map2Scale-Abbildung (sieche Abbildung 4.12) auf die Skala von wvary
abgebildet. Als Resultat ergeben sich die Bereichsintervalle ((Boxy ., [ys]) n € N)

Boxen der Bereichsintervalle am Ausgang werden von der Gesamtheit aller Bereichsinter-
valle am Eingang aufgespannt. In Abbildung 4.11 ist zudem der Fall dargestellt, dass die
Ausgangsvariable des Blockes selbst wieder eine Bereichsvariable ist. In diesem Fall wird
zundchst analog zu 4.10 verfahren und die sich ergebenden Bereichsintervalle dann mittels
einer als Map2Scale bezeichneten Transformation auf die Skala der Bereichsvariable am
Ausgang abgebildet. Die Wirkung von Map2Scale ist in Abbildung 4.12 verdeutlicht.

Falls der zu berechnende Knoten eines Systems eine eigene Bereichsvariable aufweist,
so muss zur Abbildung auf dessen Skala eine Operation durchgefiihrt werden, die im
Folgenden Map2Scale heifien soll und deren Funktionsweise in Abbildung 4.12 dargestellt
ist. Der Ausgangspunkt ist eine abgeschlossene Berechnung der Bereichsintervalle eines
Output oder eines Zustands-Update-Knotens.

4.3.3.4 Festlegung der Bereichsvariablen

Nachdem im vorherigen Abschnitt dargestellt wurde, dass Intervall- bzw. Boxverfeinerun-
gen ausschlieflich fiir ausgewihlte Bereichsvariablen vorgenommen werden, nicht jedoch
fiir die Gesamtheit aller Eingangsvariablen, Parameter und Zustandsvariablen soll in die-
sem Abschnitt beschrieben werden, wie Tallnt festlegt, welche Variablen innerhalb eines
TargetLink Systems zu Bereichsvariablen gemacht werden. Die Menge der Bereichsvaria-
blen des gesamten TargetLink Systems wird im Folgenden als BV bezeichnet.

Um die Berechnung des Zustandsraums in Abschnitt 4.18 unter Vermeidung von Wrapping-
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Abbildung 4.12: Realisierung der Map2Scale-Abbildung fiir ein vorgegebenes Bereichs-
intervall auf die Skala von Bereichsvariable var; unter der Voraussetzung dass die Skale-
nerweiterung fiir var; bereits vorgenommen wurde.
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Abbildung 4.13: Initialisierung der Skala einer Bereichsvariablen bvar; auf den Wer-
tebereich [NewMin, NewMazx|, der in NIntr,;, Aquidistante Intervalle unterteilt wird.
Diese Intervalle stellen die Skalenbereiche bvvar] dar.

Fehlern zu vereinfachen bzw. zu ermoglichen und einfach priifen zu kénnen, ob ein Fix-
punkt des Zustandsraums erreicht ist, sollte letzterer diskretisiert sein. Daher wird in
Tallnt (derzeit) die Vorgabe gemacht, dass alle Zustands- und Zustandsupdate-Variablen
des TargetLink Systems grundsétzlich Bereichsvariablen darstellen, somit also z;(k) € BV
und z; (k+1) € BV gilt (z; (k) bezeichne hierbei eine beliebige Zustands-Variable und
z; (k + 1) die zugehorige Zustandsupdate-Variable.) Man beachte, dass es fiir beide Va-
riablen separate Ecken in G gibt und auch geben muss, da sie wihrend einer Iteration
naturgeméf unterschiedliche Werte annehmen. z; (k4 1) und z; (k) weisen in Tallnt je-
doch dieselbe Skala auf (siehe Abbildung 4.9 links), um priifen zu kénnen, ob ein Fixpunkt
vorliegt und weil beim Ubergang vom Iterationsschritt & — k4 1 ja die eine Groke durch
die andere aktualisiert wird.

Ob abgesehen von Zustands- und Zustandsupdate-Variablen noch weitere Grofen eines
TargetLink Systems zu Bereichsvariablen gemacht und somit verfeinert bzw. diskretisiert
werden, wird anhand einer Analyse des Graphen Gy, entschieden. Die Motivation hierbei
ist ausschlieslich, das Uberschitzen durch Dependency- und Wrapping Effekte zu redu-
zieren. Hierzu wird die folgende, heuristische Vorgehensweise in Tallnt gewihlt:

1. Zunéchst werden in einem ersten Schritt die System-Variablen ermittelt, die iiber-
haupt ein Uberschitzen verursachen konnen und zwar auf folgende Art und Weise:

(a) Zunéchst wird der Graph G, erweitert, indem fiir jedes Paar von Zustandsva-
riablen (z;,, 2;,), die sich nach Abschnitt 4.3.3.1 im selben Zustands-Subraum
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Abbildung 4.14: Erweiterung der Skala einer Bereichsvariablen bvar; nach oben
und/oder unten ohne Widening. Sofern NewMax bzw. New M in auferhalb der bisherigen
Skala liegen, wird die Skala erweitert. Bei Uberschreiten nach oben ist der neue Maximal-
wert der Skala durch den Wert NewMax gegeben. Bei Unterschreiten nach unten ist der
neue Minimalwert der Skala durch den Wert NewMin gegeben. Die Erweiterungen der
Skala sind blau eingefirbt.
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Abbildung 4.15: Erweiterung der Skala einer Bereichsvariablen bvar; nach oben
und /oder unten mit Widening. Sofern NewMaz bzw. NewMin aukerhalb der bisherigen
Skala liegen, wird die Skala erweitert und zwar iiber die Werte NewMax bzw. NewMin
hinaus. Bei Uberschreiten nach oben ist der neue Maximalwert der Skala durch den Wert
NewMaxWid gegeben. Bei Unterschreiten nach unten ist der neue Minimalwert der Skala
durch den Wert NewMinW1id gegeben. Die Erweiterungen der Skala sind blau eingefirbt.

Zsup; befinden, eine neue Ecke eingefiigt und diese in der in Abbildung 4.16 dar-
gestellten Weise durch zwei zuséitzliche Kanten mit den zugehdorigen Zustands-
Update-Variablen der Zustinde verbunden. Das Resultat ist der modifizierte
Graph GTL-

(b) Das Uberschiitzen wird fiir TargetLink Blocke ursiichlich durch die Ecken e
verursacht, deren Fan-Out mindestens zwei betrigt und unter deren direkten
Nachfolgern es mindestens zwei Ecken e,, und e,, gibt, die selbst wieder einen
gemeinsamen (nicht notwendigerweise direkten) Nachfolger in Gr1 haben, also
Suce (en,) N Suce (en,) # O. Anschaulich bedeutet, dies, dass das Ausgangs-
signal der Ecke e verzweigt und spéter in einer weiteren Ecke wieder zusam-
mengefiihrt wird, wo es dann zu Uberschiitzen durch den Dependency-Effekte
kommt. Genau diese FEcken e werden markiert.

2. Im zweiten Schritt wird gepriift, ob die markierten Ecken e aus 1. bereits durch Thre
Vorgéngersignale hinreichend fein aufgelst sind oder ob die Ausgangsvariable der
markierten Ecke e eine Intervallverfeinerung erfahren und somit zu einer zuséitzlichen
Bereichsvariable werden soll. Dies geschieht in der folgenden Art und Weise:

(a) Die einzelnen Blocke des TargetLink Systems werden in ihrer durch Simulink
definierten Abarbeitungsreihenfolge aufgerufen, so dass fiir alle Variablen Si-
gnale der Reihe nach durch den Graphen durchpropagiert wird, ob diese eine
etwaige Intervallverfeinerung ihrer Vorginger "erben” also selbst noch hinrei-
chend fein aufgel6st sind, oder nicht.



62 ALGORITHMIK ZUR WERTEBEREICHSABSCHATZUNG

(b) Eine in 1. markierte Ecke e wird zu einer neuen Bereichsvariablen, falls sie
tiberhaupt keinen Eingang hat (dies trifft fiir den TargetLink Constant-Block
zu) oder mindestens einer der Eingéinge keine Intervallverfeinerung aufweist.
Nachdem die zu e gehdrige Variable zu einer Bereichsvariablen geworden ist,
konnen nachfolgende Ecken von dieser Intervallverfeinerung profitieren und die-
se "erben”.

Die Vorgehensweise ist in Abbildung 4.17 veranschaulicht.

Bemerkung 51. Natiirlich handelt es sich bei der obigen Vorgehensweise im Wesentlichen
um eine blofle Heuristik. Andere Ansdtze sind natirlich denkbar. Man mache sich aber
klar, dass es hier nur eine Strategie geht, das Uberschitzen mit “begrenztem” rechentechni-
schen Aufwand mdglichst gering zu halten. Die Uberdeckungseigenschaft der entwickelten
Intervallfunktionen ist davon unberiihrt.

Abbildung 4.16: Graph @TL der aus dem regulidren TargetLink Graphen G7;, durch das
Einfiigen von zusétzlichen Ecken und Kanten fiir jedes Zustandspaar innerhalb desselben
Subraums Z,;, hervorgeht. Die einzelnen Blocke sind gestrichelt eingezeichnet und die
Ecken des Graphen nach ihrer Art bezeichnet. Ecken mit enthaltenem I bezeichnen die
Input-Ecken eines Blockes, Ecken mit enthaltenem O représentieren Output-Ecken, Ecken
mit enthaltenem P reprisentieren Parameter-Ecken, Ecken mit enthaltenem Z reprisen-
tieren Zustands-Ecken, Ecken mit enthaltenem z-+ repriasentieren Zustandsupdate-Ecken.
Da die beiden Zustands-Ecken im selben Subraum Z,;, liegen, muss der Wrapping-Effekt
zur Berechnung des Zustandsraumes ohne Uberschiitzen beriicksichtigt werden. Durch die
zusitzlich eingefiigten Ecken und Kanten kann die Abhéngigkeitsanalyse in 1.(b) unter
Beriicksichtigung der Zustédnde durchgefiihrt werden.

Bemerkung 52. Punkt 1.(a) trigt der Tatsache Rechnung, dass Ecken e, welche mehre-
re Zustandsupdate-Variablen aus dem selben Subraum als Nachfolger haben, dafiir sorgen,
dass es Uberschitzen durch den Wrapping-Effekt zwischen den Zustandsvariablen gibt,
was durch Intervallverfeinerungen der zu e gehorenden Variable reduziert werden kann.
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e  RefPresent
: @ BV, = (bvary, bvars) : ®

RefPresent

BV, caic = (bvary, bvars, bvars) = BY,

@ BV,s = (bvary, bvars) }CD/'

Abbildung 4.17: Heuristische Vorgehensweise zur Festlegung, welche Blockvariablen
als Bereichsvariablen eine Intervallverfeinerung erfahren sollen, um das Uberschiitzen der
Intervall-Arithmetik zu verringern. RefPresent und RefRequired sind Flags, die angeben,
ob eine Verfeinerung (Refinement) vorhanden bzw. benotigt wird.

Das Einfiigen der Ecken und Katen sorgt dann dafiir, dass der in 1.(b) eingesetzte Me-
chanismus zur Detektion von Abhdngigkeiten auch auf die Zustandsvariablen wirkt. In
2.(b) fokussiert sich Tallnt hinsichtlich der "Vererbung” von Intervallverfeinerungen auf
Eingangsvariablen, weil Zustandsvariablen ohnehin Bereichsvariablen sind. Parameter-
Variablen in TargetLink Blocken haben dariber hinaus die Eigenschaft, dass sie Intervall-
verfeinerungen von Eingingen und Zustinden erhalten und somit ignoriert werden.

4.3.4 Berechnung von Block-Output- und Block-Update Funktio-
nen sowie des Zustandsraums

In diesem Abschnitt wird schlieflich dargestellt, wie auf Basis von Bereichsintervallen
die Intervallerweiterungen der Block-Output- und Block-Update Funktionen [g;] und [h;]
berechnet werden. Die Berechnung des Zustandsraumes geschieht weitestgehend analog,
wobei auch hier Bereichsintervalle wieder die entscheidende Rolle spielen.

4.3.4.1 Berechnung der Intervall-Output-Funktion einzelner Bl6cke

Die Berechnung der Intervall-Output Funktion [g] eines jeden Blockes B lduft in den
folgenden Schritten ab:

e Zuerst wird anhand der funktionalen Abhéngigkeiten in y = g (x, z, p) gepriift, von
welchen Grofen die Ausgangsvariable y wirklich abhéngt und von welchen Bereichs-
variablen bvar; die Box-formigen Bereiche fiir x, z und p aufgespannt werden, siehe
Abbildung 4.11. Die Vereinigung aller dieser unterschiedlichen Bereichsvariablen
(bvary, bvarsy, ..., bvar,) spannt dann die Boxen Boxy cq: (¢ € 1) der Bereichsin-
tervalle zur Berechnung von y auf.

e Fiir jede mogliche dieser Boxen Boxy caic,i (¢ € I), mithin also jedes mogliche Tupel
(bvar{l, bvarf, e bva'r’fl") wird der zugehorige Intervallwert der Eingénge [z;] der
Zustande [z;] und Parameter [p;] ermittelt. Aufgrund der Konstruktion der Boxen
von y ist die hierzu zu selektierende Box fiir alle Eingangsvariablen, Zustandsvaria-
blen und Parametervariablen eindeutig bestimmt.
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e Auf Basis von [g] und den ermittelten Intervallwerten [z;], [z;] und [p;] wird der
zugehorige Wert [y;] ermittelt, der zusammen mit Box, cq.; hun ein berechnetes Be-
reichsintervall bildet. Diese Schritte werden fiir jede vorgegebene Box Boxy caici (¢ € I)
wiederholt.

e Hat der Blockausgang keine eigene Bereichsvariable so bilden die Bereichsinter-
valle (Boxy caic,is [yi]) = (Boxy,, [yi]) (i € I) bereits das gewiinschte Ergebnis fiir
den Ausgang. Weist der Ausgang jedoch eine eigene Bereichsvariable bvar, auf, so
wird die Map2Scale-Abbildung auf die Bereichsintervalle (Boxy caici, [yi]) (1 € I)
angewandt und die Abbildung liefert daraus die "verfeinerten” Bereichsintervalle
(Boxy, [yi]) (i € I) fiir den Ausgang. Eine etwaige Skalenausdehnung fiir die Be-
reichsvariable bvar, wird ohne Widening durchgefiihrt, sieche Abbildung 4.14, da
letzteres prinzipiell nur fiir Zustandsvariablen angewandt wird.

Als Resultat der Berechnung beinhaltet der Blockausgang jetzt eine aktualisierte Menge
von Bereichsintervallen (Boz,;, [y;]) (i € I) und die Berechnung ist abgeschlossen.

Bemerkung 53. Vereinfacht und leger kann man die obige Vorgehensweise folgenderma-
Ben zusammenfassen: Iteriere tiber alle denkbaren Boxen der Ausgangsvariablen; beschaffe
zu dieser Box jeweils die zugehdrigen Intervall-Werte fiir Eingangsvariablen, Zustinde und
Parameter; berechnete mittels [g] und den ermittelten Intervallen die Grife [y] und kon-
struiere aus der Boz und [y] das gesuchte Bereichsintervall und zwar entweder direkt oder
durch eine weitere Intervallverfeinerung unter Nutzung von Map2Scale.

4.3.4.2 Berechnung der Update-Funktion einzelner Bl6cke

Die Berechnung der Intervall-Update Funktion [h] einer Zustandsupdate-Variablen lduft
in den folgenden Schritten ab.

e Zuerst wird anhand der funktionalen Abhéngigkeiten in z(k+1) = h (z(k), z(k), p(k))
gepriift, von welchen Grofen y(k+ 1) wirklich abh#ingt und von welchen Bereichsva-
riablen bvar; die Box-férmigen Bereiche fiir x, z und p aufgespannt werden.. Die Ver-
einigung aller dieser unterschiedlichen Bereichsvariablen (bvary, bvars, ..., bvar,)
spannt dann die Boxen Bow(k11),caici (i € I) der Bereichsintervalle zur Berechnung
von z(k + 1) auf.

e Fiir jede mogliche dieser Boxen Bow . (;41),calc,i (1 € I) , also jedes mogliche Tupel
(bvar{l, bvarf, e bva'r’fl") wird der zugehorige Intervallwert der Eingénge [z;] der
Zusténde [z;] und Parameter [p;] ermittelt. Aufgrund der Konstruktion der Boxen
von z(k+1) ist die hierzu zu selektierende Box fiir alle Eingangsvariablen, Zustands-
variablen und Parametervariablen eindeutig bestimmt.

e Auf Basis von [h] und den ermittelten Intervallwerten [z;], [z;] und [p;] wird der
zugehorige Wert [z(k + 1);] ermittelt, der zusammen mit Box.(k11),caic; DUN ein
berechnetes Bereichsintervall bildet. Diese Schritte werden fiir jede vorgegebene Box
Box.(141),cae,i (1 € I) wiederholt.

e Da jede Zustands-Update-Variable z(k+ 1) nach Vorgabe in Tallnt auch gleichzeitig
eine Bereichsvariable ist, wird die Map2Scale-Abbildung auf die Bereichsintervalle
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(Boa:z(k+1)7calc,i, [z(k + 1)2]) (1 € I) angewandt und die Abbildung liefert daraus die
"verfeinerten” Bereichsintervalle (Box. (1), [2(k 4+ 1);]) (i € I) fiir die Zustands-
Update Variable. Ob eine etwaige Skalenausdehnung im Zuge der Berechnung von
Map2Scale ohne oder mit Widening ausgefiithrt wird, siehe 4.14 und Abbildung
4.15, hangt von der zugehorigen Zustandsvariable und der Zahl der bisherigen Ite-
rationen k£ ab. Widening wird nur bei Zustandsvariablen in Riickkopplungsschleifen
angewandt und auch erst dann, wenn k& > Nltery,4gilt, wobei letzteres ein vom
Anwender vorzugebender Parameter ist.

Als Resultat der Berechnung beinhaltet die Zustands-Update-Variable nun eine aktuali-
sierte Menge von Bereichsintervallen (Box. 11, [2(k 4+ 1)]) (i € I) und die Berechnung
ist abgeschlossen.

4.3.4.3 Berechnung und Aktualisierung des Zustandsraumes als Abschluss
des Iterationsschrittes

Die Berechnung des aktualisierten Zustandsraumes wird fiir jeden Subraum 7, ; separat
durchgefiihrt, was zuléssig ist, da die Zerlegung in ein kartesisches Produkt vorher explizit
vorgenommen wurde. Die einzelnen Schritte hierzu sind die Folgenden:

e Zunichst wird fiir jede Zustands-Update-Variable z;(k + 1) innerhalb von Z,,; be-
stimmt, welche Bereichsvariablen bvar; die Boxen ihrer Bereichsintervalle aufspan-
nen. Die Vereinigungsmenge all dieser Bereichsvariablen ist in Abbildung 4.18 als
BV, bezeichnet,

sys,i,cale

e Fiir jede mogliche Box Boxy, die sich anhand der Bereichsvariablen in BV . .
aufspannen lédsst, wird nun gepriift, ob es fiir jede Zustands-Update Variable im
Subraum Z,; eine in Abschnitt 4.3.4.2 berechnete Box gibt, die Boxj, vollstindig
enthélt. Ist dies der Fall, so gehort die sich aus den Indizes der Zustandsvariablen
der Box Boxy, ergebende iibergeordnete Box zum Zustandsraum. Andernfalls gehort
die Box nicht dazu.

Wir zuvor schon erwahnt, bildet den Abschluss einer jeden Iteration k, d.h. nachdem alle
Ysys (k) und zgys (k + 1) Knoten berechnet wurden, die Aktualisierung der Knoten z,,, (k)
als Vorbereitung des néichsten Iterationsschrittes, also die Berechnung des Zustandsraumes
im néchsten Zeitschritt.

4.3.5 Das Terminierungsverhalten von Tallnt

Die Tallnt-Algorithmik terminiert grundsatzlich nach endlich vielen Iterationsschritten,
wobei eine Iteration die Berechnung der System-Output-Funktion g, der System-Update-

Funktion hgys und die Berechnung des Zustandsraumes [Zsys} umfasst, siehe Abbildung
4.3. Es gibt dabei jedoch zwei vollig unterschiedliche Arten der Terminierung:

1. Der erfolgreiche Fall der Terminierung von Tallnt liegt vor, wenn die Aktualisierung
des Zustandsraumes entsprechend Abschnitt 4.3.4.3 in einem Iterationsschritt k& =

kfinar detektiert, dass [Zsys] (kfinat) = [Zsys] (kfina — 1) gilt und der in Gl.4.4
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BV.4 = (bvars, bvars)

BVZIJr = (bvars, bvary) BVz.,. , cale = (bvars, bvary, bvars)

Zustandsvariablen in Z,,s; : bvar; und bvary

Abbildung 4.18: Zustandsraum bestehend aus zwei Zustandsvariablen. Anhand des in
Abschnitt 4.3.4.3 beschriebenen Vorgehens wird die Aktualisierung des Zustandsraumes
fiir den néchsten Zeitschritt berechnet.

geforderte Fixpunkt [Zsys} (kfina) gefunden wurde. Nach Satz 43 gelten die zum

Zeitpunkt k& = kg ermittelten Wertebereichsgrenzen aller Systemgrofen somit
fiir alle k£ € Ny und die Aufgabenstellung 14 ist erfolgreich gelost.

2. Tallnt terminiert ohne allgemeingiiltige Wertebereichsgrenzen, sofern die Zahl der
von Tallnt durchgefiihrten Iterationen k£ die Maximalzahl NIter,,,, iibersteigt.
NItery,, (Number of MAXimal ITERations) ist dabei ein ganzzahliger Tallnt-
Parameter, welcher vom Benutzer unter der Nebenbedingung NIter,,,. > 1 vor-
gegeben werden muss. Wenn das TargetLink System in Folge eines "fehlerhaften”
Designs prinzipiell keine Obergrenze kennt (siehe etwa das Beispiel in Abbildung
4.2 unten) und daher auch kein Fixpunkt gefunden werden kann, dann bricht die
Algorithmik nach NIter,,,,+ 1 Iterationen ab. Ein weiterer Grund fiir den Abbruch
kann darin bestehen, dass das TargetLink System zwar prinzipiell einen Fixpunkt
aufweisen wiirde, dieser aufgrund von Uberschitzen durch Dependency und/oder
Wrapping-Effekte oder ungiinstig vorgegebene Tallnt Parameter nicht detektiert
wurde. In solchen Fillen kann durch die Anderung der Tallnt-Parameter bzw. durch
eine feinere Unterteilung der Bereichsvariablen die Rechengenauigkeit erhoht wer-
den, um die erforderliche Konvergenz zu erzielen.

4.4 Prototypische Umsetzung der Algorithmik

Nachdem in den vorherigen Abschnitten die eigentliche Algorithmik von Tallnt besprochen
wurde, soll in diesem Abschnitt die Implementierung der Algorithmen etwas detaillierter
vorgestellt werden. Grundsétzlich teilt sich Tallnt in die folgenden beiden Teile auf:
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e Ein in MATLAB/Simulink/TargetLink eingebettetes Tallnt Front-End bestehend
aus MATLAB M-Skripten, welche zur Extraktion der erforderlichen Informationen

aus dem eigentlichen TargetLink System dienen. Diese Informationen werden als
XML System-File aus der MATLAB Umgebung exportiert.

e Ein Tallnt Hauptprogramm in Form einer in C++ geschriebenen Konsolenappli-
kation, die basierend auf dem XML System-File und einem XML Parameter-File,
welches die Tallnt Algorithmen-Parameter beinhaltet, alle erforderlichen Analysen
und Berechnungen entsprechend den vorhergehenden Abschnitten dieses Kapitels
durchfiihrt. In einem gewissen Sinne kann das Tallnt Hauptprogramm als eine Si-
mulationsumgebung fiir Intervallanalysis fiir eine Teilmenge der in TargetLink un-
terstiitzten Sprachkonstrukte angesehen werden. Das Resultat der Analysen und
Berechnungen von Tallnt, die robust abgeschéitzten Wertebereichsgrenzen aller Sys-
temgrofen, werden derzeit als reines Text-File ausgegeben. Fiir zukiinftige Weiter-
entwicklungen wire es wiinschenswert, die gefundenen Resultate direkt nach Tar-
getLink iibernehmen zu kénnen.

Die Situation ist in Abbildung 4.19 veranschaulicht!. Die Tatsache, dass die eigentlichen
Berechnungen von Tallnt nicht in MATLAB bzw. der MATLAB Skriptsprache M selbst
vorgenommen werden, liegt darin begriindet, dass die Rechenperformanz in MATLAB
nicht mit der einer kompilierten C+-+ Anwendung zu vergleichen ist und der Performanz-
Aspekt fiir die Praxistauglichkeit von Tallnt von essentieller Bedeutung ist. In den nach-
folgenden beiden Unterabschnitten soll sowohl auf das Tallnt MATLAB Front-End als
auch auf die C++ Tallnt Konsolenapplikation etwas genauer eingegangen werden. Einige
Hinweise zur Anwendung, insbesondere zur Bedeutung der Parameter von Tallnt, finden
sich im Anhang B.

4.4.1 Das Tallnt MATLAB Front-End

Das MATLAB Front-End von Tallnt dient dazu, alle fiir die Abschitzung der Wertebe-
reichsgrenzen erforderlichen Informationen aus dem zu analysierenden Subsystem zu ex-
trahieren. Dies ist programmiertechnisch leicht realisierbar, da sowohl MATLAB/Simulink
als auch TargetLink eine leistungsfiahige Programmierschnittstelle in der MATLAB Skript-
sprache M anbieten, siehe [SLO9||TLO08|, mit der simtliche Informationen eines Simu-
link /TargetLink Modells ausgelesen werden konnen. Die mit dieser Methode ausgelesenen
Informationen betreffen insbesondere

e Die hierarchische Strukturierung des zu analysierenden Systems im Hinblick auf
weitere, beliebig verschachtelte Subsysteme.

e Samtliche, innerhalb des betrachteten Subsystems enthaltenen TargetLink Blocke
und deren Blockkonfigurationen, welche die Art der vom Block vorgenommenen
mathematischen Operation determinieren.

e Die Zahl der Eingangs- und Ausgangsvariablen, Zustandsvariablen und Parameter
eines jeden Blockes.

'Eine Voraussetzung fiir die Anwendung des Tallnt Prototypen ist offensichtlich eine existierende
MATLAB/Simulink und TargetLink Installation. Anmerkungen zur Versionsabhéngigkeit sind im Anhang
B.1 angegeben.
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Simulink/TargetLink

Tallnt Front-End

- Extraktion von

“ Blockdaten

- Extraktion der Informa-
tionen Uber die
Verschaltung

v

Tallnt System
Parameter Informationen

xml V xml V

Tallnt Main

- Aufbau der Graphstrukturen zur Analyse

- Durchfiihrung der Berechnungen / Iterationen

Robuste
Wertebereiche

txt |7

Abbildung 4.19: Grudlegende Struktur des Tallnt Prototypen: Direkt innerhalb von
MATLAB extrahieren die MATLAB M Skripte des Front-Ends die erforderlichen Infor-
mationen des Systems und exportieren diese als XML System-File. Die C++ Konsolen-
applikation implemementiert dann die eigentlichen Analysen und Berechnungen von Tal-
Int und exportiert die Wertebereichsgrenzen aller Systemgrofien in Form eines textuellen
Output-Files.
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e Die Verbindungslinien zwischen den einzelnen Blocken im betrachteten Subsystem,
die den Signalfluss zwischen den Blocken und damit deren Verschaltung beschreiben.
Simulink identifiziert hierbei die Startpunkte und Ziele der Signallinien mit Hilfe der
global eindeutigen Namen der TargetLink Blocke und der jeweiligen Port-Indizes, die
festlegen, an welchem Blockeingang bzw. Ausgang die Verbindungslinien eigentlich
festgemacht sind.

e Signalspezifikationen fiir einzelne Block-Variablen, die beispielsweise die vom An-
wender vorgegebenen Minimal- und Maximalwerte fiir Parameter oder Eingangssi-
gnale beschreiben oder die Initialwerte fiir Zustandsvariablen.

Zur Ermittlung der Ausfiihrungsreihenfolge der einzelnen Blocke und Subsysteme wird im
Tallnt-Prototypen im gegenwirtigen Stadium auf die Funktionalititen des sogenannten
Simulink-Debuggers zuriickgegriffen, der die Block- und Systemreihenfolgen in ein Text-
File ausgibt, das anschliefsend vom Tallnt MATLAB Front-End verarbeitet wird. Dabei
werden sogenannte virtuelle Simulink-Subsysteme, welche keinerlei semantische Bedeu-
tung haben, automatisch eliminiert bzw. "flachgeklopft”. Fiir eine Weiterentwicklung von
Tallnt bietet sich naturgeméfs an, diesen Schritt einzusparen und die Abarbeitungsrei-
henfolge auf Basis der System-Beschreibung selbst zu ermitteln, was entsprechend der
Simulink Semantik im Wesentlichen auf eine topologische Sortierung anhand des Daten-
flusses hinausléduft.

Die obigen Informationen werden extrahiert und in Form eines XML System-Files des
betrachteten Subsystems serialisiert. Abbildung 4.20 zeigt einen exemplarischen Aus-
schnitt aus einem solchen File. Die Serialisierung selbst erfolgt auf Basis der MATLAB
M-Schnittstelle zum standardisierten DOM-Interface. Weitere Informationen fiir den pro-
grammiertechnischen Umgang mit XML Dateien findet sich z.B. in [MSXML60]. Konkret
werden die relevanten Daten des Systems zunéchst mit Hilfe der M-Anwendungsschnittstel-
le von Simulink und TargetLink aufgesammelt und in einer M-Struktur abgelegt, die an-
schliefend mit Hilfe eines generischen Mechanismusses automatisch in eine DOM-Struktur
umgesetzt und als solche dann in ein XML File serialisiert wird.

Das vom Tallnt MATLAB Front-End erzeugte XML System-File enthilt damit alle fiir
Aufgabenstellung 14 erforderlichen Informationen, seien es die Wertebereichsgrenzen fiir
Parameter und Eingangsvariablen, Initialwerte der Zustandsvariablen, sowie die Output-
und Update-Funktionen aller Blocke bzw. des Gesamtsystems entsprechend GIl. 2.9 und

Gl. 2.10.

4.4.2 Die Tallnt Main Applikation zur Berechnung von Wertebe-
reichsgrenzen

Tallnt Main stellt eine in der Sprache C++ entwickelte Konsolenapplikation dar, welche
die eigentlichen Berechnungsschritte zur Losung von Aufgabenstellung 14 vornimmt. Als
Eingabedaten bendtigt Tallnt Main wie in Abbildung 4.19 dargestellt

e Die vom Tallnt MATLAB Front-End exportierte System-Beschreibung des zu ana-
lysierenden Systems

e cin weiteres XML Parameter-File, welches die vom Anwender vorgegebenen Tallnt
Parameter entsprechend Abschnitt B.2.1 enthélt, die entscheidenden Einfluss auf
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<SourcePortindex>1 </SourcePortindex
<SourceSignallndex>1</SourceSignallndex>
<DestinationPortindex>1</DestinationPortindex>
<DestinationSignallndex=1</DestinationSignallndex:>
</PortSpec>
- <DataSpec:
«Size»1 1</Size>
<DataType=double</DataTypa:>
</DataSpec>
</Input>
</Inputs=
— «Outputs>
- <Output=
- <PortSpec:
<hSourceBlock=19.0024</hSourceBlock>
<SourcePortindex >1</SourcePortindex:>
«<SourceSignallndex>1 </SourceSignallndex>
</PortSpec>
- <DataSpec>
«Size>1 1</Size>
<DataType=double</DataType>
«Max=NaN</Max>
<Min=NaN </Min>
</DataSpec>
</Output>
</Outputs:
— <Parameters:
- <Parameter>
- <ParameterSpec:>
<Kind=Gain</Kind>
</ParameterSpec:
- <DataSpec>
<Valuexb2</Valuex
<ValueEval=0.2 </ValueEval =
«Size>1 1</Size>
«<DataType=double</DataType>
<Max>0.2</Max:
<Min=-0.2</Min>
</DataSpec:
</Parameters
</Parameters>
</Block=
- <Block>
- «<General>
<BlockNameWithPath>IIR_Filter_2ndOrder/picontroller/Subsystem/picontroller/AI_Sub/Gain5</BlockNamewithPaths>

Abbildung 4.20: Fragment eines vom Tallnt MATLAB Front-End exportierten XML
Files, welches das von Tallnt zu analysierende TargetLink Sytem beschreibt.

Genauigkeit als auch Rechenzeit der Berechnungen von Tallnt haben, siehe Abbil-
dung B.2.

Nach Abschluss der Berechnungen exportiert Tallnt dann ein einfaches Text-File, wel-
ches die ermittelten Wertebereichsgrenzen aller System-Groéfsen enthilt und somit bei
Terminierung aufgrund eines erreichten Fixpunktes die Losung von Aufgabenstellung 14
liefert. Terminiert Tallnt hingegen aufgrund der Uberschreitung der maximalen Anzahl
an Iterationen NIter,,,., siche Abschnitt B.2.1 bzw. Abschnitt 4.3.5, so beinhaltet das
exportierte Text-File lediglich Wertebereichsgrenzen, die fiir die erstem N Iter,,,, Ausfiih-
rungen des Gesamtsystems Giiltigkeit besitzen, jedoch nicht dariiber hinaus. Abbildung
4.21 zeigt zur Anschauung ein Fragment eines von Tallnt erzeugten Output-Text-Files
mit den ermittelten Wertebereichsgrenzen des betrachteten Systems.

4.4.3 Allgemeine Datenstrukturen und Algorithmen

Fiir nahezu alle nicht-Intervall-bezogenen Datenstrukturen wie Arrays dynamischer Brei-
te, assoziative Arrays (Dictionaries), Graphen mit Ecken und Kanten etc. wird die LEDA
Bibliothek [Leda51] in der Version 5.1 verwendet. LEDA zeichnet sich insbesondere da-
durch aus, dass viele Datenstrukturen mit Hilfe des C++ Template-Mechanismusses sehr
flexibel konfiguriert und eingesetzt werden kénnen.

Eine wesentliche Datenstruktur in Tallnt ist naturgeméf der Graph G, der fiir das be-
trachtete TargetLink System entsprechend den Ausfiihrungen in Abschnitt 4.3.2 erstellt
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EBlock: IIR_Filter_zndorder/picontroller/subsystem/picontroller AI_sub/Input
Hu11—0ut€ut 0:[ -1.000000, 1.000000]
end of Block Data

Block: IIR_Filter_2ndorder//picontroller/subsystem picontroller/al_subs/unit Delayl
Hull-output ©:[ -3.000001, 5.000000]

Hull-State O:[ -3.000001, 5.000000]

Hull-StateMextStep 0:[ -3.000001, 3.400000]

end of Block Data

Block: IIR_Filter_2zndorder/picontroller/Subsystem/picontroller /AI_Suby/Gainl
Hu11—Out€ut 0:[ -1.500001, 2.500000]
end of Block Data

Block: IIR_Filter_2ndorder/picontroller/subsystem/picontroller /AI_sub/Unit Delay?
Hull-output O:[ -5.000000, 5.000000]

Hull-state 0:[ -5.000000, 5.000000

Hull-StateMextsStep 0:[ -5.000000, 5.000000]

end of Block Data

Block: IIR_Filter_2ndorder/picontroller/subsystem picontroller al_subsGain2
Hull-output ©:[ -2.500000,  2.500000]
End of Block Data

Block: IIR_Filter_2ndorder/picontroller/subsystempicontroller /al_sub/Gain3
Hu11—out€ut 0:[ -1.000001, 1.000001]
end of Block Data

Block: IIR_Filter_2ndorder/picontroller/subsystem picontrolleral_subs/Gains
Hu11—out€ut 0:[ -1.000001, 1.000001]
End of Block Data

Block: IIR_Filter_2ndorder/picontroller/subsystem/picontroller/al_suhb/e3
Hull-output 0:[ -2.000001, 2.000001]
end of Block Data

Block: IIR_Filter_zndorder/picontroller/subsystem/picontroller /AI_sSub/e
Hull-output O:[ -3.000001, 3.000001]

Abbildung 4.21: Textuelle Ausgabe des Tallnt Prototypen mit Wertebereichsinformatio-
nen fiir alle Blockausgangs- und Zustandsvariablen innerhalb des betrachteten TargetLink
Systems. Fiir zukiinftige Konsolidierungen und Erweiterungen von Tallnt bietet sich eine
automatische Ubernahme der Daten nach TargetLink an, um die Wertebereichsinforma-
tionen unmittelbar zu nutzen.

und zur Analyse des Zustandsraumes, Riickkopplungsschleifen und der Festlegung von
Bereichsvariablen genutzt wird. Hierbei kommen die LEDA Klassen fiir Graphen, Ecken
und Kanten sowie einige Graph-Algorithmen wie eine Breitensuche zum Einsatz. Gleiches
gilt fiir die Graph-Modifikationen und Analysen wie sie in Abschnitt 4.3.3.2 und Ab-
schnitt 4.3.4.3 beschrieben sind. Jede Ecke des Graphen ist dariiber hinaus grundsétzlich
mit einer weiteren Datenstruktur assoziiert, welche die gesamten Berechnungsdaten der
Output- und Update-Funktionen [g;] und [h;] wihrend der einzelnen Iterationen aufnimmt
und am Ende auch die Wertebereichsgrenzen der einzelnen System-Variablen beinhaltet.
Der Graph Gr; wird aufgebaut, sobald das aus MATLAB exportiere XML System-File
eingelesen und die TargetLink Blécke und Systeme als Datenstrukturen aufgebaut worden
sind. Wie zuvor dargestellt, ist jede Variable des TargetLink Systems, also jede Ausgangs-
variable, Eingangsvariable, Zustandsvariable etc. exakt mit einer Ecke des Graphen asso-
ziiert. Die in Simulink-Modellen oft vorhandenen Hierarchien in Form von verschachtelten
Subsystemen sind in Gy nicht mehr sichtbar, da alle Hierarchien quasi "flachgeklopft”
werden.

Wie in den Abschnitten 4.3.3 und 4.3.4 deutlich wurde, stellen die sogenannten Bereichsin-
tervalle, also die Kombination aus einer Box (als speziellem, multidimensionalem Gebiet)
und dem Intervallwert, der auf dieser Box angenommen wird, eine ganz besonders wichti-
ge Datenstruktur fiir Tallnt dar. Boxen, siehe Gl. 4.12, werden, dabei als eindimensionale
Arrays von reinen Integer-Grofen beschrieben, wobei Letztere Indizes der Intervallverfei-
nerungen der einzelnen Bereichsvariablen darstellen. Eine Menge von Bereichsintervallen,
wie sie bei der Berechnung von Output- und Update-Funktionen [g;] und [h;] erzeugt wer-
den, ist in Tallnt dann als LEDA Dictionary-Struktur implementiert, wobei die Box als
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Array von Indizes den Schliissel zum Dictionary-Eintrag darstellt und der Intervallwert in-
nerhalb der Box den zugehorigen Wert des Dictionary-Eintrags. Die einzelnen Eintrige in
Dictionaries sind in der LEDA Bibliothek zwecks schnelleren Zugriffs sortiert. Wie in Ab-
schnitt 4.3.4 dargestellt wurde, besteht ein Grofiteil der Rechnung mit Bereichsintervallen
darin, iiber alle denkbaren Boxen zu iterieren und von den unabhéngigen Verdnderli-
chen die zugehorigen, passenden Boxen mit ihren Intervallwerten zu ermitteln. In Tallnt
wird fiir jede Berechnung von [g;] und [h;] jeweils ein Iterator-Objekt erzeugt, welches
die in Frage kommenden Boxen der Reihe nach durchlduft und somit die Rechnung mit
Bereichsintervallen steuert.

Der Zustandsraum des TargetLink Systems bzw. dessen mogliche Subrdume sind in Tallnt
ebenfalls als Dictionaries implementiert. Da der Zustandsraum bzw. jeder Unterraum in
Tallnt grundsétzlich diskretisiert ist, entsprechen die einzelnen, disjunkten Boxen des Zu-
standsraumes wieder eineindeutig einem Array von Indizes, welches als Schliissel fiir den
Dictionary-Eintrag verwendet wird. Der Wert jedes Eintrags im Dictionary ist dabei rein
bool’scher Natur und gibt an, ob die zugehdrige Box im diskretisierten Zustandsraum
bereits angenommen wurde oder nicht. Derselbe Mechanismus wird zur Detektion ge-
nutzt, ob der Zustandsraum im Zuge einer Iteration konstant geblieben und der gesuchte
Fixpunkt somit gefunden wurde.

Die unterschiedlichen Arten von TargetLink Blocken, wie z.B. Summationsblécke, Unit
Delays etc. werden als abgeleitete Klassen einer Basisklasse implementiert, von der ei-
nige substanzielle Kernfunktionalititen geerbt werden. Als Konsequenz daraus kostet es
relativ wenig Aufwand, in Tallnt einen weiteren, bisher noch nicht unterstiitzten Block
hinzuzufiigen. Im wesentlichen miissen nur die Block-spezifische XML-Einleseroutine, das
Einfiigen der Block-internen Kanten und natiirlich die Intervallfunktionen [g;] und [h;] fiir
den neuen Block implementiert werden.

4.4.4 Datenstrukturen und Operationen fiir Intervalle

Einen wichtigen Teil der Berechnungen in Tallnt Main stellen naturgeméfs Operationen
auf Intervallen dar. Diese werden in erster Linie zur Implementierung der Intervallerwei-
terungen der Block-Output- und Block-Update-Funktionen [g;] und [h;] verwendet, wie
sie in Abschnitt 4.3.4.1 und Abschnitt 4.3.4.2 beschrieben sind. Zur Implementierung der
Intervallfunktionen in Tallnt wird in hohem Mafe auf die C-++ Bibliothek C-XSC ("C++
Library for Extended Scientific Computing) [CXSC20] in der Version 2.0 zuriickgegriffen.
Die Bibliothek bietet beispielsweise

e C++ Klassen fiir Intervalle, Vektoren von Intervallen sowie Matrizen von Intervallen

e Konstruktoren und Konvertierungsroutinen um die obigen Strukturen aus Flieftkom-
ma-Datentypen zu erzeugen und riickzuwandeln

e Die elementaren arithmetischen Operationen Summation, Subtraktion, Multiplika-
tion und Division fiir die obigen Datenstrukturen

e Trigonometrische und hyperbolische Funktionen wie sin, cos, sinh, cosh etc. auf den
obigen Datenstrukturen

e Weitere unire Operationen wie exp, abs, pow etc.
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e Elementare mengentheoretische Priifungen auf Gleichheit, Enthaltensein und &hn-
liche fiir die obigen Intervall-Datenstrukturen

Intervalle bzw. Matrizen von Intervallen werden in Tallnt grundsitzlich auf Basis der
C-XSC Klassen implementiert. Gleiches gilt fiir die Intervallerweiterungen der Output-
und Update-Funktionen [g;] und [h;] einzelner Blécke, sofern die benotigte Funktionalitét
bereits durch C-XSC bereitgestellt wird. Dies ist trivialerweise fiir Summations- und Pro-
duktblocke, Trigonometrische Blocke ete. der Fall. Dort wo C-XSC keine Implementierung
bereitstellt, wie beispielsweise fiir einen TargetLink Switch Block, siehe Abbildung 2.8,
wird eine eigene Implementierung von [g;] und [h;] durch Kombination von verschiedenen
C-XSC Teilfunktionen und eigenem Programmcode realisiert.
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Kapitel 5

Resultate bei der Anwendung der
Losungsalgorithmik

In diesem Kapitel werden die Resultate bei der Anwendung der Tallnt Algorithmik auf
Simulink /TargetLink Modelle dargestellt. Exemplarisch werden dazu in Abschnitt 5.1
Modellfragmente betrachtet, wie sie in umfangreichen automotiven Modellen typischer-
weise auftreten. Die Auswahl der zu analysierenden Modellfragmente erfolgte dabei auch
mit der Zielsetzung, die Resultate von Tallnt auf eine alternative Art und Weise iiber-
priifen zu konnen, zumindest fiir einfache Spezialfille. Desweiteren werden auch die sich
ergebenden Probleme anhand von Modellfragmenten exemplarisch aufgezeigt. Der nach-
folgende Abschnitt 5.2 enthilt dann eine Zusammenfassung der bisherigen Erfahrungen
bei der Anwendung von Tallnt auf reale, umfangreichere Modelle aus der Praxis wie sie
fiir Regelungs- und Steuerungsfunktionen in der Automobilindustrie typischerweise ein-
gesetzt werden. Es wird eine iibergeordnete Bewertung der Leistungsfahigkeit von Tallnt
vorgenommen, inklusive einer Liste von Vorschldgen zur weiteren Verbesserung und Verfei-
nerung sowohl der eigentlichen Algorithmik als auch der Implementierung zur Steigerung
der Performance.

5.1 Beispiele zur Anwendung der Algorithmik auf idea-
lisierte und reale Modellfragmente

5.1.1 Anwendung auf ein Polynomiales System ohne Zustands-
grofien

Als Spezialfall eines TargetLink Systems ohne Zustinde wird Tallnt auf ein einfaches Po-
lynom zweier Verdnderlicher angewandt, welches auf den rechteckigen Definitionsbereich
[—1, 1] x [=1, 1] eingeschrankt wird:

Poly: [-1,1] x[-1,1] — R
(1, 2) — y=4-23 21 -2t + s -2 +z -xg—4-25+4- 25
(5.1)
Dieses Polynom stellt ein gingiges Benchmarks einer Zielfunktion fiir kontinuierliche,
globale Optimierungsprobleme dar, welches Sattelpunkte beinhaltet und dessen Graph in

75
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Abbildung 5.1 dargestellt ist. Das globale Minimum von Poly auf dem Definitionsbereich
kann beispielsweise mit Hilfe des Werkzeuges GloptiPoly [G108] berechnet werden, das
unter anderem zur Losung von polynomialen, globalen Optimierungsproblemen dient.
GloptiPoly ermittelt das globale Minimum von Poly zu

min Poly (xy, x2) = —1.0316

Im Folgenden soll nun Tallnt zur robusten Abschitzung des Wertebereichs von Poly
auf dem gegebenen Definitionsbereich angewandt werden. Zu diesem Zweck wird Poly
entsprechend GI. 5.1 auf Basis von Multiplikator-, Summations- und Verstirkerblocken
in ein einfaches TargetLink System umgesetzt, welches in Abbildung 5.2 dargestellt ist.
Wie in Kapitel 3 bereits deutlich wurde, ist der Grade des Uberschitzens bei der An-
wendung der Intervall-Arithmetik aufgrund von Dependency- und Wrapping-Effekten im
Allgemeinen von der konkreten Realisierung des Modells abhéngig. Die in Abbildung 5.2
gewahlte Modellierung ist eine mogliche Variante, wie man sie unter Anwendung von
TargetLink Modellierungsrichtlinien, siehe z.B. [TL08|, zur Realisierung des funktionalen
Zusammenhangs in Gl. 5.1 typischerweise wihlen wiirde. Die beiden Veradnderlichen x;
und z, werden in den beiden Inports mit den Namen x1 und x2 eingespeist. Der Funk-
tionswert Poly (1, x3) stellt sich am Outport Poly ein, dessen Ausgangssignal mit dem
des Vorgingerblocks zur Summationsbildung identisch ist. Die Koeffizienten von Poly
werden in den Gain-Blocken eingestellt, bei denen es sich in konkreten Fall um Intervalle
der Breite w = 0 (Singletons) handelt.

Die Modellanalyse von Tallnt entsprechend Abschnitt 4.3.3 liefert nun die folgenden Re-
sultate:

e Tallnt bestimmt zunéchst, dass die Eingangsvariablen z; und z5 direkt als Bereichs-
variablen verwendet werden, fiir die Intervallverfeinerungen vorgenommen werden.
Dies ist notwendig, um das Uberschiitzen durch Dependency- und Wrapping-Effekte
zu reduzieren, wie man auch direkt anhand des mehrfachen Auftretens der Variablen
x1 und x9 im formelméfigen Ausdruck von Poly (z1, x2) ablesen kann.

e Weitere Bereichsvariablen existieren aufgrund der Modellstruktur bzw. des Fehlens
von Blocken mit Zustandsvariablen nicht. Somit ist der einzig relevante Tallnt-
Parameter die Zahl der initialen Intervallunterteilungen N Int;,;, die zur Verfeine-
rung des Intervalls [—1, 1] fiir z; und 2z eingesetzt werden.

Die von Tallnt ermittelten robusten Wertebereichsgrenzen fiir Poly (z1, x2) auf Basis des
Modells aus Abbildung 5.2 sind in Tabelle 5.1 bzw. Abbildung 5.3 fiir unterschiedliche
Werte von NInt;,;; angegeben. Andere Tallnt Parameter sind ohne Auswirkung auf die
Ergebnisse. Aufgrund des Dependency- und Wrapping-Effektes ergibt sich ein Uberschiit-
zen der tatsichlichen Wertebereichsgrenzen, welches sich durch Erhohung von NInt;,;
aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit von Poly auf Kosten des Rechenaufwandes beliebig re-
duzieren lasst, siehe Satz 33. Man beachte ferner, dass aufgrund der Inklusions-Monotonie
der Intervallkonstruktion die abgeschéitzten Wertebereichsgrenzen bei einer Erhéhung von
N Int;,; nie ungenauer werden konnen, dass sich jedoch selbst fiir NInt;,; = 100 noch ei-
ne erhebliche Abweichung des berechneten Wertes —1,29 < min Poly (x;, x2) = —1.0316
vom tatsdchlichen Wert ergibt. Dies ist einerseits durch die spezielle Form von Poly be-
griindet, andererseits jedoch auch durch die lediglich lineare Konvergenzgeschwindigkeit
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Abbildung 5.1: Graph des Polynoms Poly aus Gl. 5.1 {iber dem boxférmigen Definiti-
onsbereich (z1, z2) € [—1, 1] x [—1, 1]. Das Minimum weist den Wert min Poly (z1, x2) =
—1.0316 auf.

(M Poly

Abbildung 5.2: TargetLink System zur Implementierung des Polynoms nach GIl. 5.1
mit Hilfe von Multiplizierern, Addierern und Verstirkern. Typischerweise werden in der
Praxis Modellierungsrichtlinien eingesetzt, die erfordern, dass Multiplizierer und Addierer
nur mit jeweils zwei Eingéingen beschaltet werden, um die Generierung von Festkomma-
Code aus entsprechenden Modellen zu vereinfachen bzw. zu ermdoglichen.
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| Nintin 1 | 5 | 10 | 20 | 50 | 100 |
| [Poly] | [16.77,16.77] | [6.14, 8.96] | [3.79, 7.25] | [2.02, 6.05] | [-1.46, 5.20] | [-1.29, 4.89] |

Tabelle 5.1: Mit Hilfe von Tallnt ermittelte Wertebereichsgrenzen fiir Poly (z1, z2) in
Abhéngigkeit des Tallnt-Parameters N Int;,; fiir das Modell aus Abbildung 5.2. NInt;,;
ist dabei die Zahl der Intervallverfeinerungen zur Reduktion des Uberschitzens bei der
Anwendung der Intervall-Analysis.
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Abbildung 5.3: Visualisierung der robst abgeschéitzten Wertebereichsgrenzen fiir Poly
aus Tabelle 5.1 in Abhéngigkeit des Tallnt Parameters N Int;,;.

der Intervall-Analysis. Die Berechnungen von Tallnt benotigen in der gegenwértigen, pro-
totypischen Implementierung auf einem handelsiiblichen PC (Stand 2010) hierfiir bereits
einige Sekunden.

In Abbildung 5.4 ist eine alternative, leicht modifizierte Modell-Realisierung von Poly
mit Hilfe einer allgemeinen Potenzfunktion dargestellt, auf die Tallnt analog zum vor-
herigen Beispiel angewandt wird. Die Resultate sind in Tabelle 5.2 bzw. Abbildung 5.5
dargestellt und zeigen ein analoges Verhalten. Auch hier ergibt sich selbst fiir NInt;,; =
100 Unterteilungen noch eine erhebliche Abweichung des berechneten Wertes —1,33 <
min Poly (x, x3) = —1.0316 vom tatséchlichen Wert.

Naturgeméf ist die robuste Abschétzung der Wertebereichsgrenzen fiir Poly nicht der
primédre Anwendungsfall, fiir den Tallnt entwickelt wurde. Ein wesentlicher Unterschied
besteht bereits darin, dass Tallnt grundsitzlich robuste Wertebereichsgrenzen fiir alle im
System auftretenden Variablen ermittelt, nicht nur fiir die Ausgangsvariable des Systems.
Dies ist zur Skalierung eines TargetLink Systems auch zwingend erforderlich. Dariiber
hinaus ist Tallnt auf automotive Modelle ausgerichtet, die im Allgemeinen keineswegs
polynomial und oftmals nicht einmal stetig sind und fiir die dennoch Wertebereichsgren-
zen ermittelt werden miissen. Dariiber hinaus ist Tallnt méchtig genug, auch dynamische,
d.h. zustandsbehaftete Systeme zu analysieren, wie in den nachfolgenden Beispielen klar
werden wird. Nichtsdestotrotz ist das polynomiale Benchmark zum Test der Funktionsfa-
higkeit von Tallnt hilfreich und weist auch auf das Problem der niedrigen Konvergenzge-
schwindigkeit der Intervall-Analysis hin.
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Abbildung 5.4: Alternative Realisierung eines TargetLink Modells zur Implementierung
des Polynoms Poly mit Hilfe von Potenzfunktionen, Addierern und Verstérkern.

| NIntin 1 | 5 | 1w | 20 | s | 100 |
| [Poly] |[8.10,10.67] | [-6.12,8.96] | [-3.73, 7.25] | [-2.14, 6.05] | [1.54, 5.20] | [-1.33, 4.89] |

Tabelle 5.2: Mit Hilfe von Tallnt ermittelte Wertebereichsgrenzen fiir Poly (z1, x3) in
Abhéngigkeit des Parameters N Int;,; fiir das Modell aus Abbildung 5.4.

== Maximum Poly
== Minimum Poly

-10

Abbildung 5.5: Visualisierung der robst abgeschéitzten Wertebereichsgrenzen fiir Poly
aus Tabelle 5.2 in Abhéngigkeit der Zahl der Intervallunterteilungen NInt;,;.
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5.1.2 Anwendung auf einen allgemeinen FIR-Filter beliebiger Ord-
nung

Im Folgenden soll Tallnt auf sogenannte Finite Impulse Response Filter (abgekiirzt: FIR
Filter) angewandt werden, wie man sie in vielen regelungstechnischen Anwendungen zur
Signalverarbeitung findet. Ein solches lineares, zeitinvariantes FIR Filter ist durch die
folgende zeitdiskrete Gleichung zwischen Eingangsvariable x (k) und Ausgangsvariable
y (k) beschrieben:

y(k)=ap-x(k)+ay-z(k—1)+ay-z(k—2).... +a, - x(k —n) (5.2)

Dabei stellen ag, a1, ...a, die vorgegebenen Koeffizienten des Filters dar, die an die ge-
wiinschte Filtercharakteristik (Tiefpassfilter, Hochpassfilter etc.) angepasst werden kon-
nen und die Parameter im Sinne des TargetLink Systems sind. n ist die Ordnung des
Filters. Fiir den Spezialfall ag = a1 = as... = a, = /n+1 ergibt sich beispielsweise ein
einfaches Tiefpassfilter, welches den zeitlichen Mittelwert der letzten n+ 1 Werte des Ein-
gangssignals berechnet und diesen Wert am Ausgang zur Verfiigung stellt. Abbildung 5.6
zeigt die Realisierung eines allgemeinen FIR-Filters fiir n = 4, wie man es unter Nutzung
von Modellierungsrichtlinien typischerweise designen wiirde. Alle nachfolgend erwihnten
Eigenschaften lassen sich nahtlos vom Spezialfall n = 4 auf den allgemeinen Fall n {iber-
tragen.

-1, 1
&GD [ ]
X
UnitDelay1
UnitDelay?2
UnitDelay3
UnitDelay4

Abbildung 5.6: System zur Realisierung eines linearen, zeitinvarianten FIR Filters der
Ordnung n = 4. Ein solches Filter ist typischerweise als Verschaltung von Addiereren,
Verstirkern und Verzdgerungsgliedern realisiert. Das Eingangssignal wird am Port x ein-
gespeist und das Ausgangssignal am Port y abgegriffen. Fiir die Verzogerungselemente
(Unit Delay Blocke) konnen Anfangswerte vorgegeben werden, wobei diese in der Praxis
oftmals jedoch zu 0 gesetzt werden.
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Die Anwendung der Tallnt Analysen entsprechend Abschnitt 4.3.3 auf die Modellstruktur
aus Abbildung 5.6 ergibt nun insgesamt das folgende Bild:

e Das Modell beinhaltet vier aus den Unit-Delay Blocken resultierende Zustandsva-
riablen.

e Keine Zustandsvariable liegt in einer Riickkopplungsschleife. Folglich wird grund-
sitzlich keine Widening-Operation in den einzelnen Iterationen durchgefiihrt.

e Durch den Signalverlauf von einem Unit Delay Block zum Néchsten gibt es eine
gegenseitige Beeinflussung innerhalb der Zustandsvariablen. Folglich gibt es keine
Subrdume des Zustandsraumes, die zur Dimensionsreduktion genutzt werden kénn-
ten. In Abschnitt 5.2 werden einige generelle Vorschldge zur Dimensionsreduktion
des Zustandsraumes gemacht, die ein moglicherweise eintretendes Uberschiitzen be-
wusst hinnehmen, welches sich dann auch nicht mehr beliebig reduzieren lésst.

e Aufler den Zustandsvariablen bzw. den Zustandsupdatevariablen existieren keine
weiteren Bereichsvariablen, da es zu keinerlei Uberschitzen durch Dependency- oder
Wrapping-Effekten kommen kann. Dies lasst sich bei unterschiedlichen Durchldufen
von Tallnt mit unterschiedlichen Parametern verifizieren.

Tallnt berechnet nun fiir das Modell aus Abbildung 5.6 bei vorgegebenem Eingangsinter-
vall z € [—1, 1] und zu Null gesetzten Initialwerten der Zustinde die in Abbildung 5.7 und
Abbildung 5.8 dargestellten Wertebereichsgrenzen fiir die Zustandsvariablen der Blécke
UnitDelay3 und UnitDelay4 iiber dem Index k der Iteration. Die Verldufe, die naturge-
méifk unabhingig von den Parametern ag bis a, sind und auch keine Abhéngigkeit von
Tallnt Parametern aufweisen, lassen sich anhand des Modells unmittelbar nachvollziehen.

1,5

== Maximum UnitDelay3
== Minimum UnitDelay3

-1,5

Abbildung 5.7: Wertebereichsgrenzen fiir die Zustandsvariable des UnitDelay? Blockes
aus Abbildung 5.6 in Abhéngigkeit der Iteration k. Man beachte, dass hier nur die Werte-
bereichsgrenzen aufgetragen sind, wohingegen der komplette Zustandsraum gegebenenfalls
sehr fein diskretisiert sein kann (auch wenn das in diesem Beispiel zur Vermeidung von
Uberschiitzen nicht notwendig ist).
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Abbildung 5.8: Wertebereichsgrenzen fiir die Zustandsvariable des UnitDelay4 Blockes
aus Abbildung 5.6 in Abhéngigkeit der Iteration k. Ab k = 4 ist der Fixpunkt im Zu-
standsraum erreicht und die Giiltigkeit der Wertebereichsgrenzen fiir beliebige k& bewiesen.
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Abbildung 5.9: Wertebereichsgrenzen fiir die Ausgangsvariable y des FIR Filters aus
Abbildung 5.6 in Abhéngigkeit der Iteration k fiir den Spezialfall oy = a; = ... = a4 = 1/5.

Nach der Iteration k£ = 4, d.h. sobald das Eingangssignal in der Kette der Verzégerungs-
elemente bis zum Block UnitDelayj durchgedrungen ist, ist der Zustandsraum konstant,
d.h. der gesuchte Fixpunkt der Iteration erreicht und Tallnt terminiert. Analoges gilt
naturgeméf fiir eine beliebige Zahl von verketteten Unit Delay Blocken, d.h. fiir einen be-
liebigen Filtergrad n bei dem der Fixpunkt im Zustandsraum nach n Iterationen erreicht
ist.

Fiir den oben erwiihnten Spezialfall ap = a; = ... = a4 = /5, d.h. die einfache zeitliche
Mittellung der letzten fiinf Werte des Eingangssignals x sind die zugehorigen Wertebe-
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reichsgrenzen des Ausgangssignal y in Abhéngigkeit der Iteration k in Abbildung 5.9
dargestellt. Fiir £ = 4, d.h. zum Zeitpunkt des erreichten Fixpunktes im Zustandsraum
gilt fiir den Wertebereich des Ausgangssignals das (abgesehen von den Rundungen) un-
mittelbar plausible Ergebnis y € [—1.000001, 1.000001], das folglich fiir alle Zeitpunkte &
Giiltigkeit besitzt. Selbstverstédndlich lasst sich die Berechnung mit Tallnt fiir beliebige,
nicht-triviale Intervalle als Wertebereichsgrenzen der Parameter ag, a1, ...a, durchfiihren,
was keinerlei Komplikationen verursacht.

5.1.3 Anwendung auf das Modell eines Zahlers mit Riicksetzfunk-
tionaliat

Als néchstes Testmodell soll ein typisches Modellfragment eines Zahlers herangezogen
werden, wie man es sehr hiufig in automotiven Modellen findet. Eine mogliche Realisie-
rungsvariante ist in Abb. 5.10 dargestellt. Der Grundgedanke zur Realisierung des Zahlers
besteht darin, die eigentliche Z&hlvariable in einem Unit Delay Block zu speichern und
bei jeder Berechnung des Systems iiber eine Riickkopplungsschleife um einen Wert Delta
zu erhohen. Dieser neue Zahlwert wird anschlieffend mit einem Maximalwert MaxV alue
verglichen und entweder auf den Wert ResetV alue zuriickgesetzt oder unverandert an den
Eingang des Unit Delay Blockes weitergereicht. Der Initialwert InitV alue des Zahlers ist
hingegen durch den Initialwert der Zustandsvariablen z des Unit Delay Blockes gegeben.

ResetValue

ResetValue

MaxValue

MaxValue

1
: >(/iD

z CounterOutput

Unit Delay

InitialValue

Delta +

Delta

Abbildung 5.10: TargetLink System zur Implementierung eines Zahlers mit automati-
scher Riicksetzfunktionalitdt, wie es sich vielfach in realen regelungstechnischen Modellen
in der Automobilindustrie findet. Das System weist keinen Eingang auf und stellt am
Ausgang CounterOutput den Wert der Zahlvariablen zur Verfiigung. Der Switch-Block
(der Vorginger des Unit Delay Blockes) schaltet entweder seinen obersten oder untersten
Eingang auf seinen Ausgang durch, je nachdem ob der mittlere Eingang ungleich Null
oder gleich Null ist.

Insgesamt ergeben sich damit die folgenden Differenzengleichungen fiir die Zustandsva-
riable z des Unit Delay Blockes und die Ausgangsvariable CounterOutput des Zahler-
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Systems, siehe Abbildung 5.10:

ResetValue  falls z(k) + Delta > MaxzV alue
z(k+1) =

2(k) + Delta sonst
2(0) = InitValue
CounterOutput (k) = z(k)

Exemplarisch sind in Abbildung 5.11 und Abbildung 5.12 fiir zwei unterschiedliche Para-
meter- und Initialwertkombinationen die entsprechenden Simulationssignale dargestellt,
die sich bei Durchfiihrung einer reinen Simulink-Simulation iiber einige Zeitschritte hinweg
ergeben.

Bei der Anwendung der Tallnt Analysen entsprechend Abschnitt 4.3.3 auf das Modell des
Zéhlers ergibt sich folgendes Bild:

e Das System besitzt einen eindimensionale Zustandsraum, der durch die Zustands-
variable des Unit Delay Blockes, bzw. durch deren Zustandsupdatevariable fiir den
ndchsten Iterationsschritt gegeben ist. Die Zustandsvariable und die zugehorige Zu-
standsupdatevariable bilden entsprechend der Tallnt Vorgabe Bereichsvariablen des
Systems.

e Die Zustandsvariable befindet sich in einer Riickkopplungsschleife und wird somit
im Allgemeinen einer Widening-Operation zur Erzwingung eines Fixpunktes unter-
zogen.

e Zur Reduzierung von Dependency-Effekten fiihrt Tallnt eine weitere Bereichsvaria-
ble am Ausgang des Summationsblockes ein. Ohne eine solche zusétzliche Bereichs-
variable ergébe sich fiir Intervalle der Breite w ([Delta]) # 0 fiir den Parameter
Delta im Allgemeinen ein systematisches Uberschitzen, welches nicht beliebig re-
duziert werden koénnte.

Fiir die Tallnt-Algorithmus Parameter (NIntgypan, NIterw,q) = (5, 15) sind in Abbil-
dung 5.13 die mit Tallnt ermittelten Wertebereichsgrenzen iiber den einzelnen Iterati-
onsschritten k fiir die Ausgangsgrofe CounterOutput dargestellt, wenn der Zihler wie
in Abbildung 5.11 angegeben, konfiguriert ist. Ausgehend vom Initialwert O steigt das
Maximum von CounterOutput iiber den einzelnen Iterationen jeweils um Delta = 1
an und erreicht bei der Iteration £ = 10 den Maximalwert 10. Bei der Berechnung der
Zustandsvariable fiir den néchsten Zeitschritt £ = 11 wird Delta = 1 auf den letzten
Zéhlwert aufaddiert und das Resultat mit MaxValue = 10 verglichen. Beim gewéhlten
Algorithmus-Parameter NIntg,pq, = 5 wird das Intervall [10, 11] in 5 gleichméfige Sub-
intervalle unterteilt und nur noch fiir das Intervall [10, 10.2] gibt es die Moglichkeit, dass
das Riicksetzen des Zéhlers unterbleibt. Fiir die weiteren Subintervalle [10.2, 10.4] etc. ist
die Vergleichsbedingung wegen MaxValue = 10 hingegen grundséitzlich erfiillt und die
Zustandsvariable des Unit-Delay Blockes wird auf den Wert ResetV alue = 0 zuriickge-

setzt. Daher ergibt sich fiir [Counte;Output] im Iterationsschritt £k = 11 der Wertebereich

[0, 10.2] und nachfolgend keine Anderung mehr. Da CounterOutput hinsichtlich des Wer-
tebereiches bzw. der Diskretisierung mit der Zustandsvariablen des Unit Delay Blockes
identisch ist, bedeutet dies, dass der Zustandsraum ab der Iteration £ = 11 konstant ist.
Folglich beendet Tallnt die Berechnung und der ermittelte Wertebereich [0, 10.2] wird fiir
alle Zeitpunkte k eingehalten.
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Abbildung 5.11: Signalverlauf des Zahlerausgangs CounterOutput im Rahmen einer
Simulink-Simulation fiir das Modell aus Abbildung 5.10 bei vorgegebenen Parameter- und
Initialwerten (Delta, MaxV alue, ResetV alue, InitValue) = (1, 10, 0, 0). Die Zé&hlvaria-
ble wird vom Initialwert 0 jeweils um Delta = 1 bis zum Maximalwert MaxV alue = 10
erh6ht und anschliefend auf den Riicksetzwert ResetValue = 0 zuriickgesetzt.

} Targetlink Plot Overview Window of *Al_CounterExample® [Z“E”g]
File Edit VYiew ‘Windows Help

BO= %% QN EWI= > 8 @ _
dSPACE
CounterOutput
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Abbildung 5.12: Signalverlauf des Zahlerausgangs CounterOutput analog zu
Abbildung 5.11, jetzt jedoch fiir die Parameter- und Initialwertkonfiguration
(Delta, MaxValue, ResetValue, InitValue) = (2,9, 1, 5). Ersichtlich kénnen die rele-
vanten Figenschaften eines Zahlers durch geeignete Vorgabe der Parameter konfiguriert

werden.
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Abbildung 5.13: Die Wertebereichsgrenzen des Ausgangssignals
CounterOutput, die sich bei der Anwendung von Tallnt auf den mit
(Delta, MaxValue, ResetValue, InitValue) = (1,10, 0,0) konfigurierten Zahler
ergeben (dies ist dieselbe Zihler-Konfiguration wie bei der Simulink-Simulation
in  Abbildung 5.11). Fiir Tallnt wurden dabei die Algorithmenparameter
(NIntgepan, NIterw;q) = (b, 15) genutzt. Im Iterationsschritt & = 11 wird ein
Fixpunkt erreicht und fiir CounterOutput ergibt sich der abgesicherte Wertebereich zu
CounterOutput € [0, 10.2], also ein leichtes Uberschiitzen. Man beachte, dass in der
Grafik nur die Minimal- und Maximalwerte angezeigt werden. Der Zwischenwertebereich
ist auf Basis der Tallnt Parameter, konkret NIntpgy,,q, diskretisiert.

| Nlntgepen | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 |
CounterOutput| | [0, 11] | [0, 10.5] | [0, 10.33334] | [0, 10.25] | [0, 10.2]

Tabelle 5.3: Die von Tallnt ermittelten, fiir alle Tterationsschritte k& giiltigen Werte-
bereichsgrenzen fiir C'ounterOutput in Abhéngigkeit des Tallnt-Parameters NIntgypan.
Das Uberschitzen des tatsichlichen Wertebereichs [0, 10] lisst sich durch Vergréfern von
NIntggpan, d.h. durch Verfeinerung der Intervalle beliebig reduzieren.

Offensichtlich verursacht Tallnt mit dem berechneten Wertebereich [0, 10.2] > [0, 10]
fiir CounterOutput ein gewisses Mak an Uberschiitzen, welches direkt vom Parameter
NIntggpe, abhingt. Tabelle 5.3 bzw. Abbildung 5.14 geben die von Tallnt ermittelten,
fiir alle k giiltigen Wertebereichgrenzen fiir einige andere Werte des Tallnt Parameters
NIntgzpen an, die anhand der obigen Uberlegungen gedanklich verifiziert werden kénnen.
Man sieht, dass sich das Uberschitzen durch Vergrofern von NInt Expan (Del gleichzeitiger
Erhohung des Rechenaufwandes) beliebig reduzieren lédsst, obwohl das Zéhler-Modell aus
Abbildung 5.10 mit dem Relational Operator Block und Switch Block Elemente bein-
haltet, die keine Lipschitz-stetigen Output-Funktionen aufweisen. Man beachte, dass fiir
NIntgepan = 1 mit den ermittelten Grenzen [0, 11] nur deshalb das Uberschiitzen so ge-
ring ist, weil der Zdhlerparameter Delta = 1 gesetzt wurde. Fiir beliebig grofes Delta
wiirde es im Allgemeinen zu beliebig grokem Uberschiitzen kommen, sofern NI Nl Expan
nicht ebenfalls hinreichend grofs gewahlt wird.

Als weiteres Anwendungsbeispiel sind in Abbildung 5.15 die von Tallnt ermittelten Wer-
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Abbildung 5.14: Darstellung der Wertebereichsgrenzen fiir CounterOutput in Abhéan-
gigkeit von NIntggp., entsprechend Tabelle 5.3.
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12 /./
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8 == Maximum

6 CounterOutput
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4 \ CounterOutput
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Abbildung 5.15: Die abgeschéitzten Minimal- und Maximalwerte von
CounterOutput, die sich bei der Anwendung von Tallnt auf den mit
(Delta, MaxValue, ResetValue, InitValue) = ([0.5, 2][10, 12], 0, 5) konfigurier-
ten Zahler in Abhéingigkeit des Iterationsschrittes k ergeben. Hier wird der Fixpunkt im
Zustandsraum bereits bei der Iteration & = 5 erreicht. Die relevanten Tallnt Parameter
wurden wieder zu (Ngcgzp, Nwia) = (5, 15) gesetzt.
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tebereichsgrenzen fiir eine weitere Konfiguration des Zihlers dargestellt, bei der nicht nur
ein von Null verschiedener Initialwert sondern auch Intervalle statt Singletons fiir einzelne
Zahler-Parameter vorgegeben sind. In diesem Fall ist die Konvergenz bereits fiir k = 5
erreicht.

5.1.4 Anwendung auf allgemeine lineare zeitinvariante Filter 1.
Ordnung

Die Tallnt Algorithmik soll nun auf die allgemeine Struktur eines linearen, zeitinvari-
anten Filters erster Ordnung angewandt werden, wie es in vielen Anwendungen der Si-
gnalverarbeitung auch im automotiven Bereich eingesetzt wird. Die allgemeinste Form
eines solchen Filters, bestehend aus Addierer- und Verstirker-Blocken sowie einem Ver-
zogerungselement ist in Abbildung 5.16 dargestellt. Das System gehorcht den folgenden
Differenzengleichungen, wobei z die Zustandsvariable des Unit-Delay Blockes bezeichnet:

2(k+1) = Input(k)+b-2z(k)
Output (k) = ag - Input (k) + (by - ag + a1) - z (k)

Erkennbar ist die Rekursionsgleichung fiir die Zustandsvariable des Unit-Delay Blockes
mit der des Beispiels aus Abschnitt 4.2 identisch, sofern der Verstirkungsparameter b,
passend gewéhlt wird. Die Tallnt Algorithmik kann also anhand dieses einfachen Beispiels
nochmal explizit mit dem im Spezialfall by = /2 und Input (k) € [—1, 1] gewonnenen
Resultat verifiziert werden. Fiir den Spezialfall ay = 1 und a; = 0 ergibt sich sogar
insgesamt die identische Struktur des Filters aus Abschnitt 4.2.

[-1 ) 1]
G pH—p
Input A P a0 P+

Output

-
+

Unit Delay
InitialState

<‘ »  al

Abbildung 5.16: TargetLink System zur Implementierung eines allgemeinen, linearen,
zeitinvarianten Filters 1.0rdnung unter Nutzung von Addierern, Verstirkern und einem
Unit Delay Block (Verzogerungselement)

N | =

Bei der Anwendung der Tallnt Analysen entsprechend Abschnitt 4.3.3 auf das Modell aus
Abbildung 5.16 ergibt sich nun das folgende Bild:

e Der Zustandsraum des Systems besteht lediglich aus der Zustandsvariablen z des
Unit Delay Blockes. Diese, sowie die Zustandsupdatevariable werden als Bereichs-
variablen in die Systembeschreibung aufgenommen.

e Die Zustandsvariable liegt in einer Riickkopplungsschleife und wird daher prinzipiell
einer Widening-Operation unterzogen.
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‘ k H 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 5 (Widening) 6 ‘

| |
| [ 0,0 | =01 [ (15,18 | [-1,75, 1,75) | 1,875, 1,875] | [~2,105, 2,105] | [~2,105, 2,105] |

Tabelle 5.4: Minimal und Maximalwerte des Zustandes des Unit Delay Blockes bei der
Anwendung von Tallnt. Analog zum Beispiel in Abschnitt 4.2 wurde der erforderliche Wi-
dening Schritt zur Erzwingung der Konvergenz zum Iterationsschritt k& = 5 durchgefiihrt.
Die Konvergenz ist dann bei der Iteration & = 6 nachgewiesen.

2,5
2
1,5
1
0,5 e=ll=Maximum UnitDelay

0
05 === Minimum UnitDelay
-1

-1,5

-2
-2,5

Abbildung 5.17: Minimal und Maximalwerte des Zustandes des Unit Delay Blockes in
Abhéngigkeit von der Iteration k£ entsprechend Tabelle 5.4.

e Es gibt keine weiteren Bereichsvariablen, da es zu keinerlei Uberschiitzen durch
Dependency- oder Wrapping-Effekt kommen kann.

In Tabelle 5.4 bzw. Abbildung 5.17 sind die von Tallnt ermittelten Wertebereichsgren-
zen fiir die Zustandsvariable z des Unit Delay Blocks in Abhéngigkeit von der Iteration
k fiir den Parameter b; = 1/2 angegeben. Die Tallnt-Parameter wurden dabei mit den
Werten (NIterwiq, Fover, NIntwiq) = (5 —1,10.0, 3) so gewdhlt, dass analog zu Ab-
schnitt 4.2 fiir & = 5 eine Widening-Operation durchgefiihrt wird, um die Konvergenz
der Fixpunkt-Iteration zu erzwingen. Die Konvergenz ist dann im néchsten Zeitschritt
k = 6 nachgewiesen, da der Fixpunkt erreicht ist. Damit ist dann fiir alle & € Ny bewie-
sen, dass z (k) den Wertebereich [—2, 105, 2, 105] nicht iiberschreitet, wobei es aufgrund
der Widening-Operation zu einem Uberschiitzen der tatsichlichen Wertebereichsgrenzen
[—2, 2] kommt, siehe Abschnitt 4.2. Die Genauigkeit kann durch Erhéhung der Tallnt
Parameter NItery,;q oder NInty ;g beliebig gesteigert werden, um die exakten Wertebe-
reichsgrenzen [—2, 2] besser zu approximieren.

Zur Reduzierung des Uberschitzens wird dasselbe Modell nun nochmal mit anderen Para-
metern durchgerechnet, konkret mit (NIterwq, Fovershoots NIntwiq) = (10, 10.0, 3). Die
Widening-Operation wird also nur zu einem spéteren Iterationsschritt angewandt, wenn
sich A = |z(k + 1) — z(k)| weiter verringert hat. Dabei ergibt sich der in Abbildung 5.18
skizzierte Verlauf fiir die Wertebereichsgrenzen von z in Abhédngigkeit von der Iterati-
on k. Die Widening-Operation wird im Iterationsschritt £ = 10 4+ 1 = 11 durchgefiihrt
und die Fixpunkt-Konvergenz ist fiir £ = 13 nachgewiesen. Damit ergibt sich ein fiir alle
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Abbildung 5.18: Minimal und Maximalwerte des Zustandes des Unit De-
lay Blockes in Abhéngigkeit von der Iteration k fiir die Tallnt Parameter
(NIterwia, Fovershoot; NIntywiq) = (10, 10.0, 3) zur Reduzierung des Uberschitzens in-
folge der Widening-Operation.

k € Ny giiltiger Wertebereich z € [—2.000407, 2.000407], also eine deutliche Reduzierung
des Uberschiitzens.

Im Allgemeinen kann die Konvergenz natiirlich auch ohne Widening eintreten, etwa falls
ein geeigneter Anfangswert fiir den Zustand des Unit-Delay Blocks vorgegeben wird. Fiir
die Filterkonfiguration b; € [—0.5, 0.5] und Initial State = 3 ermittelt Tallnt die Konver-
genz beispielsweise schon zum Zeitschritt & = 2 und fiir den Wertebereich des Zustands
des Unit-Delay Blocks findet Tallnt z € [—2,5, 3], was man auch anhand von Abbildung
5.16 auch verifizieren kann.

5.1.5 Anwendung auf allgemeine lineare, zeitinvariante Filter 2.
Ordnung

Als weiteres Beispiel soll nun die Anwendung der Tallnt-Algorithmik auf den Fall li-
nearer zeitinvarianter Filter zweiter Ordnung diskutiert werden, wie sie im Bereich der
Signalverarbeitung weite Verbreitung gefunden haben. Das in Abbildung 5.19 dargestellte
TargetLink System stellt den allgemeinsten Fall eines solchen Filters dar, welches durch
Modifikation der Verstiarkungsfaktoren bzw. Filterparameter aq bis as bzw. b; und by belie-
big an die gewiinschte Filtercharakteristik (Hochpassfilter, Tiefpassfilter, Bandpassfilter,
Bandsperrenfilter etc.) angepasst werden kann. Fiir ay = by = 0 ergibt sich als Spezialfall
das allgemeine lineare, zeitinvariante Filter 1. Ordnung, das bereits in Abschnitt 5.1.4 mit
Hilfe von Tallnt analysiert wurde. Filter beliebiger, d.h. hoherer Ordnung als zwei werden
iiblicherweise durch Verkettung, d.h. "Hintereinanderschaltung” von Systemen entspre-
chend Abbildung 5.19 realisiert. Das Filter enthélt zwei Verzogerungsglieder (Unit Delay
Blocke), die jeweils iiber Riickkopplungsschleifen und die Verstarkungsfaktoren by bzw. by
auf den Eingang zuriickgefiihrt werden. Das Filter gehorcht der Rekursionsgleichung

yk+2)—b-yk+1)—by-yk)=ay-z(k+2)+a-z(k+1)+ay x(k),
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wobei sich die Anfangswerte aus den Initialwerten der Unit Delay Blocke ergeben. In
Analogie zum bereits diskutierten Fall eines riickgekoppelten Filters erster Ordnung ist
auch dieses Filter nur fiir einen eingeschrinkten Wertebereich von b; und by stabil, d.h.
nur in diesem Bereich liefert das Filter Werte, die nicht iiber alle Grenzen wachsen. Die
Parameter ay bis as haben hingegen keinen Einfluss auf die Stabilitidt des Filters, da sie
sich nicht in Riickkopplungsschleifen befinden.
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Abbildung 5.19: TargetLink Modell zur Implementierung eines beliebigen linearen, zei-
tinvarianten Filters zweiter Ordnung zeitdiskreten Zahlers wie er sich vielfach in realen
Regelungstechnischen Modellen in der Automobilindustrie findet. Das Modellfragment
zahlt jeweils von

Im Folgenden wird nun Tallnt auf das Filter angewandt, wobei als Beispiel die Parame-
terbereiche [b] = [bs] = [0.2, 0.2] verwendet werden (mit [a1] = [as] = [as] = 0.5, wobei
letztere Spezifikationen weitestgehend belanglos sind. Bei dieser Wahl von [b;] und [by] ist
das Filter stabil und die Analyse von Tallnt entsprechend Abschnitt 4.3.3 liefert folgendes
Bild:

e Das System beinhaltet zwei Zustandsvariablen in einem zweidimensionalen Zu-
standsraum, der nicht weiter unterteilt werden kann ohne Uberschitzen hervor-
zurufen, welches prinzipiell nicht reduzierbar ist.

e Beide Zustandsvariablen liegen in einer Riickkopplungsschleife und werden daher
prinzipiell einer Widening-Operation unterzogen.

e Aufer den Zustandsvariablen bzw. der zugehorigen Zustandsupdatevariablen exis-
tieren keine weiteren Bereichsvariablen, da es zu keinem weiteren Uberschéitzen
durch Dependency- oder Wrapping-Effekt kommen kann.

In Abbildung 5.20 und Abbildung 5.21 sind die von Tallnt ermittelten Wertebereichs-
grenzen fiir die beiden Zustandsvariablen der Blocke UnitDelay! und UnitDelay2 fiir
eine Standard-Parameter Konfiguration von Tallnt aufgetragen. Offensichtlich wird der
gesuchte Fixpunkt erreicht und Tallnt terminiert mit den erfolgreich bestimmten Werte-
bereichsgrenzen. Analoge Situationen ergeben sich z.B. bei Variation der Initialwerte der
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Zustandsvariablen oder modifizierten Parametern b; und by sofern das Filter nicht direkt
am Rande der Stabilitét (oder dariiber hinaus) betrieben wird.

== Maximum UnitDelayl

=== Minimum UnitDelay1

Abbildung 5.20: Minimal- und Maximalwerte der Zustandsvariablen des UnitDelay1
Blockes in Abhéngigkeit vom Iterationsschritt k.

e=ll=Maximum UnitDelay2

@@= Minimum UnitDelay2

Abbildung 5.21: Minimal- und Maximalwerte der Zustandsvariablen des UnitDelay?2
Blockes in Abhéngigkeit vom Iterationsschritt k.
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5.1.6 Anwendung auf einen einfachen PI-Controller mit Vorver-
arbeitung

Als letztes, konkret betrachtetes Beispiel-Modell soll noch kurz die Anwendung von Tallnt
auf den bereits in Kapitel 2 vorgestellten, einfachen PI-Controller mit Sensorkompensati-
on beschrieben werden. Das Modell des PI-Controllers, das nicht nur ein Modellfragment
sondern bereits eine vollstindige, wenn auch sehr kleine Anwendung darstellt, ist in Abbil-
dung 5.22 noch einmal abgebildet. Vom Standpunkt der Tallnt Analyse ist hier lediglich
die Tatsache von Interesse, dass der riickgekoppelte Unit Delay Block in Abbildung 5.22
einen zeitdiskreten Integrator bildet, der jedoch mit Hilfe eines Séattigungsblocks hinsicht-
lich seiner Wertebereichsgrenzen saturiert wird. Ohne Séttigungsblock wiren die Werte-
bereiche unbegrenzt und Tallnt wiirde nach der vorgegebenen Maximalzahl an Iterationen
NIteryr,, ohne gefundenen Fixpunkt und damit ohne giiltiges Resultat terminieren.

Die Anwendung von Tallnt auf das PI-Controller Modell gestaltet sich v6llig unproblema-
tisch und die Resultate sind weitestgehend unabhéngig von der konkreten Wahl der Tallnt
Parameter. Abbildung 5.23 zeigt die von Tallnt ermittelten Wertebereichsgrenzen fiir die
Zustandsvariable des Unit Delay Blockes sowie des Ausgangs des Sittigungsblockes aus
Abbildung 5.22. Ein Fixpunkt im Zustandsraum wird bereits im Iterationsschritt & = 5
erreicht und Tallnt terminiert mit den gefundenen Wertebereichsgrenzen.
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Abbildung 5.22: TargetLink Modell eines PI-Controllers mit Vorverarbeitung zur Kom-
pensation der Kennlinie eines Sensors
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Abbildung 5.23: Minimal- und Maximalwerte der Zustandsvariablen des Unit Delay
Blockes und des Ausgangs des Sattigungsblockes in Abhéangigkeit vom Iterationsschritt k.
Der gesuchte Fixpunkt ist im Schritt & = 5 erreicht.

5.2 Zusammenfassung der Erfahrungen und Verbesse-
rungsvorschlige zur Anwendung von Tallnt auf rea-
le und idealisierte Modelle

In den vorhergehenden Abschnitten wurde die Funktionsweise und Leistungsfahigkeit von
Tallnt bei der Anwendung auf einige kleinere Modelle demonstriert, wobei die Modelle
teils idealisierter Natur waren, teils extrahierte Modellfragmente aus groferen Modellen
darstellten. Die letztere Kategorie hat also Praxisrelevanz und die dabei erzielten Ergeb-
nisse sind prinzipiell sehr ermutigend. Die in den vorherigen Abschnitten préisentierten
Benchmarks mit Tallnt stellten auch nur eine kleinere Auswahl der tatsichlich durchge-
fiihrten Tests dar, da neben der Verwendung weiterer kleinerer Testmodelle oftmals mit
Variationen der Modell-Parameter als auch der Tallnt-Parameter experimentiert wurde.

Zudem wurde Tallnt noch exemplarisch auf drei grofere automotive Modelle aus der
Praxis angewandt, die bei TargetLink Anwendern im praktischen Einsatz sind und die
in Fahrzeugen Anwendung gefunden haben. Auch wenn die mit grofen realen Model-
len gemachten Erfahrungen noch nicht sehr umfangreich sind, so sollen diese hier kurz
zusammengefasst werden:

e Der Versuch, ein Gesamtmodell mit Hilfe von Tallnt zu analysieren, war jeweils
nicht von Erfolg gekront. Das erste Hindernis dabei stellte bereits das von Tallnt
derzeit unterstiitzte Subset des TargetLink Sprachumfangs dar, das fiir eine Kom-
plettanalyse des gesamten Modells grundsétzlich nicht ausreichend war. Es gab im
jeden Fall Sprachkonstrukte, die von Tallnt (noch) nicht unterstiitzt wurden.

e Als weiterer Aspekt stellte sich (erwartungsgeméift) heraus, dass die (derzeitige)
Performance von Tallnt mit Sicherheit nicht ausreichend sein wird, um ein Modell
mit einer mittleren zweistelligen Zahl von Eingangs- und Ausgangsvariablen sowie
einigen Zustandsvariablen in seiner Gesamtheit zu analysieren. Nur in Ausnahme-
fiallen, etwa bei Vorhandensein von einer minimalen Anzahl von Zustandsvariablen,
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keinen Riickkopplungen und einer sehr einfachen Modellstruktur ist dies prinzipiell
denkbar.

e Die erfolgversprechende Anwendung von Tallnt auf reale praktische Modelle besteht
darin, einzelne Subsysteme der Gesamtfunktionalitit getrennt zu analysieren und
so die kombinatorische Explosion des Raumes der Systemgréfsen zu vermeiden bzw.
zu reduzieren. Dieser Ansatz erscheint gangbar und wurde exemplarisch an einigen
Subsystemen der Modelle praktiziert, sofern das genutzte Sprachsubset hinreichend
war. Der Ansatz, einzelne Subsysteme der Gesamtfunktionalitit getrennt zu analy-
sieren, wird derzeit von TargetLink Anwendern ohnehin verfolgt und das dadurch
verursachte Uberschiitzen der Wertebereichsgrenzen erscheint oftmals tolerabel. Der
Anwender muss dazu die Gesamtfunktionalitéit auch nicht manuell zerlegen, da ein
grofses Modell typischerweise ohnehin in einzelne Subsysteme reduzierter Komple-
xitéit partitioniert ist, auf welche die Tallnt Analyse dann angewandt werden kann.

Im Folgenden sollen noch kurz einige Vorschlige zur Erweiterung und Verfeinerungen des
gegenwirtigen Prototypen von Tallnt aufgelistet werden, die anhand der gemachten Er-
fahrungen als weitestgehend zwingend oder geboten erscheinen, um Tallnt einem groferen
Anwenderkreis zugingig zu machen:

e Das derzeit unterstiitzte Sprachsubset von Tallnt muss erweitert werden. Dies be-
trifft insbesondere die Unterstiitzung fiir konditional ausgefiihrte Subsysteme sowie
sogenannte Simulink Function Calls

e Es sind generelle Konsolidierungen des Prototypen erforderlich, um dessen Ro-
bustheit und Benutzerfreundlichkeit zu steigern. Mindestens muss es im Falle von
nicht unterstiitzten TargetLink Sprachkonstrukten geeignete Hinweise an den Be-
nutzer geben. Ferner miissen die von Tallnt ermittelten Wertebereichsgrenzen in das
TargetLink-Modell automatisch iibernommen werden, um den Anwender manuelle
Arbeit zu ersparen.

e Hinsichtlich der Implementierung des Prototypen von Tallnt wéire die wichtigste
Mafnahme zur Performance-Verbesserung eine ausgefeiltere Analyse, welche Berech-
nungen redundant und daher iiberfliissig sind. In der derzeitigen Implementierung
des Prototypen ist diese Analyse nur rudimentéir vorhanden.

e Hinsichtlich der Optimierung der eigentlichen Algorithmik ist der Einsatz von Heu-
ristiken zur adaptiven Festlegung der Tallnt-Parametern ein wichtiger Aspekt. In
der gegenwirtigen Losung miissen alle Tallnt Parameter vom Benutzer vorgegeben
werden und diese sind weder adaptiv noch Signalspezifisch.

e Zur Vermeidung der kombinatorischen Explosion bei Zustandsrdumen empfehlen
sich Strategien, um deren Dimensionalitat auf Kosten eines zu tolerierenden Uber-
schitzens zu reduzieren und damit die Performance von Tallnt deutlich zu steigern.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurde ein Verfahren namens Tallnt (TargetLink Intervall
Interpreter) entwickelt, mit dessen Hilfe Simulink/TargetLink Modelle als eine bestimmte
Klasse zeitdiskreter, dynamischer Systeme hinsichtlich der angenommenen Wertebereiche
analysiert werden kénnen. Die Algorithmik liefert dabei robuste Wertebereichsgrenzen fiir
alle Systemgrofen, die mit hundertprozentiger Sicherheit eingehalten, das heifst, grund-
sitzlich nie {iber- bzw. unterschritten werden. Das Anwendungsszenario von Tallnt ist
die Umsetzung von Fliekkomma-Modellen in Festkomma-Code, fiir die robuste Wertebe-
reichsinformationen eine absolute Notwendigkeit darstellen. Die entwickelte Algorithmik
macht sich Methoden der Intervall-Analysis zu Nutze, um die Bildmenge von multidimen-
sionalen Abbildungen konservativ abzuschitzen, indem die Bildmengen durch ein System
von Intervallen bzw. Boxen eingehiillt werden. Da TargetLink Modelle im Allgemeinen
dynamische, zustandsbehaftete Systeme darstellen, ist zur Sicherstellung der Robustheit
der Wertebereichsgrenzen fiir alle Zeitpunkte die Losung einer Fixpunktgleichung fiir den
Zustandsraum des Systems erforderlich, wozu die Intervallanalytischen Methoden um spe-
zielle Mafknahmen erweitert wurden. Zur effizienten Durchfiihrung der Berechnungen von
Tallnt wird das betrachtete TargetLink Modell als Graph repréisentiert, wobei die System-
grofen des Modells die Ecken des Graphen darstellen und Kanten Signalverbindungslinien
bzw. mathematische Operationen der einzelnen TargetLink Blocke représentieren. Ana-
lysen hinsichtlich der Relevanz einzelner Systemgrofsen werden zur Dimensionsreduktion
eingesetzt, um einer kombinatorischen Explosion des Raumes der Systemgrofien entge-
genzuwirken und so den Rechenaufwand zur Bestimmung der Wertebereichsgrenzen zu
reduzieren.

Im Rahmen der Diplomarbeit wurde eine prototypische Implementierung von Tallnt um-
gesetzt, anhand derer die entwickelten Methoden an TargetLink-Modellen erprobt wurden,
um Stérken und Schwichen der Algorithmik zu identifizieren und Verbesserungsvorschla-
ge machen zu konnen. Tallnt unterstiitzt dabei ein wohldefiniertes Subset aller TargetLink
Sprachkonstrukte, das einerseits hinreichend ist, um Tallnt auf selbstentwickelte, praxisre-
levante Testmodelle anzuwenden, andererseits aber auch zumindest teilweise zur Analyse
von Modellfragmenten existierender automotiver Modelle genutzt werden kann. Bei den
im Rahmen der Diplomarbeit durchgefiihrten Tests mit dem Tallnt Prototypen hat sich
das Verfahren als prinzipiell sehr leistungsfihig und robust erwiesen, wobei die grofite
Schwiche von Tallnt ganz eindeutig in der schlechten Skalierbarkeit bei der Anwendung
auf groke Modelle liegt, die sehr viel Rechenzeit erfordern. Dies ist zu einem grofsen Teil
der Tallnt-Algorithmik selbst geschuldet, teilweise jedoch auch durch die prototypische
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Implementierung bedingt, die viel Raum fiir Performance-Verbesserungen lasst. Dariiber
hinaus ist Tallnt im praktischen Einsatz auch dann ein Gewinn, sofern nur kleinere Teilm-
odelle in endlicher Zeit sinnvoll analysiert werden kénnen, da sich auch umfangreiche Mo-
delle immer in kleinere Einheiten unterteilen lassen, die dann mit Tallnt einzeln sinnvoll
analysiert werden kénnen.

Tallnt bietet insgesamt noch sehr viel Raum fiir weitere Verfeinerungen und Erweite-
rungen, die teilweise die Implementierung betreffen, teilweise jedoch auch die eigentliche
Algorithmik selbst. Um den praktischen Einsatz von Tallnt bei TargetLink Anwendern at-
traktiv zu machen, miisste das unterstiitzte Subset der TargetLink Sprachkonstrukte noch
weiter ausgebaut und die Zahl der Limitierungen verringert werden. Eine Konsolidierung
der Implementierung sollte neben einer Performance-Verbesserung auch eine Erhéhung
der Robustheit und des Bedienungskomforts zum Ziel haben. Ferner gibt es im Bereich
der Verfeinerung der Algorithmik diverse Moglichkeiten, um die Skalierbarkeit zu ver-
bessern und Heuristiken einzusetzen, um die Algorithmen-Parameter von Tallnt adaptiv
anzupassen.



Anhang A

Spezifikation des Betrachteten Subsets
von Simulink /TargetLink

In diesem Abschnitt soll das von Tallnt unterstiitzte Subset von TargetLink aufgelistet
werden, welches in Modellen zur Anwendung des Prototypen verwendet werden kann.
Alle Angaben beziehen sich auf das Subsystem, das von Tallnt analysiert werden soll,
d.h. auferhalb des betrachteten Subsystems gelten diese Einschriankungen nicht.

A.l

Generelle Limitierungen

Es werden nur skalare Signale fiir TargetLink Blocke unterstiitzt, d.h. die Verwen-
dung von vektorwertigen Signalen ist nicht zuléssig. Alle Parameter miissen ebenfalls
skalarwertig sein, mit Ausnahme der Parameter des Look-up Table Blockes, fiir den
vektorwertige Parameter zugelassen sind.

Die Verwendung von Simulink Bussen zur Zusammenfassung von einzelnen Signalen
ist nur zwischen den einzelnen TargetLink Blécken moglich. Busfihige Blocke wie
z.B. der Unit Delay Block kénnen lediglich mit skalaren Eingangssignalen beschaltet
werden, nicht jedoch mit Bussen. Analog konnen Mux und Demux Blocke zum
Zusammenfassen von skalaren Signalen zu Vektoren genutzt werden, jedoch miissen
die Eingangssignale von TargetLink Blocken selbst skalarwertig sein.

Die Verwendung von sogenannten Simulink Function-Call Signalen ist grundsétzlich
nicht zuldssig. Weder diirfen solche Signale in das betrachtete Subsysteme hinein-
noch herausgefiihrt werden. Innerhalb des betrachteten Subsystems diirfen ebenfalls
keine Function-Call Signale verwendet werden.

Alle Blocke innerhalb des betrachteten Subsystems miissen eine identische Simulink
Sample Rate aufweisen, d.h. sogenannte Multirate-Systeme innerhalb des betrach-
teten Subsystems sind nicht zuléssig.

Alle existierenden Simulink Datentypen sind zuléssig, jedoch werden diese bei der
Auswertung nicht beriicksichtig, da der Prototyp mit Fliefkkomma-Signalen arbeitet
und andere Datentypen ignoriert.
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A.2 Unterstiitzte Blocke und deren Spezifikationen

Die folgenden Blocke werden von Tallnt derzeit unterstiitzt:

e Virtuelle Subsysteme
e Atomare Subsysteme

e Sum-Block mit Addition und Subtraktion als moglichen Operationen. Dabei ist eine
beliebige Zahl von Operanden und Kombinationen von Additionen und Subtraktio-
nen in einem Block zuléssig.

e Multiply-Block mit Multiplikationen und Divisionen als méglichen Operationen. Da-
bei ist eine beliebige Zahl von Operanden und Kombinationen von Multiplikationen
und Divisionen in einem Block zuldssig.

e Relational Operator Block mit den Vergleichsoperationen <, <=, >, >= == (Test
auf Gleichheit) und ~= (Test auf Ungleichheit)

e Logical Operator Block mit AND, OR, NAND, NOR, XOR, NOT als moglichen
Operationen. Dabei wird eine beliebige Zahl von Operanden fiir die logischen Ope-
rationen in einem Block unterstiitzt. Naturgeméfs weist der Logical Operator Block
fiir die Negation (NOT) nur einen einzigen Operanden auf.

e Saturation Block

e Constant Block

e Gain Block

e Inport Block

e Outport Block

e MinMax Block mit den Operationen Minimum und Maximum
e Abs Block zur Bildung des Absolutbetrages

e Math Block mit den Operationen Exp (Exponentialfunktion), Log (Logarithmus zur
Basis 10), 10"u (Zehnerpotenz), Square (Quadratbildung), Sqrt (Quadratwurzel),
Pow (allgemeine Potenzfunktion)

e Trigonometric Block mit den Operationen Sin, Cos, Tan, Asin, Acos, Atan, Sinh,
Cosh

e Unit Delay Block

e Switch Block mit den Operationen U2 Greater Equal Threshold, U2 Greater Thres-
hold, U2 Equal 0

Grundsétzlich konnen die obigen Blocke entsprechend der Simulink/TargetLink Regeln
beliebig verschaltet werden.



Anhang B

Anmerkungen zur Bedienung von
Tallnt

B.1 Versionsabhangigkeit des Tallnt-Prototypen

Die Nutzung des Tallnt Prototypen erfordert sowohl eine MATLAB/Simulink- als auch
eine TargetLink Installation auf einem handelsiiblichen Windows PC. Entwickelt und
evaluiert wurde der Tallnt-Prototyp dabei mit den folgenden Versionen:

e MATLAB/Simulink Release R2007b von The MathWorks

e TargetLink 3.1 von dSPACE.

Wohingegen die Versionsabhingigkeit von MATLAB/Simulink eher gering sein diirfte,
kann Tallnt nicht mit &lteren TargetLink Versionen als 3.1 genutzt werden. Fiir zukiinftige
TargetLink Versionen ist bei der Anwendung von Tallnt jedoch nicht mit besonderen
Inkompatibilititen zu rechnen.

Die Sourcen des Tallnt Main Programmes liegen in Form eines C++ Projekts des Micro-
soft Developer Studios in der Version 2008 vor.

B.2 Anwendung des Tallnt-Prototypen

Wie in Abbildung 4.19 schon dargestellt wurde, besteht die Anwendung des Tallnt Pro-
totypen aus zwei separaten Schritten, ndmlich

e der Extraktion der TargetLink System-Beschreibung als XML-File, die aus einem
geoffneten TargetLink Modell in Simulink erfolgt

e der Ausfithrung der Tallnt Main-Anwendung als einer Konsolenapplikation, welche
die Abschétzung der Wertebereiche basierend auf der TargetLink System-Beschreibung
durchfiihrt.

Die konkrete Nutzung des Prototypen sieht nun folgendermafsen aus:
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1. Zunéchst muss MATLAB/Simulink gestartet werden.

2. In der laufenden MATLAB Session muss das MATLAB M-File AISetup.m ausge-
fiihrt werden, welches die MATLAB M-Files einrichtet und insbesondere die im
Folgenden benutzten Kontext-Menii Eintrége in Simulink verfiighar macht.

3. Ein TargetLink Modell muss in der laufenden MATLAB/Simulink Session getffnet
werden. Das Modell muss in Simulink initialisierbar sein.

4. Innerhalb des TargetLink Modells muss das sogenannte TargetLink Subsystem oder
ein darunter befindliches Subsystem selektiert, werden. Anschlieffend muss nach ei-
nem rechten Maus-Klick der Menii-Eintrag AI Preparation aus dem Kontext-Menii
des Subsystems ausgewihlt werden, sieche Abbildung B. Hierdurch wird der Simulink
Debugger gestartet.

5. Im MATLAB Command Window muss anschliefsend das Kommando slist eingebe-
ben werden.

6. Anschliefend muss im MATLAB Command Window das Kommand stop eingegeben
werden, wodurch der Simulink Debugger beendet wird.

7. Nun muss aus dem Kontextmenii des selektierten Subsystems der Menii-Eintrag Al
Start ausgewdhlt werden. Hierdurch werden die benétigten Informationen des zu
analysierenden Subsystems als XML-File mit dem Namen TallntSystem.xml expor-
tiert. Im selben Verzeichnis muss ein File namens TallntParameter.zml liegen, in
welchem die bei der Analyse zu verwendenden Tallnt-Parameter vom Benutzer vor-
gegeben werden konnen. Tallnt kann anschliefend durch den Aufruf Tallnt gestartet
werden.

8. Nach Abschluss der Berechnungen von Tallnt-Main wird in das aktuelle Verzeichnis
ein Ausgabe-File TallntResults.txt geschrieben, welches die berechneten Wertebe-
reichsgrenzen im Textformat beinhaltet.

Hinweis: Der Tallnt Prototyp in seiner bisherigen Form wurde ausschlieflich dazu entwi-
ckelt, die Tauglichkeit der vorgeschlagenen Algorithmik in Bezug auf TargetLink Modelle
zu testen und zu iiberpriifen. Er war also ausschlielich Mittel zum Zweck. Er wurde nicht
dazu entwickelt, bereits im jetzigen Stadium von Anwendern wirklich genutzt zu werden.
Es wurde ferner keinerlei Schwerpunkt auf Bedienerkomfort und Benutzerfiihrung gelegt.
Riickfragen konnen an ulrich eisemann@yahoo.de gerichtet werden.

B.2.1 Zusammenfassung der Tallnt-Parameter

In diesem Abschnitt sollen noch einmal kurz die Parameter von Tallnt zusammengefasst
werden:

e Nlter,,.. als die maximale Zahl der von Tallnt durchzufiihrenden Iterationen. Nach
Uberschreiten dieser Zahl terminiert Tallnt ohne Losung der Aufgabenstellung 14,
weil die Fixpunkt-Gleichung Gl. 4.4 nicht gelost werden konnte.

e NlIntr,; als die initiale Anzahl der Intervallunterteilungen fiir jede Bereichsvariable,
die fiir £ = 0 durchgefiihrt wird, sofern es sich nicht um ein Singleton handelt
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Abbildung B.1: Extraktion der benotigten Informationen iiber das von Tallnt zu ana-
lysierende System.
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Abbildung B.2: Ansicht des Tallnt-Parameter Files, welches die Genauigkeit und Re-
chenzeit bei der Anwendung von Tallnt steuert. Im Hinblick auf die Bedeutung der ein-
zelnen Parameter, sieche Abschnitt B.2.1.
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® NIntpypa, als die Anzahl der Intervall-Unterteilungen bei einer Ausweitung der
Skala einer Bereichsvariablen ohne Widening.

e NlInty,, als die Anzahl der Intervall-Unterteilung bei einer Ausweitung der Skala
einer Bereichsvariablen mit Widening.

e Nltery,q als die Anzahl der Iterationen von Tallnt, aber der fiir Zustandsvaria-
blen in Riickkopplungsschleifen eine Widening-Operation zur Vergroferung des Zu-
standsraumes durchgefiihrt wird.

e F,.. als Faktor zur Ausweitung der Skala einer Bereichsvariablen mit Widening.

Genauere Ausfiihrungen zu den Parametern NIntin., NIntgypen, NIntwia, NIteryiq,
Foper, die ausschlieflich mit der Konstruktion bzw. Erweiterung der Skalen fiir einzelne
Bereichsvariablen zu tun haben, finden sich im Anhang

B.2.2 Tallnt Parameter zur Initialisierung und Erweiterung der
Skalen fiir Bereichsvariablen

In diesem Abschnitt sollen die unterschiedlichen Arten dargestellt werden, wie Skalen fiir
Bereichsvariablen in Tallnt initialisiert und erweitert werden. Diese Vorgiange werden dar-
iiber hinaus durch Tallnt-eigene Parameter gesteuert, welche vom Anwender vorgegeben
werden.

B.2.3 Skaleninitialisierung

Sofern noch keine Skala fiir eine Bereichsvariable bvar; existiert und folglich kein existenter
Maximal- oder Minimalwert, so wird die Skala der Bereichsvariablen nach dem folgenden
Kriterium aufgebaut.

e Sofern NewMin = NewMax gilt, wenn die Skala also zu einem einzigen Punkt
degeneriert ist, wird die Skala der Bereichsvariablen bvar; mit einem einzigen Ska-
lenbereich bvar? = [NewMin, NewMin]| initialisiert, also einem Intervall der Breite
0.

e Sofern NewMin < NewMazx erfiillt ist, wird die Skala der Bereichsvariablen bvar;
mit NIntr,; Intervallen gleicher Breite initialisiert. Die Skala deckt dann das In-
tervall [NewMin, NewMazx] ab, wobei dieser Bereich durch die NIntj,; Intervalle
identischer Breite unterteilt wird, welche die Skalenbereiche buar? bis bvar it ~!

bilden. Der ganzzahlige Wert N Inty,; (Number of INTervals for INITialization) ist

ein Tallnt-Parameter, welcher vom Anwender unter der Nebenbedingung N Inty,; >

1 vorgegeben wird. Der Vorgang ist in Abbildung 4.13 veranschaulicht.

B.2.4 Skalenweiterung Ohne Widening

Sofern der neu errechnete Wertebereich (charakterisiert durch NewMin und NewMax)
der Bereichsvariablen bvar; den derzeitigen Wertebereich der Skala {iberschreitet, muss
diese erweitert werden, wobei dies gegebenenfalls nach oben, nach unten oder in beiden
Richtungen geschehen muss. Die Skalenerweiterung wird folgendermafen vorgenommen:
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e Sofern NewMax > OldMax gilt, muss die Skala fiir bvar; nach oben erweitert wer-
den. Dies wird durchgefiihrt, indem das Intervall [OldMaz, NewMazx] in NIntgpan
dquidistante Intervalle unterteilt wird, welche zum Skalenbereich von bvar; hinzu-
gefiigt werden. NIntg,pe, (Number of INTerval EXPANSsion) ist ein ganzzahliger
Parameter von Tallnt, der vom Benutzer unter der Nebenbedingung NIntggpe, > 1
vorgegeben wird. Der Vorgang ist in der rechten Hilfte von Abbildung 4.14 veran-
schaulicht.

e Sofern NewMin < OldMin gilt, muss die Skala fiir bvar; nach unten erweitert wer-
den. Dies wird durchgefiihrt, indem das Intervall [NewMin, OldMin] in NIntgypan
dquidistante Intervalle unterteilt wird, welche zum Skalenbereich von bvar; hinzuge-
fiigt werden. Der Vorgang ist in der linken Hélfte von Abbildung 4.14 veranschau-
licht.

B.2.5 Skalenerweiterung mit Widening

Die letzte Variante der Skalenerweiterung einer Bereichsvariablen bvar;, die im Folgen-
den als Achsenerweiterung mit Widening bezeichnet werden soll, dient in Kombination
mit der Map2Scale-Abbildung dazu, den Zustandsraum explizit auszudehnen (Widening-
Operation). Wie in Abschnitt 4.2 dargestellt wurde, ist es im Falle von Riickkopplungen
innerhalb des Graphen in der Regel erforderlich, den Zustandsraum “kiinstlich” auszu-
dehnen, um die Konvergenz gegen einen Fixpunkt zu erzwingen. Die Skalenerweiterung
mit Widening wird nur durchgefiihrt, sofern NewMin und/oder NewMax aukerhalb der
derzeitigen Skala fiir die Bereichsvariable bvar; liegen.

e Sofern NewMax > OldMax gilt, muss die Skala fiir bvar; nach oben erweitert
werden. Dies wird durchgefiihrt, indem die Skala auf den neuen Maximalwert

NewMaxWid = OldMax + (NewMax — OldMax) - Foyer

ausgedehnt wird. Fp,.. (Factor of OVERshoot) ist dabei ein reellwertiger Tallnt-
Parameter, welcher vom Anwender unter der Nebenbedingung Fp,.,. > 1 vorgegeben
werden muss. Der Wertebereich [OldMax, NewMazWid] wird dann in NInty.qg
aquidistante Intervalle unterteilt, welche zum Skalenbereich von bvar; hinzugefiigt
werden. NInty;q (Number of INTerval WIDening) ist ein ganzzahliger Parameter
von Tallnt, der vom Benutzer unter der Nebenbedingung N Inty;; > 1 vorgegeben
wird. Der Vorgang ist in der rechten Hélfte von Abbildung 4.15 veranschaulicht.

e Sofern NewMin < OldMin gilt, muss die Skala fiir bvar; nach unten erweitert
werden. Dies wird durchgefiihrt, indem die Skala auf den neuen Minimalwert

NewMinWid = OldMin + (NewMin — OldMin) « Foyer

ausgedehnt wird. Der Wertebereich [NewMinWid, OldMin] wird dann in NInty 4
dquidistante Intervalle unterteilt, welche zum Skalenbereich von bvar; hinzugefiigt
werden. Der Vorgang ist in der linken Hélfte von Abbildung 4.15 veranschaulicht.
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