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Einfiihrung und Praliminarien

0.1 Einfiihrung

Was sind Matroide? In der Tabelle in Abbildung 1 haben wir einige Begriffe aus
der Linearen Algebra gesammelt, die in der Matroidtheorie ein Aquivalent haben,
bzw. kein Aquivalent haben.

T -
Unabhingigkeit Linearkombination
Abhingigkeit Lingen

Basen Skalarprodukt
Abschluf3 (Winkel)
Unterraume

Orthogonalitiit

Homomorphismen

Abbildung 1:

So gesehen kann man folgende ,,Gleichung® aufstellen:
Matroide <— Lineare Algebra \ {Zahlen, algebraische Verkniipfungen},

die auch in dem Titel der grundlegenden Arbeit zur Matroidtheorie ausgedriickt
ist:

Hassler Whitney: “On the abstract properties of linear dependence”,
Amer. J. Mathematics 57, 509 — 533, (1935).

Die Grafik in Abbildung 2 soll eine Vorstellung davon geben, wie Matroide und
ihre wichtigen Spezialfille einzuordnen sind.
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0.2 Prialiminarien

0.2.1 Mengen

Falls nicht ausdriicklich anders erwihnt, sind alle Mengen in dieser Vorlesung
endlich. Ist £ eine Menge, so bezeichnen wir mit

2F die Potenzmenge von E und mit

|E| die Kardinalitéit von F.

Die Symbole C, R, Q,Z, N bezeichnen wie iiblich die komplexen, reellen, ratio-
nalen, ganzen bzw. natiirlichen Zahlen. Dabei nehmen wir an, daf3 0 ¢ N.

Sind X7, ..., X,, Mengen, so bezeichnet
XU 0X, =X,
die disjunkte Vereinigung der Mengen X, i.e. implizit sagen wir damit, daf3 X; N
X; =0 fiir i # j.
Sind X, Y zwei Mengen, so bedeuten
XCY,daB X CYund X #Y,

XAY := (X UY)\ X NY die symmetrische Differenz,

X Ue, X \ e Abkiirzungen fiir X U {e}, bzw. X \ {e}.

Eine Multimenge aus einer Menge S ist eine Menge, bei der Vielfachheiten erlaubt
sind. Formal haben wir eine Abbildung f : S — Ny. Ist z.B. S = {a, b, ¢, d}, so
entspricht der Multimenge {a, a, b, b, b, d} die Abbildung definiert durch f(a) =
2, f(b) =3,f(c) =0, f(d) = 1.

Sind f : Z=™ — Rund g : Z=" — R Funktionen, so definieren wir

g(n) =0(f(n)) = Jc€ RIN e N¥n > N :|g(n)| < c|f(n)].
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0.2.2 Korper und Matrizen

Bekanntlich gibt es fiir jeden endlichen Korper K eine Primzahl p und £ € N,
so daB K genau p* Elemente hat, also von der Ordnung p* ist. Diesen — bis auf
Isomorphie —eindeutigen Koérper bezeichnen wir mit G F(p*) (das Galoisfeld der
Ordnung p*). Fiir k = 1 ist GF(p) & Z,. Wir werden uns vor allem fiir GF(2)
und GF(3) interessieren.

Ist K ein Korper und d € N, so bezeichnen wir mit K¢ den d-dimensionalen
Vektorraum tiber K.

Eine Matrix A ist, falls nicht anders erwihnt, stets eine (m x n)- Matrix. Mit I,
oder I bezeichnen wir die (r x r)-Einheitsmatrix und mit J, oder J bzw. 0,. oder
0 die (r x r)-Matrix aus lauter Einsen bzw. aus lauter Nullen.

Ist V' ein K-Vektorraum und X C V/, so bezeichnen wir mit (X') den Abschlufs
von X, i.e. die Menge aller K-Linearkombinationen. Mit dim (V") bezeichnen wir
die Dimension von V. Sind U, W C V Unterrdume, so ist

U+W: ={utweV]|uelUweW}

Eine Multimenge {v1,...,vx} C V heiBt affin unabhdngig, falls k > 1 und es
keine Ay, ..., Ay € K gibt mit °F | \io; = Ound S8\, = 1.

0.2.3 Graphen

Ein Graph G = (V, E') besteht aus einer Menge von Knoten V', einer Menge von
Kanten E und einer Inzidenzfunktion ¢ : E — V U (‘2/) wobei (‘2/) die Menge
aller zweielementigen Teilmengen von V ist. Ist p(e) = {u, v}, so sagen wir w ist
adjazent zu v und e inzidiert mit v und v. Das Konzept der Multimenge erlaubt
es, Kanten hdufig mit ihrem Bild unter der Inzidenzfunktion zu identifizieren, was
auch die etwas laxe Schreibweise G = (V, E') rechtfertigt.

Abbildung 3 zeigt die bildliche Darstellung eines Graphen. Die Kante e, ist eine
Schleife, da ihr Bild unter der Inzidenzfunktion einelementig ist. Die Kanten e;
und e, sind parallel, da ihre Bildmengen unter ¢ {ibereinstimmen. Ein Graph heif3t
einfach, wenn er weder Schleifen, noch parallele Elemente hat. Der Knoten v,
ist ein isolierter Knoten, da er mit keiner Kante inzidiert. Die Inzidenzfunktion
eines Graphen kann man durch seine Inzidenzmatrix A beschreiben. Die Zeilen
werden dabei durch die Knoten indiziert und die Spalten durch die Kanten. Der
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Abbildung 3: Ein Graph

Beispielgraph aus Abbildung 3 hat also die Inzidenzmatrix

U1 1 1 0 0
w1110
A= (%] 0 0 1 2
vuy\O 0 0 O

Der Grad dg(v) eines Knotens v ist die Summe der Eintréige in der entsprechenden
Zeile von A.

Ein Graph H = (W, F)) ist ein Teilgraph von G = (V, E), wenn W C V. F C E
und = @gp- Ist ) # V' C V, so bezeichnen wir mit G[V'] den von V"' in
G induzierten Teilgraphen von GG mit Knotenmenge V' und Kantenmenge E’ :
{e € E'| p(e) C V'}. Analog definieren wir fiir eine Kantenmenge () # E’ C
den von E' in G induzierten Teilgraphen G[E’| von G mit Knotenmenge V"’
{veV |Jee FE :v € p(e)} und Kantenmenge £’

Sind G; = (V4, E1) und G5 = (V4, E4) Graphen, so ist ihre (nicht notwendig
disjunkte) Vereinigung GG UG5 der Graph mit Knotenmenge V;UV;, Kantenmenge
Ey U E5 und Inzidenzfunktion ¢, g, definiert durch

&l

g, (e) fallse € Fy

PG1UG (6) = { ©0G, (e) fallse € By '’

wobei wir annehmen, daB fiir e € £y N Es : ¢, (€) = pa,(€).
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Zwei Graphen G = (V, E) und H = (W, F) sind isomorph, in Zeichen G = H,
wenn es eine Bijektion der Knoten ¢/ : V' — W und der Kanten ¥ : £ — F gibt
mit o 0¥ =1 o Yg.

Ist n € N, so gibt es bis auf Isomorphie genau einen Graphen mit n Knoten, bei
dem je zwei Knoten adjazent sind, den vollstindigen Graphen K,,.

Ein Graph G = (V, E) ist bipartit, wenn V = XUY und auBerdem Ve € FE :
p(e)N X # 0 # p(e) NY. Der vollstindig bipartite Graph K, ,, ist der — bis auf
Isomorphie eindeutige — bipartite Graph G = (XUY, E) mit | X| = n = |Y| und
e € B (ple)NX)#0# (ple)NY).

Ein Spaziergang in einem Graphen ist eine alternierende Folge vpe vy . .. vg_1e,vk
von Knoten und Kanten, so daB Vi € {1,...,k} : p(e;) = {vi_1,v;}. Sind
vy, ...,V paarweise disjunkt, so ist der Spaziergang ein Pfad. Wir sagen, daf3
so ein Pfad ein (v, vx)-Pfad ist und vy mit vy verbindet. Die Knoten vy, . .., v5_1
heillen innere Knoten des Pfades. Die Ldnge eines Pfades ist die Anzahl der Kno-
ten, die er enthilt. Da ein Pfad in einem einfachen Graphen durch seine Knoten-
teilfolge determiniert ist, werden wir iiblicherweise Pfade als Knotensequenzen
angeben. Ein Graph G ist zusammenhdngend, wenn je zwei Knoten durch einen
Pfad verbunden sind, ansonsten ist er unzusammenhdingend. Ist letzteres der Fall,
so heiflen die (mengentheoretisch) maximalen zusammenhéngenden Teilgraphen
von G seine (Zusammenhangs)Komponenten.

Ist P ein (u,v)-Pfadin G = (V,E) und e € E \ P mit p(e) = {u, v}, so heibt
PUe ein Kreis. Ein Graph ohne Kreise hei3t Wald. Ein zusammenhéingender Wald
ist ein Baum. Ein aufspannender Baum eines zusammenhéngenden Graphen G =
(V, E) ist ein Teilgraph 7" = (V, E’) von G, der ein Baum ist.

Ein Matching in einem Graphen G = (V, E) ist eine Kantenmenge M mit Vv €
G[M] . dG[M](U) = 1.

Ein gerichteter Graph D = (V, A) unterscheidet sich von einem Graphen da-
durch, daf} die Bilder der Knoten (oder auch Bdgen) unter der Inzidenzfunkti-
on geordnete Tupel sind. Ist « = (u,v) eine Kante in einem Digraph, so sa-
gen wir, a verbindet u mit v. Der Kanten u ist der Anfang und v die Spitze
von a. Obige Definitionen werden sinnvoll iibertragen, z.B. ist ein gerichteter
Pfad eine alternierende Folge vgayv; . . . vx_1a;v, von Knoten und Kanten, so daf3

Vie{l,....k}:ola;) = (vi_1,v;).

Aus einem Graphen erhilt man einen gerichteten Graphen, indem man ihn mit ei-
ner Orientierung versieht, d.h. fiir jede Kante Anfang und Spitze bestimmt. Ist an-
dererseits D = (V, E) ein Digraph, so erhilt man, indem man das Bildtupel jedes
Bogens durch die entsprechende Menge ersetzt, den zugrundeliegenden Graphen
von D.
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Ubung 0.2.1 Sei T = (V, E) ein kreisfreier Graph. Zeigen sie: Es gibt einen
Knotenv € V mit d(v) = 1.

Ubung 0.2.2 Sei T = (V, E) ein Graph. Zeigen Sie die paarweise Aquivalenz
folgender Aussagen:

1. T ist ein Baum.
2. T ist kreisfrei und |E| = |V| — 1.
3. T ist zusammenhdngend und |E| = |V | — 1.

Eine besondere Klasse bilden die Graphen, deren Kanten sich kreuzungsfrei in die
Ebene zeichnen lassen.

Definition 0.2.3 Ein ebener Graph ist ein Graph G = (V, E') zusammen mit einer
Einbettung f in die Ebene R?, wobei die Knoten des Graphen auf Punkte in R?
und die Kanten auf offene Jordanbigen abgebildet werden, so dafs,

e die Bilder von je zwei Objekten aus Knoten und Kanten disjunkt sind und

e das Bild eines Knoten v genau dann im topologischen Abschluf3 des Bildes
eines Bogens e liegt, wenn v mit e inzidiert.

Ein Graph heifit planar, wenn er eine ebene Einbettung besitzt. Ist [ eine ebene
Einbettung eines planaren Graphen G, so besteht R* \ f(G) aus offfenen einfach
zusammenhdiingenden Mengen, die wir Gebiete von G nennen.

0.2.4 Partialordnungen

Definition 0.2.4 Eine partiell geordnete Menge oder Partialordnung (P, <) ist ei-
ne Menge P zusammen mit einer reflexiven, antisymmetrischen und transitiven
Relation <, d.h. es gilt

(P1) Vpe P:p<p,
(P2) Vp,qe P: ((p<qundq<p)=p=yq),

(P3) Vp,gre P:((p<qundq<r)=p<r)
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Gilt v < yund x # v, so schreiben wir x < y. Wir sagen y bedeckt x, wenn x < y
undz < z<y=ze{z,y}

Zwei Partialordungen (Py, <1), (P, <) sind isomorph, wenn es eine relations-
treue Bijektion zwischen Py und P, gibt.

Sind x,y € P, so heifst z € P obere (untere) Schranke von z und y, wenn z > y
und z > x. Ein Element z heif3t kleinste obere (grofite untere) Schranke oder
Supremum z Vy (Infimum x Ay von x und y, wenn z eine obere (untere) Schranke
von x und y ist und fiir alle oberen (unteren) Schranken z' von x und y gilt z < 2/
(z > 7).

Eine Partialordnung ist ein Verband, wenn fiir Paar x,y Supremum und Infimum
existieren.

Man kann eine endliche Partialordnung durch ihr HASSE-Diagramm reprisentie-
ren. Dies ist eine graphische Reprisentierung eines einfachen Graphen, bei dem,
falls x < y ist, y oberhalb von = gezeichnet wird und x < y mit einer Kante
verbunden sind genau dann, wenn y x bedeckt.

Beispiel 0.2.5 Sei P = {1,2,3,5,6,10,15,30} und v < y < x ist ein Teiler von
y. Dann ist (P, <) eine Partialordnung. Abbildung 4 zeigt ihr HASSE-Diagramm.
Die Partialordnung ist ein Verband und =V y = kgV (z,y), x Ay = ggT(x,y).

3V

Abbildung 4: Das HASSE-Diagramm der Teiler von 30



Kapitel 1

Definitionen und Beispiele

In der Matroidtheorie gibt es kein Standardaxiomensystem. Das liegt daran, daf3
bei unterschiedlichem Zugang sich verschiedene Strukturen in den Matroiden zur
Axiomatisierung anbieten. Da die eine Struktur die andere jeweils impliziert, be-
zeichnet man diese Axiomensysteme als kryptomorph, da sie implizit die gleiche
Struktur definieren. Wir werden im nichsten Abschnitt die Unabhingigkeitsaxio-
me, die durch die lineare Algebra motiviert sind, und die Kreisaxiome, die bei
einem graphentheoretischen Zugang néherliegend sind, kennenlernen und ihre
Aquivalenz beweisen.

1.1 Unabhingige Mengen und Kreise

Definition 1.1.1 Ein Matroid M ist ein geordnetes Paar (E,T), bestehend aus
einer endlichen Menge E und einer Mengenfamilie T C 2F mit

Iy 0 ez,

I2) I€eZTundl' C I =1 €1,

(I3) I, L eTund || <|L|=3Jeclh\I,:;Uecl.

Bedingung (13) nennen wir Basisergdnzungsaxiom.

Ist M = (E,Z) ein Matroid, so sagen wir auch M ist ein Matroid auf E. Die
Mengen in T sind die unabhiangigen Mengen von M, und F ist die Grundmenge
von M. Werden mehrere Matroide betrachtet, so unterscheiden wir die entspre-
chenden Familien bzw. Mengen durch die Schreibweise Z(M) und E(M). Die
Mengen in 2F \ T heifien abhingig.

11
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Wie oben und durch die Namensgebung bereits angedeutet, sind diese Axiome
durch Betrachtung der ,,Unabhéngigkeitsstruktur von Mengen von Vektoren in
einem Vektorraum motiviert. Der Name ,,Matroid* stammt daher, daf man endlich
viele Vektoren als Spalten in einer Matrix zusammenfassen kann.

Proposition 1.1.2 Sei E die Menge der Spaltenlabel einer Matrix A iiber einem
Korper K, und sei T die Menge der Teilmengen I von F, bei denen die Multimenge
der mit Elementen aus I gelabelten Spalten linear unabhdngig in dem Vektorraum
K™ ist. Dann ist (E,T) ein Matroid.

Beweis. Offensichtlich erfiillt Z die Axiome (I1) und (I2). Zur Verifikation von
(I3) seien [y, Iy € Z mit |[;| < |I5|. Nach dem Basiserginzungssatz der linearen
Algebra 148t sich /; mit Elementen aus /; U I zu einer Basis B von (I; U I5)
erginzen. Aus Dimensionsgriinden ist B\ ([;) = B\ I; # (. Jedese € B\ I
erfiillt dann die Behauptung. O

Das Matroid, das wir aus der Matrix A erhalten, bezeichnen wir mit M/[A] und
nennen es das Vektormatroid von A.

Beispiel 1.1.3 Betrachten wir folgende Matrix iiber GF'(2):

1 2 3 4
1 100
1 110
A=19 0 1 2
00 0 0

Dannist E = {1,2,3,4} und T = {{0,{1},{2}, {3}, {1, 3}, {2, 3} }. Die Familie

der abhdngigen Mengen dieses Matroids ist also
{XCE|{4} C X oder{1,2} C X}.

Also sind {4} und {1, 2} die minimal abhéngigen Mengen, das sind solche abhingi-
ge Mengen, deren Teilmengen alle unabhdngig sind.

Definition 1.1.4 Ein Kreis in einem Matroid M = (E,T) ist eine minimal abhiingi-
ge Teilmenge C' C E. Die Menge aller Kreise in M bezeichnen wir mit C oder mit
C(M). Ist C ein Kreis mit |C| = n, so nennen wir n auch die Linge von C.

Offensichtlich ist die Familie der Kreise eines Matroids wohldefiniert. Anderer-
seits kann man aus der Familie der Kreise auch die Familie der unabhingigen
Mengen rekonstruieren, ndmlich als Familie der Mengen /, die keine Menge
C' € C enthalten.
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Lemma 1.1.5 Sei C die Familie der Kreise eines Matroids M = (E,T). Dann
gilt

(C1) 0 &C, und
(CZ) 01,02 S Cbde'1 - 02 == 01 = CQ,
(C3) vy %CQ GCVGEClﬂCQEIC’;J,EC:CgQ (01UCQ)\€.

Beweis. (C1) und (C2) folgen unmittelbar aus der Definition eines Kreises. Seien
also C und C;, verschiedene Kreise und e € C; N Cy. Angenommen (C; UC,) \ e
wire unabhingig. Sei dann f € Cy \ C; # () (nach (C2)). Da C; ein Kreis ist,
gilt Cy \ f € Z. Sein nun I € 7 maximal gewihlt mit der Eigenschaft, da
f¢&1ICCuUCy,DaC) € 1ist, folgt [I| < |(CyUCy) \ el im Widerspruch
entweder zur Maximalitdt von / oder zum Basisergénzungsaxiom (I3). O

Die Bedingung (C3) heilit schwaches Kreiseliminationsaxiom. Dies deutet bereits
an, daf (C1),(C2) und (C3) die Familie der Kreise eines Matroids charakterisieren:

Satz 1.1.6 Sei E eine endliche Menge und C C 2F eine Familie von Teilmengen
von E, die (C1),(C2) und (C3) erfiillt. Sei T C 2F die Familie derjenigen Teilmen-
gen I von E, die kein Element C von C enthalten. Dann ist (E,T) ein Matroid und
C die Menge seiner Kreise.

Beweis. Zunichst zeigen wir, dal Z die Axiome (I1),(I2) und (I3) erfiillt. In den
ersten beiden Fillen ist dies klar. Seien also I1, [o € Z mit |[;| < |[5|.Daly € T
ist, gibtes I C (I; U l) mit I € Z und |I| > |I;|. Sei ein solches I gewihlt
mit £ = |[; \ I| minimal. Gilt £ = 0 sind wir fertig. Ansonsten sei e € I; \ I.
Seien nun f, fo € I\ I} mit f; # fo. Dann sind Xy, := I\ f; Ue Mengen mit
| Xs,| > ||, Xy € LUlund |1\ Xy, | < |I;\ I]. Also sind beide Xy, abhingig.
Seien Cy, C X, Kreise. Da die Mengen X, \ e C I unabhingig sind, haben
wir e € O, N Cy,. Nach (C3) gibteseinC > C' C ((Cr, UCy,) \e) C I €L,
Dieser Widerspruch impliziert die Giiltigkeit von (I3). Dall C genau die Menge
der Kreise dieses Matroids ist, folgt sofort aus der paarweisen Aquivalenz der
folgenden Aussagen.

1. C ist ein Kreis,
2.C¢ZundVeeC:C\z €T,
3.3C" eC:.C"C CaberC' ¢ C,
4. C eC.
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Aus 1.1.6 und 1.1.5 erhalten wir insgesamt folgendes

Korollar 1.1.7 Sei C C 2F. Dann ist C die Menge der Kreise eines Matroids auf
E genau dann, wenn C (C1),(C2) und (C3) erfiillt.

Ein Kreis, der aus einer unabhingigen Menge durch Hinzunahme eines Elementes
entsteht, ist eindeutig:

Proposition 1.1.8 Sei M = (E,Z) ein Matroid, I € Z,e € Fund [ Ue ¢ T.
Dann gibt es genau einen Kreis C(I,e¢) C I Ueundes gilte € C(1,e).

Beweis. Zu zeigen ist nur die Eindeutigkeit. Angenommen, es géibe zwei solcher
Kreise C' und C’, dann enthielte nach (C'3) die Menge ((C' U C”) \ e) C I einen
Kreis. Widerspruch. O

Wie der Name der minimalen abhidngigen Mengen und 1.1.3 schon andeuten, ist
die Betrachtung der Familie aller Kreise aus der Graphentheorie motiviert:

Proposition 1.1.9 Sei E die Menge der Kanten eines Graphen G = (V, E) und
C die Menge der Kantenmengen von Kreisen des Graphen. Dann ist C die Menge
der Kreise eines Matroids.

Beweis. Wiederum sind (C1) und (C2) trivial. Seien also C7,C5 Kantenmen-
gen verschiedener Kreise in G und e € C; N Cy. Betrachte den Graphen G’ =
G[C1AC,] = G'(V',E'). Dann gilt Vv’ € V' : dgr > 2 und e ¢ E'. Offensicht-
lich muB3 G’ also einen Kreis mit Kantenmenge wie in (C3) verlangt enthalten. O

Dieses Matroid, das wir aus einem Graphen erhalten, nennen wir Kreismatroid
oder Polygonmatroid M (G) von G. Die unabhingigen Mengen von M (G) sind
offensichtlich die Kantenmengen von Teilgraphen von G, die Wilder sind. Wir
werden im folgenden im Zusammenhang mit Matroiden von Kreisen, Wildern
oder Baumen sprechen, wenn wir ,,nur deren Kantenmengen meinen.

Vergleichen wir das Kreismatroid des Graphen in Abbildung 3 mit dem Vektorma-
troid in Beispiel 1.1.3, so erkennen wir, daf} die Bijektion ¢(e;) = i die Kreise von
M (G) genau auf die Kreise von M [A] und also auch die unabhingigen Mengen
auf die unabhéngigen Mengen abbildet. Allgemein definieren wir:

Definition 1.1.10 Zwei Matroide M, = (F1,7,), My = (FE3,Z,) heiffen iso-
morph, in Zeichen M, = M, wenn es eine Bijektion v : F/y — FE gibt mit

IeZ, oY) :={Yle) € Ey|ec I} el,.
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Ein Matroid, das isomorph zu einem Kreismatroid ist, heilit graphisch. Ist ein
Matroid M isomorph zu dem Vektormatroid M [A] einer Matrix A iiber einem
Korper K, so sagen wir M ist linear iiber K oder reprdsentierbar iiber K oder
einfach K-reprdsentierbar. Ein Matroid ist linear, wenn es einen Korper K gibt,
tiber dem es linear ist.

Nicht jedes Matroid ist linear. Ganz im Gegenteil, es gibt dafiir einfach ,,zu viele*
Matroide. Ublicherweise miflt man die GroBe eines Matroids durch die Anzahl
seiner Elemente n = |E|. Oxley gibt Referenzen auf Arbeiten [5],[8], in denen
folgendes gezeigt wird:

Bezeichne f(n) die Anzahl nicht-isomorpher Matroide mit n. Elemen-
ten. Dann gilt

3
n — 5 log, n + O(log,log,n) < log, log, f(n)
< n—logyn + O(log, log, n).

Also ist f(n) von der GroBenordnung 22"

Definition 1.1.11 Sei M = (E,Z) ein Matroid und C die Menge seiner Kreise.
Seien e, f,g € E. Dann sagen wir e, [ sind parallel, falls {e, f} € C, g ist eine
Schleife, falls g € C. Wegen (C3) ist die Relation

e~ f & e, f sind parallel

eine Aquivalenzrelation. Die zugehorigen Klassen heif3en Parallelenklassen. Ein
Matroid heif3t einfach oder auch kombinatorische Geometrie, wenn es keine Schlei-
fen hat und alle Parallelenklassen trivial sind, d.h. aus einem Element bestehen.

Ubung 1.1.12 Betrachte die Matrix

S = O N
_ O O W
O = =
[ e RS
— O O

1
1
0
0

Sei M,[A] das Vektormatroid der Matrix A betrachtet als Matrix iiber GF(q) fiir
q € {2,3}. Zeige:

1. Die Familien der Kreise von M| A] und M3[A] sind verschieden.
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2. M,[A] ist graphisch und M3[A] ist nicht graphisch.

3. Ms[A] ist GF(3)-reprdsentierbar aber M| A| ist nicht GF(2)-reprisentier-
bar.

Definition 1.1.13 Sei M = (F,I) ein Matroid, dann sagen wir

bindr, GF(2)
M ist § terndr wenn es tiber GF(3) linear ist.
reguldr, jedem Korper K

Ubung 1.1.14 Sei G = (V, E) ein Graph, M (G) sein Polygonmatroid und K ein
Korper. Zeige M (G) ist K-reprdsentierbar.

1.2 Basen, Rang und Abschluf3

Definition 1.2.1 Sei (F,Z) ein Matroid, dann heifst B € T Basis, wenn es kein
I € T gibt mit B C 1. Die Familie der Basen bezeichnen wir mit B.

Die Familie der Basen spiegelt die ,,Dimension” des Matroids wieder:

Lemma 1.2.2 Sind B, und Bs Basen eines Matroids M = (E,T), so ist |B,| =
| Bal.

Beweis. Die Annahme |B;| < |Bs| liefert mit (I3) sofort einen Widerspruch zur
Maximalitit von Bj. O

Wiederum kann man die Familie der Basen axiomatisch beschreiben:

Lemma 1.2.3 Sei B die Familie der Basen eines Matroids M = (E,T). Dann
gilt

(B1) B # 0, und

(BZ) \V/Bl,BQ € BVe € Bl\B23f€B2\BI : Bl\eUfEB.

Beweis. Da () € Z ist, gilt (B1). Sei e € B; \ By. Nach Lemma 1.2.2 ist | By \ e] <

| By|. Nach (I3) gibtesein f € By \ (B1 \e) = Bo\ Bymit By \eU f € T.
Wiederum wegen Lemma 1.2.2 haben wir sogar By \ e U f € B. O
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Den Beweis, daf3 (B1) und (B2) die Basen eines eindeutigen Matroids charakteri-
sieren, bereiten wir durch folgendes Lemma vor:

Lemma 1.2.4 Sei B C 2F mit (BI) und (B2) und By, B, € B. Dann gilt |B,| =
| By

Beweis. Angenommen es giibe By, By mit |Bs| < |Bjy|. Wir wiihlen unter allen
solchen Paaren eines mit |B; \ B,| minimal. Sei nun e € B; \ Bs. Nach (B2) gibt
es f € By \ By mit (B \ eU f) € Bim Widerspruch zur Wahl von B; und Bs.
O

Satz 1.2.5 Sei B C 2F mit (B1) und (B2). Sei
T:={Ic2¥|3BecB:1CB}.

Dann ist (E,T) ein Matroid und B die Menge seiner Basen.

Beweis. (B1) impliziert (I1), und (I12) ist per definitionem klar. Angenommen (I3)
wiire verletzt und |[;| < |I5| bildeten ein Gegenbeispiel. Wir wihlen nun By, By €
Bmit I; C B;und |Bs \ (I U By)| minimal. Da fiirallee € I : [; Ue & T ist,
gilt

L\ B =5L\I. (1.1)
Angenommen By \ (I, U B;) # 0, sei dann e aus dieser Menge. Nach (B2) gibt
es f € By \ Bamit By \ eU f € Bim Widerspruch zur Wahl von B;, By. Somit
impliziert (1.1)

By \ By = I\ I4. (1.2)

Angenommen B; \ (I; U By) # (), und e aus dieser Menge. Wiederum gibt es
f€ B\ By =1\ I, mit By \ eU f € B. Dies impliziert , daB I; U f € Z im
Widerspruch zur Annahme, daf3 /; und 7, ein Gegenbeispiel bilden. Wir erhalten
somit

Bi\ By C I\ L. (1.3)
Mit Lemma 1.2.2 erhalten wir folgende Ungleichungskette:
1.3
L\ L] = B\ Bl "2 [Bi\ By| < |1\ Lol

Dies impliziert aber |I;| > |[2|. Widerspruch. Offensichtlich ist B wieder die
Menge der Basen des Matroids. o
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Wir fassen zusammen:

Korollar 1.2.6 Eine Familie B C 2F ist genau dann die Menge der Basen eines
Matroids, wenn sie (B1) und (B2) erfiillt.

Wir hatten schon angedeutet, dall Proposition 1.1.8 vor allem fiir Basen interessant
ist:

Definition 1.2.7 Sei B eine Basis in einem Matroid (E,Z) und e € E \ B. Den
nach 1.1.8 eindeutigen Kreis C (B, e) nennen wir Fundamentalkreis von e bzgl.
B.

Ubung 1.2.8 Sei C ein Kreis in einem Matroid M = (E,T). Zeige:

Vee C3dB e B: C=C(B,e).

Beispiel 1.2.9 Seien 0 < m < n ganze Zahlen. Sei E eine Menge mit |E| = n und
B = (fL) die Menge aller m-elementigen Teilmengen von E. Trivialerweise erfiillt
B (B1) und (B2). Das zugehirige Matroid nennen wir das uniforme Matroid vom
Rang m mit n Elementen U,,, ,,. Ist m = n so nennen wir U, ,, das freie Matroid
mit n Elementen.

Ubung 1.2.10 Beschreibe Kreise und unabhiingige Mengen des uniformen Ma-
troids Uy, ..

Hat man ein Vektormatroid A, so kann man offensichtlich auch Matroide auf Teil-
mengen der Spaltenmenge betrachten. Ubertriigt man dies auf ein allgemeines
Matroid M = (E, ) fiir F' C FE, so sieht man z.B. direkt, daB die Familie

I(Mp)={ICF|Ie€TI}
die Unabhingigkeitsaxiome aus Definition 1.1.1 erfiillt.
Definition 1.2.11 Sei M = (E,I) ein Matroid und F' C E. Das Matroid M :=

(F,Z(M)r)) nennen wir die Restriktion von M auf F' und sagen auch My entsteht
durch Loschen von E'\ F. Neben M)y schreiben wir dafiir auch M \ (E'\ F).

Ist X C E so konnen wir wegen Lemma 1.2.2 den Rang r(X) definieren als

r(X) := |Bx]| fiir ein Bx € B(Mx).
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Die Rangfunktion ermoglicht es uns,die ,,Dimension‘ einer Teilmenge zu betrach-
ten. Auch die Rangfunktion liefert ein Axiomensystem. Das Axiom (R3) spiegelt
den Dimensionssatz der Linearen Algebra

dim((UUV)) +dim(U NV) = dim(U) + dim(V),

d.i. die Modularitdt des Unterraumverbandes eines Vektorraumes wieder. Da in
Matroiden fehlende Punkte im Schnitt zur Dimensionserniedrigung fiihren konnen,
erhalten wir eine Ungleichung:

Lemma 1.2.12 Die Rangfunktion eines Matroids M = (E,T) ist nicht-negativ,
subkardinal, monoton und submodular, d.h. sie erfiillt die folgenden Bedingungen:

R VX CE:0<r(X)<|X

’

R VX CYCE:r(X)<rY),
RI) VX, Y CE: r(XUY)+r(XNY) <r(X)+rY).
Beweis. Wiederum sind (R1) und (R2) trivial. Sei Bx~y eine Basis fir X NY.

Da Bxry € Z(M | xuy ) konnen wir diese durch wiederholte Anwendung von (13)
zu einer Basis Bxyy von X U Y erginzen und erhalten

r(X)+rY) > [Bxuy NX|+ |[Bxuy NY]
|(Bxuy N X) U (Bxuy NY)| 4+ [(Bxuy N X) N (Bxuy NY)|
= |Bxuy N (X UY)|+ |Bxuy N (X NY)|
= |Bxuy|+ |Bxnvl-

|

Den von einer Menge von Vektoren in einem Vektorraum V' aufgespannten Vek-
torraum kann man betrachten als Menge von Vektoren, die die Dimension nicht
vergrofern. Dabei spielt die Reihenfolge keine Rolle, d.h. die lineare Hiille ist ein
Hiillenoperator:

Definition 1.2.13 Sei £ eine Menge und cl : 2¥ — 2F. Dann heif3t cl ein Hiillen-
operator, wenn

(CL1) VX C E: X C cl(X),
(CL2) VX CY C E:cl(X) Ccl(Y),
(CL3) VX C E : cl (cl (X)) = el (X).
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Bevor wir zeigen, dall die Rangaxiome das Matroid axiomatisieren, definieren wir
zunéchst mit Hilfe der Rangfunktion einen Hiillenoperator.

Lemma 1.2.14 Sei r eine subkardinale, monotone, submodulare Funktion, also
z.B. Rangfunktion eines Matroids. Definieren wir die Abschlufsfunktion von M als

VXCE:cd(X)={ecE|r(XUe) =r(X)},
dann ist cl ein Hiillenoperator und

r(cl (X)) = r(X).

Beweis. (CL1) und (CL2) sind klar. Wir zeigen zunéchst die letzte Behauptung
per Induktion iiber £ := cl(X) \ X. Da k = 0 klar ist, sei cl(X) \ X =
{91 ..., Yk+1}. Dann haben wir nach Induktionsvoraussetzung und (R3):

r(X)+r(X) = r(XU{y1-- u}) + (X Uypsa)
> T(Xu{yl"'7yk+1}>+T(X)v

somit 7(cl (X)) < r(X), und (R2) impliziert die Gleichheit. Zu zeigen bleibt
(CL3). Angenommen y € cl (cl (X))\cl (X). Dann haben wir (X Uy) > r(X) =
r(cl (X)) = r(cl (X) Uy). Widerspruch. O

Satz 1.2.15 Seir : 2F — N eine subkardinale, monotone, submodulare Funktion.
Sei T C 2¥ die Menge der Teilmengen X C E mit r(X) = |X|. Dann ist M =
(E,T) ein Matroid mit Rangfunktion r.

Beweis. Nach (R1) ist 0 < () < |@| = 0, also gilt (I1). Ist e ¢ I gilt wegen
(R3) und (R1)
r(fUe) <r(I)+r(e) <r(l)+1. (1.4)

Dies impliziert sofort (I2). Seien nun Iy, [» € Z mit |[;| < |I2|. Angenommen
Vee Ib\ I : 1 Ue & Z, so hitten wir I3 C ¢l (I;) und somit mit Lemma 1.2.14
r(Iy) < r(l) < |Iz| im Widerspruch zu I € Z. Also erfiillt Z (I3).

Bezeichnet 7, die Rangfunktion von M = (E,Z), so bleibt zu zeigen r = ;.
Sei also X C F und By eine Basis von M|x. Dann ist Bx € Z, also rj(X) =
|Bx| = r(Bx) < r(X). Andererseits ist per definitionem By kardinalititsmaxi-
mal in X mitr(Bx) = |Bx|. Lemma 1.2.14 impliziert also r(Bx) = r(X). O
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Wir fassen zusammen:

Korollar 1.2.16 Sei r : 2¥ — N. Dann ist r die Rangfunktion eines Matroids auf
E genau dann, wenn r (R1),(R2) und (R3) erfiillt.

Implizit haben wir auch noch folgendes bewiesen:

Proposition 1.2.17 Sei M = (E,Z) ein Matroid mit Rangfunktion r. Dann gilt

I X eI & |X|=r(X)
2. XeBe|X|=r(X)=r(F),
3. XeCsVee X r(X\e)=rX)=|X|-1

Ubung 1.2.18 Gib die Rangfunktion fiir uniforme und graphische Matroide an.

Beispiel 1.2.19 Sei P C (f) eine Teilfamilie der k-elementigen Teilmengen von
E mit der Eigenschaft, dap¥ P, Py € P: |PLNPy| =k — 1= (") CP. Sei
C=PU{C € (kfl) | VC' € P : C" € C}. Offensichtlich erfiillt diese Menge

die Kreisaxiome. Wir nennen ein solches Matroid ein paving matroid.

Sei F = {a17a27a3abla b27b3ycla 02763}7 k =5 und

P = {alaa2aa3abiaci | 1= 1a273} U
U {blab27b37aiaci | 1= ]-a?)} U {017027037ai7bi ’ 1= 1)273}7

das sind die Mengen, die in Abbildung 1.2.19 wie ein L oder ein T' aussehen.
Dann ist P ein paving matroid.

Abbildung 1.1: Das Tic-Tac-Toe Matroid

Wenden wir uns nun wieder dem AbschluBoperator zu. Er hat eine dem Axi-
om (B3) dhnliche Austauscheigenschaft, die wir als Steinitz-MacLane-Austausch-
eigenschaft notieren:
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Lemma 1.2.20

(CL4) VX CEVece E: fec(XUe)\c(X)=ecc(XUFf)\cl(X).

Beweis. Sei f € cl(X Ue) \ cl (X). Wegen Gleichung 1.4 ist 7(X U {f,e}) =
r(X Ue) =r(X)+ 1undauBerdem r(X) + 1 > r(X U f) > r(X). Folglich ist
r(XU{f,e}) =r(XUf)undsomite € cl (X U f). O

Satz 1.2.21 Sei E eine Menge und cl : 2¥ — 2F ein Hiillenoperator mit Steinitz-
MacLane-Austauscheigenschaft, also eine Abbildung, die (CLI), (CL2), (CL3)
und (CLA4) erfiillt. Sei

IT={XCE|VeecX:edcl(X\e)}

Dann ist (E,T) ein Matroid mit Abschluf3operator cl.

Beweis. (I1) ist trivialerweise erfiillt. Sei nun e € I’ C I € Z, so fiihrt die
Annahme e € cl (I"\e), wegene € cl (I"\e) C cl (I\e) (CL2) zum Widerspruch.

Zum Nachweis von (I3) nehmen wir an, es gibe I1, I, € Z mit |[;| < |I5|, die
(I3) verletzten. Unter allen solchen wihlen wir ein Paar mit maximalem Schnitt.
Zunichst haben wir nach Definition von Z und Annahme Ve € I,bdf € I, : f €
cl(ly Ue)\ f), also wegen (CL4) und, da [, € ZistVe € I, : e € cl(1y), also
I, Ccl(l).Seinune € I,\I; # (). Wegen I, € Z und (CL2) gilt I; Z ¢l (I5)\e),
seialso f € Iy \ cl(l2\ e). Setze I, := I, \ e U f, soist Iy, I, ein Paar, das (I3)
widerspricht mit grolerem Schnitt.

Zu zeigen bleibt, dal cl ; = cl ist. Sei also = € cl;(X) \ X. Per definitionem
haben wir dann (X Uz) = r(X). Sei B eine Basis von M|x. Dannist (BUz) ¢ T
alsowegen B € 7 : x € cl(B) C cl(X). Die umgekehrte Inklusion geht analog.

Korollar 1.2.22 Sei cl : 2¥ — 2%, Dann ist ¢l der Abschluf3 eines Matroids auf
E genau dann, wenn cl (CLI1),(CL2),(CL3) und (CL4) erfiillt.

Definition 1.2.23 Die abgeschlossenen Mengen von M bezeichnen wir als Un-
terrdume von M.

r(M)—1 Hyperebenen
Die Unterridume der Dimension 1 heif3en Punkte
2 Geraden

Wir sagen X C E ist ein Erzeugendensystem fiir E, falls cl (X) = E.
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Wie nicht anders zu erwarten sind Basen minimale Erzeugendensysteme und Hy-
perebenen maximale Nicht-Erzeugendensysteme.

Proposition 1.2.24 Sei M = (E,T) ein Matroid und X C E. Dann gilt

1. X ist ein Erzeugendensystem < r(X) = r(E).

2. X ist eine Basis < X ist ein Erzeugendensystem und Ve € X : X \ e ist
kein Erzeugendensystem.

3. X ist eine Hyperebene < X ist kein Erzeugendensystem, aber Ve € E\ X :

X U e ist ein Erzeugendensystem.

Beweis. Ubung.

Mit Hilfe des Abschlusses beweisen wir jetzt eine Verschirfung des “weak elimi-
nation axioms”.

Proposition 1.2.25 Sei M = (FE,T) ein Matroid und C die Familie seiner Kreise.
Dann gilt

1. X C Eist ein Kreis von M genau dann, wenn Ve € X : e € cl (X \ e) und
X\eel

22cd(X)=XU{eeE|ICelC:ecCCXUel
(C3), VCl,C’Q € CVe € Cl HCQVf € 01\02 303 eC: f € 03 g (01U02)\€
Beweis. Die erste Aussage ist klar, da die Kreise die minimalen abhiingigen Men-
gen sind. Seinun e € ¢l (X)\ X. Sei B eine Basis von M|x. Dannistr(X Ue) =

r(X) =r(BUe) = r(B). Also schlieft e einen Kreis mit B, woraus die zweite
Aussage folgt.

Zum Beweis von (C3)’ betrachten wir wegen e € ¢l (C5 \ e):

fec(Cr\ f) Cc(CLuCa\ e f}),

woraus mit der letzten Aussage die Behauptung folgt.

Beispiel 1.2.26 Wir hatten in Ubung 1.2.18 die Rangfunktion der Kantenmenge
eines graphischen Matroids als

r(X) = |V[X]| — |Komponenten von V| X||
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kennengelernt. Also sind die Komplemente der Hyperebenen des Polygonmatroids
eines zusammenhdngenden Graphen gerade die minimalen Kantenschnitte.

In diesem Zusammenhang stellen wir fest, daf3 wir bei graphischen Matroiden
annehmen konnen, dafs der zugehorige Graph zusammenhdngend ist, da die Iden-
tifikation zweier Knoten aus verschiedenen Zusammenhangskomponenten keine
neuen Kreise liefert.

1.3 Geometrie niederdimensionaler Matroide

Wir haben lineare Matroide als Vektormatroide kennengelernt. Durch Ubergang
von linearer zu affiner Abhingigkeit kann man in der geometrischen Reprisentie-
rung eine Dimension ,,sparen.

Proposition 1.3.1 Sei £ C V ecine endliche Teilmenge eines K-Vektorraumes
und T die Menge der affin unabhdngigen Teilmengen von E. Dann ist (E,T) ein
Matroid.

Beweis. Schreibe £ = {vy,...,v;} als Matrix A. Betrachte das Vektormatroid
M [(l’i)] gelabelt mit den zugehorigen Elementen aus E. Offensichtlich ist dann
die Menge 7 gerade die Familie der unabhéngigen Mengen von M [(1’1)] O

Wir sagen M ist affin tiber K, wenn es isomorph zu einem solchen Matroid ist.

Beispiel 1.3.2 Betrachte die Punktmenge

{(07 0)7 (1’ 2)’ (37 6)7 (27 0), (3> 0)7 (Ov 1)7 (0’ 2)7 (37 _2)7 (5v _2)7 <_37 _2)} g Q

wie in Abbildung 1.2. Das zugehorige affine Matroid nennen wir Desargues-Matroid.
Man kann es auch durch seine Dreipunktgeraden als paving matroid definieren.

Ubung 1.3.3 Zeige, das Desargues-Matroid ist ein Paving-Matroid.

Das Diagramm in Abbildung 1.2 reprisentiert das Desargues-Matroid also allein
durch Inzidenzen und ohne explizite Angabe der Koordinaten der Punkte. Wir
erhalten eine Reprisentierung eines Matroids vom Rang kleiner gleich vier, indem
wir eine Konfiguration aus Punkten, Geraden und Ebenen zeichnen, wobei die
Punkte die Elemente repriasentieren und

1. die Elemente eines dreielementigen Kreises auf einer Geraden liegen und
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1 (3,6

Abbildung 1.2: Das Desargues-Matroid

2. die Elemente eines vierelementigen Kreises in einer Ebene liegen.

Im folgenden werden wir die Frage betrachten, wann eine geometrische Inzidenz-
Konfiguration ein Matroid reprisentiert.

Beispiel 1.3.4 Betrachten wir dazu die Rang 4 Inzidenzstruktur in Abbildung 1.3.
Wenn wir die Konfiguration als Matroid interpretieren wollen, so erhalten wir

Abbildung 1.3: Das Escher ,,Matroid*

als abgeschlossene abhdngige Mengen seine Dreipunktgeraden {1,2,3},{1,4,5}
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und die Fiinfpunktebenen {1,2,3,4,5},{1,2,3,6,7}, {1,4,5,6,7}. Laut dieser
Liste ist r({1,6,7}) = 3. Damit erhalten wir

443 = r({1,4,5,6,77U{1,2,3,6,7}) +r({1,4,5,6,7} N {1,2,3,6,7})
> r({1,4,5,6,7}) +r({1,2,3,6,7})
= 343

im Widerspruch zur Submodularitit. Ist hingegen {1,6,7} eine Gerade, so stellt
die Konfiguration ein Matroid dar.

Formalisieren wir das, so fordern wir zunichst als ,,Selbstverstindlichkeiten, daf3
eine Gerade mit mindestens zwei Punkten inzidiert und eine Ebene mit mindestens
drei Punkten, die nicht alle auf einer Geraden liegen, inzidiert.

Zusitzliche Forderungen notieren wir in

Definition 1.3.5 Ein Inzidenzdiagramm D aus Punkten, Geraden und Ebenen
heif3t Matroidkonfiguration, wenn

1. je zwei verschiedene Geraden von D haben hichstens einen Punkt gemein-
sam

2. je zwei verschiedene Ebenen, die sich in mehr als einem Punkt schneiden,
schneiden sich in einer Gerade,

3. je zwei Geraden, die einen Punkt gemeinsam haben, liegen in einer Ebene.

4. jede Gerade, die eine Ebene in mehr als einem Punkt schneidet, ist in dieser
Ebene enthalten.

Eine Matroidkonfiguration D reprisentiert das Matroid M = (E,Z), wenn es
eine Bijektion ¢ : E — {Punkte von D} gibt mit C C E ist ein Kreis von M
genau dann, wenn

1. entweder |C| = 3 und p(C') liegt auf einer Gerade von D, i.e. p(C) ist
collinear

2. oder |C| = 4 und p(C) enthiilt keine drei collinearen Punkte und liegt in
einer Ebene, i.e. (C') ist coplanar

3. oder |C| = 5 und p(C') enthdlt weder drei collineare, noch vier coplanare
Punkte.
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Ubung 1.3.6 1. Sei M = (E,I) ein einfaches Matroid und r(M) < 4. Dann
gibt es eine Matroidkonfiguration, die M reprdsentiert.

2. Sei D eine Matroidkonfiguration, dann gibt es ein Matroid, das durch D
reprdsentiert wird.

Beispiel 1.3.7 Betrachte die Konfiguration in Abbildung 1.4. Nach Ubung 1.3.6
definiert diese ein Matroid M, das wir als Non-Desargues-Matroid bezeichnen.

Vergleichen wir die Konfiguration mit derjenigen, die durch Abbildung 1.2 defi-
niert wird, so fillt auf, dal eine Dreipunktgerade gebrochen wurde. Diese ist in
Vektormatroiden ,,zwingend vorgeschrieben®.

Satz 1.3.8 (Satz von Desargues (klassisch):) In der reellen Ebene gilt: Liegen
zwei Dreiecke perspektiv, so sind die Schnittpunkte paarweise sich entsprechender
Dreiecksseiten collinear.

Die beiden Dreiecke in Abbildung 1.4 sind {a,b,c} und {a’, ¥, '}. Der Punkt
der Perspektive ist p, und x, y, z entstehen als Schnitte der Geraden sich entspre-
chender Dreiecksseiten. Offensichtlich konnen wir mit dem bisher erarbeiteten
Instrumentarium diesen Satz auch anders formulieren.

Satz 1.3.9 (Desargues (matroidsch):) Das Non-Desargues Matroid ist nicht li-
near.

Beweis. Angenommen es gibe Vektoren p,a,b,c,da’,V,c,x,y, z € K3, die das
Matroid iiber einem Korper K reprisentierten. Da GF(2)? nur 8 Elemente hat,
gibt es in K mindestens zwei von Null verschiedene Elemente «, 5. Wir betten
nun die Konfiguration in K* ein, indem wir z.B. von a tibergehen zu (7). Sei
nun v = (Z) und w = (g) Dann ist dim({p,v,w,a,a'}) = 3, also existiert
0 # d" € (v,d') N (w,a). Analog konstruieren wir b” und ¢” und erhalten die
Figur in Abbildung 1.5. Nach der Annahme miifte sich diese Abbildung zu einer
Matroidkonfiguration erweitern lassen. Sei M die Rangfunktion dieses Matroids.
Betrachten wir die Ebene (a”, b”, ¢’}. Zunichst haben wir (M )+r({a”, 0", 2}) <
r({a”,b",v,d" 0, z}) + r({a", V", w,a,b,x}) = 6 also r({a”,b",2}) < 2 und
somitz € (a”,0", ). Analog schlieBen wir insgesamt ({a”, ", ", x,y, z}) = 3.
Nun haben wir aber den Widerspruch

’I"({Qﬁ',y, Z}) S T({a”? b”? Cl/?':E?y? Z} m {p7a7 al? b? b/’c? C/7x’y7 Z})
S T({a/,7 b”’ cl/’ x’ y7 Z}) + T({p7 a? a’/’ b7 le C7 Cl? x) y7 Z}) - 4
= 3+43-4=2
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Abbildung 1.4: Das Non-Desargues Matroid
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Abbildung 1.5: Das ist kein Matroid

29
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Ubung 1.3.10 Betrachte die Matroidkonfiguration in Abbildung 1.6. Das zugehori-
ge Matroid heifit Vamos-Matroid V3. Schlief3e mit Hilfe von Beispiel 1.3.4, daf} das
Vdamos-Matroid nicht linear ist.

Abbildung 1.6: Das Vamos-Matroid

1.4 Transversalmatroide

Wir kommen zu einer weiteren wichtigen Beispielklasse. Sei S eine endliche
Menge und { A4, ..., A,,} eine Familie von (nicht notwendig paarweise verschie-
denen) Teilmengen von S. Ist J = {1,...,m} so schreiben wir kurz (4;);c,.
Eine Menge 1" C S heif3t eine partielle Transversale von (A;) e, fallses K C J
und eine Bijektion ¢ : K — T gibt mit Vi € K : ¢ (i) € A;. Haben wir K = J,
so heillt T eine Transversale oder eine Liste verschiedener Reprdsentanten.

Man kann partielle Transversale einer Familie A = (A;),;c; von Teilmengen einer
Menge S als Matchings in bipartiten Graphen A(.A) = (SUJ, E') auffassen, wobei
e=(s,j) € E:=se A,

Satz 1.4.1 Sei A eine Familie { Ay, ..., A,,} von Teilmengen von S und sei T die
Menge der partiellen Transversalen von A. Dann ist T die Menge der unabhdingi-
gen Mengen eines Matroids, welches wir das Transversalmatroid M [A] nennen.

Beweis. Wir haben nur (I3) zu zeigen. Seien also |T;| < |T3| partielle Transver-
sale und M, M, die zugehorigen Matchings in A(A). Da |M;| < |M,| enthilt
My U M, einen M;-Ms-alternierenden Weg P (also einen Weg, der abwechselnd
Kanten aus M; und M, benutzt), der eine Kante mehr in M5 als in M benutzt.
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Da der Weg ungerade Linge hat, besucht er gerade viele Knoten, wir konnen also
oBdA annehmen:

P = 511892, ..8;k.
Wir haben also ¢(i) = s; = (i + 1) firi = 1,...,k — 1, ¢o(k) = s, und
s1 € Ty \ T;. Ist nun K die Indexmenge fiir 7}, dann gilt k ¢ K D {1,...,k—1}.
Wir definieren nun ¢ : K U k — 17 U s; vermoge

0(j) = { Zigg Zillllztj e{l,....,k}

und 1) beweist, daB3 77 U s; eine partielle Transversale ist. O

Definition 1.4.2 Wir sagen eine Matroid ist transversal, wenn es isomorph zu ei-
nem Transversalmatroid M[A] ist.

Beispiel 1.4.3 Betrachte die Graphen in Abbildung 1.7. Der bipartite Graph G
definiert ein Transversalmatroid M[A] auf{1,2,3,4}. Man sieht M [A] = M(G5).
Hingegen ist M (G'3) nicht transversal. Denn ansonsten gibe es A; mit {i,i+1} C
A, fiiri = 1,2, 3 im Widerspruch zu r(M(G3)) = 2.

B~ W o =

4 6

Abbildung 1.7: Transversal, nicht transversal

1.5 Geometrische Verbinde und der Greedyalgorith-
mus

In diesem Abschnitt wollen wir zunichst den Ansatz der Inzidenzstrukturen fiir
Punkte, Geraden und Ebenen auf beliebige Dimensionen verallgemeinern. Dafiir
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bezeichnen wir mit £(M) die Menge der abgeschlossenen Unterrdume von M =
(E,T).

Lemma 1.5.1 (£, C) ist ein Verband mit

VXY € LM): XAY =XNYund X VY =cl (X UY).

Beweis. Bekanntermallen induziert die Inklusionsrelation eine Partialordnung.
Wir haben also nur zu verifizieren, da Supremum und Infimum wie behaup-
tet existieren. Proposition 1.2.25 impliziert sofort, da3 mit X und Y auch deren
Schnitt abgeschlossen ist. Der Rest ist trivial. O

Wir haben die abgeschlossenen Mengen als maximale Mengen bzgl. konstan-
ten Ranges definiert. AuBerdem hatten wir gesehen, daf} die Rangfunktion ,.keine
Spriinge™ macht. Demnach erfiillt £( M) die folgende Definition.

Definition 1.5.2 Sei L ein Verband. Eine Kette von x nach y ist eine Sequenz
r =129 <21 < ... <xy, =y in L Die Linge der Kette ist n und die Kette
ist maximal, wenn alle <-Relationen in der Kette Bedeckungsrelationen sind. L
erfiillt die JORDAN-DEDEKIND-Kettenbedingung (L ist JD), wenn fiir jedes Paar
x < y alle maximalen Ketten von x nach y dieselbe Linge haben. Ist L JD, so
definieren wir fiir © € L r(x) als die Linge einer maximalen Kette von 0 nach .

Hat eine Partialordnung ein global kleinstes (grofites) Element, so nennen wir
dieses Null. Hat eine Element eine Null, so kann man fiir jedes Element v € P
die Hohe h(x) definieren als die maximale Linge einer Kette von 0 nach x. Ein
Element, das die Null bedeckt (von der Eins bedeckt wird) heif3t Atom (Coatom).
Ein Verband ist atomar, wenn jedes Element das Supremum der Atome, die mit
ihm in Relation stehen, ist.

Ein endlicher Verband heifit semimodular, wenn er die JORDAN-DEDEKIND-Ket-
tenbedingung Bedingung erfiillt und seine Rangfunktion submodular ist, also der
Bedingung

r(xVy)+r(zAy) <r(x)+r(y)

genligt.

Ein Verband heif3t geometrisch, wenn er endlich, atomar und semimodular ist.

Im Abschnitt 1.2 haben wir also bereits eingesehen

Proposition 1.5.3 1. L(M) ist ein geometrischer Verband.
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2. Ist e € E eine Schleife oder e parallel zu einem Element f, so gilt L(M) =
L(M\ e).

3. Ist M ein Matroid und M seine Vereinfachung, so gilt L(M) =2 L(M).
Fiir die letzte Aussage definieren wir noch

Definition 1.5.4 Sei M = (E,T) ein Matroid und E eine Transversale fiir die
Familie derjenigen Parallenklassen, die keine Schleifen sind. Die Vereinfachung
von M ist dann das Matroid M := M, p.

Die einfachen Matroide stimmen — was auch sonst — mit den geometrischen Ver-
binden iiberein.

Satz 1.5.5 Ein Verband L ist genau dann geometrisch, wenn er isomorph zum
Unterraumverband L(M) eines einfachen Matroids ist.

Beweis. Zu beweisen bleibt nur die Riickrichtung. Sei also L ein geometrischer
Verband. Stimmen Null und Eins iiberein, so ist L der Unterraumverband des
trivialen Matroids U o ansonsten sei £ die Menge seiner Atome. Dann definieren
wir
VX CE:r(X):=r(\/e).
eeX

Offensichtlich ist  dann nicht-negativ, subkardinal und monoton. Die Submodu-
laritit folgt nun aus

r(XnY) = r(\/ e

() (o)

< r(X)+rY)—r(XUY).
Nach Konstruktion sind die Mengen {X C F |z € L: X ={e€ E|e < x}}
genau die abgeschlossenen Mengen des durch r definierten Matroids. O

Die letzten Uberlegungen zeigten, da Matroide aus geometrischem Blickwinkel
eine interessante und natiirliche Struktur sind. Die folgenden Uberlegungen zum
Greedyalgorithmus geben einen Zugang aus der kombinatorischen Optimierung.
Tatsédchlich scheint dieser Zugang idlter [1] zu sein als Whitney’s namengebende
Arbeit [9].
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Definition 1.5.6 Sei Z C 2F eine Mengenfamilie, die (11) und (12) erfiillt. Dann
nennen wir L ein Unabhiéngigkeitssystem. Sei nun w : 2 — R eine Gewichtsfunk-
tion. Fiir X C E definieren wir das Gewicht von X als w(X) := > .y w(e).
Das Maximierungsproblem fiir (Z, w) lautet:

Finde B € T mit B maximal und w(B) maximal!

Die Zusatzbedingung B maximal erleichtert das Leben. Da Teilmengen unabhdngi-
ger Mengen unabhdngig sind, kann man durch Loschen von Elementen mit nega-
tivem Gewicht diese Bedingung umgehen.

Der Greedyalgorithmus fiir das Paar (Z,w) ist das folgende Verfahren:

{Sort E, so daff w(e;) > ... > w(ey)
X =0

fori =1tom

If XUe, € Zthen X := X Ue;; }

Lemma 1.5.7 Ist (E,Z) ein Matroid und w : E — R, so liefert der Greedyalgo-
rithmus eine Optimallosung des Maximierungsproblems (L, w).

Beweis. Sei B = {by,...,b,} die vom Greedyalgorithmus gefundene Losung
m1t w(b;) > ... > w(b,). Angenommen By ist keine Optimallosung. Sei dann

= {by, .. b } € T eine solche und so gewihlt, da |Bg N B| maximal. Sei
bk = ¢ das Element aus Bg \ B mit kleinstem Index. Sei I = {e; € Bg |
i <1} € Z.Da B maximal unabhiéngig ist und e; nicht in Bist, muB B U ¢
abhingig sein. Nach Proposition 1.1.8 gibt es genau einen Kreis C (B e). Da
I>1¢C B U e, gibtes in C(B e;) ein e; mit j > [ also w(e;) < w(e;). Nun ist
aber BUe¢; \e; € Zund w(BU e \ ¢;) = w(B) + w(e) — w(e;) > w(B) im
Widerspruch zur Maximalitiit von | B N B)|. O

Matroide sind genau die Unabhingigkeitssysteme, bei denen der Greedyalgorith-
mus fiir beliebige Gewichtsfunktionen die Optimallosung liefert. Man kann also
das Basiserginzungsaxiom durch ein Greedyoptimalitdtsaxiom ersetzen.

Satz 1.5.8 Sei T C 2% eine Mengenfamilie. Dann ist T die Familie der un-
abhingigen Mengen eines Matroids genau dann, wenn

I 0 ez,
I2) I€eZundl' CI=1 €1,
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(G) Fiir alle Gewichtsfunktionen w : E — R liefert der Greedyalgorithmus eine
maximale Menge in Z von maximalem Gewicht.

Beweis. Wir haben zu zeigen, daf3 unter (I1) und (I12) die Bedingungen (I3) und
(G) dquivalent sind. Die Hinrichtung ist Lemma 1.5.7. Seien also [y, I € Z mit
|I1| < |I3]. Betrachte dann die Gewichtsfunktion

14+¢ fallse € I;
w(e)=4q 1 fallse € I, \ I; fire =
0 sonst.

\Io| — |11
2|

Der Greedyalgorithmus wihlt zunéchst die Elemente aus /; und ,,sammelt w(/;) =
|I1|(1 + ¢). Da I, in einer maximalen Menge in Z enthalten ist, gilt

w(Bg) = w(ly) > |l > w(h) = %(![1! + L)

Also gibtes e € I, \ [y mit [; Ue C Bg € Z, woraus mit (I2) die Behauptung
folgt. O

Beispiel 1.5.9 Sei S eine Menge von Jobs, die auf einem Computernetzwerk mir
r Maschinen gescheduled werden soll. Aufgrund von speziellen Hard- und Soft-
warevoraussetzungen konnen einige Jobs nicht auf beliebigen Maschinen gerech-
net werden. Prioritdten der Jobs und Rechenzeiten ergeben eine Nutzenfunktion
w : S — R. Die Aufgabe, r Jobs auszusuchen, die gleichzeitig mit maximalem
Nutzen gescheduled werden konnen, lost der Greedyalgorithmus optimal, da ei-
ne Transversale der Jobs gesucht wird. Fiir die Zuordung bleibt ein gewichtetes
Matching zu losen.



Kapitel 2

Dualitit

Wir hatten bei Graphen das Kreismatroid eingefiihrt und versprochen, dafl es zu
einem Graphen noch ein weiteres Matroid geben wiirde. Bei planaren Graphen ist
dies das Kreismatroid des dualen Graphen. Wihlt man eine Reprisentierung A
des Graphen iiber einem Korper K, so definiert der Kern von A die Familie seiner
Kreise und damit das Matroid. Das duale Matroid erhilt man, wie wir im Laufe
des Kapitels einsehen werden, wenn man die Familie der ,,Cokreise* betrachtet,
die durch das Bild von A definiert wird.

2.1 Abstrakte Dualitét

Zunichst wollen wir ein Dual fiir ein beliebiges Matroid einfiihren. Betrachten
wir dazu zunidchst noch einmal Axiom (B2).

(BZ) VBl,BQ < BVe S Bl\Bgaf € BQ\Bl . Bl\€Uf € B.

Hier wird zunichst die Basis verkleinert und dann wieder aufgefiillt. Gehen wir
umgekehrt vor, so erhalten wir einen Kreis, aus dem wir ein Element entfernen
konnen:

Proposition 2.1.1 Sei B die Menge der Basen eines Matroid. Dann gilt

(BZ)>'< VBl,BQ EBV@GBQ\BlEIf GBl\BQI B1Ue\f€B.

Beweis. Wir wihlen f € C(By,e) \ Bs # () und die Behauptung folgt mit Pro-
position 1.1.8. O

36
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Die Bedingung (B2)* ist aber komplementir zu (B1):

Satz 2.1.2 Sei M = (E,TI) ein Matroid und B*(M) := {E\ B | B € B(M)}.
Dann ist B*(M) die Familie der Basen eines Matroids.

Beweis. Offensichtlich erfiillt B*(M) (B1). Seinune € (E\ By) \ (E\ By) =
BQ\Bl. Nach (BZ)* glbt €S f € Bl\BQ = (E\Bg)\(E\Bl) mit 31Ue\f € B(M)
und somit £\ (ByUe\ f)=(E\ By) \eU f € B*(M). O

Definition 2.1.3 Das Matroid aus dem letzten Satz, dessen Grundmenge E(M)
ist, heif’t das Dual von M notiert als M*. Die Basen von M* heifsen Cobasen von
M, die Kreise Cokreise usw.

Proposition 2.1.4 Sei M = (F,Z) ein Matroid und X C E. Dann gilt:

1. (M*)* = M;

22 XeIM)scy(EF\X)=E;

3 cdy(X)=E< E\X eZ(M*),;

4. X ist eine Hyperebene von M < E\ X € C(M*);

5. X € C(M) & E\ X ist eine Hyperebene von M*.

Beweis. Die erste Aussage ist klar, die zweite erhalten wir aus X € Z(M) =
3B e B(M): X C B=3B* € B(M*): B* C (E\X) "Z" ¢l . (E\X) = E.
Die dritte Aussage erhalten wir aus 2.) durch Vertauschen der Rollen von M und
M*, sowie X und E \ X. Rest Ubung. O

Im folgenden werden wir anstatt B(M*) kiirzer B* usw. schreiben.
Proposition 2.1.5 Sei M = (E,T) ein Matroid und X C E. Dann gilt

r(X) =|X]|—r(M)+r(E\X).

Beweis. Seien [, [* eine Basis von (F \ X) bzw. eine Cobasis von X. Da [ €
Z(M,g\s+), kann man es dort zu einer Basis B erginzen. Nach Proposition 2.1.4
istcl y(E \ I*) = F und somit B Basis von M und I C B. Offensichtlich ist
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. AuBerdem, da [* C (E \ B) € B* und I* Cobasis von X ist, gilt

cX
\ B)| = |I*|. Damit erhalten wir

(B\ )
X N(E
X = [XNB[+[XN(E\B)

= [B| = |I|+|I"]
= r(M)—r(E\X)+r"(X).

a

Wie oben angedeutet kann man bei linearen Matroiden Kreise und Cokreise mit
Kern und Bild der Reprisentationsmatrix ,,identifizieren”. Deren Orthogonalitit
spiegelt sich in folgender Aussage wieder:

Proposition 2.1.6
CelC,CreC=|CNnC*| #1.

Beweis. Sei z € C'N C*. Dann ist, da £\ C* eine Hyperebene ist, z & cl (E \
CHPE ENC ' E O\ z ¢ (BE\ CY). O
Mit Basen und Kreisen haben wir zwei Mengenfamilien kennengelernt, bei denen
kein Mitglied der Familie ein anderes enthilt.

Definition 2.1.7 Sei E eine endliche Menge und A C 2F eine Familie, die (C2)
erfiillt. Dann sagen wir A ist ein Clutter. Der Clutter A’ der Komplemente von
Mengen in A heifst Komplementclutter. Der Clutter der inklusionsminimalen,
nichtleeren Teilmengen X von E mit VA € A : X N A # () heifit der Blocker
b(A) von A.

Neben der Familien der Kreise und Cokreise haben wir noch die Basen, Cobasen,
Hyperebenen und Cohyperebenen als Clutter in einem Matroid, wobei Basen und
Cobasen, Kreise und Cohyperebenen, sowie Cokreise und Hyperebenen komple-
mentér sind. Basen und Cokreise stehen in Blockerbeziehung:

Proposition 2.1.8 Sei A, D ein Clutter auf E und M = (E,T) ein Matroid. Dann
gilt

1. b(A) =D < b(D) = A

2. b(b(A)) = A,

3. C* =b(B(M)) und B(M) = b(C"),
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4. C=b(B*(M)) und B*(M) = b(C).
Beweis. Wir zeigen zunéchst
VA =DeVXCE:(3DeD:DCXAAc A ACE\X);

Gilt 5(A) = Dund X D D € D, so ist offensichtlich D N (E \ X) = 0.
Enthilt andererseits £ \ X kein Element von A, so trifft X jedes Element von A,
enthilt also ein Element aus D = b(.A). Erfiillt umgekehrt eine Familie die zweite
Bedingung, dann besteht D aus den minimalen Mengen, die jedes Element von
A treffen. (Beachte, dal D nach Voraussetzung ein Clutter ist. Ansonsten ist die
Aussage falsch, wie die Familien D = {{1},0}, A = 0 zeigen.

Da die letzte Aussage symmetrisch bzgl. Komplementbildung ist, folgen die erste
und die zweite Aussage. Zuriick zu Matroiden. Nach Proposition 2.1.4 ist eine
Menge X aufspannend genau dann, wenn £ \ X keinen Cokreis enthilt. Mit 1.)
folgt also, da} Basen und Cokreise sich blocken.

Die letzte Aussage erhilt man wieder durch Ubergang zum Dual. O

Da Hyperebenen genau die Komplemente von Cokreisen sind, kann man die Co-
kreisaxiome zu Hyperebenenaxiomen umschreiben.

Proposition 2.1.9 Sei H C 2. Dann ist H die Familie der Hyperebenen genau
dann, wenn

H1) F¢H
(H2) H ist ein Clutter.
(H3) VHl,HQ EHV@EE\(H1UH2)E|H3€H3H1mH2U€gH3.

a

Ubung 2.1.10 Sei E eine Menge und T = {T1,..., Ty} C 2¥. Dann ist T eine
m-Partition von £, wenn

o Vi=1,...,k:|Ty| > m, und

e VT e (H)Aie{l,...k} : T C T,

Zeige: M = (E,H) ist ein Paving Matroid vom Rang r genau dann, wenn seine
Hyperebenen H eine (r — 1)-Partition von E bilden.
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Vor einem abschlieenden Beispiel wollen wir noch notieren, dafl Proposition 2.1.6
auch eine Art Riickrichtung hat.

Proposition 2.1.11 Sei M = (E,Z) ein Matroid. Dann ist D € C* < D ist
inklusionsminimal, nichtleer mit der Eigenschaft (VC € C : |C N D| # 1).

Beweis. Da wir wissen, daf jeder Cokreis nicht leer ist und die angegebene Ei-
genschaft hat, sowie ferner die Cokreise einen Clutter bilden, geniigt es zu zeigen,
daB jede nicht leere Menge D mit der angegebenen Eigenschaft einen Cokreis
enthdlt. Angenommen B € B mit BN D = (), so hitten wir fiir beliebiges
d e D :|DnNC(B,d)| = 1. Somit haben wir D € b(B) = C* nach Proposi-
tion 2.1.8. O

Diese Charakterisierung der Kreise in Abhidngigkeit von den Cokreisen (oder um-
gekehrt) liefert einem so etwas wie Dualitidt von Homomorphismen. Wir werden
kurz darauf eingehen.

nd M = (E,I') zwei Matroide auf der

Korollar 2.1.12 Seien M = (E,Z) u
C(M"). Dann ist C*(M") C C*(M).

gleichen Grundmenge mit C(M)

|

Bemerkung 2.1.13 Gilt C(M) C C(M'), so sagen wir, die Identitiit ist ein starker
Morphismus (strong map) von M nach M'. Mehr iiber strong maps findet man
in [6]. Im linearen Fall spiegelt dies folgende Situation wieder: Seien V, V' C R"
Untervektorrdume gegeben als Bild der Homomorphismen h, h' : R" — R". Gilt
nun Kern(h) C Kern(h') so ist V! C V und wir haben den Homomorphismus:

g = hfv Vo=V
v = Rk (v).
Diesen kann man betrachten als Einschrinkung des globalen kanonischen Homo-

morphismus auf R"™ mit Kern V/V'. Dessen duale Abbildung g* vermittelt ebenso
einen Homomorphismus von V'* =2 V'+ — V* = VL,

Definition 2.1.14 Sei M = (FE,Z) ein Matroid. Dann heifit M selbstdual, wenn
M = M*. M heif3t identisch selbstdual, wenn B = B*, d.h. der Isomorphismus
wird durch die Identitdt vermittelt.

Beispiel 2.1.15 Betrachten wir das Vdamos-Matroid M und die Abbildung ¢(i) =
(i+1)(mod8) + 1, so vermittelt diese einen Isomorphismus zwischen M und M*.
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2.2 Lineare, graphische und transversale Duale

Das Dual eines uniformen Matroids ist uniform. In diesem Abschnitt wollen wir
etwas weniger triviale Informationen tiber Duale wichtiger Matroidklassen sam-
meln.

2.2.1 Lineare Duale

In diesem Abschnitt wollen wir einsehen, dal} das Dual eines K-reprisentierbaren
Matroids wieder K-reprisentierbar ist. Dazu notieren wir zunichst:

Proposition 2.2.1 Sei m > n, A € K™" und U € K"*" reguldr. Dann ist
MI[A] = M[UA].

Beweis. Sei J eine Indexmenge mit |.J| = n und A, die zugehorige quadratische
Untermatrix. Dann ist nach linearer Algebra rang(A) = rang(UA). Also

J € B(M[A]) & J € B(M[UA)).
Also ist das Vektormatroid invariant unter elementaren Zeilenoperationen. Auf3er-
dem kann man natiirlich Spalten vertauschen, wenn man die Label mitschleppt.
Speziell kann man immer annehmen, daf ein lineares Matroid als [/,.| D] reprisen-

tiert ist. Praktischerweise liefert einem diese Darstellung direkt eine Darstellung
des Dual.

Satz 2.2.2 Ist M das Vektormatroid der Matrix (I.| D), so ist M* = M[(—D"|I,,_,.)].

Beweis. Zunichst ist das Produkt der i-ten Zeile von (/.| D) mit der j-ten Zeile
von (—D"|I,,_,) gerade —d;; + d;; = 0. Aus Dimensionsgriinden haben wir also

Kern((I,|D)) = Bild((-D"|1,_,)).

Durch Ubergang zum jeweiligen Orthogonalraum erhalten wir genauso
Bild((1,|D)) = Kern((=D"|1,,_,)).

Die Behauptung folgt nun aus folgendem Lemma:

Lemma 2.2.3 Sei A eine Matrix von vollem Rang. Dann ist C* ein Cokreis von

MIA] genau dann, wenn C* inklusionsminimal, nichtleer mit folgender Eigen-
schaft ist: Es gibt eine Linearkombination der Zeilen von A mit Triger C*.
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Beweis. Nach Proposition 2.1.4 ist C* ein Cokreis genau dann, wenn E'\ C* eine
Hyperebene ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn es eine Basis Ap der Matrix
A gibt, so dal C* genau aus den Indizes der Vektoren mit Nichtnulleintrag in der
ersten Koordinate von A" A besteht. O

Ende des Beweises von Satz 2.2.2

Korollar 2.2.4 Ist M linear iiber K, so ist auch M™ linear iiber K.

2.2.2 Graphische Duale

Definition 2.2.5 Sei G = (V, E) ein Graph. Das Dual M*(G) von M (G) nen-
nen wir das Bondmatroid oder auch Cokreismatroid von G. Ein Matroid, das
isomorph zu einem Bondmatroid ist, heifit cographisch.

In diesem Abschnitt wollen wir uns der Frage nach dem Schnitt der graphischen
mit den cographischen Matroiden widmen. Wir hatten in Beispiel 1.2.26 festge-
stellt, daB3 die Hyperebenen eines graphischen Matroids gerade die Komplemente
minimaler Kantenschnitte sind. Nach Proposition 2.1.4 sind die Cokreise eines
graphischen Matroids gerade die minimalen Kantenschnitte, die wir auch Bond ’
nennen wollen. Ist v € V' ein Knoten, so bildet die Menge der Kanten, die mit v
inzidiert, einen Bond. Solche Bonds nennen wir auch Knotenbond.

Wir wenden uns nun zwei Graphen zu, die in der Graphentheorie im Kontext
planarer Graphen eine wesentliche Rolle spielen.

Proposition 2.2.6 Weder M*(K5) noch M*(K3 3) sind graphisch.

Beweis. Angenommen es giibe einen Graphen G = (V, E) mit M (G) = M*(K5).
Nach Beispiel 1.2.26 diirfen wir annehmen, dal G zusammenhingend ist und
V|—1=|E|—(5—1) =6ist. Da7-3 > 10-2 ist, gibt es einen Knoten vom Kno-
tengrad < 2. Folglich hat M*(G) = M(Ks5) einen Kreis mit hochstens zwei Ele-
menten. Widerspruch. Analog erhalten wir fiir K35 : [V|—1=|E|—(6—1) =4
und 5 - 4 > 9 - 2 impliziert die Existenz eines Dreiecks in K3 3. O

DaB K3 3 und K5 auch nicht planar sind, ist kein zufélliges Zusammentreffen:

Satz 2.2.7 Ist G = (V, E) planar, so ist M*(G) graphisch.

"Bond, James Bond
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Beweis. Wir konstruieren einen Graphen, dessen Kreismatroid M*(G) ist. Sei
f eine Einbettung von GG und F' die Menge der Gebiete dieser Einbettung. Wir
definieren den Graphen G* = (F, E) vermoge 1*(e) := {x € F | f(e) liegt im
topologischen Abschlul von z}. Den so definierten planaren(!) Graphen G* =
(F, E,v¢*) nennen wir Dualgraph von G.

Sei nun C' ein Kreis in (. Wir miissen zeigen, daf} die zugehorige Kantenmenge
ein Bond in G* ist. In der Einbettung von G bildet der Kreis C' einen geschlos-
senen Jordanbogen und fiir jede Kante von C' liegt in f*(G*) ein Ende im In-
nengebiet von C' und das andere im Aufiengebiet. C' bildet also in M/*(G) einen
Kantenschnitt, der die Menge der Innengebiete von f*(C') von der Menge der
AuBengebiete trennt. Offensichtlich ist dieser Schnitt minimal.

Ist nun umgekehrt B ein Bond in G*, so trennt er die Menge der Gebiete in F}
und F5. Nun enthilt eine Menge B einen Kreis in G genau dann, wenn R?\ f(B)
unzusammenhingend ist. Angenommen dies wire fiir f(B) nicht der Fall. Sei
g1 € F1und g, € F5. Nach Annahme gibt es eine stetige Kurve von g; nach gs in
R?\ f(B). Offensichtlich induziert dieser einen Spaziergang in G* von g; nach
g2, der keine Kante von B benutzt. Widerspruch. Da ein Kreis in GG einen Bond in
G* induziert, folgt die Behauptung. O

Im Beweis haben wir zusitzlich gezeigt

Korollar 2.2.8 Ist G = (V, E) ein planarer Graph und G*(F, E) ein geometri-
sches Dual so ist M*(G) = M(G*).

2.2.3 Transversale Duale

Zunichst werden wir uns tiberlegen, daf ein Transversalmatroid M eine Reprisen-
tierung Ay, ..., Ay hat:

Lemma 2.2.9 Sei A = (Ay,..., A,,) eine Familie von Teilmengen von S und T
eine maximale partielle Transversale von A. Ist dann T eine Transversale von
A = (A, ..., A;,), wobei i; # iy fiir j # kund J = {iy,...,i;} C J :=
{1,...,m}. Dann ist M| A] = M[A].

Beweis. Sei A[.A] der bipartite Graph von A. In diesem Graphen gibt es ein Mat-
ching My, das genau die Knoten in J’ saturiert. Wir haben zu zeigen, daf} dies
fiir jede maximale partielle Transversale von A gilt. Sei also 7" eine maximale
partielle Transversale, und M/, ein zugehoriges Matching. Da 7" und 7" maximal
sind, besteht M7 A M7y aus alternierenden Kreisen und paarweise disjunkten, al-
ternierenden Pfaden ungerader Linge. Seien P, . .., P, die alternierenden Pfade,
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deren Endknoten beide in J liegen. Dann ist M~ AP, A ... AP, ein Matching fiir
T’, das alle Knoten in .J’ saturiert. O

Definition 2.2.10 Sei G = (V, A) ein gerichteter Graph und X,Y C 'V mit
| X| = |Y|- Dann sagen wir X ist mit Y verbunden, wenn es | X| knotendis-
junkte (gerichtete) Pfade gibt, die in X beginnen und in 'Y enden. Ist Z C 'V, so
sagen wir X ist nach Z verbunden, wenn es mit Y C Z verbunden ist. Sei nun
By C V fest. Dann ist L(G, By) die Menge aller Teilmengen von 'V, die nach B
verbunden sind.

Zu einem gerichteten Graphen G betrachten wir folgenden bipartiten Graphen G:
SeiV eine disjunkte Kopie von'V und Il := {vd | v € VyU{vi | (u,v) € A(G)}
und G = (VUV E).

Lemma 2.2.11 Sei G = (V, A) ein gerichteter Graph und G wie eben definiert.
Seien X,Y C V. Dann ist X mitY" verbunden genau dann, wenn VAX mit V\Y
in G gematched ist.

Beweis. Sei zunichst {P, | z € X} eine Familie knotendisjunkter gerichteter
Wege von X nach Y. Betrachte folgende Bijektion(!) von V' \ Y nach V' \ X in
G:
D) = v, falls (u,v) eine Kante auf einem der P, ist.
" | w, fallsu aufkeinem der Pfade liegt.

Da offensichtlich fiir alle w € V' \ 'Y (u, ¥ (u)) eine Kante von G ist, folgt eine
Implikation.

Sei also umgekehrt ein Matching M zwischen V \ Y und V \ X. Fiir X NY
haben wir triviale Pfade. Sei also x € X \ Y. Dann ist ¢)(z) # Z, entspricht also
einer Kante (z,y). Betrachte nun (y, v (y)). Auf diese Weise konnen wir einem
Pfad in G folgen. Dieser hat erst dann keine Fortsetzung mehr, wenn fiir ein v der
Originalknoten von ¢ (u) nicht im Matching ist, also ¢ (u) € Y.

Offensichtlich sind diese Pfade knotendisjunkt. O

Satz 2.2.12 Sei G = (V, A) ein gerichteter Graph und By C V. Dann ist M =
(V, L(G, By)) ein Matroid und M* ist ein Transversalmatroid. Ist umgekehrt M*
ein Transversalmatroid, und By eine Basis von M, dann gibt es einen gerichteten

Graphen G = (V, A), By CV mit M = (V, L(G, By)).

Beweis. Die Komplemente der maximalen Mengen in L(G, By) sind genau die
Knotenmengen B* = V' \ B, die in G nach V \ By gematched werden konnen.
Die Riickrichtung ist genauso einfach. o
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Definition 2.2.13 Sei G = (V, A) ein Digraph und By C V. Dann heifit das

Matroid

ein strenges Gammoid.

Korollar 2.2.14 Ein Matroid ist ein strenges Gammoid genau dann, wenn sein
Dual transversal ist.



Kapitel 3

Minoren

Minoren von Matroiden kodieren Teilkonfigurationen und Projektionen der Geo-
metrie. Allgemein spielt das Konzept der verbotenen Minoren eine wesentliche
Rolle, da viele wichtige Graphenklassen sich durch Ausschlul einer endlichen
Liste von Minoren charakterisieren lassen. Im Laufe dieser Vorlesung werden wir
die Charakterisierung fiir bindre und reguldre Matroide kennenlernen.

3.1 Allgemeine Minoren

Wir hatten in Kapitel 1 bereits Restriktionsminoren kennengelernt. Hier wollen
wir die duale Operation zum Loschen von Elementen vorstellen.

Definition 3.1.1 Sei M = (E,Z) ein Matroid und T C E. Die Kontraktion von
T in M ist dann das Matroid

M/T = (M*\T)".
Betrachten wir als Beispiel graphische Matroide.

Beispiel 3.1.2 Sei G = (V, E) ein Graph und T' C E. Sei V := V/T die Menge
der Aquivalenzklassen der Knoten V bzgl. der Aquivalenzrelation u ~ v < u
und v liegen in einer Komponente von G|T. Die Kontraktion von T' in G ist dann
der Graph G)T = (V/T,E\ T). Sei nun T ein Wald. Wir haben dann folgende
Aquivalenzen

W CEistWaldinG/T < WUT ist Wald in G

46
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2.1.4

~ ClM*(G)(E\(WUT)):E
E e (BNT)\W) = E\T
&' Wist unabhangig in (M*(G)\T) = M(G)/T.
Da unabhdngige Mengen und Wiilder sich durch das Vorhandensein zusdtzlicher
Schleifen nicht dndern, erhalten wir insgesamt

M(G/T) = M(G)/T.

Nach Definition der Rangfunktion gilt offensichtlich fiir Restriktionsminoren falls
X C EN\NT : ry(X) = ranr(X). Folglich erhalten wir aus Proposition 2.1.5
sofort:

Proposition 3.1.3 Sei M = (F,Z) ein Matroid, T C E und X C (E'\T). Dann
gilt:
rayr(X) =ru(XUT) —ry(T).

Beweis.

rayr(X) = | X[+ rue(E\NT\X) = ryr(E\T)
= [X|+ry(E\N(TUX)) —ry(E\T)
= [X|+(E\N(TUX)|[+ru(TUX)—ru(E))
—(IE\NT|+ru(T) —ru(E))

|

Als nichstes werden wir unabhingige Mengen, Basen und Kreise der Kontraktion
eines Matroids beschreiben.

Proposition 3.1.4 Sei By eine Basis von M. Dann ist

TI(M/T) = {ICE\T|IUBy€I(M)}
{ICE\T|3BeBMg): IUBeI(M)?}

B(M/T) = {B'C E\T|B'UBy e B(M)}
— {B'CE\T|3BeB(My):B'UBeB(M)}
C(M/T) = {C\T|CeC(M)undV¥C' €C: (C'\T ¢ C\T % 0}

ClM/T(X) = ClM(XUT)\T
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Beweis. Nach Proposition 1.2.17 und der vorangegangenen Proposition haben
wir

X € I(M/T) & ryr(X) = |X| & rap(X UT) = ry(T) + | X].

Die letzte Gleichung bedeutet aber genau, daf sich X durch eine Basis von 7' zu
einer Basis von X U 7' ergdnzen 148t. Dies impliziert die ersten und die zweiten
Gleichheiten. Fiir die dritte Behauptung sei B¢ r eine Basis von 7', die C' N T
enthilt. Dann haben wir

rayr(C\T)

T(CUBT)—T(BT)
T(O)—f—’f’(BT\C) —’I“(BT)
[Cl=1—=|BrnC|
C\T| - 1.

(IIVAN

Die letzte Gleichung folgt direkt wiederum mit Proposition 1.2.25.
O

Ubung 3.1.5 Charakterisiere Z(M \ T), B(M \ T),C(M \ T), cl pnr, C*(M \
T),C*(M)T), H(M\T), H(M/T).

Proposition 3.1.6 Sei M = (E.,T) ein Matroid und T C E. Dann gilt M /T =
M\ T genau dann, wenn r(T) + r(E\T) = r(M).

Beweis. Wir haben nach Korollar 1.2.16 und Proposition 3.1.3

M/T:M\T < TMm/T = TM\T
o VX C(E\T): r(X UT) = rar(X) + ras(T).

Mit X = E\T folgt die eine Implikation. Andererseits schliefen wir aus der Sub-
modularitit der Rangfunktion fiir beliebiges X C E\T : (X UT)+r(E\T) >
r(X) 4 r(M). Setzen wir darin die Gleichung r(7") + r(E \ T') = (M) ein, so
erhalten wir: (X UT) > r(X) + r(7T") woraus wiederum mit der Submodularitit
die letzte Gleichung folgt. O

Hieraus erhalten wir sofort das

Korollar 3.1.7 M /e = M\e genau dann, wenn e eine Schleife oder eine Coschlei-
fe (Briicke) ist.
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Wir schlieBen diesen Abschnitt mit dem Nachweis dal die Kontraktions- und
Loschoperationen assoziativ und kommutativ sind.

Proposition 3.1.8 Sei M = (E,T) ein Matroid und Ty, To C E mit T} NTy = .
Dann gilt:

I (M\T)\To = M\ (T, UTy) = (M\ Ty) \ T1.
2. (MJTV)/Ty = M/(Ty UTy) = (M/Ty)/Th.
3. (M\T)/Ty = (M/T2) \ T.

Beweis. Die erste Aussage folgt sofort aus der Definition des Restriktionsminors,
damit ist per definitionem die zweite Aussage klar. Wir zeigen nun noch, daf} die
Rangfunktionen von (M \ T;)/T5 und (M \ T)/T; iibereinstimmen, denn fiir
X C E\ (T1 UTy) haben wir:

rogmo\n(X) = rayn (X)
= ry(XUTY) —ry(Th)
= ran(XUTY) —rng (1)
= ranm)/m)(X).

|

Definition 3.1.9 Ein Matroid der Form M /X \'Y heift ein Minor von M. Ist N
eine Klasse von Matroiden, so heif3t ein Minor Ny von M ein N -Minor von M,
wenn N, isomorph zu einem Element aus N ist.

Ubung 3.1.10 Das Matroid N ist ein Minor von M genau dann, wenn N* ein
Minor von M* ist.

3.2 Spezielle Minoren

Die meisten Klassen von Matroiden, die wir bisher vorgestellt haben, sind ab-
geschlossen unter Minorenbildung. Fiir graphische Matroide haben wir uns das
bereits in Beispiel 3.1.2 tiberlegt. Wir werden hier weitere positive Beispiele ken-
nenlernen und mit den Transversalmatroiden eine Klasse als Gegenbeispiel unter-
suchen.
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Wie steht es mit Vektormatroiden? Unter Restriktionsbildung sind diese offen-
sichtlich abgeschlossen mit

M[AI\T = M[A. 1],

wobei M [Aﬂ E\T] die Matrix sei, die aus A durch Streichen der mit 7" indizierten
Spalten entstehe. Da Vektormatroide nach Satz 2.2.2 abgeschlossen unter Dualitéit
sind, haben wir insgesamt sofort

Proposition 3.2.1 1. Minoren graphischer Matroide sind graphisch.

2. Fiir jeden Korper K ist jeder Minor eines K-reprdisentierbaren Matroids
K-reprdasentierbar.

3. Jeder Minor eines reguldren Matroids ist reguldr.

Wir haben aufgrund unserer Uberlegungen zur Darstellung des Duals eines linea-
ren Matroids M [A] schon eine Technik zur Hand, um die Reprisentierung eines
Kontraktionsminors zu berechnen. Eine kurze Meditation iiber Satz 2.2.2 zeigt,
daB es einfach ist, eine lineare Darstellung fiir M/ /I zu finden, wenn / unabhingig
in M ist. Ist ndmlich Ap eine reguldre Untermatrix von A, die eine Basis reprisen-
tiert und A5'A/I die Matrix, bei der die zu I gehsrenden Einheitsspalten sowie
die Zeilen, in denen einer dieser Einheitsvektoren nicht null ist, gestrichen worden
sind, so stellt diese M/ dar.

Lemma 3.2.2 Sei M = (E,Z) ein Matroid, I unabhingig und I C B € B(M).
Dann ist

MI[A]/I = M[AZ'A]/T = M[AGA/I).
Beweis. Beachte M /I = (M*\ I)*. O

Beispiel 3.2.3 Betrachte die Graphen in Abbildung 3.1. Der rechte geht aus dem
linken durch Kontraktion der Kante e3 hervor. Die zugehdorigen Matrizenopera-
tionen sehen so aus:

€1 €2 €3 €4 €1 €2 €3 €4 e1 ey ey

(%1 1 1 0 0 U1 1 1 0 0 v 1 1 0

g vl L1 0wl 1 0 0], U; L1 o
vl 0 0 1 0 vsl 0 0 1 0

w\0 0 0 0 w\0 0 0 0 vu\0 0 0
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Abbildung 3.1: Eine Kontraktion

G, Gy U3
1 7
. 3 3
4
2 5 5 5
As 6 6 6
7

Abbildung 3.2: Transversalmatroide sind nicht abgeschlossen unter Kontraktion.
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Wie steht es mit Transversalmatroiden? Offensichtlich ist fiir das Mengensystem
A = (A;)iesiiber Eund T C E M[A]\T = M[(A; \ T);cs] ein Transversalma-
troid. Wie steht es aber mit den Kontraktionen?

Beispiel 3.2.4 Betrachten wir das Transversalmatroid M|A] mit A[A] = G, in
Abbildung 3.2, so ist offensichtlich M[A] = M(G5). Allerdings ist M[A]/T =
M G3)] nicht transversal nach Beispiel 1.4.3.

Also sind strenge Gammoide als Dual von Transversalmatroiden nicht unter Re-
striktion abgeschlossen. Deswegen definieren wir

Definition 3.2.5 Ein Gammoid ist ein Matroid, das isomorph zu einem Restrikti-
onsminor eines strengen Gammoids ist.

Die Klasse der Gammoide ist also erzwungenermaflen abgeschlossen unter Mino-
renbildung. Allerdings gilt zusétzlich:

Proposition 3.2.6 Jedes Transversalmatroid ist ein Gammoid.

Beweis. Sei A = (A;);c; und A; C S fiir i € J. Wir orientieren A[A4] von S
nach J und betrachten das zugehorige strenge Gammoid L(G, J). Sei nun I C
S unabhingig in L(G, J). Dann gibt es knotendisjunkte Wege von I nach J in
A(A). Da jeder gerichtete Weg in A(.A) aus hochstens einer Kante besteht, bilden
diese Wege ein Matching, also ist I € Z(M[A]) und somit M[A] = L(G, J)s.
O

Proposition 3.2.7 Das Dual eines Gammoids ist ein Gammoid.

Beweis. M = L(A,S)r 222 M = MJAJ/(S\T). 0
Wir beschlieen den Exkurs tiber Gammoide mit der Feststellung, dal die Gam-
moide die kleinste unter Minoren abgeschlossene Klasse von Matroiden sind, die
die Transversalmatroide enthalten:

Korollar 3.2.8 Die Gammoide sind genau die Transversalmatroide und ihre Kon-
trakte.

Beweis. Ist M/ ein Gammoid, so ist M/* ein Gammoid also AM/* = L(A, S)r und
somit M = M[A]/(S\T). O



Version vom 19. Oktober 2015 53

3.3 Projektionen, Unterridume und der Satz vom Ab-
schaum

In diesem Abschnitt wollen wir uns wieder der verbandstheoretischen Sichtweise
zuwenden und Minoren an ihren geometrischen Verbdnden studieren. Der Satz
vom Abschaum besagt, dal3 Minoren oben auf dem Verband ,,schwimmen®.

Proposition 3.3.1 Sei M = (E,Z) ein Matroid und T C Eund F C E\T.
Dann gilt

1. F ist ein Unterraum von M T genau dann, wenn F'UT ein Unterraum von
M ist.

2. F ist ein Unterraum von M \ T genau dann, wenn M einen Unterraum F’
mit F = F'\ T hat.

Beweis. Nach Proposition 3.1.4 ist cl y;/7(X) = cly(X UT) \ T und nach
Ubung 3.1.5ist cl yp\7(X) = ¢l y(X) \ T woraus die Behauptung folgt. O

Aus dieser Beobachtung erhalten wir einen Zusammenhang zwischen Filtern,
Idealen und Minoren.

Definition 3.3.2 Sei (P, <) eine Partialordung und F,I C P. Dann heifit F' ein
Filter von P, wenn F' nach oben abgeschlossen ist, d.h. aus x > y € F folgt
x € F. Analog nennen wir I ein 1deal wenn I nach unten abgeschlossen ist, d.h.
aus x <y € I folgt x € I. Ein Filter (Ideal), der (das) durch ein Element erzeugt
wird, also z.B. F' = {x € P | x > a} heifit Hauptideal (Hauptfilter).

Proposition 3.3.3 Sei M = (F,Z) ein Matroid und T' C E. Dann gilt

1. L(M/T) ist isomorph zu dem Hauptfilter [cl p1(T), 1p].
2. Ist E\ T ein Unterraum, so ist L(M \ T') isomorph zu dem Hauptideal
[0ar, BN\ T

Beweis. Zur ersten Aussage betrachte den Isomorphismus X — X U 7. Die
zweite Aussage ist vollig trivial. O

Als Korollar erhalten wir:

Korollar 3.3.4 Sind T und E '\ Ty Unterrdume von M mit Ty C E'\ Ts. Dann ist
LIM/T\Ty) = [T1, E\ T3]. o
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Der Verbandes eines Restriktionsminors ist nur bei Restriktion auf einen Unter-
raum ein Intervall des Verbandes von M.

Als nichstes wollen wir zeigen, dal man bei einem Minor A//Y \ X oBdA. an-
nehmen kann, daf} Y unabhiingig und X counabhingig ist. Dafiir benotigen wir
zunichst:

Lemma 3.3.5 Sei M = (E,7) ein Matroid und X, Y C Emit XNY = (). Sei Y}
eine Basis von My = M\ (E\Y') und X, eine Cobasis von M. X := M/(E\ X).
Dann gilt fiir jede Partition (X, Ys) von (X \ X1) U (Y \ Y7):

M\ X/Y =M\ (X;UYs)/(Y1 U Xa).

Beweis. Kontrahiert man eine Basis, bleiben nur noch Schleifen. Also gilt nach
Korollar 3.1.7 fiir jede Partition (W5, W5) von Y\Y; : M/Y = M/(YiUW,)\Wa.
Dual erhalten wir M \ X = M \ (X, U Z,)/Z, fiir jede Partition (Z;, Z5) von
X \ Xj. Also folgt die Behauptung aus Proposition 3.1.8. ]

Proposition 3.3.6 Unter den Voraussetzungen des letzten Lemmas haben wir MY\
X=M\[XUuY\Y)|/[Y1U(X\ X1)]. Auperdem sind X; U (Y \ Y1) und
Y1 U (X \ X1) counabhiingig bzw. unabhdngig.

Beweis. Zu zeigen ist nur die letzte Behauptung. Da jedes Element von X \ X}
in M \ X eine Coschleife, also eine Briicke, ist, ist Y} U X \ X unabhingig in
M \ X also erst recht in M. Die Counabhingigkeit folgt mittels Dualitiit. O

Nach diesen Vorbereitungen haben wir die Hauptarbeit fiir den Beweis des Satzes
vom Abschaum schon geleistet.

Satz 3.3.7 (Satz vom Abschaum) Sei M, ein einfacher Minor eines Matroid M =
(E,T). Dann hat M einen Unterraum F' vom Rang r(M ) — (M), so daf3 es eine
ordnungstreue Injektion von L(M,) nach [F, 1] gibt.

Beweis. Sei M; = M \ X/Y. Nach Proposition 3.3.6 kénnen wir oBdA. an-
nehmen, da8 Y unabhingig und X counabhingig ist. Somit haben wir r(M;) =
r(M) —|Y].Sei F' = cl(Y), da M, einfach ist haben wir F C X UY und M, =
M/F\ (X \F). Alsoist ¢ : L[M;] — [F, 1] definiert durch ¢(Z) = cl (ZU F)
injektiv und ordnungstreu. O
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Wir wollen dieses Kapitel beschlieBen mit der Uberlegung, wie man aus einer
geometrischen Représentierung eines Matroids eine Reprisentierung eines Kon-
traktionsminors M /e gewinnen kann. Sei dazu H eine Hyperebene, die e nicht
enthilt. Ist f € E \ H und schneidet die Gerade cl y;({f,e}) H in g, so ad-
dieren wir fiir f eine Parallele zu g, ansonsten wir f zu einem neuen Punkt auf
H. AuBlerdem werden alle Punkte (auller €) einer Geraden, die e enthilt zu einer
Parallelititsklasse und Ebenen, die e enthalten zu Geraden.

Beispiel 3.3.8 Kontrahiert man bei der Sy das Element an der Spitze, so erhdilt
man Fr, die Fano-Ebene. Kontrahiert man hingegen das zentrale Element e, so
erhdlt man das graphische Matroid des Cy, mit drei Doppelkanten.

Abbildung 3.3: Geometrische Realisierung eines Kontraktionsminors



Kapitel 4

Reprisentierbarkeit

In diesem Kapitel wollen wir repriasentierbare Matroide fiir gewisse Korper dis-
kutieren und eine Verallgemeinerung der linearen Représentierung anreif3en.

4.1 Techniken zur Konstruktion von Repriisentie-
rungsmatrizen

In Abschnitt 2.2.1 hatten wir festgestellt, dafl jede Repridsentierungsmatrix durch
Wahl einer Basis iiberfiihrt werden kann in die Form (1,.| D). Also geniigt es, sich
darauf zu konzentrieren, solche Matrizen zu konstruieren. Wir labeln die Spalten
dieser Matrix mit {ey,...e,}. Die Zeilen labeln wir mit {ey,...,e,}. Also sind
die Zeilen von D mit ey, ..., e, und die Spalten mit e, 1, . . ., e, gelabelt. Offen-
sichtlich ist fiir  + 1 < k < n der Fundamentalkreis

C(B,er) =epU{e; |1 <i<rund D, # 0}.

Ersetzen wir nun in D alle Nicht-Null-Eintrdge durch len, so bestehen die Spal-
ten der resultierenden Matrix also gerade aus den Inzidenzvektoren der Funda-
mentalkreise von M bzgl. B. Deswegen bezeichnen wir diese 0-1-Matrix als B-
Fundamentalmatrix von M und bezeichnen sie mit D#. Beachte, daB die Funda-
mentalmatrix auch fiir nicht-lineare Matroide definiert ist.

Proposition 4.1.1 Seien (1., D) und (1., Do) (r xn)-Matrizen iiber den Korpern
K bzw. K'. Dann ist die Identitiit ein Isomorphismus von M (1., Dy)| nach M[(I,, Ds)|
genau dann, wenn fiir alle korrespondierenden quadratischen Untermatrizen D', D),
von Dy bzw. D gilt

det(D]) = 0 < det(D}) = 0.

56
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Beweis. Seien I C {e,1,...,e,},J C {e1,...,e.} die Spalten bzw. Zeilen-
indexmenge von D; und D,. Seien dann [)i, die (r x r)-Matrizen die aus den
Spalten mit Indizes I U J entstehen. Nach Determinantenentwicklungssatz fiir
i =1,2: det(D;) = det(D)). O

Betrachten wir die Matrix D#, so koénnen wir diese auch als Adjazenzmatrix
eines bipartiten Graphen G = (V; U V5, E) mit V; = {ey,...,e,} und Vo =
{€/41,...,e,}und e = (e;,¢;) € E < D, _, # 0 auffassen. Diesen Graphen
nennen wir Fundamentalgraph von M und B und bezeichnen ihn mit G(D#) oder
G(M, B).

Beispiel 4.1.2 Betrachten wir die Fano-Ebene F; = GF(2)% \ {0}. Eine geome-
trische Reprisentierung haben wir links in Abbildung 4.1. Auf der rechten Seite
sehen wir das non-Fano Matroid F.. F; wird auf3erdem reprisentiert durch die

3 3
5 6 5 6
1 2 1 o 2
4 4

Abbildung 4.1: Das Fano und das non-Fano Matroid

Matrix

€4 €5 €Cg €7

ee /1 1 0 1

iiber GF'(2) oder verkiirzt el 1 0 1 1
es\0 1 1 1

Das Fano Matroid hat offensichtlich eine transitive Automorphismengruppe also
erhalten wir bei Wahl einer beliebigen Basis als Fundamentalgraph den Graphen
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in Abbildung 4.2. Den Fundamentalgraph des Duals erhdlt man nach Satz 2.2.1
durch Vertauschen der Farbklassen.

Betrachten wir die gleiche Matrix iiber R, so dndert sich der Fundamentalgraph
nicht, wohl aber das Matroid, D stellt dann niimlich das non-Fano dar.

4
5
6
7

Abbildung 4.2: Der Fundamentalgraph des Fano und des non-Fano Matroids.

Satz 4.1.3 Sei die (r x n)-Matrix (I.|D;) eine K-Reprisentierung des Matro-

ids M. Sei {by,..., by} eine Basis des Kreismatroids des Fundamentalgraphen

G (Dfé) Dann ist k = n — Anzahl der Zusammenhangskomponenten von

G(D). Ist zusdtzlich (61, . . . , 0;) ein geordnetes i-Tuple aus Nicht-Null-Elementen
von Kundi < k, so hat M eine K-Reprisentierung (I,.|Ds), bei der fiir alle j < i

der zur Kante b; gehorende Eintrag von Dy gerade 0 ist. Auflerdem gibt es je eine

(r x r)-Diagonalmatrix U und eine (n — r x n — r)-Diagonalmatrix V, so daf3

Dy =UD,V.

Beweis. Die Aussage iiber k ist klar nach Ubung 1.2.18. Den Rest des Satzes
zeigen wir mittels vollstidndiger Induktion iiber 7. Die Aussage gilt trivialerweise
firi =0mitU = I,V = I, ,.Seinuni > 1. Da {by,...,b;} unabhingig in
M(G(D#)) ist, bilden die Kanten einen Wald. Dieser enthélt einen Knoten v vom
Grad 1. Wir diirfen annehmen, daf} die an v anliegende Kante b; ist. Nach Induk-
tionsannahme gibt es also Diagonalmatrizen Matrizen U’, V', so daB U’ DV’ in
b; den Eintrag 0; hat, fiir j = 1,...,7 — 1. Entspricht der Knoten v einer Spalte
von D, so enspricht keins der b; fiir j < ¢ — 1 einem Element in dieser Spalte.
Wir konnen also durch Anderung des entsprechenden Eintrags von V' die Spalte
so skalieren, da3 der b;-Eintrag ; wird. Andernfalls kénnen wir U’ modifizieren
und die Zeile skalieren. O
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Dieses Resultat ermoglicht es uns, die Korper zu bestimmen, iiber denen £ und
F> linear sind.

Korollar 4.1.4 Sei K ein Korper. Dann gilt

1. F7; ist K-linear genau dann, wenn KK Charakteristik 2 hat.

2. Fo ist K-linear genau dann, wenn K Charakteristik verschieden von 2 hat.

Beweis. Die Kanten des Fundamentalgraphen ohne {(2,7), (3,6), (3,7)} bilden
einen aufspannenden Baum im Fundamentalgraph, konnen also auf 1 fixiert wer-
den. Wegen der Gerade {4,7,3} in F7 und F;; muB der Eintrag doy = dy 4 = 1
sein. Wegen der Gerade {5, 7,2} muB ds, = 1 sein. Die Gerade {1, 6,7} impli-
ziert nun ds 3 = 1. Also ist {4, 5, 6} linear abhingig iiber K genau dann, wenn

110
det| 1 01 | =0&-2=0.
011

AbschlieBend wollen wir uns als Ubung noch iiberlegen, da die Fundamentalma-
trix eines Minors ein ,,Minor der Fundamentalmatrix* ist.

Ubung 4.1.5 Sei M = (E,T) ein Matroid, N = M/X \'Y ein Minor, wobei
X unabhdingig und Y counabhdngig. Sei D die Fundamentalmatrix von M bzgl.
einer Basis, die X enthdlt. Dann ist B \ X eine Basis von N, und die Funda-
mentalmatrix von N bzgl. B entsteht aus D durch Streichen der mit Y indizierten
Spalten und der mit X indizierten Zeilen.

Wir wollen diesen Abschnitt mit der Feststellung schlieBen, daf die Tatsache li-
near iiber einem Korper der Charakteristik O zu sein, nicht durch Ausschlufl von
endlich vielen Minoren garantiert werden kann.

Beispiel 4.1.6 Sei p eine ungerade Primzahl und L, die Matrix L, = (11| Jp+1—
I,+1) iiber GF(p). Seien die Spalten der Einheitsmatrix mit ey, . . ., e, gelabelt
und die iibrigen mit dy, . . ., d, 1. Wir untersuchen zuncichst einmal die nicht auf-
spannenden Kreise und zeigen

Die nicht aufspannenden Kreise sind

1. die Fundamentalkreise {ey, ..., e;_1,€i11,...,d;},



Version vom 19. Oktober 2015 60

2. die Kreise {e;,d;, e;,d;} fiiri # j,
3. sowie {dy,...,dyi1}.

Offensichtlich sind dies alles Kreise. Angenommen wir hitten einen weiteren
nicht aufspannenden Kreis C. Diesen konnen wir durch Einheitsvektoren zu einer
Menge von Vektoren C' mit der Eigenschaft r(C') = |C| — 1 = p ergiinzen. Dann
muB C Einheitsvektoren aus I enthalten. Streichen wir diese und die zugehori-
gen Zeilen erhalten wir eine Untermatrix von (.J,41 — I,41), die hochstens eine
1-Spalte enthilt, da C' keinen der Kreise vom Typ 2 enthilt. Dies ergibt einen Wi-
derspruch, da det(J; — I;) = (—1)"'d — 1! und die Determinante einer Matrix
mit einer Eins-Spalte und ansonsten Spalten mit genau einer Null an verschiede-
nen Stellen betraglich 1 ist. Nun zeigen wir:

M|L,) ist linear iiber einem Korper K genau dann, wenn K Charak-
teristik p hat.

Wir wihlen die angegebene Basis und diirfen nach Satz 4.1.3 auf einem Wald
im Fundamentalgraph den Wert 1 vorschreiben. Deshalb konnen wir in der ersten
Spalte und der ersten Zeile, sowie auf der Stelle dy 3 Einsen vorschreiben. Mit
Hilfe des Viererkreises {e1, e, d;,ds} folgt zunichst, daB die zweite Zeile der
Darstellungsmatrix wie in D sein muB. Die Viererkreise {es, e;,ds, d;} fiir i =
1,...,p+ 1, implizieren die Eindeutigkeit der Darstellungsmatrix.

Jeder Minor von M[L,| ist linear iiber Q und iiber jedem Korper der
Charakteristik p' > p.

Da M|L,] selbstdual ist, bzgl. der Identitit ist, geniigt es wegen der Symmetrie
MI[Ly]\ 1 und M[L,]\ d; zu betrachten. Letzteres wird durch L, \ d; représentiert
und M \ e; durch die Matrix A

ey ... € epr1 di dsy d,  dpia
0 0 0 0 1 1 1
1 0 0 1 p—1 ... 0 0
A= 1|0 I : 0 .0 0
0 1 0 1 0 ... p=1 0
0 0 1 1 1 1 0

Also sind die M[L,] minorenminimal nicht iiber Q linear und leider unendlich
viele.

'Aus der Betrachtung der Eigenwerte der Matrix konstant Eins erhilt man det J; — A =
(1)A9=1\ — n. Setzt man X\ = 1, so folgt die Behauptung.
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4.2 Reprisentierbarkeit iiber endlichen Korpern,
binéire Matroide

Ein Grund, warum ein Matroid iiber einem Korper nicht reprédsentierbar ist kann
sein, dal} der Korper zu klein ist.

Ubung 4.2.1 Sei K ein Korper und k € Z>,. Dann ist Us i, linear tiber K genau
dann, wenn |K| > k — 1.

Diese Tatsache wollen wir bei bindren Matroiden genauer studieren.

Dafiir benotigen wir zunichst zwei Lemmata.

Lemma 4.2.2 Ein Matroid M ist bindr genau dann, wenn fiir alle C' € C und alle
C* € C* |C N C*| gerade ist.

Beweis. Ist M binir, so folgt die Behauptung aus Lemma 2.2.3. Fiir C' C E sei
nun Xc die charakteristische Funktion, bzw. der Inzidenzvektor von C. Betrachte
den GF'(2)-Vektorraum

W= {“|Cec).

Dann gilt nach Voraussetzung fiir jedes C* € C* : C* € W+. Nach Propositi-
on 2.1.11 ist aber C* € C* genau dann, wenn C* inklusionsminimal, nicht-leer
mit der Eigenschaft VC' € C : |C'N C*| # 1 ist. Dies ist aber genau dann der Fall,
wenn C* inklusionsminimal nicht-leer in W+ ist. Ist nun A eine G'F'(2)-Matrix
mit Bild(A") = W+, so ist nach Lemma 2.2.3 M = M|[A]. O

Satz 4.2.3 Ein Matroid ist bindr genau dann, wenn es keinen Us 4-Minor hat.

Beweis. In der Ubung wurde die eine Richtung bewiesen. Sei nun N ein nicht-
bindres Matroid mit der Eigenschaft, da} jeder Minor von N binir ist. Wegen
Lemma 4.2.2 enthilt N einen Kreis C' und einem Cokreis C* mit ungeradem
Schnitt. Wir wihlen diese so, da3 der Schnitt moglichst klein ist. Da Kontraktion
von e € C'\ C* oder Loschen von f € C*\ C daran nichts @ndert, gilt notwendig
C =C*Seinune € E(N)\ C.Da N \ e binir ist, schlieBen wir, da dort C*
kein Cokreis mehr ist. Also ist jedes solche e eine Coschleife in N\ C. Demnach
ist Hy := E \ C eine unabhingige Hyperebene. Sei b; € Hy # (). Seien nun
Hy,..., H, die von H, verschiedenen Hyperebenen N, die den Unterraum Hy \
b, (der Codimension 2) enthalten. Offensichtlich ist by ¢ H; firi = 1,...,m
und |C N (E \ H;)| < |C|. Aufgrund der Minimalitit von C' muf} also |C' N
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(E \ H;)| gerade und somit H; N C ungerade sein. Da C' ¢ H,; (denn B; ist
keine Coschleife)XS aber C' C U:r;l H; und C' ungerade, nicht einelementig ist,
schlieBen wir m > 3. Nun ist aber nach Proposition 3.3.3 N/(Hy \ b1) = Uz 1.
Aufgrund der Minimalitit von /N erhalten wir daraus Hy = b;,m = 3 und somit
N =Usy,. o.

Korollar 4.2.4 Ein Matroid ist bindr genau dann, wenn jeder Unterraum der Di-
mension (M) — 2 (i.e. jede Cogerade) in hochstens drei Hyperebenen enthalten
ist.

Beweis. Dies folgt sofort aus Proposition 3.3.3 und dem Satz vom Abschaum. O

Fiir den Fall ternirer Matroide und der Matroide linear iiber G F'(4) ist es bekannt,
daf die Liste der verbotetenen Minoren endlich ist. Wir geben hier die Resultate
ohne Beweis an. Den Beweis im ternédren Fall findet man im Buch von Oxley. Der
GF(4)-Fall sollte demnichst als Preprint erhiltlich sein. Man beachte, daB mit
einem Matroid /V auch sein Dual N* ein minimaler verbotener Minor sein muf.

Satz 4.2.5 (Bixby, Seymour 1979) Ein Matroid ist terndr genau dann, wenn es
keinen der folgenden Minoren enthdlt: Us 5, Us 5, Fr, F7.

Fiir den GF'(4) Fall stellen wir noch zwei Beispiele vor.

Beispiel 4.2.6 Betrachte das Matroid Fy, das in Abbildung 4.3 geometrisch re-
prdsentiert ist .

Abbildung 4.3: F
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1. Das Matroid Py ist K-reprasentierbar genau dann, wenn |K| > 5. Denn
ist T1,...,T¢ eine Reprdsentierung und | =< 1,19,y > so gibt es O #
T35 € IN < x3, 75 > und analog x3 ¢ sowie x5 . Diese Punkte sind offen-
sichtlich paarweise verschieden und verschieden von x1, x2, x4. Also ist Uy g
K-linear und somit K > 5. Fiir die Riickrichtung betrachte o, B paarweise
verschieden und verschieden von 0,1 mit a5 # 1

€1 €2 €3 €4 €5 €5
1 0 0 1 1 1
A= 0O 1 0 1 o 1
o 0 1 0 1 p

2. Das Matroid Py sei gegeben durch folgende Matrix iiber GF'(3):

1 2 3 4 5 6 7 8
100 0 0 1 1 -1
0100 1 01 1
0010 1 1 0 1
0001 -1 1 1 0

Dann ist Py ein minorenminimales nicht G F'(2%)-reprdsentierbares Matroid
fiir jedes k € Nso. Fiir den etwas lingeren Beweis verweisen wir wieder

auf [7].

Satz 4.2.7 (Geelen, Gerards, Kapoor 1997) Ein Matroid ist linear iiber GF(4)
genau dann, wenn es keinen der folgenden Minoren enthiilt:

Usg,Usg, Fr, (F7)*, Ps, Py, P

Fiir keinen anderen endlichen Korper ist es bekannt, ob die Liste der verbotenen
Minoren tiberhaupt endlich ist.

4.3 Regulire Matroide

Wir wollen nun den Bogen von regulidren Matroiden zur ganzzahligen Program-
mierung schlagen.

Definition 4.3.1 Sei A eine Matrix iiber R. Dann heifst A total unimodular, falls
jede Unterdeterminante den Wert 0,1 oder —1 hat.
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Proposition 4.3.2 Sei A eine total unimodulare Matrix. Dann ist M [A] regulir.

Beweis. Sei B eine quadratische Untermatrix von A und K ein Korper. Eventuell
durch Identifikation —1 = 1 im Falle der Charakteristik 2 konnen wir B als Matrix
iiber K betrachten. Offensichtlich gilt dann dety (B) = detg(B)mod char (K).
O

Die Umkehrung bereiten wir mit einem Lemma vor.

Lemma 4.3.3 Sei K ein Korper mit von zwei verschiedener Charakteristik und D
eine Matrix iiber K mit Eintrigen in {0,+1,—1}, so dafp M[(I, D)] bindir ist. Sei
B eine Basis von M|[(1, D)]. Dann ist |det((I, D) g)| = 1.

)

Beweis. Sei B die Basis der Einheitsvektoren. Wir fiihren Induktion iiber k& =
|B\ B|. Die Fille k = 0,1 sind klar, sei also k > 2und e € B\ B. Nach (B2)
gibtes f € B\ B,sodaB B’ := B\ e U f wieder eine Basis ist. Wir zeigen nun,
daB (I, D)5 (I, D) eine {0, +1, —1}-Matrix ist, woraus die Behauptung mittels
vollstindiger Induktion folgt. Da B’ eine Basis ist, ist d. ; € {+1, —1}. Pivotieren
wir dieses Element in die Basis, so lautet die Update-Formel fiir Element d; . :

dj s

dii=d—d .
]7k ]7k e7kde7f

Ist dieser Wert aber zwei, so ist B \ {e, j} U {f, k} keine G F'(2)-Basis, aber eine
Basis tiber jedem Korper mit von zwei verschiedener Charakteristik. O

Lemma 4.3.4 Sei M = (E,T) linear iiber GF(2) und einem Korper K mit von
zwei verschiedener Charakteristik. Dann gibt es eine total unimodulare Matrix A
mit M = M[A].

Beweis. Wir wiihlen eine Basis von M. Sei (/|D) eine K-Reprisentierung und
Bp eine Basis des graphischen Matroids G(D#). Nach Satz 4.1.3 konnen wir
annehmen, daf3 D in den zu Bp gehorenden Eintrdgen auf 1 skaliert ist. Sei nun
d ein Nichtnulleintrag, der nicht in Bp ist. Sei dann C; der Fundamentalkreis
von d in G(D#). Wir beweisen nun mit vollstéindiger Induktion iiber |Cy|, daB
d € {0,+1,—1}. Wir konnen also annehmen, daB alle d’ mit |Cy| < |Cy4| in
{+1, —1} liegen. Sei D, die quadratische Teilmatrix von D, die zu den Knoten
von Cy gehort und d’' ein von Null verschiedener Eintrag von D, der nicht in
Bp U {d} liegt. Dann ist d’ in G(D¥) eine Sehne von Cy, also ist Cy kiirzer
als Cy und somit @’ € {1,—1}. Sei nun Cy ein kiirzester Kreis in G(D¥), der d
enthilt. Dann hat die C; entspredhende Matrix Dyin jeder Zeile und Spalte genau



Version vom 19. Oktober 2015 65

zwei Nichtnulleintrige. Bis auf d sind diese alle 1 oder —1. Uber GF'(2) ist die
Matrix, die an allen Nicht-Null-Eintridgen 1-en stehen hat, abhéingig. Folglich muf3
Sie es auch iiber K sein und somitd € {+1, —1}.

Die Behauptung folgt nun aus Lemma 4.3.3. O

Wir erhalten somit insgesamt folgende Aquivalenz:

Satz 4.3.5 Sei M = (E,T) ein Matroid. Dann sind folgende Aussagen paarweise
dquivalent:

1. M ist regular.

2. M ist linear iiber GF(2) und einen Korper mit von 2 verschiedener Cha-
rakteristik.

3. Es gibt eine total unimodulare Matrix A mit M = M[A].

4.4 Algebraische Matroide

Neben linearer Abhiingigkeit gibt es in der Korpertheorie noch algebraische Abhingig-
keit. Auch diese definiert Matroide. Diese Matroidklasse werden wir nur kurz vor-
stellen. Sie scheint kompliziert zu sein.

Definition 4.4.1 Sei [F ein Unterkorper des Korpers Kund a;, . . ., oy € K. Dann
heifit § € K algebraisch abhidngig von aq,...,a; tber F, wenn 5 algebraisch
iber F(ay, ..., q) ist, d.h. 5 einer algebraischen Gleichung

po(aq, ..., ) B9 + pr(aq, ... ,ozt)ﬁg_l +.otpglon,... ) =0

geniigt, deren Koeffizienten Polynome in F|ov, ..., oy sind, die nicht alle Null
sind. T C K heifst algebraisch abhingig, falls ein t € T' algebraisch abhdngig
von T'\ t ist, ansonsten algebraisch unabhingig iiber F.

Proposition 4.4.2 Sei [ algebraisch abhdingig von aq, ..., o, aber algebraisch
unabhdngig von o, . . ., 1. Dann ist s algebraisch abhingig von oy, . . ., as_1, S.
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Beweis. Wir betrachten o, und f3 iiber G := F(ay,...,as_1). Dann ist § alge-
braisch abhingig von o tiber G. Ordnen wir die algebraische Relation

p0<as)ﬂg +p1 (as)ﬂg_l + ... +pg(as) - 0 (41)

nach Potenzen von o, so erhalten wir

@(B)al + @ (B)ed ™ + ...+ au(B) = 0. (4.2)

Da /3 nach Voraussetzung nicht algebraisch iiber I ist, ist jedes Polynom ¢;(x)
entweder identisch Null oder ¢;(3) # 0. Sie koénnen aber nicht alle identisch Null
sein, da ansonsten schon Gleichung 4.1 trivial wire. O

Ubung 4.4.3 Sei s algebraisch iiber F(t) und t algebraisch iiber F. Dann ist s
algebraisch iiber F.

Lemma 4.4.4 Sei v algebraisch abhiingig von oy, . .., o, und jedes «; algebra-
isch abhdngig von 1, . . ., Bs. Dann ist auch ~y abhingig von [y, . . ., Bs.

Beweis. Wir zeigen dies mit vollstindiger Induktion tiber ¢, der Fall ¢ = 1 war
die letzte Ubung. Ansonsten betrachten wir F(av, . .., ;) = F(ay)(ay, ..., ap_1).
Nach Induktionsvoraussetzung ist dann ~y algebraisch iiber F(c) (s, . .., 8s). Da
allerdings «; algebraisch iiber F(f3, ..., 3) ist, folgt aus der letzten Ubung die
Behauptung. O

Satz 4.4.5 Sei F ein Unterkorper des Korpers Kund E C KundZ = {I C E |
I ist algebraisch unabhdngig iiber F}. Dann ist M = (E,T) ein Matroid.

Beweis. Offensichtlich erfiillt Z (I1) und (I12). Angenommen (I3) wére nicht erfiillt
und [y, Iy € Z mit |Iy| > |I;| und Ve € I, wire I; U e algebraisch abhingig. Sei
nun /; C I, UI, eine Menge kleinster Kardinalitiit, von der alle e € I, algebraisch
abhingig sind und so daf |I] \ Iy| minimal ist. Da |I5| > |I;]| > |I{| konnen wir
e € I\ I wihlen. Sei I{ C I] minimal mit der Eigenschaft, da I}’ Ue algebraisch
abhingig ist. Dann ist I U e < I, sei also f € I\ I5. Nach Minimalititsan-
nahme ist e iiber I} nicht aber iiber /] \ f algebraisch. Nach Proposition 4.4.2 ist
demnach f algebraisch iiber /] \ f U e und damit iiber /] \ f U e. Demnach ist
jedes Element von [ algebraisch iiber 7] \ f U e. AuBerdem ist aber jedes Ele-
ment von [ algebraisch tiber /7. Also ist nach Lemma 4.4.4 jedes Element von I
algebraisch iiber 1] \ f U e im Widerspruch zur Wahl von I7. a
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Proposition 4.4.6 Minoren algebraischer Matroide sind algebraisch.

Beweis. Offensichtlich sind Restriktionen algebraischer Matroide algebraisch. Ei-
ne algebraische Darstellung einer Kontraktion M /T erhilt man durch Betrachtung
von '\ T iiber F(T") aus Proposition 3.1.4. O

Mit etwas mehr Algebra kann man zeigen, dal man in algebraischen Matroiden
Serien abkiirzen kann:

Satz 4.4.7 ([2]) Sei M = (E,Z) ein algebraisches Matroid mit E C K D F. Sei
S'in Serie in M (d.h alle Elemente in S sind coparallel). Dann gibt es ein Element
B im algebraischen Abschluf3 von K, so daf3 fiir alle S C C' C E gilt:

CelCM)=C\SUpBelC(MUDPp).
Proposition 4.4.8 ([4]) Das Vamos-Matroid ist nicht algebraisch.

Beweis. Die Punkte 1,2 sind in Serie im Restriktionsminor M1 23 4.7,8y. Wire
dieser algebraisch, so gibe es im algebraischen Abschlufl des Oberkorpers ein
B €cl(3,4)Ncl(7,8). Nach Beispiel 1.3.4 liegt /5 dann aber auch im Schnitt der
Geraden durch 1, 2 und 5, 6. Widerspruch. O

Proposition 4.4.9 Das Dual T™ des Tic-Tac-Toe Matroids ist nicht algebraisch.

Beweis. Das Dual des Tic-Tac-Toe Matroids hat Rang 4 und die Komplemente
der 5-Punkt-Hyperebenen des Tic-Tac-Toe Matroids bilden die 4-Punkt-Hyperebenen
des Duals. Betrachten wir nun die Restriktion auf {ay, as, as, by, b2, b3}, so bildet
diese ein Prisma. Darin sind etwa {ay, b; } in Serie. Wire T algebraisch, so gibe

es im algebraischen Abschlufl des Oberkorpers ein 51 € cl (ag, bs) N cl (ag, bs).
Nach Beispiel 1.3.4 liegt 5; dann aber auch auf der Geraden durch a4, b;. Eben-

so finden wir 35 im Schnitt der Geraden durch b;, c;. Dann liegen 3; und 3 auf
den durch a;, b;, ¢; erzeugten Ebenen. Betrachten wir nun das Matroid, das durch
{ai, as, a3, c1, ¢, c3, b1, P2} erzeugt wird. Es hat Rang 4 und nach Voraussetzung
und wegen der letzten Uberlegung hat es folgende 4-Punkthyperebenen:

{ab Cy, a1, 02}7 {@27 C2, a3, C3}> {@b c1, B, 52}7 {@27 c2, P, 52}, {613, c3, B, 52}~

Also ist dieses Matroid das Vamos-Matroid, welches wir bereits als nicht-algebraisch
identifiziert haben. O

Bemerkung 4.4.10 Das Tic-Tac-Toe Matroid besitzt alle bisher bekannten Eigen-
schaften algebraischer Matroide. Es ist bisher nicht bekannt, ob die algebraischen
Matroide unter Dualitit abgeschlossen sind.



Kapitel 5

Die verbotenen Minoren regulirer
Matroide

In diesem Kapitel wollen wir das zentrale Resultat an den Anfang stellen und uns
erst dann den Beweis erarbeiten. Der hier vorgestellte elementare Beweis dieses
klassischen Resultates geht zuriick auf Gerards [3]. Der neue Beweis der excluded
minors fiir GF'(4)-Reprisentierbarkeit beruht im wesentlichen auf dem gleichen
Ansatz.

5.1 Das Resultat und seine Lemmata

Satz 5.1.1 Ein Matroid ist reguldir genau dann, wenn es keinen U, 4, F; oder F -
Minor hat.

Offensichtlich ist dies wegen Satz 4.2.3 dquivalent mit

Satz 5.1.2 Ein bindires Matroid ist reguldr genau dann, wenn es keinen F; oder
FZ-Minor hat.

Wir hatten oben schon bemerkt, da3 die Fundamentalmatrix ein binidres Matroid
reprédsentieren muf3. Bei reguldren Matroiden muf} es wegen Satz 4.3.5 eine Vor-
zeichenbelegung der Fundamentalmatrix geben, so daf diese regulir wird.

Definition 5.1.3 Sei X eine (m X n)-Matrix mit Eintrigen in {0,1}. Eine Vor-
zeichenbelegung von X ist eine (m x n)-Matrix Y mitV1 <i<m,1 <j<mn:

|yz',j| = Tyj-

68
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Die folgende Matrix X liefert mit (13| X ) eine Darstellung von Fr:
1 110
Xp=| 1101
1 011
Mit dieser Definition ist Satz 5.1.2 dquivalent zu:

Satz 5.1.4 Sei X eine (mxn)-Matrix mit Eintriigen in {0, 1}. Dann sind folgende
beiden Aussagen dquivalent:

1. X hat keine total unimodulare Vorzeichenbelegung.

2. Betrachtet man die Matrix (1,,|X) iiber GF(2), so kann sie durch eine
Kombination der Operationen Lischen einer Zeile oder Spalte, Permutation
von Zeilen oder Spalten und Pivotieren in (I3| X ) oder (14| X},) iiberfiihrt
werden.

Diesen letzten Satz wollen wir nun mit Hilfe mehrerer Lemmata beweisen.

Lemma 5.1.5 Sei G ein einfacher, zusammenhdngender, bipartiter Graph mit der
Eigenschaft, daf jedes Paar von Knoten gleicher Farbklasse einen Knotenschnitt
bildet. Dann ist G ein Pfad oder ein Kreis.

Beweis. Ist G weder ein Pfad noch ein Kreis, so hat G einen aufspannenden
Baum, der kein Pfad ist. Darin gibt es zwei Blitter in der gleichen Farbklasse.
O

Lemma 5.1.6 Sei D eine (n x n)-Matrix mit Eintrdagen in {0, 1, —1}. Ist G(D7)
ein Kreis, dann ist D total unimodular genau dann, wenn die Anzahl negativer
Eintrige in D die gleiche Paritdit wie n modulo 2 hat.

Beweis. Da Permutation von Zeilen oder Spalten hochstens das Vorzeichen der
Determinante dndert, diirfen wir annehmen, daf3

1 0 0 1

1 1 0 0
D# = :

0 0 . 1 0

o
(@]
—_
—_
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Hat man eine echte quadratische Untermatrix von D), so entspricht dieser ein
echter Teilgraph von G(D¥) enthilt also eine Zeile oder Spalte mit nur einem
Nichtnulleintrag. Induktiv folgt sofort, dal jede echte Untermatrix von D De-
terminante 0, 1 oder —1 hat. Wir miissen also nur die Determinante von [ un-
tersuchen. Durch abwechselndes Skalieren von Zeilen und Spalten erhalten wir
| det(D)| = | det(D;)| mit

10 0 dip
1 1 0 0

D# — Cono : ’
00 ...1 0
00 ... 1 1

wobei d; ,, € {+1, —1}. Entwicklung nach der ersten Zeile liefert: det(D;) = 1+
(—1)"*1d,; ,,. Die Behauptung folgt nun leicht mittels Induktion tiber die Anzahl
der —lenin D a

Lemma 5.1.7 Seien D, und D5 total unimodulare Matrizen mit D¥ = Df . Dann
entsteht Dy aus Dy durch Multiplikation einiger Zeilen und Spalten mit —1.

Beweis. Wir versehen die Kanten des Graphen G(D?) = G(D¥) mit Vorzeichen
und zwar die Kante (ij) mit 0(ij) = (Dy);; * (Da);;. Zunéchst zeigen wir, daf fiir
jeden Kreis C' in G(D7) gilt:

[[o(e) =1

Wir beweisen das iiber die Anzahl k£ der Sehnen von C'. Im Fall £ = 0 betrachten
wir die von den Knoten der Untermatrix des Kreises induzierten Matrizen. Dann
folgt aus Lemma 5.1.6:

11D =[] (P2)i; = (=1)"
ijeC ijeC

und somit die Induktionsvoraussetzung. Ist nun £ > 0 und f eine Sehne in C,
so zerteilt f den Kreis C' in C; und C5, so da C; U f und Cy U f Kreise sind,
die beide weniger Sehnen als C' haben. Nach Induktionvoraussetzung erhalten wir

also
1= H o(e) * H ole) = o(f)* * H o(e) = H a(e).
eeC1Uf ecCoUf ecC ecC

Betrachten wir nun ein Knotenpaar s,t € G (D#), so ,.hat* also entweder jeder s-
t-Weg positives Vorzeichen oder jeder hat negatives Vorzeichen. Wihlen wir nun
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einen Knoten vy € G(D%), so hat definiert demnach o eine Partition der Knoten
in ,,positive” und ,,negative” Knoten. Die Multiplikation einer Zeile oder Spalte
mit —1 bewirkt, daf} dieser Knoten die Farbklasse wechselt. Also iiberfiihrt die
Multiplikation der negativen Knoten mit —1 die Matrix D# in D;C’E und umgekehrt.

O

SchlieBlich miissen wir noch die Pivotoperation etwas genauer unter die Lupe
nehmen. Damit diese die Matrix wieder in die Form (/|X) iiberfiihrt, hingen wir
an den reinen GauB-Eliminationsschritt noch eine Vertauschung der alten mit der
neuen Basisspalte an. Sei z.B.

a xz'

y Z )

A1 = < L«

Pivotieren wir nun nach o # 0 erhalten wir zunéchst

A, at 0 1 atzT
27\ —aly I, 0 Z—a lyz’

Ag = < IT

Lemma 5.1.8 1. Ist G(A") zusammenhangend, so auch G(AZ).

und schlieBlich

. a g7 >

a—lg 7 _ O{—lggT

T

2. Ist A= (Z £Z ) quadratisch, so ist det(A) = adet(Z — o tyx").

Beweis. Ist G(AZ) unzusammenhiingend, so kann Az durch Zeilen- und Spalten-
vertauschungen in eine Blockdiagonalenmatrix tiberfiihrt werden. Pivotieren wir
andererseits auf o', so erhalten wir A; zuriick. Man tiberlegt sich aber leicht,
daB} pivotieren in einer Blockdiagonalenmatrix eine Blockdiagonalenmatrix lie-
fert. Also ist auch GG (Af) unzusammenhingend. Die zweite Aussage rechnet man
leicht nach. O

5.2 Der Beweis von Satz 5.1.4

In diesem Abschnitt wollen wir den Beweis der ausgeschlossenen Minoren re-
guldrer Matroide fiihren.
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Beweis. Offensichtlich impliziert die Existenz einer total unimodularen Vorzei-
chenbelegung fiir X mit Lemma 4.3.3 eine ebensolche fiir jede Untermatrix jeder
Matrix, die aus X durch Pivotieren hervorgeht. Also folgt die eine Richtung aus
der Tatsache, dal} die Fano-Ebene nicht iiber R linear ist und Satz 4.3.5.

Nehmen wir also nun an, dal X keine total unimodulare Vorzeichenbelegung hat
und minimal mit dieser Eigenschaft ist, d.h. jede echte Teilmatrix von X hat ei-
ne solche. Offensichtlich ist dann G(X') zusammenhingend und weder ein Kreis
noch ein Pfad. Nach Lemma 5.1.5 kann entweder X oder X " durch Spaltenvertau-
schungen in die Form (z|y|Z) gebracht werden, so dal G(Z) zusammenhingend
ist. Nach Voraussetzung haben (z|Z) und (y|Z) total unimodulare Vorzeichen-
belegungen und wegen Lemma 5.1.7 konnen wir diese so wihlen, daB sie auf
Z ubereinstimmen. Alle diese Eigenschaften sind invariant unter Pivotieren von
Elementen aus Z.

Wir wollen nun zeigen, daB (z|y|Z) durch Pivotieren, Zeilen- und Spaltenvertau-
schen sowie Loschen von Zeilen- und Spalten in X iiberfiihrt werden kann. Sei
nun W eine Untermatrix von einer Matrix (z;|y,|Z1), die durch Pivotieren aus
(z|y|Z) entsteht mit folgender Eigenschaft: W ist nicht total unimodular, aber je-
de echte Untermatrix einer Matrix, die durch Pivotieren eines Elementes in Z aus
W entsteht ist total unimodular. Wir behaupten:

W ist eine Untermatrix von (z, |y, ) die durch Multiplikation von Zei-
11

len und Spalten mit —1 in (1 5

) tiberfiihrt werden kann.

Offensichtlich muB W z und y treffen. Trifft " auch ein Element in Z, so kénnen
wir auf diesem Pivotieren und mit Lemma 5.1.8 erhalten wir einen Widerspruch
zur Wahl von . Der Rest der Behauptung ist trivial.

Also kénnen wir annehmen, daB die ersten zwei Zeilen von (zy,) gerade ()
sind. Da G (Zf§E ) zusammenhingend ist, konnen wir einen kiirzesten Pfad P von
dem Knoten der ersten Zeile zum Knoten der zweiten Zeile finden. Angenommen
dieser hitte Linge zwei. Dann hitte Z; eine Spalte, die in den ersten zwei Zeilen
(‘b’) nicht Null wire. Offensichtlich kann diese Zeile aber htchstens mit einem von
7 und y eine total unimodulare Matrix bilden. Also hat P mindestens Lédnge vier.

Dieser kiirzeste Weg fiihrt also auf folgende Submatrix D.
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1 1 % 0 0 0 0 O
1 =1 0 0 0 0 0 =
* *x 0 0 0 0O
0 *x 0 0 O
0 0 = 0 0 0}
0 0 ... x %
0 0 0 ... 0 % =%

wobei die * Eintrige +1 oder —1 bedeuten und die weiteren Eintrige von z und y
unklar sind. Durch Multiplikation einiger Zeilen und Spalten mit —1 konnen wir
erreichen, daf3 alle x-Eintrdge bis auf den in der zweiten Zeile 1 sind. Indem wir
die zweite Zeile evtl. noch mit —1 multiplizieren und die ersten beiden Spalten
vertauschen, konnen wir sogar annehmen, daf3 alle x Eintréige 1 sind. Nun pivotie-
ren wir auf dem Element D3 4 und erhalten:

1 1 1 0 0 0 0 0
1 -1 0 0 0 0 0 1
1 1 0 0 0 0
-1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 11

Streichen wir hier die dritte Zeile und vierte Spalte, so erhalten wir:

1 1 1 O 0 0 O
1 -1 0 0 0 0 1
-1 1 0 0 O
0 1 0 0 O
0 O 1 1 0
0 O 0 1 1
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1 1 10
Dies konnen wir solange fortfiihren, bis wir auf die (3x4)-Matrix [ 1 -1 0 1

c d 1 1
mit ¢, d € {0, 1, —1} stoBen. Da das Loschen sowohl der ersten als auch der zwei-

ten Spalte auf eine total unimodulare Matrix fiihrt, miissen det (clz }) und auch

det (7,,) in {0, 1, —1} sein. Dies impliziert d = 0. Die (3 x 3)-Matrix, die durch
Loschen der zweiten Spalte entsteht hat Determinante ¢ — 2, also gilt ¢ = 1 und
tiber GF'(2) ist die Matrix Xp. O
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