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KAPITEL 1

Einleitung

Seit Leonhard Euler (1707-1783) beschiftigen sich Mathematiker mit Reziprozitétsgesetzen.
Doch was ist ein Reziprozitéitsgesetz? Wird in der Mathematik von einem Reziprozitéitsgesetz
gesprochen, so ist eine Verallgemeinerung des quadratischen Reziprozititsgesetzes gemeint. Das
quadratische Reziprozitéitsgesetz war historisch gesehen das erste Reziprozitédtsgesetz. Dieses
wurde von Euler formuliert und erstmals vollstdandig von Gaufl bewiesen. Mit Hilfe des quadra-
tischen Reziprozitéitsgesetzes und dessen Ergénzungsséitze ist es moglich quadratische Reste in
endlichen Kérpern zu bestimmen, d.h. zu einer vorgegebenen Primzahl p und einer ganzen Zahl
a die Losbarkeit der Gleichung 22 = a (mod p) zu untersuchen. An dieser Stelle zur Erinnerung,
die Aussage des quadratischen Reziprozititsgesetzes fiir zwei verschiedene Primzahlen p, g > 2:

Gilt p = ¢ =3 (mod 4), so ist p genau dann ein quadratischer Rest modulo ¢, wenn ¢ ein
quadratischer Nichtrest modulo p ist.
Gilt jedoch p =1 (mod 4) oder ¢ =1 (mod 4), so ist p genau dann ein quadratischer Rest
modulo ¢, wenn g ein quadratischer Rest modulo p ist.
Fiir eine leichtere Untersuchung wurde das Legendre-Symbol (%)2 eingefiihrt, an dessen Wert
man direkt ablesen kann, ob a ein quadratischer Rest modulo p ist oder nicht. Mit dem Legendre-
Symbol erhélt man folgende Form des quadratischen Reziprozitdtsgesetzes:

1.0.1 Satz (Quadratisches Reziprozititsgesetz, QRG). !
Fiir ungerade Primzahlen p # q gilt:

(0,0,

Um quadratische Reste auch fiir negative Zahlen, das heifit Primzahlen multipliziert mit einer
Einheit in Z, zu berechnen, benétigt man die Ergénzungssétze zum quadratischen Reziprozitéts-
gesetz.

1.0.2 Satz (Ergénzungssiitze). ?
Fir eine Primzahl p > 2 gilt:

(1) (71) — (-1

@ (3) -0

'siehe [ZT14, Kap.5, 2.8]
Zsiche [ZT14, Kap.5, 2.9]




6 1 Einleitung

Wie bereits erwdhnt, wurde das quadratische Reziprozitéitsgesetz erstmals von Gauf} vollstandig
bewiesen. Dieser versuchte direkt einen Beweis zu finden, der sich auch auf hohere Potenzen
iibertragen ldsst, um Aussagen iiber Losbarkeit von Gleichungen z™ = a (mod p) fiir ein a € Z
und eine Primzahl p treffen zu konnen. So kam es, dass Gauf} sechs Beweise des quadratischen Re-
ziprozititsgesetz veroffentlichte. Die Frage der Losbarkeit von Gleichungen 2™ = a (mod p) oder
allgemeiner die Losbarkeit von Gleichungen ™ = « in einem endlichen Korper F fiir ein o € F
zu beantworten, stellte sich jedoch als schwierig heraus und ist Ziel der Untersuchung von Rezi-
prozititsgesetzen. In dieser Arbeit wird die Gleichung fiir n = 3 (kubisches Reziprozititsgesetz)
und n = 4 (biquadratisches Reziprozitéitsgesetz) ndher betrachtet. Die ersten vollstéindigen Be-
weise des kubischen und des biquadratischen Reziprozitatsgesetzes mit dessen Ergénzungsséitzen
wurde von Eisenstein im Jahr 1844 veroffentlicht. Eisenstein war es auch, der Kummers Versuch
von einem allgemeinen Reziprozitétsgesetz in Kreisteilungskoérpern weiterentwickelte und somit
einen Spezialfall des allgemeinen Reziprozititsgesetzes formulieren konnte.? Dieser Spezialfall
wird auch fiir kubische und biquadratische Reste in den jeweiligen Kapiteln dieser Arbeit be-
trachtet werden.

Um biquadratische rationalen Gleichungen, d.h. Gleichungen der Form z* = a (mod p) mit
a € Z und einer Primzahl p > 0 auf Losbarkeit zu untersuchen, reicht es nicht aus, sich auf
den Ring 7Z der ganzen Zahlen zu beschranken. Man benétigt eine endliche Erweiterung dieses
Ringes, wie nachfolgendes Beispiel aus [Lem00, S.185f] illustrieren soll.

1.0.3 Beispiel. Fiir eine ungerade, ganze Zahl g > 3, ist die ganze Zahl S, := 229 4 1 niemals
prim in Z, denn es existiert eine Zerlegung

Sg=2+1= (202 +1)- (242" +1).

=: Ay =: By

Fixiere im Folgenden eine ungerade, ganze Zahl ¢ > 3, sodass p = 4q + 1 eine Primzahl ist.
Insbesondere ist fiir ein solches ¢ die ganze Zahl S; nicht prim. Weiterhin gilt p = 4¢+1 =5
(mod 8), denn es ist p = 1 (mod 4) nach Voraussetzung und p = 1 (mod 8) ist nur fiir eine
gerade Zahl g moglich. Mit dem bereits bekanntem quadratischen Reziprozitétsgesetz und dessen
Ergénzungssatz gilt:

S,=2%+1=2"7 +1

= <2> +1 (Eulers Kriterium)
P/ 2
2_
= (—1)p = +1 (nach Ergidnzungssatz zu QRG 1.0.2)
=—14+1=0 (mod p).

Also folgt mit Hilfe des quadratischen Reziprozitétsgesetzes, dass S, = A,B, durch p teilbar ist.
Da p eine Primzahl ist, muss schon p | A, oder p | B, gelten.

Wie spiter in Satz 2.3.4 gezeigt werden wird, gibt es fiir Primzahlen p mit p =1 (mod 4) eine
Darstellung als Summe zweier Quadrate. Sei p = a? + b% mit a,b € Z und a = 1 (mod 2), sowie

3siehe [Lem00, S. vii]




b=0 (mod 2).
Betrachte nun fiir einige kleine, ungerade ganze Zahlen ¢ > 3, sodass p = 4q + 1 eine Primzahl

ist, die Tabelle zur Untersuchung, welcher der beiden Fille eintritt.

q ‘ P ‘ A B a ‘ b ‘pteilt Ay ? ‘ p teilt B, 7
3| 13 5 13 3| 2 NEIN JA
7129 113 145 51 2 NEIN JA

9 | 37 481 545 116 JA NEIN
13 | 53 8065 8321 712 NEIN JA

15 | 61 32513 33025 5| 6 JA NEIN
25 | 101 33546241 33562625 1110 JA NEIN
27 | 109 134201345 134234113 3|10 JA NEIN
49 | 197 | 562949919866881 | 562949986975745 | 1 | 14 NEIN JA

Nach genauerer Betrachtung dieser Tabelle, kann man einen Zusammenhang zwischen der Teil-
b

barkeit von A, und B, mit der Restklasse von § modulo 8 erkennen. Es liegt also folgende
Vermutung nahe:
=43

(mod 8) und (1.1)

(1.2)

plAq &

NN o

p| By & +1  (mod 8)

Um diese Vermutung zu zeigen, muss man die Restklasse von A, und B, modulo p berechnen.
Dabei gilt:

_ 2 2
und 2" = (—) = (-1)"F g (mod p) (vgl. Satz 1.0.2). Bis jetzt wurde nur die Teilbar-
D/ o
keit in Z untersucht. Damit man die Restklasse von 2”7 modulo p berechnen kann, miissen wir
den Ring Z der ganzen Zahlen erweitern, und betrachten im Weiteren die Teilbarkeit in dem
—1 —1
Ring Z[i]. Es folgt 2°7 =i (mod ) oder 2°7 = —i (mod ) fiir einen Teiler 7 = a + bi von

p=T7T.

Offensichtlich benétigt man, um die Restklasse von 9" modulo p zu bestimmen, eine Erwei-
terung der ganzen Zahlen, die Gaufischen Zahlen Z[i]. Der Ring Z[i] ist der Ganzheitsring des
imaginiir-quadratischen Zahlkoérpers Q(y/—1) = Q(i). Im Kapitel zum biquadratischen Rezi-
prozititsgesetz wird die Losbarkeit von Gleichung 2* = « fiir ein o € Z[i] in einem endlichen
Restklassenkorper Z[i|/7Z[i] fiir ein Primelement 7 von Z[i] analysiert.

Auch im kubischen Fall geniigt der Ring der ganzen Zahlen zur Untersuchung zunéchst nicht aus.
Zur Untersuchung des kubischen Reziprozititsgesetzes wird der Ganzheitsring Z[w], genannt die
Eisenstein-Zahlen, des imaginér-quadratischen Zahlkorpers Q(1/(—3)) = Q(w) verwendet. Da-
beiist w = —%—i—%ﬁ eine primitive dritte Einheitswurzel. Die Losbarkeit der Gleichung 22 = «
wird dementsprechend fiir ein @ € Z[w] in endlichen Restklassenkérpern der Form Zw]/7nZ[w]
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mit einem Primelement 7 von Z[w] betrachtet.

Fiir die Beweise der beiden hier untersuchten Reziprozititsgesetze bendtigen wir Gaufl- und
Jacobi-Summen als Hilfsmittel. Diese werden im ersten Kapitel eingefiihrt. In Kapitel 3 widmen
wir uns dann dem kubischen Reziprozitiatsgesetz und zum Abschluss in Kapitel 4 dem biqua-
dratischen Reziprozitidtsgesetz. Die Kapitel zu den beiden Reziprozitdtsgesetzen sind dhnlich
aufgebaut. Zunichst werden einige einfache Aussagen zu den Ganzheitsringen Z[w] und Z[i] ge-
macht, mit dessen Hilfe wir dann die jeweiligen Restsymbole definieren kénnen. Im Anschluss
werden dann die Reziprozititsgesetze und deren Ergénzungsséitze bewiesen. Zum Abschluss wer-
den noch einige Anwendungen der Reziprozitidtsgesetze gegeben, darunter auch der Beweis der
Vermutung aus Beispiel 1.0.3.

Ich werde in dieser Arbeit Kenntnisse aus der algebraischen Zahlentheorie aus der Vorlesung
[ZT14] von Prof. Dr. Claus Scheiderer voraussetzen und auch weitgehend die Notation daraus
iibernehmen.




KAPITEL 2

Gaul’- und Jacobi-Summen

Fiir die Beweise des kubischen und biquadratischen Reziprozitétsgesetzes in Kapitel 3.4 und 4.4
bendtigen wir als Hilfsmittel die Theorie der Gauf3- und Jacobi-Summen. Als Grundlage fiir diese
beiden Summen dienen Charaktere auf endlichen Gruppen. Zur Vereinfachung werden in dieser
Arbeit nur Charaktere auf endlichen Kérpern F, fiir eine Primzahl p, betrachtet. Ublicherweise
wird ein Charakter jedoch allgemeiner auf endlichen abelschen Gruppen definiert (siehe [ZT14,
Kap.6, 1.1]). Mit Hilfe von Charakteren ist es im Anschluss moglich, Gau$- und Jacobi-Summen
zu definieren. Im Allgemeinen dienen die Theorien, die in diesem Kapitel untersucht werden,
oft der Bestimmung der Anzahl von Lésungen einer Gleichung mit Koeffizienten in einem end-
lichen Korper. Diese Anwendungen werden hier jedoch nicht genauer betrachtet, da die Gauf3-
und Jacobi-Summen nur als Hilfsmittel fiir die Beweise des kubischen und des biquadratischen
Reziprozititsgesetzes dienen. Das gesamte erste Kapitel orientiert sich an [IR93, Kap. 8].

2.1 Charaktere auf [,

Charaktere sind Abbildungen, die auf einer endlichen abelschen Gruppe definiert sind. Im Rah-
men dieser Arbeit ist es ausreichend, diese auf den Einheitengruppen endlicher Koérper F, mit
p Elementen zu definieren. Dabei ist p > 0 eine Primzahl.

Mit Hilfe von Charakteren kann man die Anzahl von Losungen einer Gleichung der Form
2" = a untersuchen. Beispielsweise erhilt man fiir die Anzahl N, der Losungen von z? = a:
N,=1+ (%)2. Ist a ein quadratischer Rest, so hat diese Gleichung zwei Losungen, sonst ist sie
nicht 16sbar.

Im Weiteren werden Anwendungen der Charaktere nicht weiter beriicksichtigt, da der Fokus

dieser Arbeit auf der Bestimmung von kubischen und biquadratischen Resten liegt.

2.1.1 Definition. Ein (multiplikativer) Charakter auf F, ist eine Abbildung x:F; — C* mit
der Eigenschaft

x(ab) = x(a)x(b) fiir alle a,b € IF.
2.1.2 Beispiele.

(a) Das bereits aus der Zahlentheorie bekannte Legendre-Symbol (5)2 fiir eine ungerade Prim-
zahl p > 0 ist ein Charakter von Iy in die Menge {—1,+1} der zweiten Einheitswurzeln.
Die multiplikative Eigenschaft wurde in [ZT14, Kap.2, 3.7] gezeigt.

(b) In Kapitel 3 und 4 werden als weitere Beispiele der kubische und der biquadratische Cha-
rakter eingefiihrt.
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(c) Die Abbildung €: F, — C* mit e(a) = 1 fiir alle a € F}, ist ein Charakter, genannt der
triviale Charakter auf I,.

2.1.3 Bemerkung. Oft ist es hilfreich, den Definitionsbereich eines Charakters auf den gesam-
ten endlichen Kérper F,, zu erweitern. Setze die Abbildung x eines Charakters dazu wie folgt
fort

x(0) =0, falls x # € und
€(0) =1.

Im Folgenden benétigen wir den kleinen Satz von Fermat aus [Algl3, Kap.3, 2.13], dessen Aus-
sage als bekannt vorausgesetzt wird.

2.1.4 Satz (Kleiner Satz von Fermat). Fiir a € Z und eine Primzahl p > 0 mit p{ a gilt
a® =1 (mod p).
2.1.5 Satz. Sei x ein Charakter auf F, und a € Fy; beliebig. Dann gilt
(a) x(1) =1
(b) x(a) ist (p — 1)-te Finheitswurzel

(c) x(a™') = x(a)™" = x(a)
Beweis.

(a) Es gilt x(1) = x(1-1) = x(1)x(1). Da nach Definition x(1) # Ogilt, muss bereits x(1) =1
sein.

(b) Wegen a # 0 in F,, gilt nach Fermats kleinem Satz 2.1.4 bereits a?~! = 1 in F,, und folglich

(a) 2.14 - -
1= x(1) =" x(@™) = x(a)" .
Damit ist x(a) eine (p — 1)-te Einheitswurzel.

(c) Mit (a) folgt: 1 = x(1) = x(a~ta) = x(a=)x(a) und somit x(a)™! = x(a™!). AuBerdem
gilt nach (b): x(a) € C* mit 1 = |x(a)| = x(a)x(a), wodurch die zweite Gleichheit folgt.

O]

2.1.6 Satz. Sei x ein Charakter auf F),, dann gilt:

Z (1) = {O, falls x # €

=t p, falls x =¢

Beweis. Sei zunéchst x =e€. Dannist > x(t) = > 1=p.

teF, teF,
Fiir x # € existiert ein a € F, mit x(a) # 1. Setze T := ) x(t). Dann folgt:
teF,
(@T = ¥ xlat) = T
teF,

Da x(a) # list, muss schon T' = 0 gelten. O
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2.1.7 Satz. Die Charaktere auf IF), bilden eine Gruppe mit der Verkniipfung

(xA)(a) == x(a)A(a)

fiir Charaktere x und X. Das neutrale Element ist der triviale Charakter € und zu einem Charakter
X # € ist das inverse Element x~' in der Gruppe der Charakter durch x~!: F; — C,
a+ x(a)~! gegeben.

Beweis. Der Satz wurde bereits in [ZT14, Kap. 6, 1.2] in allgemeinerer Form bewiesen. O

2.1.8 Satz. Die Gruppe der Charaktere auf Fy, ist zyklisch von Ordnung p —1 .
Insbesondere existiert fiir jedes a € Fy, mit a # 1 ein Charakter x auf Fp mit x(a) # 1.

Beweis. Nach [ZT14, Kap.6, 1.4] ist die Gruppe der Charaktere auf ), isomorph zu [, und ist
damit zyklisch von Ordnung p — 1.
Fiir ein a € Fj mit a # 1 ist a = ¢! fiir ein [ € N und einen Erzeuger ¢ von F7. Wegen a # 1 gilt

ik
(p—1) 1 1. Sei weiterhin xo(g*) := ev-T fiir 0 < k < p, dann ist x¢ ein Erzeuger der Gruppe der
Charaktere auf I, und es folgt:

2mil

xo(a) = xo(g) =er-1 #1  (denn (p—1)11).

O]

2.1.9 Korollar. Sei G die Gruppe der Charaktere auf Fy. Dann gilt fir a € Fy mit a # 1 die

Gleichung > x(a) = 0.
xEG

Beweis. Setze S := > x(a). Da a # 1 existiert nach Satz 2.1.8 ein Charakter A\ € G mit
x€G
A(a) # 1. Dann gilt

Ma)S =" (@) =3 x(a) = §
X€G x€G

und wegen A(a) # 1 folgt S = 0. O

2.2 Die Gaul3-Summe

Unter einer Gauf-Summe versteht man eine endliche Summe von Einheitswurzeln. Im Unter-
schied zu der Notation g, von [IR93] fiir Gau-Summen, werden hier Gauf-Summem mit G,
bezeichnet.

2.2.1 Definition. Sei x ein Charakter auf FF,, und a € [F,,. Dann definieren wir die Gauf-Summe
auf I, zum Charakter x durch

27i
Go(x) == Z x(t)¢™ mit der primitven p-ten Einheitwurzel ( =e » .
teF,

Im Folgenden spielen die Gaufl-Summen fiir a = 1 eine wichtige Rolle. Deshalb setzt man zur
Abkiirzung G: = G.
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Die Gaufl-Summe kann man durch die folgenden Eigenschaften genauer bestimmen.
2.2.2 Satz. Flir einen nichttrivialen Charakter x auf F, und den trivialen Charakter € gilt

Ga(x) = {§(@_1)G(x), falls a f 0
’ falls a =0

und

Gale) 0, fallsa=0
a(€) = .
p, fallsa #0

Beweis. Sei a # 0 und x # €. Dann gilt:

X(@)Ga(x) = D x(at)¢™ = > x(#)¢' = Gi(x) = G(x)

teF, teF,

und somit folgt Go(x) = x(a) *G(x) = x(a 1)G(x), denn es ist x(a) # 0.
Ist nun a = 0, so folgt:

Go(x) = D x(t)¢% = 3~ x(t) *2° .
teF, teF,

Zeige nun die Behauptung fiir den trivialen Charakter y = €. Sei zunéchst a # 0, so folgt:

Gale) =D e(®)¢™ =D (" =0,

teF, teF,,

Dabei wurde im letzten Schritt verwendet das ¢ eine primitive p-te Einheitswurzel ist, also die
Identitdt 1+ ¢ + ...+ ¢P~1 = 0 erfiillt. Fiir a = 0 folgt:

Go(e) =Y e(t)” =D 1=p.

teF, teF,,

2.2.3 Satz. Sei x # € ein Charakter auf F,. Dann gilt |G(x)| = \/p.

Beweis. Wir werden die Summe > G,(x)Gq(x) mit zwei verschiedenen Ansétzen berechnen
a€clFp

und anschlieflend die Ergebnisse vergleichen.
Fiir a # 0 gilt nach Satz 2.2.2:

Gal0) 22X (@ NG() = x(@)G() und  Ga(x) *Z* x(a™HG(x).

Durch Multiplikation beider Gleichungen folgt

Ga(X)Ga(x) = x(a™HG()x()G(x) = GX)G(x) = |G-
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Somit folgt fiir die Summe {iber alle Elemente a € [F):

Y Ga(0)Gal(x) = Go(x)Go(x) +(p — DIGH)I
—_—

acly =0 (nach 2.2.2)

= (p - DIG)I* (2.1)

Fiir die andere Variante gehen wir direkt iiber die Definition der Gaufl-Summe. Es gilt:

Ga(X)Ga() = | D x(@)C | - [ D x(w)¢ow

z€F, yel,
= ) x(@)x(y)¢.
z,y€lfp

Fiir die Summe iiber alle a € I, gilt:

D GG () =D D x@)x(m)¢r

acF, a€lF, x,yelf,

= > | 2 ¢ x@x(y)

z,yclFp \ackF,

=p, fir y=u;
=0, fir y#z

=p > x(@)x(z)

z€lF,

=p > x(@)x@@)™

0#z€F,
—pp—1). (2.2)

Nun fithren wir die beiden Umformungen (2.1) und (2.2) zusammen, und erhalten
P-DIGOOP=@-p = IGI=p.
O

Um den obigen Satz in Zukunft bei Rechnungen gut verwenden zu kénnen, ist es hilfreich den
Zusammenhang zwischen G(x) und G(¥) zu bestimmen. Dabei bezeichnet X den Charakter

X:F, = C* a— x(a).

Da x(a) fiir jedes a € F}; eine (p — 1)-te Einheitswurzel ist, gilt x(a) = x~*(a) fiir jedes a € F}
und folglich ist ¥ = xy L.

2.2.4 Satz. Flir einen Charakter x # € auf I, gilt

G(x) = x(-1)G(X)-
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Beweis. Aufgrund der Gleichung 1 = x(1) = x(=1)* gilt x(~1) = +1 und damit ist offensichtlich
x(—1) = x(—1). Somit folgt

GO0 =Y x(BC =Y x(=x(=)¢" = x(=1) D x(t)¢" = x(-1)G(X)-

teF,, teF,, teF,,

Als direkte Folgerung aus den letzten beiden Satzen erhalten wir folgendes Korollar.

2.2.5 Korollar. Sei x # € ein Charakter auf F,. Dann gilt G(x)G(X) = x(—1)p.

2.3 Die Jacobi-Summe

Jacobi-Summen werden in Kapitel 3 ein niitzliches Mittel sein, um das kubische Reziprozititsge-
setz zu beweisen. Dort werden wir jedoch die allgemeinere Version aus dem néchsten Abschnitt
verwenden. Die Jacobi-Summen, wie sie in diesem Abschnitt zunéichst eingefithrt werden, ist
eine endliche Summe vom Produkt zweier (p — 1)-ten Einheitswurzeln. In den folgenden Sétzen
werden die wichtigsten Zusammenhénge gezeigt, um spater mit den Summen arbeiten zu kénnen.

2.3.1 Definition. Seien x, A Charaktere auf F,,. Definiere die Jacobi-Summe zu x, A wie folgt
T06A) = Y x(@A®).
a,belfy,,
a+b=1

2.3.2 Satz. Seien x, A zwei nichttriviale Charaktere und € der triviale Charakter auf Fp,. Dann
gilt:

(a) J(e,€)=p
(b) J(e;x) =0

(c) Jox:x™ ") =—x(-1)

. GGA)
d) Falls x\ # €, so ist J(x,\) =
(d) XA # (x; A) GOV
Bewets.
(a) Esist J(ee) = Z e(a)e(b) = Z 1=p.
a+b=1 at+b=1
Denn fiir ein festes a € F, ist durch die Gleichung a 4 b = 1 das Element b € F,, eindeutig
bestimmt.
(b) Es gilt J(e.x) = Y ela)x(b)= Y x(b) =0,
a+b=1 beF,
1 -1 a a 2.1.6
© T = X vt = ¥ () =Sx(15) = X 0 L -,
a+b=1 a«béligl a#1l c£—1

Dabei wurde im vorletzten Schritt ¢ = % substituiert. Fiir a € Fy\{1} ist ¢ € F,\{—1}.
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(d) Gelte xA # €, dann folgt:

GOOGN) = | D x@)¢™ | - [ D A

z€Fp y€Fy

= 3 X@A)CT

z,y€lfp

S ( 5 X<x>A<y>) o (2.3

teF, \z+y=t

Berechne nun die innere Summe zunéchst fiir t = 0:

3 @A) = 3 @A) = A1) 3 (6N @) 0= (A0)T (6. (2.4)

z+y=0 z€Fp z€Fp

Berechne nun noch die innere Summe fiir ¢ # 0. Dazu substituiere  und y durch 2’ und

y', sodass wir obige Summe auf die Jacobi-Summe zuriickfiihren kénnen. Durch z = t2’

und y = ty sind 2’ und 3’ eindeutig bestimmt und es gilt z +y =t < 2’ +3 = 1. Folglich

gilt
dTx@Aw) = D xt)At) =N D x(@)AW) = (NI (xA). (2.5)
r+y=t /' +y'=1 z'+y'=1

Man erhélt nun insgesamt durch Einsetzen der Gleichungen (2.4) und (2.5) in die Gleichung
(2.3):

GG =D (NI = T(x NG (xA).

teF,,

Die Behauptung folgt, da wegen yA # € nach Satz 2.2.3 bereits G(x\) # 0 gilt.

O]
Wir kénnen nun auch leicht den Betrag der Jacobi-Summe bestimmen.
2.3.3 Korollar. Seien x, A # € zwei Charaktere auf F,, mit x\ # €. Dann ist |J(x, \)| = \/p-
Beweis. Es ist
170001 20 | COCN) g0 WIE_
XA) VP
O

Aus diesem Korollar erhalten wir zwei wichtige Konsequenzen fiir die Darstellungsform von
Primzahlen.

2.3.4 Satz. Sei p eine Primzahl.
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e Istp=1 (mod 4), so kann man p als Summe zweier Quadrate schreiben, d.h. es existieren
a,b €7, sodass p = a® + b>.

e Istp=1 (mod 3), so existiert eine Darstellung p = a®> — ab+b* der Primzahl p fiir ganze
Zahlen a,b € 7.

Beweis.

e Sei p =1 (mod 4), dann gilt 4|(p — 1). Somit existiert ein Charakter y der Ordnung 4

(zB. x = AT fiir den Erzeuger A der Gruppe der Charaktere). Daher bildet x in die

Einheitengruppe {£1,+i} von Z[i] ab. Folglich gilt J(x,x) = Y. x(s)x(t) € Z[i], also
s+t=1
existiert eine Darstellung J(x, x) = a + bi mit a,b € Z und nach Korollar 2.3.3 folgt, dass

p=T06 )P = a® + b gilt.

e Fiir Primzahlen p = 1 (mod 3) funktioniert die Argumentation analog. Es existiert ein
Charakter ' mit Wertebereich {+1, +w, +w?}, wobei w = 71%‘/?3 eine primitive dritte
Einheitswurzel ist. Somit erhalten wir anstelle von J(x, x) € Z[i] bereits J(X', X') € Z[w],
also eine Darstellung J(x',X’) = a + bw mit a,b € Z. Folglich gilt p = |a + bw|?> =
(a+bw)(a + bw?) = a® — ab + b

O

2.3.5 Bemerkung. Der erste Teil der obigen Aussage geht auf Fermat zuriick, der zeigte, dass
Primzahlen p =1 (mod 4) als Summe zweier Quadratzahlen geschrieben werden kénnen. Diese
Darstellung ist eindeutig, falls a,b > 0, a ungerade und b gerade gefordert wird. Dies sieht man
wie folgt:

Angenommen p = a?+b* = ¢?+d? fiir positive, ganze Zahlen a, b, c,d mit a = ¢ = 1 (mod 2) und
b=d=0 (mod 2). Es gilt offensichtlich ggT(a,b) = ggT(c,d) =1 und 0 < a,b,c,d < \/p. Wei-
terhin ist (ad —bc)(ad+be) = a?d? —b*c? = (p—b*)d? —b*c? = pd? — pb®. Dementsprechend folgt
p | (ad—bc) oder p | (ad+bc). Angenommen p | (ad+bc). Dann wiirde p = ad+ bc folgen, denn es
gilt 0 < ad+be < 2p. Folglich wiire p? = (a?+b?)(c2+d?) = (ad+bc)*+(ac—bd)? = p?+(ac—bd)?,
also ac — bd = 0. Dies steht im Widerspruch zu ac —bd =1 (mod 2).

Somit gilt p | (ad — bc), woraus ad — be = 0 folgt. Also a = ¢ und b = d.

Im Gegensatz dazu, ist fiir p =1 (mod 3) keine Eindeutigkeit gegeben, denn
a? —ab+b*=(b—a)* - (b—a)b+b* =a®>—ala—b) + (a — b)*.

So ist beispielsweise 7 =22 —2-3 4+ 32 =12 — 3 4 32

Diese Darstellung von Primzahlen p =1 (mod 3) werden in Kapitel 3 noch eine wichtige Rolle
spielen, ebenso wie die der Primzahlen p = 1 (mod 4) im Kapitel zu dem biquadratischen
Reziprozititsgesetz.

Fiir solche Primzahlen und allgemein fiir Primzahlen p = 1 (mod n) erhélt man einen wichtigen
Satz iiber die n-te Potenz der GauB-Summe. Diesen werden wir spéter oft fiir den Fall n = 3
und n = 4 verwenden.
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2.3.6 Satz. Fir eine Primzahl p = 1 (mod n) und einen Charakter x auf Fp, mit Ordnung
n > 2 gilt

n—2

GOO™ = x(=Dp [T 706 x)-

i=1

Beweis. Durch die Voraussetzung p = 1 (mod n) folgt die Existenz eines Charakters y auf
F, mit Ordnung n. Nach Satz 2.3.2 (d) folgt G(x)? = J(x,x)G(x?), da nach Voraussetzung
x ein Charakter von Ordnung n > 2 ist, also x, x> # €. Durch Multiplikation der Gleichung
mit G(x) erhilt man G(x)® = J(x,x)G(x*)G(x). Fiir n = 3 folgt nun die Behauptung, da

G(x)G(x?) = G(x)G(X) 225 x(=1)p gilt. Ist n > 3, so wende Satz 2.3.2 (d) auf x und x? an:

G(x)® = T )T (. X*)G(X?).

Durch Iteration folgt

GO)" = T06X) - JOGXTHGKT).
Da x" ! = x7! = y gilt G(\)G(x* ') = G(x)G(X) 220 x(—1)p. Also folgt die Behauptung
durch Multiplikation der Gleichung mit G(x). O

Eine dhnliche Aussage erhilt man auch fiir die quadratische Gauf3-Summe, d.h. die Gauf-Summe
G(x) mit einem Charakter y der Ordnung 2 auf [,

2.3.7 Satz. ! Sei x ein nichttrivialer Charakter von Ordnung 2 auf F,, fiir eine ungerade Prim-
zahl p > 0 (d.h. x ist das Legendre-Symbol). Dann gilt:

Beweis. Die zweite Gleichheit gilt nach den Ergidnzungssitzen des quadratischen Reziprozitits-
gesetz (siehe Satz 1.0.2). Zeige also nur die erste Gleichheit.

Berechne die Summe > G,(x)G_4(x) auf zwei verschiedene Arten dhnlich wie im Beweis von
a€lf,

Satz 2.2.3. Fiir a # 0 (mod p) gilt

Ga)G-a(x) 2 x(aHx(—a7Y) G2
_—

=x(-1) , da x Ordnung 2

Fiir a # 0 in F,, gilt nach Satz 2.2.2: Go(x)? = 0. Summieren iiber alle a € F,, zeigt, dass

D Ga()G-a(x) = Go(x)> +(p — Dx(-D)G(x)* = (p — Dx(-1)G(x)? (2.6)
acFy T

gilt. Auflerdem ist
Ga()G-a(x) = DY x(@)x(y)¢* .

z,y€Fp

!Dieser Satz ist abweichend von dem restlichen Kapitel aus [IR93, Kap.6, 3.2]
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Fiir die Summe folgt nun

> Ga)Goalx) = D0 [ DD ¢ | x(@)x(w)

a€lfp z,y€lfp \a€lfyp
=p, fiir y=x;
=0, fir y#x
=Y p x@?
z€Rp =1 fiir x#0
=(p—1p. (2.7)

Aus den Gleichungen (2.6) und (2.7) folgt
(p=1p=(p—x(-1)G(x)*

und da x ein Charakter von Ordnung 2 ist, gilt G(x)? = x(=1)"!p = x(~1)p. O

2.4 Verallgemeinerung der Jacobi-Summe

In dem vorhergehendem Abschnitt wurde die Jacobi-Summe fiir zwei Charaktere definiert. Nun
wollen wir auch mehr als zwei Charaktere als Argumente der Jacobi-Summe zulassen, und ver-
allgemeinern somit die Definition 2.3.1. Die Jacobi-Summe mit [ Argumenten wird im Folgenden
mit J! bezeichnet.

2.4.1 Definition. Zu [ € N> und den Charakteren i, ..., x; auf F, definiere die verallgemei-
nerte Jacobi-Summe

!
Jxa,-x) = Z HXi(ti): Z xi(t1) - xa(t).-

t1,...,t1€EFp =1 t1+...+t;=1
t14...4+t=1

Fiir [ = 2 stimmt diese Definition mit der fritheren Definition 2.3.1 iiberein, d.h. es gilt J2(x1, x2) =
J(x1, x2). Definiere auBerdem

l
Jé(le"')Xl) = Z HXZ(t2>
t1,...,t1 €Fp i=1
t1+...+4,=0

2.4.2 Satz. Seien x1,...,x; Charaktere auf F,. Dann gilt:
(a) Ji(e,....,e)=Je,...,e)=p!

(b) Falls als Argument der Jacobi-Summe J' mindestens einmal der triviale Charakter ¢ und
einmal ein nichttrivialer Charakter vorkommt, also falls es i,j € {1,...,l} gibt, sodass
Xi = € und x; # € gilt. Dann ist:

Jé(Xla s >Xl) = Jl(Xla s 7Xl) =0.
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(¢c) Gilt x; # €, so ist

!

0, falls T] xi # €

J(l)(Xlw"?Xl) = z:ll

xi(-D)(p—1J" . oxu—1),  falls [[xi=¢€
i=1

Beweis.

(a) Fur ti,...,t—1 € F, beliebig, aber fest, ist durch die Identitét ¢; + ... + ¢ = 1 oder
t1 + ...+ t; = 0 der [-te Summand ¢; eindeutig bestimmt. Somit gilt

Je, ... €)= Z 1=p"L
t1+...4+t;=0

Analog folgt

t1+...+t;=1

(b) Dadie Jacobi-Summe in ihren Argumenten symmetrisch ist, konnen wir ohne Einschrinkung
X1,---,Xs nichttrivial und ys+1 = ... = x; = € fiir ein 0 < s < [ annehmen. Erhalte somit

l
T ox)= > J]xt)

t1+...+t;=0 =1

= Y ]t

ti+..+4,=0 i=1

— pl—l—s Z HXi(ti)

t1,...,ts€Fp i=1

=P D ) | | DD elts)

t1€F, ts€Fp

=0 =0
=0 (nach Satz 2.1.6).

Analog folgt

T ox) =077 Y [a) =0

t1,..ts€Fp i=1

-1

(¢) Esist Jo(x1,...,x1) = Z Z HXi(ti) xi(s). Ist s =0, so ist x;(s) =0, da
s€Fp \ti+..tt_1=—s i=1

X1 # € und somit verschwindet der gesamte Summand. Fiir s # 0 setze nun ¢; = —st/.
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Dann folgt

-1 -1 -1
> Iue-(IIv)eo- | X e

tit..tto1=—s i=1 ti At =1 i=1

~~

=J= (X1, 0Xi1-1)

Also ist

Toxts - ox) =T s oxae) D xals) sz'(*
s#0

=J" 1, xam) (il;[}a) (-1) Z (lelXZ> ()

s#£0

l
Ist H Xi # €, so gilt nach Satz 2.1.6: ) (H Xz)( ) = 0, also folgt J(l)(xl,...,xl) = 0.
i=1 s#0 “i=1
! -1
Gilt andererseits H Xi = €, 80 ist > ( II x) > 1=p—1und ( II Xi) (-1) =
i=1 s;éO i=1
LX) =

xi(=D e —1)J" (X1, xa-1)-

i=1 s#0
X; '(—1) = xy(—1). Folglich gilt J}(x1, ..

O]

-

2.4.3 Theorem. Seien xi,..., X, nichttriviale Charaktere auf Fp,, sodass [] xi # € gilt. Dann
i=1

15t

T

[Tca) =7 (- 7Xr)G<ZﬁlXi>-

=1

Beweis. Es gilt

[T D ki)t

i=1 i=1 \t;eF,
t1+...+t
_ E <H Xl ; ) ¢ 1+t
t1,.. 7tr€]Fp =

:Z< > HXi(ti)><8- (2.8)

s€Fp \t1+..+tr=s i=1

,
Fiir s = 0 und mit der Voraussetzung [] x; # € und nach Satz 2.4.2 (c) folgt:
i=1

> HX =Jy(x1,---,xr) =0.

t1+...+t-=0 =1
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T T
Fiir s # 0 ersetze t; = st;. Genau dann, wenn y_ ¢; = s gilt, ist > ¢, = 1. Somit gilt
i=1 i=0
' T T
> ]t = (HXi@) Y TDhat) = (sz> (X x)-
t1+..4+tr=s i=1 i=1 t/1+...+t;,=1 =1

Einsetzen in die Umformung (2.8) liefert

HG Xi) =T (Xt5 - xe) - Y <i1i[Xi)(3)<5 =J’”(><1,-~,xr)-G(f[xz->,

s#0 i=1

-
denn nach Voraussetzung gilt [] x; # e. ]
i=1

-

2.4.4 Korollar. FEs seien r > 2 und x1,..., X, nichttriviale Charaktere mit [] x; = €. Dann
i=1

gilt:

HGXZ = xr (=P (x5 Xe)

T_

Beweis. Nach Theorem 2.4.3 angewandt auf xi,...,x,—1 mit [ x; # € gilt

i=1
r—1 r—1
| J K<) =Jr1(X1,--~,Xr—1)G< I x )
1=1 i=1
=X '=Xr

Somit erhilt man durch Multiplikation mit G(x,)

HG(Xi) = GG X xrm1) 2 X (=PI (X -y Xr)-

O

-
2.4.5 Korollar. Seien wie zuvor r > 2, x1, ..., xr 7# € Charaktere auf F,, und [] x; = €. Dann
i=1

gilt:
J (X1, xr) = =X (DI (x1, - - Xe—1)-

Beweis. Verwende die Gleichung (2.8) aus dem Beweis zu Theorem 2.4.3. Dabei ist zu beach-
T

ten, dass diese auch ohne die Voraussetzung [] x; # € des Theorems gilt. Zusammen mit der
i=1
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T
Voraussetzung [] xi; = e, fiithrt dies zu

=1
HGXZ JO X1, - "7XT)+JT(X1?'-WXT)Z<HX¢>(S)CS
s£0 Ni=1
= Tt X)) + (X)) ¢
s#0
=1

=xr (=)= 1DJ" (X1, xr—1) = I (X1, -, xr)  (nach Theorem 2.4.2 (c)).

Durch Anwendung von Korollar 2.4.4 folgt

Xe(=DpI" Hxs-xe-1) = e (F1 0 = DI T e oxe1) = I (s )
und somit J"(x1,-. -, Xr) = Xr(=D)JI Hx1, - X 1) P — 1= p) = —x (1) I x1, - Xom1)-
O

, Xr 7 € auf IF), gilt:

r—1

(a) Falls T] xi # €, so st |J"(x1,...,xr)| =D 2

i=1

2.4.6 Satz. Fir Charaktere x1, ...

’XT)’ :p%_l und ’JS(Xh e 7Xr)| = (p_ 1)p%_1

(b) Falls [[ xi =€, so |J"(x1,---
i=1

Beweis.
(a) Durch Betrachtung der Betrz‘ige folgt mit Theorem 2.4.3:

N

n} X: 7 € und somit nach Satz 2.2.3 |G(x;)| = \/p. Ebenso folgt

o(I1)

,
aufgrund der Voraussetzung [] x; # €. Also gilt

i=1
r—1

T (X155 xe) =D =pT .

— Xla"'aXT’)|

Weiter gilt fir i € {1,...,

# €. Folglich gilt nach

.
(b) Da nach Voraussetzung [] xi = € und x, # € gilt, folgt [] x:
i=1 i=1

Korollar 2.4.5 und Teilaussage (a):
2.4.5
)=

Xe (DT s oxe1)| = p

=1

[T (X1 X

Weiterhin ist nach Satz 2.4.2

22 1 () (p — 1) s -

| J5 (X155 X)) =7 X (—  Xr—1) @ (p—1)p2~"




2.4 Verallgemeinerung der Jacobi-Summe

23







KAPITEL 3

Das kubische Reziprozititsgesetz

In diesem Kapitel widmen wir uns dem kubischen Reziprozititsgesetz. Dazu reicht im Gegen-
satz zum quadratischen Fall der Ring Z nicht aus. Dies haben wir fiir den biquadratischen Fall
schon in dem Beispiel 1.0.3 der Einleitung gesehen und es lisst sich auch auf den kubischen Fall
iibertragen. Wir miissen somit den Ring Z erweitern und betrachten fiir w = —% + %\/—73 den
Ganzheitsring Z|w] des imaginir-quadratischen Zahlkorpers Q(v/—3). Nachdem wir einige wich-
tige Eigenschaftes dieses Ringes Z[w| untersucht haben, kénnen wir das kubische Restsymbol
definieren und mit dessen Hilfe das kubische Reziprozitéitsgesetz formulieren. Fiir den Beweis des
kubischen Reziprozitéitsgesetzes benttigen wir Gaufl- und Jacobisummen von kubischen Cha-
rakteren, wie sie in Kapitel 2 eingefiihrt wurden. Das quadratische Reziprozitdtsgesetz wurde
in [ZT14] bewiesen, indem die Zerlegung von Primzahlen in einer zyklischen Erweiterung mit
der Zerlegung in einer quadratischen Erweiterung verglichen wurden. Dieses Verfahren kann
man auch im kubischen Fall anwenden, wie im letzten Abschnitt dieses Kapitels zu sehen ist.
Allerdings fithrt dieses Verfahren nicht zu einem vollstdndigen Beweis des kubischen Rezipro-
zitétsgesetzes.

3.1 Der Ring Z|w]

Betrachte im Folgenden den Ganzheitsring des imaginir-quadratischen Zahlkorpers Q(y/—3).
Dieser hat die Form Z[w] fiir w = —% + @ Dabei ist w eine primitive dritte Einheitswurzel,
erfiillt also die Gleichung w? 4+ w + 1 = 0. In diesem Abschnitt werden wir, wie in [IR93, Kap.9,
§1 und §2] einige wichtige Eigenschaften dieses Ganzheitsringes zeigen. Die Beweise sind jedoch

oft kiirzer, da die Resultate aus [ZT14] verwendet werden.
3.1.1 Bemerkung.

(a) Der Ganzheitsring Z[w] ist ein euklidischer Ring mit der Norm
N :Zw] = Ny, a =a+bw— a®> —ab+b* = aa = |a]? € Ny

als Wertefunktion. (Dies wurde in [ZT14, Aufg. 25| gezeigt.)
Insbesondere ist Z[w] ein Hauptidealring und somit auch faktoriell.

(b) Die Einheitengruppe des Ganzheitsringes Z[w| ist endlich und besteht aus der Menge
O3 = {£1, 4w, +w?} (siehe [ZT14, Aufg. 13]).

Im Folgenden wollen wir die Zerlegung von Primzahlen p € Z in dem imaginér-quadratischen

Zahlkérper Q(v/—3) untersuchen. Zur Erinnerung nun ein Satz aus [ZT14, Kap.2, 3.10] zur

Zerlegung von Primzahlen in quadratischen Zahlkérpern Q(v/d) mit d =1 (mod 4).
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3.1.2 Satz. Fir K = Q(\/d) mitd =4k+1=1 (mod 4) und fir d € Z quadratfrei gilt fiir die
Zerlegung der Primzahl p > 0 in K:

p? (p verzweigt), fallsp|d

pOg = < pip2  (p zerlegt), falls pt2d mit (}‘—5)2 =+1oderp=2mitd=1 (mod38).
p (p trige), falls p 1 2d mit (%)2 =—1oderp=2mitd=5 (mod 8)

Daraus erhalten wir fiir die Zerlegung der Primzahlen in K = Q(v/—3):
3.1.3 Bemerkung. Sei p eine Primzahl. Dann gilt fiir die Zerlegung von p in K/Q:

e p = 3 ist verzweigt, denn p = 3 | d = —3. Folglich kénnen wir p = un? schreiben fiir
eine Einheit u und ein Primelement 7. Es gilt 3 = —w?(1 — w)2. Dabei folgt aus der
Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung, dass 1 — w prim in Z[w] ist.

e Fiir p 15 1 (m?d 3) ist p zerlegt, denn es gilt p { 6 = —2d und (%3)2 = (%1)2(%)2 =

- —13-1
(—1)])7(—1)1777@)2 = (%)2 = 1. Somit existiert 7 € Z[w] prim mit p = 7. Wobei
T T

e Primzahlen p = 2 (mod 3) sind trige und somit auch prim in Z[w]. (Folgt aus Satz 3.1.2
und da fiir p = 2 die Kongruenz d = —3 =5 (mod 8) gilt, und fiir p # 2 die Teilbarkeits-

relation p 1 6 = —2d gilt, sowie (%3)2 = (_?1)2(—1)%% %), = (%)2 =-1)
Da jedes Primelement aus Z[w| iiber einer Primzahl aus Z liegt, sind die oben aufgefiihrten
Primelemente alle Primelemente von Z[w].

3.1.4 Definition. ! Eine Nichteinheit o = a + bw € Z[w] heiit primdr, falls @ = +1 (mod 3)
(in Z[w]) ist.

3.1.5 Bemerkung. In dem gesamten Kapitel sind Teilbarkeitsrelationen immer beziiglich der
Teilbarkeit in Z[w]. Sind dabei alle beteiligten Elemente ganzzahlig, z.B. a = b (mod ¢) fiir
a,b,c € 7, dann ist die Teilbarkeit in Z[w] dquivalent zu der in Z.

Denn aus a = b (mod ¢) folgt a — b = ca fiir ein @ = x + yw € Z[w], also a — b = cx + cyw.
Folglich ist y = 0. Also auch a = b (mod ¢) in Z. Aus der Teilbarkeit in Z, folgt offensichtlich
auch die Teilbarkeit in Z[w].

3.1.6 Satz. Ein Element o = a + bw € Z|w] ist genau dann primdr, falls a = £1 (mod 3) und
b=0 (mod 3) gilt.

Beweis. Zeige die Behauptung nur fiir « = 1 (mod 3), die Rechnung folgt analog fir o = —1
(mod 3). Es gibt also ein = ¢ + dw € Z[w], sodass a — 1 = 30 gilt. Somit gilt

a—1+4bw = 3c+ 3dw.

Koeffizientenvergleich zeigt, dass @ = 1 (mod 3) und b = 0 (mod 3) gilt. Die Riickrichtung ist
klar. O

!Diese Definition und die nachfolgenden Sitze sind in [IR93] erst spiter (Seite 113f) aufgefiihrt.
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3.1.7 Bemerkung. Ist p = 2 (mod 3) eine triige Primzahl, dann ist p bereits ein priméres
Primelement von Z[w].

3.1.8 Satz. Fir a € Z[w] mit ggT(a,3) =1 sind genau zwei der zu o assoziierten Elementen
Primar.
Insbesondere finden wir immer eine Einheit u, sodass ua =1 (mod 3) gilt.

Beweis. Seinun a = a+bw € Z[w] beliebig mit ggT(«, 3) = 1. Dann gibt es die sechs assoziierten
Elemente von o

(a) a = a + bw
(b) wa = b — (b—a)w
() w’la = —(a—b) — aw
(d) —a = —a — bw
() —wa = b + (b—a)w
(f) —w?a = (a—b) + aw

Ist a primér, so gilt a = £1 (mod 3) und b =0 (mod 3
der anderen Assoziierten.

Sei nun « nicht primér, d.h. 3 | a oder 3 1 b.

Ist a =b=0 (mod 3), so erhalten wir einen Widerspruch zur Voraussetzung ggT(«,3) = 1. Ist

a=0 (mod 3) und b = +1 (mod 3), so ist auch b —a = 41 (mod 3) und somit sind genau w?«a

~—

. Dann ist auch —«a primér, aber keines

und —w?a primir.

Betrachte nun den Fall a = £1 und b = £1 (mod 3). Ist a = b = +1 (mod 3), so ist a —b =0
(mod 3), also genau wa, —wa primér. Ist jedoch a = —b (mod 3). Dann ist &« = a + bw =
a—aw = a(l —w) =+(1 —w) (mod 3) und wir erhalten einen Widerspruch zur Voraussetzung
geT (e, 3) = 1. O

3.1.9 Bemerkung. In [IR93] wird eine andere Definition von primér verwendet. Dort wird
ein Element o € Z[w] primér genannt, falls « = —1 (mod 3). Dadurch bekommt man die
Eindeutigkeit des assoziierten priméren Elements zu einem beliebigen 8 € Z|w] mit ggT(53,3) =
1.

3.1.10 Satz. Fir ein Primelement m von Z|w| ist der Restklassenkdrper Z|w]/nZlw] ein endli-
cher Kérper mit N(m) Elementen.

Beweis. Diese Aussage folgt direkt aus der Idealnorm (siehe [ZT14, Kap.2, 4.1]). O

Nun folgt eine zu Fermats kleinem Satz analoge Aussage in Zw]/nZ[w].

3.1.11 Korollar. ? Die Einheitengruppe (Z|w]/nZ[w])* ist zyklisch von Ordnung N () — 1.
Insbesondere gilt fiir o € Z[w] mit 71 a:

o™= =1 (mod ).

Beweis. Folgt direkt aus Satz 3.1.10. O

2Dieses Korollar stammt im Gegensatz zu dem restlichen Abschnitt aus [IR93, Prop.9.3.2]
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3.2 Das kubische Restsymbol

In diesem Abschnitt, der sich nach [IR93, Kap.9, §3] richtet, werden wir das kubische Restsymbol,
welches das Pendant zu dem Legendre-Symbol im quadratischen Fall bildet, definieren. Dazu
ist es notwendig, zunichst die Restklassen aller dritten Einheitswurzeln 1,w,w? modulo eines
Primelements 7 € Z[w] mit N(7) # 3 zu betrachten.

3.2.1 Lemma. Sei 7 € Z[w] prim mit N(7) # 3, d.h. 7 # 1 —w. Dann sind 1,w,w? paarweise
verschieden in Z|w|/mZ]w).

Beweis. Angenommen 1 = w (mod 7). Dann gilt 7 | 1 —w und da 1 — w prim und somit
irreduzibel ist, muss 7 ~ (1 — w) gelten. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung N (m) # 3.
Die beiden anderen Fille 1 = w? (mod 7) und w = w? (mod 7) kénnen durch Multiplikation
mit w bzw. w? auf den oben gezeigten Fall zuriickgefiihrt werden. O

3.2.2 Bemerkung. Fiir 7 € Z|w] prim mit N(7) # 3 ist {1, w,w?} eine zyklische Untergruppe
von (Z[w]/7Z]w])* mit Ordnung 3. Somit enthélt (Z[w]/7Z[w])* ein Element der Ordnung 3 und
nach dem Satz von Lagrange gilt 3 | N(m) — 1.

3.2.3 Satz. Sei m € Zlw] prim mit N(w) # 3 und o € Z[w] mit m  a. Dann existiert ein
eindeutiges m € {0, 1,2} mit:

N(m)—1  m
a =w™ (mod 7).

Beweis. Wegen 7 1 a gilt nach Korollar 3.1.11
A R (3.1)

AuBlerdem gilt, da w eine primitive dritte Einheitswurzel ist, die Gleichheit
N(m)—1
23 —1=(r—1)(r—w)(r—w?). Setze x =a 3 in die Gleichung ein. Dann ist die linke Seite

nach (3.1) durch 7 teilbar und da 7 prim ist, teilt 7 einen der Faktoren auf der rechten Seite.
N(m)—1
Also gilt 7 | (™ 3 —w™) fiir ein m € {0,1,2}. Somit ist die Existenz gezeigt.

Die Eindeutigkeit von m folgt aus Lemma 3.2.1. O

3.2.4 Definition. Fiir ein Primelement 7 € Z[w] mit N(7) # 3 und o € Z[w] definieren wir
das kubische Restsymbol durch

(a) 0, falls 7 | «
)4 w™ mit m € {0, 1,2}, sodass w™ = o F (mod 7), falls7ta
Dies ist wohldefiniert nach dem vorhergehenden Satz 3.2.3.

Im Folgenden betrachten wir stets das kubische Restsymbol (=) 5 fiir ein Primelement 7 von Zw].
Dabei ist das Restsymbol nur fiir Primelemente 7 mit N(7) # 3 (oder dquivalent: m ¢ (1 — w))
definiert. Sei im Folgenden, falls nicht anders vorausgesetzt, stets m ein solches Primelement aus

Zlw] mit N(m) # 3.

3.2.5 Satz (Eigenschaften). Seien «, 8 € Z|w] und m € Z|w] prim (mit N(m) # 3). Dann gilt:




3.2 Das kubische Restsymbol 29

@ (5), =" o

w (3),-(),6),

(¢) a=p (mod7) = (%)55 B <§>3
@ s g () = (2),

W (2),-2),

Beweis.

a) Fir = « folgt die Aussage direkt aus der Definition. Gilt «, SO ist - =0 und
( ) g g )

N(m)—1 3
o' =0 (mod ).

(b) Aus Teilaussage (a) erhélt man:

(a_ﬁ) g) (aﬁ)N(?_l = ozN(g)_lﬂN(?_l g) <2> (é) (mod )
T /3 T/ 3\T/) 3

Qo
und aufgrund der Eindeutigkeit aus Satz 3.2.3 folgt die Gleichheit (;) = <%> <§>
3 3 3
der Behauptung.
(c) Mit der Voraussetzung @ = 5 (mod 7) folgt
(2) = aN(?_l = ﬁN(?_l = (é) (mod 7).
/3 T/ 3
(d) Die Behauptung folgt direkt aus N(mw) = N(7').
(e) Da N(m) = N(7) gilt, ist:
(2) B e S (2> (mod 7).
T/ 3 T/ 3
O

3.2.6 Bemerkung. Fiir ein festes, echt-komplexes Primelement 7 € Z[w] mit p = 77 = 1
(mod 3) sieht man mit Hilfe der Identifizierung von Z[w|/nZ|w] mit Z/pZ = F,, dass xr := (;)3
ein Charakter auf I, ist. Ein solcher Charakter hat Ordnung 3 und wird kubischer Charakter
genannt. Da x2 = ¢ ist, ist die Ordnung von Y, entweder 3 oder Y, ist der triviale Charakter.
Angenommen y, wére ein trivialer Charakter, dann wére die Abbildung

Z|w] /7 Zw] — Z[w]/7Z[w], z — 23 (3.2)
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surjektiv. Der Restklassenkorper Z[w|/7mZ[w] ist nach Satz 3.1.10 ein endlicher Kérper mit
N(m) = p Elementen. Es folgt direkt die Injektivitidt der Abbildung (3.2). Dies ist jedoch nicht
moglich, da 1 und w nach Lemma 3.2.1 in Z[w]/7Z[w] verschiedene Elemente sind, aber beide
durch die Abbildung (3.2) auf 1 abgebildet werden.

3.2.7 Satz. ? Fiir einen endlichen Korper F mit |F|=q,n €N, a € F* und d := ggT(n,q—1)
gilt:

. . . g-1 .
2" = a hat eine Lisung in F* < o @ =1 in F.

Beweis. Da F ein endlicher Korper ist, ist F* zyklisch erzeugt. Sei g der Erzeuger von F* und
setze o = g® fiir ein a € N. Nun gilt:

2" = a hat Losung in F* < JyeN: ¢ =g
< dyeN:yn=a (mod (¢—1))

ggd!a

g=1 a\ 41
& o d :(gd> =1.

Dabei gilt die Aquivalenz (), denn: Existiert ein y, sodass yn = a (mod (¢ — 1)), so gibt es eine
Darstellung yn — m(q — 1) = a fiir ein m € N. Nach Wahl von d ist sowohl n, als auch ¢ — 1
durch d teilbar und folglich auch a.

Ist umgekehrt a durch d teilbar, so existiert ein ¢ € Z mit dc = a. Auflerdem konnen wir den
grofiten gemeinsamen Teiler d durch den euklidischen Algorithmus darstellen als ng—m/(g—1) = d
fiir g, m € N. Durch Multiplikation mit ¢ erhalte die Gleichung ngc—mec(q—1) = a, also existiert
ein y = gc € N, sodass die behauptete Kongruenz modulo g — 1 erfiillt ist. ]

Damit folgt nun als Spezialfall:
3.2.8 Korollar. Fir a € Z[w] und m € Z[w] prim mit 71 « gilt:

<2> =1 e 23=a (mod ) hat eine Lisung = € Z[w].

T/ 3

Beweis. Die Behauptung folgt als Spezialfall aus Satz 3.2.7 mit F' = Z[w]/7Z[w],q = N(7),n =3
und somit d = 3. O

3.2.9 Bemerkung. Satz 3.2.8 zeigt, dass die Definition des kubischen Restsymbols ein Pendant
zum Legendre-Symbols ist. Denn im quadratischen Fall wurde das Legendre-Symbol zunéchst
durch

(a) B { 1, falls a ein quadratischer Rest modulo p ist.
YD) -

1, falls a ein quadratischer Nichtrest modulo p ist.

definiert. Dies entspricht der gerade fiir das kubische Restsymbol gezeigten Aquivalenz in Satz
3.2.8. Fiir das Legendre-Symbol gilt das Euler-Kriterium:

3siehe [TR93, 7.1.2]
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Sei p > 2 eine Primzahl. Dann gilt fiir eine ganze Zahl a € Z mit p{ a:

<§>2 =a"7  (mod p). (3.3)

Dieses wurde in [ZT14, Auf.47] bewiesen. Dies entspricht der Kongruenz, durch die wir nun das
kubische Restsymbol definiert haben.

Beachte: Beim Legendre-Symbol erhilt man direkt die Losbarkeit in Z und im kubischen Fall
mit dem kubischen Restsymbol zunéchst nur die Losbarkeit in Z[w]. Wir werden spéter noch die
Losbarkeit der Gleichung 22 = a (mod p) fiir @ € Z und Primzahl p fiir ein z € Z untersuchen.
AuBlerdem gilt im quadratischen Fall, dass die Anzahl der quadratischen Nichtreste gleich der
Anzahl der quadratischen Reste modulo einer ungeraden Primzahl p ist, und somit wird die
zyklische Gruppe Fj in zwei gleich grofie Teile unterteilt wird. Auch dies ldsst sich auf den
kubischen Fall {ibertragen. Durch den kubischen Restklassencharakter (;) 4 fir ein komplexes
Primelement 7 € Z]w] mit p = 77 = 1 (mod 3) wird die Einheitengruppe (Z[w]/7Z[w])* in drei
gleich grofle Teile unterteilt. Davon sind ein Drittel kubische Reste und zwei Drittel kubische
Nichtreste. Dabei gibt es zwei verschiedene Arten von Nichtresten, die Elemente fiir die das
kubische Restsymbol gleich w und die, fiir die das kubische Restsymbol gleich w? ist.*

3.3 Die kubische Jacobi-Summe

Da das kubische Restsymbol fiir ein komplexes Primelement 7 € Z[w] ein Charakter ist, konnen
wir auch Aussagen iiber die Gauf3- und Jacobi-Summe dieses Charakters treffen. Betrachte dazu
in diesem Abschnitt den kubischen Charakter x, := (;) 4 7 € fiir ein echt-komplexes Primelement
7 von Zlw]. Die Aussagen dieses Abschnitts sind aus [IR93, S.115f].

3.3.1 Satz. Seip =77 =1 (mod 3) eine Primzahl, und x ein kubischer Charakter auf F), (z.B
X = Xr). Dann ist J(x,x) = a + bw mit a,b € Z und a = —1 (mod 3),b =0 (mod 3). Also ist
J(x, x) insbesondere primdr.

Beweis. Nach Voraussetzung ist x ein kubischer Charakter auf F, hat also Werte in {1, w, w?}.
Dabei folgt die Existenz eines kubischen Charakters auf ), aus der Voraussetzung p = 1 (mod 3).

Fiir die Jacobi-Summe gilt J(x,x) = >, x(s)x(t) € Z]w]. Somit existieren a,b € Z mit
s+t=1
J(x,x) = a + bw. Nach Satz 2.3.6 und mit dem Frobenius-Automorphismus von Q(w) gilt fiir
/.

(= e
3
pI06N) 20 G0 = [ Y ¢t ] = 30 x()P¢* (mod 3). (3.4)

teF,, teF,

Es gilt x(0) = 0 und fiir alle ¢ # 0 gilt x(¢)® = 1. Also gilt nach (3.4) bereits

PIOGX) =) ¢ =>"¢"=—-1 (mod3).
t£0 t£0

“siehe [Cox89, S. 79)
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Dabei wurde im letzten Schritt verwendet, dass ¢ eine primitive p-te Einheitswurzel ist. Aufler-
dem gilt wegen p =1 (mod 3) auch
—1=pJ(x,x) =J(x,x) =a+bw (mod 3).
Damit ist b =0 (mod 3) und a = —1 (mod 3), also ist insbesondere J(x, x) primér. O
3.3.2 Satz. Seiw € Z|w] ein echt-komplexes primdres Primelement mit m = —1 (mod 3). Dann
gilt fir die Jacobi-Summe
J(XW7X%) =TT
Gilt m =1 (mod 3), so ist

J(XﬂaXﬂ)::‘_W-

Beweis. Sei x := xr. Aus Satz 3.3.1 ist bekannt, dass J(x,x) primér ist und N(J(x,x)) =
]J )P =p=1 (mod 3). Sei J(x,x) = «' fiir ein priméres, echt-komplexes Primelement
7' € Z[w]. Somit gilt 7’7" = p = 77 und wegen 7 prim muss 7 | 7’ oder 7 | 7’ gelten. Da alle
beteiligten Elemente 7,7, 7, 7/ priméir und prim sind, gilt 7’ = +7 oder ©/ = 7. Wir wollen
Letzteres ausschlieflen und zeigen dazu, dass J(x,x) durch 7 teilbar ist.

Betrachte dazu die Jacobi-Summe des kubischen Charakters x

-1
Joex) =Y x@xl—2)=> a5 (1-2)"5  (mod ). (3.5)
=0

zclF,

Nun gilt fiir ein allgemeines Polynom P(x) = Z a;x' von Grad k < p — 1 mit ganzzahligen

Koeffizienten «; € Z, dass Y P(z) =0 (mod p) 1st Denn fiir 0 < k < p — 1 gilt insbesondere
z€lF),

p — 11k und somit ist z¥ # 1 fiir alle 1 # x € F, und da p eine ungerade Primzahl ist, gilt die
Kongruenz

.-
Zxk:Za::pT-pEO (mod p). (3.6)

z€lF, =0
Wir erhalten also fiir das Polynom mit (3.6)

p—1

k k
Z P(z) = Z Zal Z Z () (mod p).
=0

z€Fp z€F, 1=0 z=0

Da 25 (1 — )" ein Polynom von Grad 2(p—1) <p—1ist, folgt

p—1
Z:UPT_I(l - m)pT_l =0 (mod p).
=0

Wegen p = 7 und Gleichung (3.5) gilt dann
J(x,x) =0 (mod 7).

Somit sind wir in dem Fall 7 | J(x,x) = 7’ und erhalten fiir 7 = a + bw = —1 (mod 3) die
Identitét J(x, x) = 7. Die Aussage fiir 7 =1 (mod 3) folgt analog. O




3.4 Das kubische Reziprozititsgesetz 33

3.3.3 Korollar. ° Seip =3m+1=a?—ab+b? = 1(L?+27M?) eine Primzahl mit L = 2a—b
und M = %. Fir L =2 (mod 3) gilt

% —b=1L= (2721) (mod p).

Beweis. Sei m = a+bw = 1(L+3M+/=3) ein primires Primelement von Z[w] mit p = 7. Es ist
20—b=L=7n+7=7 (mod 7). Nach Voraussetzung ist L =2 (mod 3) und somit folgt a =1
(mod 3). Folglich gilt 7 =1 (mod 3). Damit folgt auch 7 primér mit 7 =1 (mod 3). Satz 3.3.2
fithrt zu:

- X7r7X7r Z X7r X7r 1 - t Z Xﬂ'(t)Xﬂ'(l - t) = J(E’ %) = J(X72rv X72r) (3'7)
teF, teF,

p—1

Fiir den kubischen Charakter . folgt x(t) =t 35 = t™ (mod 7) fiir jedes ¢t € F,,. Mit der
Gleichung (3.7) erhélt man:

L=m=-J(E3) = - #m(1— 1"

teF,
2 (9m
—- ey () ey
teF,  j=0 N7
2m 2,
=—Z( ) Z#ma (mod ).
=\
p—1 , p—1 p—1
Die Summe Y ¢4 verschwindet fiir j # m und fiir j = m ist >, 3" = Y 7! = —1
=0 =0 =0

(mod p). Damit gilt insgesamt

L= <2m> (1) (mod 7).

m

Da m gerade ist (denn p — 1 = 3m ist durch 2 teilbar), gilt (—1)™ = 1. Da auf beiden Seiten
der Kongruenz ganzzahlige Elemente stehen, gilt die Kongruenz auch modulo p und damit ist
die Behauptung gezeigt. O

3.4 Das kubische Reziprozitatsgesetz

In diesem Abschnitt werden wir das kubische Reziprozititsgesetz beweisen. Dabei gehen wir wie
im zweiten, eleganteren Beweis aus [IR93, Kap.9, §5] vor. Fiir mogliche andere Beweise siehe
auch [IR93, Kap.9, §4] oder [Lem00, S.213ff].

3.4.1 Theorem (Kubisches Reziprozititsgesetz). Seien m,mo € Z[w] primdre, teilerfremde
Primelemente mit N(m;) # 3 firi € {1,2} und N(m1) # N(m2). Dann gilt:

&), G,

Ssiehe [Lem00, Kor. 7.6]
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Zunichst noch einige Beispiele kubischer Reste.

3.4.2 Beispiel.
(i) Fiir jedes Primelement 7 € Z[w] ist —1 ein kubischer Rest modulo 7, denn (—1)3 = —1.
(ii) 3 ist ein kubischer Rest modulo 11, denn 9 = (—2)? = ~8 = 3 (mod 11).

(iii) Fiir zwei verschiedene Primzahlen p = ¢ = 2 (mod 3), kann man durch wiederholte An-
wendung des kubischen Reziprozitidtsgesetzes, schnell berechnen, ob p ein kubischer Rest
modulo ¢ ist, dhnlich wie es auch mit Hilfe des quadratischen Reziprozititsgesetzes funk-
tioniert.

Seien dazu p = 11, ¢ = 149. Dann gilt:

AL\ wbre (H9Y (6N (2 (3 @) (2) kbhre () 1N
149), 1), \11/, \11/,\11/,  \11), 2/)s \2/;3

Das bedeutet, dass 11 ein kubischer Rest modulo 149 ist. Eine Losung der Gleichung
23 =11 (mod 149) ist x = 99, denn es gilt 99 = 970299 = 6512-149+11 = 11 (mod 149).

(iv) 2—3w ist ein kubischer Rest modulo 11, denn die Norm von 2—3w ist N (2—3w) = 446+9 =
19 und somit sind 2 — 3w und 11 primére Primelemente in Z[w]. Die Voraussetzungen fiir
das kubische Reziprozitdtsgesetz sind erfiillt und es gilt

2-3w\ [ 11
11 ), \2-3w/y

(i) 2°=2—3w (mod 11) ist losbar mit = € Z[w]
(i) 2® =11 (mod (2 — 3w)) ist losbar mit x € Z[w]

Damit sind &dquivalent:

Wegen der Isomorphie Z[w]/(2 — 3w)Z[w] = Z/19Z ist (i) #quivalent zu: 2° = 11 (mod 19)
ist 16sbar in Z. Die letzte Kongruenz ist etwa fiir x = 5, = 16 und z = 17 erfiillt ist. Eine
Losung der Gleichung 23 = 2 — 3w (mod 11) ist = 7 + 10w, denn

3= (—4)34+3-(-4)? (—~w)—3-7T—-3-Tw+ (-1)> =2 — 3w (mod 11).

(v) © Die Gleichung 23 = 2 + 3w (mod 11) ist nicht in losbar, d.h.

(),

Denn es gilt 2+ 3w =2 (mod 3) und N(2+3w) =4—6+9 = 7. Damit sind 11 und 2 — 3w
primére Primelemente in Z[w|. Mit Hilfe des kubischen Reziprozititsgesetzes 3.4.1 erhilt

mal1 nun
243w\ [ 11
11 )y \2+3w/y

Dieses und das vorhergehende Beispiel (iv) gehen aus [IR93, Kap.9, Aufg.16] hervor. Dort ist ein Fehler in der
Aufgabenstellung. Betrachte hier 2+ 3w anstelle von 2 — 3w. Denn wie wir in dem Beispiel (iv) gesehen haben,
ist die Gleichung fiir 2 — 3w 16sbar
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Also ist 23 = 2+ 3w (mod 11) genau dann fiir ein o € Z[w] l6sbar, wenn die Kongruenz
23 =11 (mod (2 + 3w)) fiir ein = € Z[w] losbar ist. Da Z[w]/(2 + 3w)Z[w] = Z/7Z ist dies
genau dann der Fall, wenn 23 = 11 = 4 (mod 7) fiir ein = € Z gilt. Die Gleichung z° = a
(mod 7) ist allerdings nur 16sbar, falls a = 1 (mod 7) oder a = 6 (mod 7) gilt. Somit ist
die Gleichung 23 = 2 + 3w (mod 11) fiir kein = € Z[w] erfiillt.

3.4.3 Bemerkung.

e Im Gegensatz zu dem quadratischen Reziprozititsgesetz und auch zu dem biquadratischen
Reziprozititsgesetz (siehe Kapitel 4), tritt beim kubischen Reziprozitéitsgesetz kein Faktor
(=1)%, a € Z auf. Dies macht die Aussage des kubischen Reziprozititsgesetzes unabhéngig
von weiteren Eigenschaften der Elemente 7 und me. Das kubische Reziprozititsgesetz
besagt fiir Primelemente 71 und mo wie in Theorem 3.4.1:

w1 ist ein kubischer Rest modulo 7y genau dann, wenn o kubischer Rest modulo 7 ist.

Und wir erhalten sogar mehr als diese Aquivalenz, die nur Aussagen macht, falls eines der
beiden Restsymbole gleich eins ist. Auch falls 7; kein kubischer Rest modulo 79 ist, das
heifit, falls (:—;) 5 # 1, so sind die beiden Restsymbole trotzdem noch gleich. Das heifit m;
und 7y sind von derselben ,,Art“ kubischer Nichtreste.

e Die Betrachtung ausschlieflich primérer Elemente ist keine wesentliche Einschrinkung
und entspricht in etwa der Einschrinkung auf positive Primzahlen im quadratischen Re-
ziprozitétsgesetz. Ein beliebiges Primelement unterscheidet sich maximal um eine Einheit
von einem priméren Primelement oder es ist assoziiert zu 1 — w. Somit kann man mit
Hilfe der Ergénzungssitze zum kubischen Reziprozitédtsgesetz alle kubischen Restsymbole
berechnen.

Nun zu dem Beweis des kubischen Reziprozitatsgesetzes.

Beweis von Theorem 3.4.1.
Mache eine Fallunterscheidung fiir alle Moglichkeiten der verschiedenen Primelemente in Z[w].

1. Sei m = ¢ = 2 (mod 3) eine trige Primzahl und w3 = 7 ein komplexes Primelement mit
p=7m =1 (mod 3). Setze y := (;)3 # €.
q
Betrachte die Jacobi-Summe J?(x,...,x) = > [T x(ti). Teile die Summe nun in
ti+...+tg=1 i=1
die Summanden auf, bei denen alle ¢; gleich sind, und in die restlichen Summanden. Fiir
die Summanden mit t; = ... = t, = :¢ erhalte gt = 1, also x(q)x(t) = x(1) = 1 durch

potenzieren der Gleichung mit ¢ erhalte

x(@)x()? = 1.

Mit der Voraussetzung ¢ = 2 (mod 3) gilt dann

X(@*x(®)7=1 baw. x(t)=x(q)"* =x(q). (3.8)
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Betrachte nun die Summanden mit ¢; 4 ...+, = 1 und ¢; # t; fiir mindestens ein Paar
(i,7) € {1,...,¢}* Zu jedem g-Tupel (t1,...,t,) gibt es ¢ zyklische Permutationen. Fiir
jede solche Permutation veréndert sich der Wert des Summanden nicht. Folglich gilt

T, x) = x0T E x(q)  (mod g). (3.9)

Nach Voraussetzung gilt auflerdem 3 | (¢ + 1) und x ist ein Charakter der Ordnung 3, also
g+1

ist J[] x = €. Somit gilt nach Korollar 2.4.4
i=1

GO = x(=1)pJU(x,--- 0)-
=1
AuBerdem gilt nach Satz 2.3.6 und Satz 3.3.2: G(x)? = x(—1)pJ(x, x¥) = £p7 und somit

g+1

G = (£pm) .
Nun ist % eine gerade ganze Zahl, falls ¢ > 2 ist und falls ¢ = 2 ist das Vorzeichen
unwichtig, da wir dann die Gleichung modulo ¢ = 2 betrachten werden.
Es gilt also

w

at1 gt1 (3.9)
(£pm) 3 =(pr) s =pJUx,...,x) = px(¢) (mod q)

und somit

q—2 g+1

ps w3 =x(¢ (modyq).

Durch potenzieren mit ¢ — 1 =1 (mod 3) erhélt man

Weiterhin gilt nach dem kleinen Satz von Fermat (Satz 2.1.4):

<p%>q_1 =1 (mod q)

2

und nach Definition des kubischen Restsymbols = (E) (mod q). Es folgt
4/ 3

(5).= G,

. Seien nun 7 und 7y zwei verschiedene, nicht-assoziierte, echt-komplexe priméren Prim-

elemente mit p; = m;7; = 1 (mod 3) fiir ¢ = 1,2. Mit 7; primér ist auch 7; primér, denn
esist 1 =p; = mm; = +7; (mod 3). Sei nun x; := <—) # €.

T/
Daps =1 (mod 3) gilt, ist x}* = x1 # € und damit gilt nach Theorem 2.4.3

G(x1)" = J”(x1,-- -, x1)GOG?) = I (x1, - - -, xa)Glxa)-
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Es folgt

pp—1 pa—1 —1

T2 (x1,-ox1) = G = (Ga)?) ° = (=) 5 = (A 5 . (3.10)

Im letzten Schritt wurde verwendet, dass ps eine ungerade Primzahl ist und somit %
gerade ist. Berechne nun die Summanden der Jacobi-Summe

JP (X1, x1) = Z HXl(ti)-

ti+oHtpy =1 i=1

Fiir t; = ... =tp, = :tist tps = 1, also x1(¢)x1(p2) = 1 und damit gilt x1(t) = x1(p2) ! =
x1(p2)?. Analoges Vorgehen wie in Fall 1 ergibt
JP2 (X1, -5 x1) = xa(t)P? = xa(t) = xa(p2)?®  (mod py). (3.11)

Weiterhin ist

. 2
P . p2—1 (3.10 (3.11) p
( ' 1) = ()5 2 o) 2 ) = (—2) (mod ps)
3

9 1/ 3

und da mo ein Teiler von po ist, folgt

<p;_7;>3 _ (’%)i (mod 5).
(22), - ()
().~ &)

(7‘(’2) p17f1> (3.12) (71'2 (p2>23.2§(e) (wQ (pg)

7-‘-—1?)(71-_23_ 7T—1>37T—13 a 7-‘-—1>37T—13
C(m (P2 _ (pam2 @as) (p\®  (m)\ (Tipy
&6, E),-E),5),

— \ -1
i
Durch Multiplikation mit dem Inversen (1_]01) folgt die Behauptung.
9 3

Folglich ist

Analog erhilt man

Somit ergibt sich insgesamt

3. Der letzte noch verbleibende Fall, dass beide Primelemente trige Primzahlen sind, also
m1 = me = 2 (mod 3) folgt aus dem nachfolgenden Satz.

O
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3.4.4 Satz. Sei ¢ =2 (mod 3), n € N mit ggT(n,q) = 1. Dann gilt:

<ﬁ> .
q 3

0.6, 8

Nun folgt die Behauptung, da ggT(n,q) = 1 gilt und somit (%)3 # 0. Auflerdem ist w™ = @™
nur fir m =0 (mod 3) erfiillt. O

3.4.5 Bemerkung. Aus Satz 3.4.4 folgt insbesondere fiir zwei verschiedene Primzahlen ¢ =

¢2 = 2 (mod 3) die Gleichheit
@), (0
q2/ 5 a/ s

und vervollsténdigt damit den Beweis des kubischen Reziprozitétsgesetzes (Theorem 3.4.1).

3.5 Die Erginzungssitze

Die Ergénzungssitze werden wir wie in [Lem00, S.215ff] betrachten. Ebenso wie die Ergénzungs-
sitze zum quadratischen Reziprozitéitsgesetz, dienen die Ergénzungssidtze zum kubischen Rezi-
prozitéitsgesetz der Berechnung des kubischen Restsymbols fiir Elemente, die durch das Rezi-
prozitétsgesetz nicht abgedeckt werden. Mit Hilfe der Ergédnzungssétze und der Tatsache, dass
—1 immer ein kubischer Rest ist, kann man somit alle kubischen Restsymbole berechnen. Durch
die Ergidnzungssitze erhalten wir die Werte des kubischen Restsymbols fiir alle Einheiten und
fiir das Primelement (1 — w).

3.5.1 Satz (Ergénzungssitze). Sei m = a+bw ein primdres Primelement, sodass m = 1 (mod 3)
gilt. Sei dann a =3m + 1 und b =3n. (Fir m = —1 (mod 3) setze —m =a+bw =1 (mod 3)).
Dann qult:

(E) e
/)3
1-— a—
(2) <_w) — W =™
T /3

(% <%> 3 = -

Beweis. (1) Es gilt (£> SN (mod 7). Da dies bereits eine Potenz von w ist, folgt auch
T

3
die Gleichheit. Wegen

N(m)—1 9m?*+6m+1—9mn—3n+9n*—1
3 N 3
=3m? —3mn+3n’+2m—n

=-m-—n (mod 3)
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folgt dann <£> =w
3

T
Die Beweise der beiden anderen Ergénzungssétze sind komplizierter und man benétigt zunéchst
noch eine Verallgemeinerung des kubischen Restsymbols. 0
3.5.2 Lemma. 7 Seiv € Z[w] primir, dann ezistieren primdre Primelemente 7y, ..., m. € Zw],

T
sodass eine sogenannte primdre Primfaktorzerlequng der Form v = + [[ m; von ~y ezistiert.
=1
Beweis. Offensichtlich ist die Multiplikation zweier primérer Elemente wieder primér. Wir kénnen
ohne Einschrinkung den Fall 7 = —1 (mod 3) betrachten. (Denn: ist v = 1 (mod 3), so ist
—v = —1 (mod 3), dndert also nichts an einer Existenz der gewiinschten Form.)
Da Z[w] ein faktorieller Ring ist, existiert bis auf Assoziiertheit eine eindeutige Primfaktorzer-

”

legung, etwa v = w - [[ m; mit Primelementen 7; und einer Einheit u von Z[w]| fir ¢ = 1,...,7.
i=1

Wegen v primér ist insbesondere ggT(7,3) = 1 und keiner der Primfaktoren 7; ist assoziiert

zu (1 —w). Es existiert also fiir jedes ¢ € {1,...,r} eine Einheit u; von Z[w], sodass m; := w;7;

primér ist. Wéhle u; so, dass m; = 1 (mod 3) gilt.
.

Somit gibt es eine Primfaktorzerlegung v = v - [ m; fiir eine Einheit v von Z|w]. Es bleibt zu
i=1

,
zeigen, dass v = £1 gilt. Dies folgt aus —1 =~y =wv- [[ m; = v (mod 3). O
i=1

Nun konnen wir das kubische Restsymbol auf alle priméren Elemente verallgemeinern. Diese
Definition ist das Pendant zu dem Jacobi-Symbol im quadratischen Fall.

3.5.3 Definition. Definiere fiir ein priméres v € Z[w] mit primérer Primfaktorzerlegung v =
+71 - ... 7 und einem beliebigen 8 € Z[w] das verallgemeinerte Restsymbol

().~ 1),

1. Das verallgemeinerte Restsymbol aus Definition 3.5.3 ist wohldefiniert, da ~ primér ist und
somit N(7;) # 3 fiir alle priméren Primfaktoren m; von v gilt (siehe Beweis von 3.5.2).

3.5.4 Bemerkung,.

2. Gilt ggT(8,v) # 1, so ist <E> = 0 nach der Definition des kubischen Restsymbols (siche
7/ 3
3.2.4), denn es existiert ein Primfaktor 7 von +, sodass 7 ein Teiler von [ ist.

3. Fiir das kubische Restsymbol fiir Primelemente (siche Definition 3.2.4) und das verallge-
meinerte kubische Restsymbol (siehe Definition 3.5.3) wird das gleiche Symbol verwendet.
Im Fall eines Primelements m # 1 — w, stimmen die beiden Definitionen iiberein.

3.5.5 Bemerkung. Wir haben in [ZT14] festgestellt, dass fiir das Jacobi-Symbol (%) , aus
(%) , =1 fiir a,b € Z im Allgemeinen nicht folgt, dass a ein quadratischer Rest modulo b ist.
Dasselbe Problem erh&lt man nun bei der Verallgemeinerung des kubischen Restsymbols. Hat

T Aussage vgl. [TR93][Aufg 17]
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das verallgemeinerte kubische Restsymbol den Wert 1, so kann man nicht darauf schlieffen, dass
es sich um einen kubischen Rest handelt.

Wie in Beispiel 3.4.2 (v) bereits gezeigt wurde, ist 23 =
(mod 7) losbar. Fiir a =4 (mod 7) jedoch nicht. Da 7 =

in Z[w] in zwei Primfaktoren. Mit der Primfaktorzerlegun

(mod 7) nur fir a = 1 oder a = 6
(mod 3) ist, zerfillt die Primzahl 7
7= (2 + 3w)(2 + 3w) folgt

<§>3:<2f3w>3<2—|—43w>3:<2f3w> <2+3w>3 <2+3w> <2+43w>31:1’

obwohl 4 kein kubischer Rest modulo 7 ist.

a
1
g

Einige Eigenschaften des kubischen Restsymbols iibertragen sich auf das verallgemeinerte kubi-
sche Restsymbol:

-

3.5.6 Satz (Eigenschaften). & Seiy = + [ mi die primdre Primfaktorzerlegung des primdren
i=1

Elements v € Z|w]. Fir o, B € Z]w| gilt:

(a) Ist « = B (mod 7), so gilt auch (%) = <é) .
3

v®-00,
" (.-

Bewess.

(a) Gelte a = 8 (mod ). Dann folgt auch fiir jeden Teiler m; von v die Kongruenz oo = 8
(mod m;) (¢ = 1,...,7). Mit den Eigenschaften des kubischen Restsymbols (siehe Satz

7 Ur

(5),-1(), 1), (),

(b) Durch Anwendung der Eigenschaft fiir das kubische Restsymbol aus Satz 3.2.5 folgt
(), 1), 1)), - 6),6)
V3 i \Ti/3 i \Ti/3\Ti/ 3 T/ 3\7/3

(c) Die primére Primfaktorzerlegung von 7 ist 7 = + [[ 7; fiir die primére Primfaktorzerle-
=1

3.2.5) gilt <ﬁ> = ﬁ) fir alled = 1,...,r. Folglich gilt fiir das verallgemeinerte Rest-
3 3
symbol

,
gung v = =+ [ m;. Es folgt
i=1

8 Aussage vgl. [IR93] Aufgabe 18
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Wie im Folgenden gezeigt wird, gelten die Aussagen des kubischen Reziprozitatsgesetzes und der
Ergénzungssétze ebenso fiir das verallgemeinerte kubische Restsymbol. Beachte dabei, dass bis
jetzt nur der erste Ergénzungssatz fiir w bewiesen ist. Es werden nun die allgemeinen Ergénzungs-
satz bewiesen werden (ohne die noch nicht bewiesenen Ergénzungssitze fiir Primelemente zu
verwenden). Der Spezialfall fiir das kubische Restsymbol mit Primelemente folgt dann aus dem
allgemeinen Fall. Zunéchst aber die Verallgemeinerung des kubischen Reziprozitatsgesetzes.

3.5.7 Theorem. Y Seien v, o primdr. Dann gilt
3),- ()
0/3 /3

Beweis. Falls v und p einen gemeinsamen Primteiler haben, so Verschwmden beide Restsymbole

und die Gleichung ist erfiillt. Sei nun ggT(v, ¢) = 1 und seien v = + H mound o = + H Aj die
=1 7=1
priméren Primfaktorzerlegungen von v und p. Da die priméren Primteiler von v und p paarweise

teilerfremd sind folgt mit dem kubischen Reziprozititsgesetz

(2),™ () =M () T, - (¢,

7j=1

O

3.5.8 Satz. Fiir ein primdires ganzzahliges Element a = +1 (mod 3) und ein n € N mit
ggT(n,a) =1 gilt
oM
a3

Beweis. Der Beweis folgt analog wie im Fall fiir Primelemente (siehe Satz 3.4.4), denn nach Satz

N ENEC

Da nach Voraussetzung (ﬁ) = 0 gilt, folgt bereits <ﬁ> =1. O
a3 /3

Das zeigt, dass bei Betrachtung ganzzahliger, teilerfremder Elemente, das kubische Restsymbol
immer gleich 1 ist. Nun zu den allgemeinen Ergénzungsséitzen.

3.5.9 Satz. Seien v = A + Bw primdr, sodass v = 1 (mod 3) gilt. Setze A = 3M + 1 und
B =3N. Dann gilt:

1) (2)  —eTE e
Y/ 3

9 Aussage vgl. [IR93][Aufg. 20]
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0

Beweis.

I

€

|t
2

S
(1) Sei v = £ [] m; die primére Primfaktorzerlegung mit m; = a; + bjw = 3m; + 1 + 3n,w fiir
i=1
i=1,...,s. Dann gilt nach Definition des allgemeinen kubischen Restsymbols

w w3510 1 Y mitm
—_ — H —_— — H wimzini = w =1 .
Y/ 3 i/ 3

i=1 i=1

S
Es geniigt also zu zeigen, dass M + N = ) m; +n; (mod 3) gilt. Zeige dies per Induktion
i=1
nach s. Der Fall s = 1 ist klar. Betrachte nun s = 2. Es ist
Y= T2
= (3my + 1 4 3n1w)(3ma + 1 + 3naw)
= 3 (3mimg + my + mg — 3ning) +1 + 3 (3ming + 3nima — 3ning + ny + n2) w.

—M =N
Offensichtlich gilt
(3myma — 3ning + 3ming + 3nyme — 3ning) =0 (mod 3)
und somit
M+ N=mj+n1+ma+ny (mod 3).

Der Fall v = —mymg folgt analog. Der Induktionsschritt folgt direkt durch die Induktions-
voraussetzung und aus dem Fall s = 2.

(2) Betrachte zunédchst den Fall B = 0. Dann ist v = A € Z und aufgrund der Primfaktorzerle-
gung 3 = —w?(1 — w)? gilt

(=), :@@ (£) Qo

=1 =1

1— 1-w\*
Durch Quadrieren der Gleichung folgt (Tw> = <_w> =wM,
3
Sei nun B # 0. Dann gilt

— a -3 u
(32) = () ssao (123) g (3 ) L(8)
Y /3 Y 3 Y 3 ")/—3(,«) 3 ’y—Sw 3

Das kubische Reziprozitdtsgesetz kann angewendet werden, da sowohl v als auch v — 3w
primér sind. N-maliges Wiederholen dieser Rechnung in (3.14) fithrt auf den bereits gezeig-
ten Fall fiir B = 0. Insgesamt gilt

=1 nach 3.5.8




3.5 Die Ergdnzungssétze 43

Nun folgt die Behauptung, denn:

1-— —w\? 2 s
() - (59 (@) oo
7 3 Y 3 7 3

(3) Durch Anwenden der Ergénzungssitze (1) und (2) folgt der letzte Teil des Satzes:
2 2
1—
(2) = (£)) (22 rranom
/3 T3\ T /3

3.5.10 Bemerkung. Die fehlenden Beweise von Satz 3.5.1 folgen direkt aus Satz 3.5.9. Diese
allgemeiner Version des Ergidnzungssatzes und die dazu benéttigten Sitze wurde bewiesen, ohne
die bis dorthin noch nicht bewiesenen Aussagen zu verwenden. Als Spezialfall folgen somit die
restlichen Aussagen des Erginzungssatzes 3.5.1 fiir Primelemente.

O

Die Aussage des kubischen Reziprozitéitsgesetzes 3.4.1 gilt ebenso fiir Primelemente mit dersel-
ben Norm. Somit kann bei der Formulierung des kubischen Reziprozititsgesetzes fiir Primele-
mente (Theorem 3.4.1) auf die Voraussetzung N(m1) # N(mg) verzichtet werden (so wie es in
[Lem00, Thm. 7.8] gehandhabt wird.). Sind 7; und 7 zueinander assoziiert, so ist die Aussage
des kubischen Reziprozitidtsgesetzes klar, denn die Elemente teilen sich gegenseitige und somit
verschwinden beide kubische Restsymbole. Es geniigt somit ein echt-komplexes Primelement
7 € Z[w] und dessen komplex Konjugiertes zu betrachten.

3.5.11 Satz. 7 Fiir ein primdires Primelement 7 € Z[w) mit N(r) # 3 gilt

Beweis. Es gilt

5.~ (), F).-).-(5),-6),

Das kubische Reziprozitdtsgesetz ist anwendbar, da m und 7 primér sind und weiterhin 7 + 7
wegen T+ 7T =2a — b= —a = +1 (mod 3) primér ist. O

Ein Spezialfall des allgemeinen kubischen Reziprozitéitsgesetzes ist das von Eisenstein formu-
lierte Reziprozitéitsgesetz (siche [Lem00, Proposition 7.7]). Fiir den Beweis des kubischen Re-
ziprozititsgesetzes kann man auch zunichst diesen Spezialfall beweisen und daraus leicht den
allgemeinen Fall herleiten (siche dazu auch [Lem00, S.213f]).

3.5.12 Theorem (Eisensteins kubisches Reziprozititsgesetz). Seien o € Z[w] und a € Z mit
a=1=a (mod 3). Dann gilt das Reziprozititsgesetz

(), (2),

mit den zugehorigen Ergdinzungssdtzen

siehe [Lem00, S.215]
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0, -

Beweis. Spezialfall des verallgemeinerten kubischen Reziprozitiatsgesetzes. O

3.6 Anwendungen

In den vorangehenden Abschnitten wurden alle Untersuchungen in Z[w] durchgefiihrt. Nun soll
auch die Losbarkeit von 3 = a (mod p) fiir ein z € Z betrachtet werden. Im Anschluss werden
Anwendungen aus [IR93] zum kubischen Reziprozitéitsgesetz gegeben.

Fiir p | a ist die Kongruenz z® = 0 (mod 0) immer 16sbar, da 03 = 0 gilt. Gelte im Folgenden
pta.

e Ist p = 3, so gilt fiir jedes a € Z die Kongruenz a® = a (mod 3) (nach Satz 2.1.4). Die
obige Gleichung hat somit fiir jedes a € Z eine ganzzahlige Losung x € Z.

e Fiir Primzahlen p = 1 (mod 3) mit p = 77 fiir ein Primelement 7 € Z[w] sind nach Satz
3.1.10 die Kérper Z/pZ und Z[w]/7Z|w] zueinander isomorph. Somit gilt fiir jedes a € Z
mit p t a:

23 =a (mod p)losbar in Z < 2® =a (mod 7) lésbar in Z[w]

2 (5) -
T/ 3

e Gilt p =2 (mod 3), also insbesondere 3 t p, so enthélt Z/pZ kein Element der Ordnung 3,
also ist a — a® ein Automorphismus auf (Z/pZ)*. Da wir die Losbarkeit der Gleichung fiir
ein a € Z betrachten, erhalten wir auch fiir diesen Fall, dass die Kongruenz immer 16sbar
ist.

Im Folgenden werden wir Eulers Vermutung beziiglich Primzahlen der Form p = x? + 27y? als
Anwendung des kubischen Reziprozititsgesetzes aus [IR93, Kap.9, §6] beweisen.

3.6.1 Theorem. Seip > 0 eine Primzahl. Dann gilt:
Jr,yeZ: p=2>+27y* & p=1 (mod 3) und 2 ist ein kubischer Rest modulo p.
Fiir den Beweis dieses Theorems benotigen wir zunéchst ein Lemma.

3.6.2 Lemma. Fiir ein echt-komplexes primdres Primelement m = a + bw € Z[w] gilt die
Aquivalenz:

2
(—> =l 7r17=1 (mod2) & a=1 (mod2) undb=0 (mod 2).
3

™
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Beweis. Sei p = nw. Ohne Einschrinkung sei 7 primiir, denn fiir 7’ ~ 7 gilt:

3:

3 =2 (mod 7) ist l6sbar < z (mod 7’) ist 16sbar.

Fiir 7 o4 1 — w gilt nach dem kubischen Reziprozitéitsgesetz

0,6,

T=m3 =7 3 5(—)3 (mod 2). (3.17)

Auflerdem gilt:

Nun zu dem Beweis von Theorem 3.6.1.

Beweis von Theorem 3.6.1. Gelte p = 2% + 27y%. Es gilt p # 3, denn 3 besitzt keine solche
Darstellung. Somit ist 2 nicht durch 3 teilbar. Auerdem gilt p = 22 (mod 3). Da 1 der einzige
von 0 verschiedene quadratische Rest modulo 3 ist, folgt p =1 (mod 3).

Es bleibt nun noch zu zeigen, dass 2 ein kubischer Rest modulo p ist. Sei 7 = x + 3v/—3y.
Dann gilt p = 7. Nach Lemma 3.6.2 geniigt es die Kongruenz 7 = 1 (mod 2) zu zeigen. Es gilt
V=3 =1+ 2w und somit ist 7 = z + 3(1 + 2w)y = x + 3y + 6wy € Z[w]. Mit dieser Darstellung
von 7 folgt m = x +y (mod 2). Wiren = und y gerade, so wére p durch 2 teilbar. Wéren beide
ungerade, so wire p ebenso gerade. (Es gilt p # 2, da p =1 (mod 4) ist.) Also sind x und y in
verschiedenen Restklassen modulo 2. Somit gilt 7 =z +y =1 (mod 2).

Gelte nun umgekehrt p = 1 (mod 3). Es existiert ein priméres Primelement 7 = a + bw € Z[w]
mit p = ww. Wegen 7 primér ist b durch 3 teilbar, etwa b = 3n. Damit ist

4p = 4(a® — 3an + In?) = (2a — 3n)% + 270> (3.18)

Da 2 ein kubischer Rest modulo p ist, gilt nach Lemma 3.6.2 bereits 7 =1 (mod 2). Dann ist b
gerade und somit ist auch n = 0 (mod 2). Folglich gilt mit Gleichung (3.18):

2 2
p=<2a23n> +27< g )
— ~—

=x€Z =y€eZ

3.6.3 Beispiel.

(1) Fiir p = 7 existiert keine Darstellung 7 = x? + 27y%. Somit ist die Gleichung z3 = 2
(mod 7) nicht 16sbar.
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(2) Es gilt p = 31 = 22 + 27 - 12. Daher ist 2 ein kubischer Rest modulo 31.

3.6.4 Satz. ! Sei vy ein beliebiges primdires Element, sodass v keine Kubikzahl in Z[w) ist.’?
Dann gibt es unendlich viele priméren Primelemente 7, sodass x3 =~ (mod ) nicht losbar ist

(d.h. (Z) # 1 fiir unendlich viele primdren Primelemente 7).
/3

S

Beweis. Sei v =+ [] A{" die Primfaktorzerlegung mit paarweise verschiedenen priméren Prim-
i=1

elementen \; und e; € N fir ¢ = 1,...,s. Da 7 keine Kubikzahl in Z[w] ist, gibt es ein e;

(1 € {1,...,s}), welches nicht durch 3 teilbar ist. Sei dies ohne Einschrénkung e;.

Wihle nun eine beliebige, endliche Menge von paarweise verschiedenen priméren Primelementen
T1,..., T, sodass 3 = v (mod 7;) fiir alle s = 1,...,n nicht lésbar ist. Es gilt zu zeigen, dass
dann ein weiteres primires Primelement 6 existiert, sodass auch die Kongruenz z3 = v (mod 6)
nicht 16sbar ist. Dann folgt die Behauptung, da die Kongruenz dann fiir unendlich viele primére
Primelemente nicht 16sbar ist.

Sei weiterhin « ein kubischer Nichtrest modulo As. Die Ideale (A1), ..., (As), (71), ..., (m,) sind
paarweise verschieden. Denn wére (\;) = (my) fiir ein j € {1,...,s} und ein k € {1,...,n}, so
wire v = 0 (mod 7) und damit wiire die Kongruenz 2° = v (mod 73,) 16sbar. Weiterhin sind
alle Ideale jeweils relativ prim zu dem von 3 in Z|w]| erzeugtem Ideal, da alle beteiligten Elemente
primér sind. Nach dem Chinesischen Restsatz existiert eine Losung der folgenden Kongruenzen.

(@) z=1 (mod)\;) firi=1,...,s—1
(b)
(¢) x=1 (modm) firi=1,...,n
(d) z=1 (mod 3)

Sei 8 eine Losung der Kongruenzen (a)-(d). Dann ist 8 nach (d) primér. Da auch \; fiir alle
t=1,...,s primér ist, gilt nach dem kubischen Reziprozititsgesetz

(ﬁ) :<£) fiir i = 1,...,s. (3.19)
B3 Ai/ 3

Durch die Multiplikativitédt des kubischen Restsymbols folgt

N () () (@) T @) @)
(5)3 };11(63 Z-l;[l)\iza >\s3i]‘;[1)\i3 )\537&.

N——
=1

Der letzte Schritt folgt, da « ein kubischer Nichtrest modulo As und eg nicht durch 3 teilbar
m

r=a (mod \g)

=

ist. Da (8 primér ist, existiert eine primére Primfaktorzerlegung 5 = + [] 0;. Somit gilt nach
i=1
Definition des allgemeinen kubischen Restsymbols

m
Y Y
By i \ei/3
"Die Aussage von diesem und dem niichsten Satz ist aus [TR93, Aufg. 21]

12Die zusitzliche Voraussetzung v # 2® fiir alle € Z[w] wird hier benétigt, denn es gilt v = (4 + w)® = —1
(mod 3) und damit ist v primiir. Die Gleichung z* = v (mod =) ist somit fiir alle Primelemente giiltig.
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Folglich existiert ein k € {1,...,m}, sodass (9—1)3 # 1 gilt. Mit der Kongruenz (c) gilt m; t § fir

alle ¢ = 1,...,n. Damit ist 8 := g, jeweils von 7y, ...,m, verschieden. Somit ist 6 ein weiteres
priméres Element, sodass die gewiinschte Kongruenz nicht 16sbar ist. O

Dieselbe Aussage gilt auch fiir w und 1 — w anstelle eines priméren Elements 7.

3.6.5 Satz.

(a) Es gibt unendlich viele primdren Primelemente 7, sodass x> = w (mod ) nicht lésbar ist.

(b) Ebenso gibt es unendlich viele primdiren Primelemente 7, sodass x3 = 1 —w (mod ) nicht
losbar ust.

Beweis.

(a) Sei {A1,..., A} eine endliche Menge von priméren Primelementen mit A; = 3m; + 1 +
3nw = 1 (mod 3), sodass die Kongruenz 2 = w (mod )\;) fiir alle 4 = 1,...,r nicht
losbar ist. Dann ist f = 3A;--- A, + 1 primér, denn 8 = 1 (mod 3). Da alle \; (i =

s T
1,...,r) primir sind, ist auch das Produkt [] A; primér mit [] A; =1 (mod 3). Folglich
=1 =1
existieren n,m € 7Z, sodass A\1--- A\, = 3m + 1 + 3nw gilt. Dann ist § = 3(3m + 1 +
3nw) +1 =3Bm+1)+1 + 3(3n)w und mit dem Erginzungssatz 3.5.9 des kubischen
SN——— ~~~

=M =N
Reziprozitéatsgesetzes gilt

(ﬂ) — o M=N _mmeol=sn 2
B3

S
Sei 8 = + [] o0; die primére Primfaktorzerlegung von § mit g; =1 (mod 3). Dann ist
=1

#(5),-16),

Folglich gilt <i) # 1 fiir ein k € {1,...,s}. Da 8 nach Definition durch keines der \;

Ok/ 5
teilbar ist, gilt ox ¢ {\1,...,A+}. Das heiit zu jeder endlichen Menge {A1,..., A}, gibt
es noch ein weiteres Element g, sodass 3 = w (mod o) nicht l6sbar ist. Somit ist die

Kongruenz fiir unendlich viele primére Primelemente nicht erfiillt.

(b) Der Beweis funktioniert analog zu dem in (a) gefiihrten Beweis. Denn fiir das in (a) gew#hl-
te B gilt

<1+w> =M By £,
B /s
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3.6.6 Satz. 1% Gilt fiir ein v € Z|w], dass die Kongruenz x> =« (mod ) fiir alle bis auf endlich
viele primdren Primelemente T losbar ist, so ist y bereits eine dritte Potenz in Z[w)] (d.h. v = 23
fir ein x € Z|w]).

Beweis. Sei v = fuA{'--- A% eine Primfaktorzerlegung von v mit paarweise verschiedenen
Primelementen \; (i = 1,...,s) von Z|w| und einer Einheit v der Form u = w®. Weiterhin
sei eg,...,es € Ng, A\ = (1 —w) und \; fiir alle ¢ = 2,..., s primir.

Angenommen vy wire keine dritte Potenz in Z[w], d.h. fiir mindestens ein i € {0, 1,...,s} ist ¢;
nicht durch 3 teilbar. Wir wissen aus Satz 3.6.4 und 3.6.5, dass

1. 2°=w (mod )
2. 2=\ =1-w (modT)
3. z=)\ (mod n) i=2,...,s

8 &8 8

jeweils fiir unendlich viele priméren Primelemente 7 nicht 16sbar sind. Da mindestens ein Faktor
A € {u,A1,...,As} von v in einer nicht durch drei teilbaren Potenz vorkommt, ist fiir diesen
Faktor A mit zugehorigem Exponent e = ¢; fiir ein i = 0, ..., ey die Kongruenz 2® = \* (mod 7)
fiir unendlich viele priméiren Primelemente ; nicht 16sbar. Dann ist auch die Kongruenz z3 = v
(mod 7) fiir unendlich viele priméren Primelement 7 nicht losbar. Denn da Z[w] ein faktorieller
Ring ist, gilt bereits A\; # A; (mod =) fiir i # j (4,5 € {1,...,s}) und unendlich viele priméren
Primelemente w. Angenommen es wiirde A\; = A\; (mod =) fiir alle bis auf endlich viele primé&ren
Primelemente gelten, dann hétte die Differenz A\; — A; unendlich viele Primteiler. Dies ist aller-
dings fiir 0 # A; — A; nicht moglich.

Folglich muss v eine Kubikzahl in Z|w]| sein. O

3.7 Zerlegung von Primzahlen

Die Untersuchung des kubischen Reziprozititsgesetzes ist auch mit einer anderen Herangehens-
weise moglich. Die in diesem Abschnitt betrachtete Methode ist durch einen Beweis des quadra-
tischen Reziprozitéitsgesetzes motiviert. Bei diesem Beweis werden die Zerlegungen von Primzah-
len in einer quadratischen Erweiterung mit den Zerlegungen in einer Kreisteilungskorpererwei-
terung verglichen (siehe [ZT14]). Im Unterschied zum quadratischen Fall, kann man mit dieser
Herangehensweise das kubische Reziprozitéitsgesetz nicht vollsténdig beweisen.

Dieser Abschnitt wird ohne die bisher gezeigten Sétze auskommen mit Ausnahme der Satze {iber
die Eigenschaften des Ganzheitsringes Z[w] aus dem Abschnitt 3.1. Dabei wird das Vorgehen
analog zu [Lem00, 7.1] sein.

Wir betrachten weiterhin den imaginir-quadratischen Zahlkérper Q(w) = Q(v/=3) fiir w =
—% + % —3 und dessen Ganzheitsring Z|w|. Im Folgenden sei p stets eine in Q(w) zerlegte Prim-
zahl mit p = 77 = 1 (mod 3). Wir kénnen annehmen, dass 7 primér ist und fiir p = a? — ab+ b?
ist m=a-+bwmit a =1 (mod 3) und b =0 (mod 3) ein solches Element. Eine andere Darstel-
lung von 7 ist m = (L 4+ 3M+/=3) mit L =2a —bund M = %.

13 Aussage siehe [IR93, S.135, Aufg 22
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3.7.1 Konstruktion.

Q
) Die Primzahl p = 7 =1 (mod 3) ist in Q(w)/Q zerlegt.
Wir betrachten nun den Kreisteilungskérper Q(¢,) fiir eine primitive p-te Ein-
heitswurzel (,. Wir identifizieren G := Gal(Q((p)/Q) mit F;. Mit Hilfe der Ga-
-1l K . . VR P
loistheorie erhalten wir eine Bijektion
3
{Teiler von p — 1} <+ {Untergruppen von F, } <> {Zwischenkérper von Q(¢,)/Q}
Q

Wegen 3 | (p — 1) existiert eine Untergruppe H von F, mit [G': H]| = 3. Somit gibt es nach dem
Hauptsatz der Galoistheorie auch einen Zwischenkorper K von Q(¢,)/Q mit [K : Q] = 3.

3.7.2 Satz. Die Korpererweiterung K/Q ist zyklisch und somit ist auch die Kérpererweiterung
K(w)/Q(w) zyklisch mit Gal(K/Q) = Gal(K (w)/Q(w)).

Beweis.
Da [y zyklisch ist, ist auch jede Untergrup-
pe von Fy zyklisch. Insbesondere ist Gal(K/Q)
zyklisch. Daher ist auch K/Q zyklische Galoi-
serweiterung. Mit dem Translationssatz [Algl3,
Kap.4, 3.10] folgt, dass auch die Koérpererweite-
rung K (w)/Q(w) galoissch und zyklisch ist, da

Gal(K (w)/Q(w)) = Gal(K/Q) gilt.

Q KNQ(w
O

3.7.3 Bemerkung. Hierin liegt ein Unterschied zu dem Vorgehen im quadratischen Fall. Beim
Beweis des quadratischen Reziprozitidtsgesetzes verwendet man direkt einen quadratischen Zwi-
schenkorper. Im Gegensatz dazu muss man im kubischen Fall die Translation K (w)/Q(w) des
kubischen Zwischenkorpers K betrachten.

Im Folgenden wird ein primitives Element der Kérpererweiterung K (w)/Q(w) bestimmt werden.
3.7.4 Satz. Es existiert ein p € Z[w], sodass K(w) = Q(w, ¢u) gilt.
Fiir den Beweis benétigen wir Hilberts Theorem 90 in der folgenden Form :

3.7.5 Satz. 4 Sei E/F eine endliche zyklische Galoiserweiterung und Gal(E/F) = (o). Dann
gilt fiir jedes p € E:

—— fiir ein o € E*.

HMsiehe [Bos09, S. 200]
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Beweis. Gelte g = ﬁ Dann gilt

n—1 n—1 0'7;<Oé>

NE/F(B) = H UZ(B) = H gH‘l(a) =1

=0 =0

Umgekehrt sei nun Ng/p(3) = 1. Betrachte die Abbildung von E nach F' definiert durch

id+B0 + Bo(B)o® + ...+ Bo(B) - 0" 2(B)o™ L. (3.20)

Da die Automorphismen der Galoisgruppe linear unabhéngig sind, ist dies nicht die Nullabbil-
dung. Deswegen existiert ein 8 € F, sodass

0 + Bo(0) + Bo(B)o(8) + ...+ Ba(B) - " 2(B)o" H(0) =a € E*

gilt. Man erhélt nun durch Anwendung von o und anschliefender Multiplikation mit £ die
Gleichung

Bo(a) = Bo(9) + Bo(B)a*(O) + ...+ Bo(B) -~ a"*(B)a" "1 (0) + fo(B)--- 0" '(B) b = .

=Ng,r(B)=1

Folglich ist 8 = % O

Nun zuriick zu dem Beweis von Satz 3.7.4.

Beweis. Sei o ein Erzeuger der Galoisgruppe Gal(K (w)/Q(w)). Wir wollen Hilberts Theorem
90 auf die dritte primitive Einheitswurzel w € Q(w) € K(w) anwenden. Dazu berechne die
K(w)/Q(w)-Norm von w. Es gilt

Nk () /g W) =w’ = 1.

Folglich existiert nach Hilberts Theorem 90 ein y € L*, sodass w = % gilt. Oder anders gesagt

o(y) = w™ly. Weiterhin gilt 0?(y) = w™2y. Dann hat y schon 3 verschiedene Q(w)-Konjugierte.
AuBerdem ist ji := y3 € Q(w), denn es gilt

o' (i) = ('(y)® = (wy)?® =y = fu.

Damit ist gezeigt, dass /i fix unter ¢* fiir i = 0,1,2 ist. Folglich liegt /i in dem Grundkoérper
Q(w). Damit ist y ein primitives Element, sodass K(w) = Q(w,y) gilt.
Nun ist noch zu zeigen, dass es ein p € Z[w] mit K (w) = Q(w, p) gibt. Da fi € Q(w) ist, existiert

eine Darstellung i = % mit 1, o € Zlw]. Fiir p:= s € Zw] gilt Q(w, ¥/i) = Qw, ¥/i). O

Im Folgenden wird das Element p € Z[w] aus Satz 3.7.4 genauer bestimmt.

3.7.6 Konstruktion. In Q({,)/Q ist nur p verzweigt (siehe [ZT14, 5.1.8]), alle anderen Prim-
zahlen sind unverzweigt. Insbesondere ist 3 # p in Q({,)/Q unverzweigt und wegen der Multi-
plikativitidt des Verzweigungsindex ist 3 auch in der Teilerweiterung K/Q unverzweigt. Es gilt
daher 1 —w ¢ K und wir kénnen annehmen, dass g nicht durch 3 teilbar ist. Denn wére p durch
3 teilbar, so wiirde % dieselbe Korpererweiterung erzeugen. dadurch kann erreicht werden, dass
1 — w kein Teiler von p ist.
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Weiterhin ist klar, dass p keine Einheit in Z[w] ist, denn sonst wire K (w)/Q(w) keine echte
Erweiterung.

In Satz 3.1.8 wurde gezeigt, dass eine Einheit u von Z[w] existiert, sodass up primér ist, das
heifit up = +1 (mod 3). Da up dieselbe Korpererweiterung wie p erzeugt, konnen wir p = £1
(mod 3) annehmen.

Da auBerhalb von p = 77 die Korpererweiterung K/Q unverzweigt ist, konnen wir weiterhin
annehmen, dass p durch keine Primzahl ¢ # p teilbar ist. Auflerdem koénnen wir alle dritten
Potenzen eliminiert werden. Damit ist p € {m, 7, 77, 2T, Wﬁ2}.

Sei o der nichttriviale Automorphismus von Q(v/—3)/Q, also ist ¢ die komplexe Konjugation.
Da K(w)/Q abelsch ist, folgt mit [Lem00, Kor.4.17], dass w® = w®?) fiir ein a(o) € N gilt.
Da w eine dritte Einheitswurzel ist, muss a(o) = 2 gelten. Auflerdem ist a(o) so gewéhlt, dass
1% 11~ %9) = €3 fiir ein ¢ € Z[w] (nach [Lem00, Prop. 4.14]). Somit muss p%p = &> fiir ein ¢ € Z[w]
gelten. Nun kann man iiberpriifen, welche Kandidaten von u diese Bedingung erfiillen.

1. p=m pWop=Tr=p keine dritte Potenz in Z[w]
2. u=m: wu=7nwr=p analog zu 1.
3. p=nm: up=miw? keine dritte Potenz in Z[w]
4. p=m’T: pup="mnriw =p’

5. p=wmt: pp=p

Die ersten 3 Moglichkeiten konnen ausgeschlossen werden und es bleiben nur die letzten beiden
Moglichkeiten iibrig. Diese unterscheiden sich nur durch komplexe Konjugation. Folglich kénnen
wir ohne Einschrinkung annehmen, dass p = 7°7 gilt.

Sei nun « = Yu + /;t so gewdhlt, dass « reell ist. Da a auch in K(w) enthalten ist, gilt
a € K(w) "R = K. Wir kénnen nun das Minimalpolynom von « iiber Q bestimmen.

3.7.7 Konstruktion. Es gilt

o’ = (Yu+ Y0 = n+3VuPn+ 3V u+n
= p+ 7+ 3p(Ya+ D)
=p( 7m+7 )+ 3po
=p(2a—b)=pL

Somit ist das Minimalpolynom von « iiber Q durch f,(x) = 2% — 3pzr — pL gegeben. Dabei ist
das Vorzeichen von L abhingig von der Wahl von «. Denn ist a eine Nullstelle von f,, so ist
wegen

(—a)® = 3p(~a) — pL = —(a’ = 3pa) — pL =0
—a eine Nullstelle von 2® — pLa + pL.

Fiir die folgenden Untersuchungen benétigen wir zunéchst noch ein rationales kubisches Rest-
symbol, das zur Identifizierung von n-ten Potenzen in Z/pZ fiir eine Primzahl p dienen soll.
Dazu definieren wir eine allgemeine Form eines n-ten rationalen Restsymbols, jedoch nur in
vereinfachter Weise. Wir werden nur angeben, wann dieses Restsymbol gleich 1 ist, jedoch keine
weiteren Werte festlegen.
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3.7.8 Definition. ! Definiere fiir @ € Z und eine Primzahl p = 1 (mod 2n) fiir ein n € N das
n-te rationale Restsymbol [%]n durch:

[a} =1, falls o =1 (mod p)
%1, sonst '
Im Folgenden wird der Satz [ZT14, Kap.5, 2.11] verwendet werden.

3.7.9 Satz. Seien p,q voneinander verschiedene Primzahlen. Sei m ein Teiler von p — 1 und
K CQ(Cp) der Teilkorper mit Ky, : Q] = m. Dann gilt:

q st m-te Potenz in IF; & q st in Ky, total zerlegt.

Mit Hilfe des eben eingefiihrten rationalen Restsymbols, das hier nur fiir n = 3 verwendet wird,
kénnen wir nun rationale Kriterien fiir kubische Reste untersuchen. Dazu werden zunéchst die
in Q(w)/Q trégen Primzahlen ¢ = 2 (mod 3) betrachtet.

3.7.10 Satz. Sei g =2 (mod 3) eine Primzahl. Dann ist q trige in Q(w) und es gilt
E} =1 e p=¢& (mod q) fir ein & € Z|w).
3

Beweis. In Bemerkung 3.1.1 wurde bereits festgestellt, das Primzahlen ¢ = 2 (mod 3) in Q(w)
trige sind. Wir erhalten somit

.

p—1

g3 =1 (mod p)

Te,

AT 8= q (mod p) ist 1osbar fiir ein x € Z
349 q ist in K/Q zerlegt
& qist in K(w)/Q(w) zerlegt

& FHeZw: p=€ (modg)

Dabei wird im vorletzten Schritt die Multiplikativitat des Tragheits-
index (in dem Schaubild mit f bzw. f gekennzeichnet) und des
Verzweigungsindex (e bzw. €) verwendet. In dem Schaubild bezeich-
net r bzw. 7 die Anzahl der Primfaktoren von ¢ in der jeweiligen
Korpererweiterung.

Damit ist es bereits moglich Eulers Vermutung (siche Theorem 3.6.1) zu beweisen.

3.7.11 Satz. 2 ist genau dann ein kubischer Rest modulo p = i(L2 +27M?), wenn L= M =0
(mod 2) gilt.

Ssiehe [Lem00, S.154f]. Die Notation stimmt nicht mit der Notation in [Lem00] iiberein.
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Beweis. Sei ¢ = 2, dann gilt nach Satz 3.7.10:

E] =1 & p=¢& (mod ?2) fiir ein & € Z[w)].
3

Da p teilerfremd zu 2 ist, muss auch ein solches £ = a+ bw teilerfremd zu 2 sein. Fiir jedes solche
€ gilt €3 =1 (mod 2), denn

(a+bw)® = a® + 3ab(aw + bw?) + b® = a® + b + 3ab(a — b)w — 3ab> =1  (mod 2),

falls 2 t a oder 2 1 b gilt. Man erhélt nun insgesamt
2 pn=pm
Sl =1 e p=1 (mod2) "&" 7=1 (mod 2).
3

Die Behauptung folgt nun durch die Darstellung 7 = %(L + 3M+/—3) des Primelements 7. [J
Im folgenden bendtigen wir eine weitere Aussage aus der Zahlentheorie.

3.7.12 Lemma. ¢ Sei K ein quadratischer Zahlkorper mit Diskriminante di und p > 2 eine
Primzahl mit p 1 di. Dann gilt fir alle « € K

dr\
WP = a (mod p), falls (dT)2 =1
o' (mod p), falls (TK)2 =-1

Dabei bezeichnet o — o den nichttrivialen Q-Automorphismus von K (bei imagindr-quadratischen
Zahlkorpern entspricht dies der komplexen Konjugation).

Beweis. Sei K = Q(v/d) mit 1 # d € Z quadratfrei. Dann gilt fiir die Diskriminante

de = 4d, fallsd=2,3 (mod 4)
= d, fallsd=1 (mod4)

Vi, falls d = 2,3 (mod 4)
$(14+Vd), fallsd=1 (mod4)
Sei o« = a+bp € O = Z[p] beliebig mit a, b € Z. Dann gilt mit dem Frobenius-Automorphismus

Setze nun o =

ol =d? + VP =a+bo” (mod p).

Ist d = 2,3 (mod 4), also dx =0 (mod 4), so ist p ungerade, da nach Voraussetzung p 1 dx gilt.
Mit dem Euler-Kriterium (3.3) folgt:

o =Vd =d"TVd= (%)2\/8: (%)29 (mod p).

Ist (dTK)2 = 1,s0ist a? = a+bp = o (mod p). Ist andernfalls (‘%)2 =—1,s0ista? =a—bo =o'
(mod p).

16 siehe [Lem00, Satz 2.21]
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Seinun dg =d =1 (mod 4). Da p > 2 eine ungerade Primzahl ist, folgt die Behauptung analog,

denn es gilt \/&p = (%)2\/g (mod p) und somit

1 (i@ +Vad) = o, falls(dTK) -1
Qp:2(1+\/gp):{%(1—\/a)zg’, falls (dTK)z:—l'

Wir werden einen Spezialfall von diesem Lemma bendtigen.

3.7.13 Korollar. Fiir eine in Q(w) trige Primzahl ¢ =2 (mod 3) gilt 77 =7 (mod q) fir ein
7 € ZLlw].

Beweis. Die Diskriminante des Zahlkorpers K = Q(w) ist dx = —3. Auflerdem gilt

(), ()0, -,

Damit gilt nach Satz 3.7.12 fiir 7 € Z[w] bereits 77 =7 (mod q). O

Fiir Primzahlen ¢ > 2 mit ¢ = 2 (mod 3) kénnen wir auch genauer angeben, wann [%] , = 1 gilt.

3.7.14 Satz. Sei q > 2 eine trige Primzahl in Q(w). Dann gilt:

[g] =1 <:>7r¢31 Eﬁ%l (mod q).
Pls

2_ a1
Beweis. Fir ¢ = 2 (mod 3) mit ¢ > 2 gilt ;10[1731 = (pq_l) ER (mod ¢). Somit ist pu = pm
genau dann eine dritte Potenz modulo ¢, wenn 7 eine solche dritte Potenz ist. Auflerdem folgt
nach Korollar 3.7.13, dass 77 =7 (mod ¢) gilt. Folglich ist

75 = (1) = 2T (mod q). (3.21)
Dann folgt:
EL =175% p=€ (mod g)
AT n =€ (mod ¢) fiir ein € € Z[w)
k=Y qu?jl =1 (mod q)
G2 Lt — 7t (mod q).
O
3.7.15 Definition. Definiere fiir ungerade Primzahlen ¢ = 2 (mod 3) und n := % die Summe
g = fl (")37(~3)"% LI M.
j=

j=1 (mod 2)
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3.7.16 Satz. Fiir ¢ =2 (mod 3) mit ¢ > 2 und m = 3(L + 3M~/=3) folgt

Beweis. Nach Satz 3.7.14 gilt []%]3 =1 e =75 (mod gq). Setze ™ = (L +3M+/=3) ein.
Dann gilt
1 SN En
E] =1 < <2(L + 3M\/—3)> = (2(L — 3M\/—3)> (mod q)
3

P f: (’Z) Lni3iMiy =3 = En: <’Z> L3 Mi(—v/=3)"  (mod q)
i=1 =1

n n . . i
2 L3 M'V=3' =0 (mod
& 2 (z) (mod q)
i=1(mod 2)

& gg=0 (mod q).

Der letzte Schritt ist moglich, da nach Voraussetzung ¢ eine von 2 verschiedene Primzahl ist
und somit ggT(q,2) = 1. O

Betrachte nun die in Q(w) verzweigte Primzahl ¢ = 3 = —w?(1 — w)%.
Sei q = vV—3Z|w] = (1 —w)Z[w] das von (1 —w) in Z[w] erzeugte Ideal. (Die Gleichheit der Ideale
folgt aus (1 —w) = v/—3w? und -3 = w(l —w).)

3.7.17 Satz. Es gilt:

E] =1 p=g (mod 3q) fir ein £ € Z[w].
3

Beweis.
3 _
[—] =1 & 3% =1 (mod p)
Pls
&7 3 st in K/Q zerlegt
K(w) & qist in K(w)/Q(w) zerlegt
\ & p=¢€ (mod 3q) fiir ein & € Z[w]
K Im letzten Schritt wurde dabei die Zerlegung von Prim-
zahlen in Kummer-Erweiterungen [Lem00, Thm. 4.12]
verwendet.
Qw) r=3, (In dem Schaubild kennzeichnen e bzw. é den Verzwei-
i e=r=1 gungsindex von 3 in der jeweiligen Korpererweiterung und
fi:fix f bzw. f steht fiir den jeweiligen Trégheitsindex. Die Zahl

r bzw. T entspricht der Anzahl der Primfaktoren von 3 in
den Korpererweiterungen.) O
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3.7.18 Satz. Seip = %(L2 +27M?). Dann ist 3 ist eine dritte Potenz modulo p genau dann,
wenn M =0 (mod 3) gilt.

Beweis. Sei ¢ € Z[w] so gew#hlt, dass € = 1(r + sv/—3) mit ggT(r,3) = 1 gilt. Dann ist

1 1
& =—(r* = 9rs® +3s5(r* — 5%)/(-3)) = g(u + vv/=3).

8

=u —:v

Da ggT(r,3) = 1 gilt, ist s(r? — s2) = s(r + s)(r —s) =0 (mod 3) und somit v =0 (mod 9).
Weiterhin gilt fiir ein o € Z[w]\q mit a = &3 (mod 3q) nach obiger Rechnung

(u+vV=3)=-u

O | =

(mod 3q).

OO\)—l

Dabei ist u kein Vielfaches von v/—3, da o ¢ q. Somit ist dies dquivalent zu v = a (mod 9) fiir
ein a € Z\3Z.

Insgesamt folgt die Aquivalenz
. . 3
3 ist dritte Potenz modulo p < [;]
L pr=p=¢& (mod 3q) fiir ein & € Z[w]
o 17=¢& (mod 3q) fiir ein £ € Z[w]
1

ST = i(L +3Mv-3)=a (mod9) fir ein a € Z\3Z
< M =0 (mod3).

Betrachte nun abschliefend noch in Q(w) zerlegte Primzahlen ¢ =1 (mod 3).
3.7.19 Satz. Sei ¢ = A\ =1 (mod 3). Dann gilt

L—ﬂg —1 o5 =% (mod A).
Beweis. Es gilt
E} =1« q%lzl (mod p)
3 & ¢ ist in K/Q zerlegt
& Aist in K(w)/Q(w) zerlegt
& ,u = pﬁ =¢3 (mod A) fiir ein € € Z[w]
¢ = A1h2As = (@m)% =1 (mod \)
q= = (772) En (mod A)
& 77%1 =’ (mod A).
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qg—1

Dabei wurde im letzten Schritt verwendet, dass 773 = (7r

X)3 (mod M) eine Potenz von w modulo

A ist und daher eine dritte Einheitswurzel ist. Damit ist (7‘['%1>7 =5 (mod A).

Dabei ist ¢ = A\j A2 A3 (siehe Schaubild) die Primfaktorzerlegung von ¢ in der Kérpererweiterung
K O
Analog zu dem Fall ¢ =2 (mod 3) definieren wir die Summe gj,.
3.7.20 Definition. Sei ¢ =1 (mod 3) eine Primzahl und n := q%,’l. Dann definiere die Summe
gq durch g, = il (?) Sj(—S)%L”_ij .
j=
j=1"(mod 2)

3.7.21 Satz. Seip= 1(L*+27M?) und ¢ =1 (mod 3) eine Primzahl. Sein = %. Dann gilt

fiir ¢ = AX. Da auf beiden Seiten der Kongruenz g, = 0 (mod \) ganzzahlige Elemente stehen
ist dies dquivalent zu der Kongruenz g, = 0 (mod q). O

Aus den Sétzen 3.7.16 und 3.7.21 folgt:

3.7.22 Satz. Seip = 1(L? +27M?) und q > 3 eine Primzahl. Sein = %(q - (_73)2) Dann gilt

Beweis. Die Behauptung ist genau die Zusammensetzung der beiden Sétze 3.7.16 und 3.7.21,
denn ist ¢ > 3, so bleibt nur ¢ = 2 (mod 3) und ¢ =1 (mod 3). Im ersten Fall ist (%3)2 =-1

(siehe auch Beweis von Korollar 3.7.13) und im Letzteren (_73)2 =1. O

3.7.23 Beispiele. Sei p = i(L2 + 27M?) und sei g # 3 eine von p verschiedene Primzahl.

(i) Sei ¢ = 5 = 2 (mod 3), somit ist mit der Notation aus Satz 3.7.22 die Zahl n gegeben
durch n = % = 2. Man erhilt die Aquivalenz

) 2
L—J =1 < g5=0 (mod5) <:>3<1>LMEO (mod 5) & LM =0 (mod 5).
3

(ii) Sei nun ¢ =11 =2 (mod 3). Dann ist n = 4. Mit Satz 3.7.22 folgt:

11
[—] =1 & 0=g; =12L3M —4-3'LM3 = LM(12L* — 4 - 9°M?)
Pls

= LM(L—4M)(L+4M) (mod 11).
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Betrachte nun im Folgenden noch Primzahlen ¢ =1 (mod 3):
(iii) Fiir ¢ = 7 erhalte n = 2. Dann gilt:

7
[]—9] =1 0=g9g;=6LM (mod7) & LM =0 (mod?7).
3

(iv) Ist ¢ = 13, so erhalte fiir g13 zwei Summanden, da n = 4 ist. Es gilt:

13
[—} =1 & 0=g13=LM(12L? —12-27M?)
bl3

=LM(M?* - L% =LM(M — L)(M+ L) (mod 13).




KAPITEL 4

Das biquadratische Reziprozitiatsgesetz

In diesem Kapitel wird das biquadratische Reziprozitétsgesetz in dhnlicher Weise wie zuvor das
Kubische untersucht. Im kubischen Fall haben wir den Ring Z[w] als Erweiterung von Z be-
trachtet. Auch fiir vierte Potenzen, geniigt der Ring der ganzen Zahlen nicht. Dies wurde schon
in Beispiel 1.0.3 der Einleitung festgestellt. Im Folgenden werden wir nun die Gauf3schen Zah-
len Z[i] betrachten. Dies entspricht dem Ganzheitsring des imaginér-quadratischen Zahlkorpers
Q(i). Dabei bezeichne i die imaginire Einheit mit 72 = —1.

Zunéchst werden einige wichtige Eigenschaften des Ganzheitsringes Z[i] aufgefiihrt, mit dessen
Hilfe dann das biquadratische Restsymbol definiert werden kann. Im Anschluss wird dann mit
der Theorie der Gaufl- und Jacobisummen aus Kapitel 2 das biquadratische Reziprozitéitsgesetz
und dessen Ergidnzungssétzen bewiesen werden.

Analog zu Abschnitt 3.7 gibt es auch beim biquadratischen Reziprozititsgesetz die Moglichkeit
die Untersuchung der biquadratischen Reste durch den Vergleich der Zerlegung von Primzah-
len in verschiedenen Korpererweiterungen durchzufithren. Dabei vergleicht man die Zerlegung
von Primzahlen in K/k mit der Zerlegung in einem Kreisteilungskorper. Dabei ist der betrach-
tete Grundkorper £ = Q(i) mit dem Oberkérper K = k(/m). Schon beim kubischen Rezipro-
zitdtsgesetz ist es nicht gelungen, mit dieser Herangehensweise, das kubische Reziprozitéitsgesetz
vollsténdig zu beweisen (vgl. Abschnitt 3.7). Dies gelingt auch beim biquadratischen Rezipro-
zitdtsgesetz nicht. Das Vorgehen ist dhnlich wie im kubischen Fall. Man muss jedoch noch
zusétzlich beachten, dass die Erweiterung K /Q nicht normal ist und somit nicht abelsch sein
kann. Deshalb betrachtet man den maximal abelschen Teilkérper K der normalen Hiille N
von K/Q. Zur niheren Betrachtung siehe [Lem00, S.186ff].

4.1 Der Ring Z]i]

Im Folgenden betrachten wir den Ganzheitsring Z[i] des imaginir-quadratischen Zahlkorpers
Q(v/—1). Dabei ist i die imaginire Einheit mit 2 = —1, insbesondere ist i eine primitive vierte
Einheitswurzel. Dieser Abschnitt ist an [IR93, Kap.9, §7] orientiert.

4.1.1 Bemerkung. Zu Beginn einige Eigenschaften des Rings Z[i], die bei der weiteren Be-
trachtung benotigt werden und bereits in [ZT14] in einer allgemeineren Form gezeigt wurden.

(a) Genauso wie Z|w] ist auch Z[i] ein euklidischer Ring beziiglich der Normfunktion als Wer-
tefunktion. In Z[i] ist die Norm durch

N: Z[i] = Nog,N(a) = a@ = a> + b*,  fiir ein a = a + bi € Z[i]

bestimmt (siehe dazu auch [ZT14, Aufg. 25]).
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(b) Die Einheitengruppe von Z[i] ist endlich und besteht aus allen vierten Einheitswurzeln,
dh. O, = {=1,+i}.

Fiir Zahlkorper K = Q(v/d) mit d = 2,3 (mod 4), kann man nach [ZT14, Kap.2, 3.10] leicht die
Zerlegung von Primzahlen bestimmen. Dazu folgendes Resultat aus der Zahlentheorie.

4.1.2 Satz. Falls d = 2,3 (mod 4) zerlegt sich die Primzahl p in K = Q(\/d) wie folgt:

p? (p verzweigt), falls p | 2d
pOg = pip2  (p zerlegt), falls pt2d und (%)2 =+1.
p (p trige), falls pt2d und (%)2 =-1

Folglich gilt fiir die Zerlegung von Primzahlen im Zahlkorper Q(v/—1) = Q(7).
4.1.3 Bemerkung. Sei p > 0 eine Primzahl.

e Die Primzahl p = 2 ist verzweigt mit 2 = —i(1+i)%. Dabei ist (1+4) ein Primelement von
Z[i] (siehe Satz 4.1.2).

e Ist p =3 (mod 4), so ist p eine trige Primzahl, d.h. p ist auch prim in Z[i], denn es gilt
(&), = (-1 =-1.
p/2

e Primzahlen p =1 (mod 4) sind zerlegt, denn (_?1)2 = 1. Somit existiert ein Primelement
™ € Z[i] mit p =77 und 7 £ 7.

Analog zum kubischen Fall definieren wir nun, wann ein Element aus Z[i] primér heifit. Dabei
ist im Folgenden bei Teilbarkeitsrelationen immer die Teilbarkeit in Z[i] gemeint.

4.1.4 Definition. Eine Nichteinheit o € Z[i] heifit primdr, falls « =1 (mod (2 + 2i)) gilt.

4.1.5 Bemerkung. In [IR93, 9.7] wird ein primires Element o durch o = 1 (mod (1 + 4)?)
definiert. Diese Definition ist dquivalent zu der hier eingefiihrten Definition, die in [Lem00, S.
191] und [Cox89, S. 82] verwendet wird.

Denn: Sei a € Z[i] primér im Sinne der hier verwendeten Definition, d.h. « =1 (mod (2 + 217)).
dann folgt die Existenz eines 5 € Z[i], sodass

a—1=Q2+2)3=i(2+2i) fﬁ,

=—2+42i=(144)3 €Z[]

gilt. Dies entspricht der Definition von primér in [IR93]. Die Riickrichtung gilt ebenfalls nach
der obigen Umformung.

Es gibt auch noch andere Moglichkeiten primére Elemente in Z[i] zu definieren. Eine weitere
Definition wird spéter noch gezeigt. Diese ist jedoch nicht dquivalent zu den bereits genannten
Moglichkeiten.

4.1.6 Lemma. ! Eine Nichteinheit o = a+bi ist primdir genau dann, wenn a = 1 (mod 4) und
b=0 (mod 4) oder a =3 (mod 4) und b =2 (mod 4).

'Die Aussage ist aus [TR93, 9.7, Lemma 6] und ist nach der Aquivalenz beider Definitionen, sieche Bemerkung
4.1.5 auch fiir die hier verwendete Definition giiltig.
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Beweis. Eine Nichteinheit ov = a + bi € Z[i] ist genau dann primér, wenn

a+bi—1 (a—1+bi)(2-2i) a—1+bi—(a—1)i+b

2412 ) - 4
a+b—1 b—a+1.

4 4

Z[i]

gilt. Dies ist dquivalent zu
< a+b=1 (mod4)undb—a=-1 (mod4).

Oder #quivalent dazu, dass 2b = 0 (mod 4) und a + b = 1 (mod 4) gilt. Daraus folgt die
Aquivalenz der Behauptung. O

4.1.7 Bemerkung.

e Jedes Element o = a + bi =1 (mod 4) in Z[é] ist primér. Denn aufgrund der Kongruenz
gilt a =1 (mod 4) und b =0 (mod 4). Das Resultat folgt also nach Lemma 4.1.6.

e Ist p =3 (mod 4) eine zerlegte Primzahl, so ist —p primér in Z[].

4.1.8 Lemma. Ist « € Z[i] eine Nichteinheit mit (1 + i) 1 a. Dann gibt es eine eindeutige
FEinheit u von Z[i], sodass ua primdr ist.

Beweis. Sei a = a + bi € Z]i] eine Nichteinheit mit (1 + i) { a. Dann ist entweder a oder b
gerade und das jeweils andere Element ist ungerade. Denn wéren sowohl a als auch b gerade,
so wiirde 2 | a gelten. und wegen 2 = —i(1 + 7)? wiirde auch (1 +14) | a folgen. Dies steht im
Widerspruch zur Voraussetzung. Wéren a und b beide ungerade, etwa a = 2c¢+1 und b = 2d+ 1
fir ¢,d € Z, so wire o = (2c+ 1)+ (2d+1)i = 2(c+di) + (1 +). Dies ist erneut widerspriichlich
zur Voraussetzung (1 + 1) { a.

Falls a gerade ist, multipliziere mit der Einheit u = i, sodass ta = a + bi mit @ = —b ungerade
und b = a gerade gilt. Falls a bereits ungerade ist, wihle u = 1. Falls nétig, multipliziere nun noch
mit —1. Denn fiir eine gerade ganze Zahl b bleibt die Restklasse modulo 4 nach Multiplikation
mit —1 erhalten. Jedoch verdndert sich die Restklasse von einem ungeraden @ modulo 4. Damit
erhalte nach Lemma 4.1.6 eine Einheit u = +u, sodass u« primér ist.

Zeige nun noch die Eindeutigkeit einer solchen Einheit. Seien dazu u; und ue Einheiten, sodass
uier = upe = 1 (mod (2 + 24)) gilt. Nach Voraussetzung ist a nicht durch (1 + 7) teilbar, also
insbesondere o # 0 (mod (2 + 2i)). Es folgt u; = wug (mod (2 + 2i)). Wiren die Einheiten
verschiedenen, so hitten sie auch verschiedene Restklassen modulo (2 + 2i), denn aus 1 = —i
(mod (2 + 2i)) folgt die Existenz von a,b € Z mit 1+i = (24 2i)(a+ bi) = 2(a —b) + 2(a + b)i.
Dann miisste schon 2a — 2b = 1 und 2a + 2b = 1 gelten. Dies bedeutet 4a = 1. Dies ist ein
Widerspruch, da ein solches a nicht in Z liegen kann. Die anderen Félle fithren analog zu einem
Widerspruch. Folglich gilt u; = us. O

4.1.9 Satz. Jedes primdre Element kann als Produkt von primdren Primelementen geschrieben
werden.

Beweis. Sei o € Z[i] primér. Da Z[i] ein faktorieller Ring ist, existiert eine Primfaktorzerlegung
Q= Um ... Tsqq - ... ¢ mit einer Einheit u, komplexen Primelementen m; mit N(m;) = 1
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(mod 4) fiir ¢ = 1,...s und ganzzahlige zerlegte Primzahlen ¢; = 3 (mod 4) fiir j = 1,...7.
Das Primelement 1 + ¢ ist nicht in der Primfaktorzerlegung enthalten, denn fiir ein Element
a=a+bicZ,ist (1+i)a=(a—>b)+ (a+ b)i nicht primér.

Nach Bemerkung 4.1.7 ist —g; fiir j = 1,...,r primér und nach Lemma 4.1.8 existiert zu jedem
m (i =1,...,s) eine eindeutige Einheit u;, sodass u;m; primér ist. Wir erhalten somit fiir eine
Einheit @ die Gleichung o = tuymy -+ - usms(—q1) - - - (—¢r), welche durch Betrachtung modulo
(2 + 21) die Kongruenz

1

a=aumy - usms(—q1) - (—qr) = (mod (2 + 2i))

zur Folge hat. Mit demselben Argument wie im Beweis von Lemma 4.1.8 folgt @ = 1. Folglich
ist @ Produkt von primédren Primelementen. O

Analog zum kubischen Fall erhalten wir nun fiir den Restklassenkorper Z[i|/7Z]i] eine Aussage
iiber die Anzahl der Elemente. Die zwei folgenden Aussagen dieses Abschnittes sind in [IR93,
Prop.9.8.1 & Kor| zu finden.

4.1.10 Satz. Sei w € Z[i| prim, dann ist Z[i]/7Z[i] ein endlicher Kirper mit N(m) Elementen.
Beweis. Folgt direkt aus der Idealnorm (siehe [ZT14, Kap.2, 4.1]). O

Als direkte Folgerung erhalte nun eine Aussage, analog zum kleinen Satz von Fermat.

4.1.11 Korollar. Fir m € Z[i] prim ist die Einheitengruppe (Z[i]/7Z[i])* zyklisch von Ordnung
N(m) — 1 und fiir ein o € Z[i] beliebig mit 71 « gilt

N1 =1 (mod 7).

4.2 Das biquadratische Restsymbol

Mit den in Kenntnissen aus dem vorhergehenden Abschnitt, kénnen wir nun das biquadratische
Restsymbol definieren. Dabei gehen wir dhnlich wie bei der Definition des kubischen Restsymbols
vor und orientieren uns an [IR93, Kap.9, §8].

4.2.1 Satz. Sei w € Z[i] mit m o (14 14) (oder dquivalent: N(mw) # 2) und o € Z[i] mit 7t .
Dann existiert ein eindeutiges m € {0,1,2,3}, sodass

N(mw)—1 .m
a4 =4i" (mod )

gilt.

Beweis. Da (i) = {%i,£1} eine Untergruppe der Einheitengruppe (Z[i]/7Z[i])* ist, enthélt
(Z[i)/=Z][i])* ein Element der Ordnung 4. Folglich ist W e N.

Die Restklassen der Einheiten +1, —1, 44, —¢ sind modulo 7 paarweise verschieden, denn wére
1= —i (mod ), so wiirde 7 | (1+ 1) folgen, was im Widerspruch zur Voraussetzung 7 ¢ (14 1)
steht. Die anderen Fille folgen analog. Somit ist die Eindeutigkeit gezeigt, falls ein solches m

existiert.
Die vierten Einheitswurzeln +1, —1, +¢, —¢ sind paarweise verschiedene Losungen der Gleichung
z* =1 (mod 7). Nach Korollar 4.1.11 ist auch = 4  eine Losung. Da es maximal vier Losun-

N(m)—1

gen der Gleichung gibt, gilt = 4 =™ (mod 7) fiir ein m € {0, 1,2, 3}. O
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Ebenso, wie bei der Definition des kubischen Restsymbols, kénnen wir obige Eigenschaft nutzen,
um das biquadratische Restsymbol zu definieren.

4.2.2 Definition. Sei 7 € Z[i] prim mit N(m) # 2, so definiere fiir o € Z[i] das biquadratische
Restsymbol durch

<a> 0, falls 7 | «
_— = N(m)—1 .
T) 4 i™, sodass i = 4 (mod 7), falls7ta

4.2.3 Bemerkung. Fiir ein Primelement 7 € Z[i] mit N(7) = p fiir eine Primzahl p > 2 ist
das biquadratische Restsymbol (;) , ein Charakter auf F) mit Ordnung 4 , im Folgenden auch
biquadratischer Charakter genannt.

Der biquadratische Charakter ist nicht trivial. Angenommen er wére trivial, so ist jedes Element

des endlichen Koérpers Z[i] /7Z[i] mit N(7) = p ein Biquadrat, also die Abbildung
Z[i) /7 Zli] — Z[i) /7 Z[i], x — (4.1)

surjektiv. Aufgrund der Endlichkeit des Korpers Z[i]/nZ[i] miisste die Abbildung (4.1) auch
injektiv sein. Dies ist nicht der Fall, denn fiir ein = # 0 in Z[i]/7Z[i] ist = # iz (in Z[i]/7Z][i]),
aber beide Elemente = und iz werden durch die Abbildung (4.1) auf = abgebildet.

Weiterhin kann die Ordnung des biquadratischen Charakters nicht 2 sein, denn dann wéren alle
Elemente von Z[i]/7Z[i] Quadrate und wegen der Isomorphie Z[i|/7Z[i] & 7 /pZ wéren auch
alle Elemente von Z/pZ Quadrate. Dies ist nicht der Fall, denn (Z/pZ)* besteht zur Hélfte aus
Quadraten und zur anderen Hélfte aus Nichtquadraten. Weiterhin ist x* = e. Folglich hat der
biquadratische Charakter, wie behauptet, Ordnung 4.

Im Folgenden sei ein Primelement 7 € Z[i] stets mit N (7) # 2, falls es nicht anders vorausgesetzt
wird.

4.2.4 Satz (Eigenschaften). Seien m,a, f € Z[i] und m ein Primelement (mit N(m) # 2). Dann
gilt:

(a) (%) o™ (mod )

v (5),-6),6),
omstmn- (9 ),
0 Q-
)

Beweis. Der Beweis der hier aufgefithrten Eigenschaften folgt direkt aus der Definition des
biquadratischen Restsymbols analog zum kubischen Fall (siehe Beweis von 3.2.5). O
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Man kann nun auch einfach bestimmen, wann -1 ein Biquadrat modulo 7 fiir ein priméres
Primelement 7 ist. Der néchste Satz ist aus [IR93, Aufg. 38].

4.2.5 Satz. Fir ein primdres Primelement m = a + bi € Z[i] gilt

SR

Beweis. Nach Definition des biquadratischen Restsymbols und Eigenschaft (a) von Satz 4.2.4
erhalte

<__1)4 = (D (mod 7).

Nach Lemma 4.1.6 gibt es zwei mogliche Félle fiir das primére Element 7

e Ist a =1 (mod 4) und b =0 (mod 4), so ist a® + b?> = 1 (mod 8) und somit % =0
(mod 2). Ebenso gilt 15¢ =0 (mod 2).

e Gilt andererseits @ = 3 (mod 4) und b = 2 (mod 4), so ist 0 = (a — 3)? + (b —2)? =
a? + b + 2a — 4b — 3 (mod 8) und somit

2 4 32
a“+b°—1 —2a+4b+2 l—a 1-—a
= =b = d 2).
1 1 L g (mod2)
Es wurde nun gezeigt, dass “2+22*1 = 1*7‘1 (mod 2) gilt. O

4.2.6 Satz. Fiir o € Z[i] und ein Primelement 7 € Z[i] teilerfremd zu o gilt die Aquivalenz:

(2) =1 < 2*=a (mod 7) hat eine Lisung in Z[i].
T/ 4

Beweis. Die Aussage ist ein Spezialfall von Satz 3.2.7 mit F' = Z[i]/7Z[i], ¢ = N(7), n = 4 und
somit d = ggT(n,q— 1) = 4. O

4.2.7 Bemerkung. Das biquadratische Restsymbol teilt die zyklische Gruppe (Z[i]/7Z][i])*
fiir ein Primelement 7 aus Z[i] in vier gleich grofle Teile auf. Ein Viertel dieser Menge besteht
aus den biquadratischen Reste modulo 7. Ein biquadratischer Rest ist offensichtlich auch ein
quadratischer Rest. Jedoch ist nicht jeder quadratische Rest auch ein biquadratischer Rest.
Somit besteht ein weiteres Viertel aus quadratischen Resten, die keine biquadratischen Reste
sind. Insgesamt ist die Halfte von (Z[i]/7Z][i])* quadratische Reste. Die andere Hélfte besteht
aus quadratischen Nichtresten. Dies sind auch biquadratische Nichtreste.

Wir haben insgesamt drei verschiedene Arten von biquadratischen Nichtresten. Die Nichtreste,
die quadratischen Rest sind (das Restsymbol nimmt den Wert -1 an) und die Nichtreste, bei
denen das biquadratische Restsymbol den Wert ¢ bzw. —i hat.

Das biquadratische Restsymbol ldsst sich auf beliebige Elemente wie folgt verallgemeinern:
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4.2.8 Definition. Sei v € Z[i] eine Nichteinheit mit (1 +¢) { v und 8 € Z[i]. Sei v = [[ A
i=1

eine Primfaktorzerlegung von . Dann wird das allgemeine biquadratische Restsymbol (é>
4

().~ 1(),

Dies ist nach Eigenschaft (d) von Satz 4.2.4 wohldefiniert. Falls ggT(3,~) # 1 gilt, so ist (5)4 =0,
da einer der Faktoren nach der Definition des biquadratischen Restsymbols 4.2.2 verschwindet.

definiert durch:

4.2.9 Satz. Seien o, 8,y € Z[i] mit (1+4)}~. Dann gilt:
w (5),-6),6),
o aesan= 0) -9

B0,

Beweis. Die Eigenschaften folgen direkt aus den Eigenschaften des biquadratischen Restsymbols
4.2.4 und der Definition des verallgemeinerten biquadratischen Restsymbols. U

4.3 Die biquadratischen Gauf3- und Jacobi-Summen

Fiir den Beweis des biquadratischen Reziprozitdtsgesetzes bendtigen wir Gauf3- und Jacobi-
Summen eines biquadratischen Charakters. Fiir ein priméres Primelement 7 mit N(7) = p =
1 (mod 4) ist das biquadratische Restsymbol (z), ein Charakter auf Z[i]/nZ[i] = Z/pZ von
Ordnung 4 (siehe Bemerkung 4.2.3). Setze dazu zur Vereinfachung im Folgenden x, := (;) 4 In

diesem Abschnitt, der sich an [IR93, 9.9.1-9.9.5] orientiert, werden die Gau$3- und Jacobi-Summe
dieses biquadratischen Charakters berechnet.

4.3.1 Satz. Sei 7 € Z[i] prim und primdr mit N(7) =p =1 (mod 4), so gilt:
I (X Xr) = X (= 1) (O, X3)-

Beweis. Fixiere m € Z[i] und setze x := x und 1 := x2. Dann ist 1 ein nichttrivialer Charakter
von Ordnung 2, entspricht also dem Legendre-Symbol und es gilt nach Satz 2.3.2 (d)

G(x)* _ G)?
Gx*)  G)
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Fiir die GauB-Summe von 1 gilt nach Satz 2.3.7 G(v))? = 1)(—1)p = p, denn nach Voraussetzung
—1
ist p=1 (mod 4) eine ungerade Primzahl. Daraus folgt 1/(—1) = (—1)"z = 1. Somit erhalte

insgesamt durch Anwendung von Satz 2.3.6 auf den Charakter y:

G(x)* 236 1
J(x,x)? = = —DpJ (6 x) IO, ) = x(=1)J(x, x) T (x, ).
(X x) G GW?X( P (x; x)J (X 1) = x(=1)J (x; x)J (x, )
Die Behauptung folgt durch Division der obigen Gleichung durch J(x, x) # 0. O

4.3.2 Satz. Fir m € Z[i] prim und primdr mit p = N(m) eine zerlegte Primzahl. Dann ist
—Xr(=1)J (X, Xx) primdr.

Beweis. Betrachte zu dem Charakter y := x, die Jacobi-Summe J(x, x). Da nach Voraussetzung
p=1 (mod 4) gilt, ist insbesondere p # 2. Somit folgt:

Joex) =Y xtx(1—1)

teF,
p%l 2 p—1
R GRCRRURUE SNOMEURRT (S I DRUNIE
=0 =0 - t=23=
-y X(t)x(l—t)—kx(p;l) . (4.2)
t=2

Im letzten Schritt wurde dabei die Summationsreihenfolge der zweiten Summe verdndert. Wei-
terhin gilt mit 2 = —i(1 +4)2:

(25 =1 (3) = %@ = 1@ = - 0 = ()

Auflerdem ist jede Einheit von Z[i] in derselben Restklasse wie 1 modulo (1+¢) und es gilt p =1
(mod (2 + 27)). Somit folgt bei Betrachtung der Summe aus (4.2) modulo (2 + 2i):

2Zx 1—t5271:2(p_3) —2  (mod (2 + 2i)).

Insgesamt ergibt sich nun fiir die Jacobi-Summe

xx—2Z>< (1—t)+x(~=1)=-2+x(~1) (mod (2 + 2i)).

Durch Multiplikation mit —y(—1) folgt

—x(=1J(x,x) = 2x(=1) = x(=1)’ =1 (mod (2 + 2i)).
—_—
=x(1)=1
Der letzte Schritt gilt, da x(—1) nach Definition eine Einheit in Z[i] ist und damit 2x(—1) =2
(mod (2 + 21)) gilt.
Aus der letzten Gleichung folgt nun, dass —x(—1)J(x, x) primér ist. O
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4.3.3 Korollar. Sei w € Z[i] ein primdres Primelement mit N(7) =p =1 (mod 4). Dann gilt
_XW(_l)J(Xm X7r) =m.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass J(xr, Xx) = 0 (mod 7) gilt. Dann folgt die Behauptung,

da —xr(—=1)J(Xr, Xx) nach Satz 4.3.2 primér ist und N(J(xx,xx)) = J(Xrs Xx)J (Xa, X)) = D
gilt. Mit der Eindeutigkeit des priméren Elements unter den Assoziierten folgt dann bereits die
behauptete Gleichheit.

Wir argumentieren wie in dem Beweis zu Satz 3.3.2 und erhalten mit gleichem Argument

J(Xr> Xr) ZXW z)Xr(1 —x) Z$%(1—$)%EO (mod 7).

z€Fp z€Fp

Dabei wurde verwendet, dass x%(l — 3t7)p4;1 ein Polynom von Grad % <p—1ist. O

Mit Hilfe dieses Korollars, konnen wir nun auch etwas iiber die Gau3-Summe eines biquadrati-
schen Charakters aussagen.

4.3.4 Korollar. Wir erhalten nun insgesamt fiir jedes primdre Primelement w € Z[i]:
G(xr)t = m°7.
Beweis. Aus Satz 2.3.6 folgt

Gxx)' = Xa(=DpJ (X X ) (Xs X2)
2 (1) (s X)X (= 1) ™I (s o)

Dabei wurde im letzten Schritt das Ergebnis aus dem vorhergehenden Korollar verwendet, denn
I (X Xm)? = (=1 X (1) T (X, X)? = 72, O
N———
=1

GauB entdeckte eine einfache Folgerung beziiglich der Q(7)/Q-Spur von 7. Die Spur trg; /q(7) =
7+ 7 = 2a ist durch einen Binominialkoeffizienten bestimmt (siche [Lem00, Kor. 6.6]).

4.3.5 Korollar (Gau’ Kongruenz). Seip = a®>+b? = 4m+1 eine Primzahl und 7 := a+bi = 1
(mod (2 + 2¢)) (d.h. m primdr). Dann gilt

20 = (—1)™ (27:':) (mod p).

Beweis. Setze x 1= xr. Wenn 7 primér ist, dann ist auch 7 primér, denn nach Voraussetzung
gilt p =1 (mod 4). Da (2 + 2i) | 4 gilt, folgt 1 = p = 77 = 7 (mod (2 + 2¢)). Weiterhin ist
Xr(—1) = x7(—1) und

TJOE ) =T X)) = D xaOx«(1—1) = > xz(t)xw(1 = t) = J (x7 X7)-
telF, teF,
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Folglich gilt

= x(=DJ(P, X
X?(—l)J(Xf, Xﬁ)

4.3.3 —
= —T.

Fiir beliebiges t € I, ist nach Definition des biquadratischen Charakters x(t) = T = ¢
(mod 7). Somit folgt

p—1 p—1 p—1
JOCXT) =D x(@)Px(1 =) = M1 —0)*" = (- 1)*"

t=0 t=0 t=0
p—1 2m 2m, . .

— t3mz < . )(_1)jt2m—]
t=0 =0 \J
2m 9 p—1

= (—1)j( m) Zt‘r’m*j (mod ).
j=0 J t=0

p—1 .
Die innere Summe Y t°"~J verschwindet fiir j # m und fiir j = m gilt

t=0
p—1 p—1
Ztsmfm _ thfl =p—1=-1 (mod p).
t=0 =0
Somit ist
2
TP, x?) = (—1)m+1< m) (mod ).
m

Damit folgt

%=+ T =T = -0 = (—1)H? (2m) — (—1)m <27;”) (mod 7).

Da auf beiden Seiten der Kongruenz ganzzahlige Elemente stehen, gilt dann auch

20 = (—1)™ (27::) (mod p).
0

4.3.6 Bemerkung. 2 In [Lem00, Kap. 6.2] werden Gau$- und Jacobi-Summe fiir biquadratische

Zsiehe [Lem00, S. 193]
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Charaktere x mit anderem Vorzeichen definiert, also

p—1 p—1
G'(X") ==Y _x(®)7¢", anstelle von G(x") = > x(t)"¢" (4.3)
- t=1 t:pil
und J (X)) =— Zx(t)x(l —t)", anstelle von J(x, x) = Zx(t)x(l —t)".  (44)
t=1 t=1

Mit dieser Definition erhélt man eine etwas schonere Aussage beziiglich des Jacobi-Summe, denn
somit fillt in Korollar 4.3.3 das negative Vorzeichen weg, d.h. man erhilt x(—1)J'(xr, Xx) = 7.
Der zusétzliche, etwas unschone, Faktor x(—1) bleibt auch mit der Definition aus (4.3) erhalten.
Wiirde man Kummers Rat folgen, der sagte, dass Jacobi-Summen primér sein miissen, so diirfte
man keinen solchen Faktor haben. Tatséchlich kann man dies erreichen, falls man zusétzlich
zu dem Vorzeichen in der Jacobi-Summe noch eine andere Definition fiir primér wéhlt, hier im
Folgenden J-primdr genannt.

Eine Nichteinheit 7 = a 4 bi heifit J-primdre, falls a = 1 (mod 4) gilt.

Mit dieser Definition folgt, dass J'(xr, xx) = 7 fiir ein J-priméires Primelement © = a + bi gilt.
Dies sieht man wie folgt:

Da m = a + bi nach Voraussetzung J-primér ist, gilt « = 1 (mod 4). Dann ist b gerade. Wir
unterscheiden zwei Fille:

(a) Ist b=0 (mod 4), so ist 7 auch primér und es gilt

I (Xmy Xr) = X (=1)7 = <_—1)47r = (-2 =7

™

(b) Ist andernfalls b = 2 (mod 4), so ist —7 primér. Auflerdem gilt xr = x—r nach Satz
4.2.4(d). Folglich gilt

1+a

Jl(Xﬂ'?Xﬂ') = J’(X*T{"X*ﬂ') = _Xfﬂ'(_l)(_ﬂ-) = —(—1) 2 =T

Mit der Voraussetzung, dass m = a + bi J-primér (anstelle von primér) ist, verdndert sich auch
die Aussage von Korollar 4.3.5 zu: 2a = (2::) (mod p).
Denn: Mit analoger Rechnung wie im Beweis von 4.3.5 gilt

(0 x%) = X« (17

Damit folgt

2a

w0 () = o e () = co () = () mod ),

m m m m

Da beide Seiten ganzzahlig sind, gilt die Kongruenz auch beziiglich p.

4.4 Das biquadratische Reziprozititsgesetz
und die Ergidnzungsséitze

Nun sind alle Vorbereitungen getroffen um das biquadratische Reziprozitéitsgesetz zu formulieren
und zu beweisen. Das biquadratische Reziprozitéitsgesetz wird in zwei dquivalenten Versionen
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vorkommen. Die klassische Formulierung von Gaufl und Eisenstein ist analog zu den bereits
bekannten quadratischen und kubischen Reziprozitéitsgesetzen. Die zweite Version stammt von
Jacobi und Kaplan. Im Gegensatz zu dem Vorgehen in Kapitel 3 wird das biquadratische Re-
ziprozititsgesetz mit Hilfe von Eisensteins Reziprozitéitsgesetz in der biquadratischen Variante
bewiesen. Mit diesem Spezialfall wird im Anschluss das allgemeine biquadratische Reziprozitéts-
gesetz gezeigt. Dieser Abschnitt richtet sich nach [LemO00, 6.3].

4.4.1 Theorem (Biquadratisches Reziprozititsgesetz, Gaul und Eisenstein). Seien m = a + bi,
A = ¢+ di zwei teilerfremde primdre Primelemente in Z[i|. Dann gilt:

@)4(2)41 — ()T oS = (oY

Wir werden zuerst die letzten Gleichheiten zeigen. Damit erhalten wir verschiedene Moglichkei-
ten zur Berechnung des Vorzeichens.

4.4.2 Lemma. Fir primdre, teilerfremde Elemente m = a + bi und A = ¢ + di, wie in den
Voraussetzungen fir das biquadratische Reziprozititsgesetz von Gaufl und Fisenstein, gilt:

a?4b2—1 24d2—1 a—1c—1 bd

()T o ) T = (-

Beweis. Fiir die erste Gleichheit reicht es zu zeigen, dass “7_1 = a2+22_1 (mod 2) gilt. Dies
wurde bereits in dem Beweis von 4.2.5 gezeigt.

Analog folgt dann auch: <1 = % (mod 2).
Fiir die zweite Gleichheit geniigt es die Kongruenz
denn “2+22_1 = (a+1£(a—1) —f—%. Da 7 = a+bi primér ist, ist a ungerade und somit ist (a+1)(a—1)
durch 8 teilbar. Der erste Bruch ist somit irrelevant fiir die Kongruenz modulo 2. Weiterhin gilt
% = % (mod 2) fiir eine gerade ganze Zahl b. Denn fiir b = 0 (mod 4) ist die Aussage trivial.
Ist b = 2 (mod 4), so ist % =1 (mod 2) und 0 = (b — 2)? = b> — 4b + 4 (mod 16). Es folgt

P=p—1=1 (mod 2). O

(ﬁzﬁ = % (mod 2) zu zeigen. Diese gilt,

Eine andere Formulierung des biquadratischen Reziprozitéitsgesetzes stammt von Jacobi und
Kaplan:

4.4.3 Theorem (Biquadratisches Reziprozititsgesetz, Jacobi und Kaplan). Seien o = a + bi
und B = ¢+ di aus Z[i] teilerfremd und so gewdhit, dass a =c =1 (mod 4) gilt, dann ist

ReC)

B/ 4 @/ y

4.4.4 Bemerkung. Wie spiter gezeigt wird, sind die beiden Versionen des biquadratischen
Reziprozitiatsgesetzes (Theorem 4.4.1 und 4.4.3) dquivalent.

Im Folgenden Beweis wird ein Spezialfall von Satz 3.7.12 benétigt.

4.4.5 Korollar. Fir m = a+ bi € Z[i] und eine Primzahl p =3 (mod 4) gilt 7’ =7 (mod p).

Beweis. Folgt direkt aus Lemma 3.7.12, denn fiir K = Q(4) ist dx = —4 und
), = (3,02 = (17 =1 :
P /2 p/2\p/2
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Aus der Primfaktorzerlegung der Gaufl-Summe von Korollar 4.3.4 erhalten wir einen Spezial-
fall des biquadratischen Reziprozititsgesetz, das Reziprozitéitsgesetz von Eisenstein fiir vierte
Potenzen.

4.4.6 Theorem (Eisensteins biquadratisches Reziprozitéitsgesetz). Seien « € Z[i] und a € Z
teilerfremd und primdr. Dann gilt

a\  (a

a)y \a/,

Beweis. Nach Voraussetzung sind sowohl « als auch a primér, d.h. & = 1 (mod (2 4 27)) und
nach Satz 4.1.6 gilt a =1 (mod 4).

Sei @« = (—q1) - (—gs)A1 -+ A die primédre Primfaktorzerlegung von a mit trigen Primzah-
len ¢; = 3 (mod 4) (j = 1,...,s) und echt-komplexen priméren Primelementen A\, # 1 + 1,
k=1,...,r. Weiterhin sei a = (—p1) - - - (=pn)Pn+1 - - - Pm die Primfaktorzerlegung von a € Z mit
ungeraden Primzahlen p; =3 (mod 4) fir l=1,...,nund p; =1 (mod 4) fir l=n+1,...m.
Wegen der Multiplikativitéit des biquadratischen Restsymbols und der verallgemeinerten Defini-
tion geniigt es fiir ungerade Primzahlen p (d.h. p =1 (mod 4) oder p =3 (mod 4)), Primzahlen
g = 3 (mod 4) und echt-komplexe primére Primelemente A die folgenden 4 Gleichungen zu
zeigen

(1) (:—ZL - (_—;)4, falls p = 3 (mod 4)
@ (£),~(

D /y
(3) (_—p>4 - (i)4, falls p = 3 (mod 4)

—-p

_—q> falls p=1 (mod 4)

) , falls p =1 (mod 4).
= 3 (mod 4) und unterscheide die beiden moglichen Félle fiir p:

(1) Fiir eine beliebige ganze Zahl a teilerfremd zu p und p = 3 (mod 4) gilt <2> =1, denn
P/ 4

p2— p+1
4
—4/y 4 /4 P /gy P/ 4
(2) Sei p=1 (mod 4) mit p = 77 fiir ein Primelement 7 von Z[i]. Dann gilt <_—q> =1, denn
P /g
-1
).-3.5.-3.5),
p 4 7T 4 ™ 4 s 4 0 4

Aus dem Beweis von (1) folgt <ﬁ> =1.
Y
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Zeige nun noch die letzten beiden Gleichungen. Seil := N(A\) =1 (mod 4) und y := x) = (j)4.
(3) Sei p=3 (mod 4). Dann folgt mit dem Frobenius-Automorphismus

-1

-1 L |
G(x)" = (Z x(t)Ct> => X7 = x(p)* > x(t)r¢
t=0 t=0

=
= x(») gx(pt)?’ﬁpt - (%) e (120d p).
Somit folgt
G = (%) eae = (%) 6o
225 (§>4x(—1)l _ <_Tp>4z (mod p).  (4.5)

Nach Korollar 4.4.5 gilt A = AP (mod p) und folglich [ = AX = \?*! (mod p). Zusammen
mit Korollar 4.3.4 folgt

ptl — b+l ptl
G(X)p+l — (G(X)4) T ()\SA) P — ()\p+3) 4
s e (% _ z(%) (modp).  (4.6)
4 4

Mit den Kongruenzen (4.5) und (4.6) gilt

=),

also

(4) Seinun p =77 =1 (mod 4). Dann ist

-1 -1
GO =D xtP¢" =x()* > x(tp)¢™ = x(p) 'G(x) (mod p).
t=0

t=0
Erneut mit Korollar 4.3.4 folgt

-1 p—1 _, b1 3(p—1) —p—1
(—) — () =GP = (GOON T = (BN T = AT TR (mod p)

also

Dies fiithrt zu
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Direkt aus dem Beweis von (1) folgt:

4.4.7 Korollar. Fiir alle

ungeraden a,b € Z mit ggT(a,b) =1 gilt

B,

Zu dem Reziprozitéitsgesetz von Eisenstein gibt es noch die Ergénzungsséitze zu ganzzahligen
Elementen. Wir werden zunéchst nur den Fall von primédren Primelementen betrachten und
anschlieflend auf alle priméren Elemente von Z[i] erweitern.

4.4.8 Satz. Sei a € Z primdr (d.h. a =1 (mod 4)) und prim in Z. Dann gilt

W ;) e
2) (1;rz'>4 _ ot

(% <%>4 -

Beweis. Fiir ein ganzzahliges, priméires Element a, welches prim in 7Z ist, gibt es zwei Moglich-
keiten. Entweder ist —a = p = 3 (mod 4) oder a = p = 1 (mod 4) jeweils fiir eine Primzahl

p.

(a) Sei —a = p = 3 (mod 4) fiir eine Primzahl p. Dann ist nach Definition (1-0)4 =i 1

i

(mod p). Da dies aber bereits eine Potenz von i ist, folgt direkt die Gleichheit. Insgesamt

gilt

<2>4 = 6)4 — ()T = ()" = (-

(b) Ist a=p =77 =1 (mod 4). So gilt mit demselben Argument wie in (a)

(B, O 0,8), -9 e e

Nun zu dem zweiten Ergénzungssatz.

(a) Sei —a = p = 3 (mod 4). Dann gilt (1 +4)? = 1P + i’ = 1 — i (mod p). Somit folgt
(1+4)P~1 =12 = i (mod p) und insgesamt gilt

=1+

()

141 ptl —p— a
“) (14T = (=) =i T =i"T  (mod p).
P /4
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(b) Sei nun wieder a = p = 77 = 1 (mod 4). Dann gilt
)= G- 5).5),- (5.5,
() (- () () - (9, -

Der Beweis des letzten Ergédnzungssatzes, folgt direkt aus den zwei eben bewiesenen durch
N 3 ~N 2
(2) _ (i) <1 +Z> R G ) e
/4 aja\ @ /gy

Die Ergénzungssitze kann man nun auch verallgemeinern. Die Giiltigkeit fiir ein beliebiges
priméres a € Z folgt direkt aus folgendem Lemma.

~
N
I

)
N

O]

4.4.9 Lemma. ? Fiir ganze Zahlen my,...,ms € Z mit m; = 1 (mod 4) gilt

Beweis. Betrachte zunéchst den Fall s = 2: Zeige fir m = n = 1 (mod 4) die Kongruenz
mel ool = m’jfl (mod 4) oder dquivalent m+n—1=mn (mod 16). Es gilt 0 = (m—1)(n—
1) = mn —m —n+ 1 (mod 16). Damit folgt schon die Gleichheit fiir s = 2. Die Behauptung

folgt nun induktiv. O

Mit Hilfe dieses Lemmas kann man nun die Erginzungsséitze fiir ein beliebiges ganzzahliges
Element beweisen.

4.4.10 Satz. Seia € Z primdr (d.h. a =1 (mod 4)). Dann gilt

W () e
2) (1;@)4 _ o

(% <§> 4 -

Beweis. Sei a = p1---ps(—q1)---(—qr) die Primfaktorzerlegung von a mit Primzahlen p; = 1
(mod 4) fiir j =1,...,s und ¢ = 3 (mod 4) fiir £k = 1,...,r. Da alle Faktoren der Zerlegung
nun primér sind, folgt nach Satz 4.4.8 zusammen mit Lemma 4.4.9:

D, -1(), (), @ o™ e
4 Gy \Pi ) 4

4 k=1 j=1 k=1
5, pj—1 T (—qp)—1 1 s r B .
_ (_1)]_21 1 +k2=:1 4 1.4.9 (_1)4 <jl;[11’y kl;ll( qx) > _ (_1)%71

3 Aussage siehe [TR93, Kap.9 Aufg. 44]
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Fiir den zweiten Ergénzungssatz folgt die Rechnung analog und der dritte folgt wieder aus den
ersten beiden wie im Beweis von Satz 4.4.8. O

4.4.11 Korollar. Fiir teilerfremde Elemente a,b € Z mit b =1 (mod 2), dann gilt

O

Beweis. Sind a und b beide ungerade, so folgt die Behauptung nach Korollar 4.4.7. Ist a gerade,

2
etwa a = 2'c fiir I > 1 und 2 { ¢. Dann folgt nach Satz 4.4.10, dass (5) =1 gilt und daher
4
folgt

O]

Nun zuriick zu dem Beweis des biquadratischen Reziprozitétsgesetzes. Mit Hilfe von Eisensteins
Reziprozititsgesetz (Theorem 4.4.6) konnen wir folgenden Spezialfall des Reziprozititsgesetzes
von Jacobi und Kaplan beweisen.

4.4.12 Lemma. Seien o = a + bi und = ¢+ di zwei teilerfremde Elemente von Z[i|, sodass
a=c=1 (mod 4) und ggT(a,b) = ggT(c,d) =1 gilt. Dann gilt

(5).= (),

Beweis. Aus der Voraussetzung ggT(a,b) = 1 folgt auch ggT(a,a) = ggT(b,a) = 1. Ebenso
folgt ggT(c, 5) = ggT(d, B) = 1 aus der Voraussetzung ggT(c,d) = 1. Weiterhin gilt

ca = ac+ bci = ac+ bi(f —di) =ac+bd (mod p). (4.7)

Da f und « teilerfremd sind und ggT(c, 8) = 1 ist, folgt ggT(ac + bd, 3) = 1. AuBlerdem folgt

aus Gleichung (4.7)
(5.6),- (57, =

Analog erhalte a8 = ac+ bd (mod «), sowie ggT(ac + bd, ) = 1 und

0.0 (=),

Aus den Gleichungen (4.8) und (4.9) folgt

(5)..6).65),- G).(5), - (5), (55, - (),
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Nach Multiplikation der Gleichung mit (%);1 (%) 4 gilt dann:

(6,62, =), €.(57);

Berechne nun die einzelnen Restsymbole auf der rechten Seite der Gleichung (4.10). Wegen ¢ = 1
(mod 4) ist entweder 5 oder —f primér. Ist —( primér, so folgt

5).-(5),* (&),-(),6,- 7 ),- ().

Falls B primér ist, so kann man Theorem 4.4.6 direkt anwenden, sodass in beiden Féllen die

Gleichheit
c B
- = (= 4.11
(5) 4 < ¢ > 4 ( )

gilt. Mit 8 = di (mod ¢) und ggT(c, ) = 1 folgt dann

0400 0,6, e
0),-6)

Da ggT(ac+bd, o) = ggT(ac+bd, 3) = 1 ist und b, d beide gerade sind, gilt ac+bd =1 (mod 4).
Analog zu (4.11) erhélt man auch
<ac+bd> B ( af >
@B 4 N ac + bd 4‘

Mit @ = (a — bi)(c+ di) = ac+ bd + (ad — be)i gilt:

(ac—l—bd) _( ap > _<ac+bd+(ad—bc)i) _(ad—bc) ( i >
af ), \ac+bd), ac + bd 4 \ac+bd), \ac+bd),
~——

=1

Analog folgt

Aus den Gleichungen (4.10), (4.12) und (4.13) folgt nach Anwendung des Ergénzungssatzes

T el (). 0.,

P )T ) )
= ()T ()T ()T
4.4.9 ac—1 ac—1 bd
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Aus diesem Lemma kann man nun das biquadratischen Reziprozititsgesetzes von Jacobi und
Kaplan (Theorem 4.4.3) folgern. Das heifit die Voraussetzung ggT(a,b) = ggT(c,d) = 1 von
Lemma 4.4.12 wird nicht benétigt. Es soll folgendes Theorem gezeigt werden:

Theorem. Seien o = a + bi, f = ¢+ di zwei teilerfremde Elemente mit a = ¢ = 1 (mod 4).
Dann gilt

Beweis von Theorem 4.4.3. Sei a = a+bi = m(a+bi) und f = c+di = n(é+di) mit m=n =1
(mod 4) und ggT(a,b) =1 = ggT(¢,d) (Dies ist moglich, da «, 5 nicht durch 2 teilbar sind). In
den vorangehenden Sétzen sind bereits folgende Gleichheiten gezeigt:

(a) Da nach Voraussetzung ggT(«, 8) = 1 ist, ist auch ggT(n, m) = 1 und nach Korollar 4.4.7

gilt
3).-+-0),

(b) Dam =1 (mod 4) und 5 oder — primér ist, folgt mit Satz 4.4.6

3.,

(¢) Aus n = 1 (mod 4) und wegen @ = 1 (mod 4) ist auch @ + bi oder —(@ + bi) primér.
Erneute Anwendung von Korollar 4.4.6 zeigt:

<&Zz3¢>4 B (a?i); (4.16)

Fiigen wir nun die obigen Gleichungen zusammen und wenden den bereits bewiesenen Spezialfall
(Lemma 4.4.12) auf a + bi und ¢+ di an, so folgt

), - - 5.6),
e
D (9 ()
D () )

() 5.6,
_ (—1)™5 <a f Ei)4(%>4 Dam=n=1 (mod 4))
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Nun ist also das biquadratische Reziprozitdtsgesetz in der Variante von Jacobi und Kaplan
bewiesen. Wir wollen nun zeigen, dass die beiden Theoreme dquivalent sind. Dazu bené6tigen wir
noch einige kleine Lemmata. Das folgende Lemma entspricht dem ersten Ergédnzungssatz des
biquadratischen Reziprozititsgesetz.

4.4.13 Lemma. Sei o = a + bi primdr in Z[i|. Dann gilt:

Z’ . 1—a
<—> B
Q)4

Beweis. Nehme zunéchst an, dass « =7 =a+bi =1 (mod (2 + 27)) ein priméres Primelement
ist. Unterscheide die zwei moéglichen Fille fiir a:

1. Seia=1 (mod 4) und b =0 (mod 4). Dann gilt

2  N(a)-1 La24b2-1 La?-1 1-a
_— =7 4 =1 4 =17 4 =17 2 .
4

a
Dabei gilt die letzte Gleichung, denn a = 1 (mod 8) ist dquivalent zu “—51 =0 (mod 4).
Dafiir folgt “2;1 = %ZMTH =0=-%1 =12 (mod 4). Ist a = 5 (mod 8), so ist 4 =3
(mod 4) und damit -1 = -2 (mod 4).

2. Gilt @ = 3 (mod 4) und b = 2 (mod 4), so ist 0 = (b — 2)? = b> — 4b+ 4 (mod 16) und
somit % =1 (mod 4). Dann gilt

1 a2462-1 o244-1  (a4D?42-2a  1-4
_— =1 4 =1 4 =1 4 =17 2 R
4

denn (a +1)> =0 (mod 16).

Nun zu einem allgemeinen priméiren Element o = a + bi mit primérer Primfaktorzerlegung

S
a = ][ v; fiir primére Primelemente v; = a; + bji von Z[i]. Fiir o folgt

1), -

J=1 Jj=1

S
Fir k := [[ a; ist kK ungerade, da jedes a; ungerade ist. Es gilt
7j=1

S U = lelshiay =3 (mod 4} =" % (mod2), (4.17)

j=1
denn die Summanden % L fiir a; =1 (mod 4) verschwinden modulo 2. Die zweite Gleichheit
gilt, denn ob £k =1 (mod 4) oder k = 3 (mod 4) ist, hingt nur davon ab, ob es eine gerade oder
eine ungerade Anzahl an Faktoren a; mit a; =3 (mod 4) gibt.




4.4 Das biquadratische Reziprozitétsgesetz und die Ergdnzungssétze 79

._1 (4 17) l
- 2

(H a; —1) = %51 (mod 2) gilt. Fiir s = 2 ist Produkt
von ~y; und 72 durch
Y1Ye = (a1 + bli)(GQ + bzi) = ajag — b1by + (a1b2 + azbl)i

gegeben. Daher ist a = ajag — b1by und da b; und by gerade sind, ist a = ajaz (mod 4). Nun
ajas—1 _ a—1

folgt wie gewiinscht “%— = %5= (mod 2). Der allgemeine Fall folgt induktiv. O

Mit dem eben bewiesenem ersten Erginzungssatz erhalte nun eine einfache Folgerung fiir den
biquadratischen Rest von -1.

4.4.14 Korollar. Fir a = a+ bi primdr in Z[i] gilt

) o

O]

S
4.4.15 Lemma. Fir primdre Elemente a; + bji fir j =1,...,s und [] (aj + bji) = a + bi gilt
j=1

Z—jzé (mod 2).
= 2 2

Beweis. Es geniigt die Behauptung fiir s = 2 zu zeigen, der allgemeine Fall folgt per Induktion.
Es gilt b = a1b2 4 agb;. Zu zeigen ist, dass
arby + agby = by + b2 (mod 4)

gilt. Dies ist der Fall, denn nach Voraussetzung sind ; primér und somit ist a; = b;+1 (mod 4)
fiur ¢ = 1,2. Es folgt

b= a1by + a2b; = (b1 + 1)ba + (ba + 1)by = 2b1bg + by + by = by + b (mod 4).

4.4.16 Satz. Im Folgenden bezeichne

(i) das Reziprozititsgesetz von Gaufl und Eisenstein fir primdre Primelemente (siche Theorem

44.1) und
(ii) das Reziprozititsgesetz nach Jacobi und Kaplan (siehe Theorem 4.4.3) .
Dann gilt (i) < (u).
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Beweis. Zeige ,(ii) = (i)
Seien m = a + bt und A = ¢+ di zwei teilerfremde priméare Primelemente. Da beide primér sind,
sind a und ¢ ungerade. Untersuche nun die einzelnen Fille:

(a) Ist a=c¢ =1 (mod 4), so folgt die Behauptung direkt.

(b) Ist a =1 (mod 4) und ¢ =3 (mod 4), so ist d = —d = 2 (mod 4) und somit folgt

(5),- (). 2 (3), =),

-1 ae
denn nach Satz 4.2.5 gilt (—) .25 (-1) > — 1.
T /a4

(c) Der Fall a =3 (mod 4) und ¢ =1 (mod 4) folgt analog.
(d) Gilt a =c=3 (mod 4), dann folgt

5).-F)LE). (=), =),

-1 o
Dabei wurde verwendet, dass nach Korollar 4.2.5 (—) =(-1) T =1 gilt und ebenso
4

),

(1) = (i2)":

Seien @ = a + bi und S = ¢ + di so gewéhlt, dass a = ¢ = 1 (mod 4) gilt. Folglich ist «
oder —a primér und ebenso entweder [ oder —f primér. Unterscheide erneut alle moglichen
Kombinationen:

,
(a) Sind o und g primiér, so gilt b=d =0 (mod 4). Sei nun o = Hl 7; die primére Primfaktor-
]:

S
zerlegung von o und § = [] A die von § mit priméren Primelementen 7; = a; + bji und

k=1
A = ¢k +diivon Z[i] fir j=1,...,rund k=1,...,s. Es gilt

(5), - I (), “ T (), e T 2), - 0% (),

j=1k=1 j=1k=1 j=1k=1

T S
(b) Ist @ und —f primér und o = [] 7, sowie —3 = [[ A die primére Primfaktorzerlegungen
j=1 k=1

mit m; und Ay, fiir j=1,...,7r und k= 1,...,s wie in (a). Mit 52 = & (mod 2) folgt

(3).- (). 2 (@), @), - %),

(¢) Ist —a und B primir, so folgt die Behauptung analog.
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(d) Nun fehlt noch der Fall, dass —« und —f primér sind. Betrachte dazu die priméiren Prim-

T S
faktorzerlegungen —a = [[ m; und —f8 = [] A\x. Wobei 7; und Ay, fiir j = 1,...,7 und
j=1 k=1
k=1,...,s wie in (a) gewéhlt sind. Dann ist

)6, oo

—1. Erhalte nun insgesamt

(5).=-(5),2 (=), =¥ (),

Damit ist der Beweis des biquadratischen Reziprozitédtsgesetzes abgeschlossen. Da die Version
von Jacobi und Kaplan bewiesen wurde und die Aquivalenz beider biquadratischen Rezipro-
zitdtsgesetze gezeigt wurde, ist auch die Version von Gaufl und Eisenstein bewiesen. Nun ist
es moglich die fehlenden, allgemeinen Ergénzungssitze zum biquadratischen Reziprozitéitsgesetz
zu beweisen.

-1
Analog folgt (7

N———
'
I
—~
|
—
~—
wlo
—
I

O]

4.4.17 Satz (Ergénzungssitze). Sei o = a + bi primdér in Z[i]. Dann gilt:

w(z) =
(2) <1;_Z>4 :Z%ﬁil

(3) @)4 —i% =8

Beweis.

(1) siehe Satz 4.4.13

3 N9 .
1 1
(2) Sei A := (1+1i)3 = —2+2i, dann ist <§> = ( i Z> = ( i Z> . Somit geniigt es (2)
4 4

ajy « 4 (07

zu berechnen.
Da a = a + bi nach Voraussetzung primér ist, existiert eine Darstellung o = ¢ + d\ =
c+d(—2+ 2i) = ¢ — 2d + 2di. Also folgt nach Koeffizientenvergleich b = 2d und a = ¢ — 2d,

A
somit d = g und ¢ = a + b. Nun zu der Berechnung von (—) .
o

Wenn « primér ist, so ist auch a— A = a+2+ (b—2): primér, also ist das Reziprozititsgesetz
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4.4.1 anwendbar. Es gilt

), - (““) : (%)f”)

Dabei wurde verwendet, dass & = A (mod (a — \)) ist und da b gerade ist, folgt b(b72) =
(mod 2). AuBlerdem gilt, da « primér ist, a — 1 = b (mod 4). Dies ist dquivalent zu Tl =
(mod 2). Durch wiederholen dieses Schrittes folgt

5. (=),

Nach weiteren Iterationen gilt dann:

<§>4 - (_l)éj <a —Adx>4 = (% <

142 c—
Wegen « primér, ist ¢ = a+b =1 (mod 4) und somit gilt < Z) — i“T" nach Satz 4.4.10.
4

).~ ),
()
_ d(d+1)< ! )
_ (-1 d(d+1)< +1 )

=

Also folgt insgesamt

3 b242b | atb—1
=17 4 + 4

La=b—b2—1

=1 4

Dabei wurde im letzten Schritt verwendet, dass 2b% + 4b = 2b(b + 2) = 0 (mod 16) ist und
somit b2 + 3b = —b?> — b (mod 16). Dies ist gleichbedeutend mit % = # (mod 4).




4.4 Das biquadratische Reziprozitétsgesetz und die Ergdnzungssétze 83

(3) Nun zu dem letzten Erginzungssatze, der aufgrund der Primfaktorzerlegung von 2, direkt
aus den ersten beiden folgt. Es ist

B0
- (") ()

. a—l+a—b—1—62

denn es gilt a — 1 = b (mod 4), also folgt a — 1 — 2=

b2
2 T2
(b+2)=0 (mod 4) und somit —5 = 2(b+ 1) =% (mod 4).

=0 (mod 4). AuBerdem gilt

O]

Das nachfolgende Beispiel soll die Berechnung eines biquadratischen Restsymbols mit Hilfe des
biquadratischen Reziprozititsgesetzes und dessen Ergénzungssitze verdeutlichen.

4.4.18 Beispiel. Betrachte die priméren Primelemente m = 3+ 2¢ und A = —1 — 6¢. Die beiden
Elemente sind prim, da die Normen N(7) = 13 und N(A) = 37 Primzahlen sind. Wir werden
sehen, dass 7 kein kubischer Rest modulo A ist:

<3+2i’> biqu:.RG(_l)321121<—1—§z’>
-1-6t/, 3+21 ),
_(5-2
__<3+2i>4
1 —5+2i
__(3+2i>4<3+2i>4
(-0 ()
3+2i /),
(542
_<3+2i>4
biqu_.RG(_1>521321<3+2Z'.)
—-5+2i/,
B 8
__(—5+2i>4
92 3
__(—5+2i>4




84 4 Das biquadratische Reziprozitétsgesetz

4.5 Anwendungen

In diesem Abschnitt soll das biquadratische Reziprozitéitsgesetz verwendet werden einige Pro-
blemstellungen zu 16sen. Im Folgenden wird Eulers Vermutung beziiglich Primzahlen der Form
22 + 64y? bewiesen werden und zum Abschluss des Kapitels folgt der Beweis der Vermutungen
(1.1) und (1.2) des einfithrenden Beispiels 1.0.3. Weiterhin wird die Losbarkeit rationaler Glei-
chungen 2* = a (mod p) fiir verschiedene ungerade Primzahlen p untersucht werden.

Zunichst zu Eulers Vermutung fiir Primzahlen p = 22 4 64y2. Fiir den Beweis dieser Vermutung

wird der dritte Ergdnzungssatz des biquadratischen Reziprozitidtsgesetzes verwendet.

4.5.1 Theorem. 4Sei p > 0 eine Primzahl. Dann gilt die Aquivalenz:
JzyeZ: p=at+64y°> © p=1 (mod 4) und 2 ist ein biquadratischer Rest modulo p.

Beweis. Aus der Darstellung p = 12464y folgt direkt p = 1 (mod 4), da das Quadrat ungerader
Zahlen immer kongruent zu 1 modulo 4 ist (Wenn x gerade wire, so wire p keine ungerade
Primzahl). Fiir p = 1 (mod 4) kénnen wir eine Darstellung p = a? + b?> = 77 wihlen mit einem
priméren Primelement m = a + bi von Z[i]. Mit der Isomorphie Z/pZ = Z[i]/7Z[i] und mit dem
dritten Ergénzungssatz zum biquadratischen Reziprozititsgesetz (Satz 4.4.17) folgt: 2 ist ein
biquadratischer Rest genau dann, wenn i~3 = 1 ist und das ist genau dann der Fall, wenn b
durch 8 teilbar ist. O

Sei im Folgenden p = 1 (mod 4) eine Primzahlen, 7 ein Primelement von Z[i] mit p = 77 und
a € 7 ein zu p teilerfremdes ganzzahliges Element. Wir haben bereits in Satz 4.2.6 gesehen, dass
die Aquivalenz

<—> =1 < z'=a (mod ) hat eine Losung z € Z[i]
4

gilt. Wir wollen nun eine Aussage iiber die Losbarkeit der Gleichung 2* = a (mod p) in Z treffen.
4.5.2 Satz. ° Es gilt

<2> =1 < z'=0a (mod p) hat eine Lisung x € Z.

T/ 4

Beweis. Jedes Element aus Z[i] ist modulo m = ¢ + di kongruent zu einer ganzen Zahl. Denn d
und p sind teilerfremd. Mit dem euklidischen Algorithmus folgt die Existenz eines b € Z, sodass
bd = m (mod p) gilt. Sei A\ = m + ni ein beliebiges Element aus Z[i]. Dann ist

=p—br=p—bec—bdi=pu—bc—mi=n-—"b d ).
UW=p—br=p—bc—>bdi=p—bc—mi=n—>bc (mod )

€z
Folglich gilt die Aquivalenz
<2> =1 < z'=a (mod ) hat eine Losung z € Z.
T/ 4

“siehe [Cox89, S.83, Thm. 4.23]
Ssiehe [IR93, S.128, Lemma 1]
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Da auf beiden Seiten der Kongruenz z* = a (mod 7) ganzzahlige Elemente stehen, ist die ganz-

zahlige Losbarkeit dieser Kongruenz gleichbedeutend mit der Losbarkeit von z* = a (mod p) in

Z. O

Wir kénnen nun auch den Zusammenhang zwischen dem Legendre-Symbol und dem biquadra-
tischen Restsymbol untersuchen. Es ist offensichtlich, dass die Losbarkeit von z* = a (mod p)

in Z bereits die Losbarkeit der Gleichung 22 = a (mod p) impliziert. Also gilt

(671 = 6.

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht, denn 4 ist ein quadratischer Rest modulo 5 (22 = 4
(mod 5)) aber kein biquadratischer Rest. Fiir z € F} ist 2% = 1 in Fs.

Die quadratischen Reste in einem endlichen Korper Z[i]/7Z[i] fiir ein beliebiges Primelement
7 von Zli], sind die Element, fiir die das biquadratische Restsymbol (;) 4 die werte 1 oder -1
annimmt. Dies wird im folgenden Satz gezeigt.

4.5.3 Satz. FEs gilt:

4.5.4 Satz. ¢ Ist <ﬁ> =1, so gilt (2) = +1.
D) T/ 4

Beweis. Nach Eulers Kriterium (3.3) ist (%)2 = 1 gleichbedeutend mit T =1 (mod p). Wegen
p = a7 gilt diese Kongruenz auch beziiglich 7. Es folgt

(%)2 _ (a"%)z — 0" =1 (mod 7).

4

2

Also gilt (2> = 1. Dies impliziert <2> ==+1. O
)4 4

Im Weiteren werden Primzahlen p = 3 (mod 4) und ein zu p teilerfremdes Element a € Z

betrachtet. Auch fiir solche Primzahlen, kénnen wir eine Aussage zur Losbarkeit rationaler

Gleichungen % = a (mod p) in Z machen.

4.5.5 Satz. 7 Fiir eine trige Primzahl p = 3 (mod 4) ist die Gleichung z* = a (mod p) fiir

jedes zu p teilerfremdes a € Z lésbar, d.h. (%) =1.
4

Beweis. Nach Voraussetzung ist p— 1 nicht durch 4 teilbar. Somit existiert ein Automorphismus
a+ a* auf (Z/pZ)*. Da die Gleichung nur fiir ganzzahlige a € Z betrachtet wird, gibt es immer
eine ganzzahlige Losung. O

Als weitere Anwendung des biquadratischen Reziprozitéitsgesetzes und dessen Ergénzungssitze,
kann man nun noch fiir ein priméres Primelement © = a+bi von Z[i] mit b # 0 das biquadratische

Restsymbol <Z> berechnen. Da 7 und 7 teilerfremd sind, ist das Symbol nicht 0.
)4

Ssiehe [TR93, S.128, Lemma 2]
"siehe [Cox89, S.92, Aufg.. 4.20)
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4.5.6 Satz. & Sei ™ = a+ bi ein primdres Primelement von Z[i] mit b # 0. Dann gilt

060

(vgl. Aufgabe 28 von [IR93, S.136]). Um (Z) genauer zu bestimmen, ist es ausreichend, die
T/ 4

2
beiden Restsymbole der rechten Seite zu berechnen. Das erste biquadratische Restsymbol (—)

T) 4
lasst sich direkt aus dem dritten Ergénzungssatz (Satz 4.4.17) bestimmen. Wir wollen nun auch

a
noch den Wert des Restsymbols [ —| genauer bestimmen. Um das biquadratische Rezipro-
T

4
zitdtsgesetz anwenden zu konnen, wird eine Einheit u benétigt, sodass wa primér ist. Zeige

dazu, dass a = (—1)107_1 (mod 4) gilt (siche [IR93, Aufg.28]).
Ist @ = 1 (mod 4), so folgt wegen 7 primér, bereits b = 0 (mod 4) und a? + > = 1 (mod 8).
Dies impliziert

a?+b2-1
4

(—1) =1=a (mod4).
Ist andernfalls @ = 3 = —1 (mod 4), so ist b =2 (mod 4) und a? +b?> =5 (mod 8). Damit folgt
022
(-1) T =—1=a (mod 4).

Folglich ist (—1)1)4;1(1 = 1 (mod 4) und Eisensteins biquadratisches Reziprozititsgesetz (Theo-
rem 4.4.6) ist anwendbar. Dann folgt

Dabei ist a®> — 1 = (a — 1)(a + 1) durch 8 teilbar.

8 Aussage siehe [TR93, S.136, Aufg. 30]; fiir den Beweis werden auch [IR93, S.136, Aufg. 27-30] gezeigt
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Mit den Gleichungen (4.18) und (4.19) gilt

9000,
- (= )( ><l> (e —),
- (i <(?2>>4( —),
) =2\ e
=(‘72)4<—>

Im letzten Schritt wurde verwendet, dass wegen a = (—1)1077l (mod 4)

:1

p—1
l—a p+3 1—-(-1)7 [(p—1 -
5 1= 5 ( 1 +1) =0 (mod?2)

1 a—1p+3

gilt. Denn es ist 22 =0 (mod 2) oder 22 =1 (mod 2). Damit folgt (—1)"z "7 = 1. O

= 5=

Nun als letzten Satz noch den Beweis der Vermutungen (1.1) und (1.2) der Einleitung. Es wird
eine allgemeinere Form bewiesen werden, sodass die Vermutungen (1.1) und (1.2) als Spezialfall
folgen.

4.5.7 Satz. Seien q und u zwei ungerade ganze Zahlen, sodass p =4qu+1 = a + 4b% eine
Primzahl ist. Falls Sq = 224 41 = Ay - By mit Ay =29 — 2q2 , By =21+ 2% + 1 durch p
teilbar ist, so gilt

+3u (mod 8)

A 0 (mod p) und By
+u (mod 8) < A,

2(1 4 29) (mod p) und B,

2(1 +29) (mod p)

b
b 0 (mod p)

Beweis. Gelte p | (224 + 1), dann ist 2% = 2% =1 (mod p). Dies ist dquivalent zu of =1
(mod p).

Denn durch Quadrieren der ersten Kongruenz erhalte direkt of =1 (mod p). Gilt umgekehrt
ofr =1 (mod p), so folgt o = +1 (mod p). Wir miissen also nur das positive Vorzeichen
ausschliefen. Wiire 2% = +1 (mod p), so wiirde durch potenzieren mit u die Kongruenz

=9 = (2) — (- (mod p)

folgen. Damit gilt die Aquivalenz

2
_ 1
o' =1 (modp)<:>p =
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Dies zeigt, dass p = +1 (mod 8) wire. Wegen p = 4qu + 1 gilt jedoch p =5 (mod 8), denn qu
ist ungerade und somit ist qu — 1 durch 2 teilbar. Damit gilt p — 5 = 4qu —4 = 4(qu—1) =0
(mod 8). Folglich ist 2% = —1 (mod p) wie gewiinscht.

Um die Restklassen von A, und B; modulo p bestimmen zu kénnen, berechne zunéchst die
Restklassen von 2¢ und 23~ modulo 7.

Sei dazu 2% = —1 (mod p) fiir p = 77 mit 7 = a+ 2bi. Dann gilt die Kongruenz auch modulo
7 und somit ist 20 = 2% = ¥ fir k € {1,3}. Da u ungerade ist, gilt u?> = 1 (mod 4) und es
folgt

p—1

U2 —
2m =k = (zk) = ot u (mod 7).

Mit dem Ergénzungssatz 4.4.17 zum biquadratischen Reziprozitéitsgesetz gilt dann

Es ist nun gezeigt, dass

29 = 2% =i~ (mod ) (4.20)
gilt. In dhnlicher Weise kann auch die Restklasse von 2% — 9% 5" bestimmt werden. Dabei
ist

—1+4u p—1+4u
2PT (—Z(1+Z)2)T . p—1+4u L p—1+4u L —(p—D+4u p—-1 .
(1 + Z) = (1 + Z) = (—2) 8u (1 —|— Z) 4u 1 = (—1,) 8u 2 du = 1,k (mod 7‘(‘)

Somit bleibt die Restklasse nach potenzieren mit u? = 1 (mod 4) erhalten. Es folgt nach einiger
Rechnung, die hier im Detail nicht ausgefithrt werden wird:

P ot (oM ot \Y (oM N\ 2t "
(1+i) B (1_|_7:)u2 B (1+i)u o (1+i) (1—1—2.)“71
— ((—i)%(l + @')%‘tly ((—i)%(l + i)uflf(u71)>u
=i2" (mod )

Da b und u beide ungerade sind, muss b = +u (mod 8) oder b = +3u (mod 8) gelten. Unter-
scheide nun die einzelnen Félle:

(a) Gilt b=wu (mod 8). Dann gilt bu =1 (mod 8), denn alle Quadrate ungerader Zahlen sind
kongruent zu 1 modulo 8. Somit folgt

By=29+2" +1=i ™4 (14i)i 2" +1=#+(1+4)i+1=0 (mod ).

Da auf beiden Seiten nur ganzzahlige Elemente stehen, gilt die Kongruenz auch modulo
p. Wegen A, + By = 2(27 4 1) folgt dann

A;=2(27+1) (mod p).
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(b) Ist b= —u (mod 8), so bu = —1 (mod 8) und daher B, =i+ (1+1i)(—1)+1 =0 (mod 7).
Die Argumentation fiir A, folgt analog.

(c¢) Sei nun b = 3u (mod 8) und somit bu = 3 (mod 8). Dann folgt

3—bu

Ay =21-2" +1=i " (140} 2 +1=i—(1+i)+1=0 (modn).

Damit gilt A; =0 (mod p) und mit A,+ B, = 2(1+429) folgt auch B, = 2(1+27) (mod p).
(d) Ist b= —3u (mod 8), so bu = —3 (mod 8). Dann folgt A, = i*—(1+4)i*+1 =0 (mod 7).
O
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