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1 Einleitung

Graphen sind in der Modellierung vieler bekannter Optimierungsprobleme von her-
ausragender Bedeutung. Einige wichtige Probleme der Graphentheorie, gemessen
an der Zahl ihrer praktischen Anwendungen, sind fiir allgemeine Graphen nur mit
erheblicher Rechenzeit zu 16sen. Fiir bestimmte Graphenklassen, wie zum Beispiel
chordale Graphen, haben viele dieser Probleme deutlich giinstigere Laufzeiten. Die
Zugehorigkeit einzelner Graphen zu bestimmten Graphenklassen zu iiberpriifen,
kann also eine lohnende Aufgabe sein. Dabei hat sich die lexikographische Breitensu-
che LexBFS (= engl. Lexicographic Breadth First Search) als sehr erfolgreiches Kon-
zept erwiesen. Die Anwendung von LexBFS zur Erkennung bestimmter Graphen-
klassen steht im Mittelpunkt dieser Arbeit. Urspriinglich war LexBFS entwickelt
worden, um chordale Graphen in Linearzeit zu erkennen. Mittlerweile gibt es auf
LexBFS basierende Algorithmen, die in Linearzeit Cographen, distance-hereditary
Graphen, Pj-reduzierbare Graphen, Pys-spérliche Graphen u. a. erkennen. Fiir eini-
ge Klassen erreichten die LexBFS-basierten Algorithmen erstmalig Linearzeit. Fiir
andere Klassen sind sie deutlich einfacher zu implementieren als andere Algorith-
men. Weitere Anwendungen von LexBFS sind u. a. die exakte oder ndherungsweise
Durchmesserbestimmung fiir Graphen einzelner Graphenklassen in Linearzeit.

Zentraler Punkt dieser Arbeit sind die konkreten Algorithmen und vor allem ihre
Implementierung. Es wurde ein Java-Programm erstellt, das einige Graphenklassen
mittels LexBFS und seiner Varianten erkennen kann. Das Programm wird in Kapi-
tel 5 vorgestellt und unter

www.rwev.de/web-content /LexBF SFrames.html

besteht die Moglichkeit zum Download.

Im Kapitel 2 werden zunéchst die Grundlagen der weiteren Ausfiihrungen gelegt.
Dort werden Notationen, Begriffe aus der Graphentheorie und die betrachteten Gra-
phenklassen vorgestellt. In Kapitel 3 wird detailliert auf LexBFS eingegangen. Der
genaue Ablauf des Algorithmus, Implementierungsdetails und die daraus resultieren-
de, lineare Laufzeit werden erldutert. Zuséatzlich werden noch Varianten von LexBFS
vorgestellt, die in den spéter vorgestellten Algorithmen zum Einsatz kommen. Au-
flerdem wird eine Einordnung von LexBF'S in eine grofere Klasse von Graphsuchal-
gorithmen vorgenommen.

In Kapitel 4 werden die Anwendungen von LexBFS, die Erkennung bestimmter
Graphenklassen und weitere Anwendungen beschrieben. Dabei werden die jeweili-
gen Algorithmen unter Beriicksichtigung von Korrektheitsbeweisen (teils ausgefiihrt,
teils auf die entsprechende Literatur hingewiesen), Laufzeiten und Implementie-
rungsdetails betrachtet. Aufgrund des begrenzten Umfangs dieser Arbeit, wird der
ausfithrliche Beweis der Korrektheit nur fiir chordale Graphen, Cographen und ech-
te Intervall Graphen ausgefiihrt. Fiir die anderen Graphenklassen werden Skizzen
der Beweise erldutert und auf die entsprechende Literatur verwiesen. Als Abschluss
von Kapitel 4 werden noch die weiteren, iiber die Erkennung von Graphenklassen
hinausgehende Anwendungen von LexBFS erldutert.



1 Einleitung

Kapitel 5 behandelt die, in Java erstellte, Implementierung der betrachteten Al-
gorithmen. Es werden die verwendeten Datenstrukturen erliutert. Die Graphische
Benutzeroberfliche (engl. Graphic User Interface = GUT) und der Funktionsumfang
des Programms werden in einer Art Bedienungsanleitung erklart.

Als Abschluss werden in Kapitel 6 die Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst
und ein Ausblick auf weitere Moglichkeiten der Suchalgorithmen in Graphen gege-
ben.

Da es fast ausschliefilich englischsprachige Referenzliteratur gibt, existieren es fiir
viele der verwendeten Begriffe keine, in der Graphentheorie iibliche, deutsche Uber-
setzung. Zudem sind die englischen Begriffe oft sehr pragnant und besitzen nur unbe-
friedigende Ubersetzungen ins Deutsche. Als Beispiel sei nur ,tie-breaker* erwihnt,
dass sich mit ,,Unentschieden-Brecher” sicherlich nicht gut iibersetzen lisst. Daher
werden meistens die englischen Originalbegriffe verwendet, auch wenn dies den Le-
sefluss etwas stort.

Der grofse Umfang dieser Arbeit, resultiert aus dem Bestreben die Algorithmen und
Graphklassen anhand von Beispielen und Abbildungen zu verdeutlichen. Eine Ver-
lagerung von diesen Teilen in den Anhang hétte das Lesen erschwert.



2 Voriiberlegungen

2.1 Notationen, Bezeichnungen und grundlegende Definitionen

Es werden ausschlieflich ungerichtete Graphen betrachtet. Der Graph G = (V, E)
besteht aus der Menge seiner Knoten V' und der Menge seiner Kanten FE. Jede
Kante e € E verbindet zwei verschiedene Knoten v, w € V. Sind v und w durch eine
Kante verbunden, also adjazent v € Adj(w) w € Adj(v), wird diese Schreibweise
oftmals durch vw € E ersetzt. Es gibt keine Schleifen in G. Zwei Kanten e, f €
FE unterscheiden sich stets mindestens in einem ihrer Knoten, d.h. zwischen zwei
Knoten gibt es maximal eine Kante. Die Anzahl der Knoten eines Graphen G wird
stets mit n bezeichnet n = |V|. Die Anzahl der Kanten eines Graphen G wird stets
mit m bezeichnet m = |E)|.

Wird im weiteren Verlauf der Arbeit von linearer Laufzeit der Algorithmen ge-
sprochen, so ist damit O(|V| + |E|) = O(n + m) gemeint. Auf Ausnahmen wird
ausdriicklich hingewiesen.

Definition 2.1 (Nummerierung der Knoten)
Eine Nummerierung oder auch Sortierung der Knoten ist eine Bijektion:

o:1,....n—=>V =A{vy,...,0,}

und
oMV ={vy,...,0}) = 1,...,n

In den spéter betrachteten Algorithmen ist die Nummerierung ein Prozess, d. h. es
wird sukzessiv nummeriert. Daher macht es Sinn, je nach der Richtung der Num-
merierung, von vorwérts 1,...,n oder rlickwérts n,...,1 zu sprechen. Beziiglich
der Knotenmenge werden die Begriffe ,Nummerierung®, ,Sortierung* und Ordnung
der Knoten im Text synonym verwandt. Ebenso werden die Begriffe ,Suche bzw.
,ortieren der Knoten* synonym verwandt. Der Durchlauf durch alle Knoten eines
Graphen mit gleichzeitiger Nummerierung wird im weiteren Verlauf als Sweep be-
zeichnet. Um die Darstellung zu vereinfachen, wird oftmals fiir zwei Knoten v,w € V
die Schreibweise 0~!(v) < o~} (w) durch v <, w ersetzt. Wenn klar ist, welches o
gemeint ist, wird es auch einfach durch v < w ersetzt. Unter dem Komplementdr-
graphen G =V, E eines Graphen G = (V, E) versteht man den Graphen, der genau
die Kanten enthélt, die in G nicht enthalten sind. Yo,y € V : oy € E & 2y ¢ E.
Die Menge aller zum Knoten v adjazenten Knoten wird mit N (v) bezeichnet. N fiir
Nachbarschaft bzw. Neighbourhood. Man unterscheidet die offene Nachbarschaft
N(v) und die geschlossene Nachbarschaft N[v] = N(v) U{v}. Wenn nicht an-
ders erwihnt, ist im Folgenden stets die offene Nachbarschaft gemeint. Im Hinblick
auf die Nummerierung o eines Graphen, gibt es die beiden wichtigen Teilmengen
von N(v): N*(v) und N~ (v) mit

NT(v)={we Nw) Ao~ (w) > o7 (v)}

N-(v)={we Nw) Ao (w) <o (v)}
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Je nach Richtung der Nummerierung ist demnach entweder N (v) oder N~ (v) die,
zum Zeitpunkt der Nummerierung von v, nummerierte Nachbarschaft von v.
Ein induzierter Teilgraph H = (Vi, Ep) eines Graphen G = (V| F) ist ein Graph,
der eine Teilmenge Vi der Knoten V' als Knotenmenge besitzt und genau die Kanten
aus G, deren beiden Endpunkte in Vj liegen. Es ist stets ein induzierter Teilgraph
gemeint, wenn von einem Teilgraphen gesprochen wird. Auf Ausnahmen wird aus-
driicklich hingewiesen. Von besonderer Bedeutung sind (induzierte) Teilgraphen, die
sich aus der Nummerierung der Knoten ergeben.

Definition 2.2 (Durch Nummerierung festgelegte Teilgraphen)

Der durch die Nummerierung o festgelegte (induzierte) Teilgraph G; = (Vi, En),
ist der Teilgraph des Graphen G, der nur die Knoten v € V mit o~ (v) > i enthiilt.
Also: Vg ={v eV :07Y(v) >i}.

Umgekehrt definiert man den Graphen G; = (Vu, Ex) als den (induzierten)
Teilgraphen von G, mit Vg = {v € V : 071 (v) < i}.

Die Teilgraphen G; bilden die Grundlage fiir so genannte Eliminationsordnungen
= FEOs, siehe Abschnitt 2.3.2. Die Teilgraphen Gj; sind u. a. bei der Erkennung von
Cographen von Bedeutung.

Eine Clique der Grofse [, bezeichnet stets mit K, ist ein vollstdndiger Graph mit [
Knoten und dementsprechend 12771 Kanten. Ein Weg(Way) der Lénge n, bezeichnet
stets mit W), ist eine Knotenfolge n verschiedener Knoten {vy,...,v,}, mit paar-
weise verbunden Knotenpaaren, d.h. Vv;,v; i,j =1,...,nAli—j| =1:v; € N(vj).
Ein Pfad (Path) der Liange n, bezeichnet stets mit P, , ist ein Weg der Lénge n,
fiir den gilt: Vv, vj 4,5 =1,...,n A i —j| # 1 : v; ¢ N(vj). Ein Pfad ist ein Weg
ohne Abkiirzung. Ein Kreis (Circle) der Lange n, ist ein geschlossener Weg, d.h.
die Anfangs- und Endknoten sind adjazent viv,, € E. Von Bedeutung sind vor allem
sehnenlose Kreise, bezeichnet stets mit C,, fiir diese gilt viv, € F und sonst gilt:

Vi=1,...,n: vitj € B ’Z:_J:|:1
:L‘l'IL‘j¢E |’L—]|751

Die Entfernung (Distance) zweier Knoten v,w € V in G = (V, E), bezeichnet
mit dg(v,w), ist die Lénge des kiirzesten Pfades zwischen v und w. Sollte dieser
(bei nicht zusammenhéngenden Graphen) nicht existieren, gilt: dg (v, w) = oo. Soll-
te aus dem Zusammenhang klar sein, welcher Graph der Entfernung zugrunde liegt,
wird der Index G auch weggelassen. Die Ezzentrizitdt ecc(v) eines Knoten v ist
die maximale Entfernung eines Knoten u von v in G, also: ecc(v) = J\fec‘t/_x(d(v,u)).

Der Durchmesser(Diameter) eines Graphen G, bezeichnet mit D¢, bezeichnet

den groften Abstand zweier Knoten v, w € V innerhalb des Graphen G, oder auch:

Dg =M c‘L/m(ecc(v)). Bezeichnet man den zuerst nummerierten Knoten innerhalb
ve

einer Nummerierung o mit s, dann wird die Teilmenge U C V: Yu € U : d(u, s) =
kik=1,...,ecc(s) als k-ter Layer von G bezeichnet.
Mittels der Entfernungen innerhalb von G werden die Potenzen G* mit k € N
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von G definiert. Die Potenzen G* eines Graphen G besitzen die Knotenmenge V
und zwischen allen Knoten, deren Entfernung in G maximal k betrigt, existiert eine
Kante in G¥. GF = (V, E},) mit Ej, = {vw € V|dg(v,w) < k}.

Ein Modul M eines Graphen bezeichnet eine Teilmenge M C V der Knotenmenge,
fiir die gilt, dass jeder Knoten auferhalb von M entweder zu jedem Knoten aus M
oder zu keinem Knoten aus M adjazent ist. Yo,w € M,Vx € V\ M :v € N(z) &
w € N(z). Gilt: M =V, M = () oder |[M| = 1 spricht man von trivialen Modulen,
sonst von echten Modulen. Man bezeichnet einen Graphen G als Prim-Graphen
(prime Graph), wenn er nur triviale Module als Teilgraphen enthélt.

Einen Knoten v € V mit N(v) = 1 nennt man hdngenden Knoten. Module, die
zwei Knoten enthalten, nennt man Zwillinge. Sind die beiden Knoten benachbart,
echte Zwillinge, ansonsten unechte Zwillinge.

Eine Teilmenge S der Knotenmenge V eines zusammenhingenden Graphen G =
(V, E)) bezeichnet man als Separator, wenn der induzierte Teilgraph H = (Vi, Ery)
mit Vg = {V \ S} nicht zusammenhéngend ist.

Innerhalb eines Graphen spricht man von einem ,,asterotdal triple”, wenn es drei
Knoten uw,v,w € V gibt, fiir die gilt: Es gibt zwischen allen drei Knoten paarweise
Pfade, die die Nachbarschaft des dritten Knoten nicht benutzen. Gibt es innerhalb
eines Graphen kein asteroidal triple, so spricht man von einem AT-freien Gra-
phen.

Ein Graph G = (V, E) ist ein bipartiter Graph oder auch zweifirbbarer Graph,
wenn sich die Knotenmenge V so in zwei disjunkte Teilmengen S und T auftei-
len lésst, dass fiir die von S und T induzierten Teilgraphen Gg,Gr gilt: Gg =
(5,0, Gy = (T, 0).

Einige Graphenklassen lassen sich mittels ihrer Dekomposition charakterisieren,
daher werden nachfolgend zwei Arten von Dekompositionen vorgestellt.

2.2 Dekompositionsarten von Graphen
2.2.1 Modulare Dekomposition
Die modulare Dekomposition zerlegt den Graphen in seine Module. Dabei entsteht

eine Baumdarstellung des Graphen, der der Satz 2.1 zugrunde liegt:

Satz 2.1 (Modulare Dekomposition) zitiert nach [8]
Gegeben sei ein Graph G = (V, E) mit |V| > 2, dann gilt genau eine der folgenden
Bedingungen:

1. Der Graph G ist nicht zusammenhdngend und kann in seine zusammenhdn-
genden Komponenten zerlegt werden. Parallele Zerlegung

2. Der Komplementirgraph G ist nicht zusammenhdingend und G kann in die zu-
sammenhdngenden Komponenten von G zerlegt werden. Serielle Zerlegung
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3. G und G sind zusammenhingend. Dann gibt es mehrere Teilmengen U C V
und eine Partition P von V, so dass gilt:

a) Jede Teilmenge U hat mindestens drei Knoten. |U| > 3.

b) Die durch die Teilmengen U induzierten Teilgraphen G(U) sind mazimale
prime Teilgraphen von G.

¢) Fir jede Klasse S der Partition P gilt: S ist ein Modul und |SNU| =1

Jeder Knoten v € V bildet ein Blatt des Dekompositions-Baumes T von G. Fiir
jedes Modul M von G wird ein Modul-Knoten k eingefiigt. Die Blétter, die Nach-
folger von k sind, sind genau die Knoten des Graphen aus M. Es gibt drei Arten
von Modul-Knoten geméf der drei Félle aus Satz 2.1. Parallele Modul-Knoten wer-
den mit einer 1 gekennzeichnet, Serielle Knoten mit einer 0 und Prim Knoten mit
einem P. In Abb. 3 ist ein Beispielgraph und in Abb. 4 seine modulare Zerlegung
dargestellt. Treffen sich die Pfade zweier Knoten v, w zur Wurzel des Baumes in
einem mit einer 1 gekennzeichnetem parallelen Knoten, ist vw € E. Treffen sich
die Pfade in einem mit einer 0 gekennzeichneten seriellen Knoten, ist vw ¢ E. Die
Nachfolger eines Prim-Knoten sind gerade die Knoten eines maximalen primen Teil-
graphen von GG. Wenn ein Dekompositions-Baum eines Graphen G nur parallele und
serielle Knoten enthilt, so handelt es sich bei G um einen Cographen. Der modulare
Dekompositionsbaum eines Cographen wird auch als Cotree bezeichnet, siehe 2.3.4.
Bisher gibt es einige Algorithmen zur modularen Dekomposition. Habib, de Mont-
golfier und Paul [45] haben 2004 einen Algorithmus mit linearer Zeitkomplexitét
zur modularen Dekomposition allgemeiner Graphen entwickelt. Corneil, Bretscher,
Habib und Paul [11] vermuten, dass LexBFS auch auf diesem Gebiet von Nutzen
sein kann.

Eine weitere Art der Dekomposition von Graphen, die von Cunningham [28] als eine
Verallgemeinerung der modularen Dekomposition fiir gerichtete Graphen entwickelt
wurde, ist die Split-Dekomposition.

2.2.2 Split-Dekomposition

Diese Art der Dekomposition ist fiir Graphen mit erblicher Distanz (engl. distance
hereditary Graphs DH-Graphen), siehe Abschnitt 2.3.5, von Bedeutung. Sie wird
durch so genannte ,Splits” definiert.

Definition 2.3 (Split)
Ein ,Split“ eines Graphen G = (V, E) ist eine disjunkte Aufteilung der Knotenmenge
V ={Vi U Va}, fir die gilt:

1., [Va| = 2

2. Bildet man fir jeden einzelnen Knoten v aus V;, die Schnittmenge N*(v)
seiner Nachbarschaft mit der anderen Teilmenge V; N*(v) = N(v)NVj. Dann

bildet die Vereinigung samtlicher Schnittmengen N*(v) einen vollstandigen
veV
bipartiten Teilgraphen.
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Gibt es fiir einen Graphen einen solchen Split, nennt man ihn dekomponierbar
beziiglich der Split-Dekomposition, andernfalls diesbeziiglich prim. Triviale
Splits sind solche, bei denen |Vi| = 1V |Va| = 1 gilt, dann ist G eine Clique oder
ein Stern. Ein Stern Gg ist ein Graph, der einen, zu allen anderen adjazenten
Knoten besitzt. Alle iibrigen Knoten sind hingende Knoten. Jeder Split fiir einen,
durch einen Split entstandenen, Teilgraphen von G ist auch ein Split fiir G. So
ergibt sich eine rekursive Dekomposition mittels Splits. An deren Ende stehen prime
Teilgraphen oder solche, die nur noch triviale Splits zulassen. Ein Graph G ist
vollstandig dekomponierbar, wenn er keine primen Teilgraphen enthélt, sondern nur
Cliquen und Sterne. Diese Graphen sind gerade die Graphen mit erblicher Distanz
aus Abschnitt 2.3.5. Die Baumstruktur, die durch die Split-Dekomposition definiert
wird, erreicht man, indem man bei jedem Split fiir jede Teilmenge V;,i = 1,2 einen
kiinstlichen (Dummy-) Knoten einfiigt. Dieser besitzt zu allen Knoten aus Vj,j =
1,2 # i eine Kante. Diese beiden Dummy-Knoten werden ebenfalls verbunden.
Cunningham [28] hat gezeigt, dass jeder zusammenh#ngende Graph eine eindeutige
Split-Darstellung, mit minimaler Anzahl an Split-Komponenten besitzt. Die Anzahl
der moglichen Splits ist durch die Anzahl der Knoten nach oben begrenzt [28].
Dahlhaus [29] hat gezeigt, dass sich Split-Dekompositionen fiir allgemeine Graphen
in Linearzeit berechnen lassen.

2.3 Graphenklassen
2.3.1 Perfekte Graphen

Eine Obermenge aller nachfolgend betrachteten Graphenklassen stellen die perfek-
ten Graphen dar. Einen sehr guten Uberblick zu diesem Thema liefert Golumbic [43].
Perfekte Graphen lassen sich u. a. folgendermafsen definieren.

Definition 2.4 (Perfekte Graphen)

Ein Graph G = (V, E) wird als perfekt bezeichnet, wenn fir alle Teilgraphen H von
G gilt: die chromatische Zahl x(H) ist gleich der Knotenanzahl der grifiten Clique
w(H) von H.

Perfekte Graphen lassen sich in polynomialer Zeit farben. Fiir allgemeine Graphen
gilt das nicht, es sei denn P = NP. Die chromatische Zahlen chordaler Graphen,
eine wichtige Teilmenge der perfekten Graphen, lassen sich sogar in linearer Zeit
berechnen [43].

2.3.2 Chordale Graphen

Chordale Graphen oder auch triangulierte Graphen waren eine der ersten Graphen-
klassen, deren Zugehorigkeit zu den perfekten Graphen nachgewiesen wurde [43].

Definition 2.5 (Chordale Graphen)
Ein Graph G ist genau dann chordal, wenn er keinen sehnenlosen (chordless) Kreis



2 Voriiberlegungen

C, mit n > 4 als Teilgraphen enthdlt. Eine Sehne innerhalb eines Kreises C, be-
zeichnet eine Kante uw € E zwischen zwei, im Kreis nicht benachbarter Knoten
U, W.

Definition 2.6 (simplizialer Knoten)
Ein Knoten v, dessen Nachbarschaft N(v) eine Clique bildet also N(v) = Ky, k € N,
nennt man einen simplizialen Knoten.

Simpliziale Knoten sind die Grundlage von perfekten Eliminationsordnungen.

Definition 2.7 (Perfekte Eliminationsordnung)

Ein PEO ist eine Nummerierung o~ (V = {v1,...,v,}) — 1,...,n der Knoten fiir
die gilt:

Vi, i=1,...,n: NT(v;) = {v; € N(v;)|o ™ (v;) > oL (v;)} bildet eine Clique. Das
heifit, dass jeder Knoten v; tm Teilgraph G; ein simplizialer Knoten ist.

Es gilt:

Satz 2.2 (Eigenschaften chordaler Graphen) nach [40]
Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. Ein Graph G ist chordal.

2. Ein Graph G besitzt eine ,perfekte Eliminationsordnung® (Perfect Elimination
Order = PEO).

3. Jeder minimale, d.h. inklusionsfreie, Knoten Separator aus G st ein vollstin-
diger Teilgraph von G.

Satz 2.3 (Anzahl simplizialer Knoten) [33/
Jede chordale Graph G = (V,E) hat einen simplizialen Knoten. Wenn G kein
vollstindiger Graph ist, hat G mindestens zwei nicht adjazente simpliziale Knoten.

Der Graph aus Abb. 1 ist ein chordaler Graph. Ohne die Kante vgv; wére er nicht
chordal; denn vq, v, v3, v5 wiirden einen Cy bilden. Chordalitét ist eine erbliche Ei-
genschaft, d.h. ist G chordal, so sind es auch alle seine (induzierten) Teilgraphen.
Der Begriff , perfektes Eliminationsschema® bezieht sich auf den Zusammenhang zwi-
schen Graphen und dem Gaufischen Eliminationsschema fiir lineare Gleichungssys-
teme. Anwendungen von chordalen Graphen liegen daher u. a. im Lésen von schwach
besetzten, linearen Gleichungssystemen [42]. Zu den Potenzen von chordalen Gra-
phen lassen sich folgende allgemeine Aussagen treffen:

Satz 2.4 (Potenzen von chordalen Graphen) /[7/

Ist ein Graph G* chordal, dann ist auch G**2 chordal. Jede ungerade Potenz G*
mit k =2n—1:n € N eines chordalen Graphen ist chordal, das gilt im Allgemeinen
nicht fir gerade Potenzen.
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wdd

w3 w3

v @ v

Abbildung 1: Ein chordaler Graph

2.3.3 Stark chordale Graphen

Eine wichtige Unterklasse der chordalen Graphen stellen die stark chordalen Gra-
phen dar. Sie wurden erstmals von Farber |38] untersucht. Einige Probleme lassen
sich auf stark chordalen Graphen in polynomialer Zeit 16sen, die auf chordalen Gra-
phen zu den NP-schweren Problemen zéhlen [30].

Definition 2.8 (stark chordale Graphen)

FEin Graph G = (V, E) ist stark chordal, genau dann wenn er chordal ist und jeder
Kreis gerader Linge von mindestens 6, eine ,ungerade” Sehne besitzt. Eine ,unge-
rade” Sehne ist eine Kante zwischen zwei Knoten v,w € C,,, deren Abstand in Cp,
ungerade ist deo, (v,w) =25+ 1,57 € N.

Stark chordale Graphen lassen sich auch mit Hilfe von Eliminationsordnungen cha-
rakterisieren:

Definition 2.9 (Starke Eliminationsordnung = SEO)
Eine Knoten Nummerierung o bezeichnet man als starke Eliminationsordnung (SEO
= strong elimination ordering), wenn gilt:

1. o st eine PEO

2.Vi,j,k,leVi<sj<sk<,l:ike ENileENjke E=jleFE

Die zweite Eigenschaft wird auch als I'-Freiheit der Adjazenzmatrix bezeichnet.
Es gilt folgender Satz:

Satz 2.5 [38]
Ein Graph ist stark chordal, wenn er eine starke Eliminationsordnung (SEO =
strong elimination ordering) besitzt.
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Abbildung 2: P, in G und in G

2.3.4 Cographen

Komplement reduzierbare Graphen, iiblicherweise nur noch Cographen genannt,
wurden von mehreren Autoren u. a. [21] unabhéngig voneinander in den 1970ern
und frithen 1980ern entdeckt. Sie zeichnen sich durch mehrere Definitionen bzw.
Charakterisierungen aus, deren Aquivalenz nicht unbedingt offensichtlich ist.

Definition 2.10 (Cographen)

Ein Graph G ist genau dann ein Cograph, wenn bei allen seinen induzierten Teil-
graphen H, die mindestens zwei Knoten enthalten, entweder H oder H unzusam-
menhdngend sind.

Die géngigste Charakterisierung von Cographen erfolgt, wie auch bei den chordalen
Graphen, iiber einen verbotenen Teilgraphen.

Satz 2.6 (P, Freiheit von Cographen) [67]
Ein Graph G st genau dann ein Cograph, wenn er keinen induzierten Pfad der
Lange 4 oder grofier enthdlt.

Daher bezeichnet man Cographen oft auch als Py - freie Graphen. Wie man anhand
von Abb. 2 erkennt, ist ein induzierter Py = {vi,v2,v3,v4} auch ein induzierter
Py = {v2,v4,v1,v3} im komplementiren Graphen G mit vertauschten Mittel- und
Endpunkten.

Ein Py ist gerade der kleinstmdgliche, nicht triviale, prime Teilgraph (bezogen auf
modulare Dekomposition) eines Graphen. Er lisst sich also nicht nur mittels paral-
leler und serieller Knoten darstellen.

Es gibt eine konstruktive Charakterisierung von Cographen:

Satz 2.7 (Konstruktion von Cographen) /[21/
Jeder Cograph lisst sich mit Hilfe der der folgenden Punkte konstruieren:

1. Jeder einzelne Knoten v bildet einen Cographen G = (v, @).

2. Wenn G ein Cograph ist, dann ist auch sein Komplement G ein Cograph.

10
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Abbildung 3: Ein Cograph

3. Wenn G = (Vg,Eg) und H = (Vg, Eg) knotendisjunkte Cographen sind,
dann ist auch thre Vereinigung ein Cograph.
GUH = (Ve UVy,EqgUEg U Egug) ein Cograph. Mit Equg = xy : x €
Va,y € Vg

4. Es gibt keine weiteren Cographen.

In Abb. 3 ist ein Cograph dargestellt.

Der modulare Dekompositionsbaum eines Cographen wird als Cotree bezeichnet.
Aufgrund der Konstruktionsvorschrift fiir Cographen aus 2.7 ist ersichtlich, dass
Cotrees ausschlieflich serielle und parallele Knoten enthalten kénnen, vgl. Abb. 4.
Cotrees enthalten einen Wurzelknoten R und der Pfad zwischen einem Knoten x
und der Wurzel R wird mit Pg bezeichnet. Die internen, sich abwechselnden Knoten
auf diesem Pfad werden mit 07, 17,03, 15 bezeichnet. Der Laufindex erhoéht sich in
Richtung der Wurzel R. Jeder dieser inneren Knoten stellt wiederum die Wurzel
eines Teilbaumes dar. Diese werden nach ihrer Wurzel mit 733, 77,155, - - . bezeich-
net, vgl. Abb. 4.

Tgf = {7)3,1)4} 5 Tlvll = {Ug}, T11121 = {1)5,1)6,1)7,1)8,1)9,1)10}.

In spateren Ausfithrungen wird auch die Menge der duferen Knoten aus den Teil-
bédumen T§; oder auch T7; mit T bzw. T7; bezeichnet. Aus dem Zusammenhang
ergibt sich, ob der Teilbaum oder seine Knotenmenge gemeint ist.

Im Zusammenhang mit dem Algorithmus aus Abschnitt 4.2 werden noch folgende
drei Eigenschaften von Cographen benutzt, zitiert nach [11]:

Satz 2.8 (Cotree komplementér)
Der Cotree Tz des komplementdren Graphen G ist genau der Cotree T von G mit
vertauschten 0 und 1-Knoten.

Satz 2.9 (Cograph Teilgraph)
Jeder induzierte Teilgraph eines Cographen ist wieder ein Cograph.

11
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Abbildung 4: Der Cotree zum Cographen aus Abb. 3

Satz 2.10 (Cograph Teilbaum)
Jeder mit einer Wurzel ausgestattete Teilbaum T des Cotrees T stellt den Cotree,
des durch die dufleren Knoten von T induzierten Teilgraphen, dar.

Die Darstellung eines Cographen als Cotree ist, bei abwechselnden inneren Knoten,
bis auf Isomorphien eindeutig |21].

2.3.5 Graphen mit erblicher Distanz

Graphen mit erblicher Distanz (engl. distance hereditary Graphs), im weiteren stets
mit DH-Graphen bezeichnet, sind eine weitere Teilmenge der perfekten Graphen.
Sie lassen sich folgendermafien definieren:

Definition 2.11 (DH-Graphen)

Ein Graph G = (V, E) ist genau dann ein DH-Graph, wenn fur alle Knoten v,w € V
gilt: Sind v,w in einen induzierten Teilgraphen H wvon G in der gleichen Kompo-
nente, dann ist die Distanz zwischen v und w in H genauso groff wie in G, also:
di(v,w) = dg(v,w).

Ebenso wie die bisher betrachteten Graphenklassen, lassen sich auch die DH-Graphen
mittels verbotener Teilgraphen charakterisieren.

Satz 2.11 (Verbotene Teilgraphen von DH-Graphen) nach [1]

Ein Graph G = (V, E) ist genau dann ein DH-Graph, wenn er keine der Graphen
aus Abb. 5 als induzierte Teilgraphen enthdlt.

12
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AN H <

Abbildung 5: Haus, Loch, Domino und Edelstein

Diese induzierten Teilgraphen bezeichnet man (von links nach rechts) als Haus,
Loch, Domino und Edelstein. Der abgebildete Graph ,Loch“ steht stellvertretend
fiir alle induzierten Teilgraphen, die einen Kreis ungerader Lénge darstellen.

Auch DH-Graphen lassen sich mittels einer Konstruktionsvorschrift charakterisie-
ren.

Satz 2.12 (Konstruktion von DH-Graphen) nach [1]

Ein Graph G ist genau dann ein DH-Graph, wenn er ausgehend von zwei adjazenten
Knoten erzeugt werden kann, indem man sukzessiv einfache Knoten anfiigt. Diese
Knoten miissen vom Grad 1 (hdngenden Knoten) sein oder nach Einfiigung in einem
echten oder unechten Zwillingspaar enthalten sein.

Es gelten folgende Zusammenhénge zwischen Cographen und DH-Graphen:

Satz 2.13 (Zusammenhang Cograph DH-Graph) nach [1]
Cographen stellen eine Untermenge der Graphen mit erblicher Distanz dar.

Beweis: Da jeder der Graphen aus Abb. 5 einen Py enthilt, kann kein Cograph einen
der Graphen als Teilgraphen enthalten und ist somit ein DH-Graph.

Satz 2.14 (Zusammenhang Cograph DH-Graph II) nach [1]

Sei G ein DH-Graph dann gilt: Fir jeden Knoten v € V und k € N gilt: Die
Teilmenge U seiner Knotenmenge V mit {U C V]u € U : dg(u,v) = k} induziert
einen Cographen.

Definition 2.12 (2-simplizialer Knoten)
In einem Graphen G bezeichnet man einen Knoten v € V als 2-simplizialen Knoten,
wenn die Teilmenge {U C V|u € U : dg(u,v) < 2} einen Cographen induziert.

Dann kann, analog zu einer PEO fiir chordale Graphen, eine Eliminationsordnung
definiert werden:

Definition 2.13 (2-simpliziale EO)

Eine 2-simpliziale EO ist eine Nummerierung

o XV ={v1,...,0n}) = 1,...,n der Knoten, fiir die gilt: Jeder Knoten v; ist im
Teilgraph G; ein 2-simplizialer Knoten.

13
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Es gilt nach [35]:

Satz 2.15 (2-simpliziale EO DH-Graph)
Ein Graph G ist genau dann ein DH-Graph, wenn er eine 2-simpliziale Eliminati-
onsordnung besitzt.

2.3.6 Intervall-Graphen

Eine weitere Teilmenge der perfekten Graphen stellen die Intervall-Graphen dar.
Anschaulich lassen sich diese folgendermaifsen definieren:

Definition 2.14 (Intervall-Graphen)

FEin Graph G = (V, E) ist genau dann ein Intervall-Graph, wenn man ihm folgendes
Modell zugrunde legen kann:

Jedem Knoten v; i = 1,...,n € V entspricht ein Intervall I; i = 1,...,n auf der
reellen Zahlengerade.

Zwei Knoten v;v; sind genau dann adjazent, wenn I; N 1; # @

Es besteht zwischen chordalen Graphen und Intervall-Graphen folgender Zusam-
menhang:

Satz 2.16 (Zusammenhang Intervall-Graphen chordale Graphen) [60]
Ein Graph ist genau dann ein Intervall-Graph, wenn er chordal ist und AT-frei ist.

Weiterhin gilt:

Satz 2.17 (,,Regenschirmfreiheit*) [64/
Ein Graph G = (V,E) ist genau dann ein Intervall-Graph, wenn es eine lineare
Ordnung < auf der Menge der Knoten V gibt, so dass Vv, w,u € V gilt:

u<vAv<wAuw € FE=uwek

Diese Bedingung wird in [23| als ,,Regenschirmfreiheit bezeichnet. Im Zusammen-
hang mit Cographen 4.2 wird auch von ,Regenschirmfreiheit* gesprochen, damit ist
dort aber ein etwas anderer Sachverhalt gemeint. Daher wird im weiteren Verlauf,
die Bedingung aus Satz 2.17 als IG-Regenschirmfretheit bezeichnet.

Um im spéteren Algorithmus testen zu kdnnen, ob eine Nummerierung Satz 2.17
erfiillt, benutzt man Satz 2.18.

Satz 2.18 (rechtseitige Nachbarschaftsbedingung) nach [23]

Eine Nummerierung o der Knoten V eines Graphen erfillt genau dann die Be-
dingung 2.17, wenn die rechtsseitigen Nachbarschaften Ny(v) der Knoten v € V
fortlaufend gemaff o nummeriert sind.

14
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V1
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V4 —
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Abbildung 6: Ein Intervall-Graph und seine Intervall-Darstellung

Beweis: Angenommen es gibt drei Knoten u,v,w € V mit u <, v <, wAuw € EA
wv ¢ E, dann ist Ny (u) nicht fortlaufend nummeriert in o. Andererseits sei Ny (u)
nicht fortlaufend nummeriert und = sei der am weitesten rechts stehende Nachbar
von u, dann muss es einen Knoten ¢ geben mit: u <, t <, x Aux € EAut ¢ E und
u,t, z bilden einen IG-Regenschirm. [J

Wenn eine Nummerierung o Satz 2.17 erfiillt und damit gem&f Satz 2.18 die rechten
Nachbarschaften fortlaufend sind, gilt folgender Satz:

Satz 2.19 (Intervall-Darstellung) =zitiert nach [23]

Sei G ein Intervall-Graph und o eine Satz 2.17 erfillende Nummerierung, dann
ist folgende Darstellung I = {I1,...,1,} eine giltige Intervall-Darstellung von G
YoeV,...,n: I, =" (v),0 7L (N.(v))] (N-(v) ist der rechteste Knoten von N|v]
ino).

Beweis: Man betrachtet zwei Knoten v;,v; € V fiir die o. B. d. A. gilt: v; <, v;.
Angenommen v;, v; € E, aber es gilt I,,NI,, = §. Da aber auch 0! (v;) < 07 (v;) <
o (N;(v;)) gilt. Widerspruch! Angenommen v;,v; ¢ E, aber I, N I,; # (. Dann
muss o~ (v;) < 07 (vj) < 07N, (v;)) gelten und die rechtsseitige Nachbarschaft
von v; ist nicht fortlaufend nummeriert. Also erfiillt o nicht Satz 2.17. Widerspruch!
O

Abb.6 zeigt einen Intervall-Graphen und die dazugehorige Intervall-Darstellung. Die
Intervalle wurden leicht ausgedehnt, um eine Uberschneidung zu erhalten. In Tab. 1
ist eine Satz 2.17 erfiillende Nummerierung, nebst der sich daraus geméf Satz 2.19
ergebenen Intervallgrenzen.

2.3.7 Echte Intervall-Graphen

Eine wichtige Teilmenge der Intervall-Graphen stellen die echten Intervall-Graphen
(= Proper Interval Graph PIG) dar. Sie sind folgendermafen definiert:

Definition 2.15 (Echter Intervall-Graph)
Ein Graph G ist genau dann ein echter Intervall-Graph, wenn er ein Intervall-Graph
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2 Voriiberlegungen

i o(1) linke rechte linke PIG rechte PIG
Int.-Grenze Int.-Grenze Int.-Grenze Int.-Grenze
1 U5 1 4 1 4
2 V3 2 5 2 5,5
3 Ve 3 6 3 6,6
4 U1 4 6 4 6,75
5 Vg 5 6 5 6,8
6 V4 6 6 6 6,83

Tabelle 1: Intervall-Darstellung des Graphen aus Abb. 6

ist und es eine wie in 2.14 beschriebene Intervall-Darstellung I = {I1,...,I,} gibt,
die inklusionsfrei ist, d.h. Vi, j I; € I;

Einheits-Intervall-Graphen (= engl. Unit Interval Graph UIG) stellen eine weitere
Teilmenge der Intervall-Graphen dar.

Definition 2.16 (Einheits-Intervall-Graph)

Ein Graph G ist genau dann ein Einheits-Intervall-Graph, wenn er ein Intervall-
Graph ist und es eine wie in 2.14 beschriebene Intervall-Darstellung I = {I,...,I,}
gibt, in der alle I; die gleiche Linge besitzen.

Die beiden Klassen der echten Intervall-Graphen und der Einheits-Intervall-Graphen
sind gleich. D.h. ein Graph G ist genau dann ein PIG, wenn er ein UIG ist. Zur
Aquivalenz gibt es einen kurzen Beweis von Bogart und West [3].

Fir PIGs bzw. UlGs gibt es weitere Charakterisierungen.

Satz 2.20 (3-Knoten Bedingung) nach [61]

Ein Graph G ist genau dann ein UIG, wenn es eine lineare Ordnung < auf der
Menge der Knoten V gibt, so dass Yv,w,u € V gilt: u < vAv < wAuw € F =
uv € EANvw € E.

Satz 2.21 (Nachbarschaftsbedingung) nach [65]
Ein Graph ist genau dann ein UIG, wenn es eine lineare Ordnung < auf V gibt,
so dass gilt: Yv € V : N(v) ist fortlaufend. d.h.: Seien u = ]\{m N(v)und w =

M_gu: N(v), dann gilt: Pz €V :u <z <wAz ¢ N(v).
Es gilt:

Satz 2.22 [65] [61]
Die folgenden Aussagen sind fir einen Graphen G = (V, E) dquivalent:

1. G ist ein PIG.
2. G st ein UIG.

3. G erfillt die Nachbarschaftsbedingung 2.21.
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2.3 Graphenklassen

Abbildung 7: Klaue, Netz und Zelt

4. G erfillt die 3-Knoten Bedingung 2.20.

Analog zu den anderen bereits erwihnten Graphenklassen, gibt es auch fiir PIGs
eine Charakterisierung mittels verbotener Teilgraphen nach [75].

Satz 2.23 (verbotene Teilgraphen PIG) [75]
Ein Graph ist genau dann ein PIG, wenn er weder einen C, n > 4 noch einen, der
in Abb. 7 aufgefiihrten, Graphen als Teilgraphen enthdlt.

Wie in |32]| gezeigt wurde, gibt es folgende Darstellungsart eines PIG:

Satz 2.24 (Intervall-Darstellung PIG) [32/
Sei ein Graph ein echter Intervall-Graph und seine Nummerierung o erfillt Satz

2.20, dann ist: Ii =1,...,n I; = [i,U(i) + 1 — 1] mit U(i) = MNt[:w?.)]a_l(w) eine
welN|o(2
Reprisentation des PIG.

Der Intervall-Graph aus Abb. 6 ist auch ein PIG. Die in Tab. 1 aufgefithrte Num-
merierung erfiillt auch Satz 2.20 und in Tab. 1 ist auch eine, mittels Satz 2.24
berechnete, Intervall-Darstellung aufgefiihrt.

Diese lasst sich, mittels eines von Gardi [41]| vorgeschlagenen Algorithmus, in Li-
nearzeit auch in eine UIG Darstellung transformieren.

2.3.8 Py-reduzierbare Graphen

Pjy-reduzierbare Graphen stellen eine Obermenge der Cographen dar. Sie lassen sich
mittels verbotener Teilgraphen definieren.

Definition 2.17 (P;-reduzierbare Graphen)
Ein Graph G = (V, E) ist ein Py-reduzierbarer Graph, wenn jeder Knoten v € V

zu héchstens einem Py gehort.

Eine alternative Charakterisierung ergibt sich aus folgendem Satz:

17



2 Voriiberlegungen

Satz 2.25 [50]
Ein Graph G ist ein Py-reduzierbarer Graph, wenn fir jeden induzierten Teilgraphen
H = (Vg, Eg) genau eine der folgenden Bedingungen gilt:

1. H ist nicht zusammenhdngend.
2. H ist nicht zusammenhdingend.

8. Hund H sind zusammenhingend und es gibt einen einzigen Py bezeichnet mit
P = abcd in H, so dass gilt: Yv € Vg ANv ¢ P :vb € Eg ANve € Eg Ava ¢
Eg Nvd ¢ Ey.

Py-reduzierbare Graphen haben aufgrund von Satz 2.25 eine &hnliche Baumdarstel-
lung wie Cotrees fiir Cographen [50].

2.3.9 Py-sparliche Graphen

Eine Obermenge der Ps-reduzierbaren Graphen bilden die so genannten P;-spérlichen
Graphen (engl. Py-sparse Graphs).

Definition 2.18 (Ps-spérliche Graphen)

Ein Graph G = (V, E) ist ein Py-sparlicher Graph ( Py - sparse graph), wenn es kei-
ne induzierten Teilgraphen H = (Vi, Eg) mit (V| =5 von G gibt, die mindestens
zwet verschiedene Py in G induzieren.

Auch fiir Py-spérliche Graphen gibt es eine alternative Charakterisierung:

Satz 2.26 nach [52]
Ein Graph G st ein Py -spdrlicher Graph, wenn fir jeden induzierten Teilgraphen
H = (Vy, Ey) genau eine der folgenden Bedingungen gilt:

1. H ist nicht zusammenhdngend.
2. H ist nicht zusammenhdingend.

3. H und H sind zusammenhingend und es gibt eine disjunkte Aufteilung der
Knoten von H in eine Clique K, eine unabhdngige Menge I und die Restmenge
R, so dass gilt:

a) |K| = || =n>2

b) Es gibt eine Bijektion f : K — I so dass eine der beiden folgenden
Bedingungen Vx € Igilt:

i. N(z)={f(x)} ,dinne Spinne*
iw. N(z)=K\{f(x)} ,dicke Spinne“
c) VyeR,ze K :yz € Ey

Auch P;-spérliche Graphen haben aufgrund von 2.26 eine dhnliche Baumdarstellung
wie Cotrees fiir Cographen [52].
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2.3 Graphenklassen

2.3.10 Permutationsgraphen

Ahnlich den Intervall-Graphen 2.3.6 lassen sich auch Permutationsgraphen anschau-
lich definieren.

Definition 2.19 (Permutationsgraph)

Ein Graph G = (V, E) ist ein Permutationsgraph, wenn man ihm folgendes Modell
zugrunde legen kann: Seien Ly, Lo zwei parallele Linien in einer Ebene. Legt man auf
beiden Linien jeweils n verschiedene Punkte Pi1,..., P1n und Pay, ..., Py, beliebig
fest und verbindet Py; mit Po; fiiri = 1,...,n. Jede dieser Linien Py; Po; wird einem
Knoten v; zugeordnet. Zwei Knoten v;,v; sind genau dann adjazent, wenn sich die
Linien Py; Py; und PyjPa; schneiden.

Ohne diese geometrische Veranschaulichung kann man auch feststellen: Ein Graph
G = (V, E) ist ein Permutationsgraph, wenn es zwei Nummerierungen o und 7 gibt,
so dass fiir zwei Knoten v, w € V gilt: v und w sind genau dann adjazent in GG, wenn
es innerhalb von ¢ und 7 einen Fehlstand beziiglich v und w gibt.

Daher auch die Bezeichnung Permutationsgraph, denn 7 ist eine Permutation der
Nummerierung o.

2.3.11 Bipartite Permutationsgraphen

Bipartite Permutationsgraphen bilden ebenfalls eine Teilmenge der perfekten Gra-
phen. Thre Menge ergibt sich als Schnittmenge zweier ebenfalls perfekter Graphen-
klassen, der bipartiten Graphen mit den Permutationsgraphen. Zu der Klasse der
bipartiten Permutationsgraphen gibt es mehrere dquivalente Graphenklassen. U. a.
echte Intervall-BiGraphen = UIBGSs und bipartite AT-freie Graphen [47|.

Definition 2.20 (echte Intervall-BiGraphen)

Ein Graph G = (V, E) ist ein echter Intervall-BiGraph, wenn er eine bipartite Auf-
teilung V- = {V1,Va} seiner Knotenmenge besitzt und es auflerdem eine Intervall-
familie I; 1 = 1,...,n mit einander nicht enthaltenen Intervallen ¢ibt, so dass gilt:
Zwei Knoten vy € V1 und vo € Vo sind genau dann adjazent, wenn sich ihre Interval-
le I,, und I, iiberschneiden. Man beachte: Uber die Uberschneidung von Intervallen
zweier Knoten viv; € Vioder Vo wird damit nichts ausgesagt.

Aufgrund der Aquivalenz zu den echten Intervall-Bigraphen, gibt es fiir bipartite
Permutationsgraphen die folgende, alternative Charakterisierung.

Satz 2.27 (verbotene Teilgraphen UIBG) [/8]
Ein Graph G ist ein bipartiter Permutationsgraph, wenn er keinen der folgenden
Graphen als Teilgraphen enthdlt:

1. FEinen sehnenlosen Kreis mit einer Lange von mindestens 6: Cp, n > 6.

2. FEinen Graph aus Abb. 8.
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2 Voriiberlegungen

Abbildung 8: Bipartite(s) Klaue, Netz und Zelt

Ahnlich der 3-Knoten Bedingung 2.20 fiir UIGs gilt fiir UIBGs folgender Satz:

Satz 2.28 (schwache 3 Knoten Bedingung) /[4/7/
Ein bipartiter Graph G ist ein UIBG, wenn es eine Nummerierung o seiner Knoten
gibt, so dass gilt: Vx,y,z €V mitc <,y <, z2:xz€ E=2yc EVyze FE

Mittels einer, diese schwache 3-Knoten Bedingung erfiillenden Nummerierung o,
lasst sich eine Intervall-Darstellung des UIBG erzeugen.

Satz 2.29 (Intervall-Darstellung echter Intervall-Bigraph) /[48/
Sei G ein bipartiter Graph und o seine Knotennummerierung, die Satz 2.28 erfillt.
Ordnet man jedem Knoten v € V das Intervall

1

Li=o ') = [i, R(i) +1— -]

i

zu, bildet die Familie I,Yv € V' dieser Intervalle eine echte Intervall-Bigraph- Dar-
stellung von G. Mit:

U(i)= Max o(v)

wEN|[o(1)]
T(i) = az o Y(w
uG) = Maz o (w)
R(i) = U(U@G)) wenn U(i) =i ANU(U(3) > 1)
U (i) sonst

Fiir bipartite Permutationsgraphen lassen sich einige Probleme in polynomialer Zeit
16sen. Fiir deren Losung sowohl fiir allgemeine Permutationsgraphen als auch fiir
allgemeine bipartite Graphen die Komplexitdt unbekannt oder aber NP-vollstandig
ist [71].
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3 Lexikographische Breitensuche (LexBFS) und andere
Suchstrategien

3.1 Graph-Suchstrategien

Das Durchsuchen von Graphen, also das Finden bzw. Besuchen von sémtlichen
Knoten und Kanten eines Graphen, ist von grundlegender Bedeutung. Ublicherwei-
se wird eine Suche in einem Graphen durch die Reihenfolge der besuchten Knoten
charakterisiert. Fiir einen Graphen mit n Knoten gibt es n! Méglichkeiten die Knoten
aufzulisten bzw. zu nummerieren. Unter diesen n! Moglichkeiten stellen die Sortie-
rungen, die durch eine Suchstrategie gefunden wurden, eine besondere Teilmenge
dar. Eine Suche zeichnet sich durch einen bestimmten, aber zunéchst willkiirlichen
Startknoten s € V aus. Von s aus werden alle weiteren Knoten besucht. Ein Knoten
kann nur ,gefunden werden, wenn bereits einer seiner Nachbarknoten besucht bzw.
nummeriert wurde. Die Menge der besuchbaren, aber noch nicht besuchten Kno-
ten wird im Folgenden mit S bezeichnet. Sollte der Graph nicht zusammenhéngend
sein, bedeutet dies, dass zundchst eine Komponente vollstdndig besucht wird. An-
schlieffend wird aus den anderen Komponenten wiederum jeweils ein willkiirlicher
Startknoten ausgewihlt. Allgemein lassen sich alle bekannten Graph-Suchstrategien
als Spezialfille des Algorithmus 1 darstellen.

Algorithmus 1 : Allgemeine Graphsuche

Eingabe : ein Graph G = (V, E) und einen Startknoten s € V'

Ausgabe : eine Sortierung o von V

{s} =5

fiir i = 1 bis n tue

nimm einen unnummerierten Knoten aus S

o(i) =wv

/* Ordne v Nummer i zu. x/
fiir alle unnummerierten Knoten aus N(v) tue

L {w}—5

/* Fiige w in S ein */

B W N =

[ 3K

Traditionell gibt es zwei Suchstrategien:

Breitensuche = BFS (Breadth First Search) und Tiefensuche = DFS (Depth First
Search).

Breitensuche bedeutet, dass zunéchst sémtliche Nachbarn € N(v) eines Knoten v
besucht werden, bevor weitere zu den Nachbarn benachbarte Knoten besucht wer-
den. Anwendungen sind vor allem: kiirzeste Wege-Probleme, Netzwerk-Fliisse und
die Erkennung verschiedener Graphenklassen [20]. Tiefensuche bedeutet, dass ausge-
hend vom Startknoten stets ein unbesuchter Nachbar des zuletzt besuchten Knoten
aufgesucht wird. Sollte es keinen unbesuchten Nachbarn mehr geben, wird so weit
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3 Lexikographische Breitensuche (LexBFS) und andere Suchstrategien

in der Reihenfolge der besuchten Knoten zuriickgesprungen, bis es wieder einen
unbesuchten Nachbarn gibt. Anwendungen sind vor allem Planaritét, topologische
Sortierungen von Graphen und der Zusammenhang von gerichteten Graphen [20].
Im Hinblick auf den Algorithmus 1, heift das, dass bei BFS die Menge S als Warte-
schlange (queue) realisiert werden kann, First In - First Out - Prinzip. Wohingegen
bei DFS S als Stapel (stack) realisiert werden kann, Last In - First Out - Prinzip.
Neben BFS und DFS wurden andere Suchstrategien entwickelt. Diese sind meis-
tens Varianten von BFS und DFS. Alle Strategien unterscheiden sich in der mit
(*) gekennzeichneten Zeile aus 1, also in der Auswahl des als néchstes aus S zu
entnehmenden Knoten.

3.2 LexBFS

Lexikographische Breitensuche (engl. Lexicographic Breadth First Search = LexBFS)
wurde erstmals von Rose, Tarjan und Lueker [66] vorgestellt. Sie haben LexBF'S fiir
die Erkennung chordaler Graphen ,mafsgeschneidert®. Bei BFS kann S aus Algo-
rithmus 1 als einfache Warteschlange realisiert werden. Es wird stets der Knoten als
néchstes nummeriert, der den frithesten nummerierten Nachbarn hat. Die neu ge-
fundenen Knoten werden in willkiirlicher Reihenfolge am Ende von S eingefiigt und
stets am Anfang von S wird der néchste zu nummerierende Knoten entnommen.
Sind Knoten erstmal in die Warteschlange eingefiigt, wird ihre Reihenfolge bei BFS
nicht mehr verdndert. Man kann sich BF'S auch folgendermafsen realisiert vorstellen:
Am Anfang bevor der erste Knoten nummeriert wird, erhalten alle Knoten x € V
ein leeres Label Vo € V : L(z) = (. In diese Labels wird im Laufe der Numme-
rierung, die Nummer des am frithesten nummerierten Nachbarn eingetragen. Wenn
erstmal eine Zahl eingetragen wurde in L(x), &ndert sich diese nicht mehr im Laufe
der Nummerierung. Es wird stets einer, der noch nicht nummerierten Knoten als
néchstes nummeriert, der das niedrigste Label besitzt. Sollte das Label bei meh-
reren Knoten gleich sein, wird willkiirlich ein Knoten mit dem niedrigstem Label
genominen.

Bei LexBFS werden nicht nur die frithest nummerierten Nachbarn betrachtet, son-
dern, sobald dieser bei zwei oder mehr noch nicht nummerierten Knoten gleich ist,
wird der zweitfritheste nummerierte benachbarte Knoten betrachtet usw.. Daher
stammt auch der Name lexikographische Breitensuche. Man ordnet jedem Knoten
x € V auch ein Label L(z) zu, dieses erhilt im Laufe der Nummerierung, solange
x selber noch nicht nummeriert wurde, die Nummern aller nummerierten Nach-
barn von z. Neue Nummern werden hinten im Label angefiigt. In der urspriingli-
chen Form [66], wurden die Knoten von n bis 1 riickwérts nummeriert. Die Labels
L(z) Vx € V sind absteigend geordnete Teilmengen von {1,2,...,n} Beispielsweise:
{6;5;4},{9;8; 7} etc.. Lexikographische Ordnung bedeutet dabei, dass wie in einem
Lexikon geordnet wird: z. B. gilt: {6;5;4} <rpx {7;5;4} <cex {8;2} <rpx {10}.
Die Knoten werden geordnet, indem man Knoten mit gleichem Label in so genannten
Sets zusammenfasst und diese Sets nach den Labels ihrer Knoten sortiert anordnet.
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3.2 LexBFS

Einzelheiten siehe Algorithmus 2. Haben zwei oder mehr Knoten das gleiche Label,
wird willkiirlich zwischen ihnen entschieden. An dieser Stelle setzen Verfeinerungen
von LexBFS an, siehe Abschnitt 3.4, die im Laufe der Jahre entwickelt wurden, um
LexBFS auch fiir andere Anwendungen nutzbar zu machen.

Neben dieser ,labelorientierten’ Herangehensweise, verwenden viele Autoren eine
ylabelfreie “ Betrachtung von LexBFS. Anfangs haben alle Knoten v € V ein leeres
Label und sind daher in einem Set S. Beginnend mit dem Startknoten s verwendet
man den gerade zu nummerierenden Knoten x als Pivot-Element. Man entfernt aus
allen vorhandenen Sets .S; die Knoten, die zu x adjazent sind, und fiigt sie in ein
neues Set S; ein. Das Set S} wird direkt vor S; in die Liste der Sets einsortiert. Um
zu wissen, welches Set das hochste Label besitzt, ist es nicht notwendig die Labels
explizit zu berechnen. Das Set mit dem hochsten Label steht vorne in der Liste der
Sets.

Wie im ndchsten Abschnitt gezeigt wird, ldsst sich LexBFS einfach implementieren.
Dabei hat es die gleiche, bestmdgliche Laufzeit fiir das Sortieren von Graphen von
(O)(|V| + |E|) wie BFS.

3.2.1 LexBFS: der Algorithmus

Algorithmus 2 : Lexikographische Breitensuche
Eingabe : ein Graph G = (V, F) und einen Startknoten s € V
Ausgabe : eine LexBFS Sortierung o von V'

fiir alle v € V tue

[ L=

/* Ordne zundchst allen Knoten ein leeres Label zu. */

o(s) —n

/* Ordne dem Startknoten s die Nummer n zu. */

{s} =5

fiir alle v € N(s) tue

L L, ={s}

/* Fiige den Labels aller Nachbarn von s die Zahl n hinzu. */

fiir i = 1 bis n tue

o(w)—=n—i:Ly,> LNz €Vo(zx)=10

/* Nimm einen beliebigen, noch nicht nummerierten Knoten w mit
dem hochsten Label und ordne ihm die Zahl n-i zu. */

9 Vu € N(w):o(u) =0 L, =L, U{n —i}

/* Fiige allen Labels, der zu w benachbarten und noch nicht
nummerierten Knoten u die Zahl n-i hinzu. */

N =

w

[

x =

Fiir die Labels L(x) der Knoten innerhalb einer LexBFS- Nummerierung gelten
Gesetzmakigkeiten, die fiir die Implementierung von erheblicher Bedeutung sind.

23
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Sigma  (rUckwdrts)

Abbildung 9: Bedingung 3 fiir LexBFS Nummerierungen

Satz 3.1 (Label GesetzmifRigkeiten bei LexBFS) nach [43/

Sei Li(x) das Label des Knoten x € V nach der i-ten Nummerierung, also wenn
ein Knoten v € V- mit der Nummerierung i versehen wurde, gelten folgende Zusam-
menhdnge (Rickwdrtsnummerierung beachten):

1. Li(z) > Lj(x) j < i Das Label eines Knotens wird nicht kleiner, neue Zahlen
werden hinten angehdngt.

2. Li(x) > Li(y) = Lj(x) > Lj(y) j < iz,y € V Liegt ein Knoten vor einem
anderen (nach lexikographischen Ordnung), so dndert sich das nicht mehr im
weiteren Verlauf des Algorithmus.

8. a,b,ceV:ola) <o (b)) <o c)hacE EANbc ¢ E
=3deV: ol (c)<o Y d)Ndbe ENda ¢ E
Diese Bedingung ist in Abb. 9 veranschaulicht. Gibe es Knoten d nicht, gilt
stets L(a) > L(b). Wenn ¢ nummeriert wird, sogar L(a) > L(b). Ein Wider-
spruch zu o~1(a) < o~1(b).

3.2.2 Implementierungsdetails und Laufzeiten

Der Algorithmus 2 14sst sich in linearer Laufzeit realisieren. Das ist auf den ersten
Blick nicht offensichtlich. Daher miissen Einzelheiten der Implementierung ndher
betrachtet werden. Dabei wird sich an Golumbic [43] angelehnt.

Datenstrukturen Man speichert Knoten mit gleichem Label in Sets, die als dop-
pelt verkettete Listen implementiert werden. Zusétzlich erhalten die Sets noch einen
Parameter, an dem abgelesen werden kann, ob schon ein unmittelbares Nachfolger-
Set eingefiigt wurde. Die Liste aller Sets wird ebenfalls als doppelt verkettete Liste
implementiert. Die Nummerierung o wird als Array gespeichert. Zwei weitere Arrays
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3.2 LexBFS

speichern Pointer auf den genauen Ort jedes Knoten zum Zwecke des Zugriffs, des
Léschens und des Einfiigens. Ein Pointer zeigt auf den Knoten im Set, ein weiterer
Pointer auf das jeweilige Set, in dem der Knoten aktuell enthalten ist. Zusétzlich
wird noch eine doppelt verkettete Liste FizList zur Loschung leerer Sets bendtigt.
Aufgrund der unter Satz 3.1 iiber die Labels getroffenen Aussagen, kann auf die Be-
rechnung und Speicherung der einzelnen Labels verzichtet werden. Es ist lediglich
von Bedeutung welche Knoten das gleiche Label haben. Aufserdem ist innerhalb der
Liste der Sets eine aufsteigende Ordnung beziiglich der Labels einzuhalten. Nach
dem ,updaten” der Labels im Anschluss an die Nummerierung eines Knotens kon-
nen Knoten nur in das unmittelbar nachfolgende Set aufsteigen. Gem. 3.1 Satz 2 ist
ein ,Uberholen“ von Knoten bzw. Sets nicht moglich. Man spricht zwar vom ,up-
daten* der Labels, genau genommen wird aber nur die Liste der Sets ,upgedatet” .
Die Knoten miissen im richtigen Set und die Sets lexikographisch geordnet blei-
ben. In Pseudocode hat der Algorithmus LexBFS das in Algorithmus 3 dargestellte
Aussehen.

Algorithmus 3 : Implementierung LexBFS
Eingabe : ein Graph G = (V, E) und einen Startknoten s € V'
Ausgabe : eine LexBFS Sortierung o von V'

1 fiir = 1 bis n tue

2 label(v;) = nil

3 pos(v;) = 0

/* Initialisierung */
4 fiir i = n bis 1 tue

5 select Vg With pos(vmaz) = 0

/* Umar = Knoten mit hdchstem Label */
6 0 (Umaz) =1
/* Knoten wird Nummer i zugeordnet */

fiir j =1 bis n tue
wenn pos(vj) = 0 und vmqe, € N(vj) dann
L update label(v;)

Die Prozedur update ist in Algorithmus 4 aufgefiihrt.

Es ergibt sich fiir die Zeitkomplexitét:

Das Auswihlen eines Knoten vy, mit hochstem Label kann in konstanter Zeit O(1)

erfolgen. Die erste for-Schleife aus update lisst sich fiir jeden Schleifendurchlauf in

konstanter Zeit O(1) ausfiihren. Sie wird {iber den gesamten Algorithmus LexBFS
§v|N (v)]-mal aufgerufen. Durch das Anhéngen der neuen Sets, direkt nach den

v

entsprechenden alten Sets, bleiben die Knoten in entsprechender Reihenfolge (auf-
steigende Sortierung der Sets). Dabei werden die Bedingungen 1 und 2 aus Satz 3.1
benutzt und ein Sortieren der Sets entféllt. Die zweite for-Schleife aus update kann
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Algorithmus 4 : Update LexBFS

Eingabe : Die Liste der Sets Q der gerade nummerierte Knoten v
Ausgabe : Die gednderte Liste (Q der Sets

fiir alle w € N(v) und pos(w) =0 tue
wenn Flag(Set(w)) = 0 dann
/* In diesem Update Durchgang wurde noch kein direktes
Nachfolge Set eingefiigt
new (Set S*)
next(Set(w)) = S* (*)
/* mit Umh&ngen des vorher nachfolgenden Sets
Flag(Set(w)) =1
Flag(S*) =0
/* Markierungen setzen
| Setze Zeiger(Pointer) auf Set(w) auf FixList
entferne w aus Set(w)
fiige w S* hinzu

*/
fiir alle Sets S auf FizList tue
Flag(S) =0

wenn S = () dann
| entferne S aus Q

/* da Flag(S) =1, existiert unmittelbar nachfolgendes Set schon
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ebenfalls in konstanter Zeit ausgefiihrt werden und wird auch maximal EV|N (v)]-
veE
mal aufgerufen. Das Einrichten der Datenstrukturen lasst sich in O(|V|) realisieren.
Weiterhin gilt: O( ¥ N(v)|) = O(|E|) da ¥ |N(v)| =2F
veV veV
So dass fiir LexBFS gilt:

Satz 3.2 (Komplexitit LexBFS) nach [43]
LexBFS kann in Zeitkomplexitit und mit Speicherplatz O(|V|+|E|) ausgefiihrt wer-
den.

Das Entfernen leerer Sets am Schluss von update mittels FixList erfolgt aus
Laufzeit- und Speicherplatzgriinden.

3.3 Maximale Nachbarschaftssuche

LexBFS nummeriert immer einen Knoten v aus der Menge der nicht nummerierten
Knoten V*, dessen nummerierte Nachbarschaft N (v) nicht echte Teilmenge einer
nummerierten Nachbarschaft N (w) eines anderen Knoten w € V* ist.

Yw e V*: NT(v) ¢ NT(w) (1)

LexBFS ist damit ein Spezialfall der Maximalen Nachbarschaftssuche (MNS). Zwei
weitere Arten von MNS wurden bisher néher untersucht. ,Maximum Cardinality
Search® (MCS) von Tarjan und Yannakakis [74| und lexikographische Tiefensuche
(LexDFS) von Krueger und Corneil [20].

3.3.1 Maximum Cardinality Search

Bei der von Tarjan vorgestellten MCS wird der Knoten v als nichstes nummeriert,
dessen nummerierte Nachbarschaft maximal beziiglich der Menge ist:

Yw e V"1 INT(w)] < [N (v)] (2)

MCS lésst sich ebenfalls mit linearem Platz und Zeitbedarf O(|V'| +|E|) implemen-
tieren. Die Labels der Knoten miissen bei MCS nur die Anzahl der nummerierten
Nachbarn enthalten. Damit gelten die Bedingungen aus Satz 3.1 in abgewandelter
Form.

Satz 3.3 (Bedingungen der MCS Labels)

Sei L"*(x) das Label des Knotens x € V nach der n — i-ten Nummerierung, also
wenn ein Knoten v € V. mit der Nummer ¢ versehen wurde. Es gelten folgende
Zusammenhdange (Rickwdrtsnummerierung beachten):

1.Vx e VA j<i:L(x) > L' (x) Das Label eines Knotens wird nicht
kleiner, das Label wird nur erhoht.

2.NVz,y € VA j=i—1:L"x) > L"(y) = L7(x) > LT(y) Liegt
ein Knoten vor einem anderen (nach MCS Ordnung), so kann ein Knoten in
einem Schritt nur eingeholt (nicht iberholt) werden.
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8. Va,byce Vo la) <o b)) <o c)hNacE EANbc ¢ E
=3decV:074b) <o (d)Adb € ENda ¢ E Gibe es diesen Knoten d
nicht, so wdre das Label von a nach Nummerierung von c¢ in jedem Fall hoher
als das Label von b.

Auch MCS implementiert man ,labelfrei“. Gegeniiber der Implementierung von
LexBFS muss lediglich der update Algorithmus verdndert werden. Er hat folgendes
Aussehen:

Algorithmus 5 : Update MCS
Eingabe : Die Liste der Sets Q der gerade nummerierte Knoten v
Ausgabe : Die gednderte Liste Q der Sets

1 fiir alle w € (v) und pos(w) = 0 tue
2 wenn next(Set(w)) = nil dann

/* es ist bereits das Set mit dem hdchsten Label */
3 new (Set S*)

next(Set(w)) = S*

entferne w aus Set(w)
| fiige w zu S* hinzu

/* jetzt existiert unmittelbar nachfolgendes Set in jedem Fall
schon */

Aus den Uberlegungen zu LexBFS ergibt sich, dass auch MCS in linearer Zeit ausge-
fiilhrt werden kann. Das Loschen der leeren Sets am Schluss von update entfillt. Die
leeren Sets werden als Platzhalter bendtigt. Auferdem kénnen nur maximal n — 1
verschiedene Sets entstehen. In Tabelle 3 ist fiir Graphen verschiedener Gréfen die
Laufzeit von LexBFS, MCS und LexDFS aufgefiihrt. Es hat sich gezeigt, dass trotz
der gleichen Laufzeit von MCS und LexBFS in der O-Notation, sich die Laufzeiten
doch erheblich unterscheiden.

Satz 3.4 (Komplexitit MCS) [73/
MCS kann in Zeitkomplexitdt und mit Speicherplatz O(|V |+ |E|) ausgefihrt werden.

Eine Variante von MCS konnte in einer Verschmelzung von MCS und LexBFS lie-
gen. Bei Gleichstand der MCS-Labels, konnte man das LexBFS Kriterium als ,tie-
breaker“ einsetzen. Diese Idee soll aber hier nicht weiter betrachtet werden.

3.3.2 Lexikographische Tiefensuche

LexBFS stellt einen Spezialfall der Breitensuche dar. Es liegt nahe zu fragen, ob es
einen solchen Spezialfall auch fiir die Tiefensuche gibt. Corneil und Kriiger haben
diese Lexikographische Tiefensuche LexDFS 2005 vorgestellt |[20|. Bei BFS werden
die Knoten als ndchstes nummeriert, die die frithest besuchten Nachbarn besitzen.
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Bei DFS werden die Knoten als néchstes besucht, die die am spétest besuchten Kno-
ten als Nachbarn haben. DFS liefe sich also mittels Labels folgendermafsen erkléren:
Jedem unnummerierten Knoten x € V' wird in seinem Label L(x) die Nummer, sei-
nes zuletzt nummerierten Nachbarn, z. B. w € N(z) zugeordnet L(z) = o~ (w).
Es wird stets der Knoten als néchstes nummeriert, der das niedrigste Label (bei
Riickwérts-Nummerierung) oder das héchste (bei Vorwérts-Nummerierung) auf-
weist. Bei Gleichstand wiirde analog zu BFS willkiirlich entschieden. Bei LexDFS
wird das Label, wie bei LexBFS, aus den Nummern aller bereits besuchten Nachbarn
gebildet. Bei Vorwérts-Nummerierung wird die Nummer des gerade nummerierten
Nachbarn vorne ans Label angefiigt. Die Nummern innerhalb der Labels sind also
absteigend sortiert. Es wird stets der unnummerierte Knoten ausgewahlt, der das
hochste Label besitzt. Die Richtung der Nummerierung, vorwarts oder riickwérts,
spielt nur im Zusammenhang mit der Ordnung der Labels eine Rolle. Durch Spie-
gelung der Nummerierung, d.h. Vo € V' : 045, (v) = i < Opack(v) = n — i, erhdlt
man auch durch LexDFS eine Riickwérts Sortierung, umgekehrt gilt das auch fiir
LexBFS und MCS. Der Algorithmus LexDFS hat prinzipiell das gleiche Aussehen
wie Algorithmus 2.

Bei der Implementierung liegt der entscheidende Unterschied zwischen LexBFS und
LexDFS auch im Algorithmus update. Der Rumpfalgorithmus aus Algorithmus
3 kann verwendet werden, mit dem Unterschied der umgekehrten Nummerierung.
Allerdings ist bei LexDF'S die Auswahl eines Knoten mit héchstem Label vy,,4, nicht
in Linearzeit moglich, bzw. ist bisher keine solche Implementierung bekannt. Das
Problem liegt in der zweiten Bedingung fiir die Labels aus Satz 3.1. Diese Bedingung
gilt nicht fiir LexDFS. Ein Knoten kann mit einem gerade nummerierten Nachbarn
alle anderen Knoten iiberholen.

Die Einordnung, der zu dem gerade nummerierten Knoten benachbarten, unnum-
merierten Knoten, ist fiir die Laufzeit von updatey,,prg von entscheidender Bedeu-
tung.

Bei LexBFS und MCS wurden die benachbarten Knoten stets in das néchste, evtl.
neu zu schaffende, Set S* eingefiigt. Bei LexDFS riickt jeder Nachbar eines gerade
nummerierten Knotens ganz nach vorn in der Setliste. Sollte nur ein noch nicht num-
merierter Knoten zum gerade nummerierten Knoten adjazent sein oder alle diese
Knoten zum gleichen Set gehoren, so ist das neue Set vorne einzufiigen. Sollten aber
die innerhalb eines update Aufrufs umzusetzenden Knoten zu verschiedenen Sets
gehoren, 1dsst sich nicht einfach bestimmen, in welcher Reihenfolge die neu entste-
henden Sets vorne in die Setliste einzufiigen sind. Die zu dem gerade nummerierten
Knoten v adjazenten Knoten liegen nicht in nach Labels sortierter Reihenfolge vor
und miissten erst sortiert werden. Das kann beispielsweise dadurch erreicht wer-
den, dass man wie bei LexBFS jedes neu entstandene Set S* direkt nach dessen
Ursprungsset S einfiigt. Kennzeichnet man alle neuen Sets mit einer Markierung
(Flag = 2), so konnen alle neuen Sets in einem Setlisten Durchlauf eingesammelt
werden. Das Finsammeln beinhaltet das Loschen aus der urspriinglichen Setliste
und das Einfiligen in eine neue Setliste. In dieser sind die neu entstandenen Sets in
lexikographisch geordneter Reihenfolge. Daher muss diese Setliste nur noch an die
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urspriingliche vorne angefiigt werden. Krueger schligt diese und eine zweite Variante
vor [57]. Beide haben aber keine lineare Laufzeit. Diese beschriebene und von Krue-
ger als split + collect bezeichnete Variante, hat eine quadratische Laufzeit O(n?)
und wurde im erstellten Programm implementiert. Der Algorithmus updatere.prs
ist in Algorithmus 6 aufgefiihrt. Gegeniiber updatey.prg fillt der zusdtzliche Scan
der Setliste an. Dieser muss in Reihenfolge der Setliste erfolgen, um die richtige
Reihenfolge der neuen Sets beizubehalten. Der Scan kann daher nicht durch Pointer
auf die einzelnen Sets erfolgen. Da fiir jeden der n Durchgénge von update ein Scan
sdmtlicher Sets erfolgen muss und die Anzahl der jeweils aktuell vorhandenen Sets
eine Grokenordnung von O(n) hat, ist die Komplexitit aller Scans O(n?). Damit er-
gibt sich unter Beriicksichtigung, der fiir LexBFS gewonnenen Laufzeiterkenntnisse
und O(m +n +n?) = O(n?).

Satz 3.5 (Laufzeit LexDFS) nach [57]
LezDFS kann mit einer Laufzeit von O(n?) ausgefiihrt werden.

Algorithmus 6 : Update LexDFS
Eingabe : Die Liste der Sets Q der gerade nummerierte Knoten v
Ausgabe : Die gednderte Liste Q der Sets

fiir alle w € (v) und pos(w) = 0 tue

wenn Flag(Set(w)) =0 dann
/* In diesem Update Durchgang wurde noch kein direktes
Nachfolge Set eingefiigt */
new(SetS*)
next(Set(w)) = S*
/* mit Umh&ngen des vorher nachfolgenden Sets */
Flag(S*) =2
Flag(Set(w)) =1
/* Markierungen setzen */
entferne w aus Set(w)
| fiige w S* hinzu

/* da Flag(S) =1, existiert unmittelbar nachfolgendes Set schon */

fiir alle Sets S mit Flag(S) = 2 tue
fiige S in NewList ein

entferne S aus Q
| Flag(S)=0
fiir alle Sets S aus @) tue

wenn S = () dann
| entferne S aus Q

fi;ge NewList am Anfang von Q ein
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Ein Beispiel mit den entsprechenden Labels ist in Tabellen 4 - 6 fiir LexBFS, MCS
und LexDFS aufgefiihrt. Im erstellten Programm werden allerdings sdmtliche Num-
merierungen mit den beschriebenen labelfreien Implementierungen berechnet.

In Tabelle 10 sind beispielhaft fiir den Graphen aus Abb. 12 die Nummerierungen
der verschiedenen Nummerierungsarten aufgefiihrt.

Wie Corneil und Krueger [20] dargelegt haben, lassen sich alle Sortierungen durch
folgende Situation eindeutig charakterisieren, siche Abb. 10. Sei folgende Konstel-
lation innerhalb einer (Vorwérts-) Sortierung o von V gegeben:

a<,b<,chNab¢ ENac€E E (3)

Dann muss fiir o gelten: Bei allgemeiner Graph-Suche AGS:

ddeV:d<,bANdbe E (4)
Bei Breitensuche BFS:
ddeV:id<saNndbe E (5)
Bei Tiefensuche DF'S:
ddeV:ia<sd<,bANdbeE (6)
Bei lexikographischer Breitensuche LexBFS:
ddeV:d<,aNdbe ENdc¢ E (7)

Bei lexikographischer Tiefensuche LexDFS:
ddeV:ia<sd<s,bNdbe ENdc¢ E (8)

Bei Maximum Cardinality Search MCS und allgemeiner Maximum Neighbourhood
Search MNS:
ddeV:id<,bNdbe ENdc¢ E 9)

damit o eine, nach der jeweiligen Suchstrategie giiltige Sortierung von V ist. Zu
den jeweiligen Beweisen vgl. [57]. Sollte o keine Konstellation 3 aufweisen, ist o
eine nach allen genannten Strategien giiltige Nummerierung, z. B. eine an einem
der beiden Randknoten beginnenden Nummerierung eines P,.

Aus (4) - (9) lassen sich folgende Mengenbeziehungen von giiltigen Sortierungen
folgern: Bezeichne z.B. BF Sg die Menge aller BFS Sortierungen eines Graphen G,
M ASqg = Menge aller Sortierungen (d.h. aller Permutationen der Knoten) von G

MASg D AGSe D BFSg D LexBFSe (10)
MASg D AGSe 2 DFSi D LeaDFSg (11)
MASg D AGSe D MNSg D MCSq (12)
MNSg D Lex BFSg (13)

MNSg D Lex DFSg (14)

Zusammenhénge zwischen den einzelnen Suchstrategien sind Abb. 11 zu entnehmen,
die aus |20] stammt. LexBFS ist bisher, abgesehen von den traditionellen Strategien
BFS und DFS, am genauesten untersucht worden.
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Sigma

Abbildung 10: Die Situation zur Charakterisierung der Suchstrategien

Allgemeine Graphsuche

2 AGS X

dc notin E
Breitensuche Tiefensuche
BFS DFS
dc notin E maximale dc notin E
> Nachbarschaftssuche S
IS
««"| MNS (McS) | o

Lexikograph. Breitensuche Lexikograph. Tiefensuche

LexBFS LexDFS

Abbildung 11: Zusammenhénge der verschiedenen Suchstrategien
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3.4 Varianten von LexBFS

Zur Erkennung chordaler Graphen wurden die Knoten riickwérts von n bis 1 numme-
riert und aus der Menge von Knoten mit dem grofiten Labels wurde willkiirlich ein
Knoten ausgewéhlt. Fiir andere Anwendungen wurden Varianten dieses urspriingli-
chen Algorithmus entwickelt.

3.4.1 LexBFS-vorwarts

Fiir die meisten folgenden Anwendungen ist es nétig oder zumindest giinstiger, die
Knoten in aufsteigender Folge zu nummerieren. Einem beliebigen Startknoten s
die 1 zuzuordnen und mit aufsteigenden Nummern 2 bis n fortzufahren. Auch bei
LexBFS-vorwirts werden die Knoten zuerst nummeriert, die die frithest besuchten
Nachbarn haben. Da aber die Knoten vorwérts nummeriert werden, sind deren La-
bels nicht die lexikographisch hochsten. Der Algorithmus ist identisch bis auf die
Zuordnung der Nummern und hat dementsprechend auch die gleiche Laufzeitkom-
plexitit von O(|V| + | E]).

3.4.2 LexBFS™

Bisher wurde ein willkiirlicher Knoten aus dem Set Sp;ax mit dem hochsten La-
bel entnommen und nummeriert. Daher kann es fiir einen Graphen G verschiedene
giiltige LexBF'S Nummerierungen geben. Von Simon [69] stammt die Idee, einen vor-
geschalteten LexBFS-vorwirts Sweep als ,tie-breaker* zu verwenden. Bei LexBFS™
wird aus Syrax stets der Knoten ausgewihlt, der die hochste Vornummerierung (der
zuletzt nummerierte Knoten) in o hat. Damit ist eine LexBFS*T Nummerierung bei
gegebener Vornummerierung eindeutig. Der letzte Knoten aus o ist stets der erste in
o+, da am Anfang alle Knoten leere Labels haben. Welche Laufzeit hat LexBFS™?
Im LexBFS™t Sweep ist stets der Knoten mit hdchster Vorsortierung zu nehmen.
Wenn jedes Mal Sp;ax nach dem Knoten mit hochster Vorsortierung durchsucht
werden muss, ist keine lineare Laufzeit mdoglich. Liegen allerdings die Knoten inner-
halb der Sets in geordneter Reihenfolge vor, kann diese Suche in Sp;ax entfallen.
Dazu miissten die Adjazenzlisten aller Knoten vorsortiert, d.h. hier in absteigender
Nummerierung, vorliegen. Dann werden stets die Knoten in richtiger Reihenfolge in
neu entstehende Sets eingefiigt und dementsprechend entnommen. Die Adjazenzlis-
ten jedes Knotens lassen sich gemé&ft der Nummerierung des ersten LexBFS Sweeps
in Linearzeit sortieren. Dazu verwendet man den Algorithmus 7. Die Knoten sind
vorher bereits in Linearzeit absteigend sortiert worden. Das ist mdglich, da auf sie
mittels Pointer in konstanter Zeit zugegriffen werden kann.

Dieses Verfahren aus Algorithmus 7 hat eine Laufzeit von O(|V| + |E|), da jede
Kante zweimal verwendet wird und n Listen neu erzeugt und angehingt werden
miissen.

Fiir spétere Ausfithrungen ist folgender Satz 3.6 von Bedeutung:

Satz 3.6 (LexBFS™ Satz) nach [{7]
Sei ot eine mittels LexBFST erzeugte Nummerierung eines Graphen G = (V, E),
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Algorithmus 7 : Sortierung Linear
Eingabe : ein Graph G mit sortierter Knotenliste, aber unsortierten
Adjazenzlisten
Ausgabe : GG mit sortierten Adjazenzlisten

fiir i = 1 bis n tue
L newAdjList(v;) = nil

/* Initialisierung der neuen Adjazenzlisten */
fiir ¢ = n bis 1 tue

nimm néchsten Knoten v

/* Knoten sind bereits sortiert */
fiir j = 1 bis |N(v)| tue

L fiir alle w € N(v) tue

N =

B W

L Fiige v in NewAdjList(w) ein

fiir i = 1 bis n tue
L Adj List(v;) = newAdj List(v;)

/* Ersetzen der Adjazenzlisten */

© @

dann gilt: Gibt es v,w € V mit 0~ (v) < o (w) Aot (v) < oM (w) = Ju eV :
U_T_l(u) < 04__1(1)) ANuwv € ENuw ¢ E

Beweis: Gdbe es Knoten w nicht, kann Knoten v kein groferes Label als w haben.
Das aber widerspricht der Tatsache, dass v vor w in o+ nummeriert wird, obwohl
es in bereits in o vorher nummeriert wurde. [

Folgender Satz 3.7 hat bei der Erkennung von UIGs grofe Bedeutung:

Satz 3.7 (Startknoten LexBFS™)
Ein Knoten v € V kann nur dann Startknoten einer LexBFST™ Nummerierung sein,
wenn gilt: Jw € V : ecc(w) = d(v, w).

Beweis: Sei u der Startknoten des LexBFS-Sweep, der dem LexBFST-Sweep zugrun-
de liegt. v = 0 (1) kann nur gelten, wenn v = o(n) ist und somit ecc(u) = d(u,v).

O

3.4.3 LexBFS~

LexBFS~ benutzt ebenso wie LexBFS™ eine Vorsortierung o durch einen LexBFS-
vorwirts Sweep. Der LexBFS™ Sweep wird auf dem Komplementirgraphen G von G
ausgefiihrt. Dabei wird bei mehreren Knoten in Sjs4x der Knoten genommen, der in
o als erstes nummeriert wurde. LexBFS™ wurde zuerst in [10] verwandt und findet
Anwendung in der Erkennung von Cographen, DH-Graphen, Py-reduzierbaren und
Py-spéarlichen Graphen. Bei der Laufzeituntersuchung von LexBFS™ ist Folgendes
zu beachten: Der LexBFS™ Sweep erfolgt auf G = (V,E). Da aber gilt: |E| =
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b
F NF OK
F b b b
a NF a b b
OK a a b

Tabelle 2: Entscheidungsfille bei LexBFS*

W — |E| liegt die Zeitkomplexitdt nicht zwangsldufig in O(|V| + |E|). Man

kann sich aber folgenden Sachverhalt zunutze machen nach [44]:

Fiir einen Graphen G erzeugt man eine LexBFS auf G = (V, E), indem man die neu
erstellten Sets S* nicht vor den alten Sets einfiigt, sondern dahinter. Damit bleiben
allen Knoten eines Sets, die in G nicht zum gerade nummerierten Knoten adjazent
sind (in G sind sie es), direkt ein Set vor den anderen Knoten aus ihrem alten Set
S. In update LexBFS aus Algorithmus 4 wird Zeile (*) folgendermafen geéndert:
previous(SET(w)) = S* statt next(Set(w)) = S*. So ldsst sich auch LexBFS™ in
Linearzeit, also in O(|V| + |E|), ausfiihren.

3.4.4 LexBFS-Layer (nach [9])

LexBFS-Layer beriicksichtigt bei dem Update der Labels, bzw. dem Versetzen von
Knoten in andere Sets nur Adjazenzen innerhalb eines Layers. Wenn zwei Knoten
adjazent sind aber nicht im gleichen Layer, wird bei dieser Variante von LexBF'S die
Adjazenz ignoriert. LexBFS-Layer lasst sich auch in Linearzeit implementieren. Es
wird jedem Knoten die Zugehorigkeit zu einem Layer, aus einem vorherigen LexBFS-
Sweep, mitgegeben. Im update-Teil von LexBFS-Layer wird in O(1) kontrolliert,
ob zwei Knoten in einem Layer liegen. Dementsprechend wird die Adjazenz be-
riicksichtigt oder nicht. LexBFS-Layer kommt im Algorithmus zur Erkennung von
DH-Graphen (siehe Abschnitt 4.5) zum Einsatz. Dort wird ein LexBFS~-Sweep
Jayerweise” durchgefiihrt. Die Layer, die diesem Sweep zugrunde gelegt werden,
stammen aus G und nicht aus G.

3.4.5 LexBFS* nach [23]

LexBFS* benutzt zwei vorherige LexBFS'-Sweeps, um zu entscheiden, welcher
Knoten als nichstes nummeriert werden soll. Die Nummerierungen seien mit o™
und o™ bezeichnet. Gibt es zu einem Zeitpunkt mehrere Knoten im Set Syrax,
so wird nach dem, in Tabelle 2 dargestellten, Kriterium zwischen dem Knoten
a= MAX ot '(w), und b= MAX o ' (w) entschieden.

wESM AX weESMAX

F steht fiir ,a bzw. b fliegt“ , d.h. es gibt hinter Sy;4x einen Knoten ¢, mit ¢ € N(a)
bzw. ¢ € N(b). NF steht fiir ,ein Nachbar von a bzw. b fliegt“ , wenn a bzw. b nicht
fliegt aber ein Nachbar in Sy;4x fliegt. Sollte weder a, noch ein Nachbar von a
fliegen, so ist a OK. Wenn b OK ist, wird stets b ausgewéhlt. Falls aber a OK ist
und b NF', dann wird a ausgewahlt.

35



3 Lexikographische Breitensuche (LexBFS) und andere Suchstrategien

Wie lésst sich LexBFS* in Linearzeit implementieren? Zunéchst einmal sind folgende
Daten fiir jeden Knoten v zu speichern:

1. Die hochste Nummer, die ein zu v adjazenter Knoten in o™ und o™ hat, mit
i+(v) bzw. iy (v) bezeichnet. Wenn es keinen Knoten gibt, der hinter v steht
und adjazent zu v ist, so ist iy (v) = o7 (v) bzw. isy(v) = o7 H(w)

2. Die Menge der Knoten, die Nachbarn von v sind, vor v nummeriert wurden
und einen Nachbarn haben, der nach v nummeriert wurde. Fiir o™ wird die
Menge mit A(v) bezeichnet, fiir o1 mit B(v).

3. Auferdem miissen die Grofe der Mengen A(v) und B(v) gespeichert werden.

Diese Daten kénnen wihrend der beiden LexBFS*-Sweeps gespeichert werden. De-
ren Laufzeit bleibt trotzdem linear. Auferdem miissen die Listen A(v) und B(v)
auf dem Laufenden gehalten werden, d.h. sobald ein Knoten w nummeriert wurde,
miissen die Eintrdge von w in den Listen A(v) und B(v) entfernt werden. Wenn
diese Eintrage mittels einer Liste verbunden sind gelingt eine Entfernung von w aus
allen Listen A(v) und B(v) in O(deg(w)).

Um den aktuell zutreffenden Fall aus Tab. 2 zu finden, sind folgende Abfragen
durchzufiihren. Sobald die erste zu einem Ergebnis kommt, wird eine Entscheidung
getroffen.

1. iy(a) > ot (a) (a fliegt) wiihle b.

2. iy (b) > o (b) (b fliegt und a fliegt ja nicht) wiihle a.

w

. |B(b)] =0V |A(a)| # 0 wéhle b (b ist OK oder a ist nicht OK).
4. y € B(b)iy(y) = ot ' (a) wiihle b.
5. wihle a.

Im Hinblick auf die lineare Laufzeit ist das Auffinden von Knoten a fiir jedes Set
Sarax von Bedeutung. a ist der Knoten aus Syrax, der als letztes in o4 numme-
riert wurde. Dieser kann in der Spsrax, die nach der Nummerierung o4 sortiert
ist, an beliebiger Stelle stehen. In der Implementierung wird der von Spinrad [72]
vorgeschlagene Weg gewéhlt. Man erstellt eine Kopie des Graphen, in der die Adja-
zenzlisten geméfs oy sortiert sind. Fithrt man LexBFS* aus, so wéhlt man zwischen
dem Knoten b, der in Sjrax im Original Set vorne steht, und dem Knoten a, der
in Syrax in der Kopie vorne steht. LexBFS* wurde von Corneil, Olariu und Ste-
wart [23] zur Erkennung von Intervall-Graphen, sieche Abschnitt 4.3, entwickelt.

3.4.6 LexBFS SEO

Bei dieser LexBFS Variante nach [54] werden die Knoten riickwérts nummeriert,
mit einem ,tie-breaker”, der sich aus den minimalen Knoten Separatoren ergibt.
Auch wenn der Algorithmus zur Erkennung stark chordaler Graphen (siehe 4.7.2)
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spater nur angedeutet wird und auch nicht vollstdndig implementiert wurde, fol-
gen einige Uberlegungen zu LexBFS-SEO (SEO — Strong Elimination Ordering).
Beachtenswert an LexBFS-SEO ist die urspriingliche Idee MCS und LexBFS ein-
zusetzen. Als  tie-breaker” wird ein Wert Sep(v) verwendet, der iiber die Anzahl
der Knoten Separatoren berechnet wird, in denen v enthalten ist. Zunachst wird
jeder Kante vw = e € E die Anzahl der Separatoren S(e) zugeordnet, in denen
ihre beiden Endpunkte enthalten sind. Im eigentlichen LexBFS-SEO Sweep wird
zunéchst Yo € V : Sep(v) = 0 gesetzt und mit einem beliebigen Startknoten s an-
gefangen. ore,prs—spo(s) = n. Der  Sep-Wert“ aller Nachbarn von s wird um den
Wert S(e) ihrer gemeinsamen Kante erhoht. Sollte in einem Nummerierungsschritt
das Set Sp;ax mit dem hochsten Label mehr als einen Knoten enthalten, wird der
Knoten mit dem hochsten Sep-Wert nummeriert.

Samtliche minimalen Knoten Separatoren lassen sich mittels MCS in O(|V| + |E|)
berechnen, siehe [58]. Von Chandran und Gandroni [12] wurde eine Mdglichkeit
vorgestellt, alle minimalen Knoten Separatoren fiir einen chordalen Graphen in
O(|V|+|E|) mittels einer beliebigen PEO zu bestimmen, so dass anstelle von MCS
auch LexBFS eingesetzt werden kann. Die Laufzeit von LexBFS-SEO ist O(k?|V|)
mit k£ = maximale Grofe eines minimalen Knoten Separators |54]. Der dominieren-
de Faktor der Laufzeit ist die Bestimmung der Anzahl der Separatoren, in der eine
Kante enthalten ist. Fiir die Laufzeit ist es zwar nicht von Bedeutung, aber erwéh-
nenswert ist auch die Tatsache, dass innerhalb der Sets die Knoten nicht sortiert
sind. Daher ist stets, wenn |Syrax| > 1 gilt, der Knoten mit maximalem Sep-Wert
in Syrax explizit zu bestimmen.

3.4.7 LexBFS - min deg

Bei einer weiteren Variante von LexBFS [32| wird als ,tie-breaker” die Anzahl sei-
ner noch nicht nummerierten Nachbarn verwandt. Diese Variante ldsst sich in li-
nearer Zeit O(|V|+ |E|) ausfithren. Analog zu den linearen Implementierungen von
LexBFST lassen sich auch fiir LexBFS-,min deg“ die Knoten Liste und simtliche Ad-
jazenzlisten nach dem Grad jedes Knoten sortieren. Man verwendet den Knotengrad
an Stelle der Nummerierung und sortiert Knotenliste und Adjazenzliste aufsteigend.
Diese ,,Nummerierung “ ist nur eine Relation 7=1(V = {v,...,v,}) — {1,...,n—}.
Knoten gleichen Grades konnen in die Listen in beliebiger Reihenfolge eingefiigt
werden. Wird ein Knoten v mit ¢ neu nummeriert und dementsprechend die Sets
aktualisiert, behalten die unnummerierten Knoten v, w € N(v) ihre Reihenfolge bei.
Somit miissen Sie auch nur in der Reihenfolge bearbeitet werden in der sie in der
Adjazenzliste von v hinterlegt sind. D. h. ein Update der Knotengrade ist fiir die
Teilgraphen G;,i = 1,...,n ebenso wenig notwendig wie das Berechnen der Labels.

3.4.8 Laufzeiten

Die in Tabelle 3 dargestellten Laufzeiten wurden auf einem Rechner mit einem
Pentium IIT Prozessor mit 700 MHz Taktung und 512 MB Arbeitsspeicher, 512 MB
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maximalem Heap-Speicher fiir die Java Virtual Machine und SUSE Linux 10.1 als
Betriebssystem erreicht.

Knotenanzahl Kantenanzahl LexBFS MCS LexDFS

1000 0,25 Mio. 1,3 0,2 0,8
5000 1,25 Mio. 30 3 18
50000 1,25 Mio. 33 5 441
100000 2,5 Mio. 68 10 1746
200000 1,25 Mio. 43 9 5705
300000 1,25 Mio. 32 17 10934
500000 1,25 Mio. 38 22 23570

Tabelle 3: Laufzeiten von LexBFS, MCS und LexDFS in Sekunden

3.4.9 Ein Beispiel

Gegeben sei der Graph aus Abb. 12, siehe Seite 38. Es ergeben sich die in Tab.
4 - 6 dargestellten Labels bei LexBFS, MCS und LexDFS. Die unterschiedlichen
Nummerierungen sind Tabellen 10 und 8 zu entnehmen. Fiir LexBFS-SEO und
LexBFS-riickwirts ergeben sich die gleiche Nummerierung. Die Gewichte der Kanten
sind: vqvg = 12, vgvig = 7, v3vg = 6, vguip = 3. Bei allen weiteren Kanten gehoren
nicht beide Knoten zu einem gemeinsamen minimalen Knoten Separator.

wi va

w3 vE

e

v

v

Abbildung 12: Ein Beispielgraph
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Knoten n.1. n.2. n.3. n.4. n.B5. n. 6. n.7. n.8 n.09.

vl XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX
v2 1] 0 0 ] 6 6 6 6/3 6/3
v3 0 9 9 9 XXX XXX XXX XXX XXX
v4 10 XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX
vb 1] 9 9 9 9 XXX XXX XXX XXX
v6 0 0 8 8/7 8/7/6 8/7/6 8/7/6  xxx XXX
v7 1] 9 9 9 9 9 XXX XXX XXX
v8 10 10/9 XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX
v9 0 0 8 8 8 8 8/4 8/4 XXX
v10 1] 9 9/8 XXX XXX XXX XXX XXX XXX

Tabelle 4: LexBFS Labels nach der i-ten Nummerierung fiir Graph aus Abb. 12

Knoten n.1. n.2. n.3. n.4. n.5 n.6. n.7. n.8 n.9.

vl XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX
v2 0 [0} 0 1} I 1I XXX XXX XXX
v3 0 I I I II XXX XXX XXX XXX
v4 I XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX
vh 0 I I I I I I XXX XXX
v6 0 0 I 11 XXX XXX XXX XXX XXX
v7 0 I I I I I I I XXX
v8 I 11 XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX
v9 1] 0 I I I I I I 11
v10 0 I II XXX XXX XXX XXX XXX XXX

Tabelle 5: MCS Labels nach der i-ten Nummerierung fiir Graph aus Abb. 12

Knoten n.1. n.2. n.3. n.4. n.5 n.6. n.7. n.8 n.09.

vl XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX
v2 0 0 0 0 5 6/5 XXX XXX XXX
v3 1] 2 2 2 5/2 XXX XXX XXX XXX
v4 1 XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX
vd 1] 2 2 2 2 2 2 2 2
v6 1] 0 3 4/3 XXX XXX XXX XXX XXX
v7 0 2 2 2 2 2 2 8/2 XXX
v8 1 2/1 XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX
v9 1] 0 3 3 3 3 3 XXX XXX
v10 0 2 3/2 XXX XXX XXX XXX XXX XXX

Tabelle 6: LexDFS Labels (vorwérts Nummerierung) nach der i-ten Nummerierung
fiir Graph aus Abb. 12
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2 9 8 8

7 4 4 6

Tabelle 7: Nummerierungen des Graphen aus Abb. 12

Knoten

vl
v2
v3
v4
vh
v6
v7
v8
v9
v10

Tabelle 8: Nummerierungen des Graphen aus Abb. 12

LexBFS LexBFS MCS LexDFS

minDeg
1

—_
o

= O N 00 Ut © W=

Layer
1

—_
o

= O Woo ot NDO

[
o

N = 00 NOW O O

4
8
5
9
6
2

R =Y R e N

= 00 Ut © N



4 Erkennung von Graphenklassen und weitere
Anwendungen von LexBFS

Zur Erkennung der vorgestellten Graphenklassen wurden im Laufe der Zeit un-
terschiedliche Algorithmen vorgeschlagen. Literaturhinweise dazu erfolgen in den
entsprechenden Abschnitten. Was aber zeichnet einen Algorithmus gegeniiber ei-
nem anderen aus? Was sind die Giitekriterien fiir einen Algorithmus? Es gibt drei
wichtige Kriterien. Die Korrektheit des Algorithmus wird selbstversténdlich voraus-
gesetzt, auch wenn sie im weiteren Verlauf fiir jeden Algorithmus nachgewiesen bzw.
auf Literaturstellen dazu hingewiesen wird.

Kriterien fiir die Giite eines Algorithmus zur Erkennung von Graphenklassen:

1. Laufzeit und Speicherplatzbedarf.
2. Komplexitéit des Algorithmus und der verwendeten Datenstrukturen.

3. Moglichkeit, eine Bestétigung fiir die Zugehorigkeit oder die Nichtzugehorig-
keit zur Graphenklasse zu liefern.

1. ) Fiir alle hier betrachteten Graphalgorithmen gilt als untere Grenze der obe-
ren Schranke, eine Laufzeit und ein Speicherplatzbedarf von O(|V| + |E|).
Fiir eine Uberpriifung, ob ein Graph zu einer bestimmten Klasse gehort, ist
in der Regel das Betrachten der gesamten Knotenmenge und der gesamten
Kantenmenge erforderlich, d. h. es ist mindestens eine Laufzeit und ein Platz-
bedarf, der linear, proportional zur Anzahl der Knoten und Kanten ansteigt,
anzunehmen. Auf LexBFS basierende Algorithmen konnen fiir fast alle hier
betrachteten Graphenklassen eine lineare Laufzeit garantieren. Sie waren da-
mit aber nicht immer die ersten Algorithmen.

2. ) Weiterhin wiinschenswert ist ein einfacher Ablauf und die Verwendung einfa-
cher Datenstrukturen, also eine einfache Implementierung. Gerade dabei zeich-
nen sich die auf LexBFS basierenden Algorithmen aus.

3. ) Sinn der Algorithmen ist es zu entscheiden, ob ein Graph zu einer Gra-
phenklasse gehort oder nicht. Oftmals ist man daran interessiert, die fiir eine
Graphenklasse charakteristischen Merkmale, die die Zugehorigkeit oder die
Nichtzugehdrigkeit zur Klasse bestimmen, zu finden, z. B. bei Cographen den
Cotree oder einen Pj. Die auf LexBFS basierenden Algorithmen sind oftmals
unter diesem Aspekt anderen Algorithmen vorzuziehen, auch wenn diese glei-
che Laufzeit haben.

Die Gewichtung dieser drei Kriterien ist von unterschiedlichen Faktoren abhingig.
Teilweise kann es Zielkonflikte geben. Gerade auch der dritte Punkt ist von immen-
ser praktischer Bedeutung, selbst wenn die Bestatigungen fiir weitere Rechnungen
nicht benotigt werden. Besonders wenn man die Moglichkeit einer nicht fehlerfreien
Programmierung beriicksichtigt [56]. Allen in den néchsten Abschnitten vorgestell-
ten Algorithmen liegt ein gemeinsames Schema zugrunde, abgewandelt nach [31]:
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4 Erkennung von Graphenklassen und weitere Anwendungen von LexBFS

1. Erzeuge eine oder mehrere bestimmte Ordnungen o; i = 1,...,k der Knoten
mittels eines oder mehrerer Sweeps von LexBFS und oder seiner Varianten.

2. Uberpriife fiir o; i = 1,. .., k charakteristische Eigenschaften.

3. Erzeuge unter Zuhilfenahme von o; ¢ = 1,..., k definierende Merkmale oder
verbotene Teilgraphen dieser Graphenklasse.
4.1 Erkennung von chordalen Graphen
4.1.1 Algorithmus und Laufzeit

Der Algorithmus zur Erkennung chordaler Graphen hat folgendes Aussehen.

Algorithmus 8 : Chordalitétstest mit Bestétigung
Eingabe : ein Graph G = (V, E)
Ausgabe : Ein PEO oder einen C), mit n > 4

1 Erzeugen einer Ordnung o auf V mittels eines LexBFS - riickwérts Sweeps.

2 Uberpriifen, ob o ein PEO ist.
3 Ausgabe von o falls G chordal ist, oder Ausgabe eines sehnenlosen Kreises mit
Mindestlange 4: C), n > 4.

Zu Punkt 1.) Es ist bereits oben der Algorithmus angegeben und auferdem die
Laufzeit O(|V| + | E|) hergeleitet worden.

zu 2.) Es wird Satz 2.3 benutzt. Daher kann am Beginn der Nummerierung ein
beliebiger Knoten ausgewéhlt werden. Wenn dieser ein simplizialer Knoten ist, bleibt
mindestens ein weiterer, nicht benachbarter, simplizialer Knoten. Und wie Fulkerson
und Gross [40] gezeigt haben, gilt:

Satz 4.1 (Startknoten PEO) [/0/

Jeder simpliziale Knoten v kann Startknoten eines PEO sein.

Wie iiberpriift man, ob ¢ ein PEO ist? Naiverweise miisste man fiir jeden Knoten
v € V iiberpriifen, ob N*(v) eine Clique bildet. D.h. fiir jeden Knoten z € Nt (v)
iiberpriifen, ob z zu allen anderen Knoten aus Nt (v) adjazent ist. Dieses Vorgehen
hat, summiert iiber alle Knoten v € V| keine lineare Laufzeit in O(|V |+ |E|). Daher
geht man einen anderen Weg. Man bildet fiir jeden Knoten v € V eine Liste von
Knoten A(v), mit denen v benachbart sein muss, damit ¢ ein PEO ist. Das sind alle
Knoten u € V, die mit v einen gemeinsamen Nachbarn w haben, der vor v und v
nummeriert wurde.

w€V:3dwe Vmitv e N(w) Au € N(w) A o(w) < o(v) < o(u)

Dieser Algorithmus perfect ist in Algorithmus 9 in Pseudocode dargestellt:
Die Teilprozedur differ ist in Algorithmus 10 dargestellt.
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Algorithmus 9 : perfect

Daten : Ein Graph G und eine Sortierung o
Ergebnis : wahr oder falsch

fiir alle v € V tue
L Alv) =0

/* Initialisierung

fiir i =1 bis n — 1 tue

v=o0(1)

X = N*(v)

wenn X # () dann

1

u = a(]yez)? o (x))
concat {X|u}{A(u)}
/* Anh&ngen von X ohne u in A(u)

wenn differ(A(v), Adj(v)) dann
L return false

| return true;

*/

Algorithmus 10 : differ

Daten : zwei Knoten Listen A(v); Adj(v)
Ergebnis : wahr oder falsch

fiir alle w € Adj(v) tue
| Test(w) =1
/* Initialisierung
fiir alle w € A(v) tue
wenn Test(w) = 0 dann
/* w ¢ Adj(u)

return true

fiir alle w € Adj(v) tue
| Test(w) =0

/* Zuriickstellen

return false
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4 Erkennung von Graphenklassen und weitere Anwendungen von LexBFS

Ein Durchlauf von differ lasst sich in O(|]A(v)| + |Adj(v)|) Zeit ausfithren, d. h.
tiber alle Aufrufe O( EV|A(u)| + EV|Adj(v)]). Es gilt EV\A(u)] < EV|Adj(v)], da
ue S ue S

alle Eintriage in A(u) aus Adj(v) stammen miissen und jeder Eintrag aus einer Ad-

jazenzliste Adj(v) maximal in eine A(u) -Liste iibernommen wurde. Zu den Zeiten

aus differ kommen noch die Zeiten fiir das Initialisieren der A(u)-Listen, das Be-

stimmen der X-Mengen und das Suchen von u € X. Das Zusammenstellen von

X und das Suchen von u € X hat jeweils die Zeitkomplexitit O(|Adj(v)|). Uber

alle Aufrufe gilt: O(\Adj( )]). Fiir das Initialisieren gilt: O(|V|), daher gilt fiir den
ev

gesamten Algorithmus perfect

Satz 4.2 (Komplexitit ,perfect) [43/
Algorithmus perfect testet in O(|V|+ |E|) Zeit, 0ob ein Schema o ein PEO ist. Der
Platzbedarf ist ebenfalls O(|V| + |E|) .

4.1.2 Korrektheit des Algorithmus

Um die Korrektheit des Algorithmus nachzuweisen, sind zwei getrennte Beweise zu
fiihren. Zum einen ist Satz 4.3 zu beweisen, zum anderen ist die Korrektheit des
Algorithmus perfect zu zeigen.

Satz 4.3 (LexBFS PEO) nach [66]

Ein endlicher Graph G = (V, E) ist genau dann ein chordaler Graph, wenn die
gespiegelte Nummerierung bzw. Sortierung o der Knoten, die durch den Algorithmus
LexBF'S(riickwdrts) festgelegt wurde, ein perfektes Eliminationsschema darstellt.

G ist chordal < oLe.prs ist perfekt.

Beweis:

»,=": Beweis mittels vollstdndiger Induktion iiber |V|.

Induktionsanfang: Wenn |V| = 1 trivial.

Induktionsannahme: Wenn |V| < n gilt der Satz 4.3.

Induktionsschluss: Da geméfs Satz 4.1 jeder simpliziale Knoten ein PEO starten
kann, reicht es zu zeigen, dass x = o(1) ein simplizialer Knoten von G ist. Die
Nummerierung der iibrigen Knoten V' \ z in ¢ ist unabhéngig von z. G; sei der
induzierte Teilgraph von G ohne z. Da Chordalitét an induzierte Teilgraphen vererbt
wird, ist auch G; chordal. Somit stellt geméf Induktionsannahme die Reihenfolge
der Knoten geméf o fiir Gy ein PEO dar. Also ist o ein PEO fiir G, wenn z = o(1)
simplizial ist.

Ist Knoten z = o(1) simplizial? Angenommen, x wére nicht simplizial, dann gibt
es mindestens zwei Knoten vi,v9 € V, die zwar zu x adjazent sind, aber nicht
untereinander. Es sei 0. B. d. A. v >, v; und das Paar vov; sei das lexikographisch
grofte Paar gemif o, d.h. {o71(v2),07 (v1)} >rex {07 (vi), 0 (v;)} Vi,j A
ol (v;) > Jfl(vj) tvv; ¢ E Avj,v; € N(z). Da sowohl v als auch vp vor x
nummeriert werden, muss es einen Pfad Pv\fC v, Ohne x geben. Wenn es einen solchen
sehnenlosen Pfad ohne einen Knoten v; € N(z) gibt, wire G nicht chordal, siehe
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x Pv_lv_2

v_1

Sigmalober es wird ruckwarts Numm»>

Abbildung 13: Sehnenloser Kreis mit vy, vo

v_1

Sigmalober es wird ruckwdrts Numm)

Abbildung 14: Sehnenloser Kreis ohne v1, v9

Abb. 13. Auf Pblx v, kOnnen v; und vy nur jeweils zu einem Knoten benachbart sein,

sonst ist Pv\lx v, Nicht sehnenlos. Pv\lx v, kann nur Knoten aus N(z) enthalten sonst
ergibt sich ein C), n > 4, sieche Abb. 14. Ebenfalls 0. B. d. A. kann man annehmen,
dass PJf v, ur Knoten v enthélt, die vor v; nummeriert wurden. Dann muss aber vg
zuallen v € bec v, adjazent sein, sonst wire {o~!(ve), o~ (v1)} nicht lexikographisch
am grofsten. Folglich kann es zwischen vy und v; nur einen sehnenlosen Pfad der
Lénge 3 geben, der als Mittelknoten einen Knoten vy aus N(x) enthélt, sieche Abb.
15).

Es muss einen Knoten vs geben mit vs > va Avgvy € EAvsx ¢ E gemifk Bedingung
3 aus Satz 3.1. Der Knoten v3 = o(Maz(c (v € V|vv; € E Avx ¢ E))) sei der
am frithesten nummerierten Knoten aus o, der zu v; adjazent ist und zu x nicht.
v3vg ¢ FE sonst wire vsvorv; ein sehnenloser Kreis. Daher muss es aber wegen
Bedingung 3 aus Satz 3.1 auch einen Knoten v4 geben, der nicht zu v; adjazent
ist, aber zu vs. Sei v4 auch von diesen Knoten, der frithest nummerierte in o. v4 =
o(Max(c= (v € V]vvy ¢ E Avvy € E))). Der Knoten vy kann auch nicht zu =
adjazent sein, sonst bildeten vsv; ein lexikographisch hoheres Knotenpaar, dessen
Knoten nicht untereinander adjazent aber beide zu x adjazent sind. Es ergibt sich die
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Pv_1lv._ ?

Sigmalaker es wird ruckwdrts Numm.)

Abbildung 15: Der einzig mogliche Pfad zwischen v; und v

Sigmalaker es wird ruckwdrts Numm.)

Abbildung 16: Ausgangssituation mit v und vy

in Abb. 16 dargestellte Situation. Wenn es zwischen vs und v4 einen (sehnenlosen)

Pfad PQS{inN(x)} gibt, der weder x noch Knoten aus N(x) enthélt, ergibt sich ein
sehnenloser Kreis xv103P1>3{f4UN(x)}v4v2. Betrachtet man die Knoten aus N(x), die
vor v; und vy nummeriert wurden und bezeichnet sie mit N*(z), so miissen alle
y € N*(v) mit v; und ve adjazent sein, aufgrund der Maximalitdt von vov;. Daher
miissen vz und vy auch zu allen diesen Knoten aus N*(z) adjazent sein oder aber
einen Nachbarn vor N*(z) haben. Wenn aber vz und vy nur Nachbarn in N*(x)
héitten, wiirde vy vor vz nummeriert, da v4ve € E Avzvy ¢ E. Also hat v Nachbarn

vor N(x) bzw. N*(x), somit muss aber auch v4 einen solchen Nachbarn haben und
der Pfad Pbg{qZUN(x)} existiert. Damit ist GG nicht chordal, siche Abb. 17. Widerspruch
zur Annahme und z = o(1) ist ein simplizialer Knoten und ,,=>“ ist gezeigt.
,<=“ist klar: Wenn es ein PEO gibt, dann ist GG ein chordaler Graph. [J

Einen anderen Beweis dafiir, dass der zuletzt nummerierte Knoten z = (1) ein
simplizialer Knoten sein muss, liefert Simon [70]. Er benutzt die Eigenschaft, dass
jeder minimale Separator ein vollstdndiger Teilgraph ist gemdfs Satz 2.2. Es wird
folgender Satz hergeleitet:
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Pv_3v_4

Sigmalaker es wird ruckwdrts Numm.)

Abbildung 17: Sehnenloser Kreis mit vz und vy

Satz 4.4 (Zusammenhang LexBFS Separator) [70/

Sei G = (V,E) ein chordaler Graph und o eine LexBFS Nummerierung. Ferner
seien v,y € Vay ¢ E. Sei S der minimale x — y Separator. Dann gilt: o' (z) <
ol y)=YoeS:o ) <o (v)

Die Knoten jedes minimalen Separators S werden in einer LexBFS Nummerierung o
vor dem letzten der beiden durch S getrennten Knoten nummeriert. Ware z = (1)
kein simplizialer Knoten, gibt es zwei Knoten vy, vy € N(x) : vive ¢ E A vy >4 v1.
Mindestens ein minimaler v;, vo-Separator enthilt x. Gemif Satz 4.4 gilt: 0~ (v1) <
o~ 1(z) Widerspruch! [J

Simon nahm an, dass der Satz 4.4 nur fiir LexBFS PEOs gelte. Diese Annahme
haben Chandran, Ruskey, Ibara und Sawada [13] aber widerlegt und gezeigt, dass
Satz 4.4 fiir simtliche PEOs gilt und damit der vermutete Grund fiir die haufigere
Verwendung von LexBFS gegeniiber MCS nicht gegeben ist.

Es bleibt noch zu zeigen, dass der Algorithmus perfect korrekt ist. Es gibt zwei
mogliche Fehler:

1. o ist perfekt, aber perfect gibt ,falsch® zuriick.
2. o ist nicht perfekt, aber perfect gibt ,richtig* zuriick.

Zu 1) Wenn falsch” zuriickgegeben wird, muss sich in A(v) ein Knoten w befinden,
der nicht in Adj(v) enthalten ist. Also muss gelten o~ !(w) > o~!(v). Ferner muss
es einen Knoten u geben mit 0~!(v) > o~ !(u) und v,w € N(u), damit w in der
o~ (u)-ten Tteration in A(v) aufgenommen werden konnte. Da aber v ¢ N (w), wire
o kein PEO.

Zu 2) Wenn ,richtig* zuriickgegeben wurde, ist in keinem A(u) ein Knoten enthalten,
der nicht auch in Adj(u) vorkommt. Sei aber v der Knoten mit der hochsten Nummer
o1 (v), fiir den gilt: N*(v) = {x € N(v)|o~ (z) > 07! (v)} ist keine Clique.

Sei 7 (u) das Minimum der Knoten aus NT(v) bez. o. Da ,richtig* zuriickgegeben
wird, gilt Vo € NT(v) \ {u} : x € Adj(u). Es gilt o= (u) > o~ (v)
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Alle Paare z,y € N*(v)\{u} sind adjazent. =,y gehéren zu Z = z € N(u)|o~1(2) >
o~ !(u) und Z ist gemik der Annahme, dass v maximal ist, eine Clique. Dann wire
aber auch N (v) komplett. Widerspruch! Damit ist perfect korrekt. OJ

Insgesamt gilt:

Satz 4.5 [66]

Chordale Graphen kénnen in linearer Zeit erkannt werden.

Aus folgenden drei Tatsachen kann die von Corneil [15] als ,, P3-Regel“ bezeichnete
Eigenschaft von LexBFS Nummerierungen auf chordalen Graphen gewonnen wer-
den:

1. Jede LexBFS Ordnung stellt fiir einen chordalen Graphen ein PEO dar.
2. Jeder induzierte Teilgraph eines chordalen Graphen ist chordal.

3. Die Nummerierung eines Knoten mittels LexBFS ist unabhéngig vom zu die-
sem Zeitpunkt unnummerierten Teil des Graphen.

Satz 4.6 (P3-Regel) [15/
Sei G ein chordaler Graph und o eine LexBFS Nummerierung von G. Dann gilt
fir u,v,w eV mit u <, v <, w:

w € FANuw e F=vweFR

Beweis: Alle Knoten, die vor w nummeriert wurden, einschlieflich u, induzieren
einen chordalen Graphen G,. Die LexBFS Nummerierung fiir G stellt beschrénkt
auf die Knoten von G, auch eine LexBFS Nummerierung fiir G,, dar. Dann ist u
der Startknoten eines PEO fiir G,, und demnach simplizial. Demnach muss vw € E
gelten. [

Wie Tarjan und Yannakakis [73] gezeigt haben, gilt fiir alle Sortierungen, die eine
MNS Sortierung darstellen, dass sie in umgekehrter Reihenfolge fiir einen chordalen
Graphen ein PEO darstellen. Somit 1asst sich der Algorithmus u. a. sowohl mit MCS
als auch mit LexDFS Nummerierung ausfithren. Bei LexDFS allerdings bisher nicht
mit linearer Laufzeit.

4.1.3 Erweiterung des Algorithmus

Tarjan und Yannakakis [74] haben ihren Algorithmus zur Erkennung von chorda-
len Graphen um eine Bestédtigung fiir Nichtchordalitdt erweitert. Im Falle eines
nicht chordalen Graphen wird einen sehnenlosen Kreis mit Mindestldnge 4, also ein
verbotener Teilgraph zuriickgegeben. Diese Erweiterung basiert auf MCS Numme-
rierungen und kann fiir den Fall, dass eine LexBFS Nummerierung vorliegt, leicht
abgewandelt und vereinfacht werden. Bisher wurde in perfect nur ein w,v € V Kno-
tenpaar bestimmt, das zu einem Tripel u, v, w € V' gehort, fiir das gilt: u <, v <, w
und wv € EAuw € EANvw ¢ E. Fiir ein solches Tripel gilt, wenn v, w das lexiko-
graphisch hochste Paar zu v adjazenter aber nicht untereinander adjazenter Knoten
ist, folgender Satz:
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4.1 Erkennung von chordalen Graphen

Satz 4.7 (Pfad) nach [7/]

Sei u,v,w € V ein Tripel, fir das gilt: u <, v <, w und uv € EANuw € ENvw ¢
E dann gilt, wenn v,w das lexikographisch mazximale Paar beziiglich o mit diesen
Eigenschaften ist:

FEs gibt einen Pfad P zwischen v und w, der weder u noch einen Knoten x € N(u)
enthdlt.

Beweis: Der Beweis ergibt sich aus der Umkehrung des Beweises von Satz 4.3. Sei o
eine LexBFS Nummerierung. Falls G chordal wire, ist u in dem Teilgraphen Gy,
der durch alle vor v nummerierten Knoten induziert wird, ein simplizialer Knoten.
Da w nicht simplizial ist, muss mindestens ein Cy, n > 4 in G, vorliegen. Gemaf
des Beweises von Satz 4.3 muss es mindestens einen Pfad Pv\quUUN(u) geben. Der
kiirzeste dieser Pfade zwischen v und w muss sehnenlos sein. Zusammen mit u, v, w
und diesem minimalen Pfad P,, ergibt sich ein sehnenloser Kreis mit einer Linge

von mindestens 4. [J

Die Laufzeit fiir diese Erweiterung des Algorithmus ist ebenfalls linear, wie sich an-
hand folgender Uberlegungen zeigen lisst. Um aus den mittels ,perfect gefundenem
Knotenpaar v, w ein Tripel zu machen, miissen beide Adjazenzlisten auf einen ge-
meinsamen Nachbarn w hin untersucht werden. Ein gemeinsamer Nachbar kann in
Linearzeit gefunden werden. Aber wie kann ein Tripel gefunden werden, das die
geforderte Maximalitdt von v und w beziiglich u garantiert? Man lasst perfect
vor der Ausfilhrung von differ fiir alle Knoten durchlaufen. Also berechnet man
alle A(v) Listen. Anschliefend bestimmt man, riickwirts vom Knoten y = o(n)
aus startend, das erste verletzende Paar w*,v*. Wenn aufserdem noch die jeweili-
gen Listen A(v) und Adj(v) sortiert sind, bestimmt man damit automatisch das
lexikographisch grofste verletzende Tripel u*, v*, w*. Abschliefend ist nur noch der
kiirzeste Pfad zwischen den nicht benachbarten Knoten v* und w* des Tripels zu
finden, der weder u* noch Nachbarn von u* enthélt. Dazu lasst sich ein spezieller
LexBFS-Sweep verwenden. Die zu vermeidenden Knoten Nu] \ {v,w} setzt man
in ein Set hinter dem eigentlichen Startset, dadurch werden sie erst am Schluss
nummeriert. Den Knoten w setzt man an den Anfang des ersten Sets, damit dieser
zuerst nummeriert wird. Man merkt sich im Zuge dieses Sweep die Entfernung aller
Knoten vom Startknoten w. Die Entfernung der zu vermeidenden Knoten wird da-
bei iiberschitzt. Ausgehend vom Zielknoten v kann stets ein Knoten mit einer um 1
niedrigeren Entfernung gefunden werden, bis wieder der Startknoten w erreicht ist.
Dazu muss lediglich maximal einmal die gesamte Knotenmenge durchlaufen werden.
Man sortiert, wie bereits in Algorithmus 7 beschrieben, die Adjazenzlisten aller Kno-
ten aufsteigend geméf o. Dann muss der nichste Knoten auf dem Pfad P, stets der
erste Knoten, der Adjazenzliste des gerade nummerierten Knoten, sein. Dieses ist
der gesuchte Pfad P, der zusammen mit u, v, w den gesuchten, verbotenen Kreis
bildet.
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4 Erkennung von Graphenklassen und weitere Anwendungen von LexBFS

4.1.4 Weitere Zusammenhange zwischen LexBFS und chordalen Graphen

Die ungeraden Potenzen eines chordalen Graphen G sind wiederum chordal. Laskar
und Shier [59] haben gezeigt, dass dies auch fiir die geraden Potenzen eines chorda-
len Graphen G gilt, wenn G bestimmte Teilgraphen nicht enthélt. Es stellt sich aber
die Frage, ob ein PEO fiir einen Graphen G auch stets ein PEO fiir seine Poten-
zen darstellt. Sind G und G? beide chordal, dann haben sie auch ein gemeinsames
PEO [6]. Brandstadt, Dragan, Chepoi und Voloshin haben gezeigt, dass es fiir alle
chordalen Potenzen eines Graphen G ein gemeinsames PEO gibt [5]. Dieses ldsst
sich mit einer verallgemeinerten Version von MCS erzeugen. Interessanterweise ist
jede LexBFS Sortierung eines chordalen Graphen G auch ein PEO fiir sdmtliche un-
geraden Potenzen, die ja bekanntermafien ebenfalls chordal sind. Fiir einen Grofteil
der chordalen Graphen sind auch die LexBFS Nummerierungen PEOs fiir Poten-
zen mit geraden Exponenten, sofern diese chordal sind. Verbotene Teilgraphen, die
Ausnahmen von dieser Regel charakterisieren, wurden ebenfalls von Brandstédt,
Dragan und Nicolai 7] bestimmt. Fiir MCS und LexDFS Nummerierungen lassen
sich nicht so allgemeine Aussagen treffen.

4.1.5 PEOs und chordale Graphen

Von den 720 = 6! Mdglichkeiten den Graphen aus Abb. 18 zu nummerieren, stellen
68 Sortierungen ein PEO dar.

Abbildung 18: Beispielgraph

Sortierung LexBFS MCS LexDFS MNS PEO
in umgek.

Richt.
V1, VU, U3, U4, U5, Vg + + + + +
V3, V9, V4, U5, Vg, U1 + + + + +
v3, U2, V1, V4, U5, Ug - + + + +
V3, V4, U5, Vg, V2, V1 - + + + +
V9, V3, U1, U4, U5, Vg + + - + +
V3, U5, U2, V4, V1, Vg - - - - +

Tabelle 9: Sortierungen des Graphen aus Abb. 18
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4.1 Erkennung von chordalen Graphen

Aus Tab. 9 ist zu ersehen, dass es PEOs gibt, die in umgekehrter Reihenfolge weder
LexBFS oder MCS oder LexDFS oder andere MNS Nummerierungen darstellen.
Shier [68] hat eine Verallgemeinerung von MCS vorgeschlagen, mit der sich sdmtliche
PEOs eines Graphen G bestimmen lassen.
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4 Erkennung von Graphenklassen und weitere Anwendungen von LexBFS

4.2 Erkennung von Cographen

Zur Erkennung von Cographen wurden unterschiedliche Algorithmen vorgeschlagen.
Erster mit linearer Laufzeit war der von Corneil, Perl und Stewart 1985 vorgeschla-
gene [27|. Dieser konstruierte den Cotree durch sukzessives Einfiigen der Knoten.
Ein weiterer Algorithmus mit linearer Laufzeit stammt von Habib und Paul [46]. Die
erste Variante Cographen mittels LexBFS, zu erkennen stammt von Bretscher, Cor-
neil, Habib und Paul [10], siehe auch [9]. Dort werden drei LexBFS-Sweeps benutzt.
In [11] wurde dieser Algorithmus dahingehend verbessert, dass er nur noch zwei
LexBFS-Sweeps bendtigt. Dieser Algorithmus wird in diesem Abschnitt vorgestellt.

4.2.1 Der Algorithmus

Der Algorithmus aus [11] hat folgendes Aussehen:

Algorithmus 11 : Cograph 2-SweepTest
Eingabe : ein Graph G = (V, E)
Ausgabe : Ein P, wenn G kein Cograph, sonst ein Cotree Tz von G

1 Erzeuge eine Ordnung o der Knoten mittels eines LexBFS-vorwirts Sweep.

2 Erzeuge unter Beriicksichtigung von ¢ mittels eines LexBFS™-Sweep auf G eine
Ordnung &.

3 Uberpriife fiir o und -, ob sie die Nachbarschafts-Untermengen-Bedingung
(Neighbourhood Subset Property = NSP) erfiillen.

4 wenn ja dann

5 ‘ Konstruiere den Cotree T¢.

6 sonst

7 L Finde einen Pj.

4.2.2 Beispiel: LexBFS auf Cographen

Wenn man den LexBFS-Algorithmus ,labelfrei“ interpretiert, wird der gerade zu
nummerierende Knoten z als Pivot-Element aufgefasst. Alle zu diesem Zeitpunkt
vorhanden Sets S; werden in einen zu x adjazenten Teil SiA”” und einen zu x nicht-
adjazenten Teil SN aufgeteilt. Diese Partitions-Vorstellung wird im Algorithmus
11 hdufig verwendet und soll daher anhand des Cographen aus Abb. 19 und eines
leicht modifizierten ,Nicht-Cographen® (vovy ¢ E), siehe Abb. 20, erlautert werden.
Beispielsweise ist:
g = U1, V2, Vs, Vg, U7, U8, Vg, U3, Vg

eine giiltige LexBFS-Ordnung des Cographen aus Abb. 19. Daraus ergibt sich die
folgende 6~ Nummerierung;:

o = V1, U3, V4, V2, Us, U7, V9, VS, Vg
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4.2 Erkennung von Cographen

Abbildung 19: Ein Cograph Abbildung 20: Ein ,NichtCograph“

Fiir den Graphen aus Abb. 20 ist:
g = V1, V2, Vs, Vg, Vs, V9, U7, V3, V4
eine giiltige LexBFS Nummerierung und daraus ergibt sich:
o = 1,03,0V4,V2, V7,5, Vg, Vg, U]

Die Sets, die sich widhrend der Nummerierung o ergeben sind in Tab. 10 aufgelistet.

Die Sets, deren Knoten zum aktuell nummerierten Knoten adjazent sind, sind mit
und die nichtadjazenten mit [JJjjjij hinterlegt.

Die Sets, die sich wahrend der Nummerierung 6~ ergeben, sind in Tab. 11 aufgelis-

tet. Die Sets deren Knoten zum gerade nummerierten Knoten in G adjazent sind,

sind mit und die nichtadjazenten mit [Jjjjij hinterlegt.

Die Sets, die sich fiir den Graphen aus Abb. 20 bei ¢ und 6~ ergeben sind in Tab.

12 und Tab. 13 zu entnehmen.

Um den Zusammenhang zwischen den LexBFS Nummerierungen ¢ und 6~ und dem

Cotree Ty des Cographen G deutlich zu machen, sind in den Cotrees der Abbildung

21 jeweils die Sets mit dem héchsten Label rot eingefirbt.

Zwischen den Sets mit dem hochsten Label Sp;ax und dem Cotree und seinen

Teilbdumen scheint ein Zusammenhang zu bestehen, siehe Abbildung 21. Diesem

wird gleich weiter nachgegangen, doch vorher soll der Begriff der Scheibe (= engl.

Slice) erlautert werden.
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4 Erkennung von Graphenklassen und weitere Anwendungen von LexBFS

Set mit héchstem Label iibrige Sets
xxx  {v1,v2, V3, V4, Vs, Vg, U7, Vs, Vo } XXX

Q
|

-

—~
S
S

i
e

S

U1
U2
Us
Ve
v7

Ug

V9

U3

© 00 N O Ot kR W N = O

V4

Tabelle 10: Sets nach der i.ten o Nummerierung fiir Graph aus Abb. 19

U*_l(vz) Vi Set mit hochstem Label iibrige Sets
0 xxx  {v1,v2,v3,v4, Vs, Vs, U7, Us, Vg } XXX
1 V1
2 V3
3 V4
4 ) XXX
5 Vs
6 U7
7 V9
8 vg XXX
9 Vg XXX

Tabelle 11: Sets nach der i.ten & Nummerierung fiir Graph aus Abb. 19

Set mit héchstem Label iibrige Sets
XXX {’Ul,vz,v3,v4,1)5,1)6,1)7,1)3,1}9} XXX

Q
L
—
=
N
=

V1
V2
Vs
Ve
V8

V9

vr

U3

© 00 N O Ot ks W N = O

V4 XXX XXX

Tabelle 12: Sets nach der i.ten o Nummerierung fiir Graph aus Abb. 20
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4.2 Erkennung von Cographen

|
-

|
—
<
55
N

QU

Vi Set mit hochstem Label iibrige Sets
xxx  {v1,v2,vs,v4, Vs, Vs, U7, Vs, Vg } XXX

U1
U3
Vg
V2
v7

Us

V9

Ve

XXX

© 00 N O O kW N = O

U8 XXX XXX

Tabelle 13: Sets nach der i.ten & Nummerierung fiir Graph aus Abb. 20
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4 Erkennung von Graphenklassen und weitere Anwendungen von LexBFS

Abbildung 21: Sy;ax i =1,...,9 fiir den Graphen aus Abb. 19
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4.2 Erkennung von Cographen

4.2.3 Slices

Bei LexBFS-Nummerierungen wird stets ein Knoten als nichstes nummeriert, der
aus dem Set mit dem aktuell hochsten Label entnommen wird. Diese Sets werden
im Zusammenhang mit Cographen, speziell in den o. g. Arbeiten [9], [10] und [11],
als Slices bezeichnet. Fiir das Versténdnis des Algorithmus bzw. dessen Korrekt-
heitsbeweis ist der Begriff und vor allem die Eigenschaften von Slices von zentraler
Bedeutung.

Definition 4.1 (Slice)

Eine Menge von Knoten, die innerhalb einer LexBFS Nummerierung aufeinander
folgen, wird als Slice S bezeichnet, wenn alle Knoten aus S zum Zeitpunkt der Num-
merierung des ersten Knoten x aus S die gleiche bereits nummerierte Nachbarschaft
haben. Also seien: i = Zlezg(a(v)) Jj= Tézsx(a(v)) dann gilt: Yo,w € S : N;(v) =

Ni(w) AN Vt:o(t) > 7 Ni(t) # N;(v)

Da fiir eine LexBFS Nummerierung Bedingung 2 von Satz 3.1 gilt, ist offensichtlich,
dass die Knoten aus dem Set mit dem hochsten Label (wie auch aus allen anderen
Sets) aufeinander folgend nummeriert werden. Es gibt im Verlauf des gesamten
LexBFS-Sweep |V| = n verschiedene Slices. So stellt die komplette Knotenmenge
V am Anfang der Nummerierung ein Slice dar. Slices werden mit S(z) bezeichnet,
wobei z, der erste von S(z) nummerierte Knoten ist. Sobald = aus S(z) nummeriert
wurde, teilt sich S(z) in 3 Teile auf:

1. 2.
2. SA4(z), die zu z adjazenten Knoten aus S(z).
3. SN(x), die zu x nicht adjazenten Knoten aus S(z).

SA4(z) und SN (x) stellen nach der Nummerierung von x neue Sets dar. S4(x) ist
nach der Nummerierung von z das Set mit dem hochsten Label. Das Set SV (z)
teilt sich durch die weitere Nummerierung, der Knoten aus S4(x) in kleinere Sets
auf. Diese Sets S;(x) i = 1,..., k werden im weiteren Verlauf als Zellen bezeichnet.
Nachdem der letzte Knoten z aus S4(x) mit 0~!(2) = |S4(z)| + 1 = | nummeriert
wurde, ist SV (z) in seine Zellen S;(x) aufgeteilt worden. Betrachtet man den Gra-
phen aus Abb. 19, so teilt sich S(vy) in {v1}, S4(v1) = {v2,vs, v, v7, v8,v9} und
SN (v1) = S1(v1) = {vs,v4} auf. SV (v1) hat nur eine Zelle, da alle v3, v4 die gleichen
Nachbarn in S4(v1) haben. Bezeichnet man mit A? die Knoten aus S“(z) zu denen
der Knoten v adjazent ist, so gilt:

Ay = A7 wenni=j

v,we SN(x) Av € Si(x) Aw € Sj(x) 7
AT # AT wenn i # j

Exemplarisch ist ein Slice in Abb. 22 dargestellt.
Analog dazu werden im Fall des LexBFS™-Sweep, also auf dem komplementéren
Graphen G, die Slices mit S4(v;) und mit SN (v;) = S1(v;) U...US;(v;) bezeichnet.
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4 Erkennung von Graphenklassen und weitere Anwendungen von LexBFS

S_ikw

STAMD

S_i+1dv)

Sigma

Abbildung 22: Ein Slice S(v)

Die wihrend der Nummerierung 6~ fiir den Graphen aus Abb. 3 entstehenden Sets
und damit auch Slices sind in Tabelle 11 und Tabelle 15 aufgefiihrt.
Fiir die Zellen gilt folgender Satz 4.8:

Satz 4.8 (Zellen nicht adjazent) [11]

Sei G = (V, E) ein Cograph. Und S;(v) und S;(v) verschiedene Zellen von SN (v).
Sei v; € Si(v) und v; € S;(v) dann gilt: viv; ¢ E. Zwei Knoten v;,v; aus unter-
schiedliche Zellen S;(v), S;(v) eines Slices S(v) sind nicht adjazent.

Beweis: Angenommen, o. B. d. A. j < i. Sei vjv; € E. Es gilt vjv ¢ EAvjv ¢ E.
Ferner muss es ein z € S4(v) geben, mit x € Ay, Ao ¢ A, Denn Zelle S;(v) <o
Si(v). Die Knoten (v, z,v;,v;) wiirden einen Py bilden. Siehe Abb. 23.00

Aus den gemachten Aussagen folgt fiir die Teilmengen S4(x) und S;(x) fiir i =
1,..., k folgender Satz 4.9:

Satz 4.9 (Subslices sind auch Slices) nach [9]
Wenn G ein Cograph ist, stellen folgende Teilmengen eines Slices wieder ein Slice
dar:

1. S4(x)
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4.2 Erkennung von Cographen

AL

Sigma

Abbildung 23: Adjazenzen innerhalb der Subsets S;(v;) und S;(v;)

2. Si(z) firi=1,...,k
Man bezeichnet Sie auch als Subslices.

Beweis: zu 1.) Jeder Knoten v € S(x) hat die gleiche nummerierte Nachbarschaft
N;(x) mit o~ (x) = i. Sei y der erste Knoten aus S4(x). Jeder Knoten z € S4(z),
der vor y nummeriert wird, hat die gleiche nummerierte Nachbarschaft N;(x) U x.
S4(z) ist nach S(z) als nichstes das Set mit dem héchsten Label und daher ebenfalls
ein Slice.

zu 2.) Geméfh Satz 4.8 haben die Zellen S;(x) keine Adjazenzen untereinander. Daher
konnen die S;(z) zum Zeitpunkt der Nummerierung ihres jeweils ersten Knotens y;,
nur adjazent sein zu Knoten aus N;(x) U Ay . Diese Nachbarschaft muss fiir alle
Knoten z € S;(z) gleich sein. OJ

Aus den Sets aus Tab. 10 fiir den Graphen aus Abb. 19 ergeben sich die Slices und
Subslices gemifs Tab. 14.

Sollte G kein Cograph sein, kénnen Adjazenzen zwischen den Zellen S;(v) und S;(v)
existieren. Nicht jede Zelle ist in diesem Falle ein Slice. Im Graph aus Abb. 20 ist
das Set Sy(v1) = {vs,ve,v7,vs,v9} ein Teilset, vgl. Tab.: 17 das bei der Numme-
rierung ¢~ entstanden ist, nachdem alle Knoten v; € S4(v;) nummeriert wurden.
Aber Sy(v1) ist kein Slice, sondern eine Vereinigung der beiden Slices {v7} und
{’U5, V6, U8, ’Ug}.

Die Knoten jedes Slices sind in einer LexBFS Nummerierung fortlaufend numme-
riert. Es gilt Hilfssatz 4.2.1
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(¥ SA(’UZ') S1(U¢),...,Sk(’l}i) Nl(Sz(v,))

v {v2,vs,v6, V7,08, Vo } {vs, v} {vs, vs, U7, V8, V9 }
U2 {vs, v6,v7,v8, Vo }

Vs {ve} {v7,v8,v9} 0

Ve 0 0

vr {vs} {vo} {vs}

vg 0 0

Vg 0 0

U3 {v4} ]

V4 0 0

Tabelle 14: Slices und Subslices aus ¢ fiir den Graphen aus Abb. 19

(o SA(Ui) 5'1(’01‘),‘..757”(1}1') ]\71(5'](1)1))
v1 {vs,va}  {wa}{vs,ve,v7,v8,v9}  {va,va} D
U3 0 {va}

V4 0

U2 0 0

vs  {vr,vs,v9} {ve} {v7,v8,v9}
vr {vo} {vs}

vg 0 0

vs 0 0

Ve 0 0

Tabelle 15: Slices und Subslices aus ¢~ fiir den Graphen aus Abb. 19

V; SA(UZ‘) S1(U2‘),...,Sk(v¢) Nl(SZ(”UZ))

v {va,vs,v6,v7,Vs, V9 } {vs, va} {vs, v6, v7, V8, V9 }
V2 {vs, vs, Vs, Vg } {v7} {vs,vo}

Us {ve} {vs,vo} 0

Ve 0 0

vg {vo} 0

vg ] 1]

vy 0 0

v3 {va} 0

V4 0 ]

Tabelle 16: Slices und Subsets aus o fiir den Graphen aus Abb. 20

Vi SA(U»;) Sl(vi)7...,Sm(vi) Nl(SJ(Ul))
v {vs,va} {va}{vs,ve,v7,v8,v9} {vs,va} {v2}

v3 0 {va}

on ] 1]

Vg 0 0

vy 0 0

s {vo} {ve} {vo}
Vg ] 0

Vg 0 0

vs 0 1]

Tabelle 17: Slices und Subsets aus ¢~ fiir den Graphen aus Abb. 20
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Hilfssatz 4.2.1 nach [11] Sei o eine LexBFS Nummerierung eines Graphen G =
(V,E). Sei og der Ausschnitt von o, der nur die Nummerierungen der Knoten von
S enthalt. Dann ist og eine LexBFS Ordnung fir den durch die Knoten v € S
induzierten Teilgraphen.

Beweis: Klar, da die Nummerierung innerhalb eines Slices S nur durch die Adja-
zenzen innerhalb des Slices S festgelegt wird. Demnach kann die Ordnung <re.prs
des Slices aber auch unabhéngig von den Knoten w € V'\ S betrachtet werden. O
Im weiteren Verlauf spielen die Nachbarschaften der Subslices S;(z) und Sj(z) ei-
ne grofse Rolle, dazu bedient man sich einer weiteren Nachbarschaftsdefinition. Da
alle Knoten eines Slices S(v) in dem Teil der Knotenmenge V', der vor dem Slice
nummeriert wurde {w € V]w <, v}, definitionsgemif die gleiche Nachbarschaft
haben.

Definition 4.2 (lokale nummerierte Nachbarschaft)

Man bezeichnet als lokale nummerierte Nachbarschaft N'(S;(v)) eines Slices S;(v),
die nummerierten Knoten, die zu den Knoten aus S;(v) benachbart sind und zu S(v)
gehoren. Nummeriert bedeutet dabei, zum Zeitpunkt des Entstehens dieses Slices bzw.

Subslices. Also:
NY(Si(v)) = {ue SAv)Vue S;(v)j <i|Ywe Si(v):uw € E}

Auf dem komplementiren Graphen wird die lokale Nachbarschaft analog definiert.
Allerdings betrachtet man auch hier sowohl die Nachbarschaften auf G als auch auf

G .
NYSi(v)) = {u e SHv)Vue S;(v) j <i|Vwe S(v):uw € E}

oder auf G
NY(Si(v)) = {ue SHv)Vue S;(v)j <i|Vwe S;(v):uw € E}

Da im weiteren Verlauf nur der bereits nummerierte Teil der Nachbarschaften inter-
essant ist, wird auf den Zusatz ,nummeriert” meist verzichtet. Fiir Cographen setzen
sich die lokalen Nachbarschaften aller Vi = 1,... k; Vv € V' S;(v) ausschlieRlich aus
Knoten aus S4(v) zusammen. GemiR Satz 4.8 konnen Knoten aus unterschiedlich
Subslices S;(v), Sj(v) nicht adjazent sein.

Um fiir diese lokalen Nachbarschaften einen entscheidenden Satz beweisen zu kon-
nen, bedarf es des folgenden Hilfssatzes 4.2.2:

Hilfssatz 4.2.2 (,,Regenschirmfreiheit®) [11]
Jede LexBFS Nummerierung o eines Cographen G ist ,Regenschirm frei (umbrella
free), d.h. es gibt keine

uvweVu<,v<ow Nuw€E Nwé¢E Nvwé¢FE
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N
v ~
~ ~
~ ~
u -~ w
&
& @
Sigma
X
e .
-~ - -~V ~
\ - =< ~
\ ~ - ~
u - — w
°— — e
[ 4 ®
Sigma
~
~
_ ~

Sigma

Abbildung 24: Zum Beweis der ,Regenschirm-Freiheit“ von Cographen

Beweis: (vgl. auch Abb. 24) Gébe es eine solche Konstellation und betrachtet man
die am weitesten links stehende innerhalb von ore.prs, gibt es gemaf 3.1 ein x €
Viz<su AN zveE E AN zw ¢ E. Wenn zu € E, dann ist v,z,u,w ein Pj.
Wenn aber zu ¢ E | bildet x, u,v einen ,Regenschirm® , der weiter links in o steht.
(Widerspruch zur Annahme)

Nun kann fiir die lokalen Nachbarschaften der folgende Satz 4.10 bewiesen werden:

Satz 4.10 (Neighbourhood Subset Property) /9/
Sei G = (V, E) ein Cograph und o eine LexBFS Nummerierung von G, dann gilt
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fiir alle v e V und Vi < j:
N'(Si(v)) > N'(Sj(v))

Beweis: Sei y € N'(S;(v)), z; € Sj(v) und z; € S;(v) i < j, dann muss, da
zizj ¢ E (gemiiRd.8), y € N(S;(v)) sein, denn sonst bildeten y <,< x; <, ;
einen ,Regenschirm® . Da S;(v) <, S;(v) gilt, muss es mindestens ein z € V mit
z € NY(S;(v)) A x ¢ NYS;j(v)) geben. Somit gilt in 4.10 die echten Teilmen-
gen Beziehung. Vgl. dazu Abb. 25. Die Adjazenzen zwischen den Nachbarschaften
NY(S,n(v)) zu den Slices Sy, (v) sind aus Ubersichtsgriinden nicht dargestellt. O

NAI(S_i(v)

NAS_H1 (W)

Sigma

Abbildung 25: Neighbour Subset Theorem, rot eingefirbte Kanten ergiben einen
,Regenschirm*

Analog gilt Satz 4.10 auch auf dem komplementiren Graphen G und den komple-
mentiren Slices S;(v). Da fiir den spiteren Algorithmus eine Uberpriifung der NSP
auf G und G durchgefiihrt wird, andererseits aber eine Zeitkomplexitit O(|V|+|E|)
angestrebt wird, ist die Uberpriifung der NSP auf G durch eine Uberpriifung auf G
zu modifizieren. Dazu bendtigt man folgende Definition:

Definition 4.3 (Complement Neighbourhood Subset Propertﬁy)
Sei G = (V, E) ein Graph und 6~ eine LexBFS Nummerierung von G, dann erfillt
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g~ die CNSP (Complement Neighbourhood Subset Property), wenn Yv € V und
i=1,...,1—1 gilt:
N'(5i(v)) U Si(v) € N'(Sit1(v))

Es gilt folgender Zusammenhang:

Satz 4.11 (CNSP mittels NSP) /9]
Wenn eine =~ LexBFS Nummerierung von G die CNSP erfillt ,dann erfiillt sie
auch die NSP firc—:Yv e VAVi<j

N'(5i(v)) > N'(8;(v))
Also:
Vi < j N'(Si(v)) U Si(v) C N'(Sig1(v)) = N(Si(v)) D N'(S;(v))

Beweis: Der gesamte Slice, der vor einem Subslice S;(v) nummeriert wird, setzt
sich aus der nummerierten Nachbarschaft N'(S;(v)) und der nummerierten ,Nicht-
Nachbarschaft* N'(S;(v)) zusammen. AuRerdem sind alle vor S;1(v) nummerierten
Knoten aus S(v) vor S;(v) nummeriert worden oder stammen aus S;(v). Daher gilt:

N'(8;(v)) U Si(v) UN'(8;(v)) = N'(Si11(0)) U N'(Si41(v)) (15)
Bezeichnen A; = N'(S;(v)) und B; = N'(S;(v)), so gilt gemif 15:

A; USi(v) UB; = Ajy1 U Bigy (16)

Wenn
Jy:ye€ iz Ny ¢ {A;US;(v)}

und

Prizd Aii Az € {A;US;(v)}
gilt, muss aufgrund von 15 gelten:
Hy* : y* € B; /\y* §é Bi—l—l

und
iﬂz* i 2F §é B;NZF e Bi+1

also gilt:
Vi:e=1,...,01—1: {AiUgi(U)}CAi+1:>BiDBi+1 (17)

Damit ist folgende Implikationskette offensichtlich:

Viel,...,l[—1: AZ'US'Z‘(’U)CAZ‘_H@BZ‘DBi+1:>BiDBj(j>i) (18)
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4.2.4 Slices und der Cotree

Zwischen den Subslices S;(z),S;(z) und den Teilbdumen des Cotrees T¢; besteht fol-
gender wichtiger Zusammenhang, der spater bei der Konstruktion von T bendtigt
wird:

Satz 4.12 (Subslice to Subtree Theorem) [9]

Sei G = (V,E) ein Cograph, Tg sein Cotree und o eine LexBFS Nummerierung
von G, und betrachtet man den Pfad PE des ersten Knoten x : o(x) = 1 zur Wurzel,
so gilt: Si(x) enthdlt genau die Blitter (Knoten) des Teilbaumes T

Beweis: Seien alle Knoten y € S4(z) bereits nummeriert, d.h. der Slice SN (z) ist
bereits komplett in seine Subslices aufgeteilt. gemaf Satz 4.10 ist jeder Knoten
aus N'(S;(x)) auch in N'(S;(z)) j > i enthalten. Dementsprechend ist N'(S1(z)) D
NY(S;(x)) i > 1. Der Teilbaum T enthilt gerade die Knoten, die innerhalb der zu =
nichtadjazenten Knoten die grofte Nachbarschaft innerhalb von N(x) haben. Daher
muss den Blittern von T, der Subslice Si(x) entsprechen. Folgerichtig entsprechen
die Knoten von Tf, den Blittern von S(z) usw. VI, :i=1,...,k. O

Fiir den komplementéren Graph G gilt:

Satz 4.13 (Subslice to Subset Theorem on complement Graph) /9/

Sei G ein Cograph und 5~ eine LexBFS Nummerierung von G, und betrachtet man
den Pfad PE des ersten Knoten x = 5 (1) zur Wurzel R, so gilt: S;(z) enthilt genau
die Blitter (Knoten) des Teilbaumes TY;.

Beweis: Folgt aus der Tatsache, dass der Cotree T (oder auch T) genau der Cotree
T (oder auch T) mit vertauschten 0 und 1 Knoten ist. Somit gilt 7§ = T und
17 = Tg“"j und daher auch, dass alle Knoten aus S;(x) gerade die Blitter von T3, =
TY sind. J

Um diese Sachverhalte zu verdeutlichen, sind in den Abb. 26 - 28 der Cotree des
Graphen aus Abb. 3 und seine weiteren Teilbdume dargestellt.

65



4 Erkennung von Graphenklassen und weitere Anwendungen von LexBFS

S bar_1(v_1)

Abbildung 26: Die Subslices S;(v1) und 5*172(1)1)

))
N

@ v3

S_bar_1(v_3)

S_1(v_5)

Abbildung 27: Die Subslices S (vs), S1(vs) und S (vs)

/ \
REN
\ /
%

S (v.7)

S_bar_1(v_7)

Abbildung 28: Die Subslices S;(v7) und Si(v7)
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4.2.5 Korrektheit des Algorithmus zur Erkennung von Cographen

Zunichst soll die Korrektheit des Algorithmus 11 gezeigt werden. Dazu bedarf es
des Beweises des folgenden Satzes 4.14

Satz 4.14 (Zusammenhang CoGraph NSP Bedingung) /9/
Sei G = (V, E) ein Graph und o eine LexBFS-Nummerierung von G und 6~ eine

LexBFS™ -Nummerierung von (G,0), dann ist G genau dann ein Cograph, wenn o
und 6~ die NSP Bedingung erfillen.

Beweis: (nach [11]) ,=“ Wenn G ein Cograph ist, dann erfiillt o die NSP geméf
Satz 4.10. Fiir den Cographen G und &~ gilt dies entsprechend.

»,<=" Angenommen G sei kein Cograph, dann existiert mindestens ein P4 in G. Ein
solcher Py sei p = {a,b,c,d} und p enthalte den Knoten w in G, der die niedrigs-
te Nummerierung, eines in einem P, enthaltenen Knoten, in o besitzt. Diese vier
Knoten bilden auch in G einen Py (p = {c,a,d,b}) mit getauschten Mittel- und
Endpunkten, siche Abschnitt 2.3.4. Es gibt somit verschiedene Fille zu unterschei-
den, je nach der Lage von p. S(v) bezeichne den minimalen Slice in o, der p enthélt
und S(u) den minimalen Slice in =, der p enthiilt.

1. Fall: Sei a = v, siehe Abb. 29 Bild 1, also der erste Knoten des minimalen p
enthaltenen Slices ist ein Endpunkt von p. Dann gilt: b € S4(a), ¢ € Si(a),
de Sj(a)i# j,dabc e EAbd ¢ E.Dacd € E, ist es egal ob i < j oder j < 1.
In jedem Fall ist ein Element aus S;(z) € N'(S;j(z)). Also eine Verletzung der
NSP.

2. Fall: Sei v ¢ p, dann gibt es drei Moglichkeiten:

a) fy € p:yv € E, dann ist p € SV (v) und a, b; b, ¢,d sowie ¢, d miissten
jeweils in einer Zelle S;(v) sein, sonst wire die NSP verletzt. Dann miisste
aber p komplett in einer Zelle S;(v) sein, dieses aber widersprache der
Minimalitét von S(v).

b) Vy € p:yv € E, dann wire p € S4(v), also S(v) nicht minimal.

c) p* C pAp* € SAv) Ap* # {b,c}, dann ist v aber Teil eines Py, wie
man Abb. 30 entnehmen kann. Das widerspriche der Annahme, dass w
minimaler Knoten € Py ist. Ist aber p* = {b, c}, siche Abb. 29 Bild 3,

dann gehoren a und d zwei unterschiedlichen Zellen S;(v) und Sj(v) an
und S;(v), Sj(v) verletzen die NSP.

3. Fall: Sei p € S(b), sieche Abb. 29, Bild 2, also der erste Knoten von S(v) ist
ein Mittelpunkt von p, dann gibt es drei Mdoglichkeiten:

a) b = u, dann ist b Endpunkt von p und auf G gilt der erste Fall und die
NSP auf G wiire verletzt.

b) b # u, dann gibt es wieder vier Falle:
i. Vy € p:yu € E, dann wiire S(u) nicht minimal.
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ii.

iii.

iv.

Py € p: yu € E, dann gelten analoge Uberlegungen zum obigen Fall
2a.

P C pAp* € S4u), dann wire aber u in einem Pj gem#f analoger
Uberlegungen zum obigen Fall 2¢, u und p haben, wenn u in 6~
nummeriert wird, die gleiche nummerierte Nachbarschaft und u wird
nur vor p ausgewahlt, da u <, p. Dann darf aber annahmegemafs u
in keinem P enthalten sein. Wenn p* = {a, d}, wire analog zum Fall
2 p* = {b,c} die NSP verletzt.

u € pAu # b, dann wiirde sowohl S(v) mit einem Knoten aus
p beginnen, wie auch S(u). Alle Knoten in S(v) haben die gleiche
nummerierte Nachbarschaft, wenn v nummeriert wird, das gilt auch
fiir S(u) und u. u wird aber als erstes von S(u) nummeriert, da u
vor allen aus S(u) in o nummeriert wurde. Daher muss gelten: Wenn
peESW)ApeE Su)AvEpPAuUE p=u=uv, ist b entweder in p
oder in p Endpunkt und somit Fall 1 anwendbar.

Sigma

Sigma

Abbildung 29: Die verschiedenen Moglichkeiten: Py p = {a,b,c,d} € S(v) die eine

Verletzung der NSP bedeuten

Damit ist gezeigt, dass wenn G kein Cograph ist, zumindest die NSP fiir o oder fiir
&~ nicht erfiillt ist. Damit ist Satz 4.14 bewiesen. [
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vz

Wi
V2 é\ vz vt
V3 ‘ V3 v
Vi
@\L”\‘
W3

Abbildung 30: 5 Fille p* C pAp* € SA(v) vy =v, 00 =a,...,v5 =d

4.2.6 Ausgabe eines P,

Nachdem zwei Subslices S;(v),S;(v) bzw. S;(v)S;(v) in o oder 5~ in G oder G
gefunden wurden, die die NSP nicht erfiillen, soll ein P, in G bzw. G gefunden
werden.

Es gilt folgender Satz:

Satz 4.15 (Lage des Py) (mit leichten Abwandlungen nach [9])
Sei o eine LexBFS Nummerierung von G und mindestens zwei Zellen aus SN (v)
verletzen die NSP. Bezeichnen weiterhin S;(v)S;y+1(v) die Zellen mit niedrigsten
Indices, die die NSP verletzen, dann gibt es einen der folgenden induzierten Py in
G:

(vwyvit1) V (viwyvit1) V (yoww;)
mit v; ist erster Knoten gemaf§ o aus S;(v) ,
W={teV:te N(S;(v)) At¢g N (Siy1(v))}
Y ={seV:s¢ N(Si(v)) A s€ N (Si11(v)}
weW,yeYAVseY :s<,y

Beweis: W # (), sonst wire nicht S;(v) <, Sir1(v) . Y # 0, da die NSP verletzt
wurde. Betrachtet man den Ausschnitt des Graphen fiir die ,yerdédchtigen* Knoten,
so sind alle offensichtlichen Kanten bzw. Nichtkanten in Abb. 31 zu ersehen.
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Es gilt wv € E, da i der kleinste Index ist fiir den die NSP in S™ (v) nicht erfiillt
ist, kann also w nur aus S*(v) stammen, siche Abb. 31.

S_j(v)

S_i+1(v)

Abbildung 31: Report Py mit definitionsgeméfen Kanten und wv € E

Es sind folgende Fille zu unterscheiden:

Fall 1: yv ¢ E, dann muss y aus einem SubSlice S;(v) vor S;(v) j < i stammen. Da
aber ¢ minimal beziiglich der Verletzung der NSP ist und wv; € E, muss yw € E
also w € N'(S;j(v)) sein. Dann bildet v, w,y, v;+1 einen Py, siehe Abb. 32).

Fall 2: yv € E also y € S4(v). Da y der am weitesten rechts stehende Knoten in o
ist, fiir den gilt: y ¢ N'(S;(v)) A y € N'(S;11(v)), folgt daraus, dass v;v;11 ¢ E.
Wire vvip1 € F , dann wire v; ¢ NY(S;(v)) A v; € NY(S;41(v)), dann aber
widerspriachen sich die Maximalitdt von y in Y und die Zugehorigkeit von y zu
S4(v).

Gilt wy € E, dann gibt es die Konstellation aus Abb. 33 und {v;, w,y,vi+1} = Ps.
Gilt wy ¢ E, dann stellt u. a. {y, v, w,v;} = Py einen P dar, siche Abb. 34.00
Damit ldsst sich ein einfacher Algorithmus zur Ausgabe eines P, konstruieren, siehe
Algorithmus 12.

Sollte innerhalb von komplementiiren Subslices S;j(z) und S;;1 die NSP Verletzung
bzw. CNSP Verletzung gefunden werden, dann gilt in Abwandlung von Satz 4.15
der folgende Satz:

Satz 4.16 (Lage des P, in G) (leicht modifiziert nach [9])

Sei 5~ eine LexBFS~ Nummerierung von G und mindestens 2 Subslices von SN (v)
verletzen die CNSP. Bezeichnen weiterhin S;(v)S;1(v) die Subslices mit niedrigsten
Indices, die die CNSP 4.8 verletzen, dann gibt es einen der folgenden induzierten
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Abbildung 32: Fall 1: yv ¢ E = yw € E = Py = {v,w,y,vit1}

Py in G und damit auch in G:
(ywv;1v) V (Y0;0;41w) V (Yywo;1v)

mit v; ist erster Knoten gemdff 6~ aus S;(v) ,

W= {te Vg NU(S;)USi(0) A te N (S0}
Y ={seV:s¢ N (Sjt1(v)) A s€ NY(S;(v))uS;(v)
weW,yeYAVseEY 15 <z-y

Beweis: Lauft analog zum Beweis von Satz 4.15. UJ

Der Algorithmus fiir den komplementéren Fall hat ein &hnliches Aussehen, wie Algo-
rithmus 12. Bei der Implementierung muss vorher nur an Report- P mit iibergeben
werden, ob eine NSP oder CNSP Verletzung vorliegt.

Ein Beispiel: Wenn man den ,Nicht-Cographen“ aus Abb. 20 betrachtet, bilden dort
v2, V1, U7, V4 einen Py. Wie wird der Py wirklich gefunden?

In Tabelle 16 und 17 sind die Slices fiir den Graphen aus Abb. 20 aufgefiihrt. Bei
der Uberpriifung der NSP kann man sich natiirlich auf die Knoten v; beschrénken,
bei denen sich der Slice S™(v;) in mehr als eine Zelle aufteilt. Das ist bei dem
,Nicht-Cographen® aus Abb. 20 nur bei v; im komplementédren Graphen der Fall.
Uberpriift werden muss also konkret:

N'(S1(v1)) U {va} € N*(Sa(v1))

Es gilt: N'(S2(v1)) = {v1,v3,v4} und N'(S1(v1)) = {v1}. Es ist die CNSP nicht
erfiillt, da {v1} U {va} & {v1,v3,v4}. Es ergibt sich geméaf Report-Py. y = vy;w =
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Algorithmus 12 : Report P,

Eingabe : Subslices S;(v), Sj+1(v) mit verletzter NSP
Ausgabe : Eine Folge von 4 Knoten die einen P4 bilden

1 Finde w,y

2 wenn yv ¢ E dann

3 ‘ return {vwyv;;1}

4 sonst

5 wenn yw € F dann

6 ‘ return {v,wyv;;1}
7 sonst

8 L return {yvwv; }

Algorithmus 13 : Report Py Complement

Eingabe : Subslices S;(v), S;+1(v) mit verletzter CNSP
Ausgabe : Eine Folge von 4 Knoten die einen P4 bilden

1 Finde w,y
2 wenn yv € ' dann
3 ‘ return yvv; 1w}
4 sonst
5 wenn yw € F dann
‘ return ywu;v}
sonst
L return {yv;0;41v}

o 3 O
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S_jw

S_ikv

SPALY). S_i+1¢vd

Sigma

Abbildung 33: Fall 2a: wy € E = {v;,w,y,vi+1} = P4

V430 = V1;0; = v2;Ui41 = vy Dann ergibt sich Py = {voviv7v4}, da yv € E.
An diesem Beispiel ist beachtenswert, dass wirklich der erste Knoten jedes Slices
betrachtet werden muss. Denn nur mit der lokalen Nachbarschaft von v; wird die
Verletzung der CNSP bemerkt. Aufgrund der Tatsache, dass vovy ¢ FE ist, ist vy der
erste Knoten von Sy (v1).

4.2.7 Konstruieren des Cotree

Ausgehend davon, dass o und &~ die NSP fiir G und G erfiillen, es sich also bei
G um einen Cographen handelt, soll der Cotree konstruiert werden. Es ist geméf
des Subslice Teilbaum Satzes (4.12) bekannt, dass fiir einen Cographen G und eine
LexBFS Nummerierung o von G fiir den Pfad des Knoten x € V : & = o(1) zur
Wurzel R gilt:

Vi=1,...,k Si(x) enthidlt genau die Blitter (Knoten) des Teilbaumes T7,.

Analog gilt fiir den fiir den Pfad P des ersten Knotens x = (1) zur Wurzel R:
Vji=1,...,1 Sj(x) enthilt genau die Blitter (Knoten) des Teilbaumes 175

Das Aussehen des Pfades Pg, also ob P = x—0—1,..., Roder P = z—1-0,..., R,
hiingt von der Adjazenz zwischen Si(z) und Si(z) ab. Sind die Knoten der beiden
Subslices adjazent, dann miissen sich die Wege von Tfj; und 77 in einem 1-Knoten
treffen, andernfalls in einem 0-Knoten. Sind die beiden adjazent, muss also der Pfad
P =2—-0-1,..., R lauten. Der Knoten R ist ein 0-Knoten oder ein 1-Knoten,
je nach der Anzahl der Subslices S;(x) und S;(x). Wie sieht es iiberhaupt mit der
Anzahl der Subslices von x aus? Dazu gilt folgender Satz.
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S_jw

S_ikv

S_i+1¢vd

Sigma

Abbildung 34: Fall 2b: wy ¢ E = Py = {yvwuv;}

Hilfssatz 4.2.3 (Anzahl der Subslices von z = o(1))
Seir x der erste nummerierte Knoten eines Cographen G, dann unterscheiden sich
die Anzahl, der Subslices Si(x) und S;(x) um mazimal 1.

Beweis: Seien S/ () die Teilmengen von S4(z), die adjazent zu den Slices S;(x) sind,
Sg(z) enthalte zusitzlich zu den Knoten aus Si'(z) noch die Knoten aus S4(z), die
zu keinem Knoten aus SV (z) adjazent sind und auferdem definiert man Sj} | (z) =
0. So gilt gemiik Satz 4.10: Sg'(z) 2 S{'(z) D S§(z)... D Si(x) 2 St ().
Bezeichnet man wiederum mit S (z) = SA(x) \ S#1(z) die Mengendifferenzen
zwischen den SA(x) i = 0...k, so gilt S3(zx) # 0 ¢ = 1...k — 1. Neben der
eindeutigen Relation S (z) — Si(x) i = 1...k lassen sich den nichtleeren S{(z)
cindeutig Subslices S;(z) zuordnen: S (x) — S;(z). Ist sowohl Sg(x) = 0 als auch
5’,‘3 (x) = 0 gilt | = k—1. Ist eine der Mengendifferenzen nicht leer, gilt [ = k. Sollten
beide nicht leer sein, gilt Il =k + 1. [J

Zur Erlduterung von Hilfssatz 4.2.3 dienen die beiden Abb. 35 und 36.
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Sigma

Abbildung 35: Zusammenhang zwischen S;(x) und S4(x)

S i(x)
S_i(x) U S_i+1(x) S_bar i(x)

S_i(x) U ...US_j(x) /\

S_bar*A(x)

Sigma_bar”-

Abbildung 36: Zusammenhang zwischen S;(x) und S4(z). Adjazenzen aus G
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Die durch die Knoten eines Subslices S;(z) und Sj(z) induzierten Teilgraphen, stel-
len gemif Satz 2.9, wiederum Cographen dar. Wie kann fiir diese Teil-Cographen
der jeweilige Cotree berechnet werden? Zunichst einmal dadurch, dass man fiir je-
den durch einen Subslice S;(z) und S;(z) induzierten Teil-Cographen rekursiv den
Cotree bestimmt. Dazu miisste fiir die Knotenmenge jedes Teilbaums ein LexBFS
und ein LexBFS™-Sweep durchgefiihrt werden. Dann hétte man jeweils den Pfad
des Startknotens zur Wurzel und damit liefe sich rekursiv der Cotree konstruieren,
vgl. dazu Abb. 38. Dazu miissten alle Teil-Cotrees, beginnend mit den einzelnen
Knoten, zum Gesamtbaum zusammengefiigt werden. Wie aber gleich gezeigt wird,
gibt es mittels der Subslices, die durch ¢ und ¢~ fiir G und G berechnet wur-
den, eine einfache Mdoglichkeit den Cotree Ty zu konstruieren. Auf dem Weg vom
Startknoten x zur Wurzel R des Gesamtbaumes T sind die durch die Knoten, der
sich abwechselnden Subslices S;(x) und Sj(z), induzierten Teilbiume 7§ und T Y,
angehdngt. Die Knoten dieser Teilbdume bilden jeweils wieder einen Cographen.
Innerhalb dieser Teilgraphen gibt es wieder einen Startknoten z*, den mit der nied-
rigsten Nummerierung in ¢. Die Teilbdume des Graphen aus Abb. 19 finden sich in
Abb. 26 - 28. Die entscheidende Frage lautet: Enthalten die Subslices S;(y) S;(y)
mit S(y) = Si(x) und S(y) = Sj(z) exakt die Knoten der Teilbiume Ty; und T7;7
Es sind vier Fille zu unterscheiden:

1. Der Subslice S;(y) und ein Slice S(y)

(y)

3. Der Subslice S;(y) und ein Slice S(y) = S;(z) = T7;
(

S Sz(.%') = ng’
2. Der Subslice S;(y) und ein Slice S S;(z) = 175

4. Der Subslice S;(y) und ein Slice S(y) = S;(z) = T

zu 1.) Der Subslice S;(y) ist ein Subslice des Slices S(y) = S;(x) und stellt wieder
ein Modul und vor allem einen Cographen dar. Damit enthilt, aufgrund von Satz
4.12 der Subslice S;(y) genau die Knoten des Teilbaumes T

zu 2.) Analog zu 1.) gilt, dass der Subslice Sj(y) ein Subslice des Slices S(y) = S;(z)
ist und ein Modul und einen Cographen darstellt. Damit enthélt aufgrund des Sat-
zes 4.13 der Subslice S;(y) genau die Knoten des Teilbaumes lej.

zu 3.) und 4.) Vergleicht man im angegebenen Beispiel aus Abb. 19 die Slices und
Subslices mit dem Cotree aus Abb. 4 und den in den Teilbdumen enthaltenen Kno-
ten, so gilt auch hier bei den ,Kreuz‘-Subslices das ,Subset-Subtree Theorem® ,z.
B. ist Si(vs) = {vr,vs,v9} = Ty7 mit S(vs) = Tj4. Problematisch kdnnte an den
Fillen 3 und 4 aber die Tatsache sein, dass die Slices Sj(y) und S(y) = S;(x) nicht
in der gleichen Nummerierung entstanden sind. Damit muss der Slice S;(y) nicht
zwangslaufig eine Teilmenge des Slices S(y) = Si(z) sein. Ein Gegenbeispiel wére z.
B. der Graph G aus Abb. 37. G ist ein Cograph und o = {v1, ve, v3,v4, v5} ist eine
giiltige LexBFS Nummerierung. Dann ist & = {v1, v4, 5, v2,v3}, die sich ergebende
LexBFS™ Nummerierung. Und es gilt: S(vq) = {v4,v5} Z S(v4) = {v4}.

Die Frage ist, ob allgemein gilt:

S(y) = Si(x) = S;(y) = T{; und S(y) = Sj(z) = Si(y) = T¢.
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4.2 Erkennung von Cographen

wi

we w3

v o]
Abbildung 37: Beispiel fiir S(v) € S(v)

Um dieses zu zeigen, sind einige Voriiberlegungen nétig. Es ist klar, dass die Knoten
von Sj(x) und Sj(x), wenn x der Startknoten ist, jeweils ein Modul bilden. Sie
entsprechen den Knoten der Teilbdume T3 und 77; und definitionsgemaf bildet
jeder Teilbaum ein Modul. Es lassen sich Zusammenhé&nge zwischen Modulen und
Slices zeigen.

Hilfssatz 4.2.4 [11] Seien 0 und = von G gegeben und ein M ein Modul von G.
Sei S(v) der kleinste Slice in o, das M enthdlt, dann ist v € M und M C S(v).
Genauso gilt: Sei S(y) das kleinste Set in 6=, das M enthdlt, dann ist y € M und
M C S(y) -

Beweis: Ein Modul M kann durch Aufteilung in Slices wiahrend des LexBFS-Sweep
nicht geteilt werden, bevor ein Knoten z € M selbst nummeriert wird. Denn alle
Knoten z ¢ M sind zu allen Knoten aus M adjazent oder zu keinem. Damit gilt
also v € M. Da v in o als erstes von allen z € M nummeriert wird, muss das auch
fiir 5~ gelten und somit auch M C S(v). O

Der Beweis fiir den komplementéren Fall ist analog zu fithren.

Die Ubertragung des Ergebnisses aus 4.2.4 auf Teilbdume gelingt mit 4.2.5.

Hilfssatz 4.2.5 [11] Seien o und 6~ von G gegeben und x der erste nummerierte
Knoten in Ty, dann gilt: Tg; C S(x) und Ty; C S(z). Ebenso gilt: TY; C S(x) und
1!, C S(z).

Beweis: Klar mit 4.2.4, da die Blatter jedes Teilbaumes ein Modul induzieren. [
Mit dem néchsten Satz wird eine entscheidende Aussage iiber die Knoten getroffen,
die zu S(y) gehoren aber nicht zu S;(v).

Hilfssatz 4.2.6 [11] Seien o und ¢~ wvon G gegeben und S(v) sei ein Modul in
G. Und jedes Subslice S;(v) enthalte die Knoten T3,. Sei S(u) der minimale Slice,
der S;(v) enthdlt. Dann ist S(u) — S;(v) eine Untermenge von S (u) und Vz €
S(u) — S;(v) ist z unabhingig von den Knoten in S;(v).
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4 Erkennung von Graphenklassen und weitere Anwendungen von LexBFS

Beweis: Zuniichst einmal gilt, da S(v) ein Modul ist gem#f 4.2.4, dass S(v) C S(v).
Da S;(v) € S4(v),vgl. Abb. 35 und 36, und S*(v) ein Slice ist gilt:

Si(v) C S(u) € SA(v) C S(v)

Da aufgrund der Minimalitit von S(u) und S(u) C S4(v) gilt: ¥Vt € S(u) : tv ¢ E.
Betrachtet man die Menge Q = S(u) — S;(v), so gilt fiir jeden Knoten ¢ € Q :
qu ¢ E. Alle Knoten aus ) miissen in Teilbdumen liegen, die Nachfolger eines 0-
Knoten auf dem Pfad P, sind. Allerdings nicht im Baum 7§, denn ¢ ¢ S;(v). Damit
treffen alle Knoten aus () in einem 0-Knoten auf die Knoten aus S;(v). Also folgt:
Vg € QN Vs; € Si(x) gilt: gs; ¢ E. Gemék 4.2.4 ist u € S;(v) und alle Knoten aus
Q sind daher nicht adjazent zu u, daher gilt Q@ C S4(u). O

Fiir den komplementaren Fall gilt:

Hilfssatz 4.2.7 [11] Sei S(x) der minimale Slice, der S;(y) enthdlt. Dann ist
S(x) — Si(y) eine Untermenge von S?(z) und Yz € S(x) — Si(y) ist z adjazent
zu allen Knoten in S;(y).

Beweis: Lauft analog zu dem Beweis von 4.2.6. [J
Damit ldsst sich der folgende Satz 4.17 beweisen, der auch die Fille 3 und 4 ein-
schliefst.

Satz 4.17 (Zusammenhang Teilbdume und Subslices) [9/
Seien o und 0~ von G gegeben, dann gilt fir alle Knotenv € V Si(v) enthalt genau
die Blitter aus Tg; und S;j(v) genau die Blitter aus Ty .

Beweis: Die Subslices S;(«) und S;(x) induzieren Module in G, wenn x der erste
Knoten in ¢ und damit auch in 7 ist. Das ist der Induktionsanfang. Die Induk-
tionsannahme ist: Fiir beliebige Knoten w innerhalb der Sweeps ¢ und o~ gilt:
S(w) ist ein Modul und S;(w) enthélt genau die Blitter aus 7¢% und S;(w) genau
die Bléitter aus 77}. Sei v der erste Knoten aus Sj(w), mit S(v) = S;(w). Ge-
méaf Fall 1 enthélt jedes Subslice Sj(v) genau die Knoten der Teilbdume 77, von
Tp; - Betrachtet man zunachst die Teilbdume von 1(j;, die eine 1 als Wurzel ha-
ben. GemiiR 4.2.5: gilt S;(w) C S(v), da v der erste Knoten von S;(w) ist. Sei
X={zeV]jzeSw) A z¢Si(w)}, dann gilt gemik 4.2.6: X € S4(v). Und au-
Rerdem gilt: Vz € X A Vt € S(v) N S;(w) : 2zt ¢ E. Da die Knoten innerhalb von X
unabhiingig sind von den Knoten aus S(v), erfolgt die Nummerierung 6~ innerhalb
der Knoten des Teilbaums Tfj; nur unter Beriicksichtigung der Adjazenzen innerhalb
von 77, und damit ldsst sich der Satz 4.13 anwenden. Daher enthélt jedes Subslice
S;(v) genau die Blitter der in einem 1-Knoten wurzelnden Teilbiume TY; von Tgy.
Betrachtet man die Teilbdume von 7§}, die eine 1 als Wurzel haben. So gilt gemé&f
der Umkehrung von 4.13: Jeder Subslice S;(v) enthilt genau die Knoten der Teil-
béume T7; von T 4.2.5 liefert S;(w) = T} und zusammen mit der Tatsache, dass
v der erste Knoten von S;(w) ist, gilt S;(w) € S(v). Alle Knoten aus S(v) — S;(w)
gehoren gemif 4.2.7 zu S4(v) und es gilt: Vz € S(v) —Sj(w) A Vt € Sj(w) : 2t € E.
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4.2 Erkennung von Cographen

Daher enthélt jeder Subslice S;(v) genau die Blitter der in einem 0 Knoten wur-
zelnden Teilbdume Tg; von 777 U

Also lassen sich alle Teilbdume 7(j; und T’ 1; aus den Slices und Subslices, die wihrend
o und ¢~ bestimmt wurden, berechnen. Dieses kann dazu verwendet werden, den
Cotree rekursiv komplett zu berechnen. Damit folgt der entscheidende Satz:

Satz 4.18 (Berechnung des Cotree) [11/
Mit gegebenen o und ¢~ kann der Cotree konstruiert werden.

Beweis: Der Beweis erfolgt induktiv. Zun&chst einmal ist der Satz fiir einen, aus
einem einzigen Knoten bestehenden Cographen offensichtlich. Beginnt man mit dem
ersten Knoten v aus o und ¢, erhilt man S(v) und seine Subslice S;(v), diese
enthalten genau die Blétter von T§;. Sei w der erste Knoten von S;(v), jedes S;(w)
enthélt genau die Blatter von Tj; und jedes Si(v) die Blitter von Tj. So kann der
Pfad von w zur Wurzel von T§j; konstruiert werden. Fiir den komplementéren Fall ist
die Begriindung identisch: S;(v) enthalten genau die Blétter von T7;. Sei w der erste
Knoten von S;j(v), dann enthilt jedes Sj(w) genau die Blétter von T und jedes
Si(v) die Blitter von 7. So kann der Pfad von w zur Wurzel von T7}; konstruiert
werden und somit induktiv alle anderen Teilbdume und damit der ganze Cotree.[]
Es ergibt sich folgender, rekursiver Algorithmus zur Konstruktion des Cotree T
von G, siehe Algorithmus 14. Dieser benutzt ausschlieflich die Nummerierungen o
und ¢~ und die jeweils ersten Knoten der Slices und Subslices. Der erste Knoten
des Subslices S;(v) ist mit v[i] und der erste Knoten des Subslices S;(v) mit o[;]
bezeichnet.

Algorithmus 14 : CoTreeLinear nach [11]
Eingabe : Knoten v, Modul M eines Cographen G
Ausgabe : der Cotree Tg von M

wenn v[l] =0 A 9[1] = 0 dann
| return {v}
/* Modul hat nur einen Knoten */
wenn v[l] = ) dann
| return {v;1;CotreeLinear(v[l],G)}
wenn 0[1] = () dann
| return {v;0; CotreeLinear(v[l],G}
wenn v[1]9[1] € E dann )
return {v;0; CotreeLinear(v[l], S1(v)); 1; CotreeLinear(v[1], S1(v));
0; CotreeLinear(v[2]S2(v)),...)}
sonst -
return {v; 1; CotreeLinear(v[1], S1(v)); 0; CotreeLinear(v[1], S1(v)); 1;
CotreeLinear(v[2], So(v)),...)}
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4 Erkennung von Graphenklassen und weitere Anwendungen von LexBFS

Die rekursive Struktur dieses Algorithmus 14 verdeutlicht nochmals Abb. 38. Die
Pfade der Startknoten v; zur jeweiligen Wurzel des Teilbaumes 7™ sind nach der
Rekursionstiefe farblich gekennzeichnet.

Abbildung 38: Die Pfade der Startknoten der Teilbdume zur jeweiligen Wurzel, farb-
lich gekennzeichnet nach Rekursionstiefe.

Dieser Algorithmus aus 14 muss noch um eine Zeile erweitert werden, um die mogli-
chen Ketten von gleichen inneren Knoten (0-Knoten oder 1-Knoten) zu verhindern.
Liefle man in dem Beispielgraphen aus Abb. 19 die Kanten vv3 und v3vg weg, wiirde
sich mit dem Algorithmus 14 der Cotree aus Abb. 39 ergeben. Da aber die Folgen
innerer Knoten alternierend sein sollten, ist diese Korrektur angebracht. Daher wird
abschliefsend fiir jeden inneren Knoten iiberpriift, ob er Nachfolger des gleichen Kno-
tentyps hat. Wenn ja, werden diese Knoten zu einem Knoten zusammengefasst, der
alle Nachfahren (d.h. alle &uferen Knoten und evtl. innere Knoten anderen Typs)
der urspriinglichen Knoten besitzt.

4.2.8 Laufzeit des Algorithmus und Implementierungsdetails

Nachdem der Algorithmus 11 vorgestellt wurde, bedarf es einiger Uberlegungen, um
dessen lineare Laufzeit herzuleiten, diese wird fiir die einzelnen Teile von Algorith-
mus 11 gezeigt.

LexBFS-vorwérts und LexBFS™ haben lineare Laufzeiten. Aber wie sieht es mit
den anderen Schritten aus? Benétigt werden zunédchst einmal alle Subslices Vv €
V Vi : Sijv AVj : S;(v) und deren Nachbarschaften N'(S;(v)) bzw. N'(S;(v)). Wie
konnen diese wiahrend LexBFS und LexBFS™ gewonnen werden? Dazu betrachtet
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Abbildung 39: Unkorrigierter und korrigierter Teilbaum S (v1)

man nochmals als Beispiel die entstanden Sets aus den Tabellen 10 und 11 und die
daraus entstandenen Slices aus den Tabellen 14 und 15.

Man kann bei der Entstehung eines Sets verschiedene Fille unterscheiden.

x bezeichne den Pivot-Knoten, S4 das alte Set, bevor x zum Pivot-Knoten wurde,
und S* das neue Set, das aus S4 entstanden ist, nachdem z nummeriert wurde.

1. S* entsteht aus den Knoten aus S4, die adjazent zu x sind, und z € S4. Das
neue Set ist S* = S4(z). Diesem Set wird als Nachbarschaft {x} zugeordnet.
Beispiel: {vg, vs, vg, v7, V8, v9} bei der Nummerierung von v in o.

2. S* entsteht aus den Knoten aus S4 die adjazent zu x sind, aber = ¢ S4. Das
Set S* behélt den Namen von S4 und der Nachbarschaft wird {z} angehéngt.
Beispiel: {va} bei der Nummerierung von vs in .

3. S* entsteht aus den Knoten aus S4, die nicht adjazent zu x sind, und =z €
S4. Das neue Set ist S* € SV (x) Diesem Set wird die leere Nachbarschaft
zugeordnet. Beispiel: {vs,vs} bei der Nummerierung v; in o.

4. S* entsteht aus den Knoten aus S4 die nicht adjazent zu = sind und x ¢ Sy,
Das Set S* behélt den Namen von S4. Die Nachbarschaft bleibt unverindert.
Beispiel: {vs,v4} bei der Nummerierung von vg in o.

Wenn ein Knoten v nummeriert wird, erhélt er den Namen des Sets aus dem er
entnommen wurde. Dieses wird fiir jeden Knoten in einem zweier Array gespeichert.
In nachfolgender Tabelle 18 ist das fiir die Nummerierungen ¢ und ¢~ und die
entsprechenden Nachbarschaften aufgelistet.

Aus diesen Setnamen konnen die ersten Knoten jedes Subslices S;(v) und S;(v)
bestimmt werden. Dazu sammelt man hinter jedem Knoten v; die Knoten v;, dessen
Setname S™ (v;) lautet. Diese miissen die ersten Knoten jedes Subslices S;(v) und
S;(v) sein, vgl. Tab. 14 und 15.

Um fiir die Subslices die NSP und CNSP zu {iberpriifen, miissen lediglich die loka-
len Nachbarschaften der ersten Knoten jedes Subslices iiberpriift werden (die lokalen
Nachbarschaften aller Knoten eines Slices miissen gleich sein). Die Subslices sollten
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SetName U1 V2 U3 Va4 Vs Ve K0krd vs V9
o xxx S (v) SN (1 S4(wz)  S%we)  S%we) SN(vs)  S%(wr)  S%(ws)
o xxx SN (v1) 54 (v1) SN(wg)  SN(w) SN(vs) S4ws) SN(vr)  S§4(wr)
N' von o 0 {v1} {vs, vs, v7 {vs} {v2} {vs} 0 {v7} {vs}
, U8, V9 }
N von 5~ 0 {v1} 0 {vs} {v1, 2, {vs} 0 {v7,v9} 0
v3,v4}

Tabelle 18: Setnamen fiir ¢ und ~ fiir den Graphen aus Abb. 19

natiirlich in aufsteigender Reihenfolge vorliegen, damit die Nachbarschaften jedes
Subslice S;(v) mit S;j+1(v) verglichen werden konnen. Liegen die Knoten in sor-
tierter Reihenfolge vor, bevor die Knoten der Subslices gesammelt werden, sind die
Subslices fiir jeden Knoten automatisch geordnet. Die lokalen Nachbarschaften jedes
Knoten liegen ebenfalls geordnet vor, da sie in der Reihenfolge der Nummerierung er-
stellt wurden. Die zwei lokalen Nachbarschaften N'(S;(v)) und N*(S;;1(v)) kénnen
durch einfaches, paralleles Durchlaufen verglichen werden. Das benétigt eine Lauf-
zeit von O(Maz(|N'(S;(v))|,|N*(Si+1(v)]))). Sobald ein Element aus N'(Siy1(v))
nicht in N'(S;(v)) vorkommt oder das Ende von N'(S;(v)) erreicht wurde und in
N!(S;11(v)) noch Elemente vorhanden sind, ist die NSP verletzt. Das Uberpriifen
der CNSP liuft analog ab. Die Nachbarschaften und die Subslices Sj(v) kénnen
wihrend des LexBFS™-Sweep bestimmt werden.

Sind die Anzahlen der Slices und deren Nachbarschaften begrenzt? Die Gesamtan-
zahl der Slices ist durch |V| sowohl fiir ¢ als auch fiir 6~ nach oben begrenzt. Die
lokalen Nachbarschaften N'(S;(v)) und N'(S;(v)) enthalten maximal die Labels der
den Slices zugrunde liegenden Sets. Daher gilt der folgende Satz 4.19. (A = Label
eines Slices. A = Label eines Knotens)

Satz 4.19 (Grofse der Labels) [9/

> [ASi(x) < X [M=)| < |E|
Vie(N),zeV VaeV

Beweis: Jede Kante e = vw in G kann nur zu einem Eintrag im Label eines Sets S
fithren. Andererseits muss es zu jedem Element von S eine Kante des gerade num-
merierten Knotens v geben, wenn v im Label von S enthalten ist. Damit ist die
Summe aller Labels durch |E| begrenzt. [

Entsprechend gilt das auch fiir die Labels der Slices im komplementiren Graphen.
Dort werden fiir die Uberpriifung der CNSP auch die Labels aus G und nicht aus G
verwendet. Da jede Nachbarschaft nur maximal zweimal verwendet wird: N'(S;(v))
wird mit (soweit vorhanden) N'(S;;1(v)) und N'(S;_1(v)) verglichen. Daher ist
auch die Gesamtanzahl aller Vergleiche von Knoten aus lokalen Nachbarschaften
durch O(|E|) begrenzt. Ein P, wird ebenfalls in linearer Zeit gefunden. Nachdem
zwei Subslices S;(z) und Si41(z) gefunden wurden, die die NSP verletzen, lassen
sich in linearer Zeit die bendtigten Knoten aus den nummerierten Nachbarschaften
der Slices finden und damit der Algorithmus report-P, ausfiithren. Sollte die Ver-
letzung in den komplementéren Slices S;(x) und Sji1(z) auftreten, dndert das an
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den Laufzeitiiberlegungen natiirlich nichts. Wurde keine Verletzung der NSP oder
CNSP gefunden und G ist demnach ein Cograph, ldsst sich mittels Algorithmus
14 in linearer Zeit O(|V| + |E|) der Cotree konstruieren. Die ersten Knoten der
Subslices v[i] und o[j] Vv € V sind bereits berechnet. Lediglich die Uberpriifung
von v[1]o[1] € E muss noch erfolgen. Dieses lisst sich summiert iiber alle Uberprii-
fungen in O(F) durchfithren. Der abschliefende Scan auf hintereinander folgende
innere Knoten gleichen Typs kann ebenfalls in linearer Zeit erfolgen.

Somit ergibt sich:

Satz 4.20 (Komplexitit Cograph Erkennung) /[10/
Cographen kénnen mittels LexBFS in linearer Zeit erkannt werden.

Ein fast identischer Algorithmus, der einen LexBFS-Sweep mehr bendtigt, wur-
de u. a. von Bretscher [9] genauer beschrieben. In [9] wurde der Algorithmus fiir
DH-Graphen, P;-reduzierbare und Py-sparse Graphen erweitert. Corneil, Bretscher,
Habib und Paul [11] vermuten, dass man den hier vorgestellten Algorithmus mit
leichten Verdnderungen und Erweiterungen auch fiir die anderen Graphen der Pj-
Hierarchie, siehe Abschnitt 4.6, verwenden kann. Aufserdem nehmen sie an, dass sich
dieser Algorithmus, zu einem einfachen Algorithmus zur modularen Dekomposition
fiir allgemeine Graphen in Linearzeit erweitern lasst.
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4 Erkennung von Graphenklassen und weitere Anwendungen von LexBFS

4.3 Erkennung von Intervall-Graphen

Intervall-Graphen stellen eine Teilmenge der chordalen Graphen und damit auch der
perfekten Graphen dar. Fiir [hre Erkennung wurden bereits einige Algorithmen vor-
geschlagen. Der erste mit linearer Laufzeit stammt von Booth und Lueker [4]. Dieser
Algorithmus ist aufgrund der Datenstrukturen, fiir die dort verwendeten PQ-Baume,
kompliziert zu implementieren. Vereinfacht wurde dieser Algorithmus von Korte
und Mohring [55]. Sie benutzten einen einfachen LexBFS-Sweep und MPQ-Baume,
eine Abwandlung der PQ-B&dume. Weitere Vorschliage, LexBFS zur Erkennung von
Intervall-Graphen einzusetzen, stammen von Hsu und Ma [49], die LexBFS und mo-
dulare Dekomposition benutzen, von Simon der vier LexBFS*-Sweeps benutzt [69]
und von Habib, McConnell, Paul und Viennot [44], die ebenfalls LexBFS und eine
Verfeinerung der Partitionen benutzen. Der von Simon vorgeschlagene Algorithmus
wurde mittlerweile mit Gegenbeispielen widerlegt [23]. Vorgestellt wird hier der von
Corneil, Olariu und Stewart [23] vorgeschlagene Algorithmus und zwar in der Versi-
on von 2006 [26] mit sechs LexBFS-Sweeps. In der urspriinglichen Version aus [23]
hatte der Algorithmus vier LexBFS-Sweeps. Spiter wurde der Algorithmus um
einen LexBFS™t-Sweep erweitert [14], siche Algorithmus 15. In [26] ist ein weiterer
LexBFST-Sweep hinzugefiigt worden. Corneil ist aber der Meinung [16], dass auch
der LexBFS Algorithmus mit fiinf Sweeps korrekt ist. Der Beweis liegt aber bisher
nur fiir den Algorithmus mit sechs Sweeps vor.

Diese Algorithmen aus [23], [14] und [26] kommen ohne zusétzliche Datenstrukturen
aus und sind daher vor dem Hintergrund der Implementierung u. a. dem von Korte
und Mohring vorgeschlagenen Algorithmus vorzuziehen.

4.3.1 Der Algorithmus

Der Algorithmus aus [26] hat im Einzelnen folgendes Aussehen:

Algorithmus 15 : Intervall-Graph 6-Sweep Test
Eingabe : ein Graph G = (V, E)
Ausgabe : Riickgabe wahr oder falsch

1 Fiihre einen LexBFS vorwérts Sweep durch. Ergibt: 7.

2 Fiihre einen LexBFST-Sweep basierend auf 7 durch. Ergibt 7. (Auf diesen
Schritt wird in [23] verzichtet.)

3 Fiihre einen LexBFST-Sweep basierend auf # durch. Ergibt o. (Auf diesen

Schritt wird in [23] und [14] verzichtet.)

Fiihre einen LexBFST-Sweep basierend auf o durch. Ergibt oT.

Fiihre einen LexBFS*-Sweep basierend auf o durch. Ergibt o+,

Fiihre einen LexBFS*-Sweep basierend auf o™ und o™ aus. Ergibt o*.

N O o

Uberpriife, ob o* die Bedingung aus 2.17 erfiillt. Wenn ja ist G ein IG,
andernfalls nicht.
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4.3.2 Laufzeit und Korrektheitsiiberlegungen

Die ersten fiinf Schritte haben, wie bereits gezeigt wurde, lineare Laufzeit O(|V| +
|E|). Die lineare Laufzeit von LexBFS* ist nicht so offensichtlich. Oben wurde schon
kurz angedeutet, wie sich LexBFS* in Linearzeit implementieren l&sst. Eine ab-
schlieRende Analyse zur Laufzeit ist in [26] veroffentlicht. Die Uberpriifung der ,IG-
Regenschirmfreiheit” aus Satz 2.17 ldsst sich, aufgrund des Zusammenhanges zu den
rechtsseitigen Nachbarschaften aus Satz 2.18, in Linearzeit durchfiihren.

Wenn nach dem LexBFS*-Sweep die Nachbarschaften und die Liste der Knoten ge-
mik o* sortiert wurden, kann die Uberpriifung, ob die rechtseitigen Nachbarschaften
fortlaufend sind in O(|V| + |E|) erfolgen.

Zum Korrektheitsbeweis dieses Algorithmus und vor allem zum Beweis von Satz
4.21 sei an dieser Stelle auf [26] verwiesen. Der Hinweis aus [23], dass der Beweis fiir
die Korrektheit des Algorithmus lang und kompliziert sei, hat sich mit [26] bestéatigt.

Satz 4.21 (Korrektheit IG-Graph Algorithmus) /26/
Die letzte Nummerierung o* eines Graphen G erfillt genau dann Satz 2.17, wenn
G ein Intervall-Graph ist.

Eine Bestitigung dafiir, dass G ein Intervall-Graph ist, in Form einer Intervall-
Darstellung von G gewinnt man mittels Satz 2.19.

Mittlerweile gibt es einen von Kratsch, McConnell, Mehlhorn und Spinrad [56] ent-
worfenen Algorithmus, der in Linearzeit Intervall-Graphen erkennt und sowohl po-
sitive als auch negative Bestitigungen liefert. Die Bestétigung dafiir, dass G kein
Intervall-Graph ist, wird mittels Satz 2.16 erzeugt. Man sucht also entweder einen
C,, mit n > 4 mittels des unter 4.1 beschriebenen Algorithmus oder ein asteroidal-
triple (AT). Zum Auffinden eines AT, benutzen sie den von Korte und Méhring [55]
vorgeschlagenen Algorithmus.

Inwieweit sich aus dem hier vorgestellten Algorithmus eine negative Bestdtigung
herleiten lasst, bleibt abzuwarten.

4.4 Erkennung von echten Intervall-Graphen

Nachdem bereits einige andere Linearzeit-Algorithmen zur Erkennung von echten
Intervall-Graphen vorgeschlagen worden waren [19] [32], wurde die Méglichkeit ent-
deckt, LexBFS einzusetzen. Dafiir wurden unterschiedliche Ansétze vorgeschlagen.
Herrera, de Figueiredo, Meidanis und de Mello [39] verwenden einen einfachen
LexBFS-Sweep. Dessen Ergebnis wird mittels eines inkrementellen Ansatzes iiber-
priift. In dieser Arbeit wird der von Corneil [15]| vorgeschlagene Algorithmus vor-
gestellt. Es sind zwar drei LexBFS-Sweeps notig, aber die Uberpriifung der Num-
merierung ist erheblich einfacher als in [39]. Weiterhin ist vor dem Hintergrund
der Implementierung und der bereits u. a. fiir die Intervall-Graphen Erkennung
implementierten Varianten von LexBFS dieser Algorithmus vorzuziehen. Der Be-
statigungsteil des Algorithmus stammt von Hell und Huang [47].
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4 Erkennung von Graphenklassen und weitere Anwendungen von LexBFS

4.4.1 Algorithmus und Laufzeit

Der Algorithmus hat folgendes Aussehen:

Algorithmus 16 : Echter Intervall-Graph 3-Sweep Test
Eingabe : ein zusammenhingender Graph G = (V, E)
Ausgabe : eine Intervall-Darstellung I des Graphen oder ein verbotener
Teilgraph Hg

Fiihre einen LexBFS-vorwérts Sweep durch. Ergibt: o

Uberpriife, ob G ein chordaler Graph ist, mittels Algorithmus 8.

wenn G chordal dann

Fiihre einen LexBFS™-Sweep basierend auf o durch. Ergibt o .

Teste auf Vorkommen von Fall A oder Bs. (siehe Abb. 49). wenn Full A

oder Bo auftritt dann
| gib verbotenen Teilgraph aus.

sonst
| Fiihre einen LexBFS*-Sweep basierend auf o durch. Ergibt o ;.

wenn o die Nachbarschaftsbedingung 2.21 erfillt. dann
| Erzeuge eine Intervall-Darstellung Ig.

sonst
| finde Fall A, By oder By und erzeuge einen verbotenen Teilgraphen.

sonst
| Erzeuge einen C), mit n > 4 mit Algorithmus 8

Zunéchst wird die Korrektheit des ,Erkennungs-Algorithmus“ gezeigt. Dieser Teil
besteht aus den drei Sweeps und der anschliekenden Uberpriifung von Bedingung
2.21.

4.4.2 Korrektheit und Laufzeit des Algorithmus

Um die Korrektheit des Algorithmus zu beweisen, sind einige Zwischenergebnisse
nétig, die in den folgenden Hilfssétzen 4.4.1 - 4.4.5 festgehalten werden.
Fiir 4.4.1 - 4.4.5 wird vorausgesetzt, dass der Graph G ein UIG ist.

Hilfssatz 4.4.1 nach [15]
Wenn o1 mit Knoten u startet und mit Knoten v endet, dann startet o+ mit v
und endet mit u.

Beweis: 044 startet mit v, da oy mit v endet. Aber angenommen, es gébe einen
Knoten w in oy der hinter v kommt. Da w >, wu, gilt fiir u,w Satz 3.6. Also es
existiert einx € V:au € EAzw ¢ EANw <,,, u. Wére v = z, miissen alle Knoten
adjazent zu u sein, da v in oy die maximale Entfernung von u hat. Wenn aber alle
Knoten y € V adjazent zu u sind, kann « nur letzter Knoten in ¢ sein, wenn G ein
vollsténdiger Graph ist. In diesem Fall muss o4 eine Spiegelung von o4 sein. Also
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4.4 Erkennung von echten Intervall-Graphen

gilt: v # . Uber die Reihenfolge der Knoten u, v, w, z kann in den einzelnen Sweeps
folgendes festgestellt werden.

V<ogUNW<suNT <5U

U<g, W<g, VAULs, T <5, V
V<gyy T <o, U<g,, W

Aufgrund der Tatsache, dass G ein UIG ist und damit chordal, muss v in G ein
simplizialer Knoten sein. Da zu € EAzw ¢ E, kann nur vw ¢ E. Damit ist fiir o4
die Reihenfolge fiir u, w, v,z komplett festgelegt:

U<g, T<g, W<5, ¥

Nun gibt es zwei Moglichkeiten beziiglich der Zugehorigkeit von w und w zu ver-
schiedenen Layern in o4 . Sei LT (u) = d(v,u) = k.

1. Sei LT (w) = k + 1 und betrachtet man den ersten LexBFS-Sweep, von dem
man weifs, dass u als letztes nummeriert wurde, gibt es folgende Moglichkeiten
der Anordnung:

a) V<, W<y <su = dv,w) <d(v,u) Widerspruch!

<
b) v <oz <o w <, u dv,w) < d(v,u) Widerspruch!
C) W<,V <sT<gu = dw,v) <d(w,u),da aber aus oy folgt: d(u,w) <
d(u,v) Widerspruch zu d(v,w) > d(v,u)
d) w<sz<,v<,u dw,v)<dw,u) <du,v) > dv,w) Widerspruch
e) T <oW <,V <su =dx,w)<d(zr,u) Widerspruch!
f) 2 <,v<,w<,u d(m,w) < d(x,u) Widerspruch!

Also kann w nicht in L, liegen.

k+1

2. Sei LTF(w) = k, dann liegen w und u in L " und sind nicht adjazent. Die
Ausgangssituation ist in Abb. 40 dargestellt. Zunéchst sei £k > 3. Es sind
wieder verschiedene Félle zu unterscheiden.

a) Die Knoten u und w haben einen gemeinsamen Nachbar y in Ll‘:"’l, dann

bildet y zusammen mit seinem Nachbarn ¢ aus L; 5 eine Klaue y, t, u, w,
siche Abb. 41.

b) w und w haben keinen gemeinsamen Nachbar in L‘*‘Jr Sei je ein Nachbar
z € N(u) und y € N(w) aus L™ adjazent. Wenn z und y in L},
einen gemeinsamen Nachbar z hétten, bildet dessen Nachbar r € L:fg)
(bei k = 3 r = v) zusammen mit r, y,u w ein Netz, siehe Abb. 42. x
und y keine gemeinsamen Nachbarn in L . Es entsteht in jedem Fall

mit z, y und ihren Nachbarn in LZ 5 und einem Pfad zwischen diesen
beiden Nachbarn, der ausschlieflich in Layern Lﬁ mit [ < k — 1 liegen
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L_(k=2>"%x

L_(k=D7xx L_(k=D7xx

Lo xx L_(o~%x
Abbildung 40: Ausgangssituation Abbildung 41: Eine Klaue
L (k=3)"%x L_(k=3)>"%x
L_(k=2)"%x L_(k=2)"%x
L_(k=1D7%x y L_(k=D"%x y
L_omkx L_ (k)7 %x
Abbildung 42: Ein Netz Abbildung 43: Eine Klaue, einen Layer

hoher

muss, ein Cp, n > 4, siche Abb.44. Sind aber alle Nachbarn von » und w
in L:fl paarweise nicht adjazent, kénnen die Uberlegungen mit den zwei
nicht adjazenten Knoten x und y aus L:fl durchgefiihrt werden, siehe
Abb. 43). Man stoft stets entweder auf einen der genannten Félle, oder
aber erst der Knoten v ist ein gemeinsamer Vorfahr, siehe Abb. 45. In
diesem Fall kann v aufgrund von Satz 3.7 nicht der Startknoten von o4
sein.

Wenn k = 2 und u und w einen gemeinsamen Nachbar in LT haben, bildet
sich ein Klaue, siche Abb. 46. Wenn es keinen gemeinsamen Nachbar in Lf+
gibt, ist entweder v kein moglicher Startknoten oder aber es gibt einen Knoten
2z € L§T :zu € EAzw € E (siche Abb. 47). Der Graph enthielte ein Zelt oder
einen C),, mit n > 4, Siehe Abb. 48. Wenn k = 1 kdnnte v kein Startknoten
sein.

Somit kann es in 044 keinen Knoten w hinter u geben und der Beweis ist komplett.
0
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L_(k=3>"%x
L_(k=2)"%x*

L_(k=DD7"x*x*

L_(kOnxx

Abbildung 44: Ein Kreis

L_(O>7*x

L_(Drxx

L_@)"xx

Abbildung 46: k = 2 eine Klaue

L_(0>7*x

L_(D7xx

L_@) " xx

Abbildung 48: k = 2 ein Zelt

4.4 Erkennung von echten Intervall-Graphen

L_(0) %% v.
L_(k=3)>"%x* / \
z s

L_(k-2>"%x

x
L_(k=Drxx y

L_GoOt%x - — — — — —
u w

Abbildung 45: v kann nicht Startknoten

sein
L_COy *x* v
X
L_(1D7xx% y
L_(@) %% ®
u z w

Abbildung 47: k = 2 ein Kreis
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Nachfolgende Bezeichnungen gelten fiir die Hilfssitze 4.4.2 - 4.4.5. 04(1) = wu;
o4(n) = v; 044(1) = v; 044(n) = u. P bezeichnet einen kiirzesten Pfad zwischen
wund v. Es gilt: dist(u,v) = k.

Hilfssatz 4.4.2 nach [19]

Seien Lf und L;LJF fiir 1 < i < k die Layer der beiden LexBFST-Sweeps. Dass der
k-te Layer fiir beide LexBFS™-Sweeps der letzte Layer ist, folgt aus 4.4.1. Dann gilt:
Jeder Lj und L;“Jr fir 1 <i <k bildet eine Clique.

Beweis: Man benutzt die Aussagen aus dem Beweis von 4.4.1. Dort wird gezeigt,
dass zwei nicht adjazente Knoten nicht in einem Layer liegen konnen. Damit bil-
det im Umkehrschluss jeder Layer eine Clique. In diesem Teil des Beweises wird
nur die Tatsache verwendet, dass o ein LexBFS™-Sweep ist. Daher gelten die dort
gemachten Aussagen fiir o4 und o4 4. [

Hilfssatz 4.4.3 /23]

L. wenn t € P
Sei der Knoten:cEL?‘"’,OSigk:xE ﬁ__’
Ly wennz ¢ P

Beweis: Wenn x € P, dann gilt: d(z,u) + d(z,v) = d(u,v) = k. z € L} < d(u,z) =
ledv,z)=k—is € L,—itT. Wenn z ¢ P, gibteseiny € L] : y € P. Somit
ist geméh Satz 4.4.2 zy € E und demnach d(x,u) = d(y,u) A d(z,v) = (y,v) + 1
und somit = € Lz'fiﬂ. O
Hilfssatz 4.4.4 [25] Seien die Knoten z,y € L7 ", 0 <i < k dann gilt:

1. (L N N(2)) € (L5 N N(y)) oder (L7 N N(y)) € (L, N N(z))

2. (LI N N(@) € (L NN() oder (L5 NN () C (L N N()

5. (LT NN (@) C (LTI NN(y) = (LG NN (@) 2 (LT NN (y)

4 (LN N(2) C (LN N(y) = (LZ NN (2) 2 (L2 NN (y))

Beweis: Angenommen 1 sei nicht erfiillt, dann muss es sowohl mindestens einen
Nachbar zy von x aus L geben, mit 2y ¢ N(y), als auch einen Nachbar yy
von y mit yy ¢ N(z). zn,x,y,yn bildeten einen Cy. Der zweite Teilsatz lasst sich
analog beweisen. Zu 3 und 4: Angenommen es gébe sowohl in L;r_ﬁ einen Knoten
s als auch in L einen Knoten ¢ mit s,t € N(x) A s,t ¢ N(y). In diesem Fall

bildeten z,y, s,t eine Klaue.[l

Hilfssatz 4.4.5 [23] Wenn z,y € S C V und S sei ein Slice mit 1 < |S| < n,
dann gill: z <;ry& >4y
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Beweis: Alle Knoten eines Slices S haben die gleiche nummerierte Nachbarschaft und
demnach auch die gleiche Entfernung zum Startknoten. Daher ist ein Slice S eine
Teilmenge eines Layers L;H und alle Knoten des Slices sind geméf 4.4.2 adjazent.
Damit wird S beim Nummerieren seiner Knoten nicht geteilt. Es wird stets der
Knoten aus S entnommen, der in o am weitesten hinten steht. Damit wird in o4 4
die Reihenfolge von S gespiegelt. U

Nun kann der folgende Satz bewiesen werden:

Satz 4.22 [23]
Ein Graph G ist ein UIG genau dann, wenn o4 die ,,Drei-Knoten Bedingung® aus
2.20 erfillt.

Beweis: Wenn o1 2.20 erfiillt, ist klar, dass G ein UIG ist. Nun sei angenommen,
G wire ein UIG und o4y erfiillt nicht 2.20. Wenn o4 die ,Drei-Knoten Bedin-
gung” verletzt, dann gibt es ein Knoten Tripel z,y,z mit <+ y <44 z und
xz € EN(zy ¢ EVyz ¢ E). Angenommen, o. B. d. A. ist z der Knoten mit der
héchsten Nummerierung in o4, die zu einem 2.20 verletzenden Tripel mit z und
y gehort und es sei x € L;-H. Es muss, da LexBFS™ auch eine BFS Nummerierung
ist, gelten: d(v,x) < d(v,y) < d(v,z). Wenn d(v,z) = d(v, z) liegen x,y, z in einem
Layer L/ und wiren adjazent(4.4.2). Also muss z € L]} sein. Nun gibt es zwei
Moglichkeiten fiir y.

1. ye L;:E = yz € F und auch zy € E, wenn G chordal ist, geméf 4.6. Dann

bilden die Knoten x,y, z aber kein verletzendes Tripel.

2. ye Lt alsoarye Exz € Eyz ¢ E.
Also ist gemdf 4.4.4 (L 1NN (z)) D (LF 1NN (y)) = (L7ANN(x)) C (L;iNN(y)).
Da aber x in oy, vor y nummeriert wird, gilt (L7 N N(x)) 2 (L N N(y)).
Also gilt (L, N N(x)) = (L7 N N(y)). Da aukerdem alle Elemente eines Layers
adjazent sind, gilt: Es gibt einen Slice S € LZTF+ der x und y enthélt. Geméf Satz
4.4.5 ist y <4 z und damit auch = <4 z, da G chordal sein soll. Betrachtet man
die Entfernungen von z und z zu u und v so gilt: d(z,v) = i d(z,v) = i+ 1
d(z,u) < d(z,u) Andererseits gilt aber: d(x,v) + d(z,u) — d(z,v) — d(z,u) < 1,
wegen Satz 4.4.3. Also z,z € L , und x € P Az ¢ P. Es muss ein z* geben mit
z* e {L;:; N P} A z*x € E. Ebenso kann y nicht adjazent sein zu z*, da y € L;L’L
und demnach auch auf P liegt und damit in L;i enthalten ist, wie z und z. Dann
bilden aber z,y, z eine Clique, was ein Widerspruch zu yz ¢ E ist. Wo aber liegt z*
in o447 Daz¢ PAz*€ P, muss die Nachbarschaft in L::g von z* einen Knoten
enthalten, der auf P liegt und nicht in N(z) liegt. Sonst liegt z auch auf P. Also
gilt: (LS5 N N(2)) € (L5 N N(2*)) daraus folgt geméR 4.4.4

L (LY N N(2)) D (LT N N(2*)), und es muss z < z* gelten oder

2. (LT NN(2)) = (LT N N(2*)), und z und 2* sind in einem Slice beziiglich
04+. Andererseits liegt z* in oy in einem fritheren Layer als z, da es im
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Gegensatz zu z auf P liegt. Damit aber ist z* <4 2z und geméf Satz 4.4.5
z <++ z*.

Wenn aber z <, 2%, ist das ein Widerspruch zur Maximalitdt von z beziiglich
04+4. Damit ist gezeigt, dass wenn G ein UIG ist, 044 die ,Drei-Knoten Bedin-
gung” erfiillt. O
Der Ablauf der LexBFS-Sweeps ist klar, aber wie iiberpriift man die Nachbarschafts-
bedingung? Dazu muss fiir jeden Knoten v € V' die Nummer des am weitesten links
stehenden Nachbar Ny;(v) und die Nummer des am weitesten rechts stehenden
Nachbar Ny, (v) in der Nummerierung o 4 gespeichert werden. Gibt es keinen linken
bzw. rechten Nachbar, so wird o} (v) verwendet. Also o4 1 (Ny(v)) = 044 H(v)
oder 044 1(Ny,(v)) = 0441 (v). Anschliefend muss fiir jeden Knoten iiberpriift
werden ob gilt:

INe]] = 04t ™ (N () = 04~ (N (0)) (19)
d. h. obin der 044 Nummerierung kein Knoten zwischen dem weitesten linken Nach-
barn und dem weitesten rechten Nachbarn, der nicht in der geschlossenen Nachbar-
schaft N[v] liegt, enthalten ist. Dann ist die Nachbarschaft N[v] fortlaufend num-
meriert. Die Laufzeit der drei LexBFS-Sweeps ist linear und die Uberpriifung von
Gleichung 19 lasst sich fiir jeden Knoten in konstanter Zeit ausfithren. Die Initialisie-
rung von zwei Arrays fiir Ny, (v) und Ny, (v) von allen Knoten lésst sich in (O)(|V])
durchfithren. Nach Abschluss des dritten Sweeps konnen die Nachbarschaften wie-
der mit Algorithmus 7 sortiert werden. Dann kénnen N,;(v) und Ny, (v) einfach
entnommen und mit v beziiglich o4 verglichen werden.
Der von Hell und Huang beschriebene Bestatigungsteil [47], wird in den o. g. Algo-
rithmus eingebaut. Angenommen, a, b, ¢ bilden ein Satz 2.20 verletzendes Tripel. In
diesem Fall gibt es drei Moglichkeiten der Adjazenzen innerhalb von a, b, ¢. Diese drei
Fille sind in Abb. 49 dargestellt. Alle Fille lassen sich durch die Uberpriifung der
schon verwendeten Bedingung: |N[v]| # 0% (Nur(v)) — 044 (Nyi(v)) finden. Es
wird innerhalb der Knotenmenge deren Nummerierung zwischen o} (Ny,-(v)) und
074 (Nyi(v) liegt, ein Knoten w gesucht mit vw ¢ E. Sollte o} (w) > o7 sein, bil-
den v, w, Ny, (v) ein verletzendes Tripel. Sollte o} (w) < o7} sein, ist Ny (v), w, v
ein solches.

Abbildung 49: Fall A, Fall B, Fall C

Fiir alle drei Fille gilt:
LT (a) < LT ®) < LT (e) A LT (c) < LT (a) +1

Der Fall C kann in den folgenden Betrachtungen vernachlassigt werden, denn ein
Auftreten von C wiirde bedeuten, dass G nicht chordal ist, gemaf Satz 4.6. In einer
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LexBFS-Nummerierung 7 kann fiir einen chordalen Graphen nicht Fall C auftreten,
denn die gespiegelte Nummerierung von 7 miisste ein PEO sein. Sei 77 !(c) = 1,
dann ist ¢ in G; = (V;, E;) kein simplizialer Knoten, da a,b € V;. Fall C wiirde nur
auftreten, wenn G nicht chordal ist. Die Nichtchordalitit kann aber auch schon in
o mittels des Tests aus Abschnitt 4.1 erkannt werden. Als Bestétigung von Fall C
wird ein C), mit n > 4 ausgegeben.

Schon im Beweis der Korrektheit von Satz 4.22 und den zuvor bewiesenen Hilfssétzen
ist der Hilfssatz 4.4.2 von entscheidender Bedeutung. Im Beweis von Hilfssatz 4.4.1
wird gezeigt, wie sich aus zwei nichtadjazenten Knoten eines Layers die verbotenen
Teilgraphen konstruieren lassen. Dieses wird im Bestéatigungsteil des Algorithmus
benutzt. Fiir den Fall A aus Abb. 49 miissen zwei Knoten eines Layers nicht adjazent
sein (a b oder b ¢). Aus diesen beiden Knoten kann mittels der im Beweis von 4.4.1
und 4.4.2 gezeigten Zusammenhdnge eine Klaue, ein Netz oder ein Zelt konstruiert
werden. Fiir den Fall B miissen zwei Unterfélle unterschieden werden:

1. Fall By: Alle Knoten eines Layers sind adjazent.
2. Fall Bs: Es gibt zwei nicht adjazente Knoten eines Layers.

Fall By ldsst sich genauso, wie Fall A behandeln. Aber wie ist es mit Fall B,? Dazu
sind einige Hilfssétze erforderlich.

Hilfssatz 4.4.6 [/7] In einer (Lex)BFS Nummerierung o gibt es die Fille A und
By nur genau dann, wenn es zwei nicht adjazente Knoten in einem Layer gibt.

Beweis: Fiir Fall A sind entweder b und ¢ oder a und b im gleichen Layer, da sich
die Layer von ¢ und ¢ nur maximal um eins unterscheiden. Fiir Fall By sind b und ¢
im gleichen Layer. Umgekehrt gilt: gibt es zwei Knoten a und b mit L(a) = L(b) =
kno=t(b) > 07 (a) Aab ¢ E, dann gibt es einen Knoten ¢ mit bc € EAL(c) = k—1
und a, b, ¢ bilden entweder Fall A oder Bs. [

Hilfssatz 4.4.7 [}7] Wenn o keinen Fall A oder By enthilt und Lt (a) < L*(b),
dann gilt: a >4 b.

Beweis: Angenommen es wiirde b >4 a gelten. Knoten a sei aus allen Knoten w mit
Lt (w) < L*(b), der Knoten mit der niedrigsten Nummerierung in o . Da a nicht
letzter Knoten in o war, kann er nicht der erste Knoten in o4 sein. Geméf 3.6 gibt
es, wenn b >1 1 a und b >4 a gilt, einen Knoten ¢ mit a >4y cAca € ENbc ¢ E.
Da a aber der erste Knoten in o4 ist, der einem fritheren Layer L. ist als b, gilt
Ly, (¢) > Lo (b) > Ly, (a). Da ac € E gilt Ly, (c) = Ly, (b). Auberdem ist bc ¢ E,
so dass gemék 4.4.6 Fall A oder By in o auftreten miissen. Widerspruch! [J.

Hilfssatz 4.4.8 [/7] Sei G ein chordaler Graph und o4 enthalte Fall By, wenn
m oy kein Fall A oder Bo auftritt, dann enthdlt G eine Klaue, die a,b, c enthdlt.
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Beweis: Es gilt: a <44 b <, cund da Fall By vorliegt auch L+ (a) = LT (b) =
LTt (c—1). Da be ¢ E gilt und auRerdem in o kein Fall A oder B, auftritt, gilt
LT (b) # LT (c), so folgt aus der Umkehrung von 4.4.7, die Beziehung Lt (b) > L*(c)
und damit auch ¢ <y b. Fall C (hier zum Beispiel ¢ <4 b <4 a) darf nicht auftreten,
also gilt @ <4 b. Also liegt a vor b in beiden LexBFS*-Sweeps und damit gibt es,
gemih 3.6, ein d mit da € EANdb ¢ ENd <i4 a. dc ¢ E, da sonst d, b, c einen Fall
C bilden wiirden. Dann aber bilden a, b, ¢, d eine Klaue. [

Mit diesen Hilfssédtzen ist klar, wie man mit dem Einbau von Kontrollen nach dem
ersten, zweiten und dritten LexBFS-Sweep, falls G kein UIG ist, einen verbotenen
Teilgraph findet.
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4.5 Erkennung von DH-Graphen

4.5 Erkennung von DH-Graphen

Es bestehen enge Beziehungen zwischen DH-Graphen und den chordalen Graphen
einerseits und zu den Cographen andererseits. Aufgrund dieser Zusammenhénge gibt
es zwei Moglichkeiten DH-Graphen mittels LexBFS zu erkennen.

1. Eine Nummerierung o mittels eines einfachen LexBFS-riickwérts Sweep er-
zeugen und iiberpriifen, inwieweit o eine zwei-simpliziale EO darstellt.

2. Einen dreifachen LexBFS-Sweeps auszufithren und dabei iiberpriifen, inwie-
weit diese Nummerierungen bestimmten Anforderungen geniigen. Danach kann
aus den gefundenen Nummerierungen und den Ergebnissen der Uberpriifung
je nach deren Ergebnis eine verbotener induzierter Teilgraph ausgegeben oder
ein Splitbaum konstruiert werden

4.5.1 Erkennung von DH-Graphen mittels eines einfachen LexBFS-Sweep

Der Algorithmus hat folgenden Aufbau:

Algorithmus 17 : Einfacher DH-Graph LexBFS Test
Eingabe : ein Graph G = (V, E)
Ausgabe : wahr oder falsch

1 Erzeuge eine Nummerierung o auf V mittels eines LexBFS - riickwérts Sweep.

2 Uberpriife fiir o, ob es sich dabei um eine zwei-simpliziale EO handelt.

Dieser Algorithmus weist gegeniiber dem unter 4.5.2 dargestellten folgende Vorteile
auf:

1. Leichte Implementierbarkeit, wenn der Cograph Algorithmus aus 4.2 bereits
implementiert ist.

2. Einfacher Beweis der Korrektheit.
Hat aber leider zwei entscheidende Nachteile:
1. quadratische Laufzeit, d.h. O(|V|?)

2. keine Riickgabe von Beweisen, d.h. es wird kein verbotener Teilgraph oder
eine Baumdarstellung ausgegeben.

Die quadratische Laufzeit von O(|V'|?) ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen:
Der LexBFS-Sweep hat lineare Laufzeit und das Uberpriifen der einzelnen Teilgra-
phen von G mit Radius zwei: DS (v) = (V,, E,) hat fiir jeden Knoten v ebenfalls
lineare Laufzeit (|V,|+ |Ey|). Z. B. mittels des dargestellten Cograph Algorithmus
aus 4.2. Aber fiir allgemeine Graphen gilt: v§V|VU\ = O(|V]?). Zudem liegt die Zeit-

komplexitit zur Bestimmung simtlicher DS (v) nicht in (|V] + |E|).
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4 Erkennung von Graphenklassen und weitere Anwendungen von LexBFS

Im erstellten Programm wird zuniichst der quadrierte Graph G? berechnet und aus
G? der zu betrachtende Teilgraph G, berechnet. Die G,s werden mittels des 2-Sweep
LexBFS Cograph-Tests untersucht. Sollte in einem der DS (v) = (V,,, E,) Graphen
ein Py gefunden werden, ist daraus auch ein verbotener Teilgraph konstruierbar.

4.5.2 Erkennung von DH-Graphen mittels eines 3-Sweeps LexBFS Tests

Dieser Algorithmus wurde von Bretscher [9] vorgeschlagen. Wichtig fiir sein Ver-
stdndnis ist folgende Definition:

Definition 4.4 (Primary Slice)
Sei x € V' der Startknoten einer LexBFS Nummerierung o, dann werden die Slices
SA(z) = Py(x) und Si(x) = Pi(z)i=1,...,k als Primary Slices P; bezeichnet.

Der Algorithmus l4uft folgendermafen ab:

Algorithmus 18 : DH-Graph 3-Sweep Test
Eingabe : ein Graph G = (V, E)
Ausgabe : ein verbotener Teilgraph oder eine Splitbaum-Darstellung von G

1 Erzeuge eine Nummerierung o mittels eines LexBFS (vorwérts) Sweep.

2 Erzeuge eine Nummerierung o; mittels eines LexBFS™-Sweep layerweise auf
dem komplementéren Graphen.

3 Erzeuge eine Nummerierung o~ mittels eines LexBFS™-Sweep auf G basierend
auf o .

4 Uberpriife mittels der gefundenen Nummerierungen, ob es sich bei den Primary
Slices Py(x),. .., Py(x) um Cographen handelt. und untersuche ob die
Nummerierungen aus 2.) und 3.) die so genannte DH-
Nachbarschaftsbedingung (DHN) erfiillen.

5 wenn ja dann

6 ‘ Kounstruiere den Splitbaum 7, g

7 sonst

8 L Finde einen verbotenen Teilgraphen.

Wie ist die DHN Bedingung definiert?

Definition 4.5 (DHN-Bedingung)
Sei ein Graph G und seine Nummerierungen 6; und o~ gegeben, dann erfillt G

die DHN-Bedingung, wenn fiir jeden P; € L; gilt:

1. Es gibt einen induzierten Wurzel-Teilbaum {t;} eines Cotrees, der einen indu-
zierten Teilgraphen von L;_y darstellt und fir den gilt: N(P) C {t;}.

2. Fiir alle Primary Slices P <,- P gilt: N(P)NN(P) =0V N(P) C N(P).

Es gilt folgender Satz:
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4.5 Erkennung von DH-Graphen

Satz 4.23 (Zusammenhang DHN-Bedingung DH-Graph) [9/

Sei ein Graph G und seine Nummerierungen 6; und o~ gegeben. Genau dann ist G
ein DH-Graph, wenn alle seine primary Slices P die DHN-Bedingung erfillen und
einen Cographen induzieren.

Laufzeit und Korrektheitsiiberlegungen Die Laufzeit des gesamten Algorithmus
18 liegt in O(|V| + |E|) [9]. Die LexBFS-Sweeps haben lineare Laufzeit. Die Uber-
priifung, ob jeder primary Slice einen Cographen induziert, ist ebenfalls mittels
Algorithmus 11 in Linearzeit moglich. Jeder Knoten kann sowohl fiir 6, als auch
fiir 0~ nur zu einem Primary Slice gehéren. Uberlegungen beziiglich der Laufzeit
zur Uberpriifung der Bedingung N(P) N N(P) = 0 vV N(P) C N(P) lassen sich
hnlich zu den Uberpriifungen der NSP und CNSP aus Abschnitt 4.2 anstellen. Die
Laufzeit fiir das Auffinden des Teilbaumes {¢;} ist ebenfalls linear, aber die Her-
leitung genauso wie der Korrektheitsbeweis des Algorithmus ist sehr umfangreich.
Daher wird diesbeziiglich auf [9] verwiesen. Die Konstruktion des Splithaumes und
das Auffinden einer negativen Bestétigung (House, Hole,. . .) laufen &hnlich wie im
Algorithmus zur Erkennung von Cographen.

Dieser Algorithmus 18 ist zurzeit in der erstellten Implementierung noch nicht fertig.

4.5.3 LexBFS und Potenzen von DH-Graphen

Die LexBFS Nummerierungen von Potenzen von DH-Graphen haben interessante
Eigenschaften.

Satz 4.24 (LexBFS von Potenzen von DH-Graphen) nach [35]
Sei G ein DH-Graph und o eine LexBFS-(rickwdrts) Sortierung von G, dann gelten
folgende Zusammenhdnge:

1. o ist ein PEO von G* ke N

2. o ist ein PEO von G**~1 k € N mit der Ausnahme eines verbotenen Teilgra-
phen fir G

Der umgekehrte Zusammenhang gilt allgemein nicht. Nicht jeder Graph G, dessen
Quadrat G? chordal ist, ist auch ein DH-Graph.
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4 Erkennung von Graphenklassen und weitere Anwendungen von LexBFS

4.6 Weitere Graphenklassen der P,-Hierarchie

Neben den bereits vorne beschriebenen Graphenklassen, der Py—reduzierbaren Gra-
phen und der Pj-spéarlichen Graphen, gibt es weitere Graphenklassen, die sich aus-
schlieklich iiber die Hiufigkeit des Auftretens von Pys charakterisieren lassen. Dazu
gehoren u. a. Py-lite, Py-extendible und Py-tidy Graphen. Zu genauen Definitionen
siehe [8] und die dort angegebene Literatur. Die Autoren von [11] vermuten, dass
sich auf dem Cograph Algorithmus basierende Algorithmen zur Erkennung weiterer
Graphenklassen aus der P;-Hierarchie finden lassen.

Fiir die folgenden Algorithmen zur Erkennung der Pj-reduzierbaren und der Pj-
spérlichen Graphen, gab es vor dem Einsatz von LexBFS bereits Linearzeit - Algo-
rithmen, vgl. [51] und [53].

4.6.1 Py—reduzierbare Graphen

Der im Folgenden skizzierte Algorithmus stammt ebenfalls von Bretscher [9].

Algorithmus 19 : Pj-reduzierbarer Graph 4-Sweep Test
Eingabe : ein Graph G = (V, E)
Ausgabe : Zwei P; mit einem gemeinsamen Knoten v oder eine
Baum-Darstellung von G

Erzeuge eine Nummerierung o mittels eines LexBFS vorwérts Sweep.
Erzeuge eine Nummerierung o™ mittels eines LexBFS™* (G, o) Sweep.
Erzeuge eine Nummerierung 6~ mittels eines LexBFS™ (G, om) Sweep.
Erzeuge eine Nummerierung ¢~ mittels eines LexBFS™ (G, 57 ) Sweep.
Untersuche, ob = 07 (1) die so genannte Pj-reduzierbare
Nachbarschaftsbedingung ( engl. Py-reducible neighbourhood property =
P,-RNP) erfiillt.
wenn ja dann

‘ Konstruiere den Py, R-Baum
sonst

OU b W N

L Gib zwei Py mit einem gemeinsamen Knoten v zuriick.

Wie ist die P,~-RNP definiert?

Definition 4.6 (Ps-reduzierbare Nachbarschaftsbedingung)

Sind die Nummerierungen o, 6~ und o~ gegeben, dann erfillt ein Knoten x die

P4-RNP, wenn eine der folgenden Bedingungen gilt:

1. S(z) und S(x) erfillen die Cograph - NSP und alle S;(x) und S;j(z) erfiillen
die Py-RNP.

2. a) S(z) erfillt die Cograph - NSP mit Ausnahme von N'(Sz(z)) ¢ N'(S;1(x)).
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4.6 Weitere Graphenklassen der Py-Hierarchie

b) Es gibt Knoten a,b,c € V mit: a € S4(z), b € Si(x), ¢ € Sa(z) s0 dass
qilt:
i. NYSi(z)) = S4(z) = aUSAYD A NU(Sy(z)) = SA(z) — {a} U {b}.
it. So(x) =cA cUSi(x) —bC N(b).
c¢) S(z) erfillt die Cograph - NSP.
d) Fir alle i, j erfillen die ersten Knoten von S;(x) und Sj(z) die P;-RNP.

Satz 4.25 (Zusammenhang Py — RNP Ps-reduzierbare Graphen) nach [9]
Genau dann, wenn der erste Knoten von o~ die Py-RNP erfiillt, ist G ein Py-
reduzierbarer Graph.

Laufzeit und Korrektheitsiiberlegungen Fiir den Korrektheitsbeweis sei auf [9]
verwiesen. Die Laufzeit dieses Algorithmus ist O(|V| + |E|). Die LexBFS-Sweeps
haben lineare Laufzeit und auch die Uberpriifung der P;~-RNP lisst sich in Linearzeit
durchfiihren. Gleiches gilt fiir die Konstruktion des Py R-Baumes und die Riickgabe
von zwel Py mit einem gemeinsamen Knoten v.

Implementiert wurde dieser Algorithmus ohne Bestétigungsteil.

4.6.2 P,-sparliche Graphen

Auch der folgende Algorithmus, der dem unter 4.6.1 vorgestelltem sehr &hnlich ist,
stammt von Bretscher |9]. Er benutzt die alternative, rekursive Charakterisierung
von Pj-spérlichen Graphen gemif Satz 2.26.

Der Algorithmus hat folgendes Aussehen:

Algorithmus 20 : Pj-spéarlicher Graph 4-Sweep Test
Eingabe : ein Graph G = (V, E)
Ausgabe : ein PjSBaum oder ein Teilgraph H mit fiinf Knoten, der
mindestens zwei Pys enthélt

Erzeuge eine Nummerierung o mittels eines LexBFS vorwérts Sweep.
Erzeuge eine Nummerierung o+ mittels eines LexBFS™ (G, ) Sweep.
Erzeuge eine Nummerierung 6~ mittels eines LexBFS™ (G, o™) Sweep.
Erzeuge eine Nummerierung o~ mittels eines LexBFS™ (G, 57 ) Sweep.
Untersuche, ob z = 07 (1) die so genannte Pj-sparse Nachbarschaftsbedingung
(engl. Py-sparse neighbourhood property = P;-SNP) erfiillt.
wenn ja dann

‘ Konstruiere den P4S-Baum
sonst

L gib einen induzierten Teilgraphen H von G aus H = (Vy, Eg) A |Vg| =5,

der mindestens 2 verschiedene P4s enthalt.

[ I U Ve

© o I O

Wie ist die Py-spérliche Nachbarschaftsbedingung (P;-SNP) definiert?
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4 Erkennung von Graphenklassen und weitere Anwendungen von LexBFS

Definition 4.7 (P4;-SNP)
Ein Knoten v erfillt die Py-SNP, wenn er entweder die Thin Spider Property
(TnSP) oder die Thick Spider Property (TkSP) erfillt.

Definition 4.8 (Thin Spider Property (TnSP))
Sei G ein Graph die Nummerierungen aus Algorithmus 20 gegeben, dann erfillt ein
Knoten x die TnSP, wenn eine der folgenden Bedingungen gilt:

1. S(z) und S(x) erfiillen die Cograph-NSP und die ersten Knoten aller S;(z)
und S;j(x) erfillen die Py-SNP.
2. oder alle folgenden Bedingungen:
a) S(x) erfillt die Cograph-NSP mit Ausnahme von allen

0,2 <i < k,N'(Si(x)) ¢ N'(S;_1(z))

b) Es gibt Knoten x1,...,2, € S(x) und y € S4(x),v1,...,yr € S1(x), s0
dass firi > 1.

i. Si(z) = x; und N'(S;(z)) = SA(x) —y U y;.
ii. NY(Si(x)) = S4(x) =y U SA(y) und Sy(x) —y C N(y).
¢) S(z) erfiillt die Cograph-NSP.

d) Seien S*(x) und S*(x) die Slices, die durch Entfernen von z; und y; fiir
1 = 1,...,k entstanden sind. Fir j > 1 erfillt der erste Knoten von

jedem Subslice S7(x) von S*(z) und S*i(z) von S*(x) die Py-SNP.

Definition 4.9 (Thick Spider Property (TkSP))
Sei G ein Graph die Nummerierungen aus Algorithmus 20 gegeben, dann erfillt ein
Knoten x die TnSP, wenn eine der folgenden Bedingungen gilt:

1. S(z) erfillt die Cograph-NSP und die ersten Knoten aller Si(z) und S;j(x)
erfillen die Py-SNP
2. oder alle folgenden Bedingungen:
a) S(x) erfillt die Cograph-NSP mit Ausnahme von allen

i,1 <4<k NY(Si(x)) ¢ N'(S;_1(z))

b) Es gibt Knoten x1,...,x, € S(x) und y € S4(x),v1,...,yr € S1(x), so
dass firi > 1

i. Si(z) = x; und N'(S;(z)) = SA(x) — yUy; mit y; = Sp_is1(z).
ii. NY(Si(x)) = S4(x) und SA(x) U Si(z) —y; C N(y;).

c) g(x) erfillt die Cograph-NSP mit Ausnahme von1 <i <k NY(Sy_i(2))U
Sk—i(z) = Uzit1 = N'(Sp_iy1(x))
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d) Seien S*(z) und S*(z) die Slices, die durch Entfernen von x; = S;(x)
und y; = Sy_ir1(z) fiir i = 2,...,k entstanden sind. Dann erfillt der
erste Knoten von jedem Subslice Sf(x) von S*(z) und S*;(z) von S*(x)
die Py-SNP.

Laufzeit und Korrektheitsiiberlegungen Fiir den Korrektheitsbeweis sei auf [9]
verwiesen. Die Laufzeit dieses Algorithmus ist O(|V| + |E|). Die LexBFS-Sweeps
haben lineare Laufzeit und auch die Uberpriifung der P;-SNP lisst sich in Linearzeit
durchfiihren. Gleiches gilt fiir die Konstruktion des P;S-Baumes und die Riickgabe
des induzierten Teilgraphen mit zwei verschiedenen Pjs.

Die Implementierung dieses Algorithmus ist im erstellten Programm noch nicht
fertig.

101



4 Erkennung von Graphenklassen und weitere Anwendungen von LexBFS

4.7 Erkennung weiterer Graphenklassen
4.7.1 Bipartite Permutationsgraphen

Der im Anschluss vorgestellte Algorithmus stammt von Hell und Huang [47] und ist
dem Algorithmus aus Abschnitt 4.4 sehr dhnlich.

Algorithmus 21 : Unit Interval BiGraph 3-Sweep Test
Eingabe : ein zusammenhéingender Graph G = (V, E)
Ausgabe : eine Intervall-Darstellung I des Graphen oder ein verbotener
Teilgraph Hg

Fiihre einen LexBFS-vorwérts Sweep durch. Ergibt: o

Fiihre einen LexBFST-Sweep basierend auf o durch, ergibt o
Teste auf Vorkommen von Fall D oder E; (siehe Abb. 50 - 52), also
Verletzungen der Bedingung aus 2.28

wenn Fall D oder Ey auftritt dann
| Gib verbotenen Teilgraph aus

sonst
Fiihre einen LexBFST-Sweep basierend auf o, durch, ergibt o, ;.
+ g ++
wenn Fall D oder Ey auftritt dann
| Gib verbotenen Teilgraph aus

sonst
| erzeuge eine Intervall-Darstellung Ig.

Laufzeit und Korrektheitsiiberlegungen Dieser Algorithmus ist dem Algorithmus
16 zur Erkennung von UIGs sehr &hnlich. Er hat auch eine Laufzeit von O(|V|+|E|).
Die LexBFS-Sweeps haben lineare Laufzeit und auch das Auffinden der Fille F und
D lésst sich in Linearzeit durchfithren. Dabei ist wichtig, dass der Algorithmus nur
auf bipartite Graphen anwendbar ist. Also muss vorher bekannt sein, ob G bipartit
ist oder es muss wiahrend des Algorithmus iiberpriift werden. Das l4sst sich wihrend
des ersten LexBFS-Sweep feststellen, indem man die Entfernung vom Startknoten,
jedem Knoten v € V' als Parameter L(v) mitgibt. Anschliefend wird iiberpriift, ob
fiir jede Kante vw € E gilt: |L(v)— L(w)| = 1. Sollte G nicht zusammenhéngend sein
(fiir Algorithmus 22 muss G zusammenhingend sein), lisst sich diese Uberpriifung
fiir jede Komponente von G einzeln durchfiihren. Die Uberpriifung, ob G bipartit
ist, hat auch lineare Laufzeit und daher bleibt die Zeitkomplexitit des gesamten
Algorithmus in O(|V| + |E|). Die Uberlegungen zur Korrektheit des Algorithmus
sind &hnlich zum Fall der einheitlichen Intervall-Graphen (vgl. 4.4).
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4.7 Erkennung weiterer Graphenklassen

Abbildung 50: Fall D Abbildung 51: Fall E

Abbildung 52: Fall E,
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4 Erkennung von Graphenklassen und weitere Anwendungen von LexBFS

4.7.2 Erkennung von stark chordalen Graphen

Auch zur Erkennung von stark chordalen Graphen wurden bereits mehrere Algo-
rithmen vorgeschlagen, Siehe [54] fiir Details. Die bis dato beste Zeitkomplexitit lag
bei O(|E|log(|V])) fiir allgemeine Graphen. Prasad und Kumar verwenden als erste
LexBFS zur Erkennung. Deren Algorithmus hat folgendes Aussehen:

Algorithmus 22 : Strongly Chordal Graph 2-Sweep Test
Eingabe : Ein Graph G = (V, E)
Ausgabe : eine SEO des Graphen oder false

Fiihre einen LexBFS-riickwérts Sweep durch. Ergibt: ore.prs.
/* (Alternativ: Fiihre einen MCS-Sweep durch. Ergibt: oy cs. x/
Uberpriife ob G chordal ist

wenn G st chordal dann
Berechne die Anzahl der Separatoren zu jeder Kante.

Fiihre einen LexBFS-SEO Sweep durch. Ergibt oggo.
Uberpriife ob ogro eine SEO darstellt (*).
wenn o ist SEO dann
| return o
sonst
L return falsch

sonst
L return falsch

Laufzeit und Korrektheitsiiberlegungen Die Laufzeit des gesamten Algorithmus
wird durch die Laufzeit von O(k?n) des LexBFS-SEO Sweep dominiert. Die Uber-
priifung (*), ob osgo eine SEO darstellt, kann mittels des von Lubiw [62]| vorge-
schlagenen Algorithmus in Linearzeit O(|V|+|E|) durchgefiihrt werden. Zu Korrekt-
heitsiiberlegungen sei auf [54] und [62]| verwiesen. In [54| wird gezeigt, dass folgender
Satz gilt:

Satz 4.26 [54]
Ein Graph G ist genau dann ein stark chordaler Graph, wenn die mittels LexBFS-
SEQO gewonnen Nummerierung ospo ein SEO darstellt.

4.7.3 Schnittmengen von Graphenklassen und weitere
werddchtige” Graphenklassen

Aus den bereits erlduterten Algorithmen lassen sich durch Kombination, natiirlich
auch die Schnittmengen von Graphenklassen erkennen. Z. B. Py-freie chordale Gra-
phen kénnen mittels einer Kombination aus den erwéhnten Algorithmen fiir Cogra-
phen und chordale Graphen erkannt werden. Eine positive oder negative Bestatigung
ihrer Zugehorigkeit konnte ebenfalls geliefert werden.
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4.8 Andere Anwendungen von LexBFS

Graphenklasse Algorithmus Genauigkeit Referenz

DH-Graph zweifach = Dg [36]
chordaler Graph einfach >Dg—1 [34] [37]
AT-freier Graph einfach >Dg—1 [34] [37]
Intervall-Graph einfach = Dg¢ [37]

allgemeine Graphen einfach > %

Tabelle 19: Durchmesserbestimmung bestimmter Graphenklassen.

Neben denen bereits erwihnten Graphenklassen, gibt es weitere, von denen ange-
nommen wird, dass sie mittels LexBFS und seiner Varianten erkennbar sind.

Dazu gehoren u. a. die cocomparability Graphen [24] und weitere Graphenklassen
der Pj-Hierarchie [11].

4.8 Andere Anwendungen von LexBFS
4.8.1 Bestimmen des Durchmessers eines Graphen

Zu den grundlegendsten Graphproblemen gehort das Bestimmen des Durchmes-
sers eines Graphen. Fiir dieses Problem gibt es bisher keine schnellere und fiir alle
Graphen anwendbare Methode, als die Bestimmung der Distanzmatrix und die Be-
stimmung des hochsten Eintrags innerhalb dieser Matrix [17]. Die Distanzmatrix
lasst sich zum Beispiel mittels eines BFS-Sweeps von jedem Knoten aus bestimmen.
Jeder BFS-Sweep bestimmt eine Zeile der Distanzmatrix, so dass eine Zeitkomplexi-
tat von O(|V|-(|V|+]|E|)) bzw. O(|V|-|E|) erhalten. Fiir schwach besetzte Graphen
wurden Algorithmen mit giinstigerer Zeitkomplexitit vorgeschlagen, die aber auch
wenig praxistauglich sind [18]. Fiir einen Uberblick iiber das Problem der Durch-
messerbestimmung von Graphen vgl. den Aufsatz von Zwick [76]. Hat man einen
Knoten v mit maximaler Exzentrizitdt innerhalb eines Graphen bestimmt oder ist
dieser Knoten bekannt, kann mittels eines BFS-Sweep ecc(v) und damit D(G) be-
stimmt werden. An dieser Stelle setzt LexBFS an. Fiir jeden Graphen liefert ein
LexBFS-Sweep einen letztnummerierten Knoten mit hoher Exzentrizitdt. Fiir be-
stimmte Graphenklassen liefs sich mittels eines einfachen LexBFS-Sweep eine sehr
gute Abschétzung des Durchmessers erhalten, fiir andere Graphenklassen bedarf
es eines zweifachen Sweeps, wobei der zweite mit dem letzten Knoten des ersten
Sweep gestartet wird. Es wird anhand der Exzentrizitét des letzten Knotens eine
Abschétzung fiir den Durchmessers des Gesamtgraphen vorgenommen. In Tabelle
19 sind fiir einzelne Graphenklassen die mittels LexBFS mdglichen Abschédtzungen
des Durchmessers aufgelistet. Es sind die Algorithmen, ob einfacher oder doppelter
Sweep, und die erstmalige Erwéhnung dieser Abschétzung aufgefiihrt.

Die Genauigkeit bezieht sich auf das Verhéltnis der Exzentrizitét des letzt besuchten
Knoten des letzten LexBFS-Sweep im Vergleich zum tatséchlichen Durchmesser
D(G) des Graphen G.
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Fiir AT-freie Graphen ist zwar die Abschéatzung des Durchmessers mittels LexBFS
in Linearzeit moglich, da aber bisher die beste Laufzeit zur Erkennung von AT-freien
Graphen von O(n?) [22] hat, kann die Zeitkomplexitéit der Durchmesserberechnung
nur verbessert werden, wenn bereits bekannt ist das G AT-frei ist. Die Schranke
kann fiir bestimmte chordale Graphen noch verbessert werden, siehe [17].

Fiir einzelne Graphenklassen haben Corneil, Dragan und Kohler [18] nachgewiesen,
dass mittels BFS-Sweeps anstelle von LexBFS-Sweeps, Ergebnisse mit gleicher bzw.
nur etwas geringerer Genauigkeit erzielen lassen. Ferner wurde von Corneil, Dra-
gan, Habib und Paul [17] gezeigt, dass auch mittels Erhhung der Anzahl einfacher
LexBFS-Sweep keine Steigerung der Genauigkeit bei bestimmten Graphenklassen
erreicht werden kann. Inwieweit sich mittels Kombinationen, z. B. Hintereinander-
schaltung, unterschiedlicher LexBFS Varianten, wie auch schon bei der Graphen-
klassenerkennung auch fiir die Durchmesserbestimmung neue Erkenntnisse gewinnen
lassen, bleibt eine offenes Feld fiir weitere Forschungen.

4.8.2 Weitere Anwendungen von LexBFS

Es sind bisher einige weitere Anwendungen von LexBFS untersucht bzw. gefun-
den worden. Dazu gehoért u. a. die Bestimmung von Dominating Pairs in AT-freien
Graphen [25]. Diese lassen sich mittels eines zweifachen LexBFS-Sweep dhnlich der
Durchmesserbestimmung ermitteln. Der zweite Sweep wird auch mit dem letztnum-
merierten Knoten des ersten Sweep begonnen. Das dominierende Paar besteht aus
dem jeweils letztnummerierten Knoten der beiden Sweeps.

Berry und Bordat [2] haben gezeigt, dass es auch interessante Eigenschaften von
LexBFS Sortierungen, speziell der letzt nummerierten Knoten, in allgemeinen Gra-
phen gibt.
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5 Die Implementierung

Die erstellte Implementierung LexBFS besteht aus Java Klassen, die als jar-Datei
ausfithrbar sind. Alle verwendeten Java Klassen und Funktionen sind unter Java
1.4.x lauffahig. Der Quellcode wurde mittels Eclipse 3.1 bzw. 3.2 erstellt. Alle Ein-
zelheiten der Implementierung sind sicherlich nicht von Relevanz und selbst eine
Auswahl aller wichtigen Punkte wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Daher
kann nur auf die zentralen Punkte eingegangen werden. Der Download der jar-Datei
kann von www.rwev.de/web-content/LexBFSFrames.html erfolgen.

Fiir alle Algorithmen wurde die gleiche Datenstruktur fiir die Graphdarstellung
gewahlt, das ist fiir einzelne Algorithmen unter dem Aspekt der Laufzeit nicht die
optimale Losung, siehe unter Punkt 5.5 Ausbaumdglichkeiten.

Es gibt immer einen aktuellen Graphen Gux: = (Vakt, Fakt), dieser wird zunéchst
mittels Neuen Graph eingeben festgelegt. Bevor ein anderer Graph betrachtet
werden kann, muss stets mit Laufende Berechnung stoppen Gx; geloscht wer-
den.

Graphen deren Knotenanzahl, die den in der Main-Class LEXBFSAppl festgeleg-
ten Parameterwert Max Vertices ToDisplay nicht iiberschreiten, werden auf der
Graphischen Benutzeroberfliche (GUI = Graphic User Interface) dargestellt. Stan-
dardmaéfig ist dieser Parameter auf 50 eingestellt. Die Grenze der maximalen Anzahl
an Knoten eines Graphen ist mit dem Parameter Maz VerticesToCalculate fest-
gelegt. Versuche mit Speichergréfsen von 1,2 GB als maximalen Heap-Speicher fiir
die Java Virtual Machine haben ergeben, dass sich Graphen mit 2 Mio. Knoten und
12,8 Mio. Kanten noch bearbeitet werden konnen. Diese Graphen waren mittels der
weiter unten beschriebenen Funktion zufdlliger Graph erzeugen erstellt worden.
Evtl. lassen sich gréfsere Graphen verarbeiten, wenn diese nur eingelesen und nicht
erst erzeugt werden miissen.

5.1 Der Funktionsumfang

Es war Anspruch der Implementierung LEXBF'S viele, der in dieser Arbeit vor-
gestellten Algorithmen und Anwendungsméglichkeiten von LexBFS zu integrieren.
Dieses ist sicherlich erreicht worden, wenn auch kleinere Ergédnzungen noch fehlen.
Auf der GUI lassen sich mittels ,,drop-down* Meniis die nachfolgend beschriebenen
Funktionen ausfiihren.

5.1.1 Graph-Menii

Dient zum Import und Export der Graphen und hat folgende Meniipunkte:

Neuen Graph eingeben Der Aufruf dieses Punktes steht am Anfang jeder Berech-
nung. Es bestehen verschieden Mdglichkeiten einen Graphen einzugeben.
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5 Die Implementierung

. Grapheingabe durch Zeichnen Es wird die Anzahl der Knoten festgelegt.

Kanten werden per Maus erzeugt. Anzahl der Knoten muss kleiner als
Mazx VerticesToDisplay sein

. vollstdndiger Graph Erzeugt einen vollstidndigen Graphen mit festzulegen-

der Anzahl an Knoten.

. Turangraph Erzeugt einen Turangraphen, d. h. einen k-partiten Graphen

mit maximaler Kantenzahl. Die Knoten werden moglichst gleichméfig auf die
Partitionen verteilt. Anzahl der Partitionen muss neben der Knotenanzahl
festgelegt werden.

. zufdlliger Graph 1 Erzeugt einen Graphen mit festzulegender Knotenan-

zahl und festzulegender Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer bestimm-
ten Kante.

. zufilliger Graph 2 Erzeugt ebenfalls eine zufilligen Graphen mit etwas

anderer Zufallsauswahl. Einzelheiten sind dem Quellcode zu entnehmen.

Eingabe mittels String Datei Offnet eine Datei- Auswahl-Fenster, mit Hilfe
dessen eine Text-Datei gewdhlt werden kann. Aus dieser liest das LexBFS-
Programm sémtlichen Informationen aus. Die Text-Datei muss den LEDA
Native Graph File Format Konventionen geniigen. Einzelheiten siehe unter
5.3.

Export des Graphen Exportiert den Graphen mittels eines Datei-Auswahl-Fensters
in eine Text-Datei. Einzelheiten siehe unter 5.3.

Export des Graphen mit Nummerierung FExportiert den Graphen mittels eines
Datei- Auswahl-Fenster in eine Text-Datei und speichert die aktuelle Nummerierung.

Grafikexport des Graphen Exportiert den Graphen in seiner aktuellen Form mit-
tels eines Datei-Auswahl-Fenster in eine png-Grafikdatei. Ist nur moglich, wenn der
aktuelle Graph maximal Maz VerticesToDisplay Knoten besitzt.

5.1.2 Nummerierung

Erzeugt jeweils die entsprechenden Nummerierungen:

LexBFS vorwdrts Nummeriert den Graphen mittels LexBFS vorwérts geméf 3.4.1.

LexBFS riickwarts Nummeriert den Graphen mittels LexBFS riickwérts gemfs
Algorithmus 2.
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LexBFS vorwirts manuell Nummeriert schrittweise den Graphen mittels LexBFS
vorwérts, in jedem Schritt werden die moglichen néchsten Knoten farbig unterlegt.
Der néichste Knoten ist per Mausklick wahlbar.

LexBFS vorwirts auf G Nummeriert den komplementiren Graphen mittels LexBFS
vorwirts, wie unter 3.4.3 beschrieben.

LexBFS plus Zunéchst wird der Graph mittels LexBFS vorwérts nummeriert, die-
se Nummerierung o wird zur Erzeugung einer LexBFST Nummerierung geméf 3.4.2
benutzt.

LexBFS minus Zunéichst wird der Graph mittels LexBFS vorwérts nummeriert,
diese Nummerierung o wird zur Erzeugung einer LexBFS™ Nummerierung geméafs
3.4.3 benutuzt.

MCS Nummeriert den Graphen mittels MCS geméf 3.3.1.

MCS manuell Nummeriert schrittweise den Graphen mittels MCS, in jedem Schritt
werden die mdglichen néchsten Knoten farbig unterlegt. Der néchste Knoten ist per
Mausklick wéhlbar.

LexDFS Nummeriert den Graphen mittels LexDFS gemif 3.3.2.

LexDFS manuell Nummeriert schrittweise den Graphen mittels LexDF'S, in jedem
Schritt werden die moglichen néchsten Knoten farbig unterlegt. Der nichste Knoten
ist per Mausklick wahlbar.

LexBFS layerweise Nummeriert den Graphen mittels LexBFS layerweise gemaf
3.4.4.

5.1.3 Graphenklassen

Bei Aufruf der nachfolgend genannten Meniipunkte wird der entsprechende Test
auf G, ausgefiihrt. Falls es die Anzahl der Knoten und die Art der Bestétigung
zulassen, wird die Bestédtigung in der GUI dargestellt. Falls der Algorithmus mit
Bestatigung vorliegt und auch als solcher implementiert ist, wird die Bestdtigung
fiir die Zugehorigkeit zu einer Graphenklasse zusammen mit dem Graphen in einer
Text-Datei gespeichert.

Chordaler Graph Fiihrt einen Test auf Chordalitét, wie unter 4.1 beschrieben, aus.
Gibt das Ergebnis (wahr oder falsch) des Tests auf dem Bildschirm aus.
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Chordaler Graph mit Bestitigung Gibt zusitzlich zum Test auf Chordalitit eine
PEO oder einen C,, mit n > 4 aus.

Cographtest Fiihrt den, in [9] beschriebenen, 3-Sweeps Cographentest aus. Gibt
zusédtzlich eine positive Bestétigung in Form eines Cotree oder eine negative Besté-
tigung in Form eines Py aus. Der Cotree wird ebenfalls in der GUI angezeigt und
lasst sich als Grafik Datei (png-Format) exportieren, falls

|V| < Max VerticesToDisplay.

Cographtest 2-Sweep Fiihrt den, in 4.2 beschriebenen, 2-Sweeps Cographentest
aus. Gibt zusétzlich eine positive Bestétigung in Form eines Cotree oder eine negati-
ve Bestitigung in Form eines P4 aus. Der Cotree wird ebenfalls in der GUI angezeigt
und l&sst sich als Grafik Datei (png-Format) exportieren, falls

|V| < Maz VerticesToDisplay.

Cographtest 2-Sweep ohne Cotree Fiihrt den, in 4.2 beschriebenen, 2-Sweeps
Cographentest aus. Gibt keine positive Bestdtigung in Form eines Cotree aus. Gibt
lediglich eine negative Bestétigung in Form eines P4 aus. Ist auch fiir grofse Graphen
geeignet.

Intervall-Graph 4-Sweep Fiihrt den, in [23]| beschriebenen, 4-Sweeps Intervall-
Graphen Test aus.

Intervall-Graph 5-Sweep Fiihrt den, in [14]| beschriebenen, 5-Sweeps Intervall-
Graphen Test aus.

Intervall-Graph 6-Sweep Fiihrt den, in [26] beschriebenen, 6-Sweeps Intervall-
Graphen Test aus. Speichert zusdtzlich eine positive Bestédtigung in Form einer
Intervall-Darstellung.

Echter Intervall-Graph Test Fiihrt den, in [15] beschriebenen, echten Intervall-
Graphen Test aus. Gibt das Ergebnis (wahr oder falsch) des Tests auf dem Bild-
schirm aus.

Echter Intervall-Graph Test mit Bestdtigung Gibt zusétzlich zum vorherigen
Test eine positive oder negative Bestéitigung aus (siehe 4.4).

DH-Graph mittels G?> Fiihrt den unter 4.5.1 erlduterten Algorithmus aus und gibt
das Ergebnis (wahr oder falsch) des Tests auf dem Bildschirm aus.

DH-Graph mittels 3-Sweep Fiihrt den unter 4.5.2 erlauterten Algorithmus aus
und gibt das Ergebnis (wahr oder falsch) des Tests auf dem Bildschirm aus. (Ist
leider noch nicht implementiert.)
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Py-reduzierbarer Graph Fiihrt den unter 2.17 erlauterten Algorithmus aus und
gibt das Ergebnis (wahr oder falsch) des Tests auf dem Bildschirm aus.

Py-sparlicher Graph Fiihrt den unter 4.6.2 erlduterten Algorithmus aus und gibt
das Ergebnis (wahr oder falsch) des Tests auf dem Bildschirm aus.(Ist leider noch
nicht implementiert.)

5.1.4 Graphansicht

Dient zum Verbessern der Darstellung des Graphen auf der GUI und zum optisch
besseren Export der Graphen als png-Datei. Dieser Meniipunkt ist nur bei Graphen
mit |V| < MaxzVertices ToDisplay vorhanden.

Graphradius Veridndert den Radius des Kreises auf dem die Knoten bei Erstellung
des Graphen liegen.

Knotendurchmesser Verdndert den Durchmesser der dargestellten Knoten.

Grafik Modus ein-/ausschalten Hinterlegt den Graphen mit einem Raster, an
dem die Knoten ausgerichtet werden kénnen.

Knoten einfarben Entfernt die Nummerierung der Knoten aus der Darstellung
und farbt die Knoten blau oder macht diesen Schritt riickgéngig.

Knoten Namen entfernen Entfernt die Namen der Knoten aus der Darstellung
oder fiigt sie wieder hinzu.

5.1.5 Graph veridndern

Mit den unter diesem Meniipunkt zusammengefassten Funktionen, ldsst sich der
aktuelle Graph verdndern.

Kanten hinzufiigen oder entfernen Schaltet vom Modus Kanten hinzufiigen zum
Modus Kanten entfernen um und umgekehrt. Kanten lassen sich hinzufiigen oder
entfernen durch das Anklicken zweier Knoten.

Komplementirgraph Erzeugt den komplementiren Graphen G-
Quadratur Quadriert Ggp.

Graph-Potenzen Potenziert Gux;. Der Exponent muss eingeben werden.
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Entfernen von Knoten Entfernt einen festzulegenden Knoten aus Ggx:. Danach ist
der G4+ evtl. nur noch eine Isomorphie, des um den Knoten reduzierten vorherigen
Graphen.

Graph mit Mittelpunkt und Radius Erzeugt eine Isomorphie, des durch Mittel-
punkt und Radius festgelegten induzierten Teilgraphen von G ;.

5.1.6 Extras

Liefert verschiedene Informationen zu G ;.

Adjazenzlisten Gibt die Adjazenzlisten im Meldungsfenster aus.

Adjazenzmatrix Gibt die Adjazenzmatrix im Meldungsfenster aus.

Distanzmatrix Gibt die Distanzmatrix im Meldungsfenster aus.

Farben nach Entfernung Farbt die Knoten des Ggx; nach der Entfernung zu ei-
nem festzulegenden Knoten. Dieser Meniipunkt ist nur bei |V,i:| < Max Vertice-
sToDisplay vorhanden.

5.2 Die Datenstrukturen

Die verwendeten Datenstrukturen ergeben sich aus oben beschriebenen Details. Gra-
phen sind als eine doppelt verkettete Liste der Knoten implementiert. Jeder dieser
Knoten hat wiederum eine Adjazenzliste, die wiederum durch eine doppelt verket-
tete Liste realisiert ist. Die beschriebenen Sets sind auch als solche Listen realisiert.
Um die lineare Laufzeit bei den LexBFS-Sweeps zu gewéhrleisten, wird mit Poin-
tern auf die jeweiligen Sets und die Position innerhalb dieser Sets gearbeitet. Alle
weiteren Details sind den Quellcodes zu entnehmen. Es werden also keine ,kompli-
zierten“ Datenstrukturen verwendet, was ja auch als Vorteil von LexBFS in vielen
der zitierten Arbeiten angepriesen wird.

Exemplarisch ist in Abb. 53 vereinfacht der Autbau von Objekten der Klasse Num-
beredGraph dargestellt. Diese Klasse ist die zentrale Klasse der gesamten Im-
plementierung. Grundlegend ist dabei die Aufteilung in den eigentlichen Graphen
,myGraph* ein Objekt der Klasse Graph, die Nummerierung ,mySorting” ein Ar-
ray von integer Zahlen, und die beiden PointerArrays, in denen die Position der
Knoten und die Position der Sets fiir die einzelnen Knoten abgelegt werden. Die
Objekte der Klasse Graph bestehen wiederum jeweils aus einem Objekt der Klasse
ListOfVertices als Liste der Knoten.
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Numbered Graph

Class Numbered Graph

5.2 Die Datenstrukturen

Abbildung 53: Vereinfachter Aufbau der Klasse NumberedGraph

myGraph mySorting myArrayOfPointers
Class Graph Class int[n] Class Pointer[2][n]
myListOfVertices
Class
ListOfVertices
Header size
Class )
VertexListElement Class int
element next previous
Class Vertex
Class Vertex Class Vertex
ListElement ListElement
myAd]LISt myNumber
Class ListOfVertices Class int

113



5 Die Implementierung

5.3 Import und Export Schnittstellen

Als Graphformat wird zum Import und Export der Graphen das native LEDA
Graph File Format verwendet [63]. Exemplarisch ist fiir den Graphen aus Abb.
19 die zu importierende bzw. zu exportierende Text-Datei nachfolgend aufgelistet.

#header section
LEDA .GRAPH
string

int

-1

#nodes section

dges section
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5.4 Die Benutzeroberfliche = GUI

Die Knoten des Graphen werden zunéchst stets im Kreis angeordnet. Sie lassen
sich aber per Maus (drag and drop) verschieben. Das kann gerade fiir den Grafik
Export eines Graphen als png - Datei von Nutzen sein. Die im Text verwendeten
Graphenabbildungen sind teilweise auch mit LEXBFS erzeugt worden. Jedem Gra-
phen, der auf der GUI dargestellt wird, lassen sich per Mausklick Kanten hinzufiigen
oder entfernen.

5.5 Ausbaumdoglichkeiten

Sollten sich in Zukunft weitere, bisher nicht bekannte Anwendungen der angespro-
chenen Suchalgorithmen LexBFS, MCS und LexDFS ergeben, so lassen sich die-
se in LEXBFS integrieren. Einschrinkend muss angemerkt werden, dass schon
bei allen bisher implementierten Algorithmen zur Graphenklassenerkennung, der ei-
gentliche LexBFS Anteil an der Implementierung von untergeordneter Bedeutung
war. Gerade die Uberpriifung der Graphenklassen spezifischen Bedingungen z.B.
der ,Neighbourhood Subset Property” beim Cographen Test, hat den Quellcode und
auch die zu interne Darstellung der Graphen aufgebldht. Es mussten fiir jeden Kno-
ten Nachbarschaften, Zugehorigkeiten zu Slices etc. ,mitgeschleppt” werden. Daher
ist bei zusdtzlichen Anwendungen der Aufwand der zu iiberpriifenden Bedingungen
zu beriicksichtigen. Evtl. kann ein vorher begrenzter Funktionsumfang die Lauf-
zeiten einzelner Algorithmen erheblich verbessern. Es macht z. B. keinen Sinn fiir
Chordalitétspriifungen die nummerierten Nachbarschaften und die Slice-Arrays als
Parameter bereitzustellen, selbst wenn diese nicht berechnet werden.
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6 Ergebnisse und Ausblick

Wie sich im Laufe der Ausfiihrungen gezeigt hat, sind die Anwendungen von LexBFS
vielfiltig und diirften noch nicht erschopfend entdeckt worden sein. Gerade vor dem
Hintergrund, dass LexBFS zwar schon vor 30 Jahren von Rose, Tarjan und Lue-
ker entwickelt wurde, aber doch erst seit etwa 10 Jahren verstérkt Ergebnisse fiir
andere Anwendungen, als die Erkennung chordaler Graphen, gewonnen wurden, ist
von weiteren, noch unentdeckten Anwendungen auszugehen. Insbesondere aus der
Kombination verschiedener Sortierungen von LexBFS, LexDF'S und MCS bzw. MNS
lassen sich vermutlich noch viele Anwendungen von LexBFS entwickeln. Selbst im
Laufe des Jahres, in dem diese Arbeit entstanden ist, sind erst einige der Anwen-
dungen von LexBFS entdeckt oder zumindest stark verbessert worden.
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