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Zu dieser Arbeit

Der Inhalt dieser Arbeit ist die Untersuchung des Totalfarbungsproblems auf
Graphen unter spieltheoretischen Gesichtspunkten. Dieses Thema wurde bis-
her in der verdffentlichten mathematischen Literatur nicht behandelt, wenn-
gleich bereits dhnliche Farbungsspiele Eingang in die mathematische For-
schung gefunden haben. Eine Internet-Recherche am 15. Juli 2011 offenbarte,
dass bereits zwei Masterarbeiten zum Thema totalspielchromatische Zahl“
geschrieben wurden, auf welche der Author der vorliegenden Arbeit jedoch
keinen Zugriff hatte. Diese Masterarbeiten stammen von Yi-Jaw Liaw [Liantal
und Zef Segal [Seg08].!

Erstmals wurden Graphenfirbungsspiele 1989 von Hans Bodlaender in sei-
ner Arbeit On the complexity of some coloring games [Bod89| spieltheore-
tisch untersucht. Nach der Verdffentlichung seiner Arbeit war das Interesse
der Mathematiker geweckt, und es folgten zahlreiche weitere Untersuchungen
von derartigen Spielen.? Bei dem in dieser Arbeit betrachteten Totalfirbungs-
spiel handelt es sich um ein Zwei-Personen-Nullsummenspiel, bei welchem zwei
Spieler - Alice und Bob - abwechselnd die Elemente eines Graphen unter vorge-
gebenen Regeln firben miissen, bis kein weiterer Zug mehr moglich ist. Dabei
gewinnt Alice, wenn der Graph am Ende vollstindig gefarbt wurde, oder Bob,
wenn er eine vollstdndige Farbung verhindern kann. Spiele mit solchen Eigen-
schaften werden auch als Maker/Breaker-Spiele bezeichnet.

Welcher Spieler gewinnt, hingt dabei wesentlich von der Anzahl der gegebe-
nen Farben und dem gegebenen Graph ab. Das Interesse der Untersuchungen
liegt dabei meist an der kleinsten Anzahl von Farben fiir welche Alice eine
Gewinnstrategie hat. Diese Kennzahl wird im Fall des Totalfarbungsspiels als
totalspielchromatische Zahl bezeichnet. Die Bestimmung und Eingrenzung die-
ser Zahl fiir verschiedene Graphenklassen ist Ziel der vorliegenden Arbeit.

'Wihrend auf die Arbeit von Yi-Jaw Liaw nur ein Eintrag in der taiwanesischen National-
bibliothek [Liantb] hinweist, ist ein Entwurf eines Teils der Masterarbeit von Zef Segal
[Segnt] als PDF abrutbar.

2Eine gute Ubersicht ist auf der Graphenfirbungsspiele-Website von Dominique Andres
[And11] zu finden.



Zu dieser Arbeit

Die Arbeit ist in drei Kapitel gegliedert. Das erste Kapitel dient zur Ein-
fiihrung der bendétigten graphen- und spieltheoretischen Begriffe. Unterkapi-
tel 1.1 stellt die Sprechweise aus der Graphentheorie sicher. Im Unterkapitel 1.2
werden einige wichtige Graphenklassen vorgestellt. Unterkapitel 1.3 geht auf
die Geschichte der Graphenfarbung ein, und erldutert drei wichtige Vertreter
der Graphenfiarbung. Namentlich sind dies die Knoten-, Kanten- und Total-
fairbung. Anschlieffend werden im Unterkapitel 1.4 die Grundziige und die ge-
schichtliche Entwicklung der Spieltheorie beschrieben, und im Unterkapitel 1.5
werden spieltheoretische Varianten der zuvor beschriebenen Graphenfiarbun-
gen betrachtet.

Das zweite Kapitel ist der Hauptteil dieser Arbeit. In diesem wird die to-
talspielchromatische Zahl einiger Graphenklassen bestimmt bzw. eingegrenzt.
Dabei wird das Totalfarbungsspiel auf Kreisen, Sternen, Radern, vollstindigen
Graphen, Raupen sowie Hummern untersucht.

Im dritten und letzten Kapitel werden die Ergebnisse und die offenen Fragen
nochmals zusammengefasst.

An dieser Stelle mochte ich Prof. Dr. Winfried Hochstéttler und Dr. Domini-
que Andres fiir das spannende Thema und die stets hervorragende Betreuung
danken.



1 Einfithrung

Die in dieser Arbeit verwendeten graphentheoretischen Definitionen orientie-
ren sich weitestgehend an [Diel0], [Bri08] und [Mer09).

1.1 Allgemeines iiber Graphen

Definition 1.1.1. wungerichteter Graph

Ein ungerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer Menge von Knoten V
und einer Menge von Kanten E C (‘2/) Dabei ist (‘2/) die Menge aller zweiele-
mentigen Teilmengen von V. Die Knotenmenge eines Graphen G wird auch
mit V(G) und seine Kantenmenge mit £(G) bezeichnet. Statt v € V(G) bzw.
e € E(G) schreiben wir auch v € G bzw. e € G sofern keine Verwechslung
auftreten kann.

Als Elemente bezeichnen wir sowohl Knoten als auch Kanten des Graphen.
Ein Graph lésst sich anschaulich bildlich darstellen, indem man fiir jeden Kno-
ten einen Punkt zeichnet, und je zwei Punkte durch eine Linie verbindet, wenn
die entsprechenden Knoten eine Kante bilden.

Vo

V3

Vi
Vs V2

Ve

Abbildung 1.1: Der ungerichtete Graph G = (V,E) mit der Knotenmenge
V = {vg,v1, -+ ,v6} und der Kantenmenge

E = {{vo,v1},{vo,v3}, {vo,va}, {v1,v2}, {va, v3}, {va, v5}, {05, v6}}.

Definition 1.1.2. Endknoten
Ist e = {v,w} € E eine Kante, so werden die Knoten v, w als Endknoten der
Kante e bezeichnet.
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Definition 1.1.3. planarer Graph
Als planar bezeichnet man einen Graph, der in der Ebene so gezeichnet werden
kann, dass sich keine Kanten kreuzen.

Definition 1.1.4. Teilgraph
Ein Graph G’ = (V', E') ist ein Teilgraph eines Graphen G = (V, E), wenn
V' CV und E' C F gilt. Wir schreiben auch G’ C G.

Definition 1.1.5. nduzierter Teilgraph
Ein Graph G’ = (V', E’) nennt man einen induzierten Teilgraph eines Graphen
G = (V, E), wenn G’ ein Teilgraph von G ist, und E' = EN (‘;,)

Definition 1.1.6. Adjazenz und Inzidenz

Zwei verschiedene Knoten v, w sind adjazent, wenn sie durch eine Kante {v, w}
verbunden sind.

Zwei verschiedene Kanten e, f sind adjazent, wenn sie einen gemeinsamen
Endknoten haben.

Ein Knoten v ist inzident zu einer Kante e, wenn v € e.

Definition 1.1.7. Knotengrad dg(v) und Maximalgrad A(G)
Der Grad eines Knotens v € G = (V, E) ist die Anzahl der mit ihm inzidenten
Kanten, also

da(v) == |{e € B(G) | v € e}

Der Mazimalgrad A(G) eines Graphen ist der maximale Knotengrad der Kno-
ten von G, also

A(G) := max {dg(v) | v e V(G)}

Definition 1.1.8. Matching
Sei G = (V,E) ein Graph, und M C E. M wird als Matching bezeichnet,
wenn alle e, f € M paarweise disjunkt sind, alsoVe, f € M, e# f:enf =10.

Definition 1.1.9. perfektes Matching
Sei G = (V, E) ein Graph, und M C E ein Matching. M ist perfekt, wenn
VveV dee M:v€Ee.
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Definition 1.1.10. Kantenfolge und Weg

Eine endliche Folge e; = {vg,v1},e2 = {v1,12},..., e, = {vn_1,v,} von suk-
zessive adjazenten Kanten e; € G bezeichnet man als Kantenfolge der Liange
n vom Knoten vy zum Knoten v,.

Sind alle Knoten v; paarweise verschieden, so spricht man auch von einem

Weg.

Definition 1.1.11. D:istanz zweier Knoten
Als Distanz zweier Knoten v, w € G bezeichnet man die Lange des kiirzesten
Weges von v nach w.

Definition 1.1.12. Zusammenhang und Komponente

Ein Graph G heilst zusammenhdngend, wenn fiir je zwei seiner Knoten v, w € GG
eine Kantenfolge von v nach w existiert.

Eine Komponente von G ist ein maximal zusammenhéngender Teilgraph G’
eines Graphen G.

Definition 1.1.13. gerichteter Graph
— -
Ein gerichteter Graph ist ein Paar G = (V, E), wobei V' die Menge der Kno-
H
ten, und F = {(u,v) € VXV | u# v} eine Menge von geordneten Paaren

verschiedener Elemente aus V ist. Ist e = (u,v) € E eine gerichtete Kante, so
bezeichnen wir u auch als den Anfangsknoten und v als den Endknoten von e.
Die bisher beschriebenen Begriffe konnen mit kleinen Modifikationen auch fiir
gerichtete Graphen definiert werden.

In dieser Arbeit werden ausschlieflich ungerichtete Graphen betrachtet. Aus
diesem Grund treffen wir zur besseren Unterscheidung zwischen Knoten und
Kanten folgende Vereinbarung:

Vereinbarung 1.1.14. Betrachten wir einen ungerichteten Graph, so schrei-
ben wir Kanten {v,w} statt mit geschwungenen Klammern auch mit runden
Klammern (v, w).

1.2 Einige Graphenklassen

Definition 1.2.1. Kreise
Ein Kreis C, ist ein zusammenhingender Graph mit n Knoten, in welchem
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jeder Knoten vom Grad 2 ist.

Abbildung 1.2: Beispiel: der Kreis Cg

Definition 1.2.2. Pfade
Ein Pfad P, entsteht aus dem Kreis (), durch Entfernung von genau einer
Kante.

Abbildung 1.3: Beispiel: der Pfad Ps

Definition 1.2.3. Rdder
Verbindet man einen einzelnen Knoten ¢ mit allen Knoten eines Kreises C,,,
so erhdlt man ein Rad W,, mit n + 1 Knoten.

Abbildung 1.4: Beispiel: das Rad Wj.

Definition 1.2.4. wvollstindige Graphen
Ein wvollstindiger Graph K, ist ein Graph mit n Knoten, in welchem alle
Knoten paarweise adjazent sind.
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Abbildung 1.5: Beispiel: der vollstindige Graph Ky

Definition 1.2.5. Bdume und Wailder

Ein Baum G ist ein Graph, in welchem es zwischen je zwei Knoten genau
einen Weg gibt. Die Knoten v mit dg(v) = 1 bezeichnen wir als Bldtter. Alle
Knoten, die keine Blatter sind, nennen wir innere Knoten. Ein Graph, dessen
Komponenten Biume sind, bezeichnen wir als Wald.

Abbildung 1.6: Beispiel: ein Baum.

Definition 1.2.6. Sterne
Ein Stern S, ist ein Baum mit einem inneren Knoten ¢ und n Blattern. Dabei
ist dg(c) = n.

Abbildung 1.7: Beispiel: der Stern Sg.
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Definition 1.2.7. Raupen und Hummer

Eine Raupe ist ein Baum, bei dem nach dem Lo&schen der Blitter und den
dazu inzidenten Kanten nur ein Pfad iibrig bleibt.

Ein Hummer ist ein Baum, bei dem nach dem Loschen der Blitter und den
dazu inzidenten Kanten nur eine Raupe iibrig bleibt.

1.3 Graphenfarbung

Die Farbung von Graphen geht auf das Vier-Farben-Problem zuriick:

Im Jahr 1852 zeigte der Mathematikstudent Francis Guthrie seinem Bruder
Frederick Guthrie einen ,Beweis* dafiir, dass die Lander jeder beliebigen Land-
karte mit nur vier Farben so gefarbt werden kdnnen, dass keine zwei angrenzen-
den Lénder dieselbe Farbe bekommen. Frederick Guthrie duferte diese Tatsa-
che gegeniiber seinem Mathematikprofessor Augustus De Morgan, und fragte,
ob er fiir die Richtigkeit eine einfache Begriindung hat, was dieser jedoch
verneinte. In einem Brief von De Morgan an den irischen Mathematiker und
Physiker William Rowan Hamilton wurde die Vermutung erstmals verdffent-
licht. Aber erst im Jahr 1977 gelang es Kenneth Appel und Wolfgang Haken
die Vier-Farben-Vermutung unter erheblichem Rechnereinsatz in Fvery pla-
nar map s four colorable! zu beweisen. 1996 haben es Neil Robertson et al.
in [RSST96| geschafft, das Vier-Farben-Theorem mit einem einfacheren Com-
puterbeweis zu beweisen. Uber die Art und Struktur des Beweises von Francis
Guthrie ist {ibrigens nichts bekannt. Allerdings war Francis nach Aussage von
Frederick Guthrie mit seinem Beweis nicht zufrieden. Eine sehr umfangreiche
Darstellung der Geschichte des Vier-Farben-Problems kann der interessierte
Leser in [Wil03] finden.

Stellt man jedes Land als einen Knoten dar, und verbindet je zwei Knoten
durch eine Kante, wenn die entsprechenden Linder eine gemeinsame Grenze
haben, so erhélt man ein Farbungsproblem eines Graphen. Auch viele andere
Probleme lassen sich in Farbungsprobleme auf Graphen iibersetzen, wie zum
Beispiel:

e Die Planung zeitlicher Abldufe von Ereignissen, welche in gegenseitigen
Abhéngigkeiten stehen:
Wir konnen diese Aufgabe als Férbungsproblem auf einem Graph be-
trachten, indem wir jedes der Ereignisse als einen Knoten darstellen,

L Every planar map is four colorable wurde in zwei Teilen verdffentlicht: [AH77] und
[AHKT77]
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und Ereignisse, welche nicht zeitgleich stattfinden kénnen, durch Kanten
verbinden. Die Farben reprisentieren dabei unterschiedliche Zeitfenster.

e Die Frequenzzuteilung an Mobilfunksender:

Das Problem besteht darin, die Frequenzen so zuzuteilen, dass sich na-
he beieinanderliegende Sendestationen aufgrund &dhnlicher Frequenzen
nicht gegenseitig stéren. Betrachtet man die Sender als Knoten, und
verbindet jene Sender durch Kanten, welche sich gegenseitig aufgrund
geographischer Nihe storen konnen, so erhdlt man ein Farbungsproblem
auf einem Graphen. Die verschiedenen Farben reprisentieren die zur
Verfiigung stehenden Frequenzen.

e Das Logikratsel Sudoku:
Jedes der 81 Sudoku-Felder wird als Knoten dargestellt, und alle Felder,
welche sich im selben 3 x 3 Quadrat, oder in derselben Zeile oder Spalte
befinden, werden durch eine Kante verbunden. Die verfiigharen Farben
entsprechen den neun Ziffern.

Weitere Beispiele sind im Artikel [Mar04| beschrieben. Im Folgenden werden
wir drei wichtige Arten der Graphenfarbung sowie die zugehdrigen zentralen
Ergebnisse betrachten.

Definition 1.3.1. Knotenfdarbung und chromatische Zahl

Als Knotenfarbung eines Graphen G = (V| E) bezeichnen wir eine Abbildung
col : V. — COL von der Knotenmenge V' des Graphen auf eine Farbmenge
COL. Die Elemente der Menge COL sind die zur Verfiigung stehenden Far-
ben, und |[COL| ist die Anzahl der zur Verfiigung stehenden Farben.

Die Knotenfarbung ist gultig, wenn fiir je zwei adjazente Knoten v,w € V
col(v) # col(w) gilt. Existiert eine giiltige Farbung col : V' — COL mit
|COL| = k, so hat G eine k-Féirbung und wir nennen G k-farbbar.

Die chromatische Zahl x(G) von G ist die minimale Anzahl von Farben, wel-
che bendétigt werden, um eine giiltige Knotenfarbung zu erhalten.

Ein Fédrbungsproblem besteht darin, fiir einen gegebenen Graphen zu entschei-
den, ob er mit der gegebenen Anzahl von Farben giiltig gefarbt werden kann.

Satz 1.3.2 (Satz von Brooks). Die chromatische Zahl x(G) jedes zusam-
menhdngenden Graphen G, der weder vollstindig, noch ein Kreis ungerader
Linge ist, ist hochstens so grofy wie der Mazimalgrad A(G) des Graphen.
X(G) < A(G) fir G # K, und G # Cap11, sSowie
X(G) =A(G)+ 1 fir G = K, oder G = Cy,y1.
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Der Satz von Brooks wurde beispielsweise in den Artikeln [Bro41] und [Lov75]
bewiesen.

Definition 1.3.3. Kantenfarbung und chromatischer Index

Als Kantenfdrbung eines Graphen G = (V| F) bezeichnen wir eine Abbildung
col : E — COL von der Kantenmenge E des Graphen auf eine Farbmenge
COL.

Die Kantenfarbung ist giiltig, wenn fiir je zwei adjazente Kanten e, f € E
col(e) # col(f) gilt.

Der chromatische Index x'(G) von G ist die minimale Anzahl von Farben,
welche beno6tigt werden, um eine giiltige Kantenfarbung zu erhalten.

Satz 1.3.4 (Satz von Vizing).
A(G) <X (G) <AG) +1
Ein Beweis des Satzes von Vizing ist bspw. in [Sei02] zu finden.

Definition 1.3.5. Totalfarbung und totalchromatische Zahl

Als Totalférbung eines Graphen G = (V| E) bezeichnen wir eine Abbildung
col : VUFE — COL von der Vereinigung der Knotenmenge V' und der Kan-
tenmenge E auf eine Farbmenge COL.

Die Totalfarbung ist giltig, wenn fiir je zwei adjazente oder inzidente Elemente
a,b € VUE col(a) # col(b) gilt.

Die totalchromatische Zahl x"(G) von G ist die minimale Anzahl von Farben,
welche benotigt werden, um eine giiltige Totalfarbung zu erhalten.

Vermutung 1.3.6 (Vermutung von Behzad).
A(G)+1<x"(G) < AG)+2

Diese Vermutung wurde erstmals 1965 von Mehdi Behzad im Rahmen seiner
Doktorarbeit [Beh65] formuliert, und konnte bereits fiir viele Graphenklas-
sen bestitigt werden. Unter anderem wurde die Giiltigkeit fiir Graphen mit
Hochstgrad 5 in [Kos96] und fiir vollstéindige Graphen, vollstéindige bipartite?
sowie 3-partite® Graphen in [Ros71] gezeigt.

2Ein Graph G = (V, E) ist bipartit, wenn sich seine Knoten in zwei disjunkte Teilmengen
Vi, Vo C V mit V3 UV, = V aufteilen lassen, sodass fiir je zwei Knoten v, w € V; die
Kante {v,w} ¢ E (i € {1,2}).

3Ein Graph G = (V, E) ist 3-partit, wenn sich seine Knoten in drei disjunkte Teilmengen
Vi, Vo, V3 CV mit V3 UVoU V3 =V aufteilen lassen, sodass fiir je zwei Knoten v, w € V;
die Kante {v,w} ¢ E (i € {1,2,3}).
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Die angegebene untere Schranke A(G)+1 ist bestmoglich, da ein Knoten v mit
da(v) = A(G) sowie die zu v inzidenten Kanten paarweise verschieden gefirbt
werden miissen, und so fiir die giiltige Farbung dieser Elemente mindestens
A(G) + 1 Farben benétigt werden.

Definition 1.3.7. partielle Farbungen
Eine partielle Totalfarbung eines Graphen G = (V) E) ist eine Abbildung

peol : VUE — COL U {ungefirbt}.

Eine partielle Totalfarbung ist giiltig, wenn fiir je zwei adjazente Elemente
a,b € VU E gilt, dass pcol(a) # pcol(b), oder pcol(a) = ungefirbt = pcol(b).
Fiir Kanten- und Knotenfarbungen lisst sich die partielle Farbung analog
definieren.

1.4 Spieltheorie

,Die Spieltheorie beschéftigt sich mit der Beschreibung und Analyse von Spie-
len in einem weiten Sinne. Bei den Spielen mag es sich ganz allgemein um
Konfliktsituationen zwischen mehreren Beteiligten (Spielern) handeln, die ver-
schiedene Handlungsmoglichkeiten haben, und damit den Ausgang des Kon-
flikts beeinflussen kénnen. Es kann sich bei einer solchen Konfliktsituation um
einen Markt mit konkurrierenden oder interagierenden Unternehmen, um po-
litische Gruppen mit unterschiedlichen Zielen, aber auch um die Spieler einer
Schachpartie handeln.“*

Die alteste wissenschaftliche Abhandlung eines Spiels findet sich in einem
Brief, welcher 1713 vom britischen Botschafter James Waldegrave verfasst
wurde.® ¢ Im Jahr 1928 legt der Mathematiker John von Neumann den Grund-
stein der modernen Spieltheorie. In Zur Theorie der Gesellschaftsspiele [von28|
beweist er das Min-Max-Theorem. Sechzehn Jahre spéter erschien das Stan-
dardwerk Theory of Games and Economic Behavior [vM44] von John von
Neumann und Oskar Morgenstern. Die Resonanz auf diese Verdffentlichung
war enorm. Bereits 1953 existierten laut dem Vorwort zur dritten Edition ihres
Werks mehrere hundert Publikationen, welche sich mit dem Thema Spieltheo-
rie befassten.

‘Diese Beschreibung entstammt dem Manusskript [Kan08].

5James Waldegrave gibt in diesem Brief eine Minimax-Strategie fiir das Kartenspiel Le
Her an.

6Quelle: [Bew07] (Seite 280)
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Definition 1.4.1. strategisches Spiel in Normalform
Ein strategisches Spiel in Normalform wird durch folgende Punkte beschrieben:

e Eine Menge S :={S1,...,Sn} von Spielern.
o Strategiemengen X, fir Vv € S.
o Auszahlungsfunktionen O, : Xg, x ... x Xg, — R? fiir Vv € S.

Als Abkiirzung fiir eine Spielbeschreibung definieren wir I' = (0, X,,),cs mit
|S| = N, und bezeichnen I' als ein N-Personenspiel.

Definition 1.4.2. Strategie

Line Strategie ist ein vollstandiger Verhaltensplan eines Spielers, und muss
im spieltheoretischen Sinn mehr angeben als eine Strategie im Alltagssinn,
namlich eine exakte Handlungsvorschrift fiir jede Situation, in die der Spieler

kommen kann.“”

Anmerkung 1.4.3. Spielausgang
Der Spielausgang steht bereits fest, sobald alle Spieler Si,...,Sy € S ihre
Strategien (s, € Xg,, ..., (sy € Xs, gewdhlt haben.

Definition 1.4.4. Awuszahlungsfunktion

Die Auszahlungsfunktion ©, : Xg, x ... x Xg, — R? ordnet jedem moglichen
Spielausgang einen Auszahlungsvektor zu, wodurch festgelegt wird, welchen
Gewinn oder Verlust ein Spieler v € S macht, wenn ein bestimmter Spielaus-
gang eintritt.

Definition 1.4.5. Awuszahlung
Wurden die Strategien (g, € Xg,, ..., sy € Xgs, gewdhlt, so bezeichnen wir
0,(Csy,---,Csy) als Auszahlung des Spielers v € S.

Definition 1.4.6. Nullsummenspzel
Ein Nullsummenspiel liegt vor, wenn fiir ein gegebenes Spiel I' = (0, X, ),es
fiir jeden moglichen Spielausgang

ZVES@V(CSU""CSN):O VCsleXSU"')CSNGXSN

gilt.

"Diese Beschreibung stammt von Christian Rieck [Riell].

12
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Definition 1.4.7. perfekte Information

Perfekte Information liegt vor, wenn jedem Spieler v € S bei jedem seiner
Ziige das vorangegangene Spielgeschehen vollsténdig bekannt ist.

Beispiele fiir Spiele mit perfekter Information sind z.B. Schach, Miihle und
Dame. Gegenbeispiele sind bspw. Poker, Skat und Schere-Stein-Papier.

Definition 1.4.8. kombinatorisches Spiel
Als kombinatorisches Spiel wird ein strategisches Spiel bezeichnet, welches
folgende Eigenschaften erfiillt:

1. Das Spiel ist endlich.
2. Es liegt perfekte Information vor.
3. Die beteiligten Spieler ziehen abwechselnd.

4. Das Spiel unterliegt keinem Zufallseinfluss.

In dieser Arbeit betrachten wir ausschlieklich Spiele, in welchen die Bildmen-
ge der Auszahlungsfunktion mit {—1,1} (Sieg oder Niederlage) gegeben ist.
Daher treffen wir nachstehende Vereinbarung:

Vereinbarung 1.4.9. Im Folgenden betrachten wir ausschlieflich strategi-
sche Spiele, deren Auszahlungsfunktionen den Wertebereich R haben.

Definition 1.4.10. Gewinn
Eine positive Auszahlung wird Gewinn genannt.

Definition 1.4.11. Gewinnstrategie
Eine Gewinnstrategie ist eine Strategie ( € X, eines Spielers v € S, die ihm
unabhéngig von der Spielweise seiner Mitspieler einen Gewinn sichert.

Satz 1.4.12 (Folgerung aus dem Min-Max-Theorem).
In jedem kombinatorischen 2-Personen-Nullsummenspiel, in welchem es kein
Unentschieden gibt, hat einer der Spieler eine Gewinnstrategie.

In dieser Arbeit werden ausschliefslich 2-Personen-Nullsummenspiele unter-
sucht. Die Besonderheit eines solchen Spieles ist, dass der Gewinn eines Spie-
lers immer der Verlust des anderen ist, und dadurch die Interessen der beiden
Spieler vollig entgegengesetzt sind.
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1.5 Graphenfarbungsspiele

Farbungsprobleme auf Graphen wurden unter spieltheoretischen Gesichtspunk-
ten erstmals im Jahr 1989 von Hans Bodlaender untersucht. In der Einleitung
seines Artikels On the complezity of some coloring games |Bod89] motiviert
er seine Untersuchungen wie folgt:

»Games can be used to model situations where different parties have
conflicting interests, or to model ,the worst type of erroneous
behavior of a system®. In the latter case, we assume that an erroneous
system is malicious and uses an intelligent strateqy to try to prevent
us from reaching our goal. If we are able to deal with this type of
behavior, we are also able to deal with all weaker types of errors.”

Im Folgenden werden einige ausgewéhlte Graphenfiarbungsspiele vorgestellt.
Als Ausgangspunkt dient dabei das Grundgeriist eines Maker/Breaker-Spieles.
Es sei ein Graph G = (V, E), eine Farbmenge COL und eine Objektmenge O
gegeben. Je nachdem, ob wir ein Knoten-, Kanten- oder Totalfdrbungsspiel
betrachten, setzen wir O :=V, O := E oder O := V U E. Wir definieren die
Spielregeln:

e Zwei Spieler treten gegeneinander an. Der erste Spieler (Alice) versucht,
den Graph giiltig zu firben, wihrend der zweite Spieler (Bob) versucht,
dies zu verhindern.?

e Zu Beginn des Spiels sind noch alle Elemente der Menge O ungefirbt.

e Die beiden Spieler farben abwechselnd ein Element der Objektmenge
O mit einer Farbe aus COL, sodass die resultierende partielle Farbung
pcol : O — COL U {ungefirbt} giiltig ist.

e Das Spiel endet, wenn kein weiterer Zug mehr maoglich ist. Das ist nach
spétestens |O| Ziigen der Fall, was bedeutet, dass unser Spiel endlich ist.

e Alice gewinnt, wenn am Spielende alle Elemente der Menge O giiltig
gefarbt wurden. Ansonsten gewinnt Bob.

8Die Synonyme Alice und Bob werden traditionell in der Dateniibertragungstechnik ver-
wendet um bspw. Erkldrungen von Netzwerkprotokollen und Verschliisselungsverfahren
zu vereinfachen.
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Das so definierte Spiel ist offenbar ein 2-Personen-Nullsummenspiel, und mit
dem Min-Max-Theorem folgt, dass stets einer der beiden Spieler eine Gewinn-
strategie hat. Wir interessieren uns insbesondere fiir die jeweils kleinste Zahl
an gegebenen Farben |COL|, bei der Alice eine Gewinnstrategie hat.

Im Folgenden beschreiben wir einige Graphenfirbungsspiele. Wir beginnen
mit dem Knotenfirbungsspiel, welches erstmals von Bodlaender [Bod89] un-
ter spieltheoretischen Gesichtspunkten untersucht wurde.

Definition 1.5.1. Knotenfdarbungsspiel und spielchromatische Zahl
Es sei ein Graph G = (V, E) gegeben. Ein Knotenfirbungsspiel liegt vor,
wenn wir im eben definierten Maker/Breaker-Spiel (MB) O := V' wihlen. Die
spielchromatische Zahl x,(G) eines Graphen G ist die minimale Anzahl an
Farben |COL|, wofiir Alice eine Gewinnstrategie auf G hat, wenn der Spieler
g € {Alice, Bob} das Spiel erdffnet. Die spielchromatische Zahl x,(G) einer
Graphenklasse G definieren wir mit x,(G) := sup {x,(G) | G € G}.

Satz 1.5.2 (triviale Schranken der spielchromatischen Zahl).
X(G) < xg(G) < A(G) +1

Beweis. Offensichtlich muss x(G) < x,4(G) gelten, da x,(G) eine giiltige
und vollsténdige Farbung des Graphen erfordert, und damit mindestens x(G)
Farben benotigt werden. Die obere Schranke kann man sich ebenfalls leicht
klarmachen, da zu jedem Knoten v € G maximal A(G) Knoten adjazent sind.

Zuséatzlich muss v noch selbst gefdrbt werden, und somit werden maximal
A(G) + 1 Farben benétigt. O

Der folgende Sachverhalt wurde anhand eines einfachen Beispiels von Henry
Kierstead in [Kie00| aufgezeigt.

Anmerkung 1.5.3. Ist GG’ ein Teilgraph von G, so folgt im Allgemeinen
nicht x4(G") < x,4(G).

Ein weiteres wichtiges Farbungsspiel ist das Kantenfarbungsspiel, welches 2001
von Xuding Zhu und Leizhen Cai [CZ01] eingefithrt wurde.

Definition 1.5.4. Kantenfdarbungsspiel und spielchromatischer Index
Es sei ein Graph G = (V| E') gegeben. Ein Kantenfdarbungsspiel liegt vor, wenn
wir in (MB) O := E wihlen. Der spiclchromatische Index x;,(G) eines Gra-
phen G ist die minimale Anzahl an Farben |COL|, wofiir Alice eine Gewinn-
strategie auf G hat, wenn der Spieler g € {Alice, Bob} das Spiel eroffnet.
Den spielchromatischen Index X’g(g) einer Graphenklasse G definieren wir mit

\,(G) = sup {x,(G) | G € G}.

15
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Satz 1.5.5 (triviale Schranken des spielchromatischen Index).
X'(G) < x,(G) <2A(G) — 1 fiir jeden Graph G = (V, E) mit E # ().

Beweis. Offensichtlich muss x'(G) < x;(G) gelten. Die obere Schranke gilt,
da zu einer Kante e € F maximal 2A(G) — 2 Kanten adjazent sind. Zusétzlich
muss noch e selbst gefdrbt werden, und somit werden maximal 2A(G) — 1
Farben benétigt. O]

Anmerkung 1.5.6. Ein Kantenfirbungsspiel auf einem Graph G = (V| E)
lasst sich auch als ein Knotenfarbungsspiel auf dem Graph G’ = (V' E') auf-
fassen, wenn man

Vi=F
E :={(e1,e2) | e1,e2 € E, e1 # e3 und e Ney # 0}

setzt. Eine Untersuchung des Graphen G’ ist jedoch meist komplexer als die
Untersuchung des urspriinglichen Graphen G.

Definition 1.5.7. Totalfdarbungsspiel und totalspielchromatische Zahl
Es sei ein Graph G = (V, F) gegeben. Ein Totalfirbungsspiel liegt vor, wenn
wir in (MB) O := V U E wihlen. Die totalspielchromatische Zahl x;;(G) eines
Graphen G ist die minimale Anzahl an Farben |COL|, fiir welche Alice eine
Gewinnstrategie auf G hat, wenn der Spieler g € {Alice, Bob} das Spiel eroff-
net. Die totalspielchromatische Zahl x§(G) einer Graphenklasse G definieren
wir mit x7(G) := sup {xJ(G) | G € G}.

Satz 1.5.8 (triviale Schranken der totalspielchromatischen Zahl).
X'(G) < xy(G) <2A(G) +1

Beweis. Grundlegend unterliegt die Férbung eines beliebigen Knotens v ma-
ximal 2A(G) Einschrinkungen, da zu jedem Knoten v genau dg(v) Kanten
inzident und ebensoviele Knoten adjazent sind. Die Farbung einer Kante e un-
terliegt ebenfalls maximal 2A(G) Einschrinkungen, da zu einer Kante genau 2
Knoten v; und vy inzident sind, welche wiederum mit dg(vy) bzw. dg(ve) Kan-
ten inzident sind. Eine dieser zu vy bzw. vy inzidenten Kanten ist e selbst, und
daher unterliegt die Farbung von e maximal (dg(vi) — 1)+ (dg(ve) — 1)+ 2 =
dg(v1) + da(ve) < 2A(G) Einschrankungen. Die untere Schranke x”(G) muss
offenbar gelten. O
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Anmerkung 1.5.9. Ein Totalfdrbungsspiel auf einem Graph G = (V| E)
lasst sich auch als ein Knotenfiarbungsspiel auf dem Graph G’ = (V', E’) auf-
fassen, wenn man

V=V U FE

E':=FE U {(e1,e3) | e1,62 € E, €1 # e3 und e; Ney # 0}
U {(e,v) |[e€ E, veV und v € e}

setzt.

Zuletzt betrachten wir das Markierungsspiel, welches 1999 von Xuding Zhu
[Zhu99| eingefithrt wurde, um die obere Schranke der spielchromatischen Zahl
von planaren Graphen genauer bestimmen zu kénnen. Dabei gelang es ihm,
die im selben Jahr von ihm und Thomas Dinski in [DZ99| bewiesene obere
Schranke der spielchromatischen Zahl von planaren Graphen von 30 auf 19
zu senken. Im Jahr 2008 konnte Xuding Zhu |Zhu08| die Schranke erneut
verbessern, und mit 17 angeben.

Definition 1.5.10. Markierungsspiel und Spielfarbungszahl

Es sei ein Graph G = (V, E) gegeben. Beim Markierungsspiel ist zu Beginn
keiner der Knoten v € V markiert. Die Aufgabe der beiden Spieler Alice
und Bob ist es, abwechselnd noch unmarkierte Knoten zu markieren. Das
Spielende ist erreicht, wenn alle Knoten markiert wurden. Fiir jeden Knoten
v € V definieren wir ¢(v) als den Zug, in dem v markiert wurde. Weiters
setzen wir S(v) = |[{w € V| (w adjazent zu v) A (t(w) < t(v))}], also ent-
spricht S(v) der Anzahl aller zu v adjazenten Knoten, welche im Spielverlauf
vor v markiert wurden. Das Endergebnis des Spieles ist dann gegeben mit
S = 1 4+ max,ey S(v). Wihrend Alice versucht, diese Zahl zu minimieren,
versucht Bob, diese zu maximieren. Alice gewinnt, wenn sie es fiir einen vor-
gegeben Wert T schafft, dass nach dem Spielende & < T ist. Die kleinste Zahl
T fiir welche Alice eine Gewinnstrategie hat, wird Spielfarbungszahl col,(G)
genannt.

Satz 1.5.11. Die Spielfarbungszahl ist eine obere Schranke der spielchroma-
tischen Zahl.

Xy(G) < coly(G) fiir jeden Graph G

17
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Beweis. Dieser Beweis stammt von Xuding Zhu [Zhu99).

Alice und Bob spielen ein Knotenférbungsspiel auf einem gegebenen Graph G
mit col,(G) = T gegebenen Farben. Alice wihlt jeweils ihren als néchstes zu
farbenden Knoten v geméafs ihrer Strategie beim Markierungsspiel. Offensicht-
lich wurden dann maximal (7 — 1) zu v adjazente Knoten geférbt, weshalb
dessen Féarbung nur maximal ebensovielen Einschrinkungen unterliegt. Da
jedoch T Farben gegeben sind, kann Alice den Knoten auf alle Fille giiltig
farben. O

Anmerkung 1.5.12. Analog kann das Markierungsspiel und die Spielfar-
bungszahl auch auf der Kantenmenge F bzw. der Kanten- und Knotenmenge
V' U FE formuliert werden. Wie man sich leicht {iberlegen kann, bietet die Spiel-
farbungszahl auch in diesen Fillen eine obere Schranke fiir den spielchroma-
tischen Index bzw. die totalspielchromatische Zahl.

Anmerkung 1.5.13. Es wurden noch zahlreiche weitere Spiele auf Graphen
vorgeschlagen:

e Ein relazed coloring game wurde 2003 von Chun-Yen Chou et al. [CWZ03]
beschrieben.

o Asymmetrische Firbungsspiele wurden 2005 von Hal Kierstead [Kie05|
definiert.

e Ein Inzidenzenfarbungsspiel wurde 2006 von Dominique Andres [And06b]
vorgeschlagen.

e Ein Digraph-Farbungsspiel wurde 2007 ebenfalls von Dominique Andres
[And07] vorgeschlagen.

Anmerkung 1.5.14. Es werden auch verschiedene Varianten der diskutier-
ten Spiele untersucht, in denen man es den Spielern beispielsweise erlaubt,
Runden auszusetzen.

In dieser Arbeit untersuchen wir das in Definition 1.5.7 beschriebene Totalfar-
bungsspiel, und bestimmen die totalspielchromatische Zahl einiger Graphen-
klassen.
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2 Die totalspielchromatische Zahl einiger
Graphenklassen

In diesem Kapitel werden wir die totalspielchromatische Zahl einiger ausge-
wahlten Graphenklassen bestimmen bzw. eingrenzen.

2.1 Die totalspielchromatische Zahl eines Kreises

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass fiir jeden Kreis x4;..(Cn) = 5 gilt.

Auf einem Kreis entspricht das Totalfarbungsspiel dem Inzidenzenfarbungs-
spiel, welches von Dominique Andres in |[And06b| auch auf Kreisen C,, (n > 7)
untersucht wurde. Dabei nutzte er eine dhnliche Strategie um zu zeigen, dass
die inzidenzspielchromatische Zahl gleich 5 ist, wenn Alice das Spiel beginnt.

Vereinbarung 2.1.1. Wir bezeichnen die Elemente des Kreises rethum mit

Qagy - - -5 A2n—1-

Vereinbarung 2.1.2. Alle Flement-Indizes sind im Folgenden mit modulo
2n zu betrachten.

Zunéchst bestimmen wir die totalchromatische Zahl x”(C,,) des Kreises C,,
und erhalten damit die triviale untere Schranke der totalspielchromatischen

Zahl \'(C.,).
Lemma 2.1.3. X" (C3;) =3, X"(Capy1) = 4 und x"(Cspio) = 4.
Beweis.

1. X"(C3) = 3: Farben wir die Elemente ag; mit der Farbe 1, az; 1 mit 2
und asz; 12 mit 3, so erhalten wir eine giiltige Farbung mit nur 3 Farben.

2. X"(Cs611) = 4 und x"(Cspy2) = 4: Eine Féarbung wie in (1) ist hier
nicht méglich, da sowohl aq als auch ag, o (bei Csxy1) bzw. ag,—1 (bei
C3ky2) mit 1 gefiarbt werden wiirden, was aber gegen die Farbungsregeln
verstoft. Ein weiterer Konflikt bestiinde bei a; und ag, 1 (bei Cspy1).
Daher konnen diese Kreise nicht mit 3 Farben geférbt werden.

19
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Eine giiltige Farbung mit 4 Farben erhalten wir fiir einen beliebigen
Kreis C,, bspw. wie folgt!:

e Fall 1 - n ist gerade:
col(ay) =1fir0<4i <2n-—1
COl(CL4Z‘_1) =2fir0 S 47 —1 S 2n—1
col(ag2) =3flir0<4i—2<2n-1
col(ay3) =4fiir0<4i—3<2n-1

e Fall 2 - n ist ungerade:

col(ag,—1) = 3

COl(CLQn 2)

col(ay )—1fur0<4z<2n—3

ol(agi1)=2fir0<4i—1<2n-3
col(ag o) =3 fiir 0 <4i—2<2n-—3
ol(agi—3) =4flir0<4i—3<2n-3

o

o

Nun untersuchen wir die totalspielchromatische Zahl x7(C,) des Kreises C,,.

Beobachtung 2.1.4. FEs gilt:

Beweis. Dies folgt direkt aus den trivialen Schranken der totalspielchroma-
tischen Zahl. O

Lemma 2.1.5. 4 < X’g’(C’i) <5 firi>4

Beweis. Fiir (i mod 3) # 0 ist die Richtigkeit der Aussage offensichtlich,
da nur Kreise ('3, mit 3 Farben gefirbt werden kénnen. Eine solche Farbung
erfolgt nach einem strikten Muster: Elemente a3 miissen mit der Farbe «
gefarbt werden, Elemente ag; 1 mit der Farbe § und Elemente ag; o mit der
Farbe ~.

Wir beweisen die Aussage, indem wir eine Gewinnstrategie fiir Bob auf einem
Kreis Cs; (k > 2) bei drei gegebenen Farben angeben.

!Diese Firbung entstammt [Vij71].
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Beginnt Alice das Spiel, und firbt ein beliebiges Element a,, mit der Farbe 1,
so farbt Bob das Element a,, 3 mit einer anderen Farbe, und gewinnt damit
sofort das Spiel.

Beginnt Bob das Spiel, so fiarbt er das Element ay mit 1. Alice kann nicht
verhindern, dass Bob in seinem néchsten Zug eines der beiden Elemente ay;_3,
az mit einer Farbe ungleich 1 farbt, und damit das Spiel gewinnt. [

Nun muss nur noch untersucht werden, ob x7(C;) = 4 oder x;(C;) = 5 ist.

Beobachtung 2.1.6. Gewinnstrategien fiir Bob bei einem Spiel auf einem
Kreis bet 4 gegebenen Farben.

1. Liegt folgende Farbung vor, so hat Bob bereits das Spiel gewonnen, da
das Element a,,,3 mit den gegebenen 4 Farben nicht mehr gefarbt wer-
den kann.

Abbildung 2.1: Gewinnstrategie 1

2. Liegt folgende Farbung vor, so hat Bob bereits das Spiel gewonnen, da
fiir die Elemente a,, 4 und a,,.5 nur eine Farbe zur Verfiigung steht, aber
die Elemente verschieden gefarbt werden miissen, um die Farbungsregeln
nicht zu verletzen.

m+117,9m+12

Abbildung 2.2: Gewinnstrategie 2

21



2 Die totalspielchromatische Zahl einiger Graphenklassen

22

3. Liegt folgende Farbung vor, so hat Bob bereits das Spiel gewonnen, da

fiir die Elemente a,, 14, apmas und a,,16 nur noch zwei Farben zur Ver-
fligung stehen, aber die Elemente paarweise verschieden gefirbt werden
miissen, um die Farbungsregeln nicht zu verletzen.

/am am+2
,am+4
am/+_3/ Iam+6
a"”'s)\ Am+8
Am+7
a - &/Om+10
m+

Am+117,8m+12

Abbildung 2.3: Gewinnstrategie 3

. Liegt folgende Farbung vor (a1, Gm+3, Gmid, Gmi6, Gma, Gmao Milssen

zu diesem Zeitpunkt noch ungefirbt sein. Ausnahme: a,,,; und a,, 9
diirfen zu diesem Zeitpunkt auch mit griin gefarbt sein.), so kann Bob
die Farbung zu der in Gewinnstrategie 1 vorliegenden ergiinzen, sobald
Alice das Element a,,.; oder a,, ;9 mit einer in dieser Konfiguration
nicht verwendeten Farbe firbt, bzw. sobald Alice eines der Elemente

Am+3y Gm+4; Am+65 Am+7 farbt.

Am+117,9m+12

Abbildung 2.4: Gewinnstrategie 4

5. Liegt folgende Farbung vor, und ist Bob als nichstes am Zug, so hat er

bereits gewonnen. Die Elemente @11, mis, Gmids Gmi6s Gma7, Qmio,
Q1105 Ame11 Miissen dabei zu diesem Zeitpunkt noch ungefirbt sein.

Bob fiarbt nun das Element a,,,¢ mit einer dritten Farbe. Unabhéngig
davon, wie Alice auf diesen Spielzug reagiert, kann Bob in seinem néchs-
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ten Spielzug entweder das Element a,,,, 3 oder a,,;9 mit der vierten Farbe
farben, und siegt nach Gewinnstrategie 1.

m+117,89m+12

Abbildung 2.5: Gewinnstrategie 5

Es miissen dabei nicht zwangslaufig alle eingangs erwdhnten Knoten un-
gefirbt sein. Diese Gewinnstrategie ist auch dann erfolgreich, wenn .. .:

a)

b)

)

Beweis.
eine Gewinnstrategie fiir Bob angeben.

Alice beginnt das Spiel. O.B.d.A nehmen wir an, dass Alice das Element a,
mit der Farbe 1 firbt. Bob kontert, indem er das gegeniiberliegende Element
as mit der Farbe 2 farbt. Fir die restlichen Elemente stehen dann nur noch

...ein oder mehrere Elemente aus a,, 1, Gyi10, Q11 griin gefarbt
sind.

... fir die Farbung der Elemente a,,11, Gmis, Gmas; Gmi10, Gmril
(ungefirbte Elemente werden ignoriert) insgesamt nur 3 Farben ver-
wendet wurden. Denn dann kann Bob a,, ¢ mit der bereits verwen-
deten 3. Farbe farben, und Alice kann nicht mehr verhindern, dass
Bob die Farbung in seinem néchsten Spielzug nach Gewinnstrate-
gie 1 erganzt.

... fiir die Farbung des Elements a,,.1; die Farbe blau verwendet
wurde.

... fir die Farbung des Elements a,,; griin und fiir die Férbung
von a,,+11 blau verwendet wurde.

... fir die Farbung des Elements a,, 1o griin und fiir die Férbung
von a,,+11 blau verwendet wurde.

Lemma 2.1.7. X;..(C5) =5

Es seien 4 Farben gegeben. Wir beweisen die Aussage, indem wir
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zwei Farben zur Verfiigung. Eines dieser Elemente muss nun von Alice geférbt
werden. Féarbt Alice das Element a,,, so firbt Bob wiederum das gegeniiber-
liegende Element a,,,3 mit der vierten Farbe. Dies entspricht einer Farbung
wie in Gewinnstrategie 1, und somit gewinnt Bob.

Da gemif Beobachtung 2.1.4 x7(C3) < 5 gilt, folgt sofort X3y, (C3) =5. [

o
as, 21
as
‘ay as
Farbe 1 blau
Farbe 2 rot

Abbildung 2.6: Beispiel fiir einen moéglichen Spielverlauf.

Lemma 2.1.8. x,..(Cs) =5

Beweis. Wiederum beweisen wir die Aussage, indem wir bei vier gegebenen
Farben eine Gewinnstrategie fiir Bob angeben.

Alice eroffnet das Spiel, und farbt ein beliebiges Element. O.B.d.A. nehmen
wir an, dass Alice das Element ay mit der Farbe 1 gefiarbt hat. Bob kontert,
indem er das gegeniiberliegende Element a4 mit Farbe 2 farbt.

9o 21 az
az, ,a3
a a a
96 s ‘ 4
Farbe 1 blau
Farbe 2 rot

Abbildung 2.7: Nach dem Zug von Bob
Wir machen folgende Fallunterscheidung:

Fall 1:  Alice farbt in ihrem néchsten Zug ein Element aus aq, as, as, a; mit
einer dritten Farbe. Dann kann Bob die Farbung so erganzen, dass
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Fall 2:

Fall 3:

2.1 Die totalspielchromatische Zahl eines Kreises

er ein Muster wie in Gewinnstrategie 1 erhilt. Somit siegt Bob in
diesem Fall.

Alice farbt in ihrem n#chsten Zug a; oder a; mit rot, bzw. az oder
as mit blau. Dann kann Bob die Farbung so erginzen, dass er ein
Muster wie in Gewinnstrategie 3 erhélt, und hat somit gewonnen.

Alice farbt in ihrem néchsten Zug as oder ag mit einer dritten Far-
be. Dann farbt Bob das gegeniiberliegende Element mit derselben
Farbe.

2o a a
ay, ,a3
ag as ag
e
Farbe 1 blau
Farbe 2 rot

Abbildung 2.8: Nach dem Zug von Bob

Nun ist es egal, welches der vier verbleibenden Elemente von Alice
gefarbt wird. Bob kann nun auf jeden Zug von Alice kontern, und
eine Farbung wie in Gewinnstrategie 1 konstruieren.

Da es keine weiteren Moglichkeiten fiir Alice gibt, hat Bob eine Gewinnstrate-
gie fiir 4 Farben gefunden, und mit Beobachtung 2.1.4 folgt x{};..(Cs) = 5. O

Lemma 2.1.9. x%,..(C5) =5

Beweis.

Um diese Aussage zu beweisen, geben wir wiederum eine Gewinn-

strategie fiir Bob bei vier gegebenen Farben an.

Alice erdffnet das Spiel und férbt ein beliebiges Element. O.B.d.A. nehmen wir
an, dass Alice das Element ag mit der Farbe 1 farbt. Bob kontert, indem er
das gegeniiberliegende Element as mit derselben Farbe farbt. Nun kann kein

weiteres Element mehr giiltig mit dieser Farbe gefirbt werden.
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as a3

a4

Abbildung 2.9: Nach dem Zug von Bob

Wir machen folgende Fallunterscheidung:

Fall 1:

Fall 2:

26

Alice farbt in ihrem n#chsten Zug eines der Elemente aq, a4, ag, ag
mit einer weiteren Farbe. Bob kann diese Farbung so ergéinzen, dass
er das Muster aus Gewinnstrategie 3 erhilt, und somit gewinnt.

Alice farbt eines der Elemente as, as, ar, ag mit einer weiteren Farbe.

aB\ dg dg

Abbildung 2.10: Beispiel: Nach dem Zug von Alice

Ausgehend von dem gerade gefarbten Element liegt nun (entweder
im Uhrzeigersinn oder gegen den Uhrzeigersinn) folgendes Muster
vor (dabei bezeichnet 1 die beiden eingangs mit derselben Farbe
gefarbten Elemente, 2 das im letzten Zug gefarbte Element und -
die noch ungefirbten Elemente): 2 - 1 - - - - 1 - -
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Bob ergédnzt die Farbung mit einer weiteren Farbe 3:

2-13---1- -,
=] 89 o0
a7\ /al
% L2
3 8,
a4

Abbildung 2.11: Beispiel: Nach dem Zug von Bob

O.B.d.A. nehmen wir an, dass die Situation aus Abbildung 2.11
vorliegt. Man kann sich nun leicht klar machen, dass jeder weitere
Zug von Alice sofort von Bob so ergidnzt werden kann, dass das
Muster aus Gewinnstrategie 1 vorliegt, und er somit gewinnt. Die
einzige Ausnahme liegt vor, wenn Alice ag mit einer vierten Farbe
4 farbt: 2 - 1 3 - - - 1 4 -, Aber auch hier kann Bob das Spiel
sofort fiir sich entscheiden, indem er a, mit 2 firbt, und somit das
Muster aus Gewinnstrategie 2 erhélt: 2 - 1 3 - - 2 1 4 -,

Somit hat Bob eine Gewinnstrategie bei vier gegebenen Farben, und mit Be-
obachtung 2.1.4 folgt sofort x/\;..(Cs) = 5. O

Lemma 2.1.10. x’,..(C;) =5 firi>6

Beweis. Es seien vier Farben gegeben. Wir beweisen die Aussage, indem wir
eine Gewinnstrategie fiir Bob mit vier Farben angeben.

Alice erdffnet das Spiel, und farbt ein beliebiges Element a,, mit einer Farbe
1. Bob farbt das Element a,, 3 mit einer weiteren Farbe 2.

Wir machen folgende Fallunterscheidung:

Fall 1:  Alice farbt a,,,1 oder a,, o mit einer dritten Farbe 3 (die beiden Ele-
mente konnen mit 1 und 2 nicht mehr gefiirbt werden). Bob kann
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Fall 2:

Fall 3:

28

diese Farbung sofort wie in Gewinnstrategie 1 ergidnzen, und ge-
winnt.

Alice farbt a,,_; oder a,,;4 mit einer dritten Farbe 3. Auch hier
kann Bob die Farbung sofort wie in Gewinnstrategie 1 ergénzen,
und gewinnt.

Alice wahlt einen von den Féllen 1 und 2 verschiedenen Zug. Dann
liegt, unter der Voraussetzung ¢ > 6, eine der beiden folgenden Si-
tuationen vor:

1. apm_1, Gpy_o und a,,_3 sind ungefdrbt, und a,,_4 wurde nicht
mit 3 oder 4 gefarbt.

2. Qmaq, Gpmas und a6 sind ungefiarbt, und a,,.7; wurde nicht
mit 3 oder 4 gefarbt.

Ist ersteres der Fall, und kann a,,_ 3 giiltig mit 2 gefarbt werden, so
farbt Bob dieses Element mit 2. Ansonsten farbt er a,, ¢ mit 1.
Somit liegt im Kreis nun eine Férbung 1--2--1 oder
2 - -1 - -2 vor, welche dem Muster in Gewinnstrategie 4 ent-
spricht. Auflerhalb dieses Musters wurde bereits ein viertes Element
gefarbt. O. B. d. A. treffen wir die Annahme, dass die Farbung
1 - - 2 - - 1 vorliegt. Zusétzlich ist noch kein zu den len be-
nachbartes Element mit 3 oder 4 gefarbt. Nach einem weiteren Zug
von Alice gibt es folgende Moglichkeiten. Dabei ist darauf zu ach-
ten, dass diese Muster sowohl im Uhrzeigersinn als auch gegen den
Uhrzeigersinn auftreten konnen, und die Symbole *, 1, %o ein mit
beliebiger Farbe gefarbtes Element bezeichnen.

1. Alice hat ein Element innerhalb des Musters 1 - - 2 - - 1
gefarbt.
Dann kann Bob diese Farbung sofort wie in Gewinnstrategie 1
erganzen, und gewinnt.

2. Es liegt ein Muster der Form -1 - - 2 - - 1 2 vor.
Bob priift, ob er das Element ganz links mit 2 farben kann.
Falls dies nicht moglich ist, muss eines der folgenden heiden
Muster vorliegen:

-2-1--2--12 oder2 --1--2--12
In beiden Féllen gewinnt Bob nach Gewinnstrategie Ha.
Ist die Farbung mit 2 moglich, so wahlt Bob diesen Zug, und
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es liegt das Muster 2 1 - - 2 - - 1 2 vor. Nun muss Bob
nur noch sicherstellen, dass Alice die erste Spielerin ist, welche
ein Element innerhalb dieses Musters farben muss, denn dann
kann Bob diese Farbung gemaf Gewinnstrategie 4 zu Gewinn-
strategie 1 ergédnzen. Dies ist aber immer der Fall, solange die
Elemente aufkerhalb dieses Musters noch giiltig gefarbt werden
konnen, denn ein Kreis C; besteht aus 2i Elementen (i Knoten
und ¢ Kanten). Im bisherigen Spielverlauf wurden erst 6 Ele-
mente gefiarbt, und innerhalb des Musters gibt es 4 ungefirbte
Elemente. Das heifst, es gibt auferhalb dieses Musters noch ge-
nau 2i —6 —4 = 2¢ — 10 ungefirbte Elemente. Da diese Anzahl
gerade ist, und Alice als Néachstes am Zug ist, braucht Bob nur
solange die Elemente auferhalb mit beliebiger, giiltiger Farbe
zu farben, bis Alice gezwungen ist, ein Element innerhalb zu
farben. Tritt bereits vorher der Fall ein, dass es ein noch unge-
farbtes Element gibt, welches nicht mehr giiltig gefdrbt werden
kann, so hat Bob das Spiel schon vorzeitig fiir sich entschieden.

. Es liegt ein Muster der Form 2 1 - - 2 - - 1 2 vor.
Dann firbt Bob ein beliebiges Element auferhalb des Musters
mit beliebiger Farbe, und gewinnt, wie im vorangegangenen
Punkt beschrieben wurde.

. Es liegt ein Muster der Form 1 - - 2 - - 1 3 vor.
Bob kann diese Farbung sofort wie in Gewinnstrategie 1 ergin-
zen, und gewinnt.

. Es liegt ein Muster der Form -1 - - 2 - -1 - - - vor.
Dann gewinnt Bob sofort mit Gewinnstrategie 5.

. Es liegt ein Muster der Form -1 - - 2 - - 1 - x - vor.
Dann gewinnt Bob nach Gewinnstrategie 5b, wenn * mit 3 oder
4 gefarbt wurde, bzw. nach Gewinnstrategie 5a, wenn % mit 2
gefarbt wurde.

. Es liegt ein Muster der Form - 1 - - 2 - - 1 - - % vor.
Dann gewinnt Bob nach Gewinnstrategie 5b, wenn * mit 3 oder
4 gefarbt wurde, bzw. nach Gewinnstrategie Ha, wenn % mit 2
gefarbt wurde. Wurde * mit 1 gefarbt, so gewinnt Bob nach
Gewinnstrategie 5c.

. Esliegt ein Muster der Form - 1 - - 2 - - 1 - % %9 vor.
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Dann gewinnt Bob nach Gewinnstrategie 5e, wenn *; mit 2 und
xo mit 1 gefdrbt wurde, bzw. nach Gewinnstrategie 5b, wenn %,
und #, mit (2 und 3) oder (1 und 3) gefarbt wurden. Wurden
%1 und %o mit 3 und 4 gefarbt, so kann Bob die Farbung sofort
wie in Gewinnstrategie 1 ergénzen. [

Satz 2.1.11. Fir alle Kreise C; (i > 3) gilt X"y;..(Ci) = 5.

Beweis. Dieser Satz folgt direkt aus den Lemmata 2.1.7 bis 2.1.10. [
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2.2 Die totalspielchromatische Zahl eines Sterns

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass die totalspielchromatische Zahl x7(.5,)
fiir jeden Stern (n > 3) gleich n+ 1 ist. Dieser Wert gilt unabhéngig davon, ob
Alice oder Bob das Spiel beginnt. Sterne mit n < 2 werden seperat betrachtet.

Definition 2.2.1. Pendel

Als Pendel bezeichnen wir eine Kante inklusive dem zur Kante inzidenten
Blatt. Wir nennen ein Pendel ungefirbt, wenn weder der Knoten noch das
Blatt des Pendels gefarbt wurde.

Lemma 2.2.2. Fir einen Stern S, (n>2) gilt n+1 < XZ(Sn)-

Beweis. Um den Knoten vom Grad n und die n dazu inzidenten Kanten
zu farben, bendtigt man n 4+ 1 Farben. Folglich gilt aufgrund der trivialen
Schranken der totalspielchromatischen Zahl n + 1 = x"(S,) < x;(Sn)- O

Beobachtung 2.2.3. Gewinnstrategie von Alice auf einem Stern S, (n > 2)
bei n + 1 gegebenen Farben.

Alice versucht, eine Farbung des Graphen zu konstruieren, welche folgende
Eigenschaften erfiillt:

e In jedem Pendel wurde mindestens ein Element gefarbt. Wurde nur das
Blatt gefirbt, so muss zusitzlich eine Kante des Sterns mit derselben
Farbe gefarbt werden.

e Der Knoten mit Grad n wurde giiltig gefarbt.

Dann hat Alice gewonnen, denn alle verbleibenden Knoten und Kanten konnen
mit Sicherheit giiltig gefirbt werden:

e Fiir die Farbung eines beliebigen Blattes bestehen nur max. 2 Einschréin-
kungen, es sind aber n + 1 Farben zur Auswahl.

e 7u jeder Kante sind n — 1 Kanten adjazent, sowie 2 Knoten inzident. Da
mit der Farbe des inzidenten Blattes bereits eine Kante gefirbt wurde,
unterliegt die Farbung der betrachteten Kante nur maximal n Einschrin-
kungen.

Mit dieser Gewinnstrategie sind wir nun in der Lage, die totalspielchromatische
Zahl x7(S,) von Sternen exakt zu bestimmen.
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Lemma 2.2.4. X%4..(S,) =n+1 fir (n > 2).

Beweis. Es seien n+ 1 Farben gegeben. Wir geben eine Gewinnstrategie fiir

Alice an.

Alice eroffnet das Spiel durch Féarbung des Knotens mit Grad n mit einer
(*) beliebigen Farbe 0. Nun gibt es folgende Moglichkeiten:

e Bob firbt in seinem Zug eine Kante mit einer beliebigen Farbe. Alice

kontert, indem sie ein Blatt eines noch ungefarbten Pendels mit derselben
Farbe farbt.

Bob farbt ein Blatt eines ungefirbten Pendels mit einer Farbe, welche
bisher fiir keine Kante verwendet wurde. Dann kontert Alice, indem sie
eine Kante eines bisher ungefirbten Pendels mit derselben Farbe férbt.

Bob entscheidet sich fiir einen von den ersten beiden Punkten verschie-
denen Zug. Dann firbt Alice ein Blatt eines ungefirbten Pendels mit
einer beliebigen Farbe, welche bereits im bisherigen Spielverlauf fiir die
Farbung einer Kante verwendet wurde.

Diese Punkte werden solange wiederholt, bis es keine ungefiarbten Pendel mehr
gibt. Farbt Bob dabei ein Element des letzten ungefiarbten Pendels, so treffen
wir folgende Fallunterscheidung:
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e Bob hat das Blatt des letzten ungefirbten Pendels mit einer Farbe ge-

farbt, welche noch fiir keine Kante verwendet wurde: Dann kann die dazu
inzidente Kante durch Alice immer giiltig gefarbt werden, aufer es sind
bereits alle anderen n — 1 Kanten gefarbt worden. Dieser Fall kann je-
doch nicht eintreten, da es aufgrund der Spielweise von Alice nach jedem
ihrer Ziige mindestens ein Pendel gibt, dessen Blatt mit einer bereits fiir
eine Kante verwendeten Farbe gefarbt wurde, wihrend die dazu inzi-
dente Kante noch ungefarbt ist. In (i) und (iii) wird ein solches Pendel
von Alice generiert und in (ii) von Bob. Somit liegt nach dem Zug von
Alice eine Farbung vor, welche die in der Gewinnstrategie beschriebenen
Eigenschaften erfiillt, und Alice gewinnt das Spiel.

Bob farbt die Kante des letzten ungefarbten Pendels mit beliebiger Far-
be, oder das Blatt mit einer bereits fiir eine Kante verwendeten Farbe.
Dann liegt eine Farbung vor, welche die Eigenschaften der in Beobach-
tung 2.2.3 beschriebenen Gewinnstrategie erfiillt, und Alice gewinnt das
Spiel.
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Somit hat Alice eine Gewinnstrategie auf S, (n > 2) bei n + 1 gegebenen
Farben. O

Lemma 2.2.5. x%,,(S,) =n+ 1 fir (n > 3).

Beweis. Wir beweisen die Aussage, indem wir eine Gewinnstrategie fiir Alice
bei n + 1 gegebenen Farben angeben.

Alice verfolgt zunéchst das Ziel, so schnell wie moéglich den Knoten mit Grad
n mit einer giiltigen Farbe 0 zu farben. Farbt Bob diesen Knoten in seinem
Eroffnungszug, so farbt Alice ein beliebiges anderes Element mit beliebiger
Farbe. Ansonsten wird der Knoten von Alice gefarbt.

Nach dem zweiten Zug von Bob ist Alice erneut an der Reihe, und fiir den
bisherigen Spielverlauf gibt es folgende Moglichkeiten (der Knoten mit Grad
n ist bereits gefirbt):

b
/
1.
e ©
d
f
Abbildung 2.12: 1. Méglichkeit
Dann farbt Alice d blau.
b
a
[
2. S
®
€ d
f

Abbildung 2.13: 2. Méglichkeit

Dann farbt Alice a blau.
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Abbildung 2.14: 3. Méglichkeit

Dann farbt Alice f griin.

Abbildung 2.15: 4. Moglichkeit

Dann farbt Alice e griin.

Abbildung 2.16: 5. Mdoglichkeit

Dann farbt Alice e griin.
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b
a
6 .\
o ©
d
f

Abbildung 2.17: 6. Méglichkeit

Dann farbt Alice f blau.

Im weiteren Spielverlauf verfolgt Alice die im Beweis von Lemma 2.2.4 be-
schriebene Strategie ab dem mit (*) markierten Einstiegspunkt, und gewinnt
damit das Spiel. O

Nun sind wir in der Lage, den Satz fiir Sterne S,, mit n > 3 zu formulieren.
Satz 2.2.6. x;(S,) =n+1 fir (n>3).

Beweis. Dieser Satz folgt direkt aus den Lemmata 2.2.4 und 2.2.5. O]

Schlieflich betrachten wir noch die Sterne S,, mit n < 2.

Satz 2.2.7. X;(51) = 3, Xiee(S2) = 3 und X', (S2) = 4.

Beweis.

L. XZ(S1) =3
Diese Aussage ist trivial.

2. Xf&lice(‘sb) =3
Dies folgt direkt aus dem Lemma 2.2.4.

3. X%ob(SQ) =4
Der Graph S ist offenbar ein Pfad mit 3 Knoten und 2 Kanten. Wir
beweisen, dass X} (S2) > 4, indem wir eine Gewinnstrategie fiir Bob bei

3 Farben angeben. Bob farbt hierzu das mittlere Element: - - 1 - -
Alice hat zwei Moglichkeiten: - 2 1 - - oder 2 - 1 - -.
Bob kontert mit - 2 1 - 3 bzw.mit 2 - 1 3 - worauf das innere
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Element nicht mehr giiltig gefarbt werden kann, und Bob gewinnt.
Sind 4 Farben gegeben, gewinnt Alice trivialerweise sobald das mittlere
Element gefirbt wurde. O
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2.3 Die totalspielchromatische Zahl eines Rades

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass fiir die totalspielchromatische Zahl
X;’(Wn) eines Rades W, mit n > 5 gilt, dass n + 1 < X’g’(Wn) <n-4+2.

Der spielchromatische Index von Ridern W,, konnte von Dominique Andres et
al. [AHSss| exakt bestimmt werden. Es ist x'yji.o(Wn) = X' (W,,) = n fiir n > 6
und xgo,(Wy) = n fiir n > 3.

Fiir unsere Untersuchungen definieren wir zunéchst einige Begriffe.

Definition 2.3.1. Knotenbezeichnungen, Speichen, Radkranz

Wir bezeichnen den Knoten vom Grad n mit ¢, und die zu c adjazenten Knoten
reihum mit vy, ..., v,_;. Die Kanten (v;, ¢) nennen wir auch Speichen s;. Der
Begriff Radkranz umfasst die Kanten (v;,v;41) sowie die Knoten v;. Dabei ist
0<i:1<n-—1und v, := vg.

Vereinbarung 2.3.2. Alle Flement-Indizes sind im Folgenden mit modulo
n zu betrachten.

Mithilfe der totalchromatischen Zahl bestimmen wir die triviale untere Schran-
ke der totalspielchromatischen Zahl.

Beobachtung 2.3.3. Fir ein Rad W,, (n > 4) gilt
X' Wy)=n+1

Beweis. Da A(W,) =n, gilt n+ 1 < x"(W,,). Wir geben eine giiltige Total-
fairbung mit n + 1 Farben an. Dazu wéahlen wir fiir s;, v, sowie (viy1, Vo)
die Farbe i (0 <i <n — 1) und fiir ¢ die Farbe n. O

Nun untersuchen wir die totalspielchromatische Zahl XZ(Wn) von Radern W,,.

Beobachtung 2.3.4. Aufgrund der trivialen Schranken der totalspielchro-
matischen Zahl gilt fiir ein Rad W,, mit n > 4

n+ 1< x;(W,) <2n+1

Lemma 2.3.5. n+1< XZ(Wn) <n+2 firn>6.

Beweis. Wir beweisen diese Aussage, indem wir zeigen, dass Alice bei n + 2
gegebenen Farben (COL := {1,...,n+ 2}) eine Gewinnstrategie auf W, hat.
Zusitzlich definieren wir
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U= ({pcol(s;) : 0 <i<n—1}U{pcol(c)}) \ {ungefirbt},

also entspricht W der Menge aller Farben, welche bereits zur Farbung von
Speichen bzw. zur Farbung des Knotens ¢ verwendet wurden.

Da die Farbung aller Elemente des Radkranzes nur maximal 6 Einschriankun-
gen unterliegt, wir n > 5 voraussetzen, sowie n+ 2 Farben im Farbpool haben,
hat Alice bereits dann gewonnen, wenn der Knoten ¢ und alle Speichen giiltig
gefiarbt wurden.

Ihre Gewinnstrategie ist in folgende drei Phasen unterteilt:

e Phase 1: Alice stellt sicher, dass ¢ gefirbt wird, und fiir die Farbung
aller noch ungefirbten Speichen maximal |¥| Einschrinkungen bestehen.

e Phase 2: Nach Abschluss dieser Phase liegt eine der folgenden Situatio-
nen vor:

1. Es gibt nur noch zwei ungefirbte Speichen? s;, s; wobei | > k
und [ # k + 1, und die Farbung dieser unterliegt nur jeweils ||
Einschrédnkungen. Das heiftt, es sind noch 3 Farben verfiighar, um
diese beiden Speichen zu farben.

2. Es gibt nur noch zwei ungefirbte Speichen si, sii1, und die Far-
bung dieser unterliegt nur |¥| Einschrinkungen. Zusitzlich ist be-
reits die Kante (vg, vg41) gefarbt, und es gilt col((vg, vkt1)) € V.

3. Es gibt nur noch eine ungefarbte Speiche s;, und die Farbung dieser
Kante unterliegt |V| Einschrinkungen. Das heift, es sind noch 2
Farben verfiighar, um diese Speiche zu farben.

e Phase 3: Die verbleibenden Speichen werden giiltig gefarbt, und Alice
gewinnt das Spiel.

Die Umsetzung dieser Strategie im Detail:

Phase 1:
1. Beginnt Alice das Spiel, so fiarbt sie den Knoten c.

2. Beginnt Bob das Spiel, und farbt ...

o ...cine Kante des Radkranzes mit einer beliebigen Farbe f, so farbt
Alice den Knoten ¢ mit derselben Farbe f.

2Sind sy =: s,, und s,,_1 noch ungefirbt, so setzen wir k:=n —1und [ :=n
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e ...den Knoten ¢, so farbt Alice eine beliebige Speiche mit einer
beliebigen Farbe.

e ...eine Speiche, so farbt Alice den Knoten ¢ mit beliebiger Farbe.

e ...cinen Knoten v; mit der Farbe 1. Dann firbt Alice den Knoten
¢ mit, einer weiteren Farbe 2.

Vi
& Vi+1
@
Farbe 1 blau
Farbe 2 rot

Abbildung 2.18

Nun hat Bob wiederum folgende Mdoglichkeiten. Er farbt ...

— ...eine Speiche mit der Farbe 1. Dann farbt Alice eine weitere
Speiche mit einer beliebigen Farbe.

— ...eine Speiche mit einer beliebigen Farbe f # 1. Dann férbt
Alice die Speiche s; mit einer beliebigen Farbe.

— ...eine Kante (v;,vj41) oder einen Knoten v; des Radkranzes,
mit einer Farbe f € {1,2}. Dann fiarbt Alice eine beliebige
Speiche mit der Farbe 1.

— ...eine Kante (v;,vj41) oder einen Knoten vj, des Radkranzes,
wobei j #4, j+ 1 #iund 0 < k < n — 1, mit einer Farbe
f ¢ {1,2}. Alice férbt s; ebenfalls mit f.

— ...eine der Kanten (v;_1,v;) oder (v;,v;41) mit einer Farbe
f ¢ {1,2}. O.B.d.A. nehmen wir an, dass Bob die Kante
(vi—1,v;) mit 3 gefirbt hat. Dann fiarbt Alice die Speiche s;14
mit, derselben Farbe 3. Nun liegt folgende Situation vor:
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V.

@ Vi1
@
Farbe 1 blau
Farbe 2 rot

Abbildung 2.19

Bob’s mogliche Spielziige:

*

Bob féirbt eine Kante (v;,v;41) oder einen Knoten v; des
Radkranzes mit einer Farbe g € {1,2,3}. Alice firbt eine
beliebige Speiche mit der Farbe 1.

Bob farbt (v;,v;4+1) oder v; (wobei j # i) mit einer Farbe
g ¢ {1,2,3}. Alice firbt s; ebenfalls mit g.

Bob firbt (v;, v;41) mit einer Farbe g ¢ {1,2,3}. Alice farbt
die Speiche s; mit einer beliebigen Farbe.

Bob firbt eine Speiche s; mit j # ¢ mit einer beliebigen
Farbe. Alice farbt s; mit einer beliebigen Farbe.

Bob farbt die Speiche s; mit einer beliebigen Farbe. Dann
farbt Alice eine weitere Speiche mit einer beliebigen Farbe.

Offensichtlich hat Alice nun die in (i) beschriebenen Voraussetzungen geschaf-
fen. Sie fahrt mit der Phase 2 ihrer Strategie fort.

Phase 2:

Ausgangssituation: Der Knoten ¢ und ¢ Speichen sind gefirbt, somit gilt
|W| = t+1. Die Farbung aller zu diesem Zeitpunkt noch ungefiarbten Speichen
unterliegt maximal |¥| Einschridnkungen. Phase 2 wird wiederholt, solange
t <n—2ist. Dan > 6 ist, ist diese Bedingung zu Beginn von Phase 2 erfiillt.
Sobald t > n — 2 ist, fahrt Alice mit Phase 3 ihrer Strategie fort.

Bob ist am Zug, und hat dabei folgende Moglichkeiten:
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e Bob fiarbt eine beliebige Speiche mit beliebiger Farbe. Dann fiarbt auch
Alice eine Speiche mit einer beliebigen Farbe.

e Bob firbt ein Element des Radkranzes mit einer Farbe f € W. Dann
farbt Alice eine Speiche mit einer beliebigen Farbe.

e Bob firbt ein Element des Radkranzes mit einer Farbe f ¢ W. Dann
farbt Alice eine Speiche ebenfalls mit der Farbe f.

Dabei wahlt Alice die von ihr zu farbende Speiche wie folgt:

e Sind vor ihrem Zug noch genau 3 Speichen® si,s;, 8, (K < I < m)
ungefiirbt, so muss Alice eine Speiche wihlen, sodass eine der in (ii)
beschriebenen Spielsituationen hergestellt wird.

— Ist I #k+1und m # [ + 1, so kann Alice eine beliebige, zu ihrer
Farbwahl passende, Speiche wihlen.

—Ist Il = k+ 1 aber m # [ + 1, so kann Alice immer entweder die
Speiche s; oder s, wihlen.
Ausnahme: Bob hat in seinem Zug die Kante (v;, vy) mit einer Farbe
f ¢ U gefarbt. Dann kann Alice aber s, mit f firben. Somit ist
eine Spielsituation geméfs (ii) hergestellt.

— Ist m =1+ 1 aber [ # k + 1, so kann analog zum vorhergehenden
Punkt eine Spielsituation wie in (ii) hergestellt werden.

—Ist l=kKk+1und m = [+ 1, dann kann ebenfalls wie im zweiten
Punkt eine Spielsituation geméf (ii) hergestellt werden.
Ausnahme: Bob hat in seinem Zug den Knoten v; mit einer Farbe
f & U gefiarbt. Dann firbt Alice die Speiche s; mit einer beliebigen
Farbe.

e Ansonsten wihlt Alice eine beliebige, zu ihrer Farbwahl passende, Spei-

che.
Phase 3:
Bob ist am Zug. Mogliche Ausgangssituationen sind in (ii) beschrieben:
3Sind sg =: Sp, 51 =: Spy1 und s,_; ungefirbt, so setzen wir k := n — 1, [ := n und
m:=n-+1.

Sind sg =: sp, s,—1 und eine dritte Speiche s, mit p # 1 ungeférbt, so setzen wir k := p,
l:=n—1und m :=n.
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1. Es gibt nur noch zwei ungefiirbte Speichen? s, s; wobei | > k, | # k41,
und die Farbung dieser unterliegt jeweils nur |¥| Einschrankungen. Das
heift, es sind noch 3 Farben verfiighar, um diese beiden Speichen zu

farben.
Bob farbt ...

e ...ein beliebiges Element des Radkranzes mit einer Farbe f € W,
Alice farbt s;, und damit stehen fiir die Speiche s; noch zwei Farben
zur Verfligung. Somit kann Bob nicht mehr verhindern, dass Alice
in ihrem néchsten Zug auch die zweite Speiche farbt.

e ...cin beliebiges Element des Radkranzes mit einer Farbe f ¢ W.
Alice farbt s, oder s; ebenfalls mit f. Auch hier stehen fiir die letzte
ungefirbte Speiche noch 2 Farben zur Verfiigung, und Bob kann
Alice nicht mehr daran hindern, diese Speiche giiltig zu farben.

e ...eine der Speichen s, oder s;. Alice fiarbt die jeweils andere.

2. Es gibt nur noch zwei ungefiarbte Speichen s, sii1, und die Farbung
dieser unterliegt jeweils nur |U| Einschrankungen. Zusétzlich ist bereits
die Kante (vg,vgi1) gefirbt, und es gilt col((vg,vgy1)) € W. Es stehen
also noch 3 Farben zur Verfiigung, um die beiden noch ungeférbten Spei-
chen giiltig zu farben.

Alice kontert auf Bob’s Ziige wie in 1.) beschrieben.

3. Es gibt nur noch eine ungefirbte Speiche si, und die Farbung dieser
Kante unterliegt || Einschrankungen. D.h. fiir die Firbung von s, ste-
hen noch 2 Farben zur Verfiigung. Somit kann Bob Alice nicht mehr
daran hindern, s giiltig zu farben.

Nach dem Durchlaufen der 3 Phasen hat Alice es offenbar geschafft, alle kri-
tischen Elemente giiltig zu farben. Die gegebenenfalls noch ungefarbten Ele-
mente des Radkranzes kénnen in jedem Fall giiltig gefirbt werden. O]

Lemma 2.3.6. n+ 1< x;(Ws) <n+2

Beweis. Analysieren wir den Beweis von Lemma 2.3.5, so sehen wir, dass
die dort beschriebene Strategie von Alice nur an zwei Punkten bei n = 5
fehlschlagen kann.

4Sind sg =: s, und s,,_1 noch ungefarbt, so setzen wir k:=n—1lund l:=n
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2.3 Die totalspielchromatische Zahl eines Rades

e Die erste Stelle ist mit (*) markiert. Ohne Modifizierung dieser Stelle
wire es Bob moglich, eine Spielsituation herzustellen, welche nicht in
(ii) beschrieben ist. Um dies zu verhindern, ersetzen wir die mit (¥*)
markierte Stelle durch:

— Bob férbt eine Speiche s; mit j # ¢ mit einer beliebigen Farbe
g # 1. Alice wihlt eine Speiche geméf (***) und farbt diese mit
der Farbe 1.

— Bob férbt eine Speiche s; mit der Farbe 1. Alice farbt ein Element
des Radkranzes mit einer Farbe g € W.

e Die zweite Stelle ist mit (**) markiert, und muss aus dem selben Grund
leicht angepasst werden. Es reicht aus, dass Alice an dieser Stelle die zu
farbende Speiche geméfs (***) wihlt. O

Damit sind wir in der Lage, den Satz fiir Rader W,, mit n > 5 zu formulieren.
Satz 2.3.7. n+1< X’g’(Wn) <n+2firn>5

Beweis. Dies folgt direkt aus den Lemmata 2.3.5 und 2.3.6, sowie der Beob-
achtung 2.3.4. ]
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2.4 Die totalspielchromatische Zahl von vollstindigen Graphen

2.4 Die totalspielchromatische Zahl von vollstandigen
Graphen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass fiir einen vollstdndigen Graph K, mit
n > 4 Knoten x;(K,) > n+1 (unabhéngig davon, ob Alice oder Bob das Spiel
beginnt) und fiir den Ky x3jee(Ks) = 6 bzw. xf,,(K4) = 5 gilt. Der Graph
K3 wird gesondert betrachtet. Im Anschluss wird eine Modifikation des K4
(Entfernung einer Kante) untersucht.

Zunichst bestimmen wir die totalchromatische Zahl x”(K,) des vollstdndi-
gen Graphen K, und erhalten damit die triviale untere Schranke der total-
spielchromatischen Zahl x7(Kp).

Beobachtung 2.4.1. Fliir einen vollstindigen Graph K, gilt

n+1, wennn gerade,

n, wenn n ungerade.

Xg(Kn) > {

Beweis.

1, de,
Denn X’g’(G) > X"(G), und es gilt X”<Kn) _ {n + wenn n gerade

n, wenn n ungerade.

Die folgende Beweisidee entstammt dem Artikel [BCC67|:

Der vollstindige Graph G = (V, E) hat n Knoten und (}) = 2A(77i2)! = n(";l)
Kanten. Die n Knoten bezeichnen wir mit vy, ..., v,_1. Die Indizes der Kno-

ten sind jeweils modulo n zu betrachten. Grundsétzlich muss jeder Knoten mit
einer eigenen Farbe gefirbt werden, da alle Knoten paarweise adjazent sind.

e Bei ungeradem n:

Wurde ein Knoten v; gefirbt, so kann im induzierten Teilgraph G’ mit
der Knotenmenge V! = {vg,...,vi—1,Vit1,...U,—1} noch zusétzlich ein
perfektes Matching M; := {(vi_q7 Vitg) | =1,2,..., "T_l} mit derselben
Farbe gefiarbt werden. Man kann leicht sehen, dass die Matchings M,
(0 <4 < n—1) voneinander unabhéngig sind, und Uy, M; = E.
Wir kénnen also den vollstindigen Graph K, (n ungerade) mit n Farben
giiltig farben, indem wir den Elementen in {v;} U M; jeweils die Farbe i
zuweisen (0 <i<n—1).

e Bei geradem n:

Da keine unabhéngige Menge von Knoten und Kanten mehr als 7 Ele-

mente enthalten kann, und |[VUE|=n+ "(”2_1) = ”(";1), muss offenbar
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X"(K,) > n+1 gelten. Fiigt man dem Graph K, einen weiteren Knoten
Uy, sowie die Kanten (v;,v,) (0 < i < n — 1) hinzu, so erhélt man den
vollstdndigen Graph K, ;1 mit ungerader Knotenanzahl, und da K, ein
Teilgraph von K, .4 ist, gilt offensichtlich x"(K,) < x"(K,+1) =n + L.
Wir haben somit x”(K,) = n + 1 gezeigt.

Eine Férbung mit n + 1 Farben sieht folgendermafen aus. Wird ein
Knoten v; geférbt, so existiert im induzierten Teilgraph mit der Knoten-
menge V/ = {vo,...,vi_1,0i11,...0,—1} kein perfektes Matching, da die
Knotenanzahl ungerade ist. Es kann jedoch ein Matching mit maximal
”7’2 Kanten gefunden werden. Férbt man jedes Paar aus Knoten v; und
gefundenem maximalem Matching in (V/, E!) mit jeweils einer Farbe, so
hat man unter Verwendung von n Farben n Knoten und @ Kanten
gefdrbt. Nun sind noch § Kanten iibrig, welche mit der (n+1)-ten Farbe
gefarbt werden konnen, sofern keine zwei Kanten adjazent sind. Dies ist
genau dann der Fall, wenn diese Kanten ein perfektes Matching in E
sind. O

2.4.1 Eine untere Schranke fiir vollstindige Graphen mit 4 oder mehr
Knoten

Wir beweisen, dass fiir einen vollstindigen Graph K, mit n > 4 Knoten
Xy (Kn) >n+1 gilt.

Ingo Brinkmeier [Bri08] untersuchte den spielchromatischen Index von voll-
standigen Graphen mit verschiedenen Ansdtzen. Dabei konnte er u.A. zeigen,
dass x,(Kn) >n (n > 3) ist.

Lemma 2.4.2. xy(K,) >n+1 firn > 5, wobei n ungerade ist.

Beweis. Wir beweisen diese Aussage, indem wir zeigen, dass Bob bei n ge-
gebenen Farben eine Gewinnstrategie auf dem K, hat. Die zugrundeliegende
Beweisidee wurde von Ingo Brinkmeier |[Bri08] verwendet, um den spielchroma-
tischen Index x; (/) abzuschiitzen. Durch einige Anpassungen ist es méglich,
auch fiir xj(Kogy1) eine untere Schranke anzugeben.

Um den Graph K,, (n ungerade) mit n Farben vollstindig zu firben, muss mit
jeder Farbe die maximale Anzahl von genau einem Knoten und ”T’l Kanten
gefarbt werden. Dazu muss, wie in Beobachtung 2.4.1 beschrieben, jeweils ein
Knoten v; und ein zugehoriges perfektes Matching des induzierten Teilgra-
phen G = (V/, E}) mit Knotenmenge V; = {vo,...,vi_1,041,..., 0,1} und
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Kantenmenge E! mit einer Farbe gefarbt werden. Bob’s Strategie ist es, die
Féarbung eines solchen perfekten Matchings in E! zu verhindern.

e Phase 1: Bob fiarbt hierzu in seinem ersten Zug einen beliebigen Knoten
v; mit beliebiger Farbe i. Falls Alice das Spiel beginnt und ein Element
mit 7 farbt, wahlt Bob eine Farbe i # 7.

e Phase 2: Zu Beginn seiner weiteren Ziige iiberpriift Bob die Anzahl
aller Kanten, welche bereits mit ¢ gefarbt wurden. Nun gibt es folgende
Fallunterscheidungen:

— Die Anzahl ist kleiner als "T_l — 3: Bob farbt eine weitere Kante

mit ¢, und fiihrt seinen néchsten Spielzug wiederum gemaf Phase 2
durch.

— Die Anzahl ist gleich ”T_l — 3: Bob farbt eine weitere Kante mit ¢,
und fahrt anschliefend mit Phase 3 seiner Strategie fort.

— Die Anzahl ist gleich 25 — 2: Bob fiirbt ein Element geméR (***)
in Phase 3 und fahrt anschliefend mit Phase 3 seiner Strategie fort.

— Die Anzahl ist grofer als "T_l —2: Bob kontert sofort, wie in Phase 3
beschrieben.

Arisk brisk\

’

risk Crisk

Abbildung 2.20: Nach Beendigung der Phase 2 sieht das Spielfeld grund-
sédtzlich aus, wie in dieser Abbildung dargestellt. Es kon-
nen durchaus einige der grau dargestellten Elemente
bereits von Alice mit Farben ungleich ¢ gefirbt worden
sein.

e Phase 3: In den nichsten Runden hat Alice folgende Moglichkeiten:

— Alice farbt eine Kante e € ({“riSk’b“‘SkécriSk’d‘iSk}) mit der Farbe ¢: Dann
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ist die letzte zum perfekten Matching gehorige Kante eindeutig be-
stimmt, und Bob kann die Kante (sofern sie nicht bereits gefarbt
wurde) mit einer beliebigen anderen Farbe farben. Somit hat Bob
das Spiel gewonnen.

— Alice farbt eine Kante e € ({a“k’bﬁSk;ﬁSk’dﬁSk}) mit einer Farbe un-
gleich 7: Dann {iberpriift Bob, ob die eindeutig bestimmte Kante
fe ({““k’briSk;riSk’dmk}), welche nicht mit e adjazent ist, noch unge-
farbt ist. Falls ja, wird sie von Bob mit der Farbe i gefirbt, und
Bob hat das Spiel gewonnen. Ansonsten kontert Bob wie in (***).

— Alice farbt ein beliebiges anderes Element: Bob firbt eine der Kan-
ten (Gyisk, Drisk )s (Grisk, Crisk), (brisk, Crisk) Mit einer beliebigen Farbe
ungleich 7. Sobald alle drei Kanten gefarbt sind, kann kein per-
fektes Matching mehr mit ¢ gefarbt werden, und Bob gewinnt das
Spiel.

Bei Erfolg dieser Strategie bendtigt Bob maximal 1 + ("T_l —2)+3 = "TH
Ziige, um das Spiel fiir sich zu entscheiden.

Alice kann Bob offensichtlich nicht daran hindern, die in Abbildung 2.20 darge-
stellte Situation herzustellen. Anschliefsend besteht ihre einzige Chance darin,
zu verhindern, dass Bob die Kanten (ayisk, brisk), (Grisk, Crisk)s (brisk, Crisk) mit
einer beliebigen Farbe ungleich ¢ farbt. Dabei darf sie aber selbst keine dieser
Kanten mit ¢ fairben, da Bob ansonsten nach (*) gewinnt. Deshalb muss Alice
versuchen, fiir die Farbung mindestens einer dieser Kanten n — 1 Einschran-
kungen zu schaffen, sodass sie nur noch mit der Farbe i gefarbt werden kann.
0O.B.d.A. nehmen wir an, dass es Alice gelingt, n — 1 Einschrinkungen fiir die
Kante (byisk, crisk) zu generieren. Da diese Kante nur noch mit i gefarbt werden
kann, kontert Bob, indem er die Kante (ayisk, diisk) mit einer Farbe ungleich 4
farbt. Dies ist moglich, da Alice maximal ™3 Ziige hat, um n—1 Einschrinkun-

2
gen fiir (bysk, crisk) zu erzeugen. Gleichzeitig miisste sie ebensoviele Einschrén-

kungen fiir (ayisk, dyisk) schaffen, wofiir dann nur mehr "TJF?’ —(n—1) = 5;” Ziige
zur Verfiigung stehen. Es gibt jedoch 4 Kanten, welche sowohl zu (bygk, Crisk)
als auch zu (ayisk, drisk) adjazent sind. Diese kénnen durch Alice wéhrend Phase
1 und Phase 2 geféirbt werden. Somit konnte sie fiir (s, drsk) 252 +4 = 1252

Einschriinkungen generieren, es ist aber 52 < n—1 fiir (n > 6). Im Falln = 5

bestehen Phase 1 und Phase 2 zusammen nur aus einem Zug. Somit kann Alice
nur 5_7” +1 = 1 Einschrinkung fiir (ayisk, diisk) erzeugen. Bob’s Antwortzug ist
daher in jedem Fall erlaubt, und somit gewinnt er das Spiel, da im weiteren
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Spielverlauf entweder die Kante (bysk, Crisk) mit ¢ gefarbt wird, und dadurch
der Fall (*) eintritt, oder zwei andere Kanten e, f € ({a“k’briSk;riSk’dﬁSk}) mit i
gefarbt werden, und dadurch (b, crisk) nicht mehr zuldssig gefirbt werden
kann.

Bob’s Strategie setzt offenbar voraus, dass der Graph mindestens 5 Knoten

enthalt. Deshalb ist n > 5 Voraussetzung fiir dieses Lemma. ]

Satz 2.4.3. X} (K,) >n+1 fir n > 4 unabhingig davon, ob Bob oder Alice
das Spiel beginnt.

Beweis. Dies folgt direkt mit Lemma 2.4.2 und Beobachtung 2.4.1. O

2.4.2 Vollstindige Graphen mit maximal 4 Knoten

In diesem Abschnitt untersuchen wir die vollstindigen Graphen K, Ky, K3
und K.

Satz 2.4.4. x;(Ki) =1, xy(K3) =3

Beweis. Diese Aussagen sind trivial. O]
Satz 2.4.5. X'j.(K3) =5 und X'p,,(K3) =3

Beweis. Offensichtlich ist der Graph K3 ident mit dem Graph C5. In Lemma
2.1.7 haben wir bereits bewiesen, dass x/ij..(C3) = 5, und somit gilt auch
Xf&lice(K:i) = 5.

Xigop(K3) = 3 zeigen wir, indem wir eine Gewinnstrategie fiir Alice bei drei
gegebenen Farben angeben. Hierzu verwendet Alice fiir jeden ihrer Ziige das
Schema in folgender Abbildung.

Vo

V2 A

.—

Abbildung 2.21

In diesem wird jede Farbe fiir genau zwei Elemente verwendet. Je zwei Elemen-
te, welche im Schema mit derselben gefirbt sind, nennen wir Paarung. Nach
jedem von Bob’s Ziigen sieht Alice im Schema nach, in welcher Paarung das
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von ihm gerade gefirbte Element liegt, und firbt das zweite Element der Paa-
rung mit der von Bob verwendeten Farbe. Nach drei Spielrunden gelangt Alice
zu einem vollstindig gefirbten Graphen (wie in Abbildung 2.21 dargestellt)
mit 3 Farben und gewinnt das Spiel. O]

Anmerkung 2.4.6. Fiir den vollstindigen Graph Ky gilt 5 < x(Ky).

Beweis. Dies folgt direkt aus Beobachtung 2.4.1, denn x"(G) < x;;(G). O

Beobachtung 2.4.7. FEs gibt eine Totalfirbung des K, mit 5 Farben.

Beweis. Diese Farbung wurde fiir den allgemeinen Fall (K,) bereits in Be-
obachtung 2.4.1 beschrieben. Es ist einfach zu sehen, dass im K4 nur max. 2
Elemente mit derselben Farbe gefirbt werden kénnen. Dabei kénnen entweder
zwei Kanten (perfektes Matching), oder eine Kante und ein Knoten diesel-
be Farbe erhalten. Da jeder Knoten mit einer anderen Farbe gefirbt werden
muss, und je Knoten nur eine Kante gefarbt werden kann, bleiben nach Far-
bung dieser Elemente noch zwei Kanten {ibrig. Sofern diese beiden Kanten ein
perfektes Matching von K, sind, konnen sie mit der 5. Farbe gefarbt werden.

Vo V1
o—
[
V3 v,

Abbildung 2.22: giiltige Totalfarbung mit 5 Farben.

Satz 2.4.8. '}, (Ky) =5.

Beweis. Alice verwendet fiir jeden ihrer Ziige das Schema in Abbildung 2.22.
In diesem wird jede Farbe fiir genau zwei Elemente verwendet. Je zwei Ele-
mente, welche im Schema mit derselben gefarbt sind, nennen wir Paarung.
Bob beginnt das Spiel, und farbt ein beliebiges Element. Alice sieht im Sche-
ma nach, in welcher Paarung das Element liegt, und farbt das zweite Element
der Paarung mit der von Bob verwendeten Farbe. In weiterer Folge ist Bob
gezwungen, eine neue Farbe zu verwenden, und damit das erste Element einer
weiteren Paarung zu farben. Erneut sieht Alice im Schema nach, und férbt das
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zugehorige zweite Element mit derselben Farbe. Fahrt Alice mit dieser Taktik
fort, so gelangt sie nach 5 Ziigen zu einem vollstindig gefarbten Graphen (wie
in Abbildung 2.22 dargestellt) mit 5 Farben und gewinnt das Spiel. O

SatZ 2-4.9- Xli&lZCE(KZL) — 6.
Beweis. Der Beweis ist in zwei Teile gegliedert:

hd Xflklice(Kﬁl) > 6:
Es seien 5 Farben gegeben. Wir beweisen diese Aussage, indem wir eine
Gewinnstrategie fiir Bob angeben.
Alice eroffnet das Spiel, und Bob kopiert in den ersten drei Runden die
von Alice im Beweis von Satz 2.4.8 verwendete Strategie.
Im vierten Zug ist Alice gezwungen, ein Element mit einer 4. Farbe zu
farben. Bob sieht im Schema nach, in welcher Paarung das Element liegt,
und farbt das zweite Element der Paarung mit der 5. Farbe.
Im Schema kann man leicht nachpriifen, dass man zu jeder beliebigen
Paarung P in jeder weiteren Paarung genau ein Element a finden kann,
zu welchem beide Elemente der ersten Paarung adjazent bzw. inzident
sind. Ist P die Paarung, welche in der 4. Runde von Bob mit zwei un-
terschiedlichen Farben gefirbt wurde, so kann das Element a nun nicht
mehr giiltig gefarbt werden, da bereits alle 5 Farben fiir die hierzu inzi-
denten und adjazenten Elemente verwendet wurden.
Da Bob damit eine Gewinnstrategie auf K, mit 5 Farben hat, wenn Alice
das Spiel erdffnet, ist diese Teilaussage bewiesen.

b X,Alice(K4) < 6:
Es seien 6 Farben gegeben. Wir beweisen diese Aussage, indem wir eine
Gewinnstrategie fiir Alice angeben. Alice erdffnet das Spiel, indem sie
den Knoten vy mit der ersten Farbe farbt. Nun ist Bob an der Reihe,
und wir treffen folgende Fallunterscheidungen:

— Bob férbt einen weiteren Knoten. Alice kontert darauf durch Far-
bung einer Kante, welche weder mit dem durch Alice, noch mit dem
durch Bob gefirbten Knoten inzident ist, mit der bereits eingangs
von ihr verwendeten Farbe. Durch Verschiebung und Neunumme-
rierung der Knoten liegt nun folgende Situation vor.:

o1
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52

.,V 0 .,V 1
’ Ay
V3 V2

Abbildung 2.23: Kanten, deren Farbung nur 5 oder weniger Ein-
schrankungen unterliegen, sind strichliert dargestellt.
Knoten, deren Farbung nur 5 oder weniger Ein-
schrankungen unterliegen, sind als Ringe dargestellt.
Die so markierten Knoten und Kanten kénnen
somit im restlichen Spielverlauf immer giiltig
gefarbt werden.

Bob ist als néichstes an der Reihe, und farbt ein beliebiges Ele-
ment mit beliebiger Farbe. Alice’s Hauptaugenmerk gilt den Kanten
(vo, v2), (vo,v3). Wird eine dieser Kanten rot gefiarbt, so unterliegt
die Farbung zwei weiterer Kanten nur noch max. 5 Einschrankun-
gen, und somit ist nur noch eine Kante e, iibrig, mit welcher Bob
das Spiel noch fiir sich entscheiden kénnte.

Angenommen Bob hat in seinem letzten Zug eine der genannten
Kanten rot gefirbt, dann kann Alice die Kante e mit einer be-
liebigen Farbe farben, da in diesem Spiel bisher nur 2 Farben ver-
wendet wurden. Nun unterliegt die Farbung jedes noch ungefiarbten
Elements im weiteren Spielverlauf maximal 5 Einschriankungen, wo-
nach Alice das Spiel fiir sich entschieden hat.

Hat Bob in seinem letzten Zug keine der genannten Kanten rot
gefiarbt, dann kann Alice dies in ihrem Zug nachholen, und somit
gibt es nur mehr eine kritische Kante e, Nun ist Bob an der Rei-
he, und farbt erneut ein beliebiges Element mit beliebiger Farbe.
Hat Bob die Kante e, bereits in einem seiner letzten beiden Ziige
gefirbt, so hat Alice bereits das Spiel gewonnen. Ansonsten kann
Alice diese Kante in ihrem Zug mit einer giiltigen Farbe firben, da
im bisherigen Spielverlauf erst maximal 4 Farben verwendet wur-
den, und gewinnt damit das Spiel.

— Bob farbt eine Kante mit der bereits von Alice verwendeten Farbe.
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Dann kann wiederum durch Verschiebung sowie Neunummerierung
der Knoten und anschlieftender Farbung eines weiteren Knotens
durch Alice dieselbe Situation hergestellt werden, wie in Abbil-
dung 2.23 dargestellt. In Folge gewinnt Alice das Spiel mit der in
(*) beschriebenen Strategie.

— Bob firbt eine Kante mit einer noch nicht verwendeten Farbe. Diese
Kante ist Teil eines perfekten Matchings, und Alice farbt die zweite
Kante des Matchings mit derselben Farbe. Nach Verschiebung und
Neunummerierung der Knoten liegt nun folgende Situation vor:

Vo

’

.—

Vi

’

V3 \7
Abbildung 2.24

Die Farbung jeder Kante unterliegt somit im weiteren Spielverlauf
maximal 5 Einschrinkungen.

Bob ist als néchstes an der Reihe, und farbt ein beliebiges Ele-
ment mit beliebiger Farbe. Alice’s Hauptaugenmerk gilt diesmal
den Kanten (vy,v2), (v1,v3). Wird eine dieser Kanten blau gefirbt,
so unterliegt die Farbung zwei weiterer Knoten nur noch max. 5
Einschriankungen, und somit ist nur noch ein Knoten v, iibrig,
mit welchem Bob das Spiel noch fiir sich entscheiden konnte.

Hat Bob in seinem Zug bereits eine dieser Kanten blau gefarbt, so
farbt Alice den Knoten v,g mit einer weiteren Farbe und gewinnt
das Spiel.

Hat Bob in seinem Zug keine dieser Kanten blau gefarbt, so holt
Alice dies in ihrem Zug nach. Nach einem weiteren Zug von Bob
sind bisher insgesamt maximal 4 Farben im Spiel verwendet wor-
den, und somit findet Alice eine giiltige Farbung fiir den Knoten
Urisk Sofern dieser nicht bereits von Bob gefirbt wurde. Damit hat
Alice dieses Spiel fiir sich entschieden.

Insgesamt ist damit die Aussage bewiesen. O]
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2.4.3 Der vollstandige Graph mit 4 Knoten in dem eine Kante fehlt

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass die totalspielchromatische Zahl x§(G)
fiir den Graph, der aus dem vollstdndigen Graph K, entsteht, indem man eine
Kante entfernt, gleich 5 ist.

Dabei beweisen wir zunéchst, dass xj(G) > 5 ist, und zeigen im Anschluss,
dass sowohl x;,..(G) = 5 als auch 3., (G) =5 gilt.

Beobachtung 2.4.10. Fir den betrachteten Graphen G gilt aufgrund der
trivialen Schranken der totalspielchromatischen Zahl 4 < x(G) < 7.

Lemma 2.4.11. x;(G) >5

Beweis.

V3 A2

Abbildung 2.25: Wir bezeichnen die Knoten des Graphen wie in der Grafik dar-
gestellt.

Im vollstdndigen Graph K, kann jede Farbe nur fiir maximal 2 Elemente ver-
wendet werden. Dadurch, dass im vorliegenden Graph eine Kante entfernt
wurde, kénnen sowohl die Kante (vg,vs) als auch die Knoten v; und vs mit
derselben Farbe gefiarbt werden. Sind diese 3 Elemente gefarbt, so bleiben 6
ungefiarbte Elemente iibrig, welche mit 3 weiteren Farben gefarbt werden kon-
nen.

Diese Féarbung wiirde nur 4 Farben bendtigen. Alice kann jedoch nicht verhin-
dern, dass Bob fiir die Farbung der Elemente (vg, vs), vy, vz zwei oder mehr
Farben verwendet, was zur Folge hat, dass Alice fiir eine Gewinnstrategie auf
diesem Graph mindestens 5 Farben benotigt. O]

Lemma 2.4.12. \%,.(G)=5.

Beweis. Wir geben fiir Alice eine Gewinnstrategie fiir das Spiel mit 5 Farben
an, bei dem Alice anféngt.
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2.4 Die totalspielchromatische Zahl von vollstindigen Graphen

Alice beginnt das Spiel, und farbt die Kante (vg, v2) mit einer beliebigen Farbe.
Im weiteren Spielverlauf verwendet Alice fiir jeden ihrer Ziige das folgende
Schema.

Vo Vi
@
@
V3 Vs,

Abbildung 2.26: Farbungsschema

In diesem wird jede Farbe fiir genau zwei Elemente verwendet. Je zwei Ele-
mente, welche im Schema mit derselben gefarbt sind, nennen wir Paarung.
Bob ist am Zug und firbt ein beliebiges Element. Alice sieht im Schema nach,
in welcher Paarung das Element liegt, und firbt das zweite Element der Paa-
rung mit der von Bob verwendeten Farbe.

In weiterer Folge ist Bob gezwungen, eine neue Farbe zu verwenden (aufier bei
Féarbung der Knoten vy, v3), und damit das erste Element einer weiteren Paa-
rung zu farben. Erneut sieht Alice im Schema nach, und farbt das zugehdrige
zweite Element mit derselben Farbe. Fahrt Alice mit dieser Taktik fort, so
gelangt sie nach 5 Ziigen zu einem vollstandig gefdrbten Graph mit maximal
5 Farben, und gewinnt das Spiel. ]

Lemma 2.4.13. x%,,(G) =5.

Beweis. Es seien 5 Farben gegeben. Wir beweisen die Aussage, indem wir
eine Gewinnstrategie fiir Alice angeben.

Grundsatzlich ist festzuhalten, dass die Farbung der Knoten vy, vs, sowie der
Kante (vg,v2) jeweils maximal 6 Einschriankungen unterliegen. Die Farbung
der restlichen Kanten unterliegt maximal 5 Einschrénkungen, und die Farbung
der Knoten vy, vs unterliegt nur 4 Einschrankungen.

Bob eroffnet das Spiel, und farbt ein beliebiges Element. Unabhingig davon,
welches Element von Bob gefirbt wurde, kann Alice aufgrund der Symmetrie
des Graphen durch Verschiebung und Neunummerierung der Knoten, sowie
anschliefsender Farbung eines Elements, einen der beiden folgenden Spielstén-
de herstellen, und Bob ist am Zug:
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1. Bob hat einen Knoten vom Grad 2 oder die Kante (v, v9) gefiirbt.

Vo V1

o

V3 Va

Abbildung 2.27: Kanten, deren Farbung nur 4 oder weniger Einschran-
kungen unterliegen, sind strichliert dargestellt.
Knoten, deren Farbung nur 4 oder weniger Einschran-
kungen unterliegen, sind als Ringe dargestellt.
Die so markierten Knoten und Kanten kénnen somit im
restlichen Spielverlauf immer giiltig gefirbt werden.

Offensichtlich hat Alice das Spiel gewonnen, sobald der Knoten v3 eben-
falls mit blau gefarbt wurde. Da jedoch Bob am Zug ist, kann er das
verhindern, indem er diesen Knoten mit einer anderen Farbe firbt. Ali-
ce kontert, indem sie die Kante (vg,v;) ebenfalls mit der eben von Bob
verwendeten Farbe férbt.

Vo Vi

) >

V3 v,
Abbildung 2.28

Nun hat Bob folgende Moglichkeiten:

e Bob firbt die Kante (vg,v3) oder (vy,v9): Alice farbt die jeweils
andere mit derselben Farbe. Nun unterliegt jedes noch ungeférbte
Element mit Ausnahme des Knotens vy nur noch 4 oder weniger
Einschriankungen. Bob muss nun ein weiteres Element mit einer
vierten Farbe fiarben. Fillt seine Wahl auf den Knoten vy, so hat
Alice bereits gewonnen. Ansonsten farbt Alice in ihrem Zug den
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Knoten v, mit der fiinften Farbe, und gewinnt das Spiel.

e Bob farbt den Knoten v,: Alice farbt die Kante (v, v3) mit dersel-
ben Farbe, und da nun die Farbung jedes noch ungefirbten Ele-
ments 4 oder weniger Einschrankungen unterliegt, hat Alice das
Spiel gewonnen.

e Bob firbt den Knoten vy oder die Kante (v, v3): Alice farbt das je-
weils andere Element mit derselben Farbe, und da nun die Farbung
jedes noch ungefirbten Elements vier oder weniger Einschrankun-
gen unterliegt, hat Alice das Spiel gewonnen.

2. Bob hat einen Knoten vom Grad 3 oder eine Aufenkante geférbt.

.,V 0 + Vi
*

b3
) +
V3 Va2

Abbildung 2.29

Auf Bob’s folgenden Zug kontert Alice, indem sie das zweite Element,
welches mit demselben Symbol markiert ist, mit der gerade von Bob
verwendeten Farbe farbt. Wurde von Bob die Kante (vg, v2) geférbt, so
farbt Alice den Knoten vs mit derselben Farbe.

e Wurden die mit x oder + markierten Elemente gefiarbt, so hat Alice
bereits gewonnen.

e Wurden die mit x markierten Elemente gefarbt, so unterliegt jedes
noch ungefirbte Element mit Ausnahme des Knotens v, maximal
4 Finschrinkungen. Bob muss nun ein weiteres Element mit einer
dritten Farbe farben. Fillt seine Wahl auf den Knoten vs, so hat
Alice bereits gewonnen. Ansonsten firbt Alice in ihrem Zug den
Knoten v, mit der vierten Farbe, und gewinnt das Spiel.

e Wurden die mit ~ markierten Elemente gefirbt, so muss Bob in sei-
nem Zug den Knoten v; mit einer dritten Farbe firben. Ansonsten
kann Alice diesen Knoten ebenfalls mit der zweiten Farbe farben,
wodurch fiir die Farbung aller verbleibenden Elemente nur noch
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maximal 4 Einschrinkungen bestehen wiirden, und Bob somit ver-
loren hétte. Alice kontert, indem sie die Kante (vg, v3) mit derselben
Farbe fiarbt. Jetzt liegt folgende Situation vor:

Vo V1

V3 7
Abbildung 2.30

Es kann nur noch die Kante (vq,vy) gefihrlich werden. Wird diese
Kante im n#chsten Zug von Bob gefiarbt, so hat Alice gewonnen.
Entscheidet sich Bob fiir ein anderes Element, so kann Alice diese
Kante mit der fiinften Farbe firben, und gewinnt wiederum das
Spiel. ]

Satz 2.4.14. x;(G) = 5 unabhingig davon, ob Bob oder Alice das Spiel be-

ginnt.

Beweis. Dies folgt direkt aus den Lemmata 2.4.11, 2.4.12 und 2.4.13. [
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2.5 Die totalspielchromatische Zahl eines Baumes

In diesem Abschnitt werden wir zwei Untergruppen der Badume ndher unter-
suchen. Namentlich sind dies Raupen und Hummer.

Fiir die spielchromatische Zahl von Wéldern Gy konnte bereits x,(Gw) < 4
gezeigt werden. Zu diesem Resultat gelangten Ulrich Faigle et al. [FKKT93]
im Jahr 1993.

Der spielchromatische Index von Bdumen G'g wurde bis dato noch nicht exakt
bestimmt. Leizhen Cai und Xuding Zhu [CZ01] konnten jedoch 2001 bewei-
sen, dass fiir Walder Gy x'(Gw) < A(Gw) + 2 gilt. Im Jahr 2002 haben
Peter Erdos et al. [EFHKO02]® gezeigt, dass fiir Walder Gy mit A(Gy) > 6
X'(Gw) < A(Gw) + 1 gilt. Ein Jahr spiter wurde von Dominique Andres
|And03| bewiesen, dass diese Schranke auch fiir Gy mit A(Gy) < 3 gilt, und
2006 konnte diese Schranke von Dominique Andres [And06a| auch fiir Wilder
Gw mit A(Gw) = 5 bewiesen werden.

Fiir unsere Untersuchungen der totalspielchromatischen Zahl bestimmen wir
zunachst die totalchromatische Zahl eines beliebigen Baumes.

Definition 2.5.1. Knotenbezeichnung, Wurzel, Knoten und Kanten
l-ter Ebene

e Wir wihlen einen beliebigen Knoten, und bezeichnen diesen als Wurzel
V1.

e Alle zur Wurzel adjazenten Knoten erhalten einen Doppelindex. Der
erste Index ist gleich dem der Wurzel. Der zweite Index wird durchnum-

meriert (vy1,...,01,, ). Diese Knoten werden auch Knoten erster Ebene
genannt. Die Kanten (v, vy ;) werden als Kanten erster Ebene bezeich-
net.

e Die zu den Knoten der (I — 1)-ten Ebene adjazenten Knoten (welche
bisher noch nicht bezeichnet wurden), erhalten einen Mehrfachindex mit
(I + 1) Stellen. Die ersten [ Stellen des Index sind gleich dem Index des
adjazenten Knotens der (I—1)-ten Ebene. Die letzte Stelle des Index wird
wiederum durchnummeriert. Wir nennen diese Knoten v;, _; ; Knoten
I-ter Ebene, und die Kanten (v, ;v 4,.;) Kanten I-ter Ebene.

.....

e Die Ebenen sind mit 1,...,n nummeriert.

®Dieser Artikel wurde 2004 verdffentlicht: [EFHKO04]
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Vi

1,1 Vi,i, Vi,n,

\ V.

Vi,1,1 Vi, 0 W V0, VLt Vi, Liyng, 4 % V,n,1 Vingi, 1,000,

Abbildung 2.31: grafische Veranschaulichung
Satz 2.5.2. Fiir einen Baum G mit A(G) > 2 gilt: X"(G) = A(G) +1

Beweis. Es seien ein zunichst génzlich ungefarbter Baum G sowie A(G) +1
Farben gegeben. Wir konstruieren eine giiltige Féarbung wie folgt:

1. Wir farben die Wurzel mit einer beliebigen Farbe, und setzen [ := 1.

2. Die Kanten der [-ten Ebene werden gefirbt. Dies ist moglich, da die Far-
bung dieser Kanten zu diesem Zeitpunkt nur maximal A(G) Einschrin-
kungen unterliegt (1 Einschrankung aufgrund des inzidenten Knotens in
der (I — 1)-ten Ebene, und maximal A(G) — 1 Einschrinkungen durch
adjazente Kanten in der [-ten sowie (I — 1)-ten Ebene).

3. Die Knoten der [-ten Ebene werden gefarbt. Dies ist moglich, da die
Féarbung dieser Knoten zu diesem Zeitpunkt nur 2 Einschrankungen un-
terliegt (1 Einschrankung aufgrund des adjazenten Knotens in der (I—1)-
ten Ebene und 1 Einschrinkung aufgrund der inzidenten Kante in der
I-ten Ebene). Falls | < n setzen wir anschliefend [ := [+ 1, und springen
erneut zum Punkt 2.

Nach endlich vielen Schritten gelangen wir so zu einem mit A(G) + 1 Farben
giiltig gefirbten Baum. m

2.5.1 Raupen

Wir werden zeigen, dass fiir die totalspielchromatische Zahl x| (G) einer Raupe
G mit A(G) > 7 gilt, dass x; (G) = A(G)+1. Dies bewerkstelligen wir in drei
Schritten. Zunéchst filhren wir einige Begriffsdefinitionen ein. Anschliefsend
beweisen wir, dass A(G) +1 < x3(G) < A(G) + 2 fiir Raupen mit A(G) > 6,
und schlieflich bestimmen wir die totalspielchromatische Zahl fiir Raupen mit
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2.5 Die totalspielchromatische Zahl eines Baumes
A(G) > T exakt.
Raupen mit A(G) < 5 werden im Anschluss betrachtet.
Beobachtung 2.5.3. Fir eine Raupe G mit A(G) > 2 gilt:
A(G) +1 < x(G) <2A(G) +1

Beweis. Dies folgt sofort mit Satz 2.5.2 aufgrund der trivialen Schranken
der totalspielchromatischen Zahl. O

Definition 2.5.4. Knotenbezeichnung
Um die folgende Beweisfiihrung zu erleichtern, wéhlen wir eine von Definiti-
on 2.5.1 verschiedene Knotenbezeichnung.

e Die Knoten des zentralen Pfades werden durchnummeriert.

e Die restlichen Knoten erhalten einen Doppelindex. Der erste Index ist
gleich der Nummer des adjazenten Knotens, welcher ein Element des
zentralen Pfades ist. Der zweite Index wird wiederum durchnummeriert.

Definition 2.5.5. Pendel
Kanten (v;,v; ;) inklusive den inzidenten Bldttern v; ; bezeichnen wir im Fol-
genden als Pendel.

Vh+1

TINNINTTN

Vit V12 Vint Vi V32 V3n_3|Vn-3,1 Vn-3,2 Va-3,n (n-3) Vn,n_n

Abbildung 2.32: grafische Veranschaulichung - Pendel sind rot dargestellt.

Lemma 2.5.6. Fir eine Raupe G mit A(G) > 6 gilt:
A(G) +1 < x(G) SAG) +2

Beweis. Um diese Aussage zu beweisen, zeigen wir, dass Alice eine Gewinn-
strategie mit A(G) + 2 Farben hat.

Offenbar existieren fiir die Farbung von Knoten v; ; maximal 2 und fiir die
Féarbung von Kanten (v;,v; ;) nur maximal A(G) + 1 Einschrankungen. Das
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2 Die totalspielchromatische Zahl einiger Graphenklassen

bedeutet, Alice hat eine Gewinnstrategie mit A(G) + 2 Farben, wenn sie es
schafft, alle Elemente des zentralen Pfades mit A(G) + 2 Farben giiltig zu
farben.

Hierzu verwendet sie folgende Strategie bis alle Elemente des zentralen Pfades
gefiarbt wurden:

(*) e Bob firbt ein Element des zentralen Pfades: Alice kontert, indem sie ein
weiteres Element des zentralen Pfades mit beliebiger Farbe fiarbt.

(**) e Bob firbt eine Kante (v;,v;;) oder einen Knoten v; ;. Alice priift der
Reihe nach, ob folgende Elemente bereits gefarbt wurden:

1. die Kante (v;_1,v;)
2. die Kante (v;, v;11)
3. der Knoten v,

Das hiervon erste ungefirbte Element, wird von Alice mit einer giiltigen
Farbe gefarbt.

(**%) Sind alle drei Elemente bereits gefirbt, so farbt Alice ein beliebiges an-
deres Element des zentralen Pfades mit einer giiltigen Farbe.

Anmerkungen:

1. Kann Alice kein Element des zentralen Pfades farben, da bereits alle
Elemente gefirbt wurden, so farbt Alice ein beliebiges anderes Element
mit beliebiger Farbe.

2. Eroffnet Alice das Spiel, so farbt sie ein beliebiges Element des zentralen
Pfades.

Mit dieser Strategie kann jedes Element des zentralen Pfades giiltig gefarbt
werden, wenn mindestens 8 Farben gegeben sind:

e Fiir einen Knoten v; gibt es maximal 7 Einschrankungen:
Die Féarbung der Knoten v;_1, v;11, sowie der Kanten (v;_1,v;), (v, viy1).
Desweiteren sind maximal 3 Elemente der zu v; inzidenten Pendel ge-
farbt, da Alice ausschlieflich Elemente des zentralen Pfades farbt, und
der Knoten v; spitestens dann gefarbt wird, wenn Bob das dritte Ele-
ment der hierzu inzidenten Pendel farbt (siche (**)).

62
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e Fiir eine Kante (v, v;41) gibt es maximal 6 Einschrankungen:
Die Farbung der Knoten v;, v; 41, sowie die Farbung der Kanten (v;_1, v;),
(Vit1, Vir2). Desweiteren sind aufgrund der Spielweise von Alice (siehe
(**)) insgesamt maximal 2 Elemente der zu v; und v;;, inzidenten Pendel
gefirbt.

Da Alice mit der beschriebenen Strategie mindestens 8 Farben benétigt, um die
Elemente des zentralen Pfades zu farben, stellen wir im Lemma die Forderung
A(G) = 6, und haben insgesamt gezeigt, dass A(G)+1 < x7(G) < A(G)+2.0

Satz 2.5.7. Fir eine Raupe G mit A(G) > 7 gilt x;(G) = A(G) + 1.

Beweis. Grundsitzlich konnen wir eine Raupe als Verkettung von Sternen
sehen, deren Mittelpunkte die Knoten v; des zentralen Pfades sind. Dabei
iiberlappen sich die Sterne an den Kanten entlang des zentralen Pfades, was
fiir unsere weitere Betrachtung aber nicht von Bedeutung ist.

Sobald der Mittelpunkt v; eines Sterns gefiarbt ist, konnen die restlichen Ele-
mente des Sterns, welche nicht auf dem zentralen Pfad liegen, immer mit ma-
ximal d¢(v;) + 2 Farben gefiarbt werden. Um diesen Satz zu beweisen, miissen
wir zeigen, dass Alice es schafft, die Sterne mit maximal A(G) + 1 Farben zu
farben.

Alice nutzt die in Lemma 2.5.6 beschriebene Strategie, um die Elemente ent-
lang des Pfades mit maximal 8 Farben firben zu kénnen. Trivialerweise sind
dann alle Sterne mit dg(v;) < A(G)—1 mit A(G)+1 Farben fiarbbar. Um auch
die Sterne mit dg(v;) = A(G) mit nur A(G) + 1 Farben farben zu kénnen,
modifiziert Alice die Strategie von Lemma 2.5.6 in (***) wie folgt:

Sind in (***) bereits alle drei Elemente (v;_1, v;), (v;, v;11) sowie v; entlang des
zentralen Pfades geférbt, so betrachten wir den zugehoérigen Stern mit Mittel-
punkt v; von diesem Zeitpunkt an als eigenstdndiges Spielfeld. Dabei entfernen
wir vom betrachteten Stern die Knoten v;_1, v;11, da sie auf die Farbung der
restlichen Elemente des Sterns keine Auswirkung haben, und die Farbung die-
ser beiden Knoten bereits durch die Strategie in Lemma 2.5.6 abgedeckt wird.
Alice spielt (sofern moglich) grundsétzlich immer in dem Stern, in dem Bob
im vorangegangenen Zug gespielt hat.

Aufgrund der Spielweise von Alice sind zum Zeitpunkt, in dem ein Stern als
eigenstiandiges Spielfeld herausgelost wird, nach Bob’s Antwortzug maximal
4 Elemente der zu v; inzidenten Pendel von Bob gefdrbt worden. Gleichzeitig
hat ein Stern mit dg(v;) = A(G) nach Voraussetzung mindestens 7 Kanten,
also mindestens 5 Pendel. Es gibt somit mindestens ein Pendel, welches noch
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ginzlich ungefarbt ist. Da fiir die Farbung von Blattern immer nur maximal
2 Einschrinkungen existieren, miissen wir nur sicherstellen, dass die Kanten
des Sterns mit A(G) + 1 Farben geféirbt werden kénnen. Nun gilt es noch zu
filtern, welche Pendel im weiteren Spielverlauf Alice gefdhrlich werden kon-
nen. Pendel, deren Kante bereits gefarbt wurde, konnen nicht mehr gefahrlich
werden. Bléatter, die mit einer Farbe gefarbt wurden, welche bereits fiir eine
Kante verwendet wurden, stellen ebenfalls keine Gefahr dar. Somit sind nur
Pendel kritisch, deren Kante noch nicht gefarbt wurde, wihrend das Blatt mit
einer Farbe gefarbt wurde, welche noch fiir keine Kante des Sterns verwendet
wurde.

Betrachtet man ausschliefslich die kritischen Pendel, so findet Alice nach dem
Zug von Bob eine der folgenden Situationen vor. Zusétzlich existiert noch min-
destens eine ungefirbte Kante k eines Pendels, wessen Blatt noch nicht gefirbt
wurde, oder mit einer Farbe gefarbt wurde, welche bereits fiir eine Kante ver-
wendet wurde. Solche Kanten bezeichnen wir als rettende Kanten.

©) ©) ® ® ®

z k z k z k z k z Kk

S e, S, 9
Abbildung 2.33

Alice kontert darauf folgendermafen:

Fall 1: Alice farbt die Kante k blau.

Fall 2-5:  Alice firbt die Kante (z,d) blau.

Fall 6: Alice farbt die Kante k blau.

Fall 7-8:  Alice fiarbt die Kante (z,¢) blau.

Fall 9: Alice farbt die Kante k blau.

Fall 10:  Alice farbt die Kante (z,b) blau.
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Fall 11: Alice farbt die Kante &k blau.

Fall 12: Es gibt im betrachteten Stern kein kritisches Pendel (dieser Fall
ist in der Grafik nicht dargestellt).
Wenn es noch ein ungefarbtes Pendel gibt, farbt Alice das Blatt
davon mit einer Farbe, welche bereits fiir eine Kante verwendet
wurde. Ansonsten fiarbt Alice ein beliebiges Element des Sterns
mit beliebiger Farbe. Gibt es im Stern kein ungefirbtes Element
mehr, so farbt Alice ein Element des zentralen Pfades. Sind im
zentralen Pfad bereits alle Elemente gefarbt, so betrachtet Alice
einen beliebigen anderen Stern gemifs (****).

Anmerkung zu Fall 1 bis 10: Nach diesem Zug von Alice gibt es im Stern
maximal 2 kritische Pendel und gleichzeitig mindestens 2 rettende Kanten.
Bob kann in einem weiteren Zug entweder die Anzahl der kritischen Pendel
um eins erhohen, die Anzahl der rettenden Kanten um eins reduzieren, oder
einen neutralen Zug machen, welcher sowohl die Anzahl der kritischen Pendel,
als auch der rettenden Kanten nicht verdndert. Deshalb kann Alice nach einem
weiteren Zug von Bob erneut nach (****) vorgehen.

Nach dem Zug von Alice im Fall 11 gibt es keine kritischen Pendel mehr, aber
mindestens eine rettende Kante. Erzeugt Bob in seinem Zug ein kritisches

(****) vorgehen. Erzeugt Bob
>|<>|<>|<>|<)

Pendel, so kann Alice erneut nach Fall 11 in
in seinem Zug kein kritisches Pendel, so kann Alice nach Fall 12 in (
vorgehen.

Nach dem Zug von Alice im Fall 12 gibt es folgende Moglichkeiten:

e Es gibt keine kritischen Pendel und zusétzlich mindestens eine retten-
de Kante. Erzeugt Bob in seinem néchsten Zug ein kritisches Pendel,

so kontert Alice gemif Fall 11 in (****), andernfalls geméf Fall 12 in
(****).

e Hat Alice in ihrem letzten Zug keine rettende Kante erzeugt, so sind
bereits alle Pendel des Sterns zumindest teilweise gefdarbt. Insbesondere
gibt es auch keine kritischen Pendel mehr, und Bob kann in seinem Zug
auch keine neuen erzeugen. Unabhéngig von Bob’s Antwortzug kann
Alice also erneut nach Fall 12 in (****) vorgehen. An diesem Punkt
kann Bob bereits nicht mehr verhindern, dass der betrachtete Stern mit
A(G) + 1 Farben giiltig gefdrbt wird.

Somit wurde gezeigt, dass Alice nach jedem Zug von Bob die Strategie in
(****) anwenden, und die Anzahl der kritischen Pendel stets reduzieren kann.
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Dass die wiederholte Anwendung von (****) alle kritischen Pendel beseitigt
und letztenendens zu einem vollstindig gefdrbten Stern fiihrt, kann man sich
leicht klarmachen. Nach spétestens dreimaligem Eintreffen eines Falles 1 bis
10 hat Alice alle kritischen Pendel entschérft, da sie in diesen Féllen in je-
dem ihrer Ziige mindestens 2 kritische Pendel beseitigt, aber Bob in seinem
Antwortzug maximal ein neues kritisches Pendel erzeugen kann. Sind erstmals
alle kritischen Pendel beseitigt, so treffen im betrachteten Stern nach Bob’s
Ziigen nur mehr die Félle 11 und 12 ein, und da es nur endlich viele Pendel
gibt, gelangen wir hiermit letztlich zu einem vollstindig und giiltig gefarbten
Stern.

Generell verfolgt Alice nach jedem Zug von Bob zunéchst die im Beweis von
Lemma 2.5.6 beschriebene Strategie. Gelangt sie dabei zum Punkt (*), und
kann kein Element des zentralen Pfades mehr firben, da dieser bereits voll-
standig gefiarbt wurde, so betrachtet Alice einen beliebigen Stern, und farbt
davon ein Element gemif (****). Gelangt Alice mit der Strategie aus dem
Beweis von Lemma 2.5.6 zum Punkt (***), so verfihrt sie ebenfalls geméf
Nach endlich vielen Ziigen kénnen so alle Elemente des Graphen mit A(G)+1
Farben giiltig gefarbt werden. m

Folgerung 2.5.8. Flir eine Raupe G mit A(G) =5 gilt 6 < x3(G) < 8.
Fiir eine Raupe G mit A(G) =4 gilt 5 < x5(G) < 8.
Fiir eine Raupe G mit A(G) =3 gilt 4 < x5(G) < 7.

Beweis. Die oberen Schranken in den Fallen A(G) = 4 und A(G) = 5 folgen
sofort mit dem Beweis aus Lemma 2.5.6. Simtliche unteren Schranken sind die
trivialen Schranken der totalspielchromatischen Zahl. Die obere Schranke im
Fall A(G) = 3 ist die triviale obere Schranke fiir die totalspielchromatische
Zahl. O]

2.5.2 Hummer

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass fiir die totalspielchromatische
Zahl eines Hummers G gilt, dass A(G) +1 < x3(G) < A(G) + 4.

Beobachtung 2.5.9. Fir einen Hummer G mit A(G) > 2 gilt:
A(G) +1 < ) (G) <2A(G) +1

Beweis. Dies folgt mit Satz 2.5.2 sofort aufgrund der trivialen Schranken
der totalspielchromatischen Zahl. O]
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Fiir unsere Untersuchungen miissen wir zunéchst einige Begriffe einfiihren.

Definition 2.5.10. Knotenbezeichnung, Knoten und Kanten der ers-
ten/zweiten Ebene

Wir wiahlen eine dhnliche Knotenbezeichnung wie bei den Raupen in Definiti-
on 2.5.4.

e Die Knoten des zentralen Pfades werden durchnummeriert.

e Die zu den Knoten des zentralen Pfades adjazenten Knoten erhalten
einen Doppelindex. Der erste Index ist gleich der Nummer des adjazenten
Knotens, welcher ein Element des zentralen Pfades ist. Der zweite Index
wird wiederum durchnummeriert. Wir nennen diese Knoten v; ; Knoten
erster Ebene und die Kanten (v;,v; ;) Kanten erster Ebene.

e Die restlichen Knoten sind Blitter, und erhalten einen Dreifach-Index.
Die ersten beiden Indizes sind gleich dem Doppelindex des adjazenten
Knotens. Der dritte Index wird durchnummeriert. Die Blatter nennen wir
auch Knoten zweiter Ebene, und die inzidenten Kanten Kanten zweiter
Ebene.

Definition 2.5.11. Pendel
Ein Blatt v; j; inklusive der dazu inzidenten Kante (v; ;,v; ;) bezeichnen wir
als Pendel.

Vo Vi \F) V3 Vq Vn-3 Vh-2 Vh-1 Vn Vn+1
V3,n_3
V 2 vn,l
/l\vmlval V3,2 /l\xal h-3,2 Vn-3,n_(n-3) :‘ Vn2 Vnnon
1
Vi21 V12,2 Vign 12y o™ Van 32 Vanian (303 Vo1,1 Yn,1,2 Vn,1,n_{n,1)

Abbildung 2.34: grafische Veranschaulichung - Pendel sind rot dargestellt.

Nun kdnnen wir eine obere Schranke fiir die totalspielchromatische Zahl x} (G)
eines Hummers G angeben.

Lemma 2.5.12. Fir einen Hummer G mit A(G) > 4 gilt
A(G)+1 < x;(G) S A(G) +4
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2 Die totalspielchromatische Zahl einiger Graphenklassen

Beweis. Um diese Aussage zu beweisen, zeigen wir, dass Alice eine Gewinn-
strategie mit A(G) + 4 Farben hat.

Offenbar gibt es fiir die Farbung von Knoten zweiter Ebene v; ;; maximal 2 und
fir die Férbung von Kanten zweiter Ebene (v; ;,v; ;) nur maximal A(G) + 1
Einschriankungen. Das bedeutet, Alice hat eine Gewinnstrategie mit A(G) +4
Farben, wenn sie es schafft, alle Elemente des zentralen Pfades, sowie der ers-
ten Ebene mit A(G) + 4 Farben giiltig zu farben.

Hierzu verwendet sie folgende Strategie bis alle Elemente des zentralen Pfades,
sowie der ersten Ebene gefarbt wurden:

e Bob firbt ein Element des zentralen Pfades: Alice kontert, indem sie ein
weiteres Element des zentralen Pfades mit beliebiger Farbe farbt.

e Bob firbt eine Kante (v;, v; ;) oder einen Knoten v; ; erster Ebene. Alice
(*) priift der Reihe nach, ob folgende Elemente bereits gefarbt wurden:
1. die Kante (v;_1,v;)
2. die Kante (v;,v;41)
3. der Knoten v;
Das hiervon erste ungefiarbte Element, wird von Alice mit einer giiltigen

Farbe gefarbt.

e Bob firbt eine Kante (v; j,v;;;) oder einen Knoten v; j; zweiter Ebene.
Alice sieht sich die zum Knoten v;; inzidenten Pendel an, und zdhlt
nach, wieviele Elemente dieser Pendel bereits gefarbt wurden.

— Es wurde erst ein Element gefirbt: Alice kontert wie in (*).

— Es wurden bereits zwei Elemente gefiarbt: Alice farbt die Kante
(v;,v;,;) mit einer giiltigen Farbe.

— Es wurden drei Elemente gefirbt: Alice kontert wie in (*).

— Es wurden vier Elemente gefdarbt: Alice farbt den Knoten v; ;.
Anmerkungen:

1. Kann Alice in irgendeinem Punkt ihren Zug nicht durchfiihren, da das
genannte Element bereits im bisherigen Spielverlauf gefirbt wurde, so
geht sie folgendermafen vor: Alice farbt ein beliebiges Element des zen-
tralen Pfades mit einer beliebigen Farbe. Wurden bereits alle gefarbt, so
farbt Alice ein beliebiges Element der ersten Ebene mit beliebiger Farbe.
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2.5 Die totalspielchromatische Zahl eines Baumes

Wurden diese ebenfalls bereits alle gefarbt, so farbt Alice ein beliebiges
Element der zweiten Ebene mit beliebiger Farbe.

2. Eroffnet Alice das Spiel, so fiarbt sie ein beliebiges Element des zentralen
Pfades.

Mit dieser Strategie kann jedes Element des zentralen Pfades, sowie der ersten
Ebene mit A(G) + 4 Farben giiltig gefirbt werden:

e Fiir einen Knoten des zentralen Pfades v; gibt es maximal 7 Einschrén-
kungen: Die Férbung der Knoten v;_1, v;11, sowie der Kanten (v;_1, v;),
(vi, vir1). Desweiteren sind maximal 3 zu v; adjazente oder inzidente
Elemente gefarbt, da Alice durch ihre Spielweise spatestens beim 3. ge-
farbten Element den Knoten v; farbt.

e Fiir eine Kante (v;,v;41) des zentralen Pfades gibt es maximal 6 Ein-
schrankungen: Die Farbung der Knoten v;, v;,1, sowie die Farbung der
Kanten (v;_1,v;), (Vi11,vir2). Desweiteren sind aufgrund der Spielweise
von Alice insgesamt maximal 2 der zu v; und v;;; adjazenten oder in-
zidenten Elementen geférbt, da Alice spétestens beim 2. gefiarbten Ele-
ment, die Kante (v;, v;41) farbt.

e [Miir einen Knoten v; ; erster Ebene gibt es maximal 6 Einschrankungen:
Die Farbung des Knotens v;, sowie der Kante (v;,v; ;). Desweiteren sind
aufgrund der Spielweise von Alice maximal 4 Elemente der zu v; ; inzi-
denten Pendel gefiarbt, da Alice spétestens beim 4. gefirbten Element
den Knoten v; ; farbt.

e I'iir eine Kante (v;, v; ;) gibt es maximal A(G) + 3 Einschrénkungen: Die
Féarbung aller anderen A(G) — 1 zu v; inzidenten Kanten. Die Féarbung
der Knoten v; und wv; ;. Desweiteren sind aufgrund der Spielweise von
Alice maximal 2 Elemente der zu v; ; inzidenten Pendel geférbt.

Da Alice mit der beschriebenen Strategie mindestens 8 Farben benotigt, um
die Elemente des zentralen Pfades, sowie der ersten Ebene zu fiarben, stellen
wir im Satz die Forderung A(G) > 4, und haben insgesamt gezeigt, dass
A(G) +1 < x(G) < A(G) + 4. O

Beobachtung 2.5.13. Fir einen Hummer G mit A(G) = 3 gilt:

4<x,(G) <7
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2 Die totalspielchromatische Zahl einiger Graphenklassen

Beweis. Dies folgt aus den trivialen Schranken der totalspielchromatischen
Zahl und Beobachtung 2.5.9. [

Satz 2.5.14. A(G)+1 < x;(G) < A(G) +4 unabhingig davon, ob Bob oder
Alice das Spiel beginnt.

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 2.5.12 und Beobachtung 2.5.13. O]
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3 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde die totalspielchromatische Zahl einiger Graphenklassen
untersucht. In Kapitel 2.1 wurde gezeigt, dass fiir einen Kreis C), mit n Knoten
Xrtice(Cn) = 5 fiir n > 3 und 4 < x§,,(Cn) < 5 fiir n > 4 gilt. Die in
Lemma 2.1.10 fiir Bob beschriebene Gewinnstrategie bei 4 gegebenen Farben
schligt aus mehreren Griinden fehl, wenn er das Spiel selbst beginnt. Der
hinderlichste davon ist, dass er den Er6ffnungszug von Alice verwendet, um
eine Gewinnsituation wie in Beobachtung 2.1.6 Gewinnstrategie 4 und 5 zu
konstruieren. Das bedeutet insbesondere, dass er bei entsprechender Spielweise
von Alice einen Zug mehr bendétigt, um eine Gewinnsituation konstruieren zu
konnen. Die Frage ist nun, ob Alice diese Verzdgerung zu ihrem Vorteil nutzen
kann, und eine Gewinnstrategie auf dem C,, bei 4 gegebenen Farben hat, wenn
Bob das Spiel beginnt.

Offene Frage 1. Fiir welche n > 4 gilt x'5,,(Cy) = 4 und fiir welche
X%ob(Cn) =57

Auch fiir Pfade wurde die totalspielchromatische Zahl in dieser Arbeit nicht
bestimmt. Man kann sich leicht iiberlegen, dass fiir Pfade P, (mit grokem
n) 4 < X/g/(Pn) < 5 gilt. Obwohl sich der Pfad P, gegeniiber dem Kreis C,
nur durch das Fehlen einer Kante unterscheidet, kann auch in diesem Fall
die fiir Kreise in Lemma 2.1.10 beschriebene Gewinnstrategie nicht auf Pfade
iibertragen werden, da dort die zyklische Eigenschaft des Kreises verwendet
wird.

Offene Frage 2. Wie lautet die totalspielchromatische Zahl x;;(P,) von Pfa-
den P, ?

Desweiteren konnten wir in Kapitel 2.2 zeigen, dass fiir Sterne S, mit n > 3 die
totalspielchromatische Zahl, unabhingig davon, ob Alice oder Bob das Spiel
beginnt, gleich n 4 1 ist.

In Kapitel 2.3 haben wir fiir Rdder W, mit n > 5 bewiesen, dass fiir die
totalspielchromatische Zahl n + 1 < x7(W,) < n + 2 gilt. Dies fiihrt uns zur
nachsten Frage.
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3 Zusammenfassung und Ausblick

Offene Frage 3. FEs sei W, ein Rad mit n > 5. Was sind die exakten Werte
vomn Xleice(Wn) UTLd Xll/?ob(Wn) ?

Offensichtlich ist W3 = K4, wofiir wir die totalspielchromatische Zahl bereits
in Kapitel 2.4 bestimmt haben, ndmlich x/{;;..(W3) = 6 und x},,,(W3) = 5. Die
totalspielchromatische Zahl des Rades W, wurde bisher noch nicht bestimmt.

Offene Frage 4. Wie lautet die totalspielchromatische Zahl x3(Wy) des Ra-
des W4 ?

In Kapitel 2.4 konnten wir die untere Schranke der totalspielchromatischen
Zahl von vollstandigen Graphen K, leicht anheben, und haben gezeigt, dass
Xy(Kn) > n+ 1 fiir n > 5 gilt. Eine genauere Bestimmung der totalspielchro-
matischen Zahl steht noch aus.

Offene Frage 5. Wie lautet die totalspielchromatische Zahl x;(K.,,) von voll-
stindigen Graphen K, mitn > 5%

Ebenfalls in Kapitel 2.4 haben wir gezeigt, dass fiir den Graph K, — e, welcher
aus dem K durch Entfernen einer Kante e entsteht, X;’(K4 —e) =5 gilt.

In Kapitel 2.5 haben wir die totalchromatische Zahl fiir Biume G g bestimmt
(X"(Gg) = A(Gg) + 1), und im Anschluss gezeigt, dass fiir Raupen G mit
A(GRr) 27 x;(Gr) = A(Ggr) + 1 gilt. Fiir Raupen G mit A(Gg) = 6 haben

wir A(Ggr) +1 < x5 (Gr) < A(GR) + 2 ermittelt.

Offene Frage 6. Welchen Wert hat die totalspielchromatische Zahl x;(Gr)
von Raupen Gr mit A(Ggr) < 67

Zuletzt haben wir fiir Hummer Gp die totalspielchromatische Zahl einge-
schrinkt. Es gilt A(Gy) +1 < x)(Gu) < A(Gy) + 4.

Offene Frage 7. Wie lautet die totalspielchromatische Zahl von Hummern
Gu?

Zur besseren Ubersicht findet sich im Anhang eine Tabelle, welche alle in die-
ser Arbeit erzielten Resultate zusammenfasst. Betrachtet man diese Tabelle,
so kann man feststellen, dass es fiir Alice sowohl Vorteil als auch Nachteil sein
kann, wenn sie das Spiel eréffnet. Es existieren zum einen Graphen G fiir wel-
che Xaice(G) < XBop(G) gilt, und zum anderen auch Graphen H fiir welche

Xllglice(H> > X%ob(H) gilt.
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Im Weiteren wurden in dieser Arbeit nur zusammenhéngende Graphen unter-
sucht. Es stellt sich die Frage, inwiefern sich die totalspielchromatischen Zahlen
einzelner Komponenten auf den gesamten Graph auswirken. Man kénnte an-
nehmen, dass fiir einen Graph G, der aus mehreren Komponenten Gy, ..., G,
besteht, fiir ein bestimmtes g € {Alice, Bob} gilt, dass die totalspielchromati-
sche Zahl x/(G) = max {x/(G1),...,x)(Gyn)} ist. Dass dies nicht der Fall ist,
kann man sich leicht klarmachen, indem man beispielsweise den Graph G ana-
lysiert, welcher aus dem vollstindigen Graph K5 und einem isolierten Knoten v
besteht. Dann gilt x/x;.o(K3) = 5 und X% (H) = 1, wobei H := ({v},0). Er-
offnet aber Alice das Spiel, und firbt den Knoten v, so ist Bob gezwungen, den
ersten Zug auf der Komponente K3 zu machen. Somit hat Alice eine Gewinn-

strategie mit 3 Farben, und es ist xj(G) = 3 # 5 = max {X’g’(Kn),X;’(H)}.

Offene Frage 8. Fsseien Gq,...,G, die einzelnen Komponenten eines Gra-
phen G. Wie korrelieren die totalspielchromatischen Zahlen der einzelnen Kom-
ponenten mit der totalspielchromatischen Zahl des Graphen G ¥

Ebenso stellt sich die Frage, ob man aufgrund von Bestandteilen G C H
eines Graphen H Riickschliisse auf die totalspielchromatische Zahl x7(H) des
gesamten Graphen H ziehen kann.

Offene Frage 9. Glibt es ,jinteressante” Klassen' G von Graphen, sodass fiir
alle G,He G mit GCH

Xg(G) < xg(H)
qilt?

Auch folgende leicht abgewandelte Form dieser Fragestellung ist von groffem
Interesse.

Offene Frage 10. Welche Eigenschaften miissen G und/oder H haben, so-
dass gilt:

G C H = xy(G) < xy(H)

Eventuell ist es auch moglich, die obere Schranke der totalspielchromatischen
Zahl fiir einen allgemeinen Graphen zu verbessern.

! Interessant“ sind bspw. Klassen, deren Reprisentanten gemeinsame Struktureigenschaf-
ten haben.
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3 Zusammenfassung und Ausblick

Offene Frage 11. Gibt es Konstanten z € R und k € N, sodass
Xg(G) < z-X"(G) +k
fur alle Graphen G?

Weitere offene Probleme sind natiirlich die Bestimmung der totalspielchroma-
tischen Zahl von anderen komplizierteren Graphenklassen wie z.B. von plana-
ren oder bipartiten Graphen sowie von Wiéldern.
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Anhang

Diese Tabelle enthélt alle, in dieser Arbeit erzielten, Resultate.

Graphenklasse

Resultate

Kreise C),

X'atice(Cr) = 5 fiir n > 3

4§X;’(Cn)§5fiirn24

XBob(C3) = 3

Sterne S,

Xy(Sn) =n+1fiirn >3

Xy(51) =3

Xglice(SQ) -

X%ob(SQ) =4

Rader W,

n+1§X;’(Wn)§n+2fﬁrn25

XflAlice <W3) =06

X%ob(W3) =9

vollstdndige Graphen K,

X;’(Kn)zn+1ﬁirn25

Xg(Kz) =3

X,A/dice (K3) =9

XBob(K3) = 3

X,A/dice (K4) =0

XBob(5£4) = 5

Xy (K4 —e) =5 wobei Ky — e der Graph ist, welcher

durch Entfernen einer Kante e aus dem K, entsteht.

X1(Gr) = A(GR) + 1 fiir A(Gg) > 7

A(Gr) +1< X!(Gr) < A(GR) +2 fiir A(Gg) =6

Raupen Gp 6 < x3(Gr) < 8 fiir A(Gg) =

5 < xy(Gr) <8 fiir A(Gr) =4

4 < xy(GRr) < T fiir A(Ggr) =3
Hummer Gy A(Gr)+1 < x5(Gr) < A(GR) +4
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