Vorwort

Die ,Lineare Optimierung® ist ein fachiibergreifendes Thema, das in Mathematik, In-
formatik und den Wirtschaftswissenschaften seinen festen Platz in der Lehre hat. Im
Bachelor der Mathematik der FernUniversitit in Hagen ist sie ein Pflichtmodul. Aus-
gangspunkt fiir dieses Buch war die Fragestellung, was wir jedem unserer Studierenden
der Mathematik aus diesem weiten Feld mit auf den Weg geben mdochten.

An den Anfang stellen wir die Modellierung. Dabei beschrinken wir uns aber auf
Textbuchprobleme, die man noch héndisch, ohne Benutzung einer Modellierungssprache,
aufstellen kann. Indem wir die entstehenden Modelle unter Rechnereinsatz 16sen lassen,
konnen wir einige potenzielle Fehler und Phénomene diskutieren.

Nach einer kurzen Wiederholung der Linearen Algebra kommen wir direkt zu einem
Herzstiick des Textes, Farkas’ Lemma und der linearen Optimierungsdualitdt. Der hier
vorgestellten homogenen Version von Farkas’ Lemma begegnet man in Lehrbiichern er-
staunlich selten. Der zugehorige Beweis ist definitiv ,,from the book*“, gilt aber als Folk-
lore. Er ermoglicht es, die klassische Theorie der Linearen Optimierung innerhalb von Q
zu betreiben, was Informatikern und diskreten Mathematikern entgegen kommt.

Fiir uns gehoren die klassischen Satze von Minkowski und Weyl, wie auch die Polari-
tat von polyedrischen Kegeln und Polyedern, in jede mathematische Veranstaltung zur
Linearen Optimierung. Diesen Teil der Polyedertheorie diskutieren wir ausfiihrlich und
detailliert. Damit wollen wir auch die geometrische Intuition, die in der Linearen Algebra
vermittelt wurde, weiter entwickeln.

Bei der Darstellung des Simplexverfahrens haben wir uns bemiiht, vor allem den
direkten Zusammenhang zwischen der geometrischen Vorstellung einer Ecken-Kanten-
Wanderung im Polyeder und der algebraischen Sichtweise im Tableau herauszuarbeiten.
Dariiber hinaus présentieren wir den Simplexalgorithmus als primales Verfahren, das
terminiert, wenn das Tableau auch dual zuldssig geworden ist. Damit bediirfen duale
Simplexschritte keiner weiteren ausfithrlichen Erlduterung. Schliefllich vertiefen wir das
Verstidndnis des Zusammenspiels zwischen Geometrie und Algebra, indem wir die Up-
per Bound Technique diskutieren. Selbstverstandlich kommen auch Bland’s Rule, dessen
Korrektheit wir explizit beweisen, das revidierte Verfahren und die 2-Phasentechnik zur
Bestimmung einer zuldssigen Losung zu ihren Rechten.

Nach unserer Ansicht sollte kein Mathematiker darum herumkommen, die zentrale Fra-
gestellung der Komplexitétstheorie, ob P = NP ist, zur Kenntnis zu nehmen. Zunéchst
stellen wir dafiir einige benétigte Begrifflichkeiten bereit und diskutieren die Komplexi-
tét des Simplexverfahrens. Damit man eine Vorstellung davon entwickeln kann, wie ,,un-
schuldig“ ein Beispiel mit exponenzieller Laufzeit aussehen kann, rechnen wir eine Klasse
von Klee-Minty-Cubes explizit durch. Die mittlere Laufzeit des Simplex-Verfahrens dis-
kutieren wir weniger wegen der praktischen Relevanz des Resultates, die wir durchaus
kritisch sehen, sondern eher wegen der geometrisch schonen Argumente im Beweis und
der Anwendung der Ergebnisse der Polyeder- und der Dualitdtstheorie. Einen praktischen
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Bezug hat hingegen die Dantzig-Wolfe Dekomposition mit der wir auch die Technik der
Spaltenerzeugung anreifien kénnen.

Als néichstes setzen wir unseren Abstecher in die Komplexitdtstheorie fort. Mit der
Ellipsoidmethode présentieren wir dann das historisch erste Verfahren zur Linearen Op-
timierung mit polynomialer Laufzeit. Wir diskutieren, warum es sich hier wohl nicht um
ein numerisch stabil implementierbares Verfahren handelt. Theoretisch ist es dagegen
sehr bedeutend, da man mit seiner Hilfe die Aquivalenz von Optimieren und Separieren
zeigen kann; ein Resultat von grofler Tragweite in der kombinatorischen Optimierung.
Als nichtlineares Verfahren hat man bei der Ellipsoidmethode aus Sicht der Informa-
tik allerdings Probleme mit der exakten Arithmetik. Wie man diese mathematisch 16st,
diskutieren wir hier aber nicht mehr.

Mit dem letzten Kapitel verlassen wir nun endgiiltig heimisches, diskretes Terrain.
Schon fiir das vorletzte Kapitel mussten wir den Koérper Q verlassen und mit Nédherungs-
verfahren argumentieren. Wir sehen uns zwei polynomiale Verfahren fiir die Lineare Op-
timierung néher an, die urspriinglich aus der Nichtlinearen Optimierung stammen. Da ist
zunéchst das Karmarkar-Verfahren, welches das erste praktikable, polynomiale Verfah-
ren war. Wir diskutieren die einfache geometrische Idee und fithren alle Rechnungen zum
Nachweis der Komplexitat explizit durch. Das zweite diskutierte Innere-Punkt-Verfahren
ist ein pfadverfolgender Algorithmus. Hier stellen wir die zugehorige Theorie und die
geometrischen Ideen vor.

Das Buch wurde im Laufe der Jahre meiner Lehrtétigkeit aus verschiedenen Quellen ge-
speist. Zum einen méchte ich fiir den klassischen Teil die Vorlesung meines akademischen
Lehres Achim Bachem und das Skriptum seines akademischen Bruders Martin Grotschel
erwahnen. Die Darstellung der komplexitédtstheoretischen Aspekte des Simplexverfahrens
ist an ein Lehrbuch von Alexander Schrijver angelehnt. Fiir den ,indiskreten Teil“ in den
letzten beiden Kapiteln habe ich mich an einem Preprint von Tamas Terlaky und seinem
Buch mit Roos und Vial orientiert.

Bedanken mochte ich mich auch bei Studierenden der FernUniversitit fiir zahlreiche
Hinweise auf ,, Tippfehler und mehr* in Vorldufern dieses Textes. Besonderen Dank schul-
de ich Alexander Malkis, der mich auf (mindestens) zwei Stellen aufmerksam gemacht
hat, an denen ich den Korper Q unbemerkt verlassen hatte, wo dies nicht nétig war.
Dariiber hinaus bedanke ich mich bei Stephan Dominique Andres, Immanuel Albrecht,
Sylvia Sikora und Michael Wilhelmi fiir ihre Mitarbeit.

Hagen, im Januar 2017
Winfried Hochstéattler



