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I.

EINFUHRUNG

Spieltheoretische Farbungsprobleme auf Graphen wurden erstmals 1989 von Hans L.
Bodlaender in seiner Arbeit "On the complexity of some coloring games" [2]
definiert und mathematisch untersucht.

Im Anschluss daran, begannen einige Mathematiker sich mit dieser interessanten
Materie auseinanderzusetzen, erforschten verschiedene Farbungsprobleme unter
unterschiedlichen spieltheoretischen Aspekten und warfen neue Fragen bzw.
Problemstellungen auf.

Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung des spieltheoretischen Farbungsproblems
unter den speziellen Bedingungen, dass

—  der Graph ein Baum ist;

— am Spiel genau zwei Personen beteiligt sind,

—  die Kanten des Graphen geférbt werden sollen; und
—  die Fiarbung eine Listenfarbung darstellt.

Genauer gesagt geht es um die folgende mathematische Fragestellung:
Gegeben sei ein beliebiger Baum, dessen Kanten alle ungeférbt sind.

Zwei Spieler, Alice und Bob genannt, beginnen nun abwechslungsweise Kanten des
Baumes so zu farben, dass sowohl zwei adjazente Kanten niemals die gleiche Farbe
besitzen als auch die Farbe der jeweils gefirbten Kante in der k-elementigen
Farbenliste (k e N) der betreffenden Kante enthalten ist.

Das Spiel dauert so lange, bis einer der beiden Spieler keine Mdglichkeit mehr
findet, eine weitere Kante zuldssig zu fiarben. Sind zu diesem Zeitpunkt alle Kanten
des Baumes gefarbt, d.h. ist der Baum vollstindig gefarbt, so hat Alice das Spiel
gewonnen, in allen anderen Fillen ist Bob der Gewinner.

Gesucht ist dann eine obere bzw. untere Grenze fiir die Anzahl Farben k eN, die
eine Liste enthalten muss, so dass Alice bzw. Bob eine Gewinnstrategie fiir den
gegebenen Baum besitzen.

Die kleinste Zahl k eN, fiir die Alice eine Gewinnstrategie besitzt, wird dann als
spiellistenchromatischer Index ch'y(G) bezeichnet.
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II. ALLGEMEINES UBER GRAPHEN

Graph

Ein Graph G ist ein 3-Tupel
G=(V,E,)9)

hierbei bezeichnet

V die Menge der Knoten von G,

E die Menge der Kanten von G und
0 eine Abbildungé: E — V x V.

Die beiden Knoten, welche einer Kante e € E durch die Abbildung 6 zugeordnet
werden, heissen dabei Endknoten von e.

endlicher Graph

Ein Graph G = (V, E, 9) heisst endlich, wenn fiir die Anzahl der Knoten und Kanten
von G gilt: | V|, |E| <oo.

ungerichteter Graph

Ein Graph G = (V, E, 9) heisst ungerichtet, wenn die Richtung, in welcher eine Kante
von einem Endknoten zum anderen Endknoten durchlaufen wird, nicht relevant ist.

parallele Kanten / Schleifen / schlichter Graph
Zwei Kanten werden als parallel bezeichnet, wenn sie dieselben Endknoten besitzen.
Eine Schleife bezeichnet eine Kante, die nur einen Endknoten besitzt.

Ein Graph G = (V, E, 9), der keine parallelen Kanten und Schleifen besitzt, wird als
schlichter Graph bezeichnet.

Alle in dieser Arbeit betrachteten Graphen sind endlich, ungerichtet und schlicht.

adjazent

Zwei verschiedene Kanten ¢ und ¢ eines Graphen G = (V, E, 8) heissen adjazent,
wenn G einen Knoten v mit v € d(¢) und v € d( € ) besitzt.

Zwei verschiedene Knoten v und v eines Graphen G = (V, E, 9) heissen adjazent,
wenn G eine Kante e mit d(e) =v x V besitzt.

inzident

Eine Kante e und ein Knoten v heissen inzident, wenn v € d(e) gilt.
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Kantenfolge / Weg

Fir neN ist eine Kantenfolge eine Folge von Knoten vie N (i=0,...,n) und Kanten
eieN (1=1,...,n), so dass e; jeweils zu vi; und zu v; inzident ist.

Die Anzahl Kanten der Kantenfolge bezeichnet man als Lénge der Kantenfolge.

Eine Kantenfolge wird als Weg bezeichnet, wenn jeder Knoten aus V hochstens
einmal in der Kantenfolge vorkommt.

Teilgraph

Ein Graph G = (V' E',d") heisst Teilgraph von G = (V,E,d), wenn V' c V,
E'c Eundd': E' » V' xV'als Einschrankung von ¢ auf E' wohldefiniert ist.

Zusammenhdingend / Komponente

Ein Graph G = (V, E, 9) heisst zusammenhidngend, wenn fiir zwei beliebige Knoten v
und v € V gilt, dass sie liber mindestens eine Kantenfolge miteinander verbunden
sind.

Eine Komponente von G = (V,E, ) ist ein maximaler zusammenhdngender
Teilgraph von G.

Knotengrad
Ist G=(V, E, 0) ein Graph, so bezeichnet

v (v) den Knotengrad des Knotens v, wenn gilt:
y(v) = | {VEV| vund Vsind adjazent} |

Maximalgrad

Der Maximalgrad eines Graphen G = (V, E, §) bezeichnet den maximalen Knoten-
grad der Knoten von G.

In Zeichen: A(G)=max {y (V)| veV}

Baum

Ein Baum ist ein zusammenhédngender kreisloser Graph, in welchem zwei beliebige
Knoten durch genau eine Kantenfolge verbunden sind.

Blatt / Blattkante / innere Kante
Alle Knoten v € V eines Baumes mit y (v) = 1 heissen Blitter des Baumes.
Eine Kante, die inzident zu einem Blatt ist, heisst Blattkante.

Als innere Kante eines Baumes wird eine Kante bezeichnet, die keine Blattkante ist.
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III. FARBUNG VON GRAPHEN

2.1

2.2.

2.3.

Kantenfiarbung / chromatischer Index %'(G)

Ist G = (V,E, ) ein Graph und ¢ : E —» {l,...,k} eine surjektive Abbildung, so
bezeichnet ¢ eine k-Kantenfiarbung von G und G heisst k-kantenfarbbar, wenn fiir
adjazente Kanten e und € von G stets ¢(e) # ¢ (¢) gilt.

Der chromatische Index y'(G) eines Graphen G ist das kleinste k e N, fiir das eine
k-Kantenfarbung von G existiert, d.h. es ist

¥'(G)=min {k € N | G ist k-kantenfdrbbar}
Listenkantenfirbung / listenchromatischer Index ch'(G)

Idee

Die Idee der Listenfirbung eines Graphen stammt von V.G. Vizing ("Vertex
colorings with given colors", 1976) und P.Erdds, A.L.Rubin, H. Taylor
("Choosability in graphs", 1980).

Die Listenkantenfarbung stellt dabei eine Verschiarfung der Kantenfiarbung in dem
Sinne dar, als dass fiir die Farben der Kanten einer k-Kantenfiarbung nicht mehr
jeweils alle Farben {1,...k} zugelassen werden, sondern jeder Kante eine
k-elementige Liste zugeordnet wird, so dass alle Kanten fiir jede beliebige Wahl der
k-elementigen Listen aus ihren Listen gefarbt werden konnen.

Definition

Es sei L = {L(e) : e € E(G)} eine Familie von Listen L(e), die den Kanten
e € E(G)eines Graphen G = (V, E, 0) zugeordnet sind.

Unter einer L-Listenkantenfdrbung versteht man dann eine Kantenfirbung ¢ von G,
so dass c(e)e L(e) Ve € E(G) gilt.

Der Graph heisst k-listenkantenfirbbar fiir ein k € N, wenn er flir jede Familie
L mit [L(e)| >k Ve e E(G)eine L-Listenkantenfirbung besitzt.

Die kleinste Zahl k, fiir die der Graph k-listenkantenfarbbar ist, heisst
listenchromatischer Index und wird mit ch'(G) bezeichnet.

Eigenschaften
Da eine L-Listenkantenfarbung mit L(e) = {1,...k} Ve € E(G)einer k-Kanten-
farbung eines Graphen G = (V, E,d) entspricht, gilt fir G die Ungleichung
ch'(G) > %'(G).

Listenchromatische Vermutung:
Jeder Graph G erfiillt ch'(G) = ¥'(G).
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Die Listenchromatische Vermutung wurde 1985 von B. Bollobas und A.J. Harris in
threm Artikel "List colorings of graphs" erstmals veroffentlicht. Auf ihre Richtigkeit
gepriift wurde sie seither von einigen Mathematikern, doch ein allgemeingiiltiger
Beweis konnte bis anhin noch nicht gefunden werden.

Bisher gezeigt werden konnte, dass sie flir spezielle Graphenklassen, wie
beispielsweise fiir bipartite Graphen, korrekt ist.

Proposition:

Sei T = (V, E, d) ein Baum und seien L(e) die Listen zu den Kanten
e € E(T). Des Weiteren sei ein Knoten v € V gegeben, fiir dessen
inzidente Kanten |L(e)| > y(v) gilt. Gilt dann fiir alle nicht zum
Knoten v inzidenten Kanten | L(e) | = A(T), so ist der Baum T aus
den Listen L(e) farbbar.

Beweis:

Der Beweis erfolgt mittels Induktion iiber die Anzahl der Knoten des Baumes T.

Fiir |V| =1 ist klar, dass alle zum einzigen Knoten v von T inzidenten Kanten
zuldssig gefarbt werden konnen.

Gelte nun |V| > 1. Féarbt man nun der Reihe nach alle zum Knoten v inzidenten
Kanten und entfernt dann den Knoten v und alle seine gefarbten inzidenten Kanten
aus T, so erhédlt man, da ein Baum definitionsgeméss ein zusammenhingender,
kreisloser Graph ist, einen oder mehrere voneinander unabhédngige Teilbdume, die
jeweils einen Knoten v' enthalten, welcher zu genau einer bereits gefirbten Kante
inzident war. Fiir diese Knoten v' folgt dann aber, dass | L(e) | > y(v') gilt, da y(v")
im neuen unabhingigen Teilbaum um genau eins kleiner ist als im urspriinglichen
Baum T. Es erfiillen somit alle Teilbdume die Induktionsvoraussetzung, womit
bewiesen ist, dass T aus den Listen L(e) farbbar ist. 0

Da die Kantenfdarbung ein Spezialfall der Listenkantenfarbung ist und ein Baum mit
Maximalgrad A(T) offensichtlich nicht (A(T) - 1)-kantenfarbbar ist, folgt nun
aufgrund der Proposition, dass die Listenchromatische Vermutung fiir Bdume
Giltigkeit besitzt.

Beachtet man zudem die Tatsache, dass eine Kante eines Graphen G = (V, E, 6) mit
Maximalgrad A(G) insgesamt zu hochstens (2A(G) - 2) anderen Kanten adjazent sein
kann, so ergeben sich zusammenfassend folgende (grobe) Abschédtzungen:

Fiir den listenchromatischen Index ch'(G) eines beliebigen Graphen
G = (V, E, ) mit Maximalgrad A(G) gilt:
¥(G) <ch'(G) < (2A(G)-1)

und fiir jeden Baum gilt:
X' (G) = ch'(G) = A(G)
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3.1

3.2.

3.3

3.4.

Spiellistenchromatischer Index ch's(G)

Idee

Bei spieltheoretischen Farbungsproblemen geht es darum, dass eine gewisse Anzahl
von Spielern nach genau vorgegebenen Spielregeln Knoten oder Kanten eines
Graphen zu farben haben.

Von Interesse ist dann immer die Frage nach der Bestimmung einer Gewinnstrategie
fiir einen der Spieler.

Definition der Spielregeln

Die Spielregeln, zu der in dieser Arbeit untersuchten Situation, gestalten sich wie
folgt:

Zwei Spieler, in der Folge immer Alice und Bob genannt, treten gegeneinander an.
Thnen wird als Graph G = (V, E, ) ein beliebiger Baum vorgelegt, dessen Kanten alle
ungeférbt sind.

Alice und Bob werden nun aufgefordert, die Kanten des Baumes unter Einhaltung der
folgenden Kriterien zu farben:

1. Beieinem Zug wird genau einer ungefarbten Kante eine Farbe zugewiesen;
2. Die Ausfiihrung der Ziige muss stets abwechslungsweise geschehen;
3. Die Bedingungen der Listenkantenfarbung miissen befolgt werden.

Es wird zudem festgelegt, dass Alice das Spiel zu er6ffnen hat. Dies ist allerdings fiir
das Gelingen der Gewinnstrategie von Alice fiir die in dieser Arbeit betrachteten
Félle nicht von Bedeutung.

Das Spiel endet, sobald einer der beiden Spieler keinen giiltigen Zug mehr
durchfiihren kann.

Ist der Baum bei Spielende vollstindig geférbt, so hat Alice das Spiel gewonnen,
existieren hingegen noch ungefirbte Kanten, so ist Bob der Gewinner.

Definition spiellistenchromatischer Index ch's(G)

Der spiellistenchromatische Index ch'y,(G) eines Graphen G = (V, E, ) bezeichnet
die kleinste Zahl k eN, fiir die G k-listenkantenfarbbar ist und fiir die Alice eine
Gewinnstrategie besitzt.

Eigenschaften

Da eine k-Kantenfirbung eines Graphen G = (V,E,d) ein Spezialfall einer
k-Listenkantenfarbung darstellt, gilt

X'e(G) < ch'y(G)
wobei x's(G) den spielchromatischen Index unter Beachtung der gleichen

Spielregeln, aber unter der Bedingung, dass fiir alle L(e) = {1,....k} Ve € E(G) gilt,
bezeichnet.
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IV. SPIELLISTENCHROMATISCHER INDEX ch's(G) FUR BAUME MIT A(G) = 6

Satz 1:
Sei G = (V, E, §) ein Baum mit A(G) = 6.
Dann gilt ch's(G) <A(G) +1

Zum Beweis des Satzes wird eine Gewinnstrategie fiir Alice angegeben, fiir den Fall,
dass jede Liste aus genau (A(G) + 1) beliebigen Farben besteht.

Das Vorgehen richtet sich dabei nach [5], einer Arbeit von Peter L. Erdos, Ulrich
Faigle, Winfried Hochstittler und Walter Kern, in welcher y'o(G) < (A(G) + 1) fiir
Biaume mit A(G) > 6 bewiesen werden konnte bzw. nach [1], einer Arbeit von
Stephan Dominique Andres, in welcher unter anderem gezeigt wird, dass
1'e(G) < (A(G) + 1) fiir Baume mit A(G) # 4 gilt.

1.  Allgemeines Vorgehen

Wird im Verlaufe des Spiels eine Kante mit einer aus ihrer Liste enthaltenen Farbe
gefirbt, so wird diese Farbe aus allen Listen derjenigen Kanten entfernt, die adjazent
zur soeben gefarbten Kante sind.

Des Weiteren besteht die grundlegende Idee in der Zerlegung des Baumes in
unabhingige Teilbdume, sogenannte T,-Komponenten. Diese T,-Komponenten
werden die Sichtweise dahingehend vereinfachen, als dass bei der Farbung einer
Kante in einer T,-Komponente nur die Farben dieser und keiner anderen
Komponente betrachtet werden miissen.

2. Definitionen

T,-Komponente

Eine T,-Komponente ist ein zusammenhingender Teilbaum des gegebenen Baumes,
fiir den gilt:

—  er besitzt genau |n| gefarbte Kanten

—  alle gefarbten Kanten sind Blattkanten.

Wird in einer T,-Komponente eine innere Kante gefirbt, so wird diese
Ty-Komponente in zwei neue Komponenten zerlegt, so dass die soeben gefdrbte
Kante in beiden neuen Komponenten vorkommt und alle anderen in genau einer.

induzierter Teilbaum

Ein induzierter Teilbaum einer T,-Komponente besteht aus allen gefirbten
Blattkanten zusammen mit dem kleinsten ungefarbten Teilbaum der T,-Komponente,
der diese verbindet.
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nicht-induzierte Kante

Eine nicht-induzierte Kante bezeichnet eine ungefirbte Kante, welche nicht auf dem
Weg zwischen zwei gefarbten Blattkanten liegt.

Basisknoten

Ein Knoten v einer T,-Komponente heisst Basisknoten vg, wenn der Knotengrad von
v im induzierten Teilbaum > 3 ist.

Stern

Eine T,-Komponente wird als Stern bezeichnet, wenn sie genau einen Basisknoten
vp besitzt.

regulirer T,-Stern

Ein reguldrer T,-Stern ist ein Stern mit |n| gefdrbten Blattkanten, in welchem
mindestens eine gefarbte Blattkante inzident zu seinem Basisknoten vy ist.

relevanter T,-Stern

Ein T,-Stern wird als relevant bezeichnet, wenn der Basisknoten vg in der
Ty-Komponente Maximalgrad besitzt.

gepaart

Eine gefarbte Blattkante in einem T,-Stern mit Basisknoten vg heisst gepaart, falls
ihre Farbe unter den Farben der Kanten, die inzident zu vg sind, vorkommt.

ungepaart

Eine nicht gepaarte Kante heisst ungepaart.

stark ungepaart

Eine gefarbte Kante heisst stark ungepaart, wenn sie ungepaart ist und zudem genau
eine Kante zwischen ihr und dem Basisknoten vg liegt.

stark listen-ungepaart

Eine gefiarbte Kante heisst stark listen-ungepaart, wenn sie die beiden folgenden

Kriterien erfiillt:

—  sie ist stark ungepaart

—  sie ist mit einer Farbe gefirbt, die in der Liste der zu ihr adjazenten und
zugleich zum Basisknoten vy inzidenten Kante k enthalten ist; und keine zu vy
inzidente Kante ist bereits so gefirbt, dass ihre Farbe nicht in der Liste der
Kante k enthalten ist.
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3.  Gewinnstrategie von Alice fiir den Fall |L(e)| = (A(G) + 1) V e € E(G)

Angenommen, fiir die Listen der Kanten des gegebenen Baumes gilt
|L(e)| =(A(G)+2) Ve € E(G).

In diesem Fall kann Alice fiir jeden beliebigen Baum, wie in [3] erstmals festgestellt
wurde, auf sehr einfache Weise sicherstellen, dass sie als Gewinnerin des Spiels
hervorgeht. Sie muss nur darauf achten, dass nach jedem ihrer Ziige fiir jede
Ty-Komponente n < A(G) gilt.

Sobald Bob in einem seiner Ziige eine T,-Komponente erzeugt, fiir welche
n = (A(G)+ 1) gilt, so folgt fiir diese T,-Komponente, dass sie mindestens zwei
Basisknoten vg; und vg, besitzt. Denn da der Maximalgrad jeder T,-Komponente
< A(G) ist und da ausschliesslich immer nur Blattkanten gefédrbt sein konnen, konnen
maximal (A(G) - 1) gefarbte Kanten zum Basisknoten vg; inzident sein (man beachte,
dass eine T,-Komponente mit n = (A(G) + 1) nicht vollstdndig gefirbt sein kann und
deshalb auch nicht A(G) gefiarbte Kanten zu vg; inzident sein kdnnen). Daraus folgt
aber, da insgesamt (A(G) + 1) gefarbte Blattkanten existieren, dass es mindestens
zwei gefarbte Kanten gibt, bei denen zumindest die erste Kante, die jeweils auf dem
Weg vom Basisknoten vg; zu einer dieser beiden gefdarbten Kanten liegt, identisch
ist. Der zweite Basisknoten vg, befindet sich dann im Falle, dass diese beiden
gefirbten Kanten nicht zueinander adjazent sind, an der Stelle, an der der Weg, der
jeweils zwischen dem Basisknoten vg; und einer dieser beiden gefarbten Kanten
liegt, nicht mehr identisch ist, bzw. im Falle, dass diese beiden gefirbten Kanten
zueinander adjazent sind, bei dem Knoten, zu dem diese beiden gefdrbten Kanten
inzident sind.

Beispiel 1:
Ty-Komponente mit A(G) =6 und n = (A(G) + 1) =7.

Bob hat in seinem Zug
soeben eine Kante mit
der Farbe 7 gefarbt.

Die T,-Komponente
enthélt nun zwei
Basisknoten vg; und vgs.

Existieren nun also zwei Basisknoten vg; und v, so kann Alice, da ihr noch
mindestens eine bisher nicht verwendete Farbe zur Verfligung steht, eine innere
Kante, welche auf dem Weg zwischen den beiden Basisknoten vg; und vg; liegt so
farben, dass dadurch zwei neue, unabhingige Komponenten T', und T", entstehen,
fiir welche wieder n < A(G) gilt.
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Durch wiederholte Anwendung dieses Vorgehens erreicht Alice, dass der Baum in
immer kleinere und voneinander unabhingige T,-Komponenten zerlegt wird, bis
schliesslich nur noch solche T,-Komponenten existieren, bei der die Anzahl der
Kanten < A(G) ist.

Es ist somit offensichtlich, dass das Spiel solange weitergespielt werden kann, bis
alle Kanten des Baumes zuldssig gefarbt sind.

Um nun beweisen zu konnen, dass Alice auch eine Gewinnstrategie fiir Listen mit
|L(e)| =(A(G) + 1) Ve e E(G) besitzt, muss die soeben beschriebene Strategie fiir
den Fall |L(e)| =(A(G)+2) Ve e E(G) verfeinert werden, wie das folgende
Beispiel zeigt:

Beispiel 2:

Ty-Komponente mit n = A(G).

Alle bisher gefarbten Kanten sind adjazent zur kritischen Kante
und in den verschiedenen Farben 1, 2, 3,..,A(G) - 1 und A(G) gefarbt.

kritische Kante x

Ist in dieser Spielsituation Bob am Zug und farbt er eine zur kritischen
Kante x adjazente Kante mit einer bisher nicht verwendeten Farbe
(A(G) + 1), so hat Alice fiir den Fall L(x) = {1, 2,...,(A(G) + 1)} keine
Moglichkeit mehr, die Kante k zulédssig zu farben. Folglich hat sie das
Spiel verloren.

Alice muss also mit ihrer Strategie auf jeden Fall verhindern, dass sie durch einen
threr Ziige eine kritische Kante x erzeugt, welche in ihrer Liste die A(G) bereits
verwendeten Farben enthilt.

Aus der Beobachtung von Beispiel 2 ergibt sich folgendes:

—  Alice muss ihr Hauptaugenmerk auf diejenigen T,-Komponenten richten, die
Knoten mit hohem Knotengrad enthalten.

—  Alice muss verhindern, dass in einer solchen T,-Komponente zu viele stark
listen-ungepaarte Kanten entstehen kdnnen.
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Als néachstes werden zwei Bedingungen (B1) und (B2) eingefiihrt, so dass gilt:

Kann Alice gewihrleisten, dass nach jedem ihrer Ziige die zwei Bedingungen (B1)
und (B2) erfiillt sind, so kann das Spiel solange weitergespielt werden, bis alle
Kanten des Baumes zuldssig gefarbt sind und Alice folglich als Gewinnerin des
Spiels hervorgeht.

(B1) Jede T,-Komponente mit n > 3 ist ein regulirer T,-Stern

(B2) Jeder relevante T,-Stern besitzt hochstens max {0, A(G)-1-n}
stark listen-ungepaarte Kanten

In der Folge wird nun gezeigt, dass fiir eine T,-Komponente, welche die beiden
Bedingungen (B1) und (B2) erfiillt, folgendes gilt:

1.  Solange die T,-Komponente eine ungefarbte Kante besitzt, kann Alice diese in
ihrem Zug so férben, dass fiir den Fall, dass die soeben geférbte Kante eine:
— Blattkante ist, die T,-Komponente (B1) und (B2) erfiillt.
— innere Kante ist, die beiden neuen Komponenten T', und T", (B1) und (B2)
erfillen.

2. Solange die T,-Komponente eine ungefdrbte Kante besitzt, kann Bob eine
weitere Kante in ihr farben.

3. Firbt Bob in seinem Zug eine Kante der T,-Komponente, so verletzt danach
insgesamt hochstens eine Komponente Bedingung (B1) oder (B2) und in dieser
Komponente kann Alice in ihrem nichsten Zug eine Kante so farben, dass
danach alle Komponenten die beiden Bedingungen (B1) und (B2) wieder
erfiillen.

Man beachte:
Jeder ungefirbte Baum sowie jeder vollstindig gefarbte Baum erfiillt die
Bedingungen (B1) und (B2).

Der Beweis erfolgt nun mittels Induktion iiber die Anzahl der Ziige.

Jeder ungefirbte Baum (To-Komponente) erfiillt die beiden Bedingungen (B1) und
(B2).

Nach einigen Ziigen von Alice und Bob seien dann eine oder mehrere
Tp-Komponenten entstanden, welche (B1) und (B2) erfiillen.

Nun werden zwei Félle unterschieden:
A) Alice ist als ndchste am Zug
B) Bob ist als ndchster am Zug
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A)

B)

Alice ist als ndchste am Zug

Falls es T,-Komponenten mit 1 <n <2 und ungefiarbten Kanten gibt, wahlt
Alice eine davon und féarbt darin eine Kante, die adjazent zu einer bereits
gefiarbten Kante ist, mit einer beliebigen moglichen Farbe. Da diese
T,-Komponente noch nicht vollstindig gefarbt ist, existiert eine solche Kante
zwangslaufig.

Falls fiir alle T,-Komponenten n > 3 ist, wihlt Alice eine mit noch ungefirbten
Kanten aus und betrachtet dann deren existierenden Basisknoten vg:

Fall 1: Fall 2:
Alle bisher gefarbten Kanten Es existiert eine gefiarbte Kante o,
sind inzident zu vg. welche nicht inzident zu vg ist.
Alice férbt in ihrem Zug eine Alice farbt in ihrem Zug die zu vg
ungefiarbte Kante, welche ebenfalls inzidente Kante, welche auf dem Weg

inzident zu vg ist, mit einer von vp zur Kante o liegt, mit einer

beliebigen moglichen Farbe. beliebigen moglichen Farbe.
0, @

Erlduterungen:

@®  Eine solche Kante existiert, da die T,-Komponente noch nicht vollsténdig
gefarbt ist.
Durch diesen Zug bleiben (B1) und (B2) fiir alle T,-Komponenten giiltig.

@  Durch diesen Zug bleiben (B1) und (B2) fiir beide neu entstehenden
Komponenten T', und T", und somit fiir alle T,-Komponenten giiltig.

Bob ist als néchster am Zug

Bob férbt in seinem Zug eine Kante einer T,-Komponente. Weist er dabei einer
inneren Kante eine Farbe zu und zerteilt er dadurch die T,-Komponente in zwei
neue unabhidngige Komponenten T', und T",, so kann hochstens eine dieser
beiden neuen Komponenten Bedingung (B1) oder (B2) verletzen.

Denn da die T,-Komponente vor dem Zug von Bob (B1) und (B2) erfiillt hat,
besass sie vor Bobs Zug hochstens einen Basisknoten. Somit gilt entweder fiir
T, oder T", n <2.

Erfiillen sowohl T', als auch T", die Bedingungen (B1) und (B2), so kann Alice
das Spiel wie unter A) beschrieben fortsetzen.
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(1)

Verstosst eine T,-Komponente gegen mindestens eine der Bedingungen (B1)
oder (B2), so besitzt sie (i) zwei Basisknoten oder (ii) zu viele stark listen-

ungepaarte Kanten.

Existiert nach Bobs Zug eine T,-Komponente mit zwei Basisknoten (der erste
Basisknoten vg; habe dabei bereits vor dem Zug von Bob bestanden, der zweite
Basisknoten vg; sei durch den Zug von Bob erzeugt worden), so fiihrt Alice in
threm néchsten Zug einen sogenannten "Trennzug" durch, indem sie wie folgt

agiert:

Fall 1:
Die beiden Basisknoten vg; und v,
sind durch genau eine Kante k
miteinander verbunden.

SL ik

Alice farbt diese Kante k mit einer
beliebigen mdglichen Farbe.

@

Fall 2:
Die beiden Basisknoten vg; und vg,
sind durch einen Weg W der
Lénge > 3 miteinander verbunden.

sl &

Alice farbt in diesem Fall die Kante
auf W, die inzident zu vg, ist, mit
einer beliebigen moglichen Farbe.

@

Fall 3:

Die beiden Basisknoten vg; und vg, sind durch einen Weg W der
Léange 2 miteinander verbunden.

SL Ik

Fall 3.1:
Es gibt eine geférbte Kante,
die inzident zu vg, ist.

SL Ik

Fall 3.2:
Es ist keine geférbte Kante
Zu Vg, inzident.

2

Alice farbt in diesem Fall
die Kante auf W, die
inzident zu vg; ist, mit
einer beliebigen
moglichen Farbe.

Fall 3.2.1:
Die Liste zu der zu vg,
inzidenten Kante 3 auf
W enthilt eine Farbe,
welche die Liste zu der
o) zu vg; inzidenten Kante
k auf W nicht enthalt.

a

Alice farbt die Kante 3
mit dieser Farbe.

Fall 3.2.2:

Die Liste zu der zu vg,
inzidenten Kante B auf W
und die Liste zu der zu vg;
inzidenten Kante x auf W

sind identisch.

a
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Fall
3.2.2.1:
Die Liste zur
Kante B3 enthalt
eine Farbe, mit
der bereits eine

Fall
3.2.2.2:
Die Liste zur
Kante B enthalt
keine Farbe,
mit der bereits

zu vp; inzidente eine zu vp;
Kante gefarbt | inzidente Kante
ist. gefarbt ist.
Alice farbt die | Alice firbt die
Kante  mit Kante  mit
dieser Farbe. | einer beliebigen
moglichen
Farbe.
® ®
Erlduterungen:
@®  Dies ist mdglich, denn der einzige Fall, bei welchem Alice keine Moglichkeit

mehr besidsse, diese Kante « zu farben, wére der, wenn L(x) = {1, 2,..,(A(G)+1)}
gelten wiirde und « zu (A(G) + 1) verschiedenen gefarbten Kanten so adjazent
wire, dass (A(G) - 1) davon inzident zum ersten Basisknoten vg; und die beiden
restlichen inzident zum zweiten Basisknoten vg, wéren. In diesem Fall wire
aber « bereits vor dem Zug von Bob eine kritische Kante, was der Annahme,
dass Bedingung (B2) vor dem Zug von Bob erfiillt sein muss, widersprechen
wiirde.

O @3 ®®® Durch diesen Zug teilt Alice die T,-Komponente mit zwei

Basisknoten in zwei neue Komponenten mit je einem Basisknoten.
(B1) ist also wieder erfiillt.

Da der Zug von Alice die Anzahl der stark listen-ungepaarten Kanten fiir die
Komponente mit Basisknoten vg; nicht erhoht und sich die Anzahl der
insgesamt gefarbten Blétter in Bezug auf diese Komponente ebenfalls nicht
erhoht, ist auch Bedingung (B2) erfiillt.

Der zweite Basisknoten vg, besitzt mindestens eine gefarbte inzidente Kante,
wodurch (B2) fiir den T,-Stern mit n = 3 und Basisknoten vg, ebenfalls erfiillt
ist.

@ ® Die Situation der kritischen Kante ist in diesen beiden Fillen nicht gegeben, da

Alice durch ihren Zug eine zur potentiell kritischen Kante k adjazente Kante so
gefdrbt hat, dass dadurch keine Farbe aus der Liste zur potentiell kritischen
Kante k entfernt werden muss (Fall 3.2.1) bzw. eine zur potentiell kritischen
Kante k adjazente Kante bereits vor dem Zug von Alice so gefarbt wurde, dass
dadurch keine Farbe aus der Liste zur potentiell kritischen Kante « entfernt
werden musste (Fall 3.2.2.2).
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(i) Existiert nach Bobs Zug eine T,-Komponente, welche gegen (B2) verstdsst, so
enthédlt die Komponente zu viele stark listen-ungepaarte Kanten.

Man beachte hierbei, dass eine solche T,-Komponente hochstens zwei stark
listen-ungepaarte Kanten mehr besitzen kann als erlaubt, da Bob durch seinen
Zug nur eine Kante mit einer zusitzlichen Farbe farben kann.

Hat Bob mit seinem Zug einen relevanten T,-Stern mit Basisknoten vp

produziert, welcher (B2) verletzt, so kann dies auf zwei verschiedene Arten

geschehen sein:

1. Bob hat einen neuen T,-Stern mit n = 3, Basisknoten vg und drei stark
listen-ungepaarten Kanten erzeugt; oder

2. Bob hat eine Kante in einem T,-Stern mit Basisknoten vg so geférbt, dass
diese Komponente nun zu viele stark listen-ungepaarte Kanten besitzt.

Alice kontert in ihrem nichsten Zug wie folgt:

Fall 1: Fall 2:
T,-Stern mit n =3 T,-Stern mit n = A(G)
Alice farbt in ihrem Zug eine zu vg Alice féarbt in ihrem Zug die zu vy
inzidente Kante, welche auf dem Weg inzidente Kante auf dem Weg von vg
zwischen vg und einer stark listen- zur stark listen-ungepaarten Kante, mit
ungepaarten Kante liegt, mit einer einer beliebigen moglichen Farbe.
beliebigen moglichen Farbe.
O] @
Fall 3:

T,-Stern mit [A(Gz)ﬂ} <n<A(G)-1,n#3

©)
Fall 3.1: Fall 3.2:
Es existiert nur eine stark listen- Es existieren mindestens zwel
ungepaarte Kante. stark listen-ungepaarte Kanten.

2 a

Alice farbt die Kante, die zu vg

inzident ist und auf dem Weg von vp

zur stark listen-ungepaarten Kante liegt, Fall 3.2.1: Fall 3.2.2:
it einer beliebi oglichen Farbe.
frut etner befleblgen moglichen ratbe siehe nichste sieche nichste
@ Seite Seite

@ @
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Fall 3.2.2:
Es existieren zwei stark
listen-ungepaarte Kanten o und j3,
die nicht dieselbe Farbe besitzen.

a

Fall 3.2.1:
Alle stark listen-ungepaarten
Kanten besitzen dieselbe Farbe.

SL Ik

Fall 3.2.1.1:
Die Farbe,
mit der alle
stark listen-

Fall 3.2.1.2:
Die Farbe, mit der alle stark
listen-ungepaarten Kanten
geférbt sind, ist in keiner Liste

Fall 3.2.2.1:
Die Kante o ist in
einer Farbe geférbt,
die in der Liste der

Fall 3.2.2.2:
Weder die Kante o
ist in einer Farbe
gefarbt, die in der
Liste der zwischen

ungepaarten | einer nicht-induzierten und zu | zwischen vg und der
Kanten vp inzidenten Kante enthalten. | Kante 3 liegenden vp und der Kante 3
gefarbt sind, Kante ¢ enthalten ist, | liegenden Kante ¢
ist auch in @ und/oder die Kante B | enthalten ist, noch
der Liste ist in einer Farbe die Kante B ist in
einer nicht- In diesem Fall farbt Alice gefarbt, die in der einer Farbe geférbt,
induzierten | entweder eine nicht-induzierte | Liste der zwischen die in der Liste der
und zu vy und zu vg inzidente Kante mit | vp und der Kante oo | zwischen vg und der
inzidenten einer Farbe, die in mindestens liegenden Kante 1 Kante o liegenden
Kante zwei der Listen der Kanten, enthalten ist. Kante 1 enthalten ist.
enthalten. die jeweils zwischen vy und
einer stark listen-ungepaarten @ Man beachte hierbei:
@ Kante liegen, nicht vorkommt Die Liste zur Kante &
oder, falls dies nicht moglich | Alice firbt in diesem | _ enthalt dadurch
Alice farbt ist, eine Kante, die zwischen Fall entweder die m1pde§ten§ emne Fa.lrbe’
. . . . die nicht in der Liste
diese Kante vp und einer stark listen- Kante € mit der sur Kante 1 enthalten
auch mit ungepaarten Kante liegt, mit gleichen Farbe wie ist. Ansonsten wiren

dieser Farbe.

einer Farbe, die in mindestens
einer Liste der Kanten, die

die Kante o geféarbt
ist oder die Kante 1

die beiden Listen
identisch, was

® jeweils zwischen vp und einer mit der gleichen aufgrund der
stark listen-ungepaarten Kante | Farbe wie die Kante Voraussetzungen
liegen, nicht vorkommit. B gefirbt ist. nicht moglich ist.
® @ a
Beispiel 3: Fall Fall
3.2.2.2.1: |3.2.2.2.2:
Darstellung einer moglichen Situation zu Fall 3.2.2. ) )
siche siche
néchste néchste
Seite Seite

Q| &

bereits gefarbte und zu
vp inzidente Kanten
nicht-induzierte und zu
vp inzidente Kante
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Fall 3.2.2.2.1:

Die Liste zur Kante € (bzw. 1) enthilt eine
Farbe, die die Liste zur Kante 1 (bzw. €)
nicht enthélt, und die Kante 8 (bzw. o) ist
nicht mit dieser Farbe geférbt.

&

Alice farbt die Kante € (bzw. 1) mit dieser
Farbe.

Fall 3.2.2.2.2:

Die Liste zur Kante € (bzw. 1) enthilt genau
eine Farbe, die die Liste zur Kante 1 (bzw. )
nicht enthilt, und die Kante B (bzw. o) ist
mit genau dieser Farbe gefarbt.

o

Alice farbt in diesem Fall eine nicht-
induzierte und zu vg inzidente Kante A wie
folgt:

Fall 3.2.2.2.2.1:
Die Liste zur Kante A
enthilt eine Farbe,
mit der die Kante a
und/oder die Kante 3
gefarbt ist.

gk

Alice farbt die Kante
A mit einer solchen
Farbe.

®

Fall 3.2.2.2.2.2:
Die Liste zur Kante
A enthalt weder die
Farbe, mit der die
Kante a, noch die
Farbe, mit der die
Kante § gefarbt ist.

Sk

Alice farbt die Kante
A in einer Farbe, die
in den Listen zur
Kante 1 und € nicht
vorkommt.

Erlauterungen:

Zug von Alice erfiillt.

Kanten besass.

ungepaarte Kante.

Kante produziert hat, gilt n = 2.

®  Dadurch reduziert sie die Anzahl der stark listen-ungepaarten Kanten in dieser
T,-Komponente auf < 2. Es sind somit sowohl (B1) als auch (B2) nach dem

@  In diesem Fall war die betrachtete Komponente vor dem Zug von Bob ein
T,-Stern mit n = (A(G) - 1), welcher (B2) erfiillt hat. Daraus folgt, dass dieser
T,-Stern vor dem aktuellen Zug von Bob keine stark listen-ungepaarten

Bob konnte dann durch seinen Zug hdchstens eine zusitzliche stark listen-
ungepaarte Kante produzieren; d.h. es existiert genau eine stark listen-

@ @ Durch ihren Zug reduziert Alice nun die Anzahl der stark listen-ungepaarten
Kanten in dieser T,,-Komponente auf 0.

Fiir die andere T,-Komponente, die Alice durch ihren Zug auf einer inneren

Alle Komponenten erfiillen somit nach dem Zug von Alice (B1) und (B2).

®  Esgilt vg = A(G), da es sich bei der betrachteten Komponente um einen
relevanten T,-Stern handeln muss.
Es existiert somit eine nicht-induzierte Kante, die inzident zu vg ist.
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®  Durch ihren Zug reduziert Alice nun die Anzahl der stark listen-ungepaarten
Kanten in dieser T,-Komponente auf 0.

Falls durch den Zug von Alice eine weitere T,-Komponente entsteht, so gilt
fiir diese n = 1.

Alle Komponenten erfiillen somit nach dem Zug von Alice (B1) und (B2).

®  Dies ist mdglich, denn kann Alice eine nicht-induzierte und zu vg inzidente
Kante nicht so farben, dass dadurch mindestens zwei stark listen-ungepaarte
Kanten eliminiert werden, so folgt, dass mindestens zwei Kanten existieren,
die jeweils zwischen vg und einer stark listen-ungepaarten Kante liegen, bei
welchen die Listen nicht identisch sein kdnnen. Denn aufgrund der Voraus-
setzungen sind alle stark listen-ungepaarten Kanten mit derselben Farbe
geféarbt und diese Farbe ist in keiner Liste zu einer nicht-induzierten und zu
vp inzidenten Kante vorhanden.

Durch ihren Zug reduziert Alice nun die Anzahl der stark listen-ungepaarten
Kanten in dieser T,-Komponente um mindestens zwei.

Falls durch den Zug von Alice eine weitere T,-Komponente entsteht, so gilt
fiir diese n < 2.

Alle Komponenten erfiillen somit nach dem Zug von Alice (B1) und (B2).

@ ® Durch ihren Zug reduziert Alice nun die Anzahl der stark listen-ungepaarten
Kanten in dieser T,,-Komponente um mindestens zwei.

Fiir die durch den Zug von Alice entstehende weitere T,-Komponente gilt
n=2.

Alle Komponenten erfiillen somit nach dem Zug von Alice (B1) und (B2).

© Dies ist moglich, denn wire bereits eine andere zu vg inzidente Kante mit
einer solchen Farbe gefarbt, so wire entweder die Kante o oder die Kante
definitionsgemiss gar nicht stark listen-ungepaart gewesen.

© © Durch ihren Zug reduziert Alice nun die Anzahl der stark listen-ungepaarten
Kanten in dieser T,-Komponente um mindestens zwei.

Falls durch den Zug von Alice eine weitere T,,-Komponente entsteht, so gilt
fiir diese n = 1.

Alle Komponenten erfiillen somit nach dem Zug von Alice (B1) und (B2).

Eine solche Farbe existiert, denn die Listen zu den beiden Kanten € und 1 sind
voraussetzungsgemadss bis auf eine Farbe identisch. Die Liste zur Kante A
enthélt aber keine der beiden Farben, die in jeweils nur einer Liste der beiden
Kanten € und 1 vorkommt. Wire zudem bereits eine zu vy inzidente Kante mit
einer solchen Farbe gefarbt, so wiren die beiden Kanten o und  vor dem Zug
von Alice definitionsgeméss gar nicht stark listen-ungepaart gewesen.

Alice kann also fiir jeden Baum mit A(G)>6 sicherstellen, dass sie, vollig
unabhingig davon, welche Kante Bob in seinem Zug jeweils farbt und wie die Listen
zu den jeweiligen Kanten aussehen, als Gewinnerin des Spiels hervorgehen kann,
sofern |L(e)| > (A(G) + 1) Ve e E(G) gilt.

Womit Satz 1 bewiesen ist.
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V. SPIELLISTENCHROMATISCHER INDEX ch'y(G) FUR BAUME MIT A(G) =5

Satz 2:
Sei G = (V, E, §) ein Baum mit A(G) =5.
Dann gilt ch's(G) <A(G) +1

Zum Beweis des Satzes wird wie im Fall A(G) > 6 eine Gewinnstrategie flir Alice
angegeben, flr den Fall, dass jede Liste nun aus genau sechs beliebigen Farben besteht.

Grundsitzlich kann das Vorgehen aus Abschnitt [V iibernommen werden.

Die beiden Bedingungen (B1) und (B2) gestalten sich fiir den Fall A(G) = 5 wie folgt:

(B1) Jede T,-Komponente mit n > 3 ist ein reguliirer T,-Stern

(B2) Jeder relevante T,-Stern mit n > 4 besitzt keine stark
listen-ungepaarte Kante

Im Unterschied zum Fall A(G) > 6 kann Alice allerdings fiir den Fall A(G) = 5 nicht immer
gewdhrleisten, dass die Bedingungen (B1) und (B2) nach jedem ihrer Ziige erfiillt sind.

Es gilt deshalb:

1. Kann Alice gewdhrleisten, dass, sofern die T,-Komponente kein T,-Stern mit n = 4
und insgesamt drei stark listen-ungepaarten Kanten ist, nach jedem ihrer Ziige die
zwei Bedingungen (B1) und (B2) erfiillt sind, so kann das Spiel solange
weitergespielt werden, bis alle Kanten des Baumes zuldssig gefarbt sind und Alice
folglich als Gewinnerin des Spiels hervorgeht.

2. Ist Alice am Zug und existiert eine T,-Komponente, welche ein T,-Stern mit n = 4
und insgesamt drei stark listen-ungepaarten Kanten ist, so kann Alice ihre weiteren
Ziige so durchfiihren, dass sie, unabhidngig davon, welche Kanten Bob in seinen
Zigen jeweils farbt, gewihrleisten kann, dass das Spiel solange weitergespielt
werden kann, bis der Baum vollstindig gefarbt ist.

Der Beweis erfolgt wiederum induktiv iiber die Anzahl der Ziige:
Jeder ungefarbte Baum (Ty-Komponente) erfiillt die beiden Bedingungen (B1) und (B2).

Nach einigen Ziigen von Alice und Bob seien dann eine oder mehrere
Ty-Komponenten entstanden, welche (B1) und (B2) erfiillen.
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Nun werden wiederum zwei Fille unterschieden:

A)
B)

A)

B)

Alice ist als ndchste am Zug
Bob ist als néchster am Zug

Alice ist als ndchste am Zug

Falls es T,-Komponenten mit 1 <n <2 und ungefirbten Kanten gibt, wihlt Alice
eine davon und farbt darin eine Kante, die adjazent zu einer bereits gefarbten Kante
ist, mit einer beliebigen moglichen Farbe. Da diese T,-Komponente noch nicht
vollstindig gefdrbt ist, existiert eine solche Kante zwangslaufig.

Falls fiir alle T,-Komponenten n > 3 ist, wihlt Alice eine mit noch ungefirbten
Kanten aus und betrachtet dann deren existierenden Basisknoten vg:

Fall 1: Fall 2:

Alle bisher geférbten Kanten Es existiert eine gefarbte Kante o,

sind inzident zu vg. welche nicht inzident zu vg ist.
Alice farbt in threm Zug eine Alice farbt in threm Zug die zu vp
ungefarbte Kante, welche ebenfalls inzidente Kante, welche auf dem
inzident zu vg ist, mit einer Weg von vg zur Kante o liegt, mit
beliebigen mdglichen Farbe. einer beliebigen moglichen Farbe.

Die Erlduterung ist dieselbe wie Die Erlduterung ist dieselbe wie

im Fall A(G) > 6. im Fall A(G) > 6.

Bob ist als ndchster am Zug

Verstosst eine T,-Komponente nach dem Zug von Bob gegen mindestens eine der
Bedingung (B1) oder (B2), so (i) besitzt sie zwei Basisknoten oder (ii) ist sie ein
nicht reguldrer T,-Stern mit n = 3 oder (iii) besitzt sie zu viele stark listen-ungepaarte
Kanten.

Existiert nach Bobs Zug eine T,-Komponente mit zwei Basisknoten (der erste
Basisknoten vg; habe dabei bereits vor dem Zug von Bob bestanden, der zweite
Basisknoten vg; sei durch den Zug von Bob erzeugt worden), so fiihrt Alice in ithrem
néchsten Zug einen sogenannten "Trennzug" durch, indem sie wie folgt agiert:

Man beachte hierbei, dass die Erlduterungen jeweils aus dem Fall A(G)>6
iibernommen werden konnen.
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Fall 1:
Die beiden Basisknoten vg; und vg, sind
durch genau eine Kante k miteinander
verbunden.

Sk

Alice farbt diese Kante k mit einer
beliebigen moglichen Farbe.

Fall 2:
Die beiden Basisknoten vg; und vg, sind
durch einen Weg W der Lange > 3
miteinander verbunden.

1

Alice farbt in diesem Fall die Kante
auf W, die inzident zu vg, ist, mit einer
beliebigen mdglichen Farbe.

Fall 3:

Die beiden Basisknoten vg; und vg, sind durch einen Weg W der
Lénge 2 miteinander verbunden.

a

Fall 3.1:
Es gibt eine geférbte Kante,
die inzident zu vg, ist.

Fall 3.2:

Es ist keine gefarbte Kante zu v, inzident.

SL Ik

SL Ik

Alice farbt in diesem
Fall die Kante auf W,
die inzident zu vg; ist,
mit einer beliebigen
moglichen Farbe.

Fall 3.2.1:

Die Liste zu der zu
vg, Inzidenten Kante
B auf W enthélt eine

Farbe, welche die

Liste zu der zu vg;

inzidenten Kante x
auf W nicht enthilt.

Fall 3.2.2:

Die Liste zu der zu vg, inzidenten
Kante B auf W und die Liste zu
der zu vg; inzidenten Kante «
auf W sind identisch.

SL Ik

a

Alice farbt die Kante
B mit dieser Farbe.

Fall 3.2.2.1:
Die Liste zur
Kante B enthélt
eine Farbe, mit
der bereits eine
Zu vg; inzidente
Kante geférbt
ist.

1

Alice farbt die
Kante B mit
dieser Farbe.

Fall 3.2.2.2:
Die Liste zur
Kante B enthélt
keine Farbe, mit
der bereits eine
Zu vg; inzidente
Kante geférbt
ist.

a

Alice farbt die
Kante B mit
einer beliebigen
moglichen
Farbe.
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(i), (iii)  Existiert nach Bobs Zug eine T,-Komponente, welche ein nicht reguldrer
Ty-Stern mit n = 3 ist, bzw. ein reguldrer T,-Stern ist, welcher zu viele stark listen-
ungepaarte Kanten enthilt, so handelt Alice wie folgt:

Fall 1: Fall 2:
T,-Stern mit n = 3 T,-Stern mitn =5
In diesem Fall existiert keine zum In diesem Fall besitzt der T,-Stern genau
Basisknoten vp inzidente gefarbte Kante. eine stark listen-ungepaarte Kante, da
Bedingung (B2) vor dem Zug von Bob
@ erfiillt war und Bob durch seinen Zug
hochstens eine stark listen-ungepaarte
Alice farbt in ihrem Zug eine induzierte Kante produzieren konnte.
Kante, die zum Basisknoten vy inzident ist,
mit einer beliebigen mdglichen Farbe. @
Durch diesen Zug erzeugt Alice eine Alice farbt in ihrem Zug diejenige Kante,
T,-Komponente mit n = 3, welche ein die zum Basisknoten vy inzident und
regulérer T,-Stern ist, sowie eine zugleich zur stark listen-ungepaarten
T,-Komponente mit n = 2. Kante adjazent ist, mit einer beliebigen
(B1) und (B2) smq somit ﬁ.l.r alle méglichen Farbe.
Komponenten wieder erfiillt.
Durch diesen Zug erzeugt Alice einen
reguldren T,-Stern mit n = 5, welcher keine
stark listen-ungepaarte Kante enthélt,
sowie eine T,-Komponente mitn =2.
(B1) und (B2) sind somit fiir alle
Komponenten wieder erfiillt.

Fall 3:
T,-Stern mitn =4

In diesem Fall konnen bis zu drei stark listen-ungepaarte Kanten existieren.

Da Alice aber nur in den Fillen, in denen die Anzahl der stark listen-ungepaarten
Kanten < 3 ist (Félle 3.1 — 3.3), gewahrleisten kann, dass nach ihrem Zug die
Bedingungen (B1) und (B2) wieder erfiillt sind, muss der Fall mit drei stark listen-
ungepaarten Kanten separat betrachtet werden (Félle 3.4 — 3.6).

Das Vorgehen zu den Féllen 3.4 — 3.6 gestaltet sich dabei folgendermassen:

Alice versucht in ihrem Zug so viele stark listen-ungepaarte Kanten wie méglich zu
entfernen. Sind danach (B1) und (B2) fiir diese T,-Komponente wieder erfiillt, so kann das
Spiel normal fortgesetzt werden und der Fall wird nicht mehr weiteruntersucht. Kann Alice
durch ihren Zug nur zwei stark listen-ungepaarte Kanten entfernen (dies ist immer moglich,

wie man sehen wird), so wird der Fall weiteruntersucht, bis (B1) und (B2) fiir diese

T,-Komponente wieder erfiillt sind. Auf die anderen T,-Komponenten, die durch die

jeweiligen Ziige von Alice und Bob moglicherweise entstehen, wird, solange es sich

um T,-Komponenten mit n = 2 oder um regulire T,-Sterne mit n = 3 handelt,
nicht ndher eingegangen.

Sl 8
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E> Fall 3.1: es existiert genau eine stark listen-ungepaarte Kante.

Alice farbt in ihrem Zug diejenige Kante, die zum Basisknoten vg inzident
und zugleich zur stark listen-ungepaarten Kante adjazent ist, mit einer beliebigen
moglichen Farbe.

(B1) und (B2) sind dann nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.

[1> Fall 3.2: es existieren genau zwei stark listen-ungepaarte Kanten und diese
sind mit der gleichen Farbe gefirbt.

Situation: Alice geht nun wie folgt vor:

Falls die Liste zur Kante € die Farbe @ enthilt, so
€ farbt Alice die Kante € ebenfalls mit der Farbe ©.

VB Ist dies nicht der Fall, enthilt aber die Liste zur Kante €
eine Farbe, die weder in der Liste zur Kante a noch in der

(3} 0 o Liste zur Kante § enthalten ist, so farbt Alice die Kante ¢
mit einer solchen Farbe.

In allen anderen Fillen enthélt die Liste zur Kante a mindestens eine Farbe, die in der
Liste zur Kante B nicht enthalten ist. In diesem Fall farbt Alice die Kante o mit einer
solchen Farbe.

In jedem Fall sind dann (B1) und (B2) nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.

Fall 3.3: es existieren genau zwei stark listen-ungepaarte Kanten und diese
sind mit verschiedenen Farben gefarbt.

Situation: Alice geht nun wie folgt vor:
o Falls die Liste zur Kante o eine Farbe enthélt, die in der
g Liste zur Kante B nicht enthalten ist und diese Farbe ist

nicht gleich der Farbe @, so farbt Alice die Kante o mit

VB .
einer solchen Farbe.

e 0 o Ist dies nicht der Fall, enthilt aber die Liste zur Kante 3
eine Farbe, die in der Liste zur Kante o nicht enthalten ist,
und ist diese Farbe nicht gleich der Farbe @, so farbt Alice
die Kante § mit einer solchen Farbe

Ist auch dies nicht der Fall, sind aber die Listen zu den beiden Kanten o und f3 identisch,
so farbt Alice die Kante a mit der Farbe @.

In allen anderen Fillen farbt sie die Kante & wie folgt:
Falls die Liste zur Kante € eine Farbe enthilt, die weder in der Liste zur Kante o noch in
der Liste zur Kante 3 enthalten ist, so farbt Alice die Kante € mit einer solchen Farbe.

Ist dies nicht der Fall, so enthélt die Liste zur Kante € nur Farben, die in mindestens
einer der Listen zu den Kanten o oder f vorkommt. In diesem Fall enthélt die Liste zur
Kante ¢ aber die Farbe @, welche in der Liste zur Kante B nicht vorkommt. Alice farbt
dann die Kante € mit der Farbe ©.

In jedem Fall sind dann (B1) und (B2) nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.

25
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[‘\> Fall 3.4: es existieren genau drei stark listen-ungepaarte Kanten und
diese sind alle mit der gleichen Farbe gefarbt.

Situation: Alice geht nun wie folgt vor:

Falls die Liste zur Kante € die Farbe @ enthilt, so farbt
Alice die Kante € ebenfalls mit der Farbe @.
(B1) und (B2) sind dann wieder erfiillt.

Ist dies nicht der Fall, enthilt aber die Liste zur Kante ¢
eine Farbe, die in keiner der Listen zu den Kanten a, § und
A enthalten ist, so farbt Alice die Kante € mit einer solchen
Farbe. (B1) und (B2) sind dann wieder erfiillt.

In allen anderen Fillen kdnnen die Listen zu den Kanten a, f und A nicht identisch sein.

Enthilt eine der Listen zu den Kanten a, § oder A eine Farbe, die in den jeweils beiden
anderen Listen nicht vorkommt, so farbt Alice eine dieser Kanten mit einer solchen
Farbe. (B1) und (B2) sind dann wieder erfiillt.

Ist dies nicht moglich, so ist jede Farbe der Liste zur Kante o in mindestens einer der
Listen zu den Kanten 3 oder A enthalten.

Maogliche Farbverteilung in diesem Fall:
L(w) = {1,2,3.4,5,6}, L(B) = {1,2,4,5,6,7}, L(A) = {1,2,3,5,6,7}, L(e) = {2,3,4,5,6,7}

Alice farbt dann die Kante a mit einer Farbe, die in der Liste zur Kante B nicht enthalten
ist, in der Liste zur Kante A aber vorkommit.

Neue Situation:

(Man beachte hierbei:
Die Farbe © ist in der Liste zur Kante B nicht enthalten.
Die Farbe @ ist in der Liste zur Kante A enthalten.)

Es wird nun fiir diesen Fall gezeigt, dass Alice dafiir
sorgen kann, dass diese kritische T,-Komponente
dennoch vollstindig gefarbt werden kann.

Bob kann nun in seinem néchsten Zug folgende Kanten
farben:

a) Bob farbt die Kante A. In diesem Fall sind dann sowohl (B1) als auch (B2) wieder
erfiillt.

b) Bob firbt die Kante B. In diesem Fall farbt Alice in ihrem néchsten Zug die
Kante A mit einer beliebigen moglichen Farbe. Es sind dann (B1) und (B2) nach
dem Zug von Alice wieder erfiillt.

¢) Bob farbt die Kante €. In diesem Fall farbt Alice in ihrem nidchsten Zug die
Kante A mit einer beliebigen moglichen Farbe. Es sind dann (B1) und (B2) nach
dem Zug von Alice wieder erfiillt.

d) Bob firbt in seinem Zug eine zur Kante A adjazente Kante, welche nicht zum
Basisknoten vg inzident ist. In diesem Fall farbt Alice in ihrem nichsten Zug die
Kante A mit einer beliebigen moglichen Farbe. Es sind dann (B1) und (B2) nach
dem Zug von Alice wieder erfiillt.

¢) Bob firbt in seinem Zug eine Kante, die nicht zur Kante A adjazent ist, bei der aber
die Kante A auf dem Weg von dieser Kante zum Basisknoten vy liegt. In diesem Fall
farbt Alice in ihrem néchsten Zug die Kante A mit einer beliebigen moglichen Farbe.
Es sind dann (B1) und (B2) nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.
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f) Bob farbt in seinem Zug eine zur Kante § adjazente Kante, welche nicht zum
Basisknoten vg inzident ist. Dieser Fall muss genauer untersucht werden.

g) Bob firbt in seinem Zug eine Kante, die nicht zur Kante 3 adjazent ist, bei der aber
die Kante § auf dem Weg von dieser Kante zum Basisknoten v liegt. In diesem Fall
farbt Alice in ihrem néchsten Zug die Kante B mit einer Farbe, die nicht in der Liste
zur Kante A vorhanden ist. Dies ist gemiss Voraussetzung moglich. Es sind dann
(B1) und (B2) nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.

h) Bob firbt in seinem Zug eine zur Kante ¢ adjazente Kante, welche nicht zum
Basisknoten vg inzident ist. Dieser Fall muss genauer untersucht werden.

j) Bob férbt in seinem Zug eine Kante, die nicht zur Kante € adjazent ist, bei der aber
die Kante € auf dem Weg von dieser Kante zum Basisknoten v liegt. In diesem Fall
farbt Alice in ihrem néchsten Zug die Kante A mit einer beliebigen moglichen Farbe.
Es sind dann (B1) und (B2) nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.

Fall 1) Bob hat in seinem Zug soeben die Kante « geférbt.

Falls moglich, farbt Alice nun in ihrem Zug die Kante 8
mit einer Farbe, die nicht in der Liste zur Kante A
enthalten ist. (B1) und (B2) sind dann in diesem Fall
nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.

Der einzige Fall, bei welchem dies nicht moglich ist, tritt
dann ein, wenn die Liste zur Kante § nur eine Farbe
enthilt, welche die Liste zur Kante A nicht enthéilt und
diese Farbe diejenige ist, mit der Bob soeben die Kante k
gefdrbt hat. (Man beachte hierbei, dass die Listen zu den Kanten
B und A gemiss Voraussetzung nicht identisch sein kénnen).

In diesem Fall betrachtet Alice die Kante €. Enthélt die Liste zur Kante € die Farbe, mit
der Bob die Kante k geférbt hat, so farbt Alice die Kante € ebenfalls mit dieser Farbe.
(B2) ist dann wieder erfiillt. Allerdings existieren nach diesem Zug von Alice immer
noch zwei Basisknoten, weshalb dieser Fall weiterverfolgt werden muss (siche
iibernichster Absatz).

Ist dies nicht der Fall, so enthélt die Liste zur Kante £ mindestens zwei Farben, die nicht
in der Liste zur Kante B enthalten sind. (Denn @ und die Farbe der Kante k sind umgekehrt
nicht in der Liste zur Kante ¢ enthalten). Da aber offenbar die Listen zu den beiden Kanten
B und A genau fiinf Farben gemeinsam haben (darunter auch die Farbe @), kann Alice die
Kante € mit einer Farbe farben, die weder in der Liste zur Kante 8 noch in der Liste zur
Kante A enthalten ist. Auch in diesem Fall ist (B2) dann wieder erfiillt. Allerdings
existieren auch nach diesem Zug von Alice immer noch zwei Basisknoten, weshalb
auch dieser Fall weiterverfolgt werden muss (siehe nachster Absatz).

Hat Alice in ihrem Zug die Kante & wie oben beschrieben gefirbt, so kann Bob nun in

seinem néchsten Zug folgende Kanten farben:

i) Bob farbt die Kante . In diesem Fall sind dann sowohl (B1) als auch (B2) wieder
erfillt.

ii) Bob férbt die Kante A. In diesem Fall farbt Alice in ihrem néchsten Zug die
Kante B mit einer beliebigen moglichen Farbe, wodurch dann sowohl (B1) als auch
(B2) wieder erfiillt sind.

iii) Bob férbt eine zur Kante § adjazente Kante, welche nicht zum Basisknoten vg
inzident ist. In diesem Fall farbt Alice in ihrem néchsten Zug die Kante  mit einer
beliebigen moglichen Farbe. Durch diesen Zug von Alice entsteht ein T,-Stern mit
n =5, welcher keine stark listen-ungepaarte Kante enthdlt sowie ein T,-Stern mit
n =4, welcher ebenfalls keine stark listen-ungepaarte Kante enthilt. Es sind somit
(B1) und (B2) nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.
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iv) Bob firbt in seinem Zug eine Kante, die nicht zur Kante § adjazent ist, bei der aber
die Kante p auf dem Weg von dieser Kante zum Basisknoten vy liegt. Dieser Fall
muss genauer untersucht werden.

v) Bob férbt in seinem Zug eine zur Kante A adjazente Kante, welche nicht zum
Basisknoten vg inzident ist. Dieser Fall muss genauer untersucht werden.

vi) Bob firbt in seinem Zug eine Kante, die nicht zur Kante A adjazent ist, bei der aber
die Kante A auf dem Weg von dieser Kante zum Basisknoten vy liegt. Dieser Fall
muss genauer untersucht werden.

Neue Situation zu den Fillen iv), v) und vi):

(Man beachte hierbei:
Die Listen zu den beiden Kanten
und A haben genau fiinf Farben

iv) gemeinsam, wobei die Farbe © nicht
in der Liste zur Kante 3 und die Farbe
der Kante « nicht in der Liste zur
Kante A enthalten ist. Ferner ist die
Farbe der Kante € entweder gleich der
Farbe der Kante k oder sie ist weder in
der Liste zur Kante § noch in der Liste
zur Kante A enthalten.)

Zu Fall iv):

Ist der T,-Stern mit n = 4, welcher entsteht, wenn Alice in ihrem Zug nun die Kante 3
farbt, kein relevanter T,-Stern, so farbt Alice die Kante  mit einer beliebigen mdglichen
Farbe. (B1) und (B2) sind dann fiir alle Komponenten wieder erfiillt.

Ist dies nicht der Fall, aber ist die Kante, die Bob in seinem Zug soeben gefarbt hat,
nicht stark listen-ungepaart in Bezug auf den zweiten Basisknoten (Endknoten der Kante
BB, welcher nicht vg ist), so farbt Alice in ihrem Zug die Kante B mit einer beliebigen
moglichen Farbe. (B1) und (B2) sind dann fiir alle Komponenten wieder erfiillt.

In allen anderen Fillen hat Bob somit durch seinen Zug eine stark listen-ungepaarte
Kante in Bezug auf den zweiten Basisknoten, welcher Maximalgrad besitzt, produziert.
Alice versucht nun in ihrem Zug die Kante 3 so zu farben, dass danach keine stark
listen-ungepaarte Kante in Bezug auf den zweiten Basisknoten mehr existiert. (B1) und
(B2) wiren dann wieder fiir alle Komponenten erfiillt.

Ist dies nicht mdglich, so versucht Alice die Kante 1, welche zwischen dem zweiten
Basisknoten und der stark listen-ungepaarten Kante liegt, mit einer Farbe zu farben, die
nicht in der Liste zur Kante p vorhanden ist. Gelingt ihr das, so kann Bob in seinem
néchsten Zug folgende Kanten férben:

— er farbt die Kante 8, wodurch ein T,-Stern mit n = 5 sowie ein T,-Stern mitn =4
entstehen, welche beide keine stark listen-ungepaarten Kanten enthalten. (B1) und
(B2) sind somit wieder fiir alle Komponenten erfiillt.

— er farbt die nicht-induzierte und zum zweiten Basisknoten inzidente Kante ®. In
diesem Fall farbt Alice die Kante  mit einer beliebigen moglichen Farbe. Durch
diesen Zug entsteht ein T,-Stern mit n = 5, welcher keine stark listen-ungepaarte
Kante enthélt sowie eine vollstindig gefdarbte Komponente. (B1) und (B2) sind
somit wieder fiir alle Komponenten erfiillt.

— er farbt eine zur Kante o adjazente Kante, welche aber nicht stark listen-ungepaart
in Bezug auf den zweiten Basisknoten ist, bzw. er férbt eine nicht zur Kante o
adjazente Kante, bei welcher aber die Kante © auf dem Weg von dieser Kante zum
zweiten Basisknoten liegt. In diesem Fall farbt Alice die Kante  mit einer
beliebigen moglichen Farbe, wodurch zwei T,-Sterne mit n = 5 entstehen, welche
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beide keine stark listen-ungepaarten Kanten enthalten. (B1) und (B2) sind somit

wieder fiir alle Komponenten erfiillt.

— er farbt eine zur Kante o adjazente Kante, welche stark listen-ungepaart in Bezug
auf den zweiten Basisknoten ist. In diesem Fall farbt Alice die Kante  mit einer
beliebigen moglichen Farbe. Da nach diesem Zug von Alice immer noch zwei
Basisknoten existieren, muss dieser Fall weiterverfolgt werden:

—  Bob kann nun in seinem néchsten Zug die Kante 3 farben, wodurch ein
T,-Stern mit n = 5, welcher keine stark listen-ungepaarte Kante enthélt sowie
eine vollstindig gefarbte Komponente entstehen. (B1) und (B2) sind somit
wieder fiir alle Komponenten erfiillt.

— Bob kann die Kante A farben. In diesem Fall farbt Alice dann in ihrem Zug die
Kante B mit einer beliebigen moglichen Farbe. Dies ist moglich, da Alice
mindestens eine mogliche Farbe zur Verfligung steht! Durch diesen Zug
entstehen zwei vollstindig gefiarbte Komponenten. (B1) und (B2) sind somit
wieder fiir alle Komponenten erfiillt.

—  Bob kann eine andere ungefirbte Kante, bei welcher die Kante A auf dem Weg
von dieser Kante zum Basisknoten vy liegt, farben. In diesem Fall farbt Alice
die Kante A mit einer beliebigen moglichen Farbe. Es bleibt ihr dann immer
noch eine mogliche Farbe, um die letzte verbleibende ungefarbte Kante 3
dieser Komponente zuléssig farben zu konnen. (Denn entweder sind drei zur
Kante B adjazente Kanten so geférbt, dass ihre Farben nicht in der Liste zur Kante 3
vorhanden sind, oder es sind zwei zur Kante  adjazente Kanten so geférbt, dass ihre
Farben nicht in der Liste zur Kante  vorhanden sind und zudem besitzen zwei zur
Kante B adjazente Kanten dieselbe Farbe.) (B1) und (B2) sind somit fiir alle
Komponenten wieder erfiillt.

Kann Alice weder die Kante B noch die Kante 1 so wie oben beschrieben farben, so sind

die Listen zu den beiden Kanten  und 1 identisch (in diesem Fall besitzt dann aber die von

Bob soeben gefiarbte Kante zwangslaufig eine Farbe, mit der bereits eine andere zu vy inzidente

Kante gefarbt ist, da Alice ansonsten bereits die Kante § mit dieser Farbe hétte firben konnen,

was den Voraussetzungen widerspricht) oder sie haben genau fiinf Farben gemeinsam (die

Farbe, mit der Bob soeben seine Kante geférbt hat, ist dann nur in der Liste zur Kante 1 enthalten

und die Farbe, die nur in der Liste zur Kante 3 enthalten ist, ist dann eine Farbe, mit der bereits

eine zu vp inzidente Kante gefarbt ist).

In diesem Fall farbt Alice die nicht-induzierte und zum zweiten Basisknoten inzidente

Kante o wie folgt:

Falls moglich, farbt sie die Kante o mit einer Farbe, die in keiner der Listen zu den

Kanten B und 1 vorkommt.

Ist dies nicht mdglich, so farbt sie die Kante @ mit einer Farbe, die nur in einer der

Listen zu den Kanten B oder 1 vorkommt.

Ist auch dies nicht moglich, so sind diese drei Listen identisch. In diesem Fall farbt

Alice die Kante « mit der Farbe, mit der auch die stark listen-ungepaarte Kante in

Bezug auf den zweiten Basisknoten gefarbt ist. (Man beachte hierbei, dass dann mit dieser

Farbe bereits eine zu vy inzidente Kante geférbt ist, wie weiter oben ausgefiihrt wurde.) Da nach

dem Zug von Alice immer noch zwei Basisknoten existieren, muss dieser Fall

weiterverfolgt werden:

— Bob kann nun in seinem néchsten Zug die Kante  farben. Beide durch diesen Zug
entstehenden Komponenten sind T,-Sterne mit n = 5, welche keine stark listen-
ungepaarten Kanten enthalten. (B1) und (B2) sind somit fiir alle Komponenten
wieder erfiillt.

— Bob kann in seinem néchsten Zug die Kante 1 fairben. In diesem Fall farbt Alice in
ihrem néchsten Zug die Kante  mit einer beliebigen moglichen Farbe. Durch diesen
Zug von Alice entsteht ein T,-Stern mit n = 5, welcher keine stark listen-ungepaarte
Kante enthélt, sowie eine vollstdndig gefarbte Komponente. (B1) und (B2) sind
somit fiir alle Komponenten wieder erfiillt.
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Bob kann in seinem nichsten Zug eine weitere zur Kante 1 adjazente Kante farben,
welche nicht zum zweiten Basisknoten inzident ist bzw. eine Kante, welche nicht
zur Kante 1 adjazent ist, bei der aber die Kante 1 auf dem Weg von dieser Kante zum
zweiten Basisknoten liegt. In diesem Fall farbt Alice die Kante 1 mit einer
beliebigen moglichen Farbe. Es existiert dann keine stark listen-ungepaarte Kante
in Bezug auf den zweiten Basisknoten mehr. Allerdings besitzt die Komponente
immer noch zwei Basisknoten.

Der Fall muss also weiterverfolgt werden.

—  Bob kann nun in seinem néchsten Zug die Kante 3 farben, wodurch ein
T,-Stern mit n = 5, welcher keine stark listen-ungepaarte Kante enthélt, sowie
eine vollstidndig gefarbte Komponente entstehen. (B1) und (B2) sind somit fiir
alle Komponenten wieder erfiillt.

— Bob kann die Kante A farben. In diesem Fall farbt Alice dann in ihrem Zug die
Kante B mit einer beliebigen moglichen Farbe. Dies ist moglich, da Alice
mindestens eine mogliche Farbe zur Verfiigung steht! Durch diesen Zug von
Alice entstehen zwei vollstindig gefarbte Komponenten. (B1) und (B2) sind
somit fiir alle Komponenten wieder erfiillt.

—  Bob kann eine andere ungeféarbte Kante, bei welcher die Kante A auf dem Weg
von dieser Kante zum Basisknoten vg liegt, farben. In diesem Fall farbt Alice
die Kante A mit einer beliebigen moglichen Farbe. Es bleibt ihr dann immer
noch eine mogliche Farbe, um die letzte verbleibende Kante B dieser
Komponente zuldssig farben zu kdnnen. (Denn entweder sind drei zur Kante 3
adjazente Kanten so geférbt, dass ihre Farben nicht in der Liste zur Kante B vorhanden
sind, oder es sind zwei zur Kante § adjazente Kanten so geférbt, dass ihre Farben nicht
in der Liste zur Kante  vorhanden sind und zudem besitzen zwei zur Kante 3
adjazente Kanten dieselbe Farbe, oder es ist eine zur Kante § adjazente Kante so
gefirbt, dass ihre Farbe nicht in der Liste zur Kante B vorhanden ist und zudem
existieren vier gefarbte und zur Kante § adjazente Kanten so, dass diese insgesamt nur
zwei verschiedene Farben besitzen.) (B1) und (B2) sind dann fiir alle
Komponenten wieder erfiillt.

Zu Fall v) und vi):

In diesen beiden Féllen farbt Alice in ihrem néchsten Zug die Kante A mit einer
beliebigen moglichen Farbe.
Bob wiederum, hat nun in seinem nichsten Zug folgende Moglichkeiten:

er farbt die Kante f. In diesem Fall sind (B1) und (B2) wieder fiir alle Komponenten
erfiillt.

er farbt eine zum zweiten Basisknoten (Endknoten der Kante 3, welcher nicht vg ist)
inzidente Kante. In diesem Fall farbt Alice die Kante B mit einer beliebigen
moglichen Farbe. Dies ist moglich, da Alice mindestens eine mogliche Farbe zur
Verfiigung steht! Durch diesen Zug entsteht eine vollstindig gefarbte Komponente
sowie ein T,-Stern mit n = 4, welcher keine stark listen-ungepaarte Kante enthilt.
(B1) und (B2) sind somit wieder fiir alle Komponenten erfiillt.

er farbt eine Kante, welche durch seinen Zug stark listen-ungepaart in Bezug auf
den zweiten Basisknoten wird.

Falls der zweite Basisknoten nicht Maximalgrad besitzt, farbt Alice nun die Kante 3
mit einer beliebigen mdglichen Farbe. Durch diesen Zug entsteht eine vollstandig
gefarbte Komponente sowie ein nicht relevanter T,-Stern mit n = 4. (B1) und (B2)
sind dann wieder fiir alle Komponenten erfiillt.

Besitzt der zweite Basisknoten Maximalgrad, so versucht Alice nun in ihrem Zug
die Kante 3 so zu farben, dass danach keine stark listen-ungepaarte Kante in Bezug
auf den zweiten Basisknoten mehr existiert. Gelingt ihr das, dann entsteht durch
ihren Zug eine vollstindig gefiarbte Komponente sowie ein T,-Stern mit n =4,
welcher keine stark listen-ungepaarte Kante enthélt. (B1) und (B2) sind somit fiir
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alle Komponenten wieder erfiillt.

Ist dies nicht mdglich, so versucht Alice die Kante 1, welche zwischen dem zweiten

Basisknoten und der stark listen-ungepaarten Kante liegt, mit einer Farbe zu farben,

die nicht in der Liste zur Kante B vorhanden ist. Gelingt ihr das, so kann Bob in

seinem néchsten Zug folgende Kanten farben:

— er farbt die Kante B, wodurch eine vollstindig gefarbte Komponente sowie ein
T,-Stern mit n = 4, welcher keine stark listen-ungepaarte Kante enthélt,
entstehen. (B1) und (B2) sind dann wieder fiir alle Komponenten erfiillt.

— er farbt die nicht-induzierte und zum zweiten Basisknoten inzidente Kante .
In diesem Fall farbt Alice die Kante f mit einer beliebigen moglichen Farbe.
Dies ist moglich, da Alice mindestens eine mogliche Farbe zur Verfiigung
steht! Durch diesen Zug von Alice entstehen zwei vollstindig gefarbte
Komponenten. (B1) und (B2) sind somit wieder fiir alle Komponenten erfiillt.

— er farbt eine zur Kante o adjazente Kante, welche aber nicht stark listen-
ungepaart in Bezug auf den zweiten Basisknoten ist, bzw. er farbt eine nicht
zur Kante o adjazente Kante, bei welcher aber die Kante o auf dem Weg von
dieser Kante zum zweiten Basisknoten liegt. In diesem Fall farbt Alice die
Kante B mit einer beliebigen moglichen Farbe. Durch diesen Zug von Alice
entsteht eine vollstdndig gefarbte Komponente sowie ein T,-Stern mit n =5,
welcher keine stark listen-ungepaarte Kante enthilt. (B1) und (B2) sind dann
wieder fiir alle Komponenten erfiillt.

— er farbt eine zur Kante o adjazente Kante, welche stark listen-ungepaart in
Bezug auf den zweiten Basisknoten ist. In diesem Fall farbt Alice die Kante ®
mit einer beliebigen mdglichen Farbe. Alice besitzt dann immer noch eine
mogliche Farbe, um die verbleibende, letzte ungefarbte Kante B zuldssig farben
zu konnen. (Denn entweder sind drei zur Kante B adjazente Kanten so gefirbt, dass
ihre Farben nicht in der Liste zur Kante § vorhanden sind, oder es sind zwei zur Kante
B adjazente Kanten so geférbt, dass ihre Farben nicht in der Liste zur Kante 3
vorhanden sind und zudem besitzen zwei zur Kante fj adjazente Kanten dieselbe
Farbe.) (B1) und (B2) sind dann wieder fiir alle Komponenten erfiillt.

Kann Alice weder die Kante  noch die Kante 1 so wie oben beschrieben farben, so sind

die Listen zu den beiden Kanten  und 1 identisch (in diesem Fall besitzt dann aber die von

Bob soeben gefirbte Kante zwangsldufig eine Farbe, mit der bereits eine andere zu vg inzidente

Kante gefarbt ist, da Alice ansonsten bereits die Kante  mit dieser Farbe hétte firben konnen,

was den Voraussetzungen widerspricht) oder sie haben genau fiinf Farben gemeinsam (die

Farbe, mit der die stark listen-ungepaarte Kante geférbt ist, ist dann nur in der Liste zur Kante 1

enthalten und die Farbe, die nur in der Liste zur Kante 3 enthalten ist, ist dann eine Farbe, mit

der bereits eine zu v inzidente Kante geférbt ist).

In diesem Fall farbt Alice die nicht-induzierte und zum zweiten Basisknoten inzidente

Kante o wie folgt:

Falls moglich, farbt sie die Kante o mit einer Farbe, die in keiner der Listen zu den

Kanten B und 1 vorkommt.

Ist dies nicht moglich, so farbt sie die Kante @ mit einer Farbe, die nur in einer der

Listen zu den Kanten B oder 1 vorkommt.

Ist auch dies nicht moglich, so sind diese drei Listen identisch. In diesem Fall farbt

Alice die Kante o mit der Farbe, mit der auch die stark listen-ungepaarte Kante in

Bezug auf den zweiten Basisknoten geférbt ist. (Man beachte hierbei, dass dann mit dieser

Farbe bereits eine zu vp inzidente Kante geférbt ist, wie weiter oben ausgefiihrt wurde.) Da

nach diesem Zug von Alice immer noch zwei Basisknoten existieren, muss dieser Fall

weiterverfolgt werden:

— Bob kann in seinem néchsten Zug die Kante B firben. Durch diesen Zug entsteht
eine vollstindig gefarbte Komponente sowie ein T,-Stern mit n = 5, welcher keine
stark listen-ungepaarte Kante enthilt. (B1) und (B2) sind somit fiir alle
Komponenten wieder erfiillt.
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— Bob kann in seinem néchsten Zug die Kante 1 fairben, dann farbt Alice in ihrem
néchsten Zug die Kante f mit einer beliebigen mdglichen Farbe. Dies ist moglich,
da Alice mindestens eine mogliche Farbe zur Verfligung steht! Durch diesen Zug
von Alice entstehen zwei vollstindig gefarbte Komponenten. (B1) und (B2) sind
somit fiir alle Komponenten wieder erfiillt.

— Bob kann in seinem Zug eine weitere zur Kante 1 adjazente Kante farben, welche
nicht zum zweiten Basisknoten inzident ist bzw. eine Kante, welche nicht zur Kante
tadjazent ist, bei der aber die Kante 1 auf dem Weg von dieser Kante zum zweiten
Basisknoten liegt. In diesem Fall farbt Alice die Kante 1 mit einer beliebigen
moglichen Farbe. Alice besitzt dann immer noch eine mogliche Farbe, um die
verbleibende, letzte ungefirbte Kante § zuldssig firben zu konnen. (Denn entweder
sind drei zur Kante B adjazente Kanten so gefarbt, dass ihre Farben nicht in der Liste zur
Kante B vorhanden sind, oder es sind zwei zur Kante 3 adjazente Kanten so gefarbt, dass
ihre Farben nicht in der Liste zur Kante § vorhanden sind und zudem besitzen zwei zur
Kante § adjazente Kanten dieselbe Farbe, oder es ist eine zur Kante § adjazente Kante so
gefarbt, dass ihre Farbe nicht in der Liste zur Kante  vorhanden ist und zudem existieren
vier gefarbte und zur Kante f§ adjazente Kanten so, dass diese insgesamt nur zwei
verschiedene Farben besitzen.) (B1) und (B2) sind dann wieder fiir alle Komponenten
erfiillt.

Fall h) Bob hat in seinem Zug soeben die Kante « gefarbt.

Ist die Kante k nicht stark listen-ungepaart, so farbt Alice
in ihrem Zug die Kante A mit einer beliebigen moglichen
Farbe. (B1) und (B2) sind dann nach dem Zug von Alice
wieder erfiillt.

Ist die Kante « stark listen-ungepaart, so geht Alice wie
folgt vor:

Existiert in der Liste zur Kante ¢ eine Farbe, die nicht in
der Liste zur Kante A enthalten ist, und ist diese Farbe nicht
gleich der Farbe, mit der Bob die Kante « geférbt hat, so
farbt Alice die Kante € mit einer solchen Farbe. (B1) und (B2) sind dann nach dem Zug
von Alice wieder erfiillt.

Ist dies nicht moglich, so haben die Listen zu den beiden Kanten A und € genau fiinf
Farben gemeinsam. (Man beachte, dass die Farbe der Kante k nicht gleich der Farbe @ sein
kann, da die Farbe @ nicht in der Liste zur Kante ¢ enthalten ist. Die beiden Listen unterscheiden
sich somit nur in der Farbe @ und in der Farbe der Kante «).

In diesem Fall betrachtet Alice nun die Kante B. Enthilt die Liste zur Kante B die Farbe,
mit der Bob die Kante « gefarbt hat, so farbt Alice in ihrem Zug die Kante B ebenfalls
mit dieser Farbe. (B1) und (B2) sind dann nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.

Ist die Farbe der Kante x nicht in der Liste zur Kante 3 enthalten, so folgt, dass die Liste
zur Kante f eine Farbe enthilt, die weder in der Liste zur Kante A noch in der Liste zur
Kante € enthalten ist.

(Die Farbe © und die Farbe, mit der die Kante k gefarbt ist, ist in der Liste zur Kante € enthalten,
nicht aber in der Liste zur Kante . Die Liste zur Kante 3 enthélt somit neben der Farbe @ eine
weitere Farbe, die nicht in der Liste zur Kante € vorkommt. Zudem enthélt die Liste zur Kante 3
zwangslaufig eine Farbe, die nicht in der Liste zur Kante A enthalten ist. Diese Farbe kann aber
nicht die Farbe der Kante « sein.)

Alice farbt in diesem Fall die Kante B mit einer solchen Farbe.
(B1) und (B2) sind dann nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.
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E> Fall 3.5: es existieren genau drei stark listen-ungepaarte Kanten und diese sind
in genau zwei verschiedenen Farben gefirbt.

Situation: Alice geht nun wie folgt vor:

Falls die Liste zur Kante € eine Farbe enthilt, die in keiner
der Listen zu den Kanten a, f und A enthalten ist, so farbt
Alice die Kante € mit einer solchen Farbe.

(B1) und (B2) sind dann wieder erfiillt.

Ist dies nicht der Fall, enthilt aber die Liste zur Kante A die
Farbe @, so farbt Alice die Kante A mit der Farbe @. (B1)
und (B2) sind dann nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.

Enthélt die Liste zur Kante A die Farbe @ nicht, ist aber die Farbe @ in der Liste zur
Kante ¢ enthalten, so farbt Alice die Kante € mit der Farbe ©.
(B1) und (B2) sind dann nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.

Ist auch dies nicht der Fall, enthalten aber die Listen zu den Kanten o und 3 die Farbe @
nicht, ist aber die Farbe @ in der Liste zur Kante € enthalten, so farbt Alice die Kante ¢
mit der Farbe @. (B1) und (B2) sind dann nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.

Ist auch dies nicht moglich, ist aber die Farbe @ nur in genau einer der beiden Listen zu
den Kanten o oder B enthalten, so firbt Alice diese Kante mit der Farbe @.
(B1) und (B2) sind dann nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.

Ist auch dies nicht der Fall, enthilt aber eine der Listen zu den Kanten a, B oder A eine
Farbe, die in den jeweils beiden anderen Listen nicht vorhanden ist, und ist diese Farbe
nicht gleich der Farbe @ bzw. @, so farbt Alice eine dieser Kanten mit einer solchen
Farbe. (B1) und (B2) sind dann wieder erfiillt.

In allen anderen Fillen kann Alice mit ihrem Zug hochstens zwei stark listen-ungepaarte
Kanten entfernen.

Alice farbt nun in ihrem Zug die Kante A so, dass danach nur noch eine stark listen-
ungepaarte Kante existiert.

Sie tut dies, indem sie die Kante A mit einer Farbe farbt, die in der Liste zur Kante a
enthalten ist, nicht aber in der Liste zur Kante f.

(Man beachte hierbei, dass dies nicht die Farbe @ sein kann, da Alice ansonsten bereits die
Kante o mit der Farbe @ hétte farben konnen.

Dass iiberhaupt eine solche Farbe existiert, sieht man wie folgt:

Besitzt die Liste zur Kante A eine Farbe, die weder in der Liste zur Kante o noch in der Liste zur
Kante  vorkommt, so kann dies geméss Voraussetzungen hiochstens die Farbe @ sein. Besdsse
nun die Liste zur Kante A keine Farbe, die nur in einer der beiden Listen zu den Kanten o oder 3
vorhanden ist, so wéren die Listen zu den beiden Kanten o und B identisch und die Liste zur
Kante A hitte dann genau fiinf Farben mit diesen beiden Listen gemeinsam (die Farben @ bzw.
@® kimen dabei jeweils nur in den Listen zu den Kanten o und § bzw. A vor).

Da nun geméss Voraussetzungen die Farben @ und @ auch in der Liste zur Kante € nicht
enthalten sein konnen, besésse die Liste zur Kante € aber zwangsldufig eine Farbe, die in keiner
der Listen zu den Kanten o,  und A enthalten ist. Dies ist aber wiederum gemaiss
Voraussetzungen nicht moglich.

Da die Listen zu den Kanten o, § und A gemiss Voraussetzungen auch nicht identisch sein
konnen, existiert nun zwangsldufig eine Farbe, die in den Listen zu den beiden Kanten o und A,
nicht aber in der Liste zur Kante B enthalten ist.)
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Neue Situation:

o (Man beachte hierbei:
Die Farbe @ ist in der Liste zur Kante a enthalten.
& Die Farbe @ ist nicht in der Liste zur Kante [} enthalten.)
VB Bob kann nun in seinem nichsten Zug folgende Kanten
2 o farben:
(3]
(4]
a) Bob farbt die Kante a. In diesem Fall sind dann sowohl (B1) als auch (B2) wieder
erfiillt.

b) Bob farbt die Kante B. In diesem Fall farbt Alice in ihrem nichsten Zug die Kante o
mit einer beliebigen moglichen Farbe, wodurch sowohl (B1) als auch (B2) wieder
erfiillt sind.

c) Bob farbt die Kante €. In diesem Fall farbt Alice in ihrem nichsten Zug die Kante o
mit einer beliebigen moglichen Farbe, wodurch sowohl (B1) als auch (B2) wieder
erfiillt sind.

d) Bob firbt eine zur Kante a adjazente Kante, welche nicht zum Basisknoten vy
inzident ist. In diesem Fall farbt Alice in ihrem néchsten Zug die Kante o mit einer
beliebigen mdglichen Farbe. Es sind dann (B1) und (B2) nach dem Zug von Alice
wieder erfiillt.

e) Bob farbt in seinem Zug eine Kante, die nicht zur Kante o adjazent ist, bei der aber
die Kante o auf dem Weg von dieser Kante zum Basisknoten v liegt. In diesem Fall
farbt Alice in ihrem néchsten Zug die Kante a mit einer beliebigen moglichen
Farbe. Es sind dann (B1) und (B2) nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.

f) Bob farbt eine zur Kante B adjazente Kante, welche nicht zum Basisknoten vp
inzident ist. Dieser Fall muss genauer untersucht werden.

g) Bob firbt in seinem Zug eine Kante, die nicht zur Kante  adjazent ist, bei der aber
die Kante 3 auf dem Weg von dieser Kante zum Basisknoten vg liegt. In diesem Fall
farbt Alice in ihrem néchsten Zug die Kante B mit einer Farbe, die nicht in der Liste
zur Kante o vorhanden ist. Dies ist geméss Voraussetzung moglich. Es sind dann
(B1) und (B2) nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.

h) Bob firbt eine zur Kante ¢ adjazente Kante, welche nicht zum Basisknoten vg
inzident ist. Dieser Fall muss genauer untersucht werden.

j) Bob firbt in seinem Zug eine Kante, die nicht zur Kante € adjazent ist, bei der aber
die Kante ¢ auf dem Weg von dieser Kante zum Basisknoten vg liegt. In diesem
Fall farbt Alice in ihrem nédchsten Zug die Kante o mit einer beliebigen mdglichen
Farbe. Es sind dann (B1) und (B2) nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.

Fall f) Bob hat in seinem Zug soeben die Kante k gefarbt.

Falls moglich, farbt Alice die Kante  mit einer Farbe, die
nicht in der Liste zur Kante o enthalten ist. (B1) und (B2)
sind dann in diesem Fall nach dem Zug von Alice wieder
erfullt.

Der einzige Fall, bei welchem dies nicht mdéglich ist, tritt
dann ein, wenn die Liste zur Kante § nur eine Farbe
enthélt, welche die Liste zur Kante o nicht enthéilt und
diese Farbe diejenige ist, mit der Bob soeben die Kante k geférbt hat. (Man beachte
hierbei, dass die Listen zu den Kanten o und f geméss Voraussetzung nicht identisch sein
konnen).

Ist dies der Fall, so haben die Listen zu den Kanten o und B genau fiinf Farben
gemeinsam (die Farbe @ und die Farbe der Kante « sind jeweils nur in einer Liste enthalten).
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Alice betrachtet dann die Kante &. Geméss Voraussetzung ist die Farbe @ nicht in der
Liste zur Kante ¢ enthalten. Enthélt die Liste zur Kante ¢ die Farbe, mit der Bob die
Kante x geférbt hat, so farbt Alice die Kante € ebenfalls mit dieser Farbe. (Man beachte,
dass in diesem Fall die Farbe der Kante k nicht gleich © und auch nicht gleich @ sein kann, da
Alice ansonsten bereits die Kante 3 hétte so fairben konnen, dass (B1) und (B2) wieder erfiillt
gewesen wéren.)

Enthélt die Liste zur Kante € diese Farbe nicht, so besitzt die Liste zur Kante ¢
mindestens eine Farbe, die weder in der Liste zur Kante o noch in der Liste zur Kante
B vorhanden ist. Alice férbt dann die Kante & mit einer solchen Farbe.

Durch diese Farbung der Kante € eliminiert Alice sdmtliche stark listen-ungepaarten
Kanten. Allerdings existieren immer noch zwei Basisknoten. Der Fall muss also
weiterverfolgt werden.

Hat Alice in ihrem Zug die Kante ¢ gefarbt, so hat Bob in seinem néchsten Zug folgende

Maoglichkeiten:

i) Bob farbt die Kante B. In diesem Fall sind dann sowohl (B1) als auch (B2) wieder
erfiillt.

ii) Bob farbt die Kante a. In diesem Fall farbt Alice in ihrem nichsten Zug die Kante 3
mit einer beliebigen mdglichen Farbe, wodurch sowohl (B1) als auch (B2) wieder
erfiillt sind.

iii) Bob farbt eine zur Kante B adjazente Kante, welche nicht zum Basisknoten vg
inzident ist. In diesem Fall farbt Alice in ihrem néchsten Zug die Kante § mit einer
beliebigen mdglichen Farbe. Es sind dann (B1) und (B2) nach dem Zug von Alice
wieder erfiillt.

iv) Bob firbt in seinem Zug eine Kante, die nicht zur Kante 3 adjazent ist, bei der aber
die Kante § auf dem Weg von dieser Kante zum Basisknoten vy liegt. Dieser Fall
muss genauer untersucht werden.

v) Bob firbt in seinem Zug eine zur Kante o adjazente Kante, welche nicht zum
Basisknoten vg inzident ist. Dieser Fall muss genauer untersucht werden.

vi) Bob férbt in seinem Zug eine Kante, die nicht zur Kante o adjazent ist, bei der aber
die Kante o auf dem Weg von dieser Kante zum Basisknoten vg liegt. Dieser Fall
muss genauer untersucht werden.

Zu den Fillen iv), v) und vi)
Diese lassen sich aus dem Fall 3.4 libertragen. Es muss einfach jeweils die Kante A
durch die Kante o ersetzt werden.

Fall h) Bob hat in seinem Zug soeben die Kante «x gefarbt.

(Man beachte hierbei:
Die Farbe © ist nicht in der Liste zur Kante € enthalten.
Die Farbe @ ist nicht in der Liste zur Kante 3 enthalten.)

Ist die Kante « nicht stark listen-ungepaart, so farbt Alice
in ihrem Zug die Kante o mit einer beliebigen moglichen
Farbe. (B1) und (B2) sind dann nach dem Zug von Alice
wieder erfiillt.

Ist die Kante « stark listen-ungepaart, so geht Alice wie folgt vor:

Falls moglich, farbt Alice die Kante o mit der Farbe, mit der Bob soeben die Kante «
geférbt hat. (B1) und (B2) sind dann wieder erfiillt.

Ist dies nicht moéglich, enthélt die Liste zur Kante a aber neben der Farbe @ eine weitere
Farbe, die nicht in der Liste zur Kante € enthalten ist, so farbt Alice die Kante a mit
einer solchen Farbe. (B1) und (B2) sind dann wieder erfiillt.

In allen anderen Fallen haben die Listen zu den beiden Kanten o und € genau fiinf
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Farben gemeinsam (die Farbe @ und die Farbe der Kante k kommen jeweils nur in einer Liste
vor).

Alice betrachtet nun die Kante . Enthélt die Liste zur Kante B die Farbe der Kante «, so
farbt Alice die Kante  mit dieser Farbe.

Ist auch dies nicht moglich, so besitzt die Liste zur Kante B zwangsléufig eine Farbe, die
weder in der Liste zur Kante a noch in der Liste zur Kante £ vorkommt.

Alice farbt dann die Kante B mit einer solchen Farbe.

(B1) und (B2) sind dann nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.

Fall 3.6: es existieren genau drei stark listen-ungepaarte Kanten und diese sind
in drei verschiedenen Farben geférbt.

Situation: Alice geht nun wie folgt vor:

Falls die Liste zur Kante € eine Farbe enthilt, die in keiner
der Listen zu den Kanten a, B und A enthalten ist, so farbt
Alice die Kante € mit einer solchen Farbe.

(B1) und (B2) sind dann wieder erfiillt.

Ist dies nicht der Fall, enthilt aber die Liste zur Kante ¢
eine Farbe, mit der bereits eine stark listen-ungepaarte
Kante geférbt ist, und ist diese Farbe nur in genau einer
Liste zu den Kanten a, B oder A enthalten, so farbt Alice die
Kante € mit einer solchen Farbe. (B1) und (B2) sind dann
nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.

Ist auch dies nicht der Fall, enthilt aber eine der Listen zu den Kanten a, f oder A eine
Farbe, die in den jeweils beiden anderen Listen nicht vorhanden ist, und ist diese Farbe
nicht gleich der Farbe @ bzw. @® bzw. ©, so firbt Alice eine dieser Kanten mit einer
solchen Farbe. (B1) und (B2) sind dann wieder erfiillt.

Ist auch dies nicht moglich, gibt es aber eine Farbe, mit der bereits eine stark listen-
ungepaarte Kante gefarbt ist, welche in genau zwei der Listen zu den Kanten o, B oder A
enthalten ist, so farbt Alice mit einer solchen Farbe diejenige Kante a,  oder A, welche
diese Farbe enthélt und nicht zu einer Kante adjazent ist, welche bereits mit dieser Farbe
gefarbt wurde.

(B1) und (B2) sind dann nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.

In allen weiteren Fillen kann Alice mit ihrem Zug hdchstens zwei stark listen-
ungepaarte Kanten entfernen.

Es existieren nun zu diesem Zeitpunkt zwei Mdoglichkeiten:

— Die Listen zu allen Kanten sind identisch.
Dass Alice in diesem Fall eine Gewinnstrategie besitzt, wurde bereits in [1]
bewiesen. Es wird deshalb darauf verzichtet, an dieser Stelle ndher auf diesen
Spezialfall einzugehen.

— Es sind nicht alle Listen identisch, aber die Farbverteilung in den Listen gestaltet
sich so, dass nicht alle drei stark listen-ungepaarten Kanten durch den Zug von
Alice entfernt werden kdnnen.

Konkret sind in diesem Fall folgende Konstellationen moglich, die ndher untersucht
werden miissen:

1. Die Liste zur Kante o und die Liste zur Kante A enthalten die Farbe @.

2. Keine der Listen zu den Kanten o und A und somit auch € enthalt die Farbe @.
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g)

h)

3

1. Die Liste zur Kante o und die Liste zur Kante A enthalten die Farbe @.
Alice férbt die Kante a mit der Farbe @.
Neue Situation: Bob kann nun in seinem néchsten Zug folgende Kanten
farben:
a)  Bob firbt die Kante A. In diesem Fall sind dann (B1)
und (B2) wieder erfiillt.

b)  Bob firbt die Kante . In diesem Fall farbt Alice in
threm nichsten Zug die Kante A mit einer beliebigen
moglichen Farbe. Es sind dann (B1) und (B2) wieder
erfullt.

c¢) Bob farbt die Kante €. In diesem Fall farbt Alice in
threm nichsten Zug die Kante A mit einer beliebigen
moglichen Farbe. Es sind dann (B1) und (B2) wieder
erfullt.

Bob farbt eine zur Kante A adjazente Kante, welche nicht zum Basisknoten vy

inzident ist. In diesem Fall farbt Alice in ihrem nichsten Zug die Kante A mit einer

beliebigen mdglichen Farbe. Es sind dann (B1) und (B2) wieder erfiillt.

Bob farbt eine Kante, die nicht zur Kante A adjazent ist, bei der aber die Kante A auf

dem Weg von dieser Kante zum Basisknoten v liegt. In diesem Fall farbt Alice in

ihrem néchsten Zug die Kante A mit einer beliebigen moglichen Farbe. Es sind dann

(B1) und (B2) wieder erfiillt.

Bob farbt eine zur Kante B adjazente Kante, welche nicht zum Basisknoten vy

inzident ist. Dieser Fall muss genauer untersucht werden.

Bob firbt eine Kante, die nicht zur Kante 3 adjazent ist, bei der aber die Kante  auf

dem Weg von dieser Kante zum Basisknoten vg liegt. In diesem Fall farbt Alice in

ihrem néchsten Zug die Kante f falls moglich mit der Farbe ©, oder, falls die Farbe
© nicht in der Liste zur Kante 3 enthalten ist, mit einer Farbe, die nicht in der Liste
zur Kante A vorhanden ist. Dies ist dann sicher moglich, da die beiden Listen in
diesem Fall nicht identisch sein konnen und die Farbe @ sowohl in der Liste zur

Kante B als auch in der Liste zur Kante A enthalten ist. In beiden Féllen sind dann

(B1) und (B2) nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.

Bob farbt eine zur Kante € adjazente Kante, welche nicht zum Basisknoten vg

inzident ist. Dieser Fall muss genauer untersucht werden.

Bob firbt in seinem Zug eine Kante, die nicht zur Kante € adjazent ist, bei der aber

die Kante ¢ auf dem Weg von dieser Kante zum Basisknoten vg liegt. In diesem Fall

farbt Alice in ihrem néchsten Zug die Kante A mit einer beliebigen moglichen Farbe.

Es sind dann (B1) und (B2) nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.

Fall f) Bob hat in seinem Zug soeben die Kante k gefarbt.

Falls moglich, farbt Alice nun in ihrem Zug die Kante 3
mit der Farbe ©. Es sind dann (B1) und (B2) wieder
erfiillt.

Dies ist genau dann nicht mdglich, wenn die Kante « mit
der Farbe © gefdrbt oder aber die Farbe © nicht in der
Liste zur Kante § enthalten ist.

Entspricht die Farbe, mit der die Kante k gefarbt ist, der
Farbe ©, und besitzt die Liste zur Kante [ eine Farbe, die

in der Liste zur Kante A nicht vorkommt, so farbt Alice die Kante B mit einer solchen
Farbe. (B1) und (B2) sind dann wieder erfiillt.

Ist dies nicht moglich, so sind die Listen zu den beiden Kanten f und A identisch.
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Nun enthilt aber die Liste zur Kante o ausser eventuell der Farbe @ keine Farbe, die

in den Listen zu den beiden Kanten  und A nicht vorkommt.

Wairen die Listen zu den Kanten a,  und A identisch, so wire auch die Liste zur Kante €
identisch, was weiter oben bereits ausgeschlossen wurde.

Ist nun also die Farbe @ nicht in den Listen zu den beiden Kanten B und A vorhanden, so
kann sie auch in der Liste zur Kante € nicht vorhanden sein.

Falls dann die Farbe © in der Liste zur Kante € enthalten ist, so farbt Alice die Kante ¢
mit der Farbe ©. Ist die Farbe © nicht in der Liste zur Kante ¢ enthalten, so besitzt die
Liste zur Kante € eine Farbe, die in den Listen zu den beiden Kanten § und A nicht
vorkommt. Alice farbt dann die Kante € mit einer solchen Farbe. In beiden Fallen
eliminiert sie durch ihren Zug alle stark listen-ungepaarten Kanten. Allerdings existieren
nach diesem Zug von Alice weiterhin zwei Basisknoten. Der Fall muss also
weiterverfolgt werden (siche weiter unten).

Ist die Farbe © nicht in der Liste zur Kante  vorhanden, so besitzt die Liste zur Kante 8
eine Farbe, die nicht in der Liste zur Kante A vorkommt. Ist diese Farbe nicht gleich der
Farbe, mit der Bob die Kante k gefarbt hat, so farbt Alice die Kante  mit einer solchen
Farbe. (B1) und (B2) sind dann wieder erfiillt.

Ist dies nicht mdglich, so stimmen die Listen zu den beiden Kanten B und A in genau
fiinf Farben iiberein.

Alice betrachtet dann die Liste zur Kante .

Enthélt die Liste zur Kante ¢ die Farbe ©, so farbt Alice die Kante € mit der Farbe ©.
Ist dies nicht der Fall, enthélt aber die Liste zur Kante ¢ die Farbe, mit der Bob die
Kante k gefarbt hat, so farbt Alice die Kante € ebenfalls mit dieser Farbe. Enthélt die
Liste zur Kante € weder die Farbe ® noch die Farbe, mit der Bob die Kante k gefarbt
hat, so besitzt sie mindestens eine Farbe, die weder in der Liste zur Kante § noch in der
Liste zur Kante A vorkommt. Alice farbt in diesem Fall die Kante € mit einer solchen
Farbe, wodurch sie alle stark listen-ungepaarten Kanten eliminieren kann. Allerdings
existieren nach diesem Zug von Alice weiterhin zwei Basisknoten.

Der Fall muss also weiterverfolgt werden (siehe nichster Absatz).

Hat Alice in ihrem Zug die Kante € so gefarbt, dass keine stark listen-ungepaarten
Kanten mehr existieren, so kann Bob nun in seinem nichsten Zug folgende Kanten
farben:

i) er farbt die Kante B. Es sind dann (B1) und (B2) wieder erfiillt.

ii) er farbt die Kante A. In diesem Fall farbt Alice in ihrem néchsten Zug die Kante
mit einer beliebigen mdglichen Farbe. (B1) und (B2) sind dann wieder erfiillt.

iii) er farbt eine zur Kante B adjazente Kante, welche nicht zum Basisknoten
vp inzident ist. In diesem Fall farbt Alice in ihrem néchsten Zug die Kante § mit
einer beliebigen moglichen Farbe. (B1) und (B2) sind dann wieder erfiillt.

iv) er farbt in seinem nichsten Zug eine Kante, die nicht zur Kante 3 adjazent ist, bei
der aber die Kante B auf dem Weg von dieser Kante zum Basisknoten vg liegt.
Dieser Fall muss genauer untersucht werden.

v) er farbt in seinem Zug eine zur Kante A adjazente Kante, welche nicht zum
Basisknoten vy inzident ist. Dieser Fall muss genauer untersucht werden.

vi) er farbt in seinem Zug eine Kante, die nicht zur Kante A adjazent ist, bei der aber
die Kante A auf dem Weg von dieser Kante zum Basisknoten vg liegt. Dieser Fall
muss genauer untersucht werden.

Zu den Fillen iv), v) und vi)

Diese lassen sich aus dem Fall 3.4 iibertragen.

Der Unterschied zu Fall 3.4 besteht einzig darin, dass nun die Kante o nicht mit einer
Farbe gefdrbt ist, die in der Liste zur Kante 3 nicht enthalten ist, sondern dass die Kante
o mit einer Farbe gefarbt ist, mit der bereits eine andere zur Kante § adjazente Kante
gefarbt wurde.
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Bob hat in seinem Zug soeben die Kante k gefarbt.

Ist die Kante « nicht stark listen-ungepaart, so farbt Alice
in ihrem Zug die Kante A mit einer beliebigen moglichen
Farbe. (B1) und (B2) sind dann nach dem Zug von Alice
wieder erfiillt.

Ist die Kante « stark listen-ungepaart, so geht Alice wie
folgt vor:

Falls moglich, farbt Alice die Kante A mit der Farbe, mit der Bob soeben die Kante «
gefdrbt hat, oder, falls dies nicht méglich ist, die Kante € mit der Farbe ©. (B1) und
(B2) sind dann wieder erfiillt.

Dies ist genau dann nicht moglich, wenn die Farbe © und die Farbe, mit der Bob die
Kante « geférbt hat, identisch sind, oder, wenn weder die Farbe © in der Liste zur Kante
€ noch die Farbe, mit der die Kante « gefarbt ist, in der Liste zur Kante A vorhanden ist.

Besitzt dann aber die Liste zur Kante A eine Farbe, die nicht in der Liste zur Kante ¢
enthalten ist, und ist diese Farbe nicht gleich der Farbe ©, so farbt Alice die Kante A mit
einer solchen Farbe. (B1) und (B2) sind dann wieder erfiillt.

In allen anderen Féllen folgt entweder, dass die beiden Listen identisch sind oder genau
fiinf Farben (die Farbe © und die Farbe der Kante k sind jeweils nur in genau einer Liste
enthalten) gemeinsam haben.

Sind die beiden Listen zu den Kanten € und A identisch und entspricht deshalb die Farbe,
mit der die Kante k gefdrbt ist, der Farbe ©, so betrachtet Alice die Kante . Enthélt die
Liste zur Kante 3 die Farbe ©, so farbt Alice die Kante § mit dieser Farbe. (B1) und
(B2) sind dann wieder erfiillt.

Ist dies nicht der Fall, so enthilt die Liste zur Kante p eine Farbe, die nicht in den Listen
zu den beiden Kanten € und A vorhanden ist. (Man beachte hierbei, dass dies nicht die Farbe
@ scin kann.) Alice farbt in diesem Fall die Kante B mit einer solchen Farbe. (B1) und
(B2) sind dann wieder erfiillt.

Haben die Listen zu den beiden Kanten € und A genau flinf Farben gemeinsam, so
betrachtet Alice wiederum die Kante 3. Enthilt die Liste zur Kante 3 eine der Farben,
die nur in einer der beiden Listen zu den Kanten € oder A vorkommt, so farbt Alice die
Kante B mit einer solchen Farbe (man beachte hierbei wiederum, dass dies nicht die Farbe @
sein kann). (B1) und (B2) sind dann wieder erfiillt.

Ist auch dies nicht der Fall, so enthilt die Liste zur Kante p mindestens eine Farbe, die
weder in der Liste zur Kante € noch in der Liste zur Kante A vorhanden ist. Alice féarbt
dann die Kante  mit einer solchen Farbe. (B1) und (B2) sind dann wieder erfiillt.

2. Keine der Listen zu den Kanten a, A und ¢ enthdlt die Farbe @.
Die Liste zur Kante o enthdlt dadurch eine Farbe, die nicht in der Liste zur
Kante [} enthalten ist, und diese Farbe ist nicht gleich der Farbe ©.

Zuerst muss gezeigt werden, dass die Liste zur Kante a eine Farbe ungleich der Farbe ©@
enthélt, die in der Liste zur Kante § nicht enthalten ist.

Dass die Liste zur Kante o eine Farbe enthélt, die in der Liste zur Kante 3 nicht
vorkommt, ist klar.

Angenommen, die einzige Farbe der Liste zur Kante o, die in der Liste zur Kante § nicht
vorkommt, sei die Farbe @. In diesem Fall kann dann aber die Farbe @ auch in der
Liste zur Kante A nicht enthalten sein, da Alice ansonsten die Kante A mit der Farbe @
hatte farben kdnnen, wodurch (B1) und (B2) wieder erfiillt gewesen wiren. Des
Weiteren kann dann die Farbe @ auch in der Liste zur Kante ¢ nicht enthalten sein, da
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Alice ansonsten die Kante € mit der Farbe @ hitte farben konnen, wodurch ebenfalls
(B1) und (B2) wieder erfiillt gewesen wéren.

Da somit die Farben @ und @ offensichtlich nicht in der Liste zur Kante A enthalten
sein konnen, enthélt die Liste zur Kante A eine Farbe, die weder in der Liste zur Kante o
noch in der Liste zur Kante  vorhanden sein kann. (Diese unterscheiden sich ja nur in
den Farben @ und @.) Diese Farbe kann dann aber nicht die Farbe © sein, da in diesem
Fall die Farbe © auch in der Liste zur Kante € nicht enthalten sein konnte, wodurch
Alice die Kante ¢ bereits so hitte farben konnen, dass deren Farbe in keiner der Listen
zu den Kanten a, B und A vorhanden gewesen wire, was bereits ausgeschlossen wurde.
Alice konnte somit die Kante A so farben, dass (B1) und (B2) wieder erfiillt wéren, was
den Voraussetzungen widersprechen wiirde. Es existiert somit eine Farbe ungleich der
Farbe ©, die in der Liste zur Kante a enthalten ist, nicht aber in der Liste zur Kante .

Neue Situation: Alice hat die Kante o mit einer Farbe gefarbt, die nicht in
der Liste zur Kante B enthalten ist, die aber in der Liste zur
Kante A vorkommt.

Bob kann nun in seinem nichsten Zug folgende Kanten

farben:
a) Bob férbt die Kante A. In diesem Fall sind dann (B1)
und (B2) wieder erfiillt.

b) Bob farbt die Kante . In diesem Fall farbt Alice in
ihrem néchsten Zug die Kante A mit einer beliebigen
moglichen Farbe. Es sind dann (B1) und (B2) wieder
erfullt.

c) Bob firbt die Kante €. In diesem Fall farbt Alice in ihrem nédchsten Zug die Kante
A mit einer beliebigen mdglichen Farbe. Es sind dann (B1) und (B2) wieder erfiillt.

d) Bob firbt eine zur Kante A adjazente Kante, welche nicht zum Basisknoten vg
inzident ist. In diesem Fall farbt Alice in ihrem nédchsten Zug die Kante A mit einer
beliebigen moglichen Farbe. Es sind dann (B1) und (B2) wieder erfiillt.

e) Bob farbt eine Kante, die nicht zur Kante A adjazent ist, bei der aber die Kante A auf
dem Weg von dieser Kante zum Basisknoten vg liegt. In diesem Fall farbt Alice in
ihrem nichsten Zug die Kante A mit einer beliebigen mdglichen Farbe. Es sind dann
(B1) und (B2) wieder erfiillt.

f) Bob farbt eine zur Kante § adjazente Kante, welche nicht zum Basisknoten vg
inzident ist. Dieser Fall muss genauer untersucht werden.

g) Bob firbt eine Kante, die nicht zur Kante § adjazent ist, bei der aber die Kante p auf
dem Weg von dieser Kante zum Basisknoten vg liegt. In diesem Fall farbt Alice in
ihrem néichsten Zug die Kante  mit einer Farbe, die nicht in der Liste zur Kante A
vorhanden ist. Dies ist gemidss Voraussetzung moglich. Es sind dann (B1) und (B2)
nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.

h) Bob firbt eine zur Kante ¢ adjazente Kante, welche nicht zum Basisknoten vg
inzident ist. Dieser Fall muss genauer untersucht werden.

j) Bob farbt in seinem Zug eine Kante, die nicht zur Kante ¢ adjazent ist, bei der aber
die Kante € auf dem Weg von dieser Kante zum Basisknoten vg liegt. In diesem Fall
farbt Alice in ihrem néchsten Zug die Kante A mit einer beliebigen moglichen Farbe.
Es sind dann (B1) und (B2) nach dem Zug von Alice wieder erfiillt.
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Fall 1) Bob hat soeben die Kante k gefarbt.

Falls moglich, farbt Alice nun in ihrem Zug die Kante 3
mit der Farbe ©. Es sind dann (B1) und (B2) wieder
erfiillt.

Dies ist genau dann nicht mdglich, wenn die Kante k mit
der Farbe © gefarbt oder aber die Farbe © nicht in der
Liste zur Kante § enthalten ist.

Besitzt die Liste zur Kante f neben der Farbe @ eine weitere Farbe, die in der Liste

zur Kante A nicht vorkommt, und diese Farbe ist nicht gleich der Farbe, mit der Bob
die Kante k gefarbt hat, so farbt Alice die Kante B mit einer solchen Farbe. (B1) und
(B2) sind dann wieder erfiillt.

In allen anderen Fallen ergibt sich folgende Situation:

Haben die Listen zu den beiden Kanten § und A genau fiinf Farben gemeinsam (die
Farben @® und ® kommen dabei jeweils nur in einer Liste vor), so entspricht die Farbe, mit
der die Kante « gefarbt ist, der Farbe ©.

Haben die Listen zu den beiden Kanten p und A genau vier Farben gemeinsam, so sind
die beiden Farben, die nur in der Liste zur Kante B enthalten sind, die Farbe der Kante «
und die Farbe @.

Enthilt dann aber die Liste zur Kante € die Farbe, mit der die Kante k geférbt ist, so
farbt Alice die Kante € ebenfalls mit dieser Farbe.

Ist dies nicht der Fall, aber enthilt die Liste zur Kante ¢ die Farbe ©, so firbt Alice die
Kante ¢ ebenfalls mit der Farbe ©.

Ist auch dies nicht der Fall, so enthélt die Liste zur Kante £ mindestens eine Farbe, die
weder in der Liste zur Kante B noch in der Liste zur Kante A vorhanden ist. Alice farbt
dann die Kante € mit einer solchen Farbe.

In allen drei Féllen reduziert sie durch ihren Zug die Anzahl der stark listen-ungepaarten
Kanten auf Null. Allerdings existieren immer noch zwei Basisknoten.

Der Fall muss also weiterverfolgt werden.

Bob kann nun in seinem néchsten Zug folgende Kanten férben:

i) er farbt die Kante B. Es sind dann (B1) und (B2) wieder erfiillt.

i1) er farbt die Kante A. In diesem Fall farbt Alice in ihrem nichsten Zug die Kante
mit einer beliebigen mdglichen Farbe. (B1) und (B2) sind dann wieder erfiillt.

iii) er farbt eine zur Kante B adjazente Kante, welche nicht zum Basisknoten
vp inzident ist. In diesem Fall farbt Alice in ihrem nichsten Zug die Kante [ mit
einer beliebigen moglichen Farbe. (B1) und (B2) sind dann wieder erfiillt.

iv) er farbt in seinem ndchsten Zug eine Kante, die nicht zur Kante § adjazent ist, bei
der aber die Kante  auf dem Weg von dieser Kante zum Basisknoten vg liegt.
Dieser Fall muss genauer untersucht werden.

v) er farbt in seinem Zug eine zur Kante A adjazente Kante, welche nicht zum
Basisknoten vy inzident ist. Dieser Fall muss genauer untersucht werden.

vi) er farbt in seinem Zug eine Kante, die nicht zur Kante A adjazent ist, bei der aber die
Kante A auf dem Weg von dieser Kante zum Basisknoten vg liegt. Dieser Fall muss
genauer untersucht werden.

Zu den Fillen iv), v) und vi)
Diese lassen sich aus dem Fall 3.4 iibertragen.
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Fall h) Bob hat soeben die Kante « gefarbt.

Ist die Kante k nicht stark listen-ungepaart, so farbt Alice
in ihrem Zug die Kante A mit einer beliebigen moglichen
Farbe. (B1) und (B2) sind dann nach dem Zug von Alice
wieder erfiillt.

Ist die Kante « stark listen-ungepaart, so geht Alice wie
folgt vor:

Falls moglich, farbt Alice die Kante A mit der Farbe, mit der Bob soeben die Kante «
gefirbt hat, oder die Kante € mit der Farbe ©. (B1) und (B2) sind dann wieder erfiillt.

Dies ist genau dann nicht moglich, wenn die Farbe © und die Farbe, mit der Bob die
Kante « geférbt hat, identisch sind, oder, wenn weder die Farbe © in der Liste zur Kante
¢ noch die Farbe, mit der die Kante k gefarbt ist, in der Liste zur Kante A vorhanden ist.

Besitzt die Liste zur Kante A neben eventuell der Farbe © eine weitere Farbe, die in der
Liste zur Kante € nicht enthalten ist, so farbt Alice die Kante A mit einer solchen Farbe.
(B1) und (B2) sind dann wieder erfiillt.

In allen anderen Fillen folgt entweder, dass die Listen zu den beiden Kanten € und A
identisch sind oder genau fiinf Farben gemeinsam haben.

Sind die beiden Listen zu den Kanten € und A identisch, und ist somit die Farbe, mit der
die Kante k geférbt ist, gleich der Farbe @, so betrachtet Alice die Kante B. Enthélt die
Liste zur Kante B die Farbe ©, so farbt Alice die Kante  mit dieser Farbe. (B1) und
(B2) sind dann wieder erfiillt.

Ist dies nicht der Fall, so enthélt die Liste zur Kante f neben der Farbe @ eine weitere
Farbe, die nicht in den Listen zu den beiden Kanten € und A vorhanden ist. (Es sind
namlich die Farben © und © offenbar nicht in der Liste zur Kante B enthalten.) Alice farbt in
diesem Fall die Kante  mit einer solchen Farbe. (B1) und (B2) sind dann wieder erfiillt.

Haben die Listen zu den beiden Kanten € und A genau fiinf Farben gemeinsam, so
betrachtet Alice wiederum die Kante . Enthilt die Liste zur Kante § eine der Farben,
die nur in einer der beiden Listen zu den Kanten € oder A vorkommt, so farbt Alice die
Kante  mit einer solchen Farbe. (B1) und (B2) sind dann wieder erfiillt.

Ist auch dies nicht der Fall, so enthélt die Liste zur Kante B neben der Farbe @ eine
Farbe, die weder in der Liste zur Kante € noch in der Liste zur Kante A vorhanden ist.
Alice farbt dann die Kante B mit einer solchen Farbe. (B1) und (B2) sind dann wieder
erfiillt.

Alice kann also fiir jeden Baum mit A(G) = 5 sicherstellen, dass sie, vollig unabhéngig
davon, welche Kante Bob in seinem Zug jeweils farbt und wie die Listen zu den jeweiligen
Kanten aussehen, als Gewinnerin des Spiels hervorgehen kann, sofern |L(e)| >6
Ve e E(G) gilt.

Womit Satz 2 bewiesen ist.
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VI

SPIELLISTENCHROMATISCHER INDEX ch'y(G) FUR BAUME MIT
2<A(G)<4

1.

ch'y(G) fiir Biume mit A(G) =2

Satz 3:
Sei G = (V, E, §) ein Baum mit A(G) = 2.
Dann gilt ch's(G) < A(G) +1

Dass Alice im Fall A(G)=2 eine Gewinnstrategie besitzt, sofern |L(e)| >3
Ve € E(G)gilt, ist sehr einfach ersichtlich, da es sich in diesem Fall bei dem
Graphen um einen Weg handelt. Eine Kante kann somit hochstens zu zwei anderen
Kanten adjazent sein.

ch'y(G) fiir Biume mit 3 < A(G) < 4

Satz 4:
Sei G = (V, E, 8) ein Baum mit 3 <A(G) <4.
Dann gilt ch'ys(G) < A(G) + 2

Die obere Schranke von Satz 4 ergibt sich dabei aufgrund der auch fiir diesen Fall
giiltigen Ausfiihrungen von Seite 11.

Im Unterschied zu den Fillen A(G) > 5 besteht jedoch das Problem bei den beiden
Féllen A(G) = 3 bzw. A(G) = 4 darin, dass zum Beweis, dass Alice eine
Gewinnstrategie besitzt, falls |L(e)| =A(G)+1 Ve e E(G)gilt, nicht mehr mit
den beiden Bedingungen (B1) und (B2) gearbeitet werden kann. Denn gemiss den
Bedingungen (B1) und (B2) diirfte bei beiden Fillen jede T,-Komponente mit n> 3
nach jedem Zug von Alice keine stark listen-ungepaarte Kante enthalten.

Dies zu bewerkstelligen ist allerdings fiir Alice unmoglich, wie das folgende Beispiel
zeigt:
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Beispiel 4:

Ty,-Komponente mit A(G) =4, n =4 und fiir die Listen gelte
Le)=1{1,2,3,4,5} Ve € E(G).

Bob hat in seinem Zug soeben eine Kante mit der Farbe 4 gefarbt und
dadurch eine T,-Komponente mit zwei Basisknoten erzeugt.

°
1 3
[ o o B °
2
®

Alice hat nun keine Chance, in ihrem néchsten Zug eine der beiden
inneren Kanten o oder B so zu farben, dass dadurch zwei Komponenten
T', und T", mit jeweils n = 3 entstehen, welche beide keine stark listen-
ungepaarten Kanten enthalten.

Dieses Beispiel 4, welches sich auch sehr gut auf den Fall A(G) = 3 iibertragen lasst,
beweist nicht, dass Alice keine Gewinnstrategie besitzt, wenn fiir die Listen zu den
Kanten | L(e) | =AG)+1 Ve e E(G) gilt. Es zeigt aber, dass sich die
Vorgehensweise aus den beiden Abschnitten IV und V hier nicht anwenden l4sst.

Um beweisen zu konnen, dass ch's(G) < A(G) + 1 auch in den Fillen 3 <A(G) <4
gilt, miisste also entweder eine vollig andere Strategie, welche nicht auf reguldren
Ta-Sternen und stark listen-ungepaarten Kanten basiert, gewéhlt werden, oder aber,
es miissten alle Félle, in denen Alice nach ithrem Zug nicht die Giiltigkeit beider
Bedingungen wieder herstellen kann, solange weiterverfolgt werden, bis beide
Bedingungen fiir alle Komponenten wieder erfiillt sind bzw. bis man feststellen kann,
dass Alice das Spiel nicht gewinnen kann.

Die zweite oben beschriebene Taktik war dabei in Abschnitt V insofern machbar, als
dass nur ein spezieller Fall (T,-Stern mit n=4 und drei stark listen-ungepaarten
Kanten) weiterverfolgt werden musste. Im Fall 3 <A(G) <4 wiirde sich diese Zahl
aber drastisch erhéhen, da im Gegensatz zu den Abschnitten IV und V bereits jeder
Ty-Stern mit n = 3 auf stark listen-ungepaarte Kanten tliberpriift werden miisste.

Um andererseits widerlegen zu konnen, dass ch'y(G) < A(G) + 1 fiir Bdume mit
3 <A(G) <4 gilt, konnte man natiirlich auch analog zu Abschnitt VII versuchen,
einen Baum sowie eine dazugehdrige Listenverteilung mit |L(e)| =AG)+1
Ve € E(G) zu finden, fiir welchen Bob eine Gewinnstrategie besitzt. Doch auch
dieser Beweis ist nicht gerade leicht zu vollbringen.
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Dies zeigen auch die aktuellen Forschungsergebnisse. So konnte zwar in [3] und [1]
bewiesen werden, dass ¥'x(G) <4 fir Biume mit A(G)=3 gilt, doch der Fall
A(G) =4 bleibt weiter offen. In diesem Fall konnte bisher weder bewiesen werden,
dass y'¢(G) < 5 ist, noch dass ein Baum mit A(G) = 4 existiert, auf welchem Bob eine
Gewinnstrategie besitzt, wenn | L(e) | ={1,2,3,4,5} Ve € E(G) gilt.
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VII. BESITZT ALICE AUCH EINE GEWINNSTRATEGIE FUR |L(e) | <(A(G)+1)
vV e € E(G)?

Wie in [5] wird nun gezeigt, dass die untere Grenze der Abschitzung in den Sitzen 1, 2
und 3 scharf ist. Denn fiir den Fall |L(e)| =A(G) Ve € E(G) besitzt Alice keine
Gewinnstrategie mehr.

Zudem wird in Bezug auf Satz 4 bewiesen, dass Alice keine Gewinnstrategie besitzt, falls
|L(e)| <(A(G)+1) Ve € E(G) gilt.

Satz 5:
Gilt A(G) > 2, so existiert ein Baum mit ch'y(G) = A(G) +1

Als Beweis dieses Satzes wird fiir jeden Fall ein Baum sowie eine Listenverteilung mit
| L(e) | = A(G) Ve € E(G) angegeben, so dass Bob eine Gewinnstrategie besitzt.

1. Baum mit A(G) =2

Gegeben sei ein Weg der Linge > 6 und fiir die Listen zu den Kanten gelte
Le)={1,2} Ve € E(G).

Férbt Alice in ithrem ersten Zug eine beliebige Kante o mit der Farbe 1, so farbt Bob
in seinem ersten Zug eine Kante § so, dass sie die gleiche Farbe wie die Kante a
erhilt und der Weg zwischen den beiden gefarbten Kanten die Lange 2 hat. In
diesem Fall hat Bob das Spiel bereits gewonnen.

2.  Baum mit A(G) >3

Gegeben sei ein Baum mit einem Basisknoten vg, so dass gilt: der Basisknoten vg
besitzt genau A(G) inzidente Kanten, welche jeweils zu genau A(G)+ 1 Kanten
adjazent sind. Zudem gelte fiir die Listen zu den Kanten L(e) = {1, 2, ..., A(G)}
Ve € E(G).
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Bob reagiert nun auf jeden Zug von Alice wie folgt:

farbt Alice eine zu vg inzidente Kante und existieren nach dem Zug von Alice
noch mehr als zwei ungefdrbte und zu vg inzidente Kanten, so farbt Bob in
seinem Zug eine ebenfalls zu vy inzidente Kante.

farbt Alice eine nicht zu v inzidente Kante, so farbt Bob, sofern noch mehr als
zweil ungeféarbte und zu vp inzidente Kanten existieren, in seinem nédchsten Zug
die zu vp inzidente Kante auf dem Weg zur soeben von Alice gefirbten Kante.

Auf diese Weise erreicht Bob, dass der Fall eintritt, dass der Baum nach einem seiner
Zige oder nach einem Zug von Alice noch genau zwei ungefarbte, zu vg inzidente
und nicht-induzierte Kanten o und [ besitzt, die keine Blattkanten sind (vgl.
nachfolgende Grafik).

Fiir den weiteren Spielverlauf sind nun folgende Situationen moglich (falls Alice am
Zug ist, werden nur diejenigen Ziige betrachtet, die fiir Alice auch Sinn machen. D.h.
es wird davon ausgegangen, dass Alice in ihrem Zug keine zusitzliche stark listen-
ungepaarte Kante produziert):

(1)

(i)

Ist Alice am Zug und férbt sie die zu vp inzidente Kante o (bzw. B), so farbt
Bob in seinem ndchsten Zug die Kante w (bzw.x), die adjazent zur
verbleibenden ungefiarbten und zu vp inzidenten Kante 8 (bzw. o) ist, mit einer
Farbe, die bisher nicht verwendet wurde. Bob hat dann das Spiel gewonnen, da
Alice keine Chance mehr hat, die letzte verbleibende ungefirbte und zu vg
inzidente Kante zuléssig farben zu konnen.

Ist Alice am Zug und férbt sie die Kante x, die adjazent zu der zu vg inzidenten
Kante o ist, mit einer Farbe, die bereits verwendet wurde, so fiarbt Bob in
seinem nichsten Zug die Kante w mit einer Farbe, die bisher nicht verwendet
wurde.

Féarbt Alice nun in ihrem néchsten Zug die Kante f mit der fiir diese Kante
letzten verbleibenden Farbe, so farbt Bob in seinem néchsten Zug die Kante y
mit der Farbe, mit der er bereits die Kante w gefarbt hat.
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(iii)

Féarbt Alice hingegen in ithrem nédchsten Zug die Kante o mit der Farbe, mit der
Bob soeben die Kante w geférbt hat, so farbt Bob in seinem nichsten Zug die
Kante z mit der letzten verbleibenden Farbe, die bisher nicht verwendet wurde.

Férbt Alice in ihrem Zug weder die Kante a noch die Kante (3, so fiarbt Bob die
Kante a so, dass diese nicht die gleiche Farbe wie die Kante w besitzt.

In allen Féllen hat Bob gewonnen, da Alice nicht mehr alle zu vg inzidenten
Kanten zuléssig farben kann.

Die Fille, in denen Alice in ihrem Zug anstelle der Kante x eine der Kanten v,
w oder z farbt, verlaufen analog.

Ist Bob am Zug, so farbt er die Kante x, die adjazent zu der zu vg inzidenten
Kante o ist, mit einer Farbe, die bisher nicht verwendet wurde.

Féarbt Alice dann die Kante a mit der fiir diese Kante letzten verbleibenden
Farbe, so farbt Bob in seinem nédchsten Zug die Kante w mit der Farbe, mit der
er bereits die Kante x gefarbt hat.

Férbt Alice hingegen die Kante B mit der Farbe, mit der Bob soeben die Kante x
gefarbt hat, so fiarbt Bob in seinem Zug die Kante y mit der letzten
verbleibenden Farbe, welche bisher nicht verwendet wurde.

Férbt Alice in threm Zug weder die Kante a noch die Kante B, so farbt Bob in
seinem Zug eine zur Kante o adjazente Kante so, dass die Kante a zu A(G)
verschieden gefirbten Kanten adjazent ist.

In allen Féllen hat Bob gewonnen, da Alice nicht mehr alle zu vg inzidenten
Kanten zuléssig farben kann.

Womit Satz 5 bewiesen ist.
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