Unerfiillbarkeit ,Jlanger* Formeln der
Aussagenlogik

Bachelorarbeit
am Fachbereich Mathematik und Informatik
der Philipps-Universitat Marburg

vorgelegt von
Johanna Wiehe

Marz 2015
Betreuer: Prof. Dr. Volkmar Welker



Inhaltsverzeichnis
1 Einleitung

2 Grundlagen
2.1 Aussagenlogik . . . . ... oL oo
2.2 Stochastik . . . .. ..
2.3 Graphentheorie . . . . . . . . ... ... L.

3 Erfiillbarkeit in der Aussagenlogik
3.1 Lokale und globale Eigenschaften . . . .. .. .. ... .. ..
3.2 Das Lovasz Local Lemma . . . . .. ... ... .........
3.3 Bindrbdume und KNF-Formeln . . .. .. ... ... ... ..

4 Schlussbetrachtung

12

16
16
20
24

31



1 Einleitung

In dieser Arbeit betrachten wir Formeln der Aussagenlogik. Das sind Aussa-
gen, die entweder wahr oder falsch sind. Die Inhalte der Aussagen sind dabei
nicht von Belang, es geht nur um deren Wahrheitswert. Durch bestimmte
aussagenlogische Verkniipfungen kénnen Aussagen miteinander verbunden
werden. Dabei wird der Wahrheitswert jeder zusammengesetzten Aussage
eindeutig durch die Wahrheitswerte ihrer Teilaussagen bestimmt. Je nach
Wahrheitsgehalt der Teilaussagen kann dann eine Aussage, vollig unabhén-
gig von ihrer inhaltlichen Bedeutung, mal als wahr und mal als nicht wahr
interpretiert werden. Es gibt aber auch Aussagen, die immer wahr und wel-
che, die immer falsch sind.

Wissen wir, dass eine Aussage nie wahr werden kann, so wissen wir gleich-
zeitig auch, dass deren Negation immer wahr ist. So lassen sich auch Zusam-
menhinge zwischen immer falschen (spiter: unerfiillbaren) und zumindest
einmal wahren (spéter: erfiillbaren) Formeln finden.

Diese Arbeit behandelt notwendige syntaktische Eigenschaften beliebig lan-
ger unerfiillbarer Formeln und die daraus resultierenden hinreichenden Be-
dingungen fiir die Erfiillbarkeit aussagenlogischer Formeln. Dabei gehen wir
wie folgt vor:

Im Kapitel ,Grundlagen* werden zunichst Hilfsmittel auch aus den vorerst
vermeintlich weit entfernten mathematischen Gebieten Stochastik und Gra-
phentheorie bereitgestellt, sowie Verbindungen zur Aussagenlogik und zum
Problem der Erfiillbarkeit hergestellt.

Diese werden dann im Kapitel ,Erfiillbarkeit in der Aussagenlogik® benétigt,
um einige Erkenntnisse iiber hinreichende Bedingungen der Erfiillbarkeit zu
formulieren und anschliefsend zu beweisen.

Diese Bedingungen kénnen sich sowohl global als auch lokal auf die Formel
beziehen und durch reine Existenzaussagen oder durch konstruktive Algo-
rithmen bewiesen werden.

Im Kapitel ,Lokale und globale Eigenschaften* wird auferdem noch eine
Methode vorgestellt, mit der man die Unerfiillbarkeit bestimmter Formeln
(sogenannter KNF-Formeln) testen kann. Damit wird sich zeigen, dass eine
unerfiillbare KNF-Formel nicht nur eine gewisse Lange haben muss, sondern
auch eine gewisse innere Abhéingigkeit der einzelnen Terme untereinander
verlangt.

Das Lowdsz Local Lemma, eine eigentlich probabilistische Aussage, beschaf-
tigt sich ndher mit dieser inneren Abhéngigkeit und stellt eines der Haupt-
themen dieser Arbeit dar.

Am Ende werden wir im Kapitel ,,Bindrbdume und KNF-Formeln“ einen kon-
struktiven Algorithmus kennenlernen, mit dessen Hilfe man sowohl minimal



unerfiillbare also auch erfiillbare Formeln konstruieren kann.

Allgemein orientiert sich diese Arbeit an der unter [2] angegebenen Quel-
le. Die dort vorausgesetzten Grundlagen und Querverbindungen zu anderen
Gebieten wurden hier hinzugefiigt, sowie Beweise und Erkldrungen vervoll-
standigt und erstellt.

2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Grundlagen aus den drei Themenge-
bieten Aussagenlogik, Stochastik und Graphentheorie, auf denen die folgende
Arbeit aufbaut, erarbeitet. Vorausgesetzt werden lediglich Grundkenntnisse
der Linearen Algebra und Analysis.

2.1 Aussagenlogik

Wir beginnen nun mit der Einfiihrung der fiir diese Arbeit wichtigsten Be-
griffe der Aussagenlogik. Die Aussagenlogik ist ein Teilgebiet der Logik, in
dem Aussagen unabhingig von deren Inhalt nur im Hinblick auf deren Wahr-
heitsgehalt untersucht werden.

Wie jede Sprache kann man auch die Aussagenlogik aus zwei Blickwinkeln
betrachten. Wéhrend sich die Syntax mit dem formalen Aufbau von Formeln
beschéftigt, geht es in der Semantik um die Bedeutung der Formeln, speziell
um deren Wahrheitswerte.

Ausgehend von Elementaraussagen, das sind Aussagen die entweder wahr
oder falsch sind und sich nicht weiter zerlegen lassen, und Junktoren, die
diese verkniipfen, ldsst sich die Menge der aussagenlogischen Formeln induk-
tiv aufbauen.

Sei dazu V' = {Ay,..., A,} eine endliche nichtleere Menge solcher Elemen-
taraussagen, auch Atome genannt. Wir verwenden die Symbole —, A,V fiir
die aussagenlogischen Verkniipfungen Negation, Konjunktion und Disjunkti-
on.

Wir definieren die Menge der aussagenlogischen Formeln iiber V:

Jedes Atom aus V ist eine aussagenlogische Formel iiber V. Diese Atome
nennen wir ab jetzt atomare Formeln. Weiter ist jede Verkniipfung aussagen-




logischer Formeln wieder eine Formel. Formal:

At = A A,
Fm = At
|=F'm
|(Fm A Fm)
|((Fm Vv Fm)

Zwecks besserer Lesbarkeit lassen wir ab jetzt gelegentlich die Aufenklam-
mern in Formeln weg.

Semantisch gesehen nimmt jede Formel genau einen der Wahrheitswerte
,wahr oder ,falsch“ an. Dabei halten wir uns an die Konvention, ,wahr"
mit der 1 und ,falsch® mit der 0 zu identifizieren.

Man definiert: Eine Belegung a: V. — {0,1} ist eine Abbildung, die jeder
atomaren Formel A aus V einen Wahrheitswert zuordnet. Man erweitert «
auf die Menge der aussagenlogischen Formeln iiber V indem man fiir Formeln
F und F5 induktiv setzt:

a(-F) :=1—a(F)
al(Fy N Fy) = rg%% a(F;)

Oé(Fl V FQ) = H_lfli}ga(ﬂ)

Man sagt, « erfiillt eine Formel F, wenn «(F) = 1 gilt. F heift erfiillbar,
wenn es eine Belegung « gibt, die F erfiillt, andernfalls heifft F' unerfiillbar.
Eine Tautologie ist eine Formel F, die von jeder Belegung erfiillt wird, F heifst
dann auch giiltig.

Beispiel : Fy = (A; V —A;) ist erfiillbar und sogar giiltig.
Fy = (A} A —Ay) ist unerfiillbar und somit nicht giiltig.
F3 = (A V Ay) ist erfiillbar aber nicht giiltig.

Um zwei Formeln semantisch sinnvoll zu vergleichen, verwendet man folgen-
de Definition:

Zwei Formeln F' und G heifen (semantisch) dquivalent, wenn fiir jede Bele-
gung « gilt: a(F) = a(G). In diesem Fall schreiben wir F' = G. Insbesondere
sind alle Tautologien, sowie alle unerfiillbaren Formeln zueinander dquiva-
lent. Weiter gelten folgende Regeln:



Doppelnegation ——F = F

(FAG)NH)=(FAN(GAH)), abkiirzend: FAGAH

Assoziativitit
{ (FVG)VH)=(FV(GVH)), abkiirzend: FVGV H

(
Idempotenz {(F/\ F)y=F
(FVF)=F
(FANG)=(GAF)
(

FVG) =(GVF)

~(FAG) = (~FV-G)
~(FVG) = (~F A-G)

Kommutativitat {

de Morgan {
Beweis: Beispielhaft fiir Doppelnegation per Definition:

a(-—F)=1—a(-F)=1—(1—-a(F)) =a(F)

Und die 1. Regel von de Morgan per Wahrheitstafel:

FIGIFAG|-(FAG) | -F|-G|-FV-G
1]1 1 0 0 0 0
110 0 1 0 1 1
0|1 0 1 1 0 1
0|0 0 1 1 1 1

Hier sind links alle moglichen Belegungen von F und G eingetragen und
rechts die entsprechenden Werte von —(F A G) und —F V =G. Diese stimmen
in jeder Zeile {iberein, daher gilt: a(—=(F A G)) = a(=F VvV =G). [

Sei nun V := {=A | A € V} die Menge der negierten atomaren Formeln
aus V. Dann nennen wir die Elemente von V UV Literale iiber V, wobei die
Elemente von V positive und die von V negative Literale heifen. Da ——A
semantisch dquivalent zu A ist, betrachten wir auch mehrfach negierte Atome
als Literale, verwenden der Einfachheit halber aber nur semantisch dquiva-
lente atomare Formeln bzw. deren Negation.

Eine Klausel C C (V U V) ist nun eine endliche Menge von Literalen. Ein
Disjunktionsterm ist wiederum eine Disjunktion einzelner Literale, wobei je-
des Literal maximal einmal vorkommt und zwar entweder positiv oder nega-
tiv. Jeder Disjunktionsterm entspricht einer Klausel, umgekehrt gilt jedoch
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nicht, dass jede Klausel einem Disjunktionsterm entspricht, da in einer Klau-
sel dasselbe Literal positiv und negativ auftauchen kann.

Beispiel : C' = {A;,—As, A3} = (A1 V - Ay V Aj) ist ein Disjunktionsterm,
aber D = {A;, Ay, = As} = (A1 V Ay V = A,) ist kein Disjunktionsterm.

Ist C = {Li,..., L,} eine Klausel, so schreiben wir C := {=Ly,..., =L, } und
—C' = =(Ly V...V L,). Beachte: Fiir n > 1 gilt wegen der Rechenregel von
de Morgan C' #-C.

Da sie spéter eine wichtige Rolle spielen, werden an dieser Stelle noch zwei
Extremfille definiert: Die leere Klausel ist eine leere Disjunktion und wird
als unerfiillbar definiert und die leere Formel ist eine leere Konjunktion und
wird als giiltig definiert. Spéater wird sich mithilfe stochastischer Methoden
zeigen, wieso diese Definitionen sinnvoll sind.

Eine Formel F heift in konjunktiver Normalform (KNF), wenn sie eine Kon-
junktion von Disjunktionstermen ist. Insbesondere ist die leere Formel als
Konjunktion von null Disjunktionstermen in konjunktiver Normalform. Fasst
man die Disjunktionsterme als Klauseln auf, so entspricht F der Menge die-
ser Klauseln. Wenn man dann von Elementen der Formel spricht, so sind die
Elemente der entsprechenden Klauselmenge, also die Klauseln gemeint.

Beispiel :
F= (A1 VANV -A3) AN (AL VA3V A3) A (A1 VALV —As) A (RALV A3V —Ay)
= {{A17 A27 _'A3}7 {Ah A27 A3}7 {Alu A47 _'A5}7 {_'Ala A37 _'A4}}

Eine Belegung « erfiillt eine Klausel C, wenn mindestens eins der Literale
aus C auf 1 abgebildet wird. Ferner erfiillt o eine KNF-Formel F, wenn alle
Klauseln aus F auf 1 abgebildet werden.

Insbesondere heifst eine KNF-Formel k-KNF-Formel, wenn jede in ihr vor-
kommende Klausel k Elemente besitzt.

Im Beispiel ist F also eine 3-KNF-Formel. Sie ist erfiillbar, zum Beispiel fiir
a(A1) = a(As) = a(A;z) = 1 und a(Ay) = a(As) = 0. Wir werden spiiter
sehen, dass diese Formel schon aufgrund ihrer Linge nicht unerfiillbar sein
kann, da sie weniger als 2% = 8 Klauseln besitzt.

Um generell sinnvoll von der ,Lange” einer k-KNF-Formel zu reden, redu-
zieren wir ab jetzt alle Formeln auf deren semantisch dquivalente kiirzeste
Form in k-KNF. Dazu werden zunéchst die Disjunktionsterme so normiert,
dass innere Klammern wegfallen und die Literale dem Index der Atome nach
geordnet werden. Dies filhrt wegen der Assoziativitdt und Kommutativitit
zu semantisch dquivalenten Disjunktionstermen. Dann darf wegen der Idem-
potenz einer von zwei gleichen Disjunktionstermen weggelassen werden ohne
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die urspriingliche Formel semantisch zu verdndern. Die Lénge einer Formel
in k-KNF ist dann die Anzahl der (echt verschiedenen) Disjunktionsterme.
Nichts anderes passiert im Ubrigen bei der Reduktion von Disjunktionster-
men und KNF-Formeln auf Klauseln und Klauselmengen.

Je nach Kontext werden wir Disjunktionsterme und Formeln in konjunktiver
Normalform manchmal als Klauseln bzw. Klauselmengen und manchmal als
aussagenlogische Formeln betrachten. Dies schlégt sich dann in der Notation
nieder, indem wir F'U {C} oder F' A C' schreiben.

Da sich jede Formel der Aussagenlogik in eine semantisch dquivalente Formel
in k-KNF umformen lisst, kann man immer ohne Einschrinkung annehmen,
dass die Formel in k-KNF vorliegt. Dabei kann die Umformung mittels se-
mantischer Aquivalenzen oder mittels Wahrheitstabellen erfolgen. Genaueres
wird in [4] beschrieben.

Ein wichtiges Problem der Aussagenlogik ist das sogenannte Erfiillbarkeits-
problem SAT (aus dem Englischen ,satisfiability*). Es fragt, ob eine in kon-
junktiver Normalform gegebene Formel erfiillbar ist. Zwar gibt es einen Al-
gorithmus, der eine korrekte Antwort liefert, die Laufzeit kann aber gegebe-
nenfalls sehr lang sein. Zum Beispiel kann man zur gegebenen Formel F eine
Wabhrheitstafel, in der alle moglichen Belegungen aufgefiihrt sind, erstellen
und jede Belegung einmal ausprobieren. Dann erhilt man in jedem Fall eine
korrekte Antwort, muss dafiir aber eventuell 2" Belegungen testen, wobei n
die Anzahl der in F vorkommenden atomaren Formeln ist. Damit wird der
Zeitaufwand exponentiell hoch. Wir werden spéter noch eine weitere Methode
kennenlernen, die die Unerfiillbarkeit einer KNF-Formel testet. Das Lovdsz
Local Lemma bietet eine Moglichkeit, die Erfiillbarkeit einer Formel in KNF
unter einer bestimmten Bedingung sicherzustellen. Dafiir benotigen wir aber
noch die folgenden Definitionen:

Sei vbl(C):= {A | A € C oder A € C} die Menge aller in einer Klausel
C auftretenden Atome. Weiter sei fiir eine Formel F in KNF

wbl(F) == | J vbl(C) = | J{A| A € C oder A € C}
CeF CeF

die Menge aller in F auftretenden Atome. Damit kénnen wir nun den we-
sentlichen Begriff der Nachbarschaft I' sowie den der Konfliktnachbarschaft
[ einer Klausel C definieren:

I(C) :={D e F | vbl(D) N vbl(C) # B}
I'C):={DeF|C n D#0}.




B@'iSp'iel : F = {\{Ala_'A2JA3}17 {_'A17A27_'A4]:7\{A47_'A57A6}17 \{A17A47A5}J}
= Cl = C2 = Cg = C4
Dann ist F(Cl) = {01702, 04} und F/(Cl) = {CQ} C F(Cl)

Wir werden zeigen, dass eine begrenzte Nachbarschaft, also eine begrenz-
te Anzahl von Klauseln, die gemeinsame Atome beinhalten, Schliisse auf die
Erfiillbarkeit einer KNF-Formel zulésst.

2.2 Stochastik

Urspriinglich ist das Lovdsz Local Lemma ein Hilfssatz aus der Wahrschein-
lichkeitstheorie, einem Teilgebiet der Stochastik. Auch wenn es hier auf die
Aussagenlogik angewandt wird, benétigen wir Hilfsmittel aus der Stochastik,
um es zu beweisen. Diese werden nun zusammengestellt.

Zunéachst definieren wir einen endlichen Wahrscheinlichkeitsraum:
Ist 2 eine nichtleere endliche Menge, P(2) deren Potenzmenge und
P :P(Q) — [0, 1] eine Abbildung mit:

P(Q2) =1 und fiir je zwei disjunkte Teilmengen X und Y von Q gilt:
P(XUY) = P(X)+ P(Y).

Dann heifst (€2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Die Elemente von
) heifien Elementarereignisse, die von P(£2) heifen Ereignisse und P heifit
Wahrscheinlichkeitsmaf.

Beispiel: Sei V.= {A;, ..., A,,} eine endliche, nichtleere Menge atomarer For-
meln. Wir definieren Q := {a | o : V' — {0,1}} die Menge der Belegungen
von V, und

X
P:P(Q) —[0,1] mit P(X) := |2—n’ :
Dann ist (€2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum, denn:
Q  2»
pay 22
2n 2n

und fiir zwei disjunkte Ereignisse X und Y aus P(Q) gilt:

Xuvy| X[+ x| Y
pxuy)= 2B P B b 4 por)




Da jedes Elementarereignis mit gleicher Wahrscheinlichkeit eintritt, spricht

man auch von einer Gleichverteilung auf €.

Mit folgender Interpretation wird dieser Wahrscheinlichkeitsraum noch héu-

fig benutzt:

Fiir eine Formel F iiber V ist {«a|a(F) = 1} das Ereignis, das F erfiillt und die

Wabhrscheinlichkeit dieses Ereignisses ist P({ca|a(F) = 1}). Hierfiir schreiben

wir auch abkiirzend P(F).

P(F) gibt also die Wahrscheinlichkeit an, dass eine zuféllig gewéhlte Bele-

gung von V die Formel F erfiillt. Ist P(F') = 0, so gibt es keine Belegung, die

F erfiillt, ist P(F') > 0 gibt es eine, und ist P(F) = 1, so ist F giiltig.

Konkret gilt fiir eine k-elementige Klausel C aus einer KNF-Formel iiber V:
{ola(=C) =1} _20*F 1

P(=C) = P({ala(~C) = 1}) = "4 =

da es nur eine Belegung gibt, die =C' iiber vbl(C) erfiillt und somit 2"~*
Belegungen, die =C' iiber V erfiillen. Ist k=0, so erhalten wir

1

Dies deckt sich mit der Definition der leeren Formel, da eine negierte Klau-
sel eine Konjunktion darstellt und die leere Konjunktion als giiltig definiert
wurde.

In Wahrscheinlichkeitsraumen gelten folgende Rechenregeln fiir A, B € P(2):

P(A%) =1 — P(A)
P(A\ B)=P(A)— P(ANB)

P(AUB) = P(A)+ P(B) , falls ANB =10
P(A) < P(B) , falls AC B

Einen Beweis findet man in [3].

Beispiel(Fortsetzung): Ubertragen auf den obigen Wahrscheinlichkeitsraum
ergeben sich folgende Regeln fiir Formeln F, G und Klauselmengen C, D:

P(-F)=1-P(F)

P(F A-G) = P(F) — P(F AG)

P(CVD)=P(C)+P(D), falls CND =10

Ist D C C, so folgt {a|a(C) =1} C {a|a(D) = 1} und daher P(C) < P(D).
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Somit gilt insbesondere fiir eine k-elementige Klausel C einer KNF-Formel:

1
P(C)=1—-P(-C)=1- o
Ist k=0, so erhalten wir hier
1 1
P =1-==1—-=0.

Dies deckt sich mit der Definition der leeren Klausel, die als unerfiillbar de-
finiert wurde.

Ein wichtiger Begriff der Wahrscheinlichkeitstheorie ist der der stochastischen
Unabhéngigkeit. Zwei Ereignisse sollen stochastisch unabhéngig voneinander
sein, wenn sich die Wahrscheinlichkeit, dass das eine Ereignis eintritt nicht
dadurch dndert, dass das andere eingetreten ist bzw. nicht eingetreten ist.
Formal:

AB € P() heiken stochastisch unabhéngig, falls P(AN B) = P(A)P(B)
gilt.

Beispiel(Fortsetzung): Gegeben sei der Wahrscheinlichkeitsraum aus obi-
gem Beispiel. Dann sind die Ereignisse {a|a(F) = 1} und {a|a(G) = 1}
stochastisch unabhéngig, wenn die Formeln F und G keine gemeinsamen
Atome besitzen, also wenn vbl(F) Nvbl(G) = () gilt.

Abkiirzend sagen wir F und G sind stochastisch unabhingig und es gilt

P(FAG) = P(F)P(G).

Umgekehrt gilt diese Aussage jedoch nicht, da zum Beispiel fiir die Tautologie

P(FAF)=P(F)=1= P(F)P(F),

F' also von sich selbst stochastisch unabhéngig wére, obwohl offenbar
vbl(F) Nwbl(F) # ) gilt.
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2.3 Graphentheorie

Um die Struktur einer aussagenlogischen Formel in konjunktiver Normalform
zu veranschaulichen, bedienen wir uns der Graphentheorie, welche Zusam-
menhénge bildlich darstellt und somit auch lokale Verkniipfungen verdeut-
licht. Es folgt eine kurze Einfiihrung in die Graphentheorie und der Ubergang
zur Erfiillbarkeit aussagenlogischer Formeln:

Ein Hypergraph H ist ein Paar (V,E), bestehend aus einer endlichen, nicht-
leeren Menge V und einer Menge £ C P(V), mit |e| > 1 fiir alle e aus E.
Die Elemente von V heifen Ecken, die von E Kanten. Eine Kante e € E
verbindet alle Ecken, die in e enthalten sind und hat keine Richtung.

Gilt |e| = k fiir alle e € E, so heifst H k-uniform.

Weiter heiftt H 2-farbbar, wenn es eine Abbildung f : V' — {blau, rot} gibt,
sodass jede Kante von H eine Ecke v und eine Ecke w enthélt mit f(v)=blau
und f(w)=rot. f heikt dann (giiltige) 2-Farbung von H.

Beispiel:

1. Sei H=(V,E) mit V={1,2,3,4,5}
und B={{1,2},{2,4},{3,4},{3.5},{1,3}, {2,5}}

Dieser Hypergraph ist 2-uniform und 2-firbbar mit der Férbung
f:V — {blau,rot}

blauw , falls x € {2,3
flz) = 2,3}
rot , falls z € {1,4,5}.

2. V={1,2,3} E = {{1,2},{2,3},{1,3}}
—
Dieser Hypergraph ist 2-uniform aber nicht 2-farbbar.
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Zum Zusammenhang zwischen einem 2-firbbaren Hypergraphen und einer
erfiillbaren KNF-Formel:

Betrachtet man die Menge der Ecken V eines Hypergraphen H=(V E) als
atomare Formeln {4, ..., A,,} und die Menge der Kanten E als Klauselmenge,
so kann man eine KNF-Formel als Klauselmenge wie folgt definieren:

F=FH)=EU{C|C € E}.

F entspricht einer KNF-Formel iiber V = vbl(E) und ist C eine Klausel aus
F, so auch C.

Satz 2.1 Ist F = EU{C | C € E} erfiillbar, so ist der Hypergraph H=(V,E)
2-farbbar.

Beweis: Ist F erfiillbar, so gibt es eine Belegung o : V' — {0, 1} mit a(F) = 1.
Sei f: V — {blau, rot} definiert durch

(A = blau , falls a(A;)
Y lrot falls a(A;)

1
0.

Sei nun C eine beliebige Kante aus E.

Dann ist C € F und es gilt a(C) = 1. Folglich enthdlt C ein A; € V mit
a(A;) = 1. Damit enthédlt C ein A; mit f(A;) = blau.

Ferner ist C' € F und es gilt o(C) = 1. Folglich enthélt C ein —A;, j # i mit
a(—A;) = 1. Also enthélt C ein A; mit f(A;) = rot.

Somit enthélt jede Kante von H zwei Ecken A;, A; mit f(A;) = blau und
f(A;) =rot. fist also eine giiltige 2-Farbung von H und H ist 2-farbbar. W

Umgekehrt gilt:

Satz 2.2 Ist H:(V,_E) ein 2-farbbarer Hypergraph, so ist die Klauselmenge
F=F(H):=FEU{C|C € E} erfillbar.

Beweis: Tst H 2-farbbar, so existiert eine Farbung f : V — {blau,rot},
sodass jede Kante in E zwei Ecken A;, A; enthélt mit f(A;) = blau und
f(Aj) =rot. Sei a : V — {0, 1} wie folgt definiert:

a(4) = 1, falls f(A) = blau
0 , falls f(A) =rot.
Sei nun D eine beliebige Klausel aus F.

Fall 1: De E
D enthélt also ein A; mit f(A;) = blau. Somit gibt es ein Literal in D,
namlich A;, mit a(A4;) = 1.
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Fall 2. De{C|C € E}
Dann gibt es eine Kante K mit K = D. K enthiilt wiederum ein A4; mit
f(A;) = rot. Es gibt also ein Literal in D, niimlich A;, mit a(A;) = 0.
Somit gibt es auch ein Literal in D, ndmlich —=A; mit a(-A4;) = 1.

In beiden Féllen gilt also a(C') = 1 und F ist erfiillbar. n

Wir wollen nun spezielle 2-uniforme Hypergraphen T=(V,E), sogenannte
Bindrbdume betrachten:

Beginnend bei einer obersten Ecke, Wurzel genannt, baut sich der Bindrbaum
nach unten auf, wobei jede Ecke entweder keine oder zwei Ecken, sogenannte
Kinder, hat, die durch Kanten mit ihr verbunden werden. In einem Binér-
baum gibt es keine geschlossenen ,Rundwege”. Ecken, die in nur einer Kante
vorkommen, heifsen auch Blétter, alle anderen Ecken heifsen (innere) Knoten.

Beispiel : T = (V,E)mit V = {1,2,3,4,5}, F = {{1,2},{1,3},{2,4},{2,5}}

T ist ein Bindrbaum. Dabei ist 1 die Wurzel, 1 und 2 sind innere Knoten, 3,
4 und 5 sind Blitter.

Angelehnt an die in einem Stammbaum iiblichen Begriffe verwenden wir auch
hier den Begriff der Vorfahren einer Ecke v fiir die Knoten die sich auf dem
Weg von v zur Wurzel befinden und den der Geschwister fiir Kinder mit den-
selben Vorfahren. Im Beispiel sind 1 und 2 Vorfahren der Geschwister 4 und
5. Sei u nun eine Ecke und v ein Vorfahre von u.

Der Abstand dist(u,v) zwischen u und v sei die (minimale) Anzahl der dazwi-
schenliegenden Kanten. Da die Wurzel W fiir jedes Blatt u der am weitesten
entfernte Vorfahre von u ist, wird dist(u,v) fiir v=W maximal.

Die Tiefe t(v) einer Ecke v € V sei nun die (minimale) Anzahl der Kanten
zwischen v und der Wurzel W, also t(v):=dist(v,W).

Es gilt immer t(W)=0, im Beispiel gilt t(2)= t(3)=1 und t(4)=t(5)=2.

Wir betrachten nun eine spezielle Klasse von Bindrbdumen, sogenannte (k,d)-

Baume. Diese sind dadurch charakterisiert, dass ihre Blitter besonders tief
aber dennoch nah an jedem inneren Knoten liegen:
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Fiir k,d € N heift T=(V,E) ein (k,d)-Baum, falls

1. jedes Blatt mindestens Tiefe k-1 hat, also:
t(u)> k-1 fiir alle Bléatter u und es

2. fiir jeden Knoten maximal d Blatter gibt, die hochstens k-1 Kanten
entfernt liegen, also: fiir jeden Knoten v € V gilt:
[{ u | uist Blatt mit dist(u,v) <k —1}| < d.

Beispiel:

1. Der Bindrbaum im obigen Beispiel ist ein (2,2)-Baum. Denn:
13)=1>2—-1=1,¢4) =¢(5)=2>1 und
fiir den Knoten 1 ist die Anzahl der Blétter u mit dist(u,1) < 1 gleich
1 (ndmlich fiir u=3) und
fiir den Knoten 2 ist die Anzahl der Blatter u mit dist(u,2) < 1 gleich
2 (némlich fiir u=4 und u=5).

Dies ist ein (3,4)-Baum, da t(u) > 2 fiir jedes Blatt u gilt, und es
insgesamt nur 4 Blatter gibt.

Fiir spiter bendtigen wir noch folgenden

Satz 2.3 Ist by die Anzahl der Bldtter und kr die Anzahl der inneren Knoten
eines Bindrbaums T, so gilt:

kpr=bpr—1

Beweis: per Induktion iiber kr:
Induktionsanfang : kr =0
Es gibt keinen inneren Knoten, demnach muss es wegen V' # () ein Blatt, die
Wurzel, geben:
kr=0=1—-1=br—-1

Induktionsvoraussetzung : Filir Bindrbdume mit k7 inneren Knoten gilt:

br =kr+1
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Induktionsschritt : kr — kp + 1

T’ sei ein Binarbaum mit kr := kr + 1 inneren Knoten. Nach Induktions-
voraussetzung gibt es also vorerst kr + 1 Bldtter, wobei durch das Anfiigen
des kr + 1—ten Knotens ein Blatt zunichst abgezogen, dafiir aber zwei neue
addiert werden. Fiir die Anzahl der Blétter by von 71" gilt somit:

bT’:kT+1_1+2:kT+2:kT’+]-

3 Erfiillbarkeit in der Aussagenlogik

In diesem Kapitel werden zunéchst zwei kleinere Sitze vorgestellt, die sich
mit der Erfiillbarkeit von k-KNF-Formeln unter gewissen Voraussetzungen
beschéftigen. Diese Voraussetzungen konnen sich global oder lokal auf die
Formel beziehen. Satz 3.1 ist ein Beispiel fiir eine globale, Satz 3.2 fiir eine
lokale Eigenschaft.

3.1 Lokale und globale Eigenschaften
Satz 3.1 Jede unerfiillbare k-KNF-Formel hat mindestens 2% Klauseln.

Beweis: Sei F = {C, ...,C,,},m < 2* eine Klauselmenge, die einer k-KNF-
Formel iiber V entspricht und o : V' — {0,1} eine zufiillig gewéhlte Bele-
gung. Im Bezug auf den im Abschnitt 2.2 definierten Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, P) betrachten wir die Wahrscheinlichkeit, dass « eine k-elementige
Klausel

C; € F nicht erfiillt:

P(=C) = |{04|Oé((27]i) =0} _ 2_1k .

Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass F nicht von « erfiillt wird

- US| m
P(=F) =P(=Cy V..V ~Cp) =Y P(=C) =Y =g <L
1 =1

Umgekehrt ist also die Wahrscheinlichkeit, dass F' von « erfiillt wird
P(F)=1—P(—=F)>0
und es gibt eine Belegung, die F erfiillt. ]
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Satz 3.2 Ist F eine Klauselmenge, die einer k-KNF-Formel entspricht, wobes
je zwet Klauseln entweder gar keinen oder mindestens zwer Konflikte haben,
so ist F erfillbar.

Um diese Aussage beweisen zu kénnen, bendtigen wir noch eine Methode aus
der Aussagenlogik: Die Resolventenmethode:

Die Resolventenmethode ist ein rein syntaktisches Verfahren, das die Erfiill-
barkeit einer Klauselmenge testet.

Seien C und C5 zwei Klauseln. Gibt es Ly € C; und Ly € Cs, so dass L, das
positive und Ly das negative Literal zur selben atomaren Formel ist, dann
heifst

R:=(Ci \ {Li}) U (Ca\ {L2})

eine Resolvente von C; und Cs.

Beispiel: Cy = {Ay, Ay, A3}, Cy = {—Ay, Ay, — A3}
Dann ist mit L; = Al € Cl , Ly = _|A1 S CQ

Ry = (Cr \ {L1}) U (Co\ {La}) = {Ag, A3, - A3}
eine Resolvente von C; und Cy. Mit L = A3 und Ly = —A;z ist
Ry = {A;, Ay, —A;} eine weitere Resolvente.

In dem Fall, dass C; = {L} und Cy = {—L} gilt, ist die Resolvente beider
Klauseln die leere Klausel, die mit dem Symbol [J bezeichnet wird. Sie ist
per Definition unerfiillbar und somit auch jede Klauselmenge, die sie enthélt.
Auferdem wird zu einer Klauselmenge F

Res(F') := FU{R | R ist Resolvente zweier Klauseln in F} definiert.
Weiter setzen wir induktiv

Res’(F) := F,
Res" ™ (F) := Res(Res"(F)) fiir n > 0 und schlieflich
Res*(F) := U Res"(F).

n>1
Beispiel : K = {{Ay, Ao}, {=A1, Ao}, {A1, 7 A2}, {—A1, = A2} } Dann ist

Res'(K) = K,
Resl(K) =KU {{A2}7 {_'A2}7 {A27 _'AQ}v {A1}7 {_'Al}v {Alv ﬂAl}}a
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und schlieflich Res?(K) = Res'(K) U {0} = ... = Res*(K).

Die Methode ist nun folgende: Man resolviert so lange je zwei Klauseln, in
denen dasselbe Literal einmal positiv und einmal negativ vorkommt, bis ent-
weder die leere Klausel resolviert wird oder keine Resolution mehr moglich
ist. Im letzten Fall ist die urspriingliche Klauselmenge erfiillbar, im ersten
nicht.

Dies sagt der

Resolutionssatz: Eine endliche Klauselmenge K ist genau dann unerfill-
bar, wenn O € Res*(K).

Einen Beweis findet man in [4].

Nun zum Beweis von Satz 3.2:

Sei F'={C4,...,C,} eine Klauselmenge, die einer k-KNF-Formel entspricht,
wobei je zwei Klauseln entweder gar keinen oder mindestens zwei Konflikte
haben. Wir zeigen, dass die leere Klausel mit der Resolventenmethode nicht
resolviert werden kann. Daraus folgt dann mit dem Resolutionssatz die Er-
fiillbarkeit.

Seien C; und C; zwei beliebige Klauseln aus F. Haben diese keinen Konflikt,
so kann man nicht resolvieren, insbesondere nicht die leere Klausel.

Ohne Einschridnkung seien also L; und Ly zwei Konflikte von C; und C; mit
Ll, LQ € Cz und _|L1, _|L2 € Cj. Dann ist

R = (Ci\{L1}) U (Ci\{~L1})

eine Resolvente von C; und C}. Sie enthélt sowohl Ly € C; als auch —L, € Cj
und ist daher eine Tautologie. Da wir zwei beliebige Klauseln resolviert ha-
ben, sind alle Resolventen zweier Klauseln mit mindestens zwei Konflikten
Tautologien.

Res'(F) ldsst sich demnach schreiben als S; U Ty, wobei in S; nur Ober-
klauseln, das sind Klauseln, die mindestens eine Klausel aus F als Teilmenge
enthalten, und in 77 nur Tautologien enthalten sind.

Lassen sich nun zwei Klauseln C und D aus Res'(F) resolvieren, so gibt es
drei Falle:
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1.Fall

2.Fall

3.Fall

beide Klauseln sind aus S,
Seien C, D € 5, etwa:

C:CZUXUHdD:C]UYmItCZ,C]EF

(Dabei sind X und Y gegebenenfalls leer.)

Gibt es nun zwischen C und D mehr als einen Konflikt, so sind alle
Resolventen Tautologien.

Es gebe also genau einen Konflikt zwischen C und D. Da C; und C}
nach Voraussetzung keinen oder mindestens zwei Konflikte haben, muss
dieser Konflikt zwischen X und Cj}, Y und C; oder X und Y liegen.
Alle Resolventen beinhalten dann immer noch C;, C; oder C; und Cj,
sind also Oberklauseln.

beide Klauseln sind aus T
Dann enthalten beide Klauseln ein Literal sowohl positiv als auch ne-
gativ, etwa:

Jede Resolvente enthilt dann weiterhin mindestens ein Literal (L; oder
L;) sowohl positiv als auch negativ.

eine Klausel ist aus S; und eine ist aus T}
Sei etwa

C=C;uX €S und D = {L,ﬁL}UYGTl
Nun gibt es drei Félle:

(a) C; und Y haben einen Konflikt oder X und Y haben einen Konflikt:
Dann enthélt die Resolvente immer noch {L,—L}, ist also eine
Tautologie.

(b) X und {L,—L} haben einen Konflikt:
Dann enthélt die Resolvente immer noch C; und ist somit eine
Oberklausel.

(¢) C; und {L,—L} haben einen Konflikt:
Dann muss der Konflikt durch L oder —L verursacht worden sein,
C; enthélt also —L oder L. Die Resolvente ist in beiden Fillen

(CN{=LHU{L, ~LIN{L}) = (CGN{LPHU{L, ~LI\{~L}) = C;

wieder eine Oberklausel von Cj.
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Somit sind alle Resolventen entweder Oberklauseln oder Tautologien, und
ResQ(F) lasst sich schreiben als S5 U 75, wobei S5 nur aus Oberklauseln und
T, nur aus Tautologien besteht.

Schlieflich ldsst sich Res*(F) als S, U T, schreiben, wobei in S, nur Ober-
klauseln und in 7}, nur Tautologien enthalten sind.

Insgesamt sind Klauseln aus S, nicht leer, da sie nichtleere Klauseln aus F als
Teilmengen enthalten. Klauseln aus 7} sind nicht leer da sie mindestens ein
Literal positiv und negativ enthalten. Die leere Klausel kann folglich nicht
resolviert werden und F ist erfiillbar. ]

Zusammenfassend ist die Resolventenmethode ein weiteres Verfahren, mit
dem man sowohl die Unerfiillbarkeit als auch die Erfiillbarkeit einer aussa-
genlogischen Formel in endlicher Zeit feststellen kann. Allerdings ist auch
hier der Zeitaufwand eventuell exponentiell hoch und daher vergleichbar mit
dem Zeitaufwand der Wahrheitstafelmethode. Es wurde bereits nachgewie-
sen, dass das Erfiillbarkeitsproblem SAT zur Klasse der sogenannten NP-
vollstdndigen Probleme gehort. Diese lassen sich vermutlich nicht effizient
16sen.

3.2 Das Lovasz Local Lemma

Das Lovdsz Local Lemma ist eines der Hauptbestandteile dieser Arbeit. Es
wurde 1975 von Léaszlo Lovasz und Paul Erdds bewiesen und findet seitdem
hauptséchlich Anwendung in der Stochastik, um Existenzbeweise zu fiihren.
Hier wird es auf aussagenlogische Formeln in konjunktiver Normalform ange-
wandt, um deren Erfiillbarkeit zu testen. Der Name beruht darauf, dass die
lokale Eigenschaft der begrenzten Nachbarschaft zu dem globalen Ergebnis,
der Erfiillbarkeit, zusammengefiihrt wird. I' bezeichnet die in Abschnitt 2.1
definierte Nachbarschaft, e die eulersche Zahl:

Satz 3.3 Sei k € N,k > 1 und F eine k-KNF-Formel. Gilt |[I'(C)| < % -1
fiir alle Klauseln C € F', so ist F erfiillbar.

Fiir den Beweis benétigen wir noch eine Abschitzung, die hier vorangestellt
wird:
Sei x € (1,00). Aus der Analysis ist bekannt, dass exp(y) > y + 1 fiir alle
y € R gilt. Daher gilt insbesondere fiir y = ﬁ

1 1 T

> 1= —_al
33—1) x—1+ x_l,aso

—1 z—1

) <

r—1 T

exp(

expl
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Dieser Ausdruck ist grofser als Null, daher kann man den monoton wachsen-
den natiirlichen Logarithmus In auf beide Seiten anwenden und erhélt
—1 x—1 1

——1 = In( ” e —1 < (x—l)ln(l—g).

Da die Exponentialfunktion exp monoton wachsend ist folgt weiter

1
et <exp((z —1)In(1 — =)).
x
Fiir @ > 0 und r € R gilt per Definition a" = exp(rIn(a)) und daher insge-
samt

-1 1 z—1

<1yt (1)
Nun zum eigentlichen Beweis:
(2, P) sei wieder der Wahrscheinlichkeitsraum aus den Beispielen aus Ka-
pitel 2.2. Wir zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit P(F) echt grofer Null ist,
daraus folgt dann die Existenz einer Belegung « die F erfiillt und daraus die
Behauptung.
Sei F' C F eine erfiillbare Klauselmenge und C' € F \ F’ eine Klausel. Ein
solches F” mit P(F’) > 0 existiert, wegen Satz 3.1 spitestens ab |F'| < 2%,

Zwischenbehauptung: P(F' A —C) < e 27*P(F")

Diese ist wegen P(F' A —=C) = P(F') — P(F' A C) #quivalent zu

P(F'A=C) < e27*P(F)
& P(F')— P(F'AC) 2% P(F)

F
e F
& P(F'AC) > (1—e27MP(F).

<
>

Erweitert man also, unter Voraussetzung der Zwischenbehauptung, F’ um die
Klausel C, so sinkt die Wahrscheinlichkeit, dass F” erfiillt wird nicht mehr
als um den konstanten Faktor (1 —e 27%) > 0. Erweitern wir nun sukzes-
sive I’ solange um die fehlenden Klauseln C aus F, so folgt schlieflich, da
P(F") >0, auch P(F) > 0.

Die Zwischenbehauptung wird nun mittels Induktion iiber |F’| bewiesen:

Induktionsanfang : |F'| =0
Dann ist F” die leere Formel und mit P(F’) = 1 folgt:

P(F'A-C)=P(-C)=2"F<e2F =c27*P(F)
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Induktionsvoraussetzung : Fiir alle F” mit |F"| < |F’| gelte
P(F"ANC)> (1 —e2MP(F").

Induktionsschritt . |F"| — |F’|

Fall 1: vbl(F") Nvbl(C) =0
Da vbl(C') = vbl(—C') sind F’ und =C' stochastisch unabhingig und es gilt

P(F'AN=C) = P(F")P(=C) = 27"P(F') < e 27"P(F").

Fall 2: vbl(F") Nwbl(C) #
Definiere F” := F'\ T'(C'). Dann gilt vbl(F") Nvbl(C') = ) und somit

P(F" N=C) = P(F")P(=C) = 27" P(F") (2)

Wenden wir nun die Induktionsvoraussetzung sooft auf F” an, bis wir F” auf
F’ erweitert haben, so miissen wir dies |['(C')| mal tun, also nach Vorausset-

zung maximal d := % — 1 mal. Es folgt:
P(F') > (1—e27")P(F")
Und mit der vorangestellten Abschétzung (1) mit x = % > 1 gilt:
P(F') > e ' P(F") (3)

Da F” C F' und wegen (2) gilt andererseits

P(F'AN=C) < P(F" AN=C) =27"P(F"). (4)
Ist P(F") = 0, so folgt an dieser Stelle direkt die Zwischenbehauptung:

P(F'A=C)<0<e2"P(F).

Sei also P(F") > 0, dann folgt mit (3) und (4) insgesamt

P(F'A=C) _ 27*P(F")
P(F) ~ e 'P(F")

& P(F'A-C) <e27FP(F).

|
Dies ist ein nicht konstruktiver Beweis. Wir wissen jetzt, dass eine erfiillende
Belegung existiert, wie genau diese aussieht oder wie man eine erzeugt jedoch
nicht. In [2] wird ein Algorithmus vorgestellt, der genau dies tut. Der Beweis,
dass dieser in endlicher Zeit terminiert ist allerdings etwas aufwindiger und
wird daher hier nicht behandelt.
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Beisprel :

1. F=(A1VANV A3V AN (RALV A VALV As) AN (AgV A5V Ag V A7)
Dann ist F nach Satz 3.1 erfiillbar, da die Anzahl der Klauseln kleiner
als 2% = 16 ist. Auferdem gilt |T'(C)| = 3 fiir alle Klauseln C aus F und
weil % — 1 > 4 gilt, ist F auch nach dem Local Lemma erfiillbar. Satz
3.2 kann man hier dagegen nicht anwenden, da zum Beispiel die ersten
beiden Klauseln genau einen Konflikt haben.

2. G=(A1VANVANN(-AIV-AV A3) AN (AgV ALV As) AN (— ALV A5V Ag)
Hier kann man wieder mit Satz 3.1 die Erfiillbarkeit zeigen, genauso
aber auch mit Satz 3.2, da je zwei Klauseln keinen oder mindestens
zwei Konflikte haben. Das Local Lemma dagegen ist nicht anwendbar,
da zum Beispiel |['({A;, A3, A3})| = 3 ist, das Lemma aber
II'(C)] < % — 1 < 2 fordert.

Eine starkere Variante ist das sogenannte Lopsided Local Lemma:

Satz 3.4 Sei k € N,k > 1 und F eine k-KNF-Formel. Gilt |I'(C)| < % -1
fur alle C € F, so st F erfiillbar.

Beweis: Wir gehen analog zu obigem Beweis vor, bis zum

Fall 2 : vbl(F") Nwbl(C) # 0.

Definiere nun F” := F'\ I'(C).

Jetzt gilt allerdings nicht wie oben, dass vbl(F”) Nvbl(C) = () ist und somit
P(F"AN=C) = P(F")P(—C) gilt. Um im obigen Beweis bei (4) fortzufahren,
geniigt es allerdings zu zeigen, dass

P(F" A —|C) < P(F”)P(—!C)

gilt. Sei dazu:
P(F" A —C)

P(=C)
die Wahrscheinlichkeit, dass F” erfiillt wird, unter der Bedingung, dass C
nicht erfiillt wird. (P(—=C') > 0, da C einem Disjunktionsterm entspricht.)
Damit ist P(F” A —C) = P(F"|~C)P(~C).
Sei nun a(—=C) = 1 gegeben. Dann gilt a(L') = 1 fiir alle L’ € C. Weiter sei
K € F" eine Klausel und L € K ein Literal. Wegen I'(C) € F” kann L nicht
gleich L’ sein fiir alle L’ € C. Andernfalls hitten F” und C ja einen Konflikt.
Ist nun L = =L/, so gilt «(L) = 0. Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass F”
unter der Bedingung, dass a(—C') = 1 gilt, erfiillt wird, kleiner als die Wahr-
scheinlichkeit, dass F” ohne diese Bedingung erfiillt wird. Ist L ¢ vbl(C),

P(F"|-C) :=
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andert sich an den Wahrscheinlichkeiten natiirlich nichts. Zusammengefasst
gilt also:

P(F"|=C) < P(F").
Damit konnen wir den obigen Beweis analog fortsetzen, wobei die Indukti-

onsvoraussetzung natiirlich nur |IV(C)| mal angewandt wird. [

Das Lopsided Local Lemma kann zum Beispiel verwendet werden, um die
Anzahl der in einer k-KNF-Formel vorkommenden atomaren Formeln so zu
begrenzen, dass die Erfiillbarkeit der Formel garantiert ist. In [1] wurde bei-
spielsweise fiir k& > 6 gezeigt, dass k-KNF-Formeln, in denen jede atomare
Formel genau k + 1 mal vorkommt, erfiillbar sind.

3.3 Binarbaume und KNF-Formeln

In diesem Abschnitt soll noch ein weiterer Blick auf KNF-Formeln aus einer
anderen Sicht geworfen werden und veranschaulichen, aus wie vielen verschie-
denen Richtungen man sich der Erfiillbarkeit einer Formel ndhern kann.

Satz 3.5 Seien k,d € N und T ein (k,d)-Baum. Dann gibt es eine k-KNF-
Formel F:=F(T) mit:

1. Ist by die Anzahl der Bldtter von T, so ist die Anzahl der Klauseln in
F gleich |F| = 2br.

2. Jedes Literal aus F kommt in mazimal d Klauseln in F vor.

3. Ist vbl(C) Nwbl(D) # O fir Klauseln C,D € F, C # D, so existiert
genau ein Literal L mit L € C und -L € D.

4. F st unerfillbar.

5. Gibt es fiir jeden Knoten v aus T mindestens ein Blatt u mit
dist(u,v) < k-1, so ist |F| = |vbl(F)| + 1.

6. F ist minimal unerfillbar, d.h. fir jede Klausel C € Fist F' := F\{C'}
erfillbar.

Beweis: Um eine Formel F mit den gewiinschten Eigenschaften zu kon-
struieren, kopieren wir zunéchst den Bindrbaum T und setzen ihn und seine
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Kopie anschliefend, verbunden durch eine neue Wurzel W, zu einem neuen
Baum 7 = (V, E) zusammen:

T/W\T

T ist ein (k,d)-Baum, wobei sich die Tiefe jedes Blattes nun um eins erhdht
hat, die 2. Bedingung fiir einen (k,d)-Baum iibertragt sich auf 7.

zu 1.: Ist by die Anzahl der Blatter von T, so hat T offensichtlich 2br Blatter
und wegen Satz 2.3 (kr = by —1) 2by — 1 innere Knoten, also insgesamt
4bp — 1 Ecken. Vergessen wir die Wurzel W, so bleiben 4b; — 2 Fcken,
die wir in 2by — 1 Geschwisterpaare aufteilen.
Sei nun VUV = {A;, ..., Ay, 1} U{=A4, ..., Ay, 1} eine Menge von
2br — 1 atomaren Formeln vereinigt mit der Menge ihrer Negationen.
Wegen |(V \ {W})| = 4by — 2 = |V U V| kann man alle Ecken von T
bis auf die Wurzel durch eine bijektive Abbildung

¢ (V\{W}) VUV
so umbenennen, dass fiir Geschwister u und v gilt:
aus ¢(u) = L folgt ¢(v) = —L.

Damit identifizieren wir jede Ecke von V \ {W} eindeutig mit einem
Literal aus V UV und umgekehrt. Zum Beispiel:

W

T

Ay - A

/\ /\
A2 —|A2 Ag _‘A3

Zu jedem Blatt v wird nun eine Klausel ', konstruiert: Beginnend bei v
geht man einen k-1 langen Weg entlang der Vorfahren von v in Richtung
der Wurzel. Da jedes Blatt mindestens Tiefe k hat, erreicht der Weg nie
die Wurzel. C, bestehe nun aus v und dessen k-1 néchsten Vorfahren.
Da jedes Literal nur einmal vorkommt hat (', genau k Elemente. Mit

F=FT):= |J ¢,

UEBT
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7u 2.:

7u 3.:

zu 4.

Zu H.:

7u 6.:

wobei B die Menge aller Blatter in T sei, ist F eine Klauselmenge.
Sie entspricht einer k-KNF-Formel mit 2br Disjunktionstermen. Also:
|F'| = 2by.

Wegen der 2. Eigenschaft eines (k,d)-Baums gilt: Zu jedem inneren
Knoten v gibt es maximal d Bliatter u mit dist(u,v)< k — 1. Da jeder
innere Knoten einem Literal L € VUV entspricht und aus jedem Blatt
eine Klausel konstruiert wurde, gibt es auch maximal d Klauseln in F
in denen L vorkommt.

Sei vbl(C,) Nwbl(C,) # O fiir zwei Klauseln C,, C, € F,u # v.

Dann gibt es ein Atom A mit A € vbl(C,) und A € vbl(C,). Betrachten
wir den nédchsten gemeinsamen Vorfahren w von u und v, so muss
ein Kind von w in C, und eins in C, liegen (wegen u # v, kann w
kein Blatt sein). Diese Kinder haben nach Konstruktion komplementére
Vorzeichen, es gibt also ein Literal L mit L € C,, und —-L € C,,.
Angenommen, es gabe ein weiteres Literal L' mit L' € C,, und —~L' € C,,.
Dann muss, aufgrund der Konstruktion von C,, A ein Vorfahre von L’
oder umgekehrt sein. Ohne Einschrinkung sei A ein Vorfahre von L'
Da L’ und —L' Geschwister sind, muss also A auch ein Vorfahre von —L’
sein, dann kann aber —A kein Vorfahre oder Nachkomme von —L’ sein
und somit nicht in C), enthalten sein. Daraus folgt die Eindeutigkeit.

Sei a : V' — {0, 1} eine beliebige Belegung. Beginnend bei der Wurzel
definiert « einen Weg iiber Literale L. zu einem Blatt v, indem man
immer entlang a(L) = 0 geht. Offensichtlich gilt dann «(C,) = 0. Es
gibt also immer eine Klausel C,, die nicht erfiillt wird. Damit ist F
unerfiillbar.

Es gebe fiir jeden Knoten v von T mindestens ein Blatt u mit
dist(u,v)< k — 1. Damit kommt jedes Literal aus V U V' zumindest in
einer Klausel C, vor. Mit 1. folgt:

Wbl(F)| +1=|V|+1=2byr —1+1=2br = |F]|.

Zu jedem Blatt v von T sei F, := F \ {C,}. Zu zeigen ist nun die
Erfillbarkeit von F,.

Im Folgenden wird eine Belegung « : vbl(F) — {0, 1} konstruiert und
eine Abbildung

fALe VUV |a(L)=1} = F,
definiert. Ist f bijektiv, so gilt auch o(C) = 1 fiir alle C' € F, und

insgesamt «o(F,) = 1.

26



Initialisiere zunéchst v := W, v, := v und setze a(L) = 0 fiir alle
Literale L auf dem Weg von v, nach u (einschlieflich v,, ausschliefslich

u).

Definiere nun die Menge

Gy :={L' € VUV | L' ist Geschwister eines der Literale auf dem Weg

von v, nach u}

der Geschwister dieser Literale und initialisiere S := G, w. Die Menge S
wird im Laufe des Algorithmus’ hdufig verdndert und ihre Méachtigkeit
dient unter anderem als Abbruchkriterium.

Verfahre nun wie folgt:

(i) ist S =0 : STOP!
sonst: wahle ein Element aus S, iiberschreibe u damit und iiber-
schreibe S := S\ {u}

(ii) setze a(u) =1

(iii) ist u ein Blatt, so setze v, := u und gehe zu (vi), sonst wihle ein
Blatt v, mit dist(v,,u) <k —1

(iv) setze a(L) = 0 fiir alle Literale L, die sich auf dem Weg von v,
nach u befinden

(v) tiberschreibe S :=SUG,,
(vi) setze schlieklich f(u) := C,, und gehe zu (i)

Beispiel:

=3,
I

W

N

A —-A;
N N
Ay Ay Az A3z

T ist wie im Beispiel aus 2.3 ein (3,4)-Baum.
Weiter entspricht F der unerfiillbaren Formel

(A1 VA A (AL V—Ay) A (RALV Ag) A (RA V- A;3).
Sei nun v = Ay, also C, = {A;, As} und F, := F\ {C,}.

Weiter sei o : {4, Az, A3} — {0,1} eine Abbildung mit a(4;) =
a(Ay) =0und S :={—-A;,~ Ay} # 0.
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(i) S # 0, wéhle etwa —Ay € S, iiberschreibe u := —A; und S :=
S\ {u} = {~As}
(i) setze a(u) = a(—Az) =1
(iii) u ist ein Blatt, setze also v, := u

(vi) setze f(u) = f(2Az) := Coa,

(i) S # 0, wihle also u := —A; und iiberschreibe S := ()
(ii) setze a(u) = a(—A;) =1

(iii) u ist kein Blatt, wéhle v, so, dass dist(v,,u) <2 =k —1 ist, etwa
Uy = As

(iv) setze a(L) = 0 fiir alle Literale L, die sich auf dem Weg von v,
nach u befinden, das ist nur v, selbst, also: a(As) =0

(v) iiberschreibe S := SUG,,, = {—A3} # 0
(vi) setze f(—A1) = Cuy,

(i) S # (), wihle also u := — A3 und tiberschreibe S := ()
(ii) setze a(—A3) =1

(iii) u ist ein Blatt, setze also v, := u
(vi) setze f(—A3) = Cy,

(i) S=0: STOP!

In der Tat ist « eine Belegung, die F), erfiillt und f eine Bijektion zwi-
schen der Menge der Ecken, die mit 1 belegt werden und der Menge
der Klauseln aus F,.

Dies gilt es jetzt fiir allgemeine Bindrbdume T zu beweisen. Wir zeigen:

(a) a:wbl(F)— {0,1} ist eine Belegung,
(b) {L € VUV | a(L) = 1}| = 2by — 1 = |F,| und schlieflich
(¢) f:{LeV UV |a(L)=1} — F, ist bijektiv.

Wie oben schon bemerkt, folgt dann mit der Bijektivitdt von f, dass
die Belegung « jede Klausel aus F),, insgesamt also auch F,, erfiillt.
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zu (a)

Ein Literal L € V UV wird genau dann auf 1 abgebildet, wenn es
im Laufe des Algorithmus’ in S auftritt. L wird genau dann auf 0
abgebildet, wenn —L im Laufe des Algorithmus’ in S auftritt.
Angenommen, L wird im Laufe des Algorithmus’ weder auf 1 noch
auf 0 abgebildet, dann wird wegen Schritt (v) auch =L weder auf
1 noch auf 0 abgebildet. Sei w der néchste gemeinsame Vorfahre
der Geschwister L und —L. Dann gibt es drei Falle:

Fall 1: a(w) =1

Dann ist w im Laufe des Algorithmus’ in S und L oder —L
liegt auf dem Weg eines Blattes v,, zu w, wird somit auf 0
abgebildet.

Fall 2: a(w) =0

Dann liegt w auf dem Weg eines Blattes v, nach v € S und
da w selbst kein Blatt ist, muss auch L oder —L auf diesem
Weg liegen und somit auf 0 abgebildet werden.

Fall 3: w bleibt unbelegt

zu (b)

zu (c)

Ist w=W, kann dies nach der Anfangssituation des Algorith-
mus’ nicht sein. Ist w #W, so muss wieder wegen Schritt (v)
auch —w unbelegt bleiben und wir befinden uns in der An-
fangssituation dieses Beweises.

Da T ein Bindrbaum ist, muss w irgendwann die Wurzel sein und
der Widerspruch ist gefunden. Zusammengefasst wird also jedes
Literal genau einmal abgebildet und komplementére Literale, also
Geschwister, haben unterschiedliche Bilder in {0, 1}. Damit ist «
eine Belegung.

Wegen (a) wird genau die Hilfte aller Literale aus VUV auf 1 und
die andere Hélfte auf 0 abgebildet. Jedes Literal enspricht genau
einer Ecke aus V' \ {W}, das sind (vgl. ,zu 1.%) 4b; —2 Ecken. Also:
{LeVUV |a(l)=1} = 1(4br —2) =2by — 1 = |F,|.

Seien u,v € VUV mit a(u) = a(v) = 1 und f(u) = f(v) = C,
fiir ein gewisses Blatt r.

Dann sind u, v € S, dist(r,u)< k-1 und dist(r,v)< k—1. Damit sind
u und v Vorfahren von r und deshalb muss auch u Vorfahre von
v oder v Vorfahre von u sein. Sei ohne Einschrankung u Vorfahre
von v. Dann muss aber wegen (iv) a(v) = 0 oder u=v gelten.
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Ersteres wire ein Widerspruch, also ist f injektiv.

Wegen (b) sind die Mengen {L € VUV | a(L) = 1} und F,
gleichméchtig und nach dem sogenannten Schubladenprinzip fiir
injektive Funktionen auf endlichen, gleichméchtigen Mengen folgt
schlieklich die Bijektivitat von f.

Sei T ein (k,d)-Baum und F:=F(T) wie oben. Definiert man nun fiir in F
vorkommende Literale c:

occ(c) == |{C € F|ceC}

als die Anzahl der Klauseln aus F, die ¢ enthalten, so gilt fiir die Anzahl der
Konfliktnachbarschaften einer Klausel C:

'(C) =) {DeF|-ceD} =Y oce(-c),
ceC ceC
denn: Zunéchst gilt immer
I'C)={DeF|DNC#0}=|J{DeF|-ceD}
ceC

Seien nun c¢,d € C' und angenommen, es gibe ein
Ke{DeF|-ceD}n{D e F|~de D},

dann ist —-¢ € K und —d € K und da C einem Disjunktionsterm entspricht,
muss K # C gelten. Da vbl(C) Nwbl(K) # () sind die Voraussetzungen von
3. erfiillt und es gibt genau ein Literal L mit L € C und —L € K. Damit ist
c=d und die Mengen {D € F' | =¢ € D} sind fiir alle ¢ € C' disjunkt. Daraus
folgt dann die obige Gleichheit.

Ist weiter D € I'(C') ein Nachbar von C und D # C, so gilt wieder die
Voraussetzung aus 3.:
vbl(C) Nwbl(D) # 0

und es existiert genau ein Literal L. mit I. € C und —-L € D.
Folglich ist D sogar ein Konfliktnachbar von C und es gilt, da C und D
beliebig gewahlt waren:

['(C) =T'(C) fiir alle C € F.
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Da nun jede Klausel k Elemente hat und weil jedes Literal in maximal d
Klauseln vorkommt (2.), kénnen wir fiir alle C € F schliefen:

IT(C)| = [T"(C)] = oce(c) < kd.

ceC

Bezeichnet 1(k) die grofte natiirliche Zahl, sodass jede k-KNF-Formel G mit
II'(C)] < Kk) fiir alle C € G erfiillbar ist, so wissen wir mit den vorigen

Uberlegungen, dass
I(k) <kd-—1

gilt. Schlieflich gibt es eine unerfiillbare k-KNF-Formel, ndmlich F, mit
T(C)] < kd.

4 Schlussbetrachtung

Diese Arbeit liefert nur einen Einblick in das Gebiet der Erfiillbarkeit aussa-
genlogischer Formeln. Nichtsdestotrotz haben wir wichtige Erkenntnisse iiber
notwendige Bedingungen der Unerfiillbarkeit erlangt und somit auch hinrei-
chende Voraussetzungen der Erfiillbarkeit gefunden. Diese haben sich mal
global und mal lokal auf die Formel bezogen und waren teils kombinatori-
scher, teils analytischer Natur. Mit der Resolventenmethode haben wir einen
kurzen Blick auf das Entscheidungsproblem SAT geworfen und ein Verfahren
vorgestellt, mit dem man die Erfiillbarkeit einer Formel der Aussagenlogik in
endlicher Zeit sicher feststellen kann.

Auflerdem wurden Querverbindungen zu anderen Themengebieten herge-
stellt, um beispielsweise das Lovdsz Local Lemma zu beweisen, mit dem noch
weitere erfiillbarkeitsgarantierende Bedingungen an Formeln gestellt werden
konnten.

Schlieklich konnten minimal unerfiillbare Formeln mithilfe von Bindrbdumen
konstruiert werden, die den Unterschied zwischen Erfiillbarkeit und Unerfiill-
barkeit durch das Weglassen nur einer Klausel verdeutlicht haben.

Alles in allem konnten wir uns dem Problem der Erfiillbarkeit beliebig lan-
ger Formeln von vielen unterschiedlichen Seiten aus ndhern und somit einen
Einblick in die Komplexitit dieses Themengebiets gewinnen.
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