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Zusammenfassung

In Bereichen wie der Mathematik, Informatik und Wirtschaftswissenschaften spie-
len binédre Relationen und deren Erweiterungen zu totalen Ordnungen eine zen-
trale Rolle. Wahrend die Existenz totaler Ordnungserweiterungen fiir Suzumura-
konsistente Relationen theoretisch seit 1976 durch Suzumura bewiesen ist, mangelt
es bisher an entsprechenden praktischen Konstruktionsverfahren.

Die Analyse bestehender Beweise und Verfahren zeigt deren Grenzen auf. Sowohl
Suzumuras als auch Andrikopoulos” Existenzbeweis basieren auf dem nicht-kon-
struktiven Zornschen Lemma, wihrend das topologische Sortieren an den erlaubten
Aquivalenzen scheitert.

Als Losung wird in dieser Arbeit ein Verfahren entwickelt, fiir welches zwei be-
kannte Algorithmen angepasst und miteinander kombiniert werden: Zunachst un-
terteilt eine angepasste Variante des Tarjan-Algorithmus die Eingabe-Relation in
Aquivalenzklassen und iiberpriift gleichzeitig die Suzumura-Konsistenz. Anschlie-
8end generiert ein erweiterter Kahn-Algorithmus alle totalen Ordnungserweiterun-
gen durch Beriicksichtigung von moglichen Aquivalenzen und Betrachtung aller
nicht-leeren Teilmengen der jeweils verfiigbaren Elemente.

Daraufhin zeigt eine durchgefiihrte Laufzeit-Analyse eine lineare Laufzeit von O(n+
m) pro generierter totaler Ordnungserweiterung, wobei n die Anzahl der Elemente
und m die Anzahl der Prédferenzen darstellt.

Die Implementierung des Verfahrens erfolgt in Java unter Verwendung einer Laye-
red Architecture mit benutzerfreundlicher GUI und der Moglichkeit zur Ein- und
Ausgabe per txt-Datei. Dabei sichert eine Streaming-Ausgabe auch bei sehr grofsen
Ergebnismengen einen konstanten Speicherbedarf.

Anschliefiend zeigt die Evaluation sowohl die funktionale Korrektheit als auch die
Effizienz des Verfahrens und dessen Implementierung. Zum einen bestatigt die qua-
litative Evaluation die korrekte Erkennung von Suzumura-Inkonsistenzen und die
vollstindige Generierung aller moglichen totalen Ordnungserweiterungen. Zum
anderen wird auch bei der Generierung von iiber 100 Millionen totalen Ordnungs-
erweiterungen eine Laufzeit von weniger als 0,1 ms pro Erweiterung erreicht.

Das entwickelte Verfahren ermdoglicht vielfdltige Anwendungsmoglichkeiten wie
zum Beispiel in der Datenbankoptimierung und der Produktionsplanung. Zusam-
menfassend stellt das entwickelte Konstruktionsverfahren ein funktionsfahiges Werk-
zeug fiir die Forschung und Praxis dar.
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1 Einleitung

Bindre Relationen bilden das Fundament verschiedener Bereiche der Mathematik,
Informatik und Wirtschaftswissenschaften. Insbesondere Ordnungsrelationen spie-
len eine zentrale Rolle, da sie es ermoglichen, Elemente einer Menge in eine be-
stimmte Reihenfolge zu bringen und damit sowohl theoretische als auch praktische
Probleme zu strukturieren. Die Bedeutung bindrer Relationen zeigt sich vor allem
in ihrer Anwendbarkeit in unterschiedlichen Disziplinen [2].

In vielen praktischen Anwendungen erméglicht die Erweiterung einer partiellen
Ordnung zu einer totalen Ordnung, alle Elemente einer Menge in eine eindeutige
Reihenfolge zu bringen, selbst wenn in der urspriinglichen Relation nicht alle Paare
von Elementen vergleichbar sind. Ein klassisches Beispiel hierfiir ist die Entschei-
dungstheorie, in der oft nur partielle Praferenzbeziehungen zwischen Alternativen
bekannt sind, aber eine vollstindige Ordnung benétigt wird [17]. Ahnliche Situatio-
nen treten in der Sozialwahltheorie auf, in der individuelle Praferenzen zu einer ge-
sellschaftlichen Ordnung zusammengefasst werden miissen, oder in der Informatik
bei der Ressourcenallokation, wo Abhéngigkeitsbeziehungen zwischen Aufgaben
meist nur eine partielle Ordnung aufweisen [9].

Die Konstruktion einer totalen Ordnungserweiterung fiir Suzumura-konsistente Re-
lationen stellt dabei eine besonders interessante Herausforderung dar. Die Suzumu-
ra-Konsistenz wurde 1976 von Suzumura definiert und ist im Vergleich zur Transi-
tivitdt eine schwéchere Form der Konsistenz [23]. Im Gegensatz zur Transitivitit er-
laubt die Suzumura-Konsistenz das Auftreten dquivalenter Elemente innerhalb von
Zyklen, solange diese keine strikten Praferenzen enthalten, und macht sie damit zu
einer spannenden Konsistenz-Bedingung fiir Anwendungsfélle, in denen klassische
Transitivitdtsanforderungen zu restriktiv waren.

Die Grundlage dieser Problemstellung bildet die Arbeit von Szpilrajn aus dem Jahr
1930, der mit seinem Erweiterungstheorem die Existenz einer linearen Ordnungser-
weiterung fiir jede partielle Ordnung nachgewiesen hat [24].

Forschungsstand und theoretische Einordnung

Die Forschung zu totalen Ordnungserweiterungen und Suzumura-konsistenten Re-
lationen hat auch in den vergangenen Jahrzehnten Fortschritte gezeigt. Nach Su-
zumuras grundlegender Einfithrung des Konsistenzkonzepts erweiterte Andriko-
poulos im Jahr 2009 die Anwendbarkeit der Suzumura-Konsistenz insbesondere im
okonomischen Kontext [1]]. Seine Arbeit liefert nicht nur theoretische Verallgemei-
nerungen, sondern auch erste Ansétze fiir ein konstruktives Beweisverfahren.

Im weiteren trug Cato 2012 zur Vereinfachung und Erweiterung bestehender Bewei-
se bei, indem er eine neue Erweiterung entwickelte, die die Theoreme von Szpilrajn,
Arrow und Suzumura in einem einheitlichen Rahmen zusammenfiihrt [7].



In jiingster Vergangenheit haben Bossert et al. die theoretischen Grundlagen weiter
ausgebaut und dabei insbesondere die Beziehungen zwischen Suzumura-Konsis-
tenz, Quasi-Transitivitdit und anderen Kohdrenzeigenschaften bindrer Relationen
untersucht [3]], [4]. Ihre Arbeiten aus den Jahren 2023 und 2024 zeigen neue Ergeb-
nisse zur Existenz und zu Eigenschaften von Ordnungserweiterungen, die sowohl
Suzumura-konsistent als auch quasi-transitiv sind, und stellen das Konzept der mi-
nimalen quasi-transitiven Erweiterung fiir Suzumura-konsistente Relationen vor.
Parallel dazu haben Zeller und Stevens eine verallgemeinerte Version von
Szpilrajns Erweiterungstheorem unter Verwendung der Terminologie von Bossert
und Suzumura dargelegt [27], [5].

Algorithmische Herausforderungen und bestehende Ansatze

Wihrend die theoretischen Grundlagen etabliert sind, bleibt die Konstruktion tota-
ler Ordnungserweiterungen Suzumura-konsistenter Relationen eine Herausforde-
rung. Klassische Verfahren wie das topologische Sortieren sind zwar effizient fiir
azyklische Relationen, aber aufgrund der erlaubten Aquivalenzen in Suzumura-
konsistenten Relationen nicht anwendbar.

Ein interessanter Ansatz in diesem Kontext ist der Pruesse-Rusky-Algorithmus, der
tiir die Konstruktion aller linearen Erweiterungen partieller Ordnungen entwickelt
wurde [22]. Dieser Algorithmus verwendet eine rekursive Backtracking-Strategie,
um systematisch alle moglichen linearen Erweiterungen zu generieren. Allerdings
ist seine direkte Anwendung auf Suzumura-konsistente Relationen nicht ohne wei-
teres moglich, da er fiir die Behandlung dquivalenter Elemente erweitert werden
miisste.

Die Entwicklung eines Verfahrens zur Berechnung totaler Ordnungserweiterungen
in einer Programmiersprache wie Java bietet die Moglichkeit, die theoretischen Kon-
zepte in die Praxis umzusetzen und ein niitzliches Werkzeug fiir weitere Forschung
und Anwendung zu schaffen. Dabei ergeben sich allerdings verschiedene Heraus-
forderungen: Zum einen muss die Effizienz des Verfahrens gewéhrleistet werden,
da die Anzahl moglicher totaler Ordnungserweiterungen exponentiell mit der Kom-
plexitit der Eingabe-Relation wachsen kann. Zum anderen miissen geeignete Da-
tenstrukturen entwickelt werden, die sowohl die mathematischen Konzepte ange-
messen reprasentieren als auch eine intuitive Benutzeroberfldche (engl. graphical
user interface, kurz GUI) ermdglichen.

Zielsetzung und Beitrag der Arbeit

Diese Arbeit verfolgt das Ziel, basierend auf den theoretischen Existenzbeweisen
sowie bekannten Verfahren ein praktisches Konstruktionsverfahren zu entwickeln.
Konkret soll ein Verfahren entwickelt und implementiert werden, das aus einer ge-
gebenen Suzumura-konsistenten Relation alle moglichen totalen Ordnungserweite-



rungen konstruiert. Dabei soll nicht nur eine einzelne totale Ordnungserweiterung
gefunden werden, wie es viele bestehende Verfahren leisten, sondern die vollstdn-
dige Menge aller totalen Ordnungserweiterungen.

Durch die Kombination bewéahrter Algorithmen aus der Graphentheorie - insbe-
sondere einer angepassten Versionen des Tarjan-Algorithmus zur Erkennung stark
zusammenhdngender Komponenten (engl. strongly connected components, kurz
SCC) und des Kahn-Algorithmus zum topologischen Sortieren - entsteht ein Verfah-
ren, das gezielt auf die Eigenschaften Suzumura-konsistenter Relationen eingeht.

Aufbau der Arbeit

Die Arbeit gliedert sich in sieben Kapitel, die systematisch von den theoretischen
Grundlagen zur praktischen Entwicklung und Implementierung fiihren.

Im Anschluss an diese Einleitung werden in Kapitel 2 die notwendigen theoreti-
schen Grundlagen der bindren Relationen beschrieben. Nach der Definition binérer
Relationen werden zunéchst die wichtigsten Eigenschaften wie Transitivitat, Refle-
xivitdt, Symmetrie und Totalitdt eingefiihrt. Anschlieffend werden besondere Teil-
/Relationen behandelt, die fiir das weitere Verstiandnis erforderlich sind. Ein zentra-
ler Abschnitt widmet sich der Darstellung der Suzumura-Konsistenz und ihrer Ab-
grenzung zu anderen Konsistenzbedingungen wie der A-Konsistenz und der klas-
sischen Transitivitdt. Das Kapitel schliefst mit der Definition relevanter Erweiterun-
gen, von der einfachen Erweiterung einer Relation bis hin zur linearen Ordnungs-
erweiterung, und der Erlduterung, weshalb im Allgemeinen fiir eine Suzumura-
konsistente Relation keine linearen sondern nur totale Ordnungserweiterungen
konstruiert werden konnen.

Kapitel 3 untersucht bestehende Ansitze zur Konstruktion von Ordnungserwei-
terungen und bewertet ihre Eignung fiir Suzumura-konsistente Relationen. Nach
der Einfiihrung eines durchgéngigen Beispielfalls werden zunidchst Suzumuras und
Andrikopoulos’ Existenzbeweis analysiert. Beide Beweise werden hinsichtlich ihrer
praktischen Umsetzbarkeit bewertet, wobei sich zeigt, dass sie fiir ein konstruktives
Verfahren nicht geeignet sind. Abschlieffend wird das topologische Sortieren be-
trachtet und seine Grenzen bei der Behandlung dquivalenter Elemente aufgezeigt.

Kapitel 4 bildet den Kern der methodischen Entwicklung. Basierend auf den Er-
kenntnissen aus Kapitel 3 wird ein Verfahren entwickelt, das die Vorteile bestehen-
der Beweise und Verfahren kombiniert und deren Schwéchen tiberwindet. Die Ent-
wicklung beginnt mit einer theoretischen Herleitung des Verfahrens, gefolgt von
wichtigen Architekturentscheidungen fiir die spatere Implementierung. Detailliert
werden die Implementierungen der Kern-Algorithmen beschrieben: der angepasste
Tarjan-Algorithmus zur gleichzeitigen Aquivalenzklassenbildung und Suzumura-
Konsistenz-Priifung sowie der erweiterte Kahn-Algorithmus zur Generierung al-
ler totalen Ordnungserweiterungen. Eine Laufzeitanalyse bewertet die Effizienz des



entwickelten Verfahrens, wobei sowohl die Laufzeit pro Ordnungserweiterung als
auch die Gesamtlaufzeit betrachtet werden. Ebenso werden praktische Aspekte der
Implementierung, insbesondere die GUI und Eingabevalidierung, behandelt. Das
Kapitel schliefit mit einer veranschaulichenden Anwendung des entwickelten Ver-
fahrens auf den Beispielfall.

Kapitel 5 beschreibt die konkrete Umsetzung des entwickelten Verfahrens in Java
unter Verwendung einer Layered Architecture. Der Domain Layer modelliert die
fachlichen Konzepte wie Elemente und Prédferenzen als Java-Objekte. Der Infrastruc-
ture Layer enthélt die algorithmischen Kernimplementierungen, wéahrend der App-
lication Layer die Geschiftslogik und Workflow-Koordination tibernimmt. Zuletzt
realisiert der Presentation Layer die GUI als auch die Eingabevalidierung.

In Kapitel 6 wird die entwickelte Implementierung sowohl qualitativ als auch quan-
titativ evaluiert. Die qualitative Evaluation zeigt die korrekte Funktionsweise an-
hand verschiedener Testfélle, einschliefilich der Erkennung von Suzumura-Inkon-
sistenzen wihrend die quantitative Evaluation die Performance bei grofien Ergeb-
nismengen untersucht und die theoretischen Laufzeitanalysen durch praktische
Messungen validiert. Dabei werden auch die theoretischen Grenzen des Verfah-
rens bertiicksichtigt, insbesondere die durch Fubini-Zahlen und Delannoy-Zahlen
beschriebenen exponentiellen Wachstumsraten der Ergebnismengen.

Kapitel 7 fasst die Ergebnisse zusammen, diskutiert die Grenzen des entwickelten
Ansatzes und gibt Empfehlungen fiir zukiinftige Entwicklungen und Anwendun-
gen.

2 Grundlagen der binaren Relationen

In dem folgenden Kapitel werden die grundlegenden Informationen zu bindren Re-
lationen und ihren Eigenschaften beschrieben, die fiir das Verstandnis der weiteren
Arbeit erforderlich sind. Dabei wurde sich an [10] orientiert. Zunichst wird in Ka-
pitel 2.1 definiert, was eine bindre Relation ist und darauf folgend in Kapitel 2.2
beschrieben, welche Eigenschaften eine bindre Relation haben kann. In Kapitel 2.3
werden besondere Teil-/Relationen beschrieben, die in den in Kapitel 3 vorgestell-
ten Grundlagen zur Konstruktion einer linearen Erweiterung Verwendung finden.
Im Anschlus wird in Kapitel 2.4 die Suzumura-Konsistenz vorgestellt und mit wei-
teren Konsistenz-Bedingungen verglichen. Den Abschluss bildet Kapitel 2.5 mit der
Definition einer Erweiterung einer Relation und von Erweiterungen, die gewisse
Voraussetzungen erfiillen.

2.1 Definition binarer Relationen

Bindre Relationen bilden ein fundamentales Konzept mit vielfdltigen Anwendun-
gen in der Informatik, Mathematik und den Sozialwissenschaften. Sie dienen der



Modellierung von Beziehungen zwischen Objekten und finden bspw. Verwendung
in der Darstellung von Praferenzen, der Modellierung von Datenbeziehungen sowie
der Darstellung von Netzwerkstrukturen.

Definition 2.1. Eine bindre Relation (im weiteren Verlauf dieser Arbeit nur noch , Rela-
tion” genannt) R ist eine Teilmenge des kartesischen Produkts zweier nicht-leerer Mengen
X x Y, wobei eine Priiferenz (a,b) € R als ,a steht in Relation zu b” (auch notiert als aRb)
interpretiert wird.

Handelt es sich bei der Relation R um die Teilmenge des kartesischen Produkts einer Menge
X mit sich selbst, spricht man von einer homogenen Relation auf der Menge X ; andernfalls
von einer heterogenen Relation.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird nur die homogene Relation betrachtet. Zur
Veranschaulichung einer Relation wird oft ein gerichteter Graph verwendet, wobei
die Elemente als Knoten und die Praferenzen als gerichtete Kanten dargestellt wer-
den.

2.2 Eigenschaften binarer Relationen

Relationen konnen gewissen Eigenschaften erfiillen, die dariiber entscheiden, ob
Relationen konsistent sind oder sich zu speziellen Ordnungen erweitern lassen. Die
wichtigsten Eigenschaften werden im Folgenden definiert und am Beispiel eines
gerichteten Graphen beschrieben.

Transitivitat
Die erste Eigenschaft von Relationen ist die Transitivitat.

Definition 2.2. Eine Relation R C X x X heifst transitiv, wenn fiir alle Elemente x,y, z €
X, fiir die (x,y) € Rund (y,z) € R gilt, auch (x,z) € R gilt.

In einem gerichteten Graphen heifst dies, dass es fiir je zwei Knoten, die iiber einen
dritten Knoten miteinander verbunden sind, auch eine direkte Kante zwischen die-
sen beiden Knoten existiert. Ein Beispiel fiir eine transitive Relation ist die Kleiner-
Relation < auf den reellen Zahlen, da fiir drei reelle Zahlen z,y,z aus z < y und
y < z immer z < z folgt.

Intransitive Relationen erfiillen diese Implikation nicht fiir alle Tripel von Elemen-
ten, wie Definition [2.3] zeigt.

Definition 2.3. Eine Relation R C X x X heifit intransitiv, wenn Elemente x,y,z € X
existieren, fiir die (x,y) € Rund (y, z) € R nicht (z,z) € R gilt.

Ein Beispiel fiir eine intransitive Relation ist das Spiel , Schere-Stein-Papier”. Wére
hier Transitivitat gegeben, wiirde aus ,Schere schldgt Papier” und ,Papier schlagt



Stein” ,Schere schldgt Stein” folgen. Allerdings gilt nur die entgegengesetzte Regel
,Stein schldgt Schere”, was deutlich macht, dass die Transitivitat nicht gegeben ist.

Reflexivitat
Eine ebenso wichtige Eigenschaft von Relationen ist die Reflexivitat.

Definition 2.4. Eine Relation R C X x X ist reflexiv, wenn in R jedes Element aus X zu
sich selbst in Relation steht.

Ein Beispiel hierfiir ist die Gleichheitsrelation =. In einem gerichteten Graphen lésst
sich die Reflexivitdt durch Kanten von jedem Knoten zu sich selbst darstellen.

Bei irreflexiven Relationen wie bspw. der Kleiner-Relation < ist mindestens eine re-
flexive Préferenz (z, x) nicht enthalten.

Definition 2.5. Eine Relation R C X x X ist irreflexiv, wenn es in X mindestens ein
Element gibt, welches nicht zu sich selbst in Relation steht.

Symmetrie
Die néchste Eigenschaft von Relationen, die betrachtet wird, ist die Symmetrie.

Definition 2.6. Eine Relation R C X x X heifst symmetrisch, wenn fiir alle Elemente
z,y € X aus (x,y) € R stets auch (y,z) € R folgt.

Diese Eigenschaft ldsst sich in einem gerichteten Graphen folgendermaflen veran-
schaulichen: Zu jeder Kante von einem Knoten z zu einem Knoten y existiert auch
die entgegengesetzte Kante von y nach x.

Ein Beispiel hierfiir ist die Relation ,hat die gleiche Augenfarbe wie”, denn hier
folgt aus ,Person A hat die gleiche Augenfarbe wie Person B“ immer auch , Person
B hat die gleiche Augenfarbe wie Person A”.

Im Gegensatz zu den vorherigen Eigenschaften gibt es bei der Symmetrie nicht
nur zwei mogliche Fille (symmetrisch und nicht symmetrisch), sondern drei Un-
terscheidungen. Neben der Symmetrie gibt es die Eigenschaften der Asymmetrie
und der Antisymmetrie.

Definition 2.7. Eine Relation R C X x X heifst asymmetrisch, wenn fiir alle Elemente
z,y € X aus (z,y) € R stets (y,z) ¢ R folgt — unabhingig davon, ob x = y oder x # y
gilt.

Dies bedeutet, dass die Reflexivitit bei einer asymmetrischen Relation ausgeschlos-
sen wird. Ein Beispiel hierfiir ist die Kleiner-Relation <. Dagegen gilt:

Definition 2.8. Eine Relation R C X x X heifst antisymmetrisch, wenn fiir alle Elemente
x,y € X mit x # yaus (z,y) € R stets (y,z) ¢ R folgt.



Im Gegensatz zur Asymmetrie ist fiir den Fall = y sowohl (z,y) € R als auch
(y,x) € R erlaubt. Damit ist Reflexivitat gestattet. Ein Beispiel fiir eine antisymme-
trische Relation ist die Kleiner-Gleich-Relation <.

Totalitat/Vollstandigkeit

Bei der Eigenschaft der Totalitdt bzw. Vollstandigkeit unterscheidet Andrikopoulos
in ,complete” und , strongly complete” [1].

Definition 2.9. Eine Relation heifSt nach Andrikopoulos vollstindig (“complete”), wenn
fiir alle Elemente x,y € X mit x # y entweder (x,y) € R oder (y,z) € R gilt.

Ein Beispiel hierfiir ist die Kleiner-Relation < auf den reellen Zahlen. Diese ist voll-
standig, da fiir jedes Paar von reellen Zahlen eine der beiden kleiner ist als die an-
dere, zwei unterschiedliche Zahlen aber nie gleichwertig sind.

Definition 2.10. Eine Relation heifst nach Andrikopoulos stark vollstiindig (,strongly com-
plete”), wenn fiir alle Elemente x,y € X entweder (z,y) € R oder (y,z) € R gilt.

Ein Beispiel hierfiir ist die Kleiner-Gleich-Relation < auf den reellen Zahlen, da
sie neben der ,einfachen” Vollstandigkeit durch die Kleiner-Relation < durch die
Gleichheits-Relation = auch dquivalente Elemente enthalten kann und die Gleich-
heit fiir dieselbe Zahl abbildet (Reflexivitat).

Der Unterschied besteht darin, dass bei der Definition der Vollstandigkeit die Vor-
aussetzung x # y gilt, was bei der starken Vollstandigkeit nicht gilt. Das heifst, dass
stark vollstindige Relationen auch reflexiv und symmetrisch sein konnen, was bei
vollstindigen Relationen nach Andrikopoulos’ Definition verboten ist. Am Beispiel
eines gerichteten Graphen bedeutet dies, dass bei einer stark vollstandigen Relation
sowohl zwischen jedem Paar von Knoten mindestens eine Kante existiert als auch
jeder Knoten eine Kante zu sich selbst besitzt. Bei der ,einfachen” Vollstandigkeit
muss zwischen jedem Paar von Knoten genau eine Kante existieren und es gibt kei-
ne Kanten von einem Knoten zu sich selbst.

Zyklizitat
Die letzte hier betrachtete Eigenschaft von Relationen ist die Zyklizitat.

Definition 2.11. Eine Relation ist zyklisch, wenn es eine endliche Folge von verschiedenen
Elementen x1,x2, ..., x, € X gibt, sodass jedes Element durch eine in der Relation enthal-
tenen Priferenz mit dem niichsten verbunden ist und das letzte Element wieder zum Ersten
fiihrt.

In einem gerichteten Graphen wiirden die entsprechenden Kanten einen Kreis dar-
stellen. Ein einfaches Beispiel einer zyklischen Relation, ist erneut das Spiel ,Stein-



Schere-Papier”, da die drei Regeln ,Schere schldagt Papier”, ,Papier schlagt Stein”
und ,Stein schldgt Schere” einen Zyklus bilden.

Das Gegenteil bilden azyklische Relationen. Diese schliefSen solche Zyklen aus.

Definition 2.12. Eine Relation ist azyklisch, wenn es keine endliche Folge von verschiede-
nen Elementen x1,x2,...,x, € X gibt, sodass jedes Element durch eine in der Relation
enthaltenen Priiferenz mit dem niichsten verbunden ist und das letzte Element wieder zum
ersten fiihrt.

Ein Beispiel hierfiir ist die Kleiner-Relation <, da es niemals eine Folge von Préferen-
zen geben kann, bei der ein Element {iber t Zwischenschritte wieder zu sich selbst
,zuriuckkommt”.

2.3 Besondere Teil-/Relationen

Neben den vorgestellten Eigenschaften von Relation werden nun ausgewéhlte Teil-
Relationen vorgestellt, die im weiteren Verlauf dieser Arbeit von Relevanz sind. Da-
zu werden zuerst zwei Teil-Relationen - der symmetrische und der asymmetrische
Teil einer Relation - vorgestellt. Im Anschluss folgen die diagonale Relation und die
transitive Hiille einer Relation.

Symmetrischer Teil einer Relation
Als Erstes wird hier der symmetrische Teil einer Relation definiert.

Definition 2.13. Der symmetrische Teil einer Relation R wird mit I(R) bezeichnet und
umfasst alle Priferenzen (x,y) € R, fiir die auch (y,z) € R gilt.
Ist eine Priferenz (x,y) Teil von I(R), schreibt man auch xIy.

Dies entspricht dem Schnitt RNR~!, wobei R~! die Umkehrrelation von R ist. Kom-
plett symmetrische Relationen lassen sich durch R = R~ charakterisieren.

Asymmetrischer Teil einer Relation
Das Gegenteil des symmetrischen Teils einer Relation ist der asymmetrische Teil.

Definition 2.14. Der asymmetrische Teil einer Relation R wird mit P(R) bezeichnet und
umfasst alle Priferenzen (x,y) € R, fiir die (y,z) € R nicht gilt.
Ist eine Priiferenz (x,y) Teil von P(R), schreibt man auch x Py.

Asymmetrische Relationen erfiillen die Bedingung RN R~! = () und sind stets irre-
flexiv, da sie auch die diagonalen Préferenzen wie (z, ) nicht enthalten.

Jede Relation ldsst sich in einen symmetrischen und einen asymmetrischen Teil auf-
teilen, wobei der Schnitt beider Teile die leere Menge ist und die Vereinigung beider
Teile die Ausgangsrelation darstellt.



Die Kleiner-Gleich-Relation < ldsst sich bspw. in einen symmetrischen und einen
asymmetrischen Teil aufteilen. Dabei enthdlt der symmetrische Teil alle Praferen-
zen, die die Gleichheits-Bedingung erfiillen und der asymmetrische Teil enthilt alle
Préferenzen, die die Kleiner-Bedingung erfiillen.

Diagonale Relation

Eine Relation, die genau alle reflexiven Paare bzw. die Kanten von allen Knoten
zu sich selbst beinhaltet, ist die diagonale Relation, welche oft auch nur Diagonale
genannt wird.

Definition 2.15. Die diagonale Relation auf einer Menge X wird als A bezeichnet und
enthiilt genau die (reflexiven) Priferenzen (x, x) fiir alle x € X.

Sie ist die kleinste reflexive Relation auf X und es gilt, dass eine Relation R genau
dann reflexiv ist, wenn sie die diagonale Relation A beinhaltet.

Transitive Hiille
Die letzte relevante besondere Relation ist die transitive Hiille.

Definition 2.16. Die transitive Hiille einer Relation R wird als R bezeichnet und ist die
kleinste transitive Relation, die R vollstindig enthilt. Sie erginzt R um alle indirekten
Priiferenzen, die durch die Transitivitits-Eigenschaft gebildet werden konnen.

Sie wird gebildet, indem zu R alle Préferenzen (z, z) hinzugefiigt werden, fiir die
eine Kette von Praferenzen der Art (z,v1), (y1,¥2),---, (Yn, 2) € R existiert. Ebenso
kann man die transitive Hiille iterativ erstellen, indem man in jeder Iteration die
Préferenzen (z, z) hinzufiigt, fir die (x,y) und (y, z) bereits in der Relation enthal-
ten sind. Dies fiihrt man so lange fort, bis keine neuen Prédferenzen mehr erganzt
werden.

Vereinigt man die transitive Hiille mit der zuvor vorgestellten diagonalen Relati-
on, erhdlt man die reflexiv-transitive Hiille einer Relation R. Diese ist, analog zur
transitiven Hiille, die kleinste reflexive und transitive Relation, die R enthilt.

2.4 Suzumura-Konsistenz

Nachdem die grundlegenden Eigenschaften von Relationen und die fiir den wei-
teren Verlauf der Arbeit relevanten besonderen Teil-/Relationen beschrieben wur-
den, wird im Folgenden einer der wichtigsten Aspekte dieser Arbeit behandelt - die
Suzumura-Konsistenz. Dazu wird in diesem Kapitel nicht nur beschrieben, wann ei-
ne Relation Suzumura-konsistent ist, sondern auch die Eigenschaft der Suzumura-
Konsistenz mit zwei weiteren Konsistenz-Eigenschaften - der A-Konsistenz und der



bereits definierten Transitivitit - verglichen, um darzustellen, weshalb die Suzumu-
ra-Konsistenz eine spannende Konsistenz-Eigenschaft im Rahmen der Konstruktion
linearer Erweiterungen darstellt.

Definition der Suzumura-Konsistenz

Die Suzumura-Konsistenz ist ein bedeutendes Konzept der Sozialwahltheorie, das
von Kotaro Suzumura [23] im Jahr 1976 eingefiihrt wurde. Sie stellt eine abge-
schwichte Form der Transitivitit fiir Relationen dar und ermdoglicht dadurch eine
flexiblere Modellierung individueller und kollektiver Praferenzen, insbesondere in
Situationen, in denen bspw. die Transitivitdt zu restriktiv ware. Suzumura definiert
seine Art der Konsistenz folgendermafsen:

Definition 2.17. Eine Relation ist Suzumura-konsistent, sofern sie keine PR-Zyklen ent-
hailt.

Um verstehen zu konnen, wann eine Relation Suzumura-konsistent ist, muss ge-
klart werden, was ein PR-Zyklus ist. Dies wird in der folgenden Definition erklért.

Definition 2.18. Ein PR-Zyklus ist ein Zyklus innerhalb einer Relation, der bei einem Ele-
ment x startet und nach t Schritten wieder bei x ankommt, mindestens eine strikte Priferenz
enthiilt und folgende Struktur hat:

r1ProR ... ReiRxy

Aquivalenzen zwischen zwei unterschiedlichen Elementen sind dementsprechend
erlaubt und gefihrden die Suzumura-Konsistenz nicht.

Vergleich mit der A-Konsistenz

Neben der Suzumura-Konsistenz spricht Andrikopoulos auch von der A-Konsis-
tenz [[1].

Definition 2.19. Eine Relation R auf einer Menge X ist A-konsistent, wenn sie Suzumura-
konsistent ist und zusiitzlich die Bedingung I(R) C A erfiillt, wobei R die transitive Hiille
von R und A die diagonale Relation darstellt.

Das bedeutet, dass die A-Konsistenz neben den PR-Zyklen auch dquivalente Ele-
mente ausschlief3t.

Sichtbar wird der Unterschied der beiden Konsistenz-Bedingungen an folgendem
Beispiel:

X ={a,b,c,d, e}
R ={(a,b),(b,c),(c,d),(d,c)},
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Diese Relation enthilt die dquivalenten Elemente ¢ und d, die mit cRdRc bzw.
dRcRd einen Zyklus bilden. Da beiden Elemente c und d dquivalent sind, handelt
es sich hierbei jedoch um keinen PR-Zyklus. Damit ist diese Relation Suzumura-
konsistent.

Die A-Konsistenz ist hingegen nicht erfiillt, da die Bedingung I(R) € A durch
I(R) = {(c,d),(d,c)} € A nicht erfiillt ist.

Da die Suzumura-Konsistenz eine der beiden Bedingungen der A-Konsistenz dar-
stellt, kann man festhalten, dass jede A-konsistente Relation auch Suzumura-konsis-
tent ist und die Suzumura-Konsistenz somit eine schwichere Konsistenz-Bedin-
gung darstellt. Daher stellt sie als Bedingung fiir die Konstruktion einer linearen
Ordnungserweiterung die spannendere Konsistenz-Bedingung dar und wird im
weiteren Verlauf dieser Arbeit entsprechend betrachtet.

Vergleich mit Transitivitat

Neben der A-Konsistenz stellt auch die bereit in Kapitel 2.2 definierte Transitivitat
eine spannende Art der Konsistenz-Bedingung dar. Sie ist im Vergleich zur Suzumu-
ra-Konsistenz eine stdrkere Eigenschaft, da sie alle Arten von Zyklen verhindert,
sofern keine Aquivalenz zwischen allen Elementen des Zyklus gegeben ist. Dies
wird auch intransitive Indifferenz genannt. Folgendes Beispiel verdeutlicht dies:

X ={a,b,c,d}
R = {(a7 b)’ (b7 a)’ (b7 C)7 (C, b)7 (C7 d)7 (d7 C)’ (d7 a)7 <a7 d)}

Diese Relation ist Suzumura-konsistent, da sie nur aus symmetrischen Préaferenzen
besteht (I(R) = R). Allerdings ist die Relation nicht transitiv, da eine intransitive
Indifferenz bzw. ein Zyklus ohne vollstandige Aquivalenz zwischen den Elementen
des Zyklus besteht.

Fuir das Erfiillen der Transitivitat fehlen in der Relation R die Praferenzen (b, d) und
(d,b), da aktuell (b,c) € Rund (c,d) € R gilt, aber (b,d) ¢ R. Gleiches gilt fiir die
umgekehrte Reihenfolge der Elemente. So ldsst sich festhalten, dass eine Relation
Suzumura-konsistent, aber nicht transitiv sein kann.

Fiir die entgegengesetzte Richtung gilt dies jedoch nicht, wie an einem einfachen
Beispiel gezeigt werden kann. Gegeben sei eine transitive, aber nicht Suzumura-
konsistente Relation R auf einer Menge X. Dann existiert in der Relation ein PR-
Zyklus der Art 1 PxoR ... Rx; Rz - also eine strikte Praferenz von z; zu x2. Dem-
entsprechend gilt aber auch z2 R . . . Rz Rz, wodurch aus der vorausgesetzten Tran-
sitivitdt zo Rz folgt, was der angenommenen strikten Praferenz von 1 zu x5 wider-
spricht. Damit ist gezeigt, dass in einer transitiven Relation kein PR-Zyklus existie-
ren kann und jede transitive Relation auch Suzumura-konsistent ist.
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So gilt auch hier, dass die Suzumura-Konsistenz gegeniiber der Transitivitdt die
schwiéchere Konsistenz-Bedingung darstellt und fiir die folgende Betrachtung her-
angezogen wird.

2.5 Definition relevanter Erweiterungen

Zum Abschluss der Grundlagen zu Relationen wird in diesem Kapitel dargestellt,
was man unter einer Erweiterung einer Relation versteht. Zudem werden drei Er-
weiterungen, die besondere Eigenschaften haben und fiir den weiteren Verlauf die-
ser Arbeit relevant sind, vorgestellt und voneinander abgegrenzt.

Erweiterung

Eine Erweiterung ist ein grundlegendes Konzept in der Relationen-Theorie und
wird folgendermafsen definiert:

Definition 2.20. Gegeben sei eine Relation R auf einer Menge X. Eine Relation R' auf X
heifit Erweiterung von R, wenn sowohl sie sowohl R enthiilt als auch alle strikten Priiferen-
zen von R beibehiilt.

Das bedeutet, dass alle Priaferenzen, die in R enthalten sind, auch in R’ enthalten
sind, wobei R’ zusitzlich weitere Priaferenzen enthalten kann. Dabei muss aller-
dings die in R enthaltene Ordnung der Elemente gewahrt bleiben. Erweiterungen
werden genutzt, um Relationen zu vervollstindigen oder zusédtzliche Beziehungen
zwischen Elementen herzustellen, ohne bestehende Beziehungen zu verletzen. Sie
spielen eine zentrale Rolle, wenn es darum geht, partielle Relationen zu Ordnungs-
relationen zu erweitern, die fiir viele mathematische und 6konomische Anwendun-
gen benotigt werden.

Fiir ein einfaches Beispiel sei X = {a,b,c} und R = {(a,b)}. Dann ist R’ = {(a,b),
(b, )} eine Erweiterung von R, da R C R und P(R) C P(R') gilt.

Erweiterung zur Quasiordnung

Neben der einfachen Erweiterung einer Relation werden nun auch drei Formen der
Erweiterung dargestellt, die weitere Eigenschaften besitzen. So kann eine Relation
bspw. zu einer sog. Quasiordnung erweitert werden.

Definition 2.21. Eine Quasiordnung, auch Priordnung genannt, ist eine Relation, die
sowohl reflexiv als auch transitiv ist.

Damit ist die Quasiordnung eine Relation, die eine gewisse Ordnungsstruktur in
den Elementen der Menge X besitzt, jedoch nicht zwischen all ihren Elementen, da
eine Quasiordnung nicht total sein muss. Dementsprechend kann eine Erweiterung
der Relation R zu einer Quasiordnung folgendermafien definiert werden.
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Definition 2.22. Gegeben sei eine Relation R auf einer Menge X. Eine Relation R’ auf X
heifit Erweiterung von R zu einer Quasiordnung, wenn zum einen sowohl R C R’ als auch
P(R) C P(R') und gilt und zum anderen R’ reflexiv und transitiv ist.

Fiir ein einfaches Beispiel sei X = {a,b,c} und R = {(a,b)}. Die Relation R’ =
{(a,b), (a,a), (b,b), (c,c)} ist eine Erweiterung von R zu einer Quasiordnung, da sie
zum einen eine Erweiterung von R - sowohl R C R’ als auch P(R) C P(R’) sind
erfullt - und zum anderen reflexiv und transitiv ist.

Totale Ordnungserweiterung

Die Erweiterung, die im Vergleich zur Quasiordnung noch eine weitere Eigenschaft
erfiillt, ist die totale Ordnungserweiterung, die auch nur Ordnungserweiterung ge-
nannt wird. Zur besseren Abgrenzung zur noch folgenden linearen Ordnungserwei-
terung wird im Verlauf dieser Arbeit der Begriff der totalen Ordnungserweiterung
beibehalten.

Eine totale Ordnungserweiterung ist eine Erweiterung, bei der die erweiterte Rela-
tion R’ Vergleich zur Quasiordnung zusatzlich total ist. Das bedeutet, dass fiir jedes
Paar verschiedener Elemente z,y € X mindestens eine der Priferenzen (z,y) oder
(y, ) in der Relation enthalten ist.

Definition 2.23. Gegeben sei eine Relation R auf einer Menge X. Eine Relation R’ auf
X heifit totale Ordnungserweiterung von R, wenn zum einen sowohl R C R’ als auch
P(R) C P(R') und gilt und zum anderen R’ reflexiv, transitiv und total ist.

Bzgl. der Symmetrie-Eigenschaft der Erweiterung gibt es hier noch keine Einschran-
kung, wodurch Aquivalenzen zwischen verschiedenen Elementen, wie sie auch in
Suzumura-konsistenten Relationen auftreten konnen, erlaubt sind.

Fir ein einfaches Beispiel sei X = {a,b,c¢} und R = {(a,b)}. Die Relation R’ =
{(a,b), (a,a), (b,b), (c,c), (a,c), (b,c), (b,a)} ist eine totale Ordnungserweiterung von
R, da sie zum einen eine Erweiterung von R - sowohl R C R’ als auch P(R) C P(R')
sind erfiillt - und zum anderen reflexiv, transitiv und total ist. Aquivalenzen, wie in
diesem Fall die dquivalenten Elemente a und b, sind erlaubt.

Lineare Ordnungserweiterung

Die Erweiterung mit den strengsten Eigenschaften ist die lineare Ordnungserwei-
terung oder auch nur lineare Erweiterung genannt. Eine lineare Ordnungserweite-
rung ist eine totale Ordnungserweiterung, die zusatzlich antisymmetrisch ist. Aqui-
valenzen zwischen zwei unterschiedlichen Elementen sind also nicht mehr erlaubt.
So gilt fiir alle z,y € X, wenn (z,y) € R und (y,z) € R/, dann folgt z = y.

Definition 2.24. Gegeben sei eine Relation R auf einer Menge X. Eine Relation R’ auf
X heifit lineare Ordnungserweiterung von R, wenn zum einen sowohl R C R’ als auch
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P(R) C P(R') gilt und zum anderen R’ reflexiv, transitiv, total und antisymmetrisch ist.

Fiir ein einfaches Beispiel sei X = {a,b,c} und R = {(a,b)}. Die Relation R’ =
{(a,b), (a,a), (b,b), (c,c), (a,c), (b,c)} ist eine lineare Ordnungserweiterung von R,
da sie zum einen eine Erweiterung von R - sowohl R C R’ als auch P(R) C P(R')
sind erfiillt - und zum anderen reflexiv, transitiv, total und antisymmetrisch ist.
Aquivalenzen, wie im Beispiel der totalen Ordnungserweiterung, sind hier nicht
erlaubt.

Somit ist an dieser Stelle eine wichtige Erkenntnis festzuhalten. Zum einen kann ei-
ne Suzumura-konsistente Relation dquivalente Elemente enthalten, sofern kein PR-
Zyklus in der Relation enthalten ist, und zum anderen diirfen fiir die Konstruktion
einer Erweiterung nur weitere Priferenzen zu einer Relation hinzugefiigt und ex-
plizit keine Préferenzen aus einer Relation entfernt werden. Eine lineare Ordnungs-
erweiterung, deren Konstruktion im Rahmen dieser Arbeit untersucht werden soll,
fordert jedoch die Eigenschaft der Antisymmetrie, wodurch dquivalente Elemente
verboten sind.

Dies hat zur Folge, dass fiir eine Suzumura-konsistente Relation im Allgemeinen
keine lineare, sondern nur eine totale Ordnungserweiterung konstruiert werden
kann. Wire die Relation Suzumura-konsistent und wiirde keine dquivalenten Ele-
mente beinhalten, wire sie bereits A-konsistent. Infolgedessen wird im weiteren
Verlauf dieser Arbeit die Konstruktion von totalen Ordnungserweiterungen zu Su-
zumura-konsistenten Relationen untersucht.

3 Grundlagen zur Konstruktion einer totalen
Ordnungserweiterung

Im Rahmen dieses Kapitels werden die Grundlagen zur Konstruktion einer totalen
Ordnungserweiterung zu einer Suzumura-konsistenten Relation betrachtet. Hierfiir
wird zu Beginn in Kapitel 3.1 ein geeigneter Beispielfall vorgestellt, mithilfe dessen
im weiteren Verlauf die betrachteten Beweise und Methoden veranschaulicht wer-
den. In Kapitel 3.2 wird der Beweis von Suzumura fiir die Existenz einer totalen
Ordnungserweiterung einer Suzumura-konsistenten Relation beschrieben und da-
hingehend bewertet, inwiefern er sich als konstruktives Verfahren eignet. Dieselbe
Betrachtung von Andrikopoulos’ entsprechendem Beweis findet in Kapitel 3.3 statt.
Den Abschluss des Kapitels bildet die Betrachtung des topologischen Sortierens zur
Konstruktion einer linearen Ordnungserweiterung zu einer Suzumura-konsistenten
Relation in Kapitel 3.4.
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3.1 Beispielfall

Als Beispielfall wird folgende Menge X und Relation R angenommen:

X ={a,b,c,d, e}
R = {(CL, b)v(ba C),(C, d)v(d7c)}

Dieses Beispiel ist sehr einfach und tiberschaubar und bietet sehr gute Eigenschaf-
ten, um die Moglichkeit der Konstruktion von totalen Ordnungserweiterungen an-
hand der betrachteten Beweise und Methoden zu untersuchen.

Zum einen ist die Relation R Suzumura-konsistent. Um dies zu beweisen, muss
gezeigt werden, dass die Relation keine PR-Zyklen enthélt. Wie schnell zu sehen
ist, ist c = d — cbzw. d — ¢ — d der einzige Zyklus in R. Durch (c¢,d) € R
und (d,c) € R gilt (¢,d) € I(R) und (d,c) € I(R). Das bedeutet, dass die beiden
Elemente c und d d4quivalent sind und damit in R kein PR-Zyklus existiert und die
Relation R Suzumura-konsistent ist.

Dem entgegen ist die Relation R nicht A-konsistent. Fiir das Erreichen der A-Kon-
sistenz ist neben der Suzumura-Konsistenz erforderlich, dass es keine dquivalenten
Elemente gibt. Wie bereits fiir den Beweis der Suzumura-Konsistenz gezeigt wurde,
enthdlt R aber die dquivalenten Elemente ¢ und d - (¢, d), (d,c¢) € R. Somit ist R
Suzumura- aber nicht A-konsistent.

Die letzte Eigenschaft, die sich sehr gut fiir die Veranschaulichung anbietet, ist,
dass R ein Element besitzt, welches zu keinem der anderen Elemente vergleich-
bar ist. Ist dies in der Ausgangsrelation der Fall, kann es aufgrund der bei der
Suzumura-Konsistenz und der totalen Ordnungserweiterung erlaubten Aquivalen-
zen zwischen zwei Elementen schnell zu einer grofien Zahl erlaubter totaler Ord-
nungserweiterungen kommen.

3.2 Suzumura

Als Erstes wird der urspriingliche Beweis von Suzumuras Theorem 3 aus seiner
Arbeit von 1976, welches hier in Theorem [3.1 wiedergegeben ist, betrachtet [23].

Theorem 3.1. Eine binire Relation R hat eine totale Ordnungserweiterung R* genau dann,
wenn sie Suzumura-konsistent ist.

Der Beweis dieses Theorems ist grundlegend fiir die Theorie der Ordnungserwei-
terungen, da er zeigt, dass die Suzumura-Konsistenz eine notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir die Existenz einer totalen Ordnungserweiterung ist. Im
Folgenden wird der Beweis Schritt fiir Schritt beschrieben und daraufhin unter-
sucht, inwiefern er sich zur Konstruktion von totalen Ordnungserweiterungen aus
Suzumura-konsistenten Relationen eignet. Dabei wird nur der Teil des Beweises un-
tersucht, der zeigt, dass eine Suzumura-konsistente Relation eine totale Ordnungs-
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erweiterung hat. Die gegensitzliche Richtung des Beweises ist fiir diese Arbeit nicht
von Relevanz.

Um die Existenz einer totalen Ordnungserweiterung fiir jede Suzmura-konsistente
Relation zu zeigen, betrachtet Suzumura in seinem Beweis die folgende Ausgangs-
situation: Gegeben sei eine nicht notwendigerweise vollstindige und nicht notwen-
digerweise transitive bindre Relation R auf einer Menge X, von der lediglich ange-
nommen wird, dass sie Suzumura-konsistent ist. Das Ziel ist es, zu zeigen, dass es
eine totale, reflexive und transitive Relation R* auf X gibt, die R enthilt, also eine
totale Ordnungserweiterung von R existiert.

Zunichst wird die transitive Hiille R von R gebildet, wodurch Transitivitét sicher-
gestellt wird. Um zusitzlich die Reflexivitat sicherzustellen, wird die Diagonalrela-
tion A hinzugefiigt. Die so entstehende Relation

Q=RUA

ist somit reflexiv, transitiv und enthélt R, wodurch sie eine Erweiterung von R zu ei-
ner Quasiordnung darstellt. Um zu beweisen, dass () tatsdchlich eine Quasiordnung
ist, werden die Eigenschaften Reflexivitdt und Transitivitit im Folgenden bewiesen.
Reflexivitit ist offensichtlich, da die Diagonalrelation einen Teil der Vereinigung bil-
det, mithilfe welcher () konstruiert wurde. Fiir den Beweis der Transitivitat wird
angenommen, dass (z,y), (y, z) € Q.

Im Falle, dass (x,y), (y,2) € R, gilt auch (z,2) € R C Q, da in R alle transitiven
Préaferenzen enthalten sind.

Falls (z,y) € A, gilt 2 = y, sodass (z,z) € Q aus (y, z) € Q folgt. Gleiches gilt fiir
den Fall, dass (y, z) € A. In diesem Fall gilt y = 2, sodass (z,y) € Q aus (z,2) € Q
folgt. Somit ist bewiesen, dass  sowohl reflexiv als auch transitiv und somit eine
Quasiordnung ist.

Im néchsten Schritt verweist Suzumura explizit auf ein zentrales Resultat der Pra-
ferenztheorie, namlich auf Fishburns Lemma 15.4 [11]]. Dieses ist ein indirekter Ver-
weis auf das klassische Szpilrajn-Theorem (1930), das die Existenz einer totalen Ord-
nungserweiterung fiir jede Quasiordnung garantiert [24]. Suzumuras Argumentati-
on baut somit auf diesem grundlegenden Resultat auf und verallgemeinert es um
das Kriterium der Suzumura-Konsistenz.

Lemma 3.2. Ist die Relation Q eine Quasiordnung, dann hat sie eine Erweiterung @', die
eine totale Ordnung ist.

Der Beweis dieses Lemmas wird Hansson in [15] geliefert und in Folgenden darge-
stellt.

Basierend auf der Relation () wird zunéchst die Menge W aller partiellen Relationen
(reflexiv und transitiv) K gebildet, fiir die die folgenden beiden Voraussetzungen
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erfiillt sind:

rQy = Ky
2Qy N —yQr = Ky N —~yKz

Diese Menge W ist zum einen eine nicht-leere Menge, da sie mindestens die Relati-
on ) enthélt, und zum anderen sind die in W enthaltenen Relationen durch Men-
geninklusion sortiert. Das bedeutet, dass jede Relation K € W eine Teilmenge ihrer
Folge-Relation ist.

Im Weiteren zeigt Hansson, dass diese Menge eine obere Schranke besitzt. Durch
den Nachweis dieser Eigenschaft kann das Zornsche Lemma angewendet werden,
welches besagt, dass die Menge W ein maximales Element @’ besitzt. Fiir diese Re-
lation @) beweist Hansson mithilfe eines Widerspruchsbeweises die Totalitdt, wo-
durch @’ eine totale Ordnungserweiterung zu R darstellt und Theorem3.]|bewiesen
ist.

Da die Beweisschritte ab der Konstruktion der Menge W fiir eine Schritt-fiir-Schritt-
Konstruktion nicht geeignet sind, wurden diese hier nicht im Detail beschrieben.
Fiir eine detailliertere Beschreibung dieser Beweisschritte wird auf die Darstellung
von Andrikopoulos” Beweis in Kapitel 3.3 verwiesen.

Damit ist sichergestellt, dass es eine totale Ordnung @’ gibt, die ) und damit auch
R enthalt.

Um letztendlich noch zu beweisen, dass diese totale Ordnungserweiterung von
auch eine totale Ordnungserweiterung von R ist, schliefft Suzumura mit dem Be-
weis, dass () eine Erweiterung von R ist und die Suzumura-Konsistenz von R auch
in Q gewahrt bleibt. Durch die Konstruktion von @) als Vereinigung der transitiven
Hiille R von R mit der Diagonalrelation ist offensichtlich, dass R C @ gilt. Dass Q
weiterhin Suzumura-konsistent ist, beweist Suzumura damit, dass der asymmetri-
sche Teil von R P(R) Teil des asymmetrischen Teils von @) P(Q) ist, wodurch die
strikten Priferenzen aus R in () bewahrt bleiben und damit auch die Suzumura-
Konsistenz von R fiir @ gilt.

Fiir den Beweis von P(R) C P(Q) wird (z,y) € P(R) angenommen. Daraus folgt
(x,y) € Rund (y,x) ¢ R. Aus (z,y) € R folgt (z,y) € Q, wodurch nur noch
(y,z) ¢ @ zu beweisen ist. Dies wird nun mittels Widerspruchsbeweis gezeigt. So
wird zundchst angenommen, dass (y,z) € Q. Offensichtlich gilt (y,z) ¢ A, da in
diesem Fall (z,y) € P nicht gelten konnte. Daher bleibt nur die Moglichkeit, dass
(y,z) € R. Betrachtet man zusétzlich die anfingliche Annahme (z,y) € P(R), wiir-
de dies einen PR-Zyklus ergeben, was der Suzumura-Konsistenz von R bzw. () wi-
derspricht. Somit ist bewiesen, dass P(R) C P(Q) gilt und tiber die konstruierte
Quasiordnung ( und Lemma [3.2|eine totale Ordnungserweiterung von R existiert.

Obwohl Suzumura in Verbindung mit Lemma [3.2|einen eleganten und allgemeinen
Existenzbeweis fiir totale Ordnungserweiterungen Suzumura-konsistenter Relatio-
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nen liefert, hat diese Methode fiir eine praktische, schrittweise Konstruktion erheb-
liche Nachteile.

Der zentrale Nachteil liegt im nicht-konstruktiven Charakter des Beweises: Hans-
son bildet die Menge aller partiellen Relationen, die die Ausgangsrelation enthalten,
und zeigt mithilfe des Zornschen Lemmas lediglich die Existenz eines maximalen
Elements. Diese Herangehensweise ist fiir eine algorithmische Umsetzung ungeeig-
net, da sie keine konkrete Berechnungsvorschrift liefert.

Ein weiteres Problem ist die exponentielle Komplexitit: Die Menge aller partiellen
Relationen, die die Ausgangsrelation erweitern, wéachst im Worst Case mit der Gro-
e der Grundmenge exponentiell [6]. Fiir praktische Zwecke ist es daher unmoglich,
diese Menge zu konstruieren oder zu durchsuchen.

Schliefslich sind die Beweisschritte wie Mengenbildung und Maximalitdtsargument
rein mengentheoretisch und lassen sich nicht direkt in ein effiziente Verfahren tiber-
setzen. Insbesondere fehlt eine Vorschrift, wie fehlende Priferenzen schrittweise er-
ganzt werden konnen, ohne die Suzumura-Konsistenz zu verletzen.

Zusammenfassend ist der Existenzbeweis von Suzumura zwar von grofier theore-
tischer Bedeutung, fiir die konkrete algorithmische Konstruktion von Ordnungser-
weiterungen aber nicht geeignet.

Beispiel

Nun wird der Beweis von Suzumura am in Kapitel 3.1 vorgestellten Beispiel Schritt
fiir Schritt angewendet und veranschaulicht. Die betrachtete Menge X und Relation
R sind:

X ={a,b,c,d, e}
R = {(aa b)? (ba C)? (Cv d)7 (dv C)}
Im ersten Schritt wird die Vereinigung der transitiven Hiille R und der diagonalen

Relation A gebildet. Hierfiir wird zuerst die Konstruktion der transitiven Hiille und
dann die Vereinigung mit der diagonalen Relation beschrieben.

Zur Konstruktion der transitiven Hiille wird in jeder Iteration untersucht, ob es Ele-
mente z,y, z € X gibt, fur die (z,y), (y,2) € R gilt, aber (z, z) ¢ R. Ist dies der Fall,
wird (z, z) der transitiven Hiille hinzugeftigt.

In der ersten Iteration werden folgende Praferenzen der transitiven Hiille hinzuge-
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figt:

In der zweiten Iteration wird dann noch folgendes Paar gefunden:
(a,c) € RA(c,d) € R= (a,d) € R

Im weiteren Durchlauf wird keine hinzuzufiigende Praferenz mehr gefunden. Dar-
aus folgt die transitive Hiille:

R={(a,b),(b,c),(c,d),(d, ), (a,c), (b, d), (c,c), (d,d), (a,d)}

Im néchsten Schritt wird die diagonale Relation A gebildet, die alle reflexiven Pra-
ferenzen auf Basis der Menge X enthilt:

A= {(a7a)7 (b7 b)a (Ca C)a (d> d)? (67 6)}

Die Vereinigung @ = R U A ist damit automatisch eine Quasiordnung - transitiv
und reflexiv - und ergibt:

Q=RUA

= {(a,0), (b, ), (¢,d), (d, ¢), (a, ¢), (b, d), (¢, ¢), (d, d), (a,d) }

U {(a,a), (b,0),(c,c), (d,d), (e, )}

= {(a,0), (b, ¢), (¢,d), (d, ¢), (@, €), (b, d), (¢, ), (d, d), (a, d), (a, a), (b, 1), (e, )}
Jetzt wird im Beweis von Lemma 3.2| die Menge aller Suzumura-konsistenten Er-
weiterungen von () gebildet, die durch Mengeninklusion sortiert sind. Durch An-
wendung des Zornschen Lemmas folgt dann, dass diese Menge mindestens ein Ma-
ximum haben muss. Dieses Maximum ist die totale Ordnungserweiterung R* zur
Eingangs-Relation R. Der von Suzumura bzw. Hansson beschriebene Beweis zeigt

jedoch nur die Existenz und gibt keine Konstruktionsvorschrift an. Eine mogliche
totale Ordnungserweiterung ist:

R*=QU{(a,e), (be),(c,e),(d,e)}
= {(a,b), (b, ), (¢, d), (d; ), (a,c), (b,d), (c,c), (d,d), (a,d), (a,a), (b,b), (e, €), (a,€),
(b,e), (c.e), (d,e)}

Nun sind alle Elemente mit e vergleichbar, und die Relation ist total, jedoch nicht

antisymmetrisch, da vorhandene Aquivalenzen erhalten bleiben - in diesem Beispiel
cund d, da (c,d), (d,c) € R*.

Die angegebene Erweiterung ist damit eine totale Ordnungserweiterung von R, je-
doch nur eine von sieben moglichen, da man e nicht nur am Ende der Ordnung
platzieren kann, sondern auch vor, zwischen und dquivalent zu den anderen Ele-
menten.
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3.3 Andrikopoulos

Andrikopoulos behandelt die Existenz totaler Ordnungserweiterungen von Suzu-
mura-konsistenten Relation in seiner Arbeit in Corollary 5, welches in Korollar
dargestellt ist, ebenso [1].

Korollar 3.3. Sei R eine bindre Relation auf X und seien x,y zwei beliebige, nicht ver-
gleichbare Elemente beziiglich R. Dann besitzt R eine Ordnungserweiterung R*, in der
xR*y gilt, ..., genau dann, wenn R konsistent ist.

Das bedeutet, dass fiir jede konsistente Relation R auf einer Menge X eine totale
Ordnungserweiterung existiert.

Der Beweis von Andrikopoulos kombiniert dabei mehrere mathematische Techni-
ken und algorithmische Ideen. Zunéchst wird die gegebene Relation R in Aquiva-
lenzklassen unterteilt, wobei zwei Elemente genau dann zur selben Aquivalenzklas-
se gehoren, wenn sie in der reflexiv-transitiven Hiille von R dquivalent zueinander
sind. Formal wird fiir jedes Element s € X die Aquivalenzklasse definiert als

[2] = {y € X|(2,y) e (RUA)}

wobei I(RU A) der symmetrische Teil der reflexiv-transitiven Hiille von R darstellt
und A die Diagonale ist. Die Menge der Aquivalenzklassen X = {[z]|z € X} bildet
eine Partition der Grundmenge X und reduziert die Komplexitdt der urspriingli-
chen Relation.

Auf dieser neuen Menge von Aquivalenzklassen wird eine reduzierte Relation R’
definiert, indem man fiir zwei Klassen genau dann eine Prédferenzbeziehung an-
nimmt, wenn es zwischen Représentanten dieser Klassen eine strikte Préferenz in
der urspriinglichen Relation R gibt.

([, [y) € R' = 32" € [,y € [y] - (',9/) € P(R)

Diese Konstruktion ist algorithmisch darstellbar, da sie lediglich die Berechnung
der transitiven Hiille und die Identifikation von Aquivalenzklassen erfordert. Die
so definierte Relation R’ ist antisymmetrisch und erbt die A-Konsistenz von R. Um
die A-Konsistenz von R’ nachzuweisen, wird angenommen, R’ enthalte einen ver-
botenen PR-Zyklus. Dies wiirde bedeuten, dass es eine natiirliche Zahl ¢ und Aqui-
valenzklassen [21],[22], ..., [2t] € X gibt, sodass ein Pr-Zyklus der Art

[21]R'[22) R ... R'[z]P(R')[2]

existiert. Ubersetzt in die urspriingliche Menge X und Relation R, ergibt sich daraus
eine Kette der Art:

2 P(R)Z,I(R)2JP(R)z, ... P(R)z,I(R)z P(R)zY
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Dabei existiert zwischen den Elementen unterschiedlicher Aquivalenzklassen eine
asymmetrische Préferenz und zwischen Elementen der selben Aquivalenzklasse ei-
ne symmetrische Priaferenz, die allerdings nur in der transitiven Hiille sichergestellt
ist. Da die Elemente innerhalb einer Aquivalenzklasse dquivalent sind, gilt fiir drei
Elemente der Aquivalenzklasse [21] sowohl 2 1(R)z] als auch 2 I(R)z;. Durch An-
wendung der Transitivitdt von R kann dann folgende Kette geschlossen werden:

211 P(R)Z5P(R) ... P(R)z/P(R)z

So resultiert durch die Transitivitdt auch z; P(R)z;. Zusammen mit der Feststellung,
dass aus z1I(R)z} und z{I(R)z durch die Transitivitdt von R z11(R)z; geschlossen
werden kann, widerspricht dies der Aussage aus Andrikopoulos” Proposition 1, die
besagt, dass fiir eine konsistente Relation R der asymmetrische Teil P(R) in P(R)
enthalten sein muss. Somit ist die Annahme eines solchen Zyklus falsch und R’

muss A-konsistent sein.

Da nun bewiesen ist, dass R’ A-konsistent ist, garantiert Theorem welches wie
auch Lemma auf das Szpilrajn-Theorem zurtickgeht, die Existenz einer linearen
Ordnungserweiterung von R'.

Theorem 3.4. Sei R eine bindre Relation auf X und seien x,y zwei beliebige, nicht ver-
gleichbare Elemente beziiglich R. Dann besitzt R eine lineare Ordnungserweiterung R*, in
der x R*y gilt, und eine lineare Ordnungserweiterung R**, in der yR**x gilt, genau dann,
wenn R A-konsistent ist.

Dieses Theorem garantiert, dass fiir jede A-konsistente Relation und fiir jedes Paar
nicht vergleichbarer Elemente eine lineare Ordnungserweiterung existiert, in der die
beiden Elemente in einer gewiinschten Reihenfolge stehen [24]. Theorem [3.4| zeigt
explizit, dass es fiir zwei nicht vergleichbare Elemente immer beide Moglichkeiten
der Anordnung gibt: Es existiert sowohl eine lineare Ordnungserweiterung, in der
das erste Element vor dem zweiten steht, als auch eine, in der das zweite vor dem
ersten steht.

Der Beweis von Theorem [3.4] basiert, wie auch der Beweis von Lemma [3.2} auf dem
Zornschen Lemma, einem grundlegenden Resultat der Mengenlehre, das besagt,
dass jede partiell geordnete Menge, in der jede Kette eine obere Schranke besitzt,
mindestens ein maximales Element enthalt [28]. Im Kontext der Ordnungserweite-
rungen bedeutet dies, dass man die Menge aller konsistenten Erweiterungen von
R betrachtet, diese partiell durch Inklusion ordnet und dann das Zornsche Lem-
ma anwendet, um die Existenz einer maximalen Erweiterung zu beweisen. Formal
wird die Menge aller A-konsistenten Erweiterungen von R, die die Praferenz (z,y)
enthalten, als

R={RjlieI}
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definiert. Fiir jede Kette Q = (Q;)i € I in R ist die Vereinigung

Q=J

el

wieder eine A-konsistente Erweiterung von R, die (z,y) enthalt. Durch das Zorn-
sche Lemma existiert dann ein maximales Element R € R, welches eine transitive
und totale Relation ist, die alle urspriinglichen Préferenzen und Aquivalenzen re-
spektiert. Die Maximalitit von R garantiert, dass keine weiteren Priferenzen hin-
zugefiigt werden konnen, ohne die Konsistenz zu verletzen, sodass R eine lineare
Ordnung darstellt.

Die so gewonnene lineare Ordnungserweiterung auf den Aquivalenzklassen R wird
schliefSlich auf die urspriingliche Menge zuriick projiziert. Dabei gilt, dass zwei Ele-
mente genau dann in der neuen Relation in Beziehung zueinander stehen, wenn sie
entweder in der urspriinglichen Relation dquivalent sind oder wenn ihre Aquiva-
lenzklassen in der linearen Ordnungserweiterung R in Beziehung zueinander ste-
hen. Formal wird die resultierende Relation R* auf X definiert durch

(2,9) € R* & (z,y) € [(R) V ([2],[y]) € R

Die resultierende Relation ist reflexiv, transitiv und total und damit eine totale Ord-
nungserweiterung von R. Aquivalenzen innerhalb der Aquivalenzklassen bleiben
dabei erhalten, wodurch die Relation beim Auflosen der Aquivalenzklassen im All-
gemeinen keine lineare Ordnungserweiterung bleibt.

Obwohl Andrikopoulos’ Ansatz durch die Bildung von Aquivalenzklassen und die
Reduktion auf eine A-konsistente Relation eine systematische Strukturierung bie-
tet, ist die Methode in ihrer Gesamtheit nicht konstruktiv. Der Beweis stiitzt sich,
wie auch Suzumuras Beweis, entscheidend auf das Zornsche Lemma, um die Exis-
tenz einer maximalen Erweiterung zu garantieren. Dieses Lemma liefert jedoch nur
einen abstrakten Existenzbeweis ohne konkrete Konstruktionsvorschrift. insbeson-
dere bei der Anwendung auf endliche Mengen oder in algorithmischen Kontexten
ist dieser Ansatz ungeeignet, da er lediglich die Existenz einer totalen Ordnungs-
erweiterung beweist, aber keine effektive Konstruktionsvorschrift liefert. Zudem
weist das Vorgehen durch die Konstruktion aller A-konsistenten Erweiterungen
im Worst Case eine exponentielle Komplexitit auf [6]. Aufierdem liefert die Me-
thode kein Verfahren zur schrittweisen Ergdnzung fehlender Praferenzen, ohne die
Suzumura-Konsistenz zu verletzen.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass Andrikopoulos” Methode theoretisch ele-
gant ist, aber fiir die konkrete Konstruktion totaler Ordnungserweiterungen un-
brauchbar. Sie eignet sich weder fiir die Implementierung in Algorithmen noch fiir
die schrittweise Nachvollziehbarkeit in Anwendungen.
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Beispiel

Nun wird der Beweis von Andrikopoulos am in Kapitel 3.1 vorgestellten Beispiel
Schritt fiir Schritt angewendet. Die betrachtete Menge X und Relation R sind:

X ={a,b,c,d, e}

R ={(a,b),(b,c),(c,d),(d,c)}
Im ersten Schritt werden die Aquivalenzklassen der Elemente auf Basis von I(R U
A), wobei R die transitive Hiille von R und A die diagonale Relation darstellt. Hier-

fiir miissen analog zum Beweis von Suzumura zuerst sowohl die transitive Hiille
von R als auch die diagonale Relation konstruiert werden.

Wie bereits in der Veranschaulichung von Suzumuras Beweis gezeigt wurde, erge-
ben sich folgende transitive Hiille R, diagonale Relation A und deren Vereinigung
RUA:

= {(a,0),(b,¢),(¢,d), (d, ¢), (a, ¢), (b,d), (¢, ¢), (d, d), (a,d) }
U {(a,a), (b;0), (¢, ), (d,d), (e, €)}
- {(a7 b>7 (b7 C), (C7 d)’ (d7 C)’ (a7 C)’ (b7 d)’ (C7 C)’ (d7 d)’ (a7 d>7 (a7 a’)7 (b7 b)’ (67 6)}

Extrahiert man hieraus alle Préiferenzen z,y € (R U A) fiir die auch y,z € (RU A)
gilt, resultiert der symmetrische Teil der Relation (R U A):

I(RUA) = {(a,a), (b,b), (c,c),(d,d), (e,e), (c,d), (d,c)}

Daran ist deutlich zu erkennen, dass die beiden Elemente c und d dquivalent sind,
wodurch sie in derselben Aquivalenzklasse liegen. Die drei anderen Elemente bil-
den jeweils ihre eigene Aquivalenzklasse:

[a] = {a}, [b] = {b}, [c] = [d] = {c, d}, [e] = {e}

Daraus resultiert die Menge der Aquivalenzklassen X, in der fiir gleiche Aquiva-
lenzklassen, wie hier [c] und [d], nur eine enthalten ist:

X = {[al, [V], [c], []}

Aufbauend auf der konstruierten Menge der Aquivalenzklassen X wird die Quoti-
entenrelation R’ gebildet. Dabei gilt:

([z],[y]) € R & 32" € [z],y' € [y] : (2',¢) € P(R)
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Das bedeutet, dass fiir alle Praferenzen, die im asymmetrischen Teil von R enthalten
sind, eine entsprechende Préferenz in der Quotientenrelation R’ hinzugefiigt wird.
Hierfiir ist die Bildung des asymmetrischen Teils der Relation R notwendig, der aus
allen Praferenzen z,y € R besteht, fiir die y, x ¢ R gilt:

P(R) = {(a7 b): (ba C)}
Auf Basis dessen wird die Quotientenrelation R’ folgendermafien konstruiert:

([al, [b]) € R' < (a,b) € P(R)
([6],[c]) € R < (b,c) € P(R)

= R' = {(la], [B]), ([8], [c]) }

Im néchsten Schritt wird A-Konsistenz von R’ gepriift. Das bedeutet, dass R’ Suzu-
mura-konsistent sein und I(E’) C A gelten muss. Da R’ nur zwei Priferenzen ent-
hélt, kann sowohl die Existenz von PR-Zyklen als auch von dquivalenten Elementen
schnell ausgeschlossen werden. Somit ist die A-Konsistenz von R’ bewiesen und die
Voraussetzung fiir die Anwendung von Theorem [3.4| erfiillt.

Dieses beweist die Existenz einer linearen Ordnungserweiterung R fiir die A-kon-
sistente Relation R’ und beginnt im ersten Schritt damit, in der Relation R” R’ mit
der diagonalen Relation A und einer beliebigen Priferenz zweier in R’ nicht ver-
gleichbarer Elemente zu vereinigen. In diesem Fall wurde sich fiir die Priferenz
([a], [e]) entschieden, da nur [e] (transitiv) mit keinem der anderen Elemente ver-
gleichbar ist und der Vergleich zu [a| dazu fiihrt, dass durch die im kommenden
Schritt konstruierte transitive Hiille noch keine totale Relation entsteht.
R" = R'uAuU{([a],[e])}
= {(lal, [B]), ([81; [¢]); ([a]; [al), ([0] [b]), ([¢], [e]), ([e]; [e]), ([al, [e])}

Als Néchstes wird, wie bereits angedeutet, die transitive Hiille von R” konstruiert,
wobei in jeder Iteration untersucht wird, ob es Elemente z,y,z € X gibt, fiir die
(z,v),(y,2z) € R" gilt, aber (x,z) ¢ R".Ist dies der Fall, wird (z, z) der transitiven
Hiille hinzugefiigt.

In diesem Fall gibt es nur eine Iteration, in der folgende Prédferenz hinzugefiigt wird:
(la], [b]) € R"und([b], [c]) € R" = ([a], [c]) € R”
Somit resultiert die transitive Hiille R

R = {([a], [b]), ([8], [€]), ([a], [a]), ([8], (b)), ([c], [€]), ([€], [e]), ([al, [€]), ([a], [e])}

Darauf aufbauend wird die Menge der A-konsistenten Erweiterungen von R” kon-
struiert, welche als R bezeichnet und folgendermafSen definiert wird:

R={R, C X x X|R, ist A — konsistent, R" C R,}
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Innerhalb von R werden die einzelnen Mengen R,, durch Mengeninklusion sortiert.
Das bedeutet, eine Menge ist Teilmenge ihres Nachfolgers in R. Da sich aus der voll-
standigen Darstellung von R keinen Mehrwert fiir das weitere Vorgehen bietet, wird
im Rahmen dieser Arbeit nur eine Folge von R” zu einer totalen A-konsistenten Er-
weiterung abgebildet.

Das erste Element von R - hier als R; bezeichnet - ist R”, da jede Relation auch eine
Teil-Relation ihrer selbst darstellt.

Ry = R” = {([al, [b), ([6}, [€]), ([al, [a]), ([6}, [0]), ([c], [€]), ([e], [€]), ([al. [e]), ([l [c])}

Bei der Konstruktion des nichsten Elements in R - Rs - hat man mehrere mogliche
noch nicht vergleichbare Elemente, die man Ry hinzufiigen kann. Hier wurde sich
fiir die Praferenz ([c], [¢]) entschieden, um fiir die Bildung von R3 durch Nutzung
der Transitivitdt die Praferenz ([b], [e]) hinzuzuftigen.

Ry ist bereits total und kann somit nicht mehr durch das Hinzufiigen einer weiteren
Préferenz erweitert werden.

Mithilfe des Zornschen Lemmas wird nun die maximale A-konsistente Erweiterung
R von R” bestimmt. Das Zornsche Lemma besagt, dass jede geordnete Menge, also
auch R mindestens ein maximales Element besitzt. Da ]353 total ist, bildet diese Re-
lation eines der Maxima der Menge R und somit gilt R = Rg. R bildet auch direkt
eine lineare Ordnungserweiterung von R”.

Im néchsten Schritt werden die Aquivalenzklassen aufgelost, wodurch aus R eine
totale Ordnungserweiterung von R - hier als R* bezeichnet - gebildet wird. Dabei
gilt fiir die Konstruktion von R*

(2,9) € R* & (z,y) € [(R) V ([2],[y)) € R

R* ist also die Vereinigung von I(R) mit der Relation, die sich durch die Auflésung
der Aquivalenzklassen aus R bildet. Dazu wird zuerst I(R) gebildet.

R ={(a,), (b¢c),(c,d), (d;c), (a,0), (b;d), (¢, ), (d, d), (a,d)}
= I(R = {(c,¢),(c,d), (d,c),(d,d)}
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Hinzu kommen alle Priferenzen, die sich aus R ergeben, wenn man die Aquiva—

lenzklassen auflgst. Dabei werden die Paare aus I(R) nicht nochmals angegeben,
wobei sich alle vier Praferenzen aus ([c], [c]) ergeben wiirden.

) ([a),[a]) € R

(a,b) € R* < ([a],[b]) € R
(a,¢), (a,d) € R* < ([a],[c]) € R
(a,e) € R* < ([a],[e]) € R

(b,b) € R* < ([b],[b]) € R

(bc), (b,d) € R* < ([b],[d]) € R
(b,e) € R* < ([b],[e]) € R
(c,€),(d,e) € R* < ([d,[e]) e R
(e,e) € R* < ([e],[e]) € R

Damit resultiert die Relation R*:

R = {(CL, a)v (ba b)7 (C, C)? (da d)7 (ev 6), (a7 b)a (av C)? (a7 d)v (av 6), (b7 C)v (ba d)a (ba 6),
(¢,d), (¢, €),(d, ), (d,e)}

R* ist sowohl eine Erweiterung der Relation R als auch vollstindig, reflexiv und
transitiv, aber nicht antisymmetrisch, und bildet somit eine totale Ordnungserwei-
terung von R.

3.4 Topologisches Sortieren

Zuletzt wird das topologische Sortieren als Moglichkeit untersucht, eine totale Or-
tungserweiterung aus einer Suzumura-konsistenten Relation zu konstruieren. Dies
ist ein grundlegendes Verfahren der Graphentheorie und Informatik, das dazu
dient, aus einem gegebenen gerichteten azyklischen Graphen (englisch: directed
acyclic graph, kurz DAG) auf einer endlichen Menge von Knoten eine lineare Ord-
nung zu konstruieren [9]. Entsprechend kann der Algorithmus auch angewendet
werden, um fiir eine gegebene azyklische Relation eine lineare Ordnungserweite-
rung zu konstruieren. Dabei bedeutet azyklisch automatisch auch antisymmetrisch,
da bereits zwei dquivalente Elemente einen Zyklus darstellen.

Fiir die Implementierung des topologischen Sortierens gibt es zwei bekannte Ansit-
ze. Ein Ansatz, der auch als DFS-Ansatz bekannt ist, basiert auf einer Tiefensuche
durch den Graphen und arbeitet rekursiv [9]. Der zweite Ansatz - auch unter Kahns
Algorithmus bekannt - basiert auf einer Breitensuche und arbeitet iterativ [16]. Da
sich Kahns Algorithmus fiir die in Kapitel 4 noch beschriebenen Anpassungen bes-
ser eignet, wird auch an dieser Stelle nur Kahns Algorithmus beschrieben und fiir
das DFS-Verfahren auf die Literatur verwiesen.
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Kahns Algorithmus weist zu Beginn jedem Knoten die Anzahl seiner eingehenden
Kanten - den Eingangsgrad - als Wert zu. Dann beginnt die erste Iteration, in der alle
Knoten mit einem Eingangsgrad von null betrachtet werden. Es wird ein beliebiger
Knoten mit einem Eingangsgrad von null gewéhlt, der linearen Ordnung hinzuge-
fugt und samt all seiner eingehenden und ausgehenden Kanten aus dem Graphen
entfernt. Im Anschluss werden die Eingangsgerade aller Knoten, fiir die es eine ein-
gehende Kante vom geloschten Knoten aus gab, um eins reduziert und die nédchste
Iteration beginnt.

Der Algorithmus endet, wenn keine Knoten mehr verfiigbar sind oder wenn der
Graph noch Knoten beinhaltet, es aber keine Knoten mehr mit einem Eingangsgrad
von null gibt. Der zweite Fall kann jedoch nur auftreten, wenn der Eingangs-Graph
Zyklen enthilt, was durch die Voraussetzung des Verfahrens nicht erlaubt ist. So
kann der Algorithmus nur enden, wenn es keine Knoten mehr zu betrachten gibt,
was bedeutet, dass der Algorithmus erfolgreich eine lineare Ordnung konstruiert
hat. Diese Funktionsweise ist in Algorithmus|1|dargestellt.

Input: Ein gerichteter azyklischer Graph G = (V, E)
Output: Eine Topologische Sortierung der Knoten in V'

L+ 1; // Liste fiir das Ergebnis
S+ {veV]|deg (v)=0}; // Menge der Knoten ohne eingehende
Kanten
while S # @ do
wihle und entferne einen Knoten n aus S;
fiige n ans Ende von L an;
foreach Kante (n,m) € E do
entferne Kante (n,m) aus E;
reduziere deg™ (m) um 1;
if deg” (m) = 0 then
| fiige m zu S hinzuy;
end
end
end
if £ # o then
‘ return Error: Der Graph enthilt einen Zyklus;
end
return L;

Algorithmus 1: Kahns Topologisches Sortieren

Die direkte Anwendung des topologischen Sortierens ist jedoch nicht ohne Weiteres
auf Suzumura-konsistente Relationen tibertragbar. Der Grund liegt darin, dass die
Suzumura-Konsistenz zwar Zyklen mit mindestens einer strikten Priferenz verbie-
tet, aber dquivalente Elemente zulésst, die in Graphen zu Zyklen der Lange zwei
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fiihren, die die Voraussetzung des topologischen Sortierens verletzen.

Beispiel
Betrachtet man das Beispiel

X ={a,b,c,d, e}
R = {(a’v b)’ (b7 C), (Cv d)? (da C)}

sieht man, dass die beiden Elemente c und d dquivalent sind und damit einen Zyklus
der Lange zwei bilden, was die Anwendung des topologischen Sortierens verbietet.

Grundsitzlich ist das topologische Sortieren ein effizientes Verfahren zur Konstruk-
tion linearer Ordnungserweiterungen fiir azyklische Relationen. Seine Stirke liegt
in der klaren algorithmischen Umsetzbarkeit und der linearen Laufzeit von
O(n-+m). Fiir Suzumura-konsistente Relationen ist er jedoch ungeeignet, da dquiva-
lente Elemente Zyklen der Lange zwei erzeugen, die die Azyklizitdts-Voraussetzung
verletzen.

4 Algorithmische Konstruktion der totalen
Ordnungserweiterungen

Kapitel 3 hat eindeutig gezeigt, dass sowohl die Beweise der Existenz einer tota-
len Ordnungserweiterung als auch das topologische Sortieren zur Konstruktion ei-
ner linearen Erweiterung nicht geeignet sind, um totale Ordnungserweiterungen ei-
ner Suzumura-konsistenten Relation zu bilden. Aus diesem Grund wird in diesem
Kapitel ein Verfahren erarbeitet, welches genau dies in effizienter Laufzeit schaf-
fen soll und zudem nicht nur eine sondern alle moglichen totalen Ordnungser-
weiterungen einer Suzumura-konsistenten Relation konstruiert. Im Anschluss wird
die praktische Umsetzung des entwickelten Verfahrens zur Ermittlung aller totalen
Ordnungserweiterungen einer Suzumura-konsistenten Relation beschrieben, wel-
che sowohl eine durchdachte Softwarearchitektur als auch eine effiziente Implemen-
tierung des Verfahrens benoétigt. AbschliefSend wird das entwickelte Verfahren bzgl.
seiner Laufzeit analysiert und am bekannten Beispielfall veranschaulicht.

4.1 Entwicklung eines Konstruktionsverfahrens

Nach der vergleichenden Analyse bestehender Verfahren in Kapitel 3 — insbesonde-
re der reinen Existenz-Beweise von Suzumura und Andrikopoulos sowie des klas-
sischen topologischen Sortierens — liegt der Bedarf an einem konstruktiven, schritt-
weisen Verfahren offen. Ziel ist es, aus einer gegebenen Suzumura-konsistenten Re-
lation R auf einer endlichen Menge X alle totale Ordnungserweiterungen zu er-
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zeugen. Das entwickelte Verfahren kombiniert geeignete Aspekte der vorgestellten
Beweise und Verfahren und wird durch geeignete Anpassungen erganzt.

Gegeben sei eine Suzumura-konsistente Relation R auf einer Menge X. Der erste
Schritt besteht - analog dem Beweisverfahren von Andrikopoulos - darin, die Ele-
mente in Aquivalenzklassen aufzuteilen. Dabei gilt, dass zwei Elemente in einer
Aquivalenzklasse abgebildet werden, wenn sie in der reflexiv-transitiven Hiille von
R symmetrisch zueinander stehen. Dabei gilt

2] = {y € X|(z,y) e I(RUA)},

wobei R die transitive Hiille von R und A die diagonale Relation auf Basis der Men-
ge X darstellt. Basierend auf den Aquivalenzklassen wird eine Quotientenrelation
R’ konstruiert, wobei zwei Aquivalenzklassen in R’ in Relation zueinander stehen,
wenn eines oder mehrere ihrer Elemente im asymmetrischen Teil von R in Relation
zueinander stehen:

([z],[y]) € R' & 32" € [z],y € [y] mit (2',y') € P(R)

Dies hat den Vorteil, dass man zum einen die Komplexitdt der Relation reduziert
und zum anderen vorhandene Zyklen beseitigt, bevor man mit den nachsten Schrit-
ten fortfahrt.

Auf der Quotientenrelation R’ wird ein abgewandelter Kahn-Algorithmus ange-
wendet. Durch die Beseitigung der in Suzumura-konsistenten Relationen moglichen
Zyklen im Sinne von Aquivalenzen ist die Voraussetzung fiir die Anwendung des
topologischen Sortierens sichergestellt. In dieser Arbeit wird Kahns Algorithmus
allerdings nicht verwendet, um eine lineare Ordnungserweiterungen von R’ zu er-
zeugen.

Der Algorithmus wird so angepasst, dass er in R’ zwei nicht vergleichbare Elemente
a und b, nicht nur in die beiden moglichen Reihenfolgen  — y und y — z bringt,
sondern auch die Moglichkeit der dquivalenten Positionierung der beiden Elemen-
te x ~ y abbildet. Diese Anpassung des Algorithmus ist notwendig, da zwei nicht
vergleichbare Elemente in einer totalen Ordnungserweiterung auch dquivalent po-
sitioniert werden diirfen, Kahns Algorithmus dies aber ohne Anpassung nicht ab-
bilden wiirde und so erlaubte totale Ordnungserweiterungen nicht konstruiert wer-
den wiirden. Zudem wird der Algorithmus durch eine Schleife ergdnzt, mithilfe der
nicht nur eine totale Ordnungserweiterung erzeugt wird, sondern alle moglichen
totalen Ordnungserweiterungen.

Im letzten Schritt werden fiir jede konstruierte totale Ordnungserweiterung der Re-
lation R’ die gebildeten Aquivalenzklassen wieder aufgelost, wodurch die totalen
Ordnungserweiterungen zur Eingangs-Relation R gebildet werden.
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Beispiel
Betrachtet man das Beispiel

X ={a,b,c,d, e}
R= {(a7 b)v (b’ C)v (C> d)a (d7 C)}v

welches in Abbildung (1| veranschaulicht ist, resultieren, wie man bei der Anwen-
dung von Andrikopoulos” Beweisverfahren fiir diesen Beispielfall bereits gesehen
hat, die Aquivalenzklassen

[a] = {a}, [b] = {b}, [c] = [d] = {c,d}, [e] = {e}

und die darauf basierende Quotientenrelation R’

R = {([al, [o]), ([8], [e])},
die zur Veranschaulichung in Abbildung|2|dargestellt wird.

© vertex name

Abbildung 1: Beispiel-Relation R
Erstellt mit Graph Online, https://graphonline.top/de/
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Abbildung 2: Beispiel-Quotientenrelation R’
Erstellt mit Graph Online, https://graphonline.top/de/

Wendet man hierauf den angepassten Kahn-Algorithmus an, erhdlt man folgende
sieben totalen Ordnungserweiterungen, auf Basis der Quotientenrelation R':

A

1= [e] = [a] = [b] = [d]
Ry = [e] ~ [a] = [B] = [d]
Ry = [a] — [e] = [b] = [¢]
Ry = [a] = [e] ~ [b] = [d]
Ry = [a] — [b] = [e] = [¢]
6 = lal = [b] = [e] ~ [c]
Ry = [a] = [b] = [c] = [e]

Lost man die Aquivalenzklassen auf und berticksichtigt die zum Teil dquivalente
Positionierung des , freien” Elements e bzw. [¢], ergeben sich folgende sieben totale
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Ordnungserweiterungen der Relation R:

Ri=e—a—b—{cd}
R ={a,e} —b— {c,d}
R;=a—e—b— {cd}
R} =a—{be} = {c,d}
Ri=a—b—e— {cd}
R;=a—b—{cd,e}

Ri=a—b—{c,d}—e

An diesem veranschaulichenden Beispiel sieht man schnell, dass das entwickelte
Verfahren alle sieben erwarteten totalen Ordnungserweiterung der Relation R kon-
struiert, wobei das , freie” Element e an allen moglichen Positionen - vor, hinter und
dquivalent zu allen anderen Elementen - eingefiigt wurde.

4.2 Architekturentscheidung

Fiir die Implementierung wurden verschiedene Architekturpatterns evaluiert, um
eine angemessene Balance zwischen akademischem Wert, Wartbarkeit und Kom-
plexitdt zu finden. Eine einfache Struktur mit zwei bis drei Klassen wére funktio-
nal ausreichend, wiirde allerdings zu wenig Moglichkeiten bieten, Kenntnisse in
Softwarearchitektur zu demonstrieren und hétte ab einem gewissen Zeitpunkt zu
einer uniibersichtlichen Struktur gefiihrt, die das Debuggen erschwert hitte. An-
dererseits wére eine Clean Architecture fiir dieses Projekt zu komplex gewesen und
héitte den Fokus vom eigentlichen Verfahren gelenkt. Einen guten Kompromiss zwi-
schen guter Programmstruktur und vertretbarem Entwicklungsaufwand bieten vor
allem das MVC-Pattern und die Layered Architecture.

Da der Fokus bei dieser Implementierung eher auf den implementierten Algorith-
men als auf der Interaktion mit der GUI liegt, wurde sich fiir die Layered Architec-
ture entschieden, die zudem das Testen, Debuggen und Warten der Software verbes-
sert [26]. Die gewihlte Vier-Schichten-Architektur umfasst einen Domain-Layer fiir
die verwendeten Entitédten, einen Infrastructure Layer fiir die Algorithmen, einen
Application Layer fiir die Workflow-Koordination und einen Presentation Layer fiir
die GUL

4.3 Implementierung der Kern-Algorithmen

In diesem Kapitel wird nun beschrieben, wie das in Kapitel 4.1 entwickelte Verfah-
ren im Detail umgesetzt wird. Dazu wird dargestellt, wie Tarjans Algorithmus zur
Identifizierung von SCC angepasst wird, um die Aquivalenzklassen zu bilden und
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dabei die Suzumura-Konsistenz der Eingangs-Relation zu priifen. Darauf aufbau-
end folgt die Darstellung der Bildung der Quotientenrelation und eine detailliertere
Version des angepassten Kahn-Algorithmus.

Tarjans Algorithmus flr zur Identifizierung stark zusammenhangender
Komponenten

Wie bereits in Kapitel 4.1 beschrieben, beginnt die entwickelte Konstruktions-Vor-
schrift mit der Bildung von Aquivalenzklassen. Fiir diese Aufgabe wurde sich bei
der Implementierung fiir eine angepasste Form von Tarjans Algorithmus entschie-
den, der 1972 von Robert Tarjan entwickelt wurde [25]. Dieser ist ein effizienter Al-
gorithmus, der zur Bestimmung von SCC in gerichteten Graphen verwendet wer-
den kann. Eine SCC ist eine maximale Menge von Knoten, innerhalb derer jeder
Knoten von jedem anderen Knoten {iber gerichtete Pfade erreichbar ist. Auf Rela-
tionen bezogen entspricht eine SCC einem Zyklus, der im Gegensatz zu Suzumura-
konsistenten Relationen auch strikte Relationen enthalten darf.

Tarjans Algorithmus, in seiner eigentlichen Form, basiert auf einer Tiefensuche und
verwendet sog. Lowlink-Werte, um SCCs in linearer Zeit O(n + m) zu identifizie-
ren, wobei n die Anzahl der Knoten bzw. Elemente und m die Anzahl der Kanten
bzw. Priferenzen darstellt. Der Algorithmus weist dabei jedem Knoten wéhrend ei-
ner Tiefensuche zwei Werte zu: einen Index, der die Entdeckungszeit darstellt, und
einen Lowlink-Wert. Der Lowlink-Wert gibt den niedrigsten Index an, der von die-
sem Knoten bzw. Element aus erreichbar ist. Bei jedem Knoten wird gepriift, ob sein
Lowlink-Wert und sein Index iibereinstimmen. Ist dies der Fall, ist er Teil einer SCC.
Der Algorithmus verwendet zudem einen Stack, um die Knoten der aktuellen SCC
zu verfolgen, bis eine vollstandige SCC identifiziert und extrahiert werden kann.

Da in diesem Fall nicht nur SCC, sondern Aquivalenzklassen innerhalb der einge-
gebenen Relationen gefunden werden sollen, musste der beschriebene Algorithmus
angepasst bzw. ergdnzt werden. Diese Erganzung wurde nach dem vollstindigen
Durchlauf von Tarjans Algorithmus platziert und priift fiir jede gefunden SCC, ob
sie fiir alle Praferenzen auch das symmetrische Pendant enthalt. Falls dies fiir eine
Praferenz in der SCC nicht der Fall ist, handelt es nicht um eine Aquivalenzklasse,
sondern um einen Zyklus mit mindestens einer strikten Praferenz.

Wird ein solcher Zyklus gefunden, bedeutet dies, dass die Relation nicht Suzumura-
konsistent ist. So kann die Priifung der Suzumura-Konsistenz geschickt in den ers-
ten Schritt des Algorithmus integriert werden. Sofern dieser Algorithmus einen Zy-
klus mit strikter Praferenz erkennt, bricht der gesamte Algorithmus mit einer Feh-
lermeldung ab. Die Funktionsweise des angepassten Tarjan-Algorithmus ist in den
Algorithmen 2l und [3|dargestellt.
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Input: Relation R = (X, P) mit Elementmenge X und Praferenzen P C X x X
Output: Aquivalenzklassen C und Konsistenzflag ¢

index < 0; // Zahler fiir Tiefensuche
stack < [J; // Leerer Stack fiir SCCs
indices < ); // Verkniipfung: Element ~ Index
lowlink <« (; // Verkniipfung: Element +— Lowlink
onStack < 0; // Verkniipfung: Element +— boolean
C+[; // Liste der gefundenen Aquivalenzklassen

foreach z € X do
if = ¢ indices then
‘ strongConnect(x);
end
Algorithmus 2: Anngepasster Tarjan-Algorithmus mit Suzumura-Konsistenz-
Priifung - Teil 1

Erzeugung der Relation auf Basis der Aquivalenzklassen

Ist die Relation Suzumura-konsistent, wird eine Quotientenrelation auf Basis der ge-
bildeten Aquivalenzklassen erzeugt. Hierfiir werden in einem Durchlauf alle Préfe-
renzen der Eingangs-Relation durchlaufen. Sind die beiden Elemente der Préferenz
Teil von zwei unterschiedlichen Aquivalenzklassen, wird eine entsprechende Pra-
ferenz auf Basis der Aquivalenzklassen erzeugt und der Quotientenrelation hinzu-
gefiigt, sofern sie noch nicht enthalten ist. Befinden sich beide Elemente der un-
tersuchten Priferenz in derselben Aquivalenzklasse, wird der Quotientenrelation
keine Priferenz hinzugeftigt.

Erweiterter Kahn-Algorithmus

Basierend darauf wird, wie bereits in Kapitel 4.1 beschrieben, ein angepasster Kahn-
Algorithmus angewendet, um alle linearen Ordnungserweiterungen der konstruier-
ten Quotientenrelation zu erzeugen.

Der klassische Kahn-Algorithmus beginnt mit der Berechnung der Eingangsgrade
aller Knoten. In jeder Iteration werden alle Knoten mit einem Eingangsgrad von
null ermittelt und einer dieser Knoten wird zusammen mit all seinen ein- und aus-
gehenden Kanten aus dem Graphen entfernt und der Ordnung hinzugeftigt. Da es
in Iterationen auch mehrere Knoten mit einem Eingangsgrad von null geben kann,
die alle infrage kommen, um aus dem Graphen entfernt und der Ordnung hinzuge-
fiigt zu werden, ist die erzeugte lineare Ordnung nicht eindeutig.

Im Anschluss werden die Eingangsgrade der Nachfolge-Knoten des entfernten
Knotens um eins reduziert und die nédchste Iteration startet. Der Prozess wieder-
holt sich, bis entweder alle Knoten verarbeitet wurden und eine topologische Sor-
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Function strongConnect(v):

indices[v] < index;

lowlink[v] < index;

index < index + 1;

put v on stack;

onStack[v] + true;

foreach (v,w) € P do

if w ¢ indices then
strongConnect(w);
lowlink[v] - min(lowlink|[v], lowlink[w]);

else if onStack[w] then

‘ lowlink[v] - min(lowlink[v], indices[w]);

end

f lowlink[v] = indices[v] then

comp « ();

repeat
popElement < pop from stack;
onStack| popElement | < false;
add popElement to comp;

until popElement = v;

add EquivalenceClass(comp) to C;

end

o

c < true;
foreach Kilasse C inC ; // Nur Klassen mit |C|>1
do
if |C| > 1 then
foreach (z,y) € Pmitx,y € C do
if (y,z) ¢ P then
c « false;
return (C, ¢); // Asymmetrischer Zyklus gefunden
end
end
end
end
return (C, ¢); // BAquivalenzklassen und Konsistenzflag
Algorithmus 3: Angepasster Tarjan-Algorithmus mit Suzumura-Konsistenz-
Priifung - Teil 2
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tierung erzeugt wurde oder nur noch Knoten mit einem Eingangsgrad grofser null
iibrig sind, was auf einen Zyklus in der Eingangs-Relation hinweist. Der zweite Fall
ist hier allerdings durch die vorherige Suzumura-Konsistenz-Priifung und Aquiva-
lenzklassen-Bildung ausgeschlossen.

Da der Kahn-Algorithmus in seiner Grundform allerdings nur eine lineare Ord-
nungserweiterung des Graphen oder der Relation erzeugt, miissen zwei Anpassun-
gen erfolgen, da zum einen alle und zum anderen totale und nicht lineare Ord-
nungserweiterungen erzeugt werden sollen.

Die Konstruktion aller Ordnungserweiterungen wird durch die Implementierung
einer Schleife gelost, die immer dort ausgelost wird, wo es mehrere Knoten bzw.
Elemente mit einem Eingangsgrad von null gibt. In der angepassten Version des Al-
gorithmus wird nicht ein zufilliger Knoten ausgewéhlt und in die néchste Iteration
tibergangen, sondern eine Schleife ausgelost, die ab dieser Stelle fiir jeden Knoten
mit Eingangsgrad null den kompletten weiteren Algorithmus ausfiihrt.

Zudem sollen nicht nur die linearen, sondern die totalen Ordnungserweiterungen
ermittelt werden, was bedeutet, dass die Forderung nach Antisymmetrie nicht mehr
gilt. Sind in der Eingangs-Relation zwei Knoten bzw. Elemente nicht miteinander
vergleichbar, gibt es sowohl eine giiltige lineare Ordnungserweiterung in der a — b
gilt, als auch eine giiltige lineare Ordnungserweiterung in der b — a gilt. Da in ei-
ner totalen Ordnungserweiterung die Antisymmetrie-Voraussetzung nicht gilt, gibt
es hier noch eine dritte Moglichkeit, namlich die Aquivalenz der beiden Elemente
a ~ b. Dies wurde geldst, in jeder Iteration, in der es mehrere Knoten mit einem
Eingangsgrad von null gibt, der Algorithmus nicht nur einen Knoten als nachsten
auswihlen kann, sondern jede nicht-leere Teilmenge der Menge der Knoten mit ei-
nem Eingangsgrad von null.

Im Anschluss an den erweiterten Kahn-Algorithmus werden die gebildeten Aquiva-
lenzklassen wieder aufgelost. Hierzu werden fiir die Ausgabe alle Aquivalenzklas-
sen, die nur ein Element erhalten, in dieses Element aufgelost. Enthalt eine Aquiva—
lenzklasse mehr als ein Element, werden alle enthaltenen Elemente innerhalb einer
geschweiften Klammer zusammengefasst. Die beschriebene Funktionsweise des an-
gepassten Kahn-Algorithmus ist in Algorithmus {4 dargestellt.

Streaming-Ausgabe zur Speicher-Optimierung

Eine weitere Optimierung der Implementierung ist die Streaming-Ausgabe der ge-
nerierten totalen Ordnungserweiterungen. Anstatt alle Ergebnisse im Arbeitsspei-
cher zu sammeln und erst am Ende auszugeben, wird jede gefundene totale Ord-
nungserweiterung sofort nach ihrer Generierung ausgegeben. Diese Strategie redu-
ziert den Speicherbedarf von exponentiell wachsend auf konstant, was besonders
bei Fillen mit sehr vielen totalen Ordnungserweiterungen von entscheidender Be-
deutung ist.
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Input: Relation R = (X, P) mit Elementmenge X und Praferenzmenge

PCXxX
Output: Liste L aller totalen Ordnungserweiterungen als Sequenzen von
Knoten
L+ 1; // Liste fir alle Ordnungserweiterungen

S+« {zreX|deg (z)=0}; // Elemente ohne eingehende Pr&ferenz
generateOrderings (P, {deg™ (z)}, [], S); // Aufruf der rekursiven
Methode

return L;

Eingabe: P - Eingegebene Priaferenzmenge
{deg™ (z)} — Eingangsgrade aller Element
current — Die bisher erzeugte Ordnung
S — Alle Elemente ohne eingehende Praferenz

Function generateOrderings (P, deg™, current, S):

if S=0; // Keine Knoten ohne eingehenden Prédferenz
then

if Uy courrent @ = X5 // Erzeugte Ordnung ist vollstédndig

then

| hénge current an L;

end

return;
foreach subset C S with subset # () do

merged<— |, coubset 12} // Neue Aquivalenzklasse

current’ <— current || [merged];

deg™’ + deg™ kopiere;

foreach x € subset do
entferne z aus deg™ ’/;

foreach (z,y) € P do
| deg™'(y) +deg™'(y) — 1;

end
end
S" «+ {u|uedom(deg™ '), deg™ '(u) = 0}; // Neue Menge von
Elementen Eingangsgrad = 0

generateOrderings (P, deg™ '/, current’,S");

end
Algorithmus 4: Erweiterter Kahn-Algorithmus fiir totale Ordnungserweiterun-

gen
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4.4 Laufzeitanalyse des Konstruktionsverfahrens

Nach der Darstellung der verwendeten Algorithmen wird deren Laufzeit und die
Laufzeit des entwickelten Gesamtverfahrens betrachtet, um bewerten zu konnen,
ob eine effiziente Umsetzung moglich ist.

Komplexitat pro totaler Ordnungserweiterung

Tarjans Algorithmus zur Erkennung von SCC hat in seiner Grundform eine Laufzeit
von O(n +m), wobei n die Anzahl der Elemente und m die Anzahl der Praferenzen
angibt. Der zusatzlich eingefiigte Schritt, dass innerhalb der ermittelten SCC fiir jede
Kante gepriift wird, ob ihr symmetrisches Gegenstiick ebenfalls enthalten ist, priift
im Worst Case jede Kante bzw. Prédferenz der Relation und hat dementsprechend
eine Laufzeit von O(m) bei der Verwendung einer geeigneten Datenstruktur. Damit
bleibt die Laufzeit des angepassten Tarjan-Algorithmus bei O(n + m).

Im néchsten Schritt wird aus der Eingangspréferenz und den ermittelten Aquiva-
lenzklassen eine Quotientenrelation konstruiert. Hierbei wird jede Praferenz der
Eingangs-Relation betrachtet und entschieden, ob sie, angepasst an die Aquivalenz-
klassen, in die Quotientenrelation tibernommen wird. Damit entspricht die Laufzeit
dieses Algorithmus O(m).

Darauf aufbauend wird der angepasste Kahn-Algorithmus angewandt, der in sei-
ner Grundform, ebenso wie Tarjans Algorithmus, eine Laufzeit von O(n + m) hat.
Die beiden Anpassungen - das Einfiigen der Schleife zur Betrachtung aller Moglich-
keiten und die Betrachtung aller nicht-leeren Partitionen der Knoten mit einem Ein-
gangsgrad von null - beeinflussen die Laufzeit pro gefundener totalen Ordnungser-
weiterung nicht, wodurch die Laufzeit bei O(n + m) bleibt.

Am Ende des Algorithmus werden die Aquivalenzklassen nochmal so aufgelost,
dass in der Ordnung nicht nur die Bezeichnung der Aquivalenzklasse, sondern alle
in ihr enthaltenen Elemente mit ausgegeben werden. Um eine lineare Laufzeit pro
totaler Ordnungserweiterung zu gewahrleisten, wird darauf verzichtet, eine voll-
standige Relation mit allen Praferenzen zwischen den Elementen auszugeben, die
eine quadratische Laufzeit O(n?) zur Folge hitte, da fiir die Erginzung der fehlen-
den Préferenzen alle Paare von Elementen betrachtet werden miissten. Stattdessen
wird nur die sich ergebende Ordnung der Elemente ausgegeben, wobei eine Aqui-
valenzklasse durch eine geschweifte Klammer dargestellt wird. Somit miissen zur
Auflosung der Aquivalenzklassen nur die in ihr enthaltenen Elemente berticksich-
tigt werden, wodurch sich fiir diesen Schritt eine Laufzeit von O(n) ergibt.

Somit ergibt sich fiir die vier Schritte eine lineare Gesamtlaufzeit von O(n + m).
Berticksichtigt man zur Vollstandigkeit noch die Verarbeitung der Eingabe und die
Ausgabe, hat dies keinen Einfluss auf die lineare Gesamtlaufzeit, da die Eingabe
alle Elemente und Priferenzen enthilt, wodurch die Verarbeitung eine Laufzeit von
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O(n+m) hat. Ausgegeben wird nur die Ordnung der Elemente, wodurch diese eine
Laufzeit von O(n) hat.

Gesamtkomplexitat des Algorithmus

Betrachtet man die Gesamtlaufzeit des Algorithmus, betragt diese O((n +m) x T)),
wobei T" die Anzahl der generierten totalen Ordnungserweiterung darstellt. Diese
kann entgegen der Laufzeit pro Ordnungserweiterung durchaus auch exponentiell
werden, da die Anzahl der moglichen totalen Ordnungserweiterungen ab einer ge-
wissen Komplexitit der Eingangs-Relation exponentiell oder sogar schneller mit der
Anzahl der nicht vergleichbaren Elemente in der Eingangs-Relation wéchst. Dies
kann damit gezeigt werden, dass die Anzahl der moglichen totalen Ordnungserwei-
terungen von Relationen mit zwei nicht miteinander vergleichbaren Teil-Relationen
durch die Delannoy-Zahlen angegeben werden kann, wobei die Anzahl der Aquiva-
lenzklassen in den beiden Teil-Relationen die Eingabegrofien der Delannoy-Zahlen
sind[8].

Die Delannoy-Zahlen geben grundsitzlich an, wie viele Pfade es in einem Gitter von
Punkt (0, 0) zu einem Punkte (n, m) gibt, wobei senkrechte, waagerechte wie auch
diagonale Schritte erlaubt sind. Die Formel der Delannoy-Zahlen lautet D(n,m) =
zl;%("’m) (1) (})2% und zeigt polynomielles Verhalten. Dies kann ebenso auf die
Anzahl von totalen Ordnungserweiterungen von Relationen angewandt werden,
die aus zwei nicht miteinander vergleichbaren Teil-Relationen bestehen, da zwei
nicht miteinander vergleichbare Elemente dabei auch auf drei Weisen zueinander

positioniert werden konnen.

Anhand des in dieser Arbeit behandelten Beispiels wird dies nun kurz veranschau-
licht und gezeigt, dass die Eingaben der Delannoy-Zahlen nicht direkt die Anzahl
der Elemente der beiden Teil-Relationen sind, sondern die Anzahl der Aquivalenz—
klassen der beiden Teil-Relationen.

Betrachtet man das Beispiel X = {a,b,c,d,e} und R = {(a,b), (b,¢), (c,d), (d,c)}
bilden zum einen die Elemente a, b, ¢, d eine Teil-Relation und das Element e bildet
eine Teil-Relation, die mit der anderen Teil-Relation nicht vergleichbar ist. Dabei
besteht die erste Teil-Relation aus vier Elementen, aber nur 3 Aquivalenzklassen,
da die beiden Elemente c und d dquivalent sind. Somit kann die Anzahl der totalen
Ordnungserweiterungen der Relation R durch D(3,1) = 7 angegeben werden.

Besteht die Eingangs-Relation aus mehr als zwei nicht vergleichbarer Teil-Relatio-
nen, ist zum aktuellen Zeitpunkt keine kompakte Formel bekannt, mit der die An-
zahl der moglichen totalen Ordnungserweiterungen angegeben werden kann.

Der Worst Case ist eine Eingangs-Relation mit n Elemente ohne jegliche Praferenz.
Dabei kann die Anzahl der totalen Ordnungen durch die Fubini-Zahlen angegeben
werden, die mit der Anzahl der Elemente n schneller als exponentiell wachsen [18]].
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4.5 Praktische Aspekte der Implementierung

Zum Abschluss des theoretischen Teils der Algorithmus-Entwicklung und -Darstel-
lung wird nun noch der praktische Aspekt betrachtet. Dazu gehort zum einen die
GUI und zum anderen die Validierung der Eingabedaten inkl. einer aussagekrafti-
gen Ausgabe, um die Fehler gezielt beheben zu konnen.

Benutzeroberflache

Die Implementierung umfasst zudem eine GUI, die eine intuitive Eingabe von Ele-
menten und Préferenzen ermoglicht. Ebenso kann eine txt-Datei mit den Elementen
und den Priferenzen eingelesen werden. Bei einer Eingabe iiber die GUI, erfolgt
auch die Ausgabe per GUI Bei dem Einlesen einer txt-Datei erfolgt die Ausgabe
als txt-Datei. Die Eingabevalidierung erfolgt durch eine umfassende Fehlerpriifung,
wodurch die robuste Behandlung ungiiltiger Eingaben gewéhrleistet wird. Bei er-
folgreicher Verarbeitung der Eingabedaten zeigt die GUI die Ergebnisse in struktu-
rierter Form an, aber auch eine aussagekriftige Fehlermeldung, wenn die Eingabe
fehlerhaft oder nicht Suzumura-konsistent ist.

Die Eingabefelder unterstiitzen mathematische Notation fiir Elemente im Format
a,b,... und Prédferenzen im Format (a,b). Solange der Konstruktions-Algorithmus
noch nicht gestartet wurde, wird im Ausgabebereich eine Anleitung mit Formatie-
rungshinweisen angezeigt. Ein vorausgeftilltes Beispiel (siehe Beispielfall aus Kapi-
tel 3.1) ermoglicht sofortiges Testen ohne manuelle Eingabe.

Validierung der Eingabe

Die Implementierung enthdlt eine umfassende Fehlerbehandlung fiir verschiedene
Problemklassen, von Eingabefehlern tiber die Verletzung der Suzumura-Konsistenz
bis hin zu unerwarteten Algorithmus-Zustanden. Fehlermeldungen sind benutzer-
freundlich formuliert und geben konkrete Hinweise zur Problembehebung, wie
bspw. den Zyklus von Elementen, der die Suzumura-Konsistenz verletzt.

4.6 Anwendungsbeispiel

Die Demonstration des Algorithmus erfolgt, wie auch in Kapitel 3, anhand der Men-
ge X = {a,b,c,d, e} und der Relation R = {(a,b), (b,¢c), (¢,d), (d, c)}. Diese Relation
enthilt, wie bereits dargestellt, einen symmetrischen Zyklus zwischen den Elemen-
ten ¢ und d, was sie zu einem geeigneten Testfall fiir die Suzumura-Konsistenz-
Priifung macht.

Der Algorithmus beginnt mithilfe des angepassten Tarjan-Algorithmus mit der sys-
tematischen Analyse der Relation und identifiziert dabei sowohl Zyklen als auch
die resultierenden Aquivalenzklassen. Die Untersuchung der Relation beginnt bei
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Element a und folgt dem Pfad der Praferenzen: a — b — ¢ — d. An dieser Stelle
wird ein entscheidender Moment erreicht, da von d aus eine Priaferenz zuriick zu
c fithrt, wodurch ein Zyklus erkannt wird. Die Zykluserkennung zwischen ¢ und d
ist von zentraler Bedeutung fiir die Suzumura-Konsistenz-Priifung. Der Algorith-
mus stellt fest, dass der Zyklus aus den Relationen (c,d) und (d, c) besteht und
damit einen symmetrischer Zyklus ohne strikte Praferenz darstellt, wodurch die
Suzumura-Konsistenz gewahrt bleibt.

Element e wird als isoliertes Element erkannt, da es weder eingehende noch ausge-
hende Priferenzen besitzt. Dies fiihrt automatisch zu einer separaten Aquivalenz-
klasse mit nur einem Element. Der Algorithmus identifiziert damit vier Aquivalenz-
klassen: Cy = {a},Cy = {b},C3 = {¢,d} und Cy = {e}.

Aus den identifizierten Aquivalenzklassen entsteht eine vereinfachte Quotientenre-
lation mit der Struktur C; — Cy — Cs, wihrend Cj isoliert bleibt. Diese Struktur
zeigt, dass die urspriingliche Relation auf drei verbundene Aquivalenzklassen und
eine isolierte Klasse reduziert werden kann.

Die angepasste Variante von Kahns Algorithmus arbeitet in der ersten Iteration mit
den verfiigbaren Aquivalenzklassen C; und Cj, die beide keine Vorgénger und da-
mit einen Eingangsgrad von null haben. Der Algorithmus fiihrt eine systematische
Exploration aller Kombinationsmoglichkeiten durch, wobei die rekursive Schleife
alle nicht-leeren Teilmengen der verfiigbaren Elemente betrachtet. Im ersten Schritt
miissen dementsprechend die Auswahl-Moglichkeiten C, Cy sowie C, Cy betrach-
tet werden. Der vollstindige Durchlauf des angepassten Kahn-Algorithmus fiihrt
dann zu den folgenden sieben totalen Ordnungen:

e<a<b<{cd}
{a,e} <b<{c,d}
a<e<b<{cd}
a < {be} <{cd}
a<b<e<{cd}

a<b<{ecd}
a<b<{cd}<e

Jede totale Ordnung wird sofort nach ihrer Generierung ausgegeben, wodurch der
Speicherbedarf konstant bleibt. Die sieben generierten totalen Ordnungen reprasen-
tieren alle zuldssigen Moglichkeiten, die urspriinglich unvergleichbaren Elemente
in eine totale Ordnung zu bringen, wobei die urspriinglichen strikten Praferenzen
(a,b) und (b, ) sowie die Aquivalenz zwischen c und d stets erhalten bleibt.
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5 Implementierung des entwickelten
Konstruktionsverfahrens in Java

Nachdem in Kapitel 4 die theoretische Entwicklung des Verfahrens zur Konstrukti-
on aller totalen Ordnungserweiterungen einer Suzumura-konsistenten Relation dar-
gestellt wurde, behandelt dieses Kapitel die praktische Umsetzung in Java. Die Im-
plementierung folgt den Prinzipien der Layered Architecture und demonstriert, wie
das in Kapitel 4 entwickelte Verfahren in eine test-, wart- und erweiterbare Softwa-
rearchitektur tiberfithrt werden konnen. Dabei werden sowohl die fachlichen Anfor-
derungen als auch technische Aspekte wie Speichereffizienz und Benutzerfreund-
lichkeit berticksichtigt.

5.1 Ubersicht der Implementierungsarchitektur

Die Implementierung des entwickelten Algorithmus wurde in einer Layered Archi-
tecture umgesetzt, die eine klare Trennung der Verantwortlichkeiten gewéahrleistet.
Diese Architekturentscheidung wurde getroffen, um die Komplexitat der algorith-
mischen Losung angemessen zu strukturieren und gleichzeitig Wartbarkeit, Test-
barkeit und Erweiterbarkeit sicherzustellen [26].

Die gewdhlte Architektur gliedert sich in folgende vier Schichten. Der Domain
Layer dient der Modellierung der fachlichen Konzepte. Dazu gehoren das Element,
die Priferenz, die Aquivalenzklasse und die resultierende Ordnung. Im dariiber
liegenden Infrastructure Layer sind die verwendeten Kern-Algorithmen implemen-
tiert. Neben den angepassten Algorithmen von Kahn und Tarjan ist hier ebenso ein
Algorithmus implementiert, der die konstruierten totalen Ordnungen fiir den Out-
put in der GUI oder der txt-Datei passend formatiert. Im Application Layer findet
die Koordination der Geschiftslogik der Implementierung statt. Hier ist sowohl die
Algorithmus-Koordination zum Konstruieren aller totalen Ordnungserweiterungen
fiir die eingegebene Menge und Relation als auch das Workflow-Management fiir
die Interaktion mit der GUI implementiert. Der oberste Layer ist der Presentation
Layer. Hier ist zum einen die GUI fiir die Ein- und Ausgabe, das Einlesen einer
txt-Datei und das Starten des Algorithmus implementiert und zum anderen ein Va-
lidator, der die Eingaben vor dem Starten des Haupt-Algorithmus priift und ggf.
eine Fehlermeldung ausgibt.

Diese Struktur ermdglicht es, die Implementierung in einzelne, klar voneinander
abgegrenzte Module zu unterteilen. Die Abhédngigkeiten zwischen den Layern sind
so aufgebaut, dass jeder Layer nur von den darunterliegenden Layern abhédngt.
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5.2 Domain Layer: Modellierung der fachlichen Konzepte

Der Domain Layer bildet das Fundament der Implementierung und modelliert die
mathematischen Konzepte als Java-Objekte. Neben den Elementen und den Préfe-
renzen einer Relation werden auch die Aquivalenzklassen und die erzeugten Ord-
nungen inkl. der notwendigen Methoden implementiert.

Grundlegende Doméne-Objekte

Die Element-Klasse reprasentiert die Elemente der Grundmenge X als unverdnder-
liches String-Objekt und tiberschriebenen equals()- und hashCode()-Methoden, die
die sichere Verwendung in Hash-basierten Collections ermoglichen, was der Effi-
zienz der nachgelagerten Algorithmen dient [12]. Im Konstruktor wird dabei si-
chergestellt, dass nur giiltige Elementnamen (nicht-null und nicht-leer) akzeptiert
werden, wodurch die Datenintegritét sichergestellt wird.

Die Preference-Klasse modelliert die Praferenzen zwischen zwei Elementen durch
Komposition zweier Element-Objekte. Die Klasse implementiert Operationen wie
bspw. reverse() fiir die Umkehrung einer Préaferenz, welche fiir die Suzumura-Kon-
sistenz-Priifung erforderlich ist. Die toString()-Methode ist so umgesetzt, dass sie
die Praferenzen in der Notation (a,b) formatiert ausgibt.

Aquivalenzklassen und Ordnungsstrukturen

Die EquivalenceClass-Klasse stellt die komplexeste Klasse des Domain Layers dar,
da sie sowohl einzelne Elemente als auch Gruppen dquivalenter Elemente repra-
sentieren muss. Die interne Verwendung eines HashSet<Element> verhindert auto-
matisch Duplikate und bietet eine Containment-Priifung in O(1) Laufzeit [20]. Die
Unterscheidung zwischen Singleton- und Mehrfach-Aquivalenzklassen durch die
isSingleton()-Methode ermoglicht die Ausgabe entsprechend der mathematischen
Konvention: Einzelne Elemente werden ohne Mengenklammern dargestellt, wéh-
rend Aquivalenzklassen mit mehr als einem Element in der Mengen-Notation {a,b,c}
dargestellt werden.

Die Ordering-Klasse kapselt das Ergebnis einer vollstindigen Ordnung als struktu-
riertes Objekt mit der entsprechenden Ordnung und einer Nummerierung. Die Ver-
wendung einer HashList<EquivalenceClass> statt eines Sets ist bewusst gewdhlt,
da die Reihenfolge der Aquivalenzklassen die Ordnung reprasentiert und somit re-
levant ist [19].

5.3 Infrastructure Layer: Algorithmische Kernimplementierungen

Der Infrastructure Layer bildet das Kernstiick der Implementierung und enthalt
zum einen die beiden in Kapitel 4 entwickelten Algorithmen - den angepassten
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Kahn-Algorithmus und den angepassten Tarjan-Algorithmus - und zum anderen
die Klasse OutputFormatter, die die erzeugten totalen Ordnungserweiterungen fiir
die Ausgabe geeignet formatiert.

Angepasster Tarjan-Algorithmus

Die Klasse TarjanAlgorithm enthilt die Implementierung des in Kapitel 4 beschrie-
benen angepassten Tarjan-Algorithmus, der der Identifikation von SCC in der Ein-
gangs-Relation dient und gleichzeitig die Suzumura-Konsistenz {iberpriift. Die
Grundlage bildet eine Tiefensuche, die systematisch alle Elemente der Relation be-
sucht und dabei jedem Element zwei zentrale Werte zuordnet. Zum einen den Ent-
deckungsindex (index), der die Reihenfolge der erstmaligen Entdeckung wahrend
der Suche abbildet und zum anderen den Lowlink-Wert (lowlink), der den niedrigs-
ten Entdeckungsindex bezeichnet, der von diesem Element tiber die ausgehenden
Praferenzen erreichbar ist.

Diese Werte bilden den Kern der Logik, um Wurzelelemente von SCCs zu identifi-
zieren. Sobald bei der Riickkehr in der Rekursion ein Element entdeckt wird, dessen
lowlink-Wert mit seinem index tibereinstimmt, gilt dieses Element als Wurzel einer
SCC. Der Algorithmus entfernt daraufhin sukzessive die Knoten dieser SCC aus
einem Stack, der alle Knoten der aktuellen SCC verwaltet.

Die Erweiterung des klassischen Tarjan-Algorithmus zur gleichzeitigen Abbildung
der Suzumura-Konsistenz-Priifung wurde folgendermafSen ergénzt. Nach der Iden-
tifikation jeder SCC wird gepriift, ob alle Priaferenzen innerhalb dieser SCC sym-
metrisch sind. Dies bedeutet, dass fiir jede Praferenz innerhalb der SCC auch die
dazu symmetrische Prédferenz in der Relation enthalten sein muss. Nur wenn diese
Bedingung erfiillt ist, ist die eingegebene Relation Suzumura-konsistent. Sollte eine
nicht-symmetrische (strikte) Praferenz innerhalb der SCC vorliegen, stellt diese SCC
einen PR-Zyklus dar und widerspricht der Suzumura-Konsistenz. Daraufhin wird
der gesamte Algorithmus unterbrochen und eine Exception aktiviert, die die Aus-
gabe einer aussagekraftigen Nachricht aktiviert, die auf die Suzumura-Inkonsistenz
hinweist.

Die Verkniipfung der SCC-Identifizierungen mit der Suzumura-Konsistenz-Prii-
fung reduziert den Implementationsaufwand und erhoht die Effizienz im Vergleich
zu getrennten Priifschritten. Dadurch wurde es moglich, dass dieser Teil der Imple-
mentierung trotz der zusitzlichen Suzumura-Konsistenz-Priifung die lineare Lauf-
zeit des origindren Tarjan-Algorithmus von O(n 4+ m) bei n Elementen und m Pra-
ferenzen beibehalten konnte, da die zusétzliche Priifung jede Préaferenz der gefun-
denen SCC tiberpriifen muss und somit eine Laufzeit von O(m) hat.
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Erweiterter Kahn-Algorithmus

Die Klasse KahnAlgorithm realisiert die Erweiterung des klassischen Kahn-Algo-
rithmus fiir die topologische Sortierung, um die Generierung aller totalen Ord-
nungserweiterungen einer Suzumura-konsistenten Relation zu ermoglichen. Wiah-
rend Kahns Original-Algorithmus eine lineare Anordnung der Knoten in einem
DAG konstruiert, umfasst die implementierte Erweiterung eine vollstindige Aus-
gabe aller zuldssigen totalen Ordnungen unter Beriicksichtigung von Aquivalenz-
klassen.

Wie im klassischen Verfahren arbeitet der Algorithmus mit einer dynamischen Ver-
waltung der Eingangsgrade aller Elemente, die die Anzahl an eingehenden Prife-
renzen angibt. Zu Beginn werden alle Elemente mit einem Eingangsgrad von null
in die Menge S aufgenommen, um sie direkt beim ersten Durchlauf verarbeiten zu
konnen.

Der entscheidende Unterschied liegt in der rekursiven Verarbeitung aller nicht-lee-
ren Teilmengen von S. Jede solche Teilmenge von Elementen mit einem Eingangs-
grad von null bildet eine neue Aquivalenzklasse, die durch Verkniipfen der entspre-
chenden Elemente gebildet wird. Nach Auswahl einer Teilmenge wird eine Kopie
der Eingangsgrade erstellt, die dadurch aktualisiert wird, dass alle Elemente der
neu erzeugten Aquivalenzklasse aus der aktuellen Relation entfernt und die Ein-
gangsgrade der Nachfolge-Elemente entsprechend reduziert werden.

Dieser rekursive Vorgang durchlduft somit systematisch alle moglichen Kombina-
tionen nicht-leerer Teilmengen der verfiigbaren Elemente und erzeugt alle totalen
Ordnungserweiterungen. Durch diesen Ansatz werden insbesondere auch Moglich-
keiten modelliert, in denen zuvor nicht vergleichbare Elemente dquivalent zueinan-
der angeordnet werden.

Um trotz der potenziell sehr grofien Menge an totalen Ordnungserweiterungen den
benotigten Speicherplatz konstant zu halten, wird eine Streaming-Ausgabe einge-
setzt. Hierzu wird jede gefundene totale Ordnung sofort iiber eine Callback-Funk-
tion ausgegeben, wodurch nicht alle Ergebnisse bis zur Ausgabe im Arbeitsspeicher
vorgehalten werden miissen. Somit bleibt der Speicherbedarf unabhéngig von der
Anzahl generierter Ordnungserweiterungen konstant.

Abschliefiend garantiert die Klasse mit diesem Verfahren eine korrekte, vollstandi-
ge und speicher-effiziente Generierung aller totaler Ordnungserweiterungen einer
Suzumura-konsistenten Relation.

Ausgabeformatierung und Prasentation

Die letzte Komponente des Infrastructure Layers ist der OutputFormatter. Dieser
dient der Uberfithrung von Datenstrukturen zu ihrer textuellen Reprasentation. Die
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Klasse tibernimmt die Konvertierung der vom Kahn-Algorithmus generierten Or-
dering-Objekte in benutzerfreundliche String-Représentationen.

Die Formatierungslogik unterscheidet zwischen verschiedenen Darstellungsformen
entsprechend der Notationen. Aquivalenzklassen werden dahingehend differen-
ziert betrachtet, da sie sowohl aus einem als auch aus mehreren Elementen bestehen
konnen. Enthélt ein EquivalenceClass-Objekt nur ein Element, wird auch nur dieses
Element ausgegeben. Enthalt das Objekt mehr als ein Element, wird die Aquivalenz-
klasse in der Mengen-Notation {a,b,c} ausgegeben, wobei die enthaltenen Elemente
alphabetisch sortiert werden. Die konstruierten Ordnungserweiterungen werden so
ausgegeben, dass die Elemente bzw. Aquivalenzklassen der Ordnungserweiterung
durch das '<’-Symbol getrennt werden.

Der OutputFormatter unterstiitzt sowohl die Ausgabe in der GUI als auch in einer
txt-Datei. Unterschieden wird innerhalb der Klasse nur dahingehend, dass fiir die
Ausgabe in eine txt-Datei auch ein Header erzeugt wird, der die eingegebene Menge
X und Relation R enthilt.

5.4 Application Layer: Geschaftslogik und Workflow-Koordination

Der Application Layer koordiniert die Zusammenarbeit zwischen den Infrastruc-
ture-Komponenten und implementiert die tibergeordnete Geschiftslogik. Dazu ge-
hort zum einen die Koordination der Methoden zur Konstruktion der totalen Ord-
nungserweiterungen und zum anderen die Steuerung des gesamten Prozesses
inkl. der Verarbeitung der Ein- und Formatierung der Ausgabe. Die beiden zentra-
len Komponenten - OrderingExtensionCalculator und OrderingProcessCoordinator
- realisieren dabei sowohl die fachliche als auch die technische Workflow-Koordi-
nation.

Steuerung der fachlichen Logik

Der OrderingExtensionCalculator bildet die zentrale Fassade fiir alle fachlichen
Operationen. Die Klasse kapselt die gesamte fachliche Logik der Ordnungserweiter-
ungs-Berechnung und stellt eine vereinfachte Schnittstelle zu den komplexen Infra-
structure-Algorithmen bereit.

Die Hauptmethode ’generateAllOrderings()” koordiniert den gesamten Workflow.
Dabei wird zuerst der angepasste Algorithmus von Tarjan mit den eingegebenen
Elementen und Préferenzen aufgerufen, um die Struktur und damit auch die Suzu-
mura-Konsistenz der Eingangs-Relation zu untersuchen. Suzumura-Inkonsistenzen
werden sofort nach ihrer Erkennung als ‘SuzumuralnconsistentException” ausgege-
ben, ohne dass die aufwendige Generierung der Ordnungserweiterungen gestartet
wird. Diese frithzeitige Fehlererkennung verbessert sowohl die Benutzererfahrung
als auch die Performance. Ist die Eingangs-Relation Suzumura-konsistent, wird der
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erweiterte Kahn-Algorithmus zur Generierung aller totalen Ordnungserweiterun-
gen aufgerufen. Dabei ist die Streaming-Ausgabe iiber Consumer-Callbacks inte-
griert, um den notwendigen Speicher konstant zu halten.

Ubergeordnete Ablaufsteuerung

Waéahrend der OrderingExtensionCalculator die fachliche Logik darstellt, {iber-
nimmt die Klasse OrderingProcessCoordinator die tibergeordnete Ablaufsteuerung
tiir verschiedene Ausgabe-Moglichkeiten. Sie kiimmert sich zum einen darum, Ein-
gaben, sowohl aus der GUI als auch aus einer Datei, zu validieren und fiir die wei-
tere Verarbeitung zu formatieren. Zum anderen ruft sie iiber den OrderingExten-
sionCalculator die Generierung der totalen Ordnungserweiterungen auf und pro-
tokolliert dabei iiber einen Consumer die konstruierten und formatierten Ordnun-
gen, aber auch eventuelle Fehlermeldungen. SchliefSlich sammelt sie Kennzahlen
wie die Gesamtanzahl der ermittelten Ordnungserweiterungen und die Laufzeit der
Berechnung und stellt sie diese als Statistik zusammen mit den Ergebnissen fiir die
Ausgabe zur Verfligung.

5.5 Presentation Layer: Benutzerinteraktion und Validierung

Der Presentation Layer umfasst sowohl die Darstellung der GUI, die dem Nutzer
eine intuitive und bedienerfreundliche Steuerung aller Funktionen ermdglicht als
auch die Validierung und Aufbereitung aller Benutzereingaben. Die Eingaben fiir
die Elemente der Grundmenge und der Praferenzen werden auf formale Korrekt-
heit und Konsistenz gepriift, bevor sie an die Geschiftslogik weitergeleitet werden.
Durch die Kombination aus strukturiertem Layout und Validierungsmechanismen
mit sofortigem Feedback sorgt der Presentation Layer fiir eine transparente Benut-
zererfahrung.

Swing-basierte Benutzeroberflache

Die Klasse OrderingExtensionGUI realisiert die GUI der Anwendung auf Basis des
Swing-Frameworks. Sie ist als ereignisgesteuerte Anwendung konzipiert, bei der
Benutzerinteraktionen und Programmlogik durch Event-Handler verkniipft wer-
den. Um sicherzustellen, dass die Oberfliche auch wihrend lingerer Berechnungen
reaktionsfahig bleibt und die Streaming-Ausgabe realisiert, wird die parallele Aus-
fiuhrung der Algorithmus-Operationen mithilfe des SwingWorker-Mechanismus, al-
so einem zweiten Thread, realisiert. So konnen die Ordnungserweiterungen im Hin-
tergrund erzeugt werden, wiahrend der Nutzer weiterhin die bisherigen Ergebnisse
einsehen kann.

Die GUI bietet tibersichtliche Eingabefelder fiir die Menge der Elemente und die
Préferenzen der Relation, die mit Tooltips und klarer Formatierung die Eingabe der
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Daten erleichtern. Fiir umfangreichere Eingaben unterstiitzt die GUI den komforta-
blen Im- und Export von Daten tiber txt-Dateien. Die Ausgabe der generierten Ord-
nungserweiterungen erfolgt in einem scrollbaren Textbereich, der wahrend der Kon-
struktion automatisch zu den neuesten Ergebnissen scrollt und so auch bei grofien
Ergebnismengen tibersichtlich bleibt. Das Layout folgt bewdhrten Konzepten. So ist
die Hauptkomponente mithilfe des BorderLayouts strukturiert, wahrend die Einga-
befelder mithilfe des GridBagLayouts und die Buttons durch das FlowLayout posi-
tioniert wurden.

Eingabevalidierung und Parsing

Zur Sicherstellung der Integritit der eingegebenen Daten und Vermeidung von Feh-
lern tibernimmt der InputValidator eine zentrale Rolle. Er implementiert eine mehr-
stufige Validierung der eingegebenen Daten, die zu Beginn sowohl Elemente als
auch Préferenzen mittels reguldrer Ausdriicke priift. Elementnamen miissen einem
klar definierten Muster aus alphanumerischen Zeichen und Unterstrichen folgen
und Praferenzen werden auf das korrekte Format mit Klammern und Komma ge-
priift, um eine einheitliche Syntax zu gewéhrleisten.

Nach erfolgreicher syntaktischer Priifung folgt die semantische Validierung. Diese
stellt sicher, dass alle in den Praferenzen verwendeten Elemente auch in der einge-
gebenen Element-Menge enthalten sind. Wird in einer Praferenz ein nicht eingege-
benes Element verwendet, stoppt das Programm mit Ausgabe einer aussagekraf-
tigen Fehlermeldung. Zusitzlich priift der Validator, ob mindestens ein Element
vorhanden ist und keine ungiiltigen oder leeren Prédferenzen eingegeben wurden.
Abschliefiend wandelt der Validator die Eingabestrings in Element- und Preference-
Objekte um, um die Weiterverarbeitung vorzubereiten.

6 Evaluation der Implementierung

Die entwickelte Implementierung zur Konstruktion totaler Ordnungserweiterun-
gen aus Suzumura-konsistenten Relationen wird nun abschlieflend systematisch
evaluiert, um sowohl die funktionale Korrektheit als auch die Performance zu be-
werten. Die Evaluation erfolgt anhand ausgewdihlter Test-Relationen, die von einfa-
chen Beispielen zur Darstellung der qualitativen Funktionalitét bis hin zu Beispielen
mit sehr umfangreichen Ergebnismengen zur Darstellung von Stress-Tests reichen.

6.1 Qualitative Evaluation

Die Evaluation beginnt mit der Relation, die in Kapitel 3 und 4 als Beispiel fiir die
Veranschaulichung der behandelten Grundlagen und Algorithmen dient. Die Rela-
tion auf der Menge X = {a, b, ¢, d, e} mit den Relation R = {(a,b), (b, ¢), (¢,d), (d,c)}
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stellt einen sehr guten Testfall dar, da sie sowohl Suzumura-konsistent ist als auch
mit e ein ,,freies” Element enthalt.

Basierend auf der theoretischen Analyse sollten sieben totale Ordnungserweiterun-
gen generiert werden, die alle moglichen Positionierungen des , freien” Elements e
beriicksichtigen, wihrend die Aquivalenz zwischen den Elementen c und d erhalten
bleibt. Diese sieben totalen Ordnungserweiterung werden, wie Abbildung [3] zeigt,
wie erwartet von der Implementierung ermittelt und ausgegeben.

gy Totale Ordnungen Generator - O X
Eingabe
Grundmenge X: |a;b;c;d;e |
Relation R: |(a.b}.(b.c}.(c.d}.(d.c) |
Berechnen Datei laden Léschen

Ausgabe
X = {a,b,c,d,e} s
R = {(a,b), (b,c), (c,d), (d, )} u
Totale Ordnung 1: {a,e} < b < {c,d}
Totale Ordnung 2: e < a < b < {c,d}
Totale Ordnung 3: a < b < e < {c,d}
Totale Ordnung 4: a < b < {c,d} < e
Totale Ordnung 5: a < b < {c,d,e} 5
Totale Ordnung €: a < {b,e}] < {c,d}
Totale Ordnung 7: a < e < b < {c,d}
Statistiken:
— Generierte Totale Ordnungen: 7
— Ausfihrungszeit: 33 ms
- Elemente: 5 —
— Priaferenzen: 4

-
erechnung abgeschlossen Keine Datei gelade

Abbildung 3: Ausgabe fiir Beispiel-Relation 1

Um ebenso darzustellen, dass die Implementierung auch nicht Suzumura-konsis-
tente Relationen erkennt, wird der Beispiel-Relation die Préferenz (d,b) hinzuge-
fiigt, um so mit den Element b, ¢ und d eine SCC zu bilden, die jedoch nicht voll-
kommen symmetrisch ist und somit einen PR-Zyklus bildet, der der Suzumura-
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Konsistenz widerspricht. Somit lautet die Eingabe: Menge X = {a,b,c,d, e} und
Relation R = {(a,b), (b, ¢), (¢,d), (d, ), (d, b)}.

Dabei lautet die Ausgabe , Fehler: Der asymmetrische Zyklus {b,c,d} verletzt die Su-
zumura-Konsistenz.”. Dies zeigt, dass der implementierte Algorithmus zum einen
nicht Suzumura-konsistente Relationen erkennt und zum anderen eine aussagekraf-
tige Fehlermeldung ausgibt, die die Information enthilt, durch welchen PR-Zyklus
die Suzumura-Konsistenz verletzt ist.

Fiir den Abschluss der qualitativen Betrachtung der Implementierung wird die Bei-
spiel-Relation zum einen um das Element f und zum anderen um die Préferenz
(e, f) ergédnzt. Diese Relation wird gewdhlt, um zu zeigen, welche Auswirkungen
es nach sich zieht, wenn man eine der beiden nicht vergleichbaren Teil-Relationen
erweitert.

Wihrend es in Beispiel 1 eine Teil-Relation mit drei Aquivalenzklassen - Elemente
a,b,c und d - und eine Teil-Relation mit einer Aquivalenzklasse - Element e - gibt,
wird die Anzahl der Aquivalenzklassen der zweiten Teil-Relation durch das Hinzu-
fiigen des Elements f auf zwei vergroflert.

Mithilfe der Delannoy-Zahlen ldsst sich, wie bereits erwédhnt, die Anzahl der to-
talen Ordnungserweiterungen bei zwei nicht vergleichbaren Teil-Relationen ermit-
teln. Wahrend die Delannoy-Zahl(3,1) die in Beispiel 1 konstruierten sieben Er-
weiterungen bestitigt, ergeben sich nach der Delannoy-Zahl(3,2) bereits 25 totale
Ordnungserweiterungen. Startet man die Implementierung mit der Eingabe Menge
X = {a,b,c,d,e, f} und Relation R = {(a,b), (b,¢), (c,d), (d,c), (e, f)}, erhdlt man
die erwarteten 25 totalen Ordnungserweiterungen.

Dies zeigt, dass der Algorithmus qualitativ korrekt arbeitet und sowohl alle mogli-
chen totalen Ordnungserweiterungen konstruiert, als auch nicht Suzumura-konsis-
tente Relationen erkennt.

6.2 Quantitative Evaluation

Bei der quantitativen Analyse werden nun Eingaben getestet werden, bei der eine
sehr hohe Anzahl an totalen Ordnungserweiterungen erwartet wird. Dabei wird so-
wohl die Anzahl der generierten Ordnungserweiterungen mit der erwarteten An-
zahl abgeglichen, als auch die Entwicklung der Laufzeit im Vergleich zur Anzahl
der konstruierten Ordnungserweiterungen betrachtet.

Dafiir wird jeweils eine Relation mit sieben, acht, neun und zehn Elementen in X,
jedoch ohne eine Priferenz, als Eingabe betrachtet. Die Anzahl der moglichen linea-
ren Ordnungserweiterungen einer Relation mit n Elementen und ohne Préferenzen
kann dann durch die Anzahl der Permutationen, also durch die Fakultidt der An-
zahl der Elemente, angegebenen werden [14]. Dem entgegen gibt es durch die er-
laubten Aquivalenzen zwischen den Elementen wesentlich mehr totale als lineare
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Ordnungserweiterungen von Relationen ohne Priferenzen. Diese kann durch die
Fubini-Zahlen angegeben werden [18].

Dementsprechend wird fiir eine Relation ohne Praferenzen und mit einer Element-
Menge, die aus sieben Elementen besteht, die Konstruktion von 49.273 totalen Ord-
nungserweiterungen erwartet. Die entspricht auch der Ausgabe der Implementie-
rung, die diese 47.293 totalen Ordnungserweiterungen nach 347 ms in einer txt-
Datei ausgibt.

Fligt man der Element-Menge noch ein weiteres Element hinzu, gibt es bereits
545.835 mogliche totale Ordnungserweiterungen. Auch hier arbeitet die Implemen-
tierung korrekt und hat nach 3.930 ms den Vorgang abgeschlossen und alle Ord-
nungserweiterungen in eine txt-Datei geschrieben.

Ebenso die Testldufe mit neun und zehn Elementen geben die korrekte Anzahl to-
taler Ordnungserweiterungen aus und geben 7.087.261 totale Ordnungserweiterun-
gen in 55.311 ms bzw. 102.247.563 totale Ordnungserweiterungen in 892.363 ms aus.
Tabelle 1] stellt die Ergebnisse der vier Laufe iibersichtlich dar und zeigt, dass die
Laufzeit pro konstruierter Ordnungserweiterung bei sehr hohen Ausgaben leicht
ansteigt, jedoch mit einer Laufzeit von weniger als 0,01 ms pro konstruierter totaler
Ordnungserweiterung noch sehr effizient ist.

Anzahl Element 7 8 9 10
Anzahl Ordnungserweiterungen 49.273 | 545.835 | 7.087.261 | 102.247.563
Ausfiihrungszeit in ms 347 3.930 55.311 892.363
Ausfiihrungszeit je Ordnungser- | 0,07 0,07 0,08 0,09
weiterung in ms

Tabelle 1: Anzahl totaler Ordnungserweiterungen und Ausfiihrungszeiten

7 Fazit und Empfehlungen

Diese Arbeit hat das Ziel verfolgt, ein konstruktives Verfahren zur Erzeugung aller
totalen Ordnungserweiterungen aus Suzumura-konsistenten Relationen zu entwi-
ckeln und zu implementieren. Nach der Analyse bestehender theoretischer Ansétze
und der Entwicklung eines Verfahrens, fiir welches bewéhrte Algorithmen aus der
Graphentheorie angepasst und miteinander kombiniert wurden, konnten die aufge-
zeigten Herausforderungen dieser Problemstellung erfolgreich bewdltigt werden.

Zusammenfassung der wesentlichen Ergebnisse

Zunichst wurden die Grenzen bestehender Ansitze aufgezeigt. Sowohl Suzumu-
ras als auch Andrikopoulos” Existenzbeweis erwiesen sich als fiir ein konstruktives
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Verfahren ungeeignet, da sie auf dem Zornschen Lemma basieren, welches einen
nicht-konstruktiven Existenzsatz darstellt. Das klassische topologische Sortieren ist
algorithmisch effizient, scheitert aber an der Behandlung dquivalenter Elemente, die
in Suzumura-konsistenten Relationen erlaubt sind.

Als Losung wurde ein Verfahren entwickelt, das die Vorteile verschiedener behan-
delter Ansdtze kombiniert und das Problem in zwei Phasen unterteilt: Zunachst
wird die Eingabe-Relation durch eine angepasste Variante des Tarjan-Algorithmus
in Aquivalenzklassen unterteilt und die Suzumura-Konsistenz iiberpriift. Anschlie-
end wird ein erweiterter Kahn-Algorithmus angewendet, der nicht nur eine linea-
re, sondern alle totalen Ordnungserweiterungen durch die Berticksichtigung von
Aquivalenzen und Betrachtung aller moglichen nicht-leeren Teilmengen in jeder Ite-
ration konstruiert.

Die theoretische Analyse konnte belegen, dass das entwickelte Verfahren eine linea-
re Laufzeit von O(n + m) pro generierter totaler Ordnungserweiterung aufweist,
wobei n die Anzahl der Elemente und m die Anzahl der Praferenzen bezeichnet.

Bewertung der Implementierung

Die praktische Umsetzung des Algorithmus in Java unter Verwendung einer Laye-
red Architecture zeigt die erfolgreiche Implementierung der theoretischen Konzep-
te. Zudem zeigt die Evaluation anhand verschiedener ausgewdhlter Testfdlle so-
wohl die funktionale Korrektheit als auch die Effizienz des Verfahrens.

Besonders hervorzuheben ist die Robustheit des implementierten Ansatzes bei der
Behandlung grofler Ergebnismengen. Die quantitative Evaluation zeigt, dass selbst
bei der Generierung von tiber 100 Millionen totalen Ordnungserweiterungen ei-
ne Laufzeit von weniger als 0,1 ms pro konstruierter totaler Ordnungserweiterung
erreicht wurde. Dies wurde unter anderem durch die implementierte Streaming-
Ausgabe ermdglicht, die den Speicherbedarf unabhingig von der Anzahl der Er-
gebnisse konstant halt.

Dennoch zeigte die Evaluation auch ein Problem der aktuellen Implementierung.
Bei der Ausgabe sehr grofler Ergebnismengen tiber die GUI tritt ab etwa 6 Millionen
generierten Ordnungserweiterungen ein Heap-Overflow auf. Interessant ist dabei,
dass dieses Problem nur die Ausgabe in der GUI betrifft, wahrend die Ausgabe in
txt-Dateien auch bei wesentlich grofieren Ergebnismengen problemlos funktioniert.
Fiir produktive Anwendungen mit sehr groflen Ergebnismengen ist daher die Ver-
wendung der Datei-basierten Ein- und Ausgabe zu empfehlen.

Anwendungsfelder und praktische Relevanz

Die entwickelte Konstruktionsmethode ermoglicht vielfdltige Anwendungsmog-
lichkeiten in verschiedenen Bereichen der Informatik und Wirtschaftswissenschaf-
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ten. Bei Datenbanken kénnen totale Ordnungserweiterungen zur Optimierung von
Sortier- und Indexierungsoperationen eingesetzt werden, insbesondere wenn nur
partielle Ordnungsinformationen verfiigbar sind. Dies ist bspw. bei der Behand-
lung von Datensédtzen mit unvollstindigen Informationen oder bei der Integration
verschiedener Datenquellen mit unterschiedlichen Ordnungskriterien relevant [13]].

Zudem ist das Verfahren fiir das Anwendungsfeld der Produktions- und Arbeitsab-
laufplanung interessant. In vielen industriellen Prozessen existieren partielle Ord-
nungsbeziehungen zwischen Arbeitsschritten, die durch technische Abhédngigkei-
ten, Ressourcenverfiigbarkeit oder logistische Einschrankungen entstehen. Die Kon-
struktion aller moglichen totalen Ordnungserweiterungen ermdglicht es Planern,
samtliche zuldssigen Produktionsreihenfolgen zu identifizieren und daraus die un-
ter gegebenen Kriterien optimale auszuwéhlen. Dies ist insbesondere in flexiblen
Fertigungssystemen von Bedeutung, in denen die Moglichkeit zur dynamischen
Anpassung der Produktionsreihenfolge einen entscheidenden Wettbewerbsvorteil
darstellt [21]].

Weiterentwicklung der Software

Die aktuelle Implementierung bietet eine solide Grundlage fiir verschiedene Er-
weiterungen und Verbesserungen. Im ersten Schritt sollte die identifizierte Heap-
Overflow-Problematik in der Beutzeroberflache behoben werden.

Aus funktionaler Sicht wiirde die Software von der Integration zusitzlicher Aus-
gabeformate profitieren. Neben der aktuellen txt- und GUI-Ausgabe wiren struktu-
rierte Formate wie JSON oder XML fiir die Weiterverarbeitung in anderen Systemen
hilfreich. Ebenso konnte eine grafische Visualisierung der Eingabe-Relationen und
der generierten totalen Ordnungserweiterungen das Verstdndnis des Sachverhalts
erleichtern.

Die Implementierung weiterer Konsistenzpriifungen iiber die Suzumura-Konsis-
tenz hinaus wiirde die Anwendbarkeit der Software erweitern. So wiirde die In-
tegration von Tests auf bspw. A-Konsistenz und Transitivitdt ermdglichen, das Ver-
fahren auch fiir dhnliche Problemstellungen nutzbar zu machen.

Aus Performance-Sicht wire die Implementierung einer Parallelisierung des Algo-
rithmus interessant, da die Generierung der totalen Ordnungserweiterungen im
Kahn-Algorithmus unabhingig erfolgt und bspw. eine parallele Bearbeitung von
Schleifen-Durchldufen moglich ware, was insbesondere bei sehr grofien Ergebnis-
mengen zu Laufzeitverbesserungen fiihren konnte.

Zudem zeigt die erfolgreiche Implementierung des Verfahrens, dass sich auch an-
dere Algorithmen fiir die Konstruktion linearer Erweiterungen fiir die Konstruktion
totaler Ordnungserweiterungen anpassen lassen konnten. Interessant ist bspw. der
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in Kapitel 1 schon erwéahnte Pruesse-Ruskey-Algorithmus, der fiir die effiziente Er-
zeugung aller linearen Erweiterungen einer Relation entwickelt wurde [22]

Ausblick und wissenschaftlicher Beitrag

Diese Arbeit trigt dazu bei, den Ubergang zwischen theoretischen Existenzbewei-
sen zu einem praktischen Konstruktionsverfahren fiir totale Ordnungserweiterun-
gen Suzumura-konsistenter Relationen zu ermoglichen. Durch die erfolgreiche
Kombination und Anpassung bekannter Algorithmen wurde ein Verfahren entwi-
ckelt, das sowohl theoretisch fundiert als auch praktisch nutzbar ist.

Der entwickelte Ansatz zeigt, wie theoretische Erkenntnisse der Praferenz- und der
Graphentheorie erfolgreich kombiniert werden konnen, was als Modell fiir die Be-
arbeitung dhnlicher Problemstellungen dienen konnte.

Zusammenfassend verdeutlicht die Arbeit, dass die Konstruktion totaler Ordnungs-
erweiterungen Suzumura-konsistenter Relationen nicht nur theoretisch moglich,
sondern auch praktisch effizient realisierbar ist. So stellt die entwickelte Implemen-
tierung ein funktionsfahiges Werkzeug dar, das sowohl fiir Forschungszwecke als
auch fiir praktische Anwendungen genutzt werden kann und damit einen wertvol-
len Beitrag zur Prédferenztheorie leistet.
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