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1 Einleitung

Kreis und Quadrat sind zwei elementare geometrische Objekte, die Gelehrte seit der
Antike beschiftigen. Uber Jahrhunderte versuchte man mittels elementarer Geo-
metrie und Arithmetik die Quadratur des Kreises, die, wie wir heute wissen, zum
Scheitern verurteilt war; es sind aus Sicht der Geometrie schlicht zwei unterschied-
liche Objekte. Betrachtet man die beiden Objekte in der modernen Sprache der
normierten Réume, so ist der Kreis gerade die Einheitskugel des (2 und das Qua-
drat die Einheitskugel des /5°. Allerdings sind die beiden Einheitskugeln, wie auch
in der Geometrie, keine dquivalenten Objekte: einen isometrischen Isomorphismus,
der die beiden zweidimensionalen Einheitskugeln miteinander identifiziert, kann es
nicht geben. Wir wollen nun beide Objekte mit funktionalanalytischen Werkzeugen
behandeln. Dadurch sind wir nicht mehr auf zwei oder endlich viele Dimensionen
beschrinkt. Betrachten wir den Raum ¢°°(N) und seine zweidimensionalen Unter-
riume, so kann keiner dieser Unterrdume isometrisch isomorph zu ¢3 sein. Aber
gibt es moglicherweise einen Unterraum, dessen Einheitskugel nahezu ,kreisférmig"“
ist? Oder um es in die exakte Sprache der Mathematik zu iiberfiihren: existiert fiir
jedes £ > 0 ein zweidimensionaler Unterraum A C ¢*>°(N) und ein Isomorphismus
T: A (32, sodass

1
Vv1+e

zutrifft? Spéter in dieser Arbeit wird gezeigt, dass diese Ungleichungskette dquivalent

[#lloo <N Tllz < VI+ellzfe  VzeA

zur Existenz eines Isomorphismus 7': A — (2 ist, sodass
ITIT M <1+e

gilt. Betrachtet man das Infimum iiber alle T, so fiihrt dies auf die Definition des
Banach-Mazur-Abstands.

Definition 1.1 (Banach-Mazur-Abstand). Seien X und Y isomorphe normierte
Riume. Dann definieren wir den Abstand A(X,Y) als

A(X,)Y) = i%f{HTHHT_lH |T: X — Y, Tist ein Isomorphismus}.

Obige Frage kénnen wir damit auch dquivalent formulieren als: gibt es einen Un-
terraum A C (°°(N) fiir den A(A, (3) < 1+ € zutrifft? Die Antwort auf diese Frage
ist positiv und folgt aus dem Satz von Dvoretzky, benannt nach dem Mathematiker
Aryeh Dvoretzky, der ihn 1961 bewies [1].



Satz 1.2 (Satz von Dvoretzky). Fir jedes ¢ > 0 und jeden unendlichdimensio-

nalen Banachraum (B, ||-||) existiert eine Folge von n-dimensionalen Unterrdumen

(B, I, sodass A(B,,,¢?) <1+ ¢ fiir allen € N,

Wir stellen fest, dass der Satz von Dvoretzky sogar eine viel weitreichendere Aus-
sage trifft: wir sind weder beschrinkt in der Dimension n des euklidischen Raums,
noch spielt der Banachraum (B, ||-||) eine Rolle, dessen Unterrdume wir betrachten.
Ziel dieser Arbeit ist es, diesen Satz zu beweisen. Da diese Arbeit im Zuge eines
Bachelorstudiums entstanden ist, sind in den folgenden Kapiteln zunéchst wichtige
Grundlagen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie und der Analysis zusammengetra-
gen. Als bekannt vorausgesetzt werden grundlegende Kenntnisse der Wahrschein-
lichkeitstheorie und Funktionalanalysis, wie sie in einer diesbeziiglichen Vorlesung
eines Mathematikstudiums dargestellt werden. Im Anschluss an die Grundlagen wird
der Beweis gefiihrt. Der Beweisgang folgt hierbei Gilles Pisier |2, 3| und nutzt wahr-
scheinlichkeitstheoretische Argumente. Dies stellt den Hauptteil dieser Arbeit dar.
Um schliefslich die Bedeutung des Satzes herauszuheben, wird am Ende noch eine

Anwendung présentiert.

2 Grundlagen

In der gesamten Arbeit bezeichnen Normen von Operatoren stets die kanonische
Operatornorm. Zudem beschrinken sich die Betrachtungen ausschlieklich auf reelle

Vektorraume.

2.1 Wahrscheinlichkeitstheorie

Standardnormalverteilte Zufallsvariablen spielen fiir den Beweis des Satzes eine zen-
trale Rolle. Daher werden im Folgenden Aussagen zusammengetragen und bewiesen,
die entweder zentral in den Beweis eingehen oder aus einfithrenden Veranstaltungen

zur Stochastik oder Wahrscheinlichkeitstheorie nicht unbedingt bekannt sind.

Sei g; eine unabhingige standardnormalverteilte Zufallsvariable auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, .4, P). Diese hat die Verteilungsfunktion:

t
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Das durch die standardnormalverteilte Zufallsvariable auf dem Bildraum (R, B) in-

duzierte Wahrscheinlichkeitsmafs bezeichnen wir mit ~:
Y(A) =Pwe Q, g;(w) € A, A € B).

Wir notieren die folgende elementare Abschitzung |3,4]:

Proposition 2.1. Seien (g;)7 stochastisch unabhingige, standardnormalverteilte
Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (0, A, P). Dann existiert eine

positive Konstante ¢ derart, dass
Erlnglx|gi| > cvInn
Beweis. Wir zeigen zuerst die Abschitzung:
V2rP <|9z" > m) > %

fiir alle n. Wir kénnen n > 2 annehmen, denn konkrete Berechnung der Wahrschein-
lichkeit bestétigt die Richtigkeit fiir n = 1,2. Mit der Symmetrie der Normalvertei-
lung gilt:

>7 N+ D e (da1+L<o
exp | —— — a —
= P\ 73 I 2=
Vimm

exp

Zur Vereinfachung der Schreibweise halten wir fest, dass eine positive Konstante

¢ < 1 existiert mit:

P (1o > Vinn) > 5



Wir betrachten nun den Erwartungswert und wenden das Layer-Cake-Theorem an:

o

]Em<ax|g,~| = /m<ax|gi| dP = /P{m<ax|gi| > t}dt.
= 4 < <n

0

Unter Ausnutzung der identischen Verteilung der g;, der stochastischen Unabhén-

gigkeit sowie der Monotonie des Integrals kénnen wir weiter umformen:

/P{rngX!gz-l >trdt= [ 1=P{|lg| <t,...,|ga| <t} dt
T

1—(1=P{lg:] >t})"at

0\8 0\8

v

1—(1—=P{|g1| > t})"dt

v

—g o=

1= (1= P{lg| > Vinn})" dt

=+Vlnn (1 — (1 —P{|g1| > vlnn})n) :
Wir fassen die bisherigen Abschidtzungen zusammen und erhalten:

Emaxlg) > Vinn (1 (1Pl > Vi) )")

o (-2

>cVinn

fiir eine positive Konstante c. Im letzten Schritt beachte man die Konvergenz der

monoton steigenden Folge (1 — %)n O
Folgende Abschitzung wird sich spéter noch als niitzlich erweisen [3]:

Proposition 2.2. Sei g eine standardnormalverteilte Zufallsvariable. Dann gilt fir
ein K >0 und allep > 1:

SKp%.

B =

(Elgl?)

Beweis. Wir wenden zunéchst die Definition des Erwartungswertes an und substi-

tuieren mit



Es gilt:
17 x?
Elgf = — z|lPexp | —— | dx
o = = [lapeo (-5)

2 7 g x2 d 2 2p;1 7 ( 21) d
= — e e — 1 p+ .
V2r v 2 ’ Vorp+1 P !
0

0

Wir substituieren erneut mit u = f%l und schlieffen auf das Integral:

ptt P ptl

2 2> /exp(—upil> du = 2 22p;1/fp§1—1e—fdf
0

\/27Tp+1 \/27‘(’])—{—1

Nun miissen wir die Gammafunktion geeignet abschitzen. Wir nutzen die Rekursion

I'(a) = al'(a — 1) fiir @ > 0 und schlussfolgern damit:

L%J Faktoren

A

(5= (3 (3)- (e ()

Ist nun ng > 2, so konnen wir folgendermafsen abschétzen:

() <@ () <0 ()

In den Fillen, in denen 1 < p < 4 ist, konnen wir ebenso eine Konstante ¢ > 0

(241) <e(2)

fiir alle diese p gilt. Das Argument der Gammafunktion liegt stets im Intervall |

wahlen, sodass

M

1 §]
279
sodass wir mit der Stetigkeit der Gammafunktion bei echt positiven Argumenten

diese auch gegen eine Konstante ¢ > 0 mit

52F(?+1—2L§J>

2

abschitzen kénnen. Wir fassen alle Abschidtzungen zusammen und erhalten eine



Konstante ¢ > 0, sodass fiir alle p > 1 gilt:

() =<3 e

Wir verbinden nun (1) und (2) und erhalten fiir (E\g\p)%:

() < () e

die zu zeigende Abschétzung mit einer Konstante K. O

3 =
N

(Elgl”)

Die aus dem eindimensionalen Fall bekannte Definition der Standardnormalvertei-

lung soll auf den n- dimensionalen erweitert werden [5].

Definition 2.3. Seien (g;)!' stochastistisch unabhéingige, standardnormalverteilte

Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, ). Dann bezeichnen wir

den Vektor (g1, ..., g,)" als standardnormalverteilten Zufallsvektor.

Ein standardnormalverteilter Zufallsvektor ist somit eine Abbildung von einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, 4,P) in den Messraum (R™, B") und induziert dort das
Gauk’sche Maf v,,:

m(A) =Plw e Q| X(w) € A, A e B").

Aus der stochastischen Unabhéngigkeit der g; ergibt sich als Dichte f des Zufalls-
vektors X als Produkt der Dichten der g;:

1 I
f(x): (\/%)n €xp <_§;xz>

mit x € R". Standardnormalverteilte Zufallsvektoren haben die besondere Figen-
schaft, dass sie invariant unter Rotation sind. Drehungen werden gemé&f Linearer
Algebra durch orthogonale Matrizen vermittelt. Damit ergibt sich folgender rele-

vanter Satz [5]:

Satz 2.4. Sei X ein standardnormalverteilter Zufallsvektor mit Werten in R™ und
A eine orthogonale n x n-Matrixz. Dann st der Zufallsvektor Y = AX ebenfalls

standardnormalverteilt.

Beweis. Wir verwenden den Transformationssatz fiir Dichten im Spezialfall einer

linearen Transformation beziiglich des Lebesguemafes sowie die Eigenschaft, dass



die Determinanten orthogonaler Matrizen stets betragsméfig gleich Eins sind. Die

Dichte g von Y ist gegeben durch:

g(y) = f(A™y) |det Al

~ e (-3 (47047 W)

N—) exp( 1($,x>)
().

—_

—~
[\)

Hi

~

kh

]

Dieser Satz impliziert insbesondere, dass Y und X das gleiche Wahrscheinlichkeits-

mafk v, induzieren.

Die Berechnung des folgenden Integrals werden wir spéter noch bendtigen [3,4]:
Proposition 2.5. Sei z € R". Dann gilt:

[ exp et ) = e 51012

Rn

Beweis. Wir wenden die Definitionen an:

/eXp(< t)) dn(t —/eXp (th> dyn(t)

R

exp (x;t;) dy(t;)

t2
exp (x; Z)exp( 2) dt;.

An dieser Stelle hatten wir das Gaufmaf durch das zugehorige Integral beziiglich

i/
11/



des Lebesguemalses ersetzt. Der Rest sind elementare Umformungen:

[ewttain i =11 [ =ew (= a

1
\ 2T

]

Da der Satz von Dvoretzky allgemein fiir Banachrdume definiert ist, miissen wir die

Definition der Normalverteilung auf allgemeine Banachriume iibertragen [6,7].

Definition 2.6 (Gauk’scher Zufallsvektor mit Werten in E). Sei E ein Banachraum
und (E,E) ein Messraum, auf dem alle stetigen Funktionale messbar sind. Dann
heifst eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) definierte Zufallsvariable

X: Q= F

ein Gauf$’scher Zufallsvektor mit Werten in E, wenn fir alle Funktionale ( € E*
gilt, dass ((X) ~ N(a,0?) eine normalverteilte Zufallsvariable ist. Hierbei lassen

wir die Null als degenerierte Normalverteilung zu.

Dass diese Definition sinnvoll ist und eine so konstruierte Zufallsvariable Eigenschaf-
ten trigt, die wir von einer Normalverteilung ,erwarten” wiirden, ist zunédchst nicht
ersichtlich. Fiir solche Betrachtungen muss auf weiterfiihrende Literatur verwiesen
werden |6, 7].

Wichtige Kennziffer von Gaufs’schen Zufallsvektoren ist ihre Dimension.

Definition 2.7. Sei X ein GaufS’scher Zufallsvektor mit Werten tm Banachraum

E. Sei dann auflerdem das zweite schwache Moment o von X definiert als:

o:=o0(X):=sup {(E (C(X))Q)%

Ce B, ¢l =1}

Dann heifit




die Dimension von X.

Die Definition der Dimension eines Zufallsvektors darf nicht mit der Dimension eines
Vektorraums verwechselt werden. Die Dimension von X muss nicht einmal eine na-
tiirliche Zahl sein. An dieser Stelle wird auch deutlich, dass d(X) von der konkreten
Norm des Banachraums £ abhéngt.

Wir kénnten den Beweis des Satzes von Dvoretzky auch mit dieser allgemeinen
Definitionen fiithren. Allerdings werden wir im Beweis nur endlichdimensionalen Ba-
nachrdumen begegnen. Dariiberhinaus kénnen wir uns in der Wahl unseres Gauf’schen
Zufallsvektors noch weiter einschrianken: wir werden ausschlieflich jenen Fall be-

trachten, in dem X die Darstellung

X = Zgiei (3)
=1

mit linear unabhéangigen Elementen e; € E und stochastisch unabhingigen standard-
normalverteilten Zufallsvariablen g; besitzt. Wir priifen kurz, dass dieser Vektor die
Definition 2.6 erfiillt.

Lemma 2.8. Sei E ein endlichdimensionaler Banachraum. Dann ist X =Y | gie;

ein Gauf$’scher Zufallsvektor mit Werten in E.

Beweis. Sei also X wie in (3) Wir konnen annehmen, dass E ein n-dimensionaler
Raum ist, ansonsten betrachten wir einfach den von den e; aufgespannten Unter-
raum. Sei weiter ( € E* beliebiges Funktional. Aus dem Dualraum E* wéahlen wir

die Funktionale ({)} biorthogonal zu den e;, also in der Form:

1 firi =k
Ck(ei) = .

0 sonst

Damit bilden die ({x)} eine Basis von E* und es folgt mit ¢, € R:

n

((X)=¢ <Z gi€i> = Z ZCka(giei) = Zcigi

i=1 k=1

In dieser Summe ist jedes c;g; normalverteilt. Da die endliche Addition normalver-
teilter Zufallsgrofen wieder eine solche ergibt |5,8], ist die Definition 2.6 erfiillt. [

Somit ist Definition 2.6 auch vertrdglich mit der Definition des uns bekannten stan-
dardnormalverteilten Zufallsvektor im R™. Dieser ist im Sinne obiger Definition na-

tiirlich ebenso ein Gauli’scher Zufallsvektor.

10



Da wir in dieser Arbeit ausschlieklich Gaufk’sche Zufallsvektoren der Form (3) be-
trachten werden, filhren wir zum Zwecke der sprachlichen Vereinfachung folgende

Vereinbarung ein.

Vereinbarung 1. In dieser Arbeit bezeichnen wir einen Zufallsvektor X genau dann
als Gauf$’schen Zufallsvektor mit Werten im endlichdimensionalen Banachraum E,
wenn dieser die Gestalt X = Y7 | gie; mit linear unabhdingigen Elementen e; und
stochastisch unabhdngigen standardnormalverteilten Zufallsgrofien g; hat. Ist eindeu-

tig, um welchen Banachraum es sich handelt, wird dieser nicht explizit genannt.

Mit dieser Vereinbarung lésst sich auch die Definition von o aus Definition 2.7 wie

folgt vereinfachen:

Satz 2.9. Ser X ein Gaufi’scher Zufallsvektor wie in Vereinbarung 1. Dann hat

dieser das zweite schwache Moment

1

Beweis. Unter Beachtung, dass in Folge der stochastischen Unabhingigkeit fiir ¢ # j
Eg;g; = EgiEg; = 0

und in Folge der Standardnormalverteilung Eg? = 1 fiir alle 4 gilt, erhalten wir:

i 2\ 3
o(X) = sup E<< (Zwa)) (ceE*, Il =1
i=1

= sup (E (ngqei)% > gz-gjaei)c(ej))) e B gl =1

i.j=1,ij

= sup (Zwem?) ce B, el =1

[I¢=1]] i=1

]

Wir machen uns deutlich, dass d(X) fiir alle hier betrachteten Gauf’schen Zufalls-

vektoren endlich ist. Es ldsst sich sogar zeigen, dass

d(X)<n=dimFE,



aber das benotigen wir hier nicht.

Folgende Eigenschaft der n-dimensionalen Normalverteilung stellt eine Verallgemei-

nerung des eindimensionalen Falls dar.

Proposition 2.10. Seien (X;)7" identische, stochastisch unabhingige Kopien eines
Gauf’schen Zufallsvektors mit Werten im endlichdimensionalen Banachraum E und
weiterhin gelte Y ;" a? =1 mit a; € R. Dann ist X =Y " a;X; ein Gauf’scher
Zufallsvektor.

Beweis. Fiir stochastisch unabhingige normalverteilte Zufallsvariablen f; mit Fr-
wartungswert 0 und Varianz o? gilt mit den Rechenregeln fiir Erwartungswert und

Varianz, dass
aifi ~ N(07 CL?O'?)

ist. Somit erhalten wir fiir die Summe der Zufallsvariablen (siche auch [5]):

Angewendet auf die stochastisch unabhingigen standardnormalverteilten Zufallsva-

riablen g; und a; wie in der Voraussetzung fiihrt dies auf:

iaigi ~ N 07
i=1

Fiir den Zufallsvektor X folgt damit:

X = ZaiXi = Zaizgikek =
i=1 k=1

=1

n

Z(aigik)ek-

k=1 i=1

Da fiir jedes k die Summe ) _.", (a;9:%) eine standardnormalverteilte Zufallsgrofe ist,
ist X ein Gauf’scher Zufallsvektor. O

Folgende Ungleichung ist im Allgemeinen bekannt, wir notieren sie dennoch mit dem

kurzen Beweis [8]:

Satz 2.11 (Markov-Ungleichung). Es seien ®: RT — RT eine monoton wach-

sende Funktion und X eine reelle Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
Q, A P. Dann gilt fir jedes t > 0 mit ®(t) > 0:

E0(|X])

P(X| > 1) < =3 5

12



Beweis. Im Folgenden bezeichne 1 die charakteristische Funktion. Da & monoton
wachsend ist, ist die Funktion borelmessbar. Die Betragsfunktion ist als stetige Funk-
tion ebenfalls borelmessbar und die reelle Zufallsvariable ist dies per Definition.
Damit ist die Verkettung der drei Abbildungen ®(|X|) eine messbare Abbildung.

Zudem ist ®(|X|) positiv, woraus wir
/—min(fb(]XD?O) dP =0
Q

schlieften. Damit ist ®(|X|) quasiintegrierbar, sodass der Erwartungswert stets de-

finiert ist. Dann folgt mit Definition und Monotonie des Erwartungswertes:

E[2(1X])] = E[®(X)Logxp=em] = E[P()Le(x)>a)]
= 0(t) [ Tagxpon @2 > 0(0) [ 1o dP = 2OB(X| > 1)

In den vorletzten Schritt ging entscheidend das monotone Wachstum der Funktion
® ein. O

2.2 Analysis

In diesem Abschnitt werden einige Sétze vorgestellt, die wir als Hilfsmittel in den
spateren Beweisen bendtigen. Der erste Satz ist die sogenannte Ungleichung von
Jensen (Beweis folgt [9]):

Satz 2.12 (Ungleichung von Jensen). Es seien (A, A, 1) ein endlicher Mafraum,
I C R ein Intervall, f: A — I p-integrierbar und ®: I — R konvex und differen-

zierbar. Dann gilt

1 1
@ m/fdu SmA/%fdu. (4)

Beweis. Zuerst muss gezeigt werden, dass die linke Seite von (4) wohldefiniert ist,
also dass ﬁ J 4 fdp in I liegt. Seien also ﬁ [, fdp=mund a,b € R der linke
und rechte Randpunkt des Intervalls I. Aus a < f < b folgt mit der Monotonie des
Integrals fiir den rechten Randpunkt:

1 1
m!fduﬁm/bdu:b.

A

Analoge Argumentation fiir die linke Seite zeigt, dass a < m < b ist. Wenn a, b zum

13



Intervall gehoren, ist die Wohldefiniertheit damit gezeigt. Sei nun a ¢ I (z. B. I ist
ein offenes Intervall), dann ist 0 < f(z) — a fiir alle x € A und damit a < m. Mittels
analoger Argumentation fiir den rechten Randpunkt, folgt m € I.

Um die Korrektheit der Ungleichung zu zeigen, unterscheiden wir zwei Félle. Als
erstes sei m ein Randpunkt des Intervalls. Analog der vorherigen Argumentation
folgt f(z) = m fiir fast alle z € A, also ®(f(z)) = ®(m) fast iiberall. Damit ist

dann:
ﬁ/@ofdu:—fl/fb m)du = ®(m /f,u
A

A
Sei nun m ein innerer Punkt von [ , also m Ej’. Allgemein gilt fiir alle x,y 6}:
o) > O(y) + ¥'(y)(z — y). (5)
Betrachten wir ndmlich die Funktion
I(t) = 10(x) + (1 — )0 (y) — Btz + (1 — y),
so ist ® genau dann konvex, wenn ¥(t) > 0 fiir alle ¢ € [0, 1] ist. Differenzieren ergibt
V() = D(x) = By) — ' (tw + (1 = t)y)(z — y).
Da ¢ fiir t = 0 ein Minimum annimmt, muss gelten:
0 <¥(0) = (z) = B(y) — P'(y)(x —y),
woraus (5) folgt. Speziell fiir m, ¢ gilt natiirlich:
O(t) > ®(m) + ' (m)(t —m)

und mit ¢ = f(z) ergibt sich die Korrektheit der Ungleichung (4):

1 1 1 /
MA/cI)ofduzMA/CD(m)dqumA/q)(m)(f(m)—m)du

= ®(m) + m®' (m) — md' (m)
—A) A/ fdu

14



]

Die Ungleichung von Jensen lisst sich auch ohne die Forderung der Differenzierbar-
keit von ® mit geringem Mehraufwand beweisen. Uns geniigt aber die schwéchere

Formulierung.

Der folgende Satz wird uns als wichtiges Hilfsmittel dienen. Den urspriinglichen

Beweis findet man in [10], mittlerweile gibt es aber auch alternative Beweise [11,12]:

Satz 2.13 (Satz von Rademacher). Sei U C R" eine offene Menge und f: U — R™

lipschitzstetig. Dann ist f bis auf eine Lebesgue-Nullmenge differenzierbar.

Der sogenannte Satz von Lewis spielt eine wichtige Rolle in der Geometrie von El-
lipsoiden. Damit bezeichnet man allgemein die Bilder der euklidischen Einheitskugel
unter linearen Isomorphismen. Wir benétigen den Satz als Hilfsmittel fiir den Beweis
des Lemmas von Dvoretzky-Rogers. Zuvor fiihren wir noch die Bezeichnungsweise

einer dualen Norm ein [3]:

Definition 2.14. Sei E ein n- dimensionaler Banachraum und L(R", E) der Raum
der linearen Abbildungen von R"™ nach E und « eine Norm auf L(R™, E). Dann

definieren wir die zu o duale Norm o auf dem Raum L(E,R") als
a*(v) :=sup {Spur(vT) |T: R"— E «(T) <1} Vv e L(E,R").
T

Mit dieser Definition kénnen wir den Satz von Lewis formulieren [3]:

Satz 2.15 (Satz von Lewis). Sei E ein n-dimensionaler Banachraum und o eine

Norm auf L(R"™, E). Dann ezistiert ein Isomorphismus u: R" — E, sodass
afu) =1 und  of(ut) =n

18t.

Beweis. Wir wéihlen eine beliebige Basis von E und betrachten die Determinanten-

funktion einer linearen Abbildung 7" als T — det T". Sei dann weiter
K :={ue L(R", E)|a(u) <1}.

Die Menge K ist kompakt, da £(R", F) endlichdimensional ist. Da die Determinan-
tenfunktion als Polynomfunktion stetig ist, nimmt diese auf K ihr Maximum an.

Das bedeutet, es gibt ein u in K, sodass
|det(u)| = sup{|det(v)| |v € K}
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zutrifft. Dies impliziert dann fiir alle '€ L(R™, E):

det (%) ‘ < det(u)

(u

u+T
a(u+T)

gemaft der Wahl von v und € K. Mit den Rechenregeln fiir Determinanten

ist dies dquivalent zu:
|det(u + T')| < (a(u+T))"|det(u)|.

Da K auch Isomorphismen enthélt, ist |det(u)| # 0. Wir dividieren durch |det(u)|

und erhalten unter Beachtung von m = det(u™'):

\det (I, +u'T)| < (a(u+T))" < (1 + a(T))".

In die letzte Abschéitzung ging die Dreiecksungleichung ein. Da T beliebig war, gilt

fiir beliebiges € > 0 natiirlich ebenso

det(1,, +euT)| < (1 +ea(T))™.
Wir subtrahieren auf beiden Seiten 1, dividieren durch € > 0 und beschrinken uns
fortan auf die Abschédtzung ohne Betrag:

det(l, +eu™'T) —1 - |det(I,, +eu™'T)| — 1 - (1+ea(T))" -1

< - (6

S £ £

Wir interessieren uns fiir den Grenzwert fir ¢ — 0. Fiir die rechte Seite sehen wir

unter Anwendung des binomischen Lehrsatzes, dass der Grenzwert existiert und fiir

e — 0 folgt:
1 ™" —1 ro(M1 )"t —1
lim (1+ea(T)) = lim 2izo (l) (™)) = na(T).
e—0 £ e—0 £

Fiir die linke Seite ist die Berechnung schwieriger. Wir behaupten:

-1 _ —
lim det(l, +eu'T) —1 — lim det (I, +eX) — det(I,)

e—0 £ e—0 12

= Spur X.
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Die Behauptung wird mit Induktion bewiesen. Fiir n = 2 gilt:

det([z + €X> — det(lz) (1 + 51’11)(1 + 51}22) — €2$12$21 —1

lim = lim

e—0 £ e—0 15
=11 + T2
= Spur X.

Sei die Behauptung nun fiir alle £ < n — 1 giiltig. Dann folgt fiir n = k:

lim det(]n + 6X) — det(]n) — lim Zi:l(ai,n -+ 5%‘2"”)141',”(8) —1 '
e—0 £ e—0 £

Hier wurde der Laplace’sche Entwicklungssatz angewandt. Es bezeichnet ¢;, das
Kronecker-Delta. Es bezeichne aufserdem M;,, die Matrix, bei der die i-te Zeile und

n-te Spalte aus I, + X gestrichen wurden. Dann ist also
Ain(e) = (=1)"*"det M ,,.

Wir formen weiter um:

lim Z?:l (51777, + EiL‘Ln)Ai,n(E) -1 — lim Z?:l 52-7”141'7”(5) — 14+ El'i,nAim(g)
e—0 15 e—0 €
= lim Annle) =1+ Z?:l € nAin(€)
e—0 c
An n - 1 r,i i nAz "
= lim L + lim szl ET;, , (5) ‘
e—0 £ e—0 c

Die letzte Umformung war gestattet, da beide Grenzwerte existieren: der erste Sum-
mand gemaf Induktionsvoraussetzung, der zweite, da € in Zahler und Nenner linear
auftaucht. Wir {iberlegen uns noch, dass A;,(0) = 1 fiir ¢ = n und 0 fiir ¢ # n ist.
Damit erhalten wir:

An n —1 n_ 1 nAi n
hm ) (6) + hm Zz—l €T ) s (6)
e—0 g e—0 £

= Spwr X,, , + . = Spur X

die Behauptung. Damit kénnen wir zu unserer Ausgangsungleichung (6) zuriickkom-

men und stellen fiir den Grenzwert € — 0 fest:
Spur (u~'T) < na(T)
fiir alle T € L(R™, E). Damit gilt fiir T = u:

n = Spur (v 'u) < na(u)

17



und da u € K folglich a(u) = 1. Da auberdem Spur (u™'T) < n fiir alle T € K
ist auch o*(u™') < n. Da fiir T = u aber a*(u~') > n folgt, haben wir insgesamt

a*(u™') = n und damit den Beweis abgeschlossen. ]

3 Beweis des Satzes von Dvoretzky

3.1 Beweisidee

Wir werden in dieser Arbeit sogar folgende, stirkere Variante des Satzes von Dvor-

etzky beweisen [2, 3].

Satz 3.1. Flir jedes € > 0 existiert eine nur von € abhdngige Zahl n(e) > 0 mit
der folgenden Figenschaft: Sei E ein endlichdimensionaler Banachraum mit der
Dimension N. Dann enthdlt E einen Unterraum F der Dimension n = |n(e)Iln N,
sodass A(F, (%) <1+ ¢ gilt.

In dem Satz wird a priori nichts iiber die konkrete Grofe von n(e) ausgesagt. Fiir
die qualitative Aussage im Fall N — oo ist diese natiirlich ohnehin uninteressant.
Damit der Satz aber fiir bestimmte kleine N nicht impliziert, dass ein Unterraum
F mit einer Dimension n > N existiert, darf () nicht beliebig grof sein. Wie man
n(e) optimal, das heifit also moglichst grof wihlt, ist aber nicht Bestandteil dieser

Arbeit. Uns geniigt, dass ein solches 7(e) existiert.

Die Ausfiihrungen und Beweise im gesamten Kapitel der Argumentation von Gilles
Pisier in |2, 3], wenn nicht anders genannt. In der Formulierung von Satz 1.2 ist der
Banachraum B unendlichdimensional. Wir kénnen uns bei gegebenem ¢ daher einen
Unterraum E C B mit beliebig grofer Dimension N wahlen, sodass ein Unterraum
F der Dimension n = |n(e)In N| existiert, fiir den A(F,¢2) < 1+ ¢ gilt. Damit
impliziert Satz 3.1 den Satz von Dvoretzky. Um den Satz 3.1 beweisen zu koénnen,
zeigen wir noch eine Formulierung des Banach-Mazur-Abstandes, die sich als besser

handhabbar fiir den konkreten Beweis erweist:

Lemma 3.2. Seie > 0 und (F, ||-||) ein n-dimensionaler Banachraum. Existiert ein

Isomorphismus T: (3 — F, sodass fiir alle x € (2 gilt:

(VITD) " lalle < 172l < VT el

dann ist A((2, F) < 1+e.
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Beweis. Fiir jedes z € /2 mit ||z||s = 1 gilt nach der Voraussetzung:

1Tz < v (A +e)llzll = v(1 +e)

und damit ||T'|| < /(1 + ¢). Fiir ein beliebiges y € F' mit ||y|| = 1 gilt aukerdem:

—1
(VT+2) Iyl < ITT 'y = 1.

Also ist auch [|[T7']| < v/1+ ¢ und somit [|T|||T7Y <1 +e. O
In unserem Beweis wiithlen wir in ¢2 die kanonische Basis (ey, . . . , ¢, ). Damit reduziert
sich der Beweis auf die Aufgabe, einen Unterraum F mit der Basis (z1,...,x,) zu

finden, sodass fiir alle a; € R gilt:

(m)‘l <ia§>é< gam (1+9) <Za> . (7)

An dieser Stelle kommt die Wahrscheinlichkeitstheorie ins Spiel: sei (2,4, P) ein
beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und X ein Gauk’scher Zufallsvektor (siehe Ver-

einbarung (1)) auf dem Banachraum E:
X:Q— F.

Wir betrachten n stochastisch unabhéngige Kopien (X7,...,X,) von X. Sei dann
Q(n,e) die Menge aller w € 2, sodass fiir alle a; € R gilt:
(1+¢ (Z a; )

(ViTa) (Z>

Wir werden zeigen, dass fiir alle n < n(e)In N die Wahrscheinlichkeit P(Q(n,¢))

echt grofer als Null ist. Das bedeutet nédmlich, dass ein w € (2 existiert, sodass

(X1(w), ..., X, (w)) eine Basis unseres gesuchten Unterraums F' bildet und wir ha-
ben den Satz bewiesen. Um dies beweisen zu konnen, ben6tigen wir im Wesentlichen
drei Satze, die fiir sich genommen auch relevante Resultate sind: das Concentration
of Measure Theorem, das Lemma von Dvoretzky-Rogers sowie die Ungleichung von
Levy. Das Concentration of Measure Theorem wird uns bereits die Existenz eines
Unterraums F mit A(F,¢?) < 1 + ¢ garantieren, allerdings hiingt die Abschiitzung
der Dimension n noch von der Dimension d(X) des Zufallsvektors X ab. Dieses

wiederum ist von der Wahl des Banachraums E abhéngig (sieche Bemerkung nach
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Satz 2.9). Erst das Lemma von Dvoretzky-Rogers als auch die Ungleichung von Levy
ermoglichen uns die Abschitzung gegen In N mit N als der Dimension des Banach-
raums . Dariiber hinaus werden wir zwei Lemmata aus der Geometrie bendtigen
dank derer wir uns auf die Betrachtung der Sphire der Einheitskugel zuriickzie-
hen diirfen. Im Folgenden werden als Erstes die relevanten Sétze fiir den Beweis

zusammengetragen bevor dann der Beweis von Satz 3.1 gefiihrt wird.

3.2 Concentration of Measure

Das Concentration of Measure Theorem bildet den Kern unseres Beweises. Es wurde
initial von Paul Levy bewiesen und von Vitali Milmann im Jahre 1970 aufgegriffen,
um einen alternativen Beweis des Satzes von Dvoretzky zu geben [13]|. Der Beweis
verwendet Aussagen iiber Haar’sche Mafe. Wir kommen allerdings ohne explizite
Kenntnis der Haar’schen Mafe aus, da es ein Analogon zu dem Concentration of

Measure Theorem fiir Gauf’sche Zufallsvektoren gibt:

Satz 3.3 (Concentration of Measure Theorem). Sei X = >_" | gie; ein Gauf’scher
Zufallsvektor mit Werten im endlichdimensionalen Banachraum E. Dann g¢ilt fir
jedes t > 0:

2>
P{| X —E||X]| >t} <2 - |- 8
(X1~ BIXI > 6} < 200 (- 20 ) ®)
Der Beweis ist umfangreich. Wir werden zunéchst einige Umformungen vornehmen
und benotigte Abbildungen einfithren. Danach erfolgen zahlreiche Integralabschat-
zungen. Wir erinnern uns noch daran, dass in Vereinbarung 1 die e; als linear unab-

héngig vorausgesetzt wurden.

Beweis. Wir definieren den linearen Operator T: (2 — E durch:
VeeR" T(z)= inei.
i=1

Wir kénnen annehmen, dass dim £ = n, andernfalls betrachten wir einfach den durch
(e;)7, aufgespannten Unterraum. Wir wihlen Funktionale (¢;)} aus dem Dualraum
E*, sodass
1 fire =k
Ck(e:) = :

0 sonst
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Damit bilden die ({x)} eine Basis von E* und es folgt mit ¢, € R:

1

()= sy 4 (etear) 4= s (3

lI[¢=1ll i=1 <=1\ “=1

Z Ck;Ck 61

k=1

el (Z “ )

= sup [[T7Cll
=1l

= 177
= I71].

=

Hier bezeichnet T*: E* — (2 den zu T dualen Operator. Fiir beschrinkte Operato-
ren gilt bekanntlich ||[7*| = ||T|.

Wir kénnen nun (8) unter Verwendung des Operators T dquivalent umformen:

22
n R"™ tr < _ . 1
L {“"E - }—e"p( WZHTIP) 10)

72l - [ITyldn(y

Wir setzen die Abbildung F': R” — R als
F(z) = ||Tx|.
Dann gilt:
|F(z) = F(y)l = | T[] = | Tylll < [T(z — )| < [Tl = yll2- (11)

Also ist F lipschitzstetig und mit dem Satz von Rademacher (siehe Satz 2.13) fast
iiberall differenzierbar beziiglich des Lebesguemafies. Sei x ein Punkt, in dem F
differenzierbar ist. Dann kénnen wir, da F”(x) existiert und ein Zeilenvektor ist, die

Ungleichung dquivalent umformen zu:
|F(z) = Fy)l = [(F'(x),y — =) + r(y — 2)| < [|T]l[|z = yll2-

Formal miissten wir F”(x)7 schreiben, da es sich im Skalarprodukt ja um den trans-
ponierten Vektor handelt. Im Folgenden ist aber offensichtlich, ob es sich um einen

Zeilen- oder Spaltenvektor handelt, sodass wir auf die formale Unterscheidung ver-
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zichten und nur F’(z) notieren. In der Formel ist  der Fehlerterm, fiir den

lim M =0
vz ||z —yl[2

ist. Wir formen um und erhalten die Ungleichung:

‘<F’($),y—$> + T(y—ZE) < HTH

[l = yll2 lz =yl

Fiir y wéhlen wir y =  + hF’(z) mit h € R. Dann konnen wir den Spezialfall
der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung anwenden, in dem beide Vektoren linear

abhingig sind und erhalten:

‘<F’(x),hF/(l‘)> r(hF"(x))
[P E" ()] |hE" ()]l

_ ‘”F/(x)||2||hF/($)H2 r(hF'(z))
A F" ()2 [RF' ()]

r(hF'(z))

_ ‘|]F’(I)||2+m

<71l
Lassen wir nun A — 0 gehen, so erhalten wir den Zusammenhang;:
1F" ()l < |17]]- (12)

Die Abschitzung (12) werden wir spiter noch bendtigen. Zunéchst betrachten wir
(10) und ersetzen hier ||Tz| durch F(z) und erhalten:

2t?

Wir beweisen die Richtigkeit dieser Abschitzung fiir alle z € R”, auf denen F' dif-

ferenzierbar ist und haben damit ebenso (10) gezeigt.

Vn {xeR"

F(x) - / F(y)dyn(y)

Als néchstes bendtigen wir eine Abbildung, die eine Rotation eines Punktes (z,y)
in R" x R™ beschreibt. Wir definieren die Abbildung A: [0, 27] — R?*? mit

AD) = sin 6 cqs@ .
cosf@ —sinf

Die Matrix A(6) ist eine orthogonale Matrix, wie man anhand der Beziehung A(6)T A(0) = I,
leicht ablesen kann und beschreibt damit eine Rotation. Wir betrachten jetzt den

Punkt (z,y) als (2 x 1) Blockmatrix. Dann koénnen wir diesen sinnvoll mit A(6)
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multiplizieren und erhalten:

A(0) r)\ [sinf cosf r\ [xsinf+ycosd
Yy ~ \cos® —sind Y B xcosf —ysind

Somit beschreibt die Multiplikation mit A(f) eine Rotation des als Blockmatrix
aufgefassten Punktes (z,y) aus R" x R™. Wir konnen die Rotation in Abhéngigkeit

von # damit auch folgendermafen schreiben:

x(f) = xsinf + ycosd
y(0) = 2'(0) = xcosh — ysin b, (14)

was uns im Beweis hilfreich sein wird.

Nun haben wir die Vorbereitungen abgeschlossen und konnen mit dem eigentlichen
Beweis beginnen. Wir verwenden die mehrdimensionale Kettenregel fiir folgende

Abschétzung:

F'(2(6)) - «'(6) db.

Wir halten fest, dass F'(x(6)) fiir fast alle 6 existiert. Fiir eine reelle Zahl 7 > 0 sei
die Funktion ®.: R — R definiert als:

O, (t) := exp(rt).

Dann ist ¢, konvex und differenzierbar. Damit folgt mit der Ungleichung von Jensen
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(Satz 2.12):

o, [F(z) - — 0, { F’ 2'(0) do (15)

IA
BN

/2 o, X x'(@)] do. (16)

Wir integrieren (15,16) iiber alle (x,y) beziiglich des Gaufmabes v, X 7,. Da es
sich bei @, um eine positive Funktion handelt, diirfen wir gleichzeitig den Satz von

Fubini anwenden und erhalten:

[[edr@ - P @i (17)
< / / ; / @, [SF/(2(6)) - 2'(6)] by (w)dra ().

An dieser Stelle kommt die zentrale Uberlegung des Beweises. Wir haben im Satz

2.4 gezeigt, dass das Gaufmals invariant unter Rotation ist. Die Abbildung

(z,y) = (x(6),2(6))

wie in (14) beschreibt nun gerade eine Rotation des Punktes (z,y). Wir kénnen
daher in (17) F'(x(9)) - 2/(f) durch F'(x) - y ersetzen und das Maf, sprich das
Integral dndert sich nicht! Wir formen (17) um und integrieren anschliefend geméf

dem Satz von Fubini iiber 6:

/ / B,[F(x) — Fy)] dvm(@)dva(y / / / 2) -] dbdy, (@)dya(y)

-7/ / v) - y] du()dnly) (18)
~ ][5 ] () ).

Wir benétigen noch einmal die Ungleichung von Jensen, um die linke Seite von (17)
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nach unten abzuschitzen:

/ P, (F (z) — / F(y) d%(y)) dyp(z) = / D, ( / F(z) = F(y) d%(y)> dyn ()

(19)
< / / . (F(z) = F(y)) dynly) dya(z).

Wir wenden die Proposition 2.5 auf (18) an und erhalten:

// 2) 9] dnl@dnly) = / exp (% (3)272|\F'<x>\|3) ().

Mit (12) kénnen wir weiter vereinfachen:

e (5 (5) AIF@IR) dne) <eo (5 (5) T). o

Damit ist der grofste Teil des Beweises geschafft. Wir fassen die gefundene Abschét-

zung (19), (20) noch einmal zusammen:

Jo (o) - [Foyan) an <ew (5 (5) 2ITR). e

Wir wenden nun die Markov-Ungleichung 2.11 auf (13) an und schétzen mit (21)
ab. Dabei wihlen wir ®(¢) = exp(7t) und

f(2) = F() - / Fy) duay).

Wir betrachten als erstes nur diejenigen x mit f(z) > 0, sodass der Betrag in (13)

entfallen kann. Damit erhalten wir:

F(w)—/F(y)d%(y) >t} < J @ (£ fqi<t)d7n y)) dyn(x)

1 2
< exp (5 (5) T2 - Tt) .

Analog ergibt sich fiir alle x mit f(z) <0 fiir — f:

- (F) - [Fo)tn) >t} <ew (5 (3) 1 - )

Yn {JZGRn

Vi {:1: e R"
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und damit insgesamt fiir den Betrag:

Yn {:BG]R”

F(x) - / F(y)dyn(y)

1 2
> t} < 2exp (5 (g) 2|T|)? — Tt) :

Wir setzten nun noch 7 = (%HTH)J t und erhalten die abschliefende Abschitzung:

2t?
>t S ZeXp —W s

die giiltig ist fiir fast alle z € R™. Da mit (9) zudem ||T’|| = o(X) ist dies, wie oben

ausgefiihrt dquivalent zur Ungleichung (8). Damit ist das Concentration of Measure

Vn {xeR"

F(a) - [ Pla)an,

Theorem bewiesen. O

3.3 Die Ungleichung von Levy

Die Ungleichung von Levy gibt es in vielen verschiedenen Versionen. Wir beschrin-

ken auf die folgende. Der Beweis ist adaptiert von [14].

Satz 3.4 (Ungleichung von Levy). Seien (X;),1 < i < n symmetrische, unabhingige
Zufallsvektoren in einem Banachraum E und sei S = > | X;. Dann gilt fir jedes
t>0:

2P{[[ S]] > 1} = P{max|| X[ > ¢}

Beweis. Sei A C Q die Menge, fiir die max;<,[|X;|| > t gilt und B C 2 diejenige,
fir die ||>°7, X;|| > ¢ zutrifft. Wir partitionieren die Menge A wie folgt:

AvweAd  ||Xi >t

Apiw €A Xl S X <t Xl >t

Ist nun w € A,,, so liegt mindestens einer der beiden Vektoren

n

Y =Xpw + Y Xi(w)

i=1,i#m

YV'=Xnw) - Y Xiw)

i=1,i#m
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auferhalb der abgeschlossenen Kugel mit dem Radius ¢, da ansonsten:

2t <2/ X (W) = [ Xim(w) + X (w)]]

= [Xmw)+ D Xiw)— > Xi(w) + X ()]
i=1,i#m i=1,i#m

< Y @)+ 1Y (W) < 2t

einen Widerspruch ergébe. Da die X; symmetrisch sind, haben nun sowohl Y (w) als
auch Y'(w) die gleiche Wahrscheinlichkeit, auterhalb der abgeschlossenen Kugel zu
liegen. Oder formal ausgedriickt: ist AL C A, diejenige Teilmenge, sodass ||Y|| > ¢
fiir w € Al und A2 die zugehorige Teilmenge fiir ||Y’|| > ¢, dann ist:

B(B N A,) = P(AL) = P(42).
Da zudem aber A,, = A} U A2, folgt mit der Subadditivitit des MafRes:
P(A,) = P(AL, U A%) <P(AL) +P(A2) = 2P(B N A).

Da nun alle A,, disjunkt sind und (J; A, = A ist, ergibt sich mit der Additivitét
des Mafes

P(A) =P (O Am> - zn: P(A,) < zn: 9P(A,, N B)

= 9P (O A 0 B)
— 9P(AN B) < 2P(B)

die Behauptung. O]

3.4 Das Lemma von Dvoretzky-Rogers

Ziel dieses Kapitels ist es, folgenden Satz zu beweisen, der uns im Beweis eine wich-

tige Abschétzung ermdoglichen wird.

Satz 3.5 (Das Lemma von Dvoretzky-Rogers). Sei E ein N-dimensionaler nor-

mierter Raum und N = |5 ]. Dann gibt es Elemente (¢;),1 < i < N in E, sodass
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alle ||e;|| > % sind und fir alle a; € R gilt:

N|=

~ —
Z a;e;ll < Z a? . (22)
i=1

i=1

Vor dem eigentlichen Beweis stellen wir folgendes Lemma aus Griinden der Uber-

sichtlichkeit voran:

Lemma 3.6. Se:T: H — X ein linearer Operator zwischem einem n-dimensionalen
Hilbertraum (H,|-|) und einem Banachraum (X, ||-||x). Dann ezistiert eine Folge

orthonormaler Vektoren (f;)7 € H, sodass
T follx > inf{||T — S|||S: H— X,Rang (S) < n}:= x.(T).
Beweis. Die Folge der f,, wird rekursiv konstruiert. Wir stellen zunéchst fest, dass

xu(T) = [T = ‘SHPHTUHX
v|=1
gilt. Da H endlichdimensional und damit die Einheitskugel kompakt ist, existiert
das Maximum fiir ein f; € H mit |f;| = 1, das heift also:

sup | T'vf|x = max||Tv[|x = |[Tfil[x-

lv]=1 [v]

Sei nun S; = [fi]* das orthogonale Komplement zu span{f;}. Mit der Abbildung

S: H— X:
Tv v € span fi

0 'UESl

Sv =
lasst sich die Einschrinkung von T auf den Unterraum S; schreiben als:
Tis, =T - 5.
Da S offensichtlich maximal den Rang 1 hat, gilt:
[ Tis, || = [IT = S| = x2(T).

Mit der analogen Argumentation zur Kompaktheit existiert damit ein fo € S} mit
|f2| =1und

1T =1Tfillx = 1T fallx = 1Tis, fallx = [1Tjs, | = x2(T).-
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Wir nehmen damit f; als weiteren Vektor hinzu und fahren fort bis wir n Vektoren

generiert haben. O

Beweis von Satz 3.5. Wir bezeichnen mit o die Operatornorm auf £ (¢, F). Dann

existiert nach dem Satz von Lewis (siehe Satz 2.15) ein Isomorphismus 7" mit
oT)=|T|=1 und o*(T"')=N.

Geméaf dem vorangestellten Lemma kdnnen wir eine orthonormale Folge von Vek-

toren (f;)Y in ¢% finden, sodass

1T full = xx(T)

fiir alle £ < N ist. Wir zeigen nun, dass xx(7) > 1 — % fir alle &k < N zutrifft.

Dazu sei P eine orthogonale Projektion auf ¢3 mit Rang P < k. Dann ist auch
Iy — P eine orthogonale Projektion. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass die-
se dhnlich zu einer Diagonalmatrix D mit den Eigenwerten 1 und 0 ist, wobei die
Vielfachheit des Eigenwerts 0 der Dimension des Kerns von Iy — P entspricht. Da
fiir die Diagonalmatrix D offenbar Rang (D) = Spur (D) gilt und dhnliche Matrizen
gleichen Rang und gleiche Spur haben, ist auch Rang (Iy — P) = Spur (/ — P). Wir

konnen daher abschatzen:

N —k <Rang (Iy — P) = Spur (Iy — P)
= Spur (T'T(Iy — P))
< a*(TY|T(Iy - P)|
= N|T —-TP]|.

Damit haben wir:

k
T—-TP|>1—-—
H I>1-%

und nach der Definition von y; insgesamt:

k
T fill = xe(T) > 1 — =

Wir wihlen die Elemente e; durch T'f; = e; und fiir ein beliebiges a € RY mit
N .
a = Zi: aifi gllt



Da zusétzlich [|[Tal|| < ||T|||all2 = ||al]2 folgt die Abschétzung:

N 3
< (x)
=1

fiir alle a € RY und damit insbesondere die Ungleichung (22). Fiir k¥ < |§] sind

dann auch alle ||e;|| > 3 fiir i < |£] und das Lemma bewiesen. O

N

E i€

=1

3.5 Zwei geometrische Lemmata

Die beiden folgenden Lemmata bendtigen wir, um uns in unseren Abschitzungen im
Beweis auf eine endliche Menge an Punkten zuriickziehen zu diirfen. Diese Punkte
werden dabei auf der Sphire der Einheitskugel liegen. Dem ersten Lemma muss

noch die Definition eines -Netzes vorangestellt werden.

Definition 3.7. Sei X C R" eine beliebige Teilmenge auf dem Raum (R",||-]]). Sei
weiter 6 > 0. Dann heifit eine Menge A C X ein 6-Netz von X, wenn fir alle v € X

ein a € A existiert, sodass ||z — al| < ist.

Das erste Lemma erlaubt uns die Méchtigkeit eines 6-Netzes der Einheitssphére ab-
zuschitzen. Wir erinnern vorher noch an einen aus der Integrationstheorie bekannten
Satz iiber das Volumen von n-dimensionalen Kugeln mit dem Radius r. Fiir eine

nur von der Dimension abhéingige Konstante (3, und das Lebesguemalfs \" gilt:
A (B,) = Bur™ = A" (By) - 1"

Lemma 3.8. Sei ||| eine Norm auf R™ und bezeichne S die Einheitssphdre. Sei
0 > 0. Dann existiert ein 0-Netz A C S mit der Mdchtigkeit

2 n
A< (1+—-) .
Beweis. Wir wihlen A = (y;)7" als eine maximale Teilmenge von S, sodass

lys —y;ll =6 fiir alle i+ j

gilt. Maximal bedeutet hier, dass es bei Hinzufiigen eines weiteren Elementes p €
S\A, automatisch ||p — y;|| < 0 fiir ein ¢ € N, folgt. Damit ist einleuchtend, dass
A ein §-Netz in S ist. Wir betrachten nun die (offenen) Kugeln By (y;) mit dem

Radius g um g;. Diese sind nach Konstruktion paarweise disjunkt, aber in der Kugel
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BH%(O) enthalten. Dann folgt fiir das Volumen:

Sov (By) < ¥ (By0) = (145) ¥ (Bi0)

i=1

und so schlieflich:
5 " n 5 " n
m 3 AM(B1(0) < 1+ 3 A" (B1(0)) .

Nach Division erhalten wir die gewiinschte Abschétzung:
2 n

Das folgende Lemma ist fundamental wichtig fiir den Beweis. In Kapitel 3.1 haben

]

wir in (7) eine alternative Formulierung des Banach-Mazur-Abstandes gegeben, der
fiir unsere Zwecke besser handhabbar ist. Hier besteht allerdings der Nachteil, dass
die Abschétzung fiir alle a € R™ gelten muss. Das folgende Lemma gestattet uns,

lediglich ein geeignetes 0-Netz zu betrachten:

Lemma 3.9. Fir jedes ¢ > 0 existiert ein § = 0(¢) mit 0 < § < 1 und folgender
Figenschaft: sei ||-|| eine Norm auf R™ und S die Einheitssphire. Sei weiterhin A
ein 0-Netz in S und seien (x1,...,x,) beliebige Elemente aus einem Banachraum
(E,|||lr). Wenn fir jedes a = (ay,...,a,) € A gilt:

n
E Q;T;
1

1-6< <1434, (23)

F

dann gilt fir alle a € R™:

n

E Q;;

i=1

< V(1 +e)lal.

F

(VIT+9)  fal <

Beweis. Wir nehmen zunéchst |a| = 1 an. Dann kénnen wir ein y° aus A wihlen,

sodass |la — y°|] < §. Damit koénnen wir a auch schreiben als:

a=y"+ \ad

mit [A;| < und o’ = “;i’o € S. Nun ldsst sich mit gleichem Argument o’ wiederum
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schreiben als:

a =yt +Xd" d' €S |\ <o

Dies setzen wir induktiv fort und erhalten:

a=y"+ My + Xy + As(...))

mit ¢/ € Aund |\;] < §. Wir multiplizieren aus und nennen die entstehenden Skalare

wieder \;:

j=0

Hier ist Ag = 1. Dann gilt wegen|\;| < §:

i ;T i i )\jy‘ijxi
i=1

i=1 j=0

F

F
<IN vl
7=0 i=1 F
< iéj zn:yi:vz—
=0 i=1 r
R
< 7o

3

N Yyl

(24)

)

F

(25)

Fiir die Abschétzung (25) haben wir zum einen die geometrische Reihe als auch die

Voraussetzung (23) genutzt. Dabei beachte man, dass ¥/ € A nach Konstruktion.

Wir benétigen noch die Abschidtzung nach unten. Wir beginnen an der Gleichung

(24):
i=1 F j=0 i=1 F

v

[

&
|

i=1 P j=1 i=1
n o0 n )

S 30|30
i=1 Fooj=1 i=1

2 yow; + Zl ()\j Zl yf:cg)
1= ]= 1=
Z (AJ Z 3/5%

)

F

F

Wir verwenden nun wieder Voraussetzung (23) und anschliefend die geometrische
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Reihe:

. o 5 1-3§
il >1—-6— J N T - -
Zazml >1-6 Za<1+5) 10— ——=(1+0) = T—
=1 F 7j=1
Fiir ein gegebenes ¢ wihlen wir nun § so klein, dass
1—-30 - 149
> /(T +9) ' und %g 112 (26)

ist. Damit gilt dann Lemma (3.9) fiir alle a € S. Betrachtet man nun beliebiges a

so folgt:
n n 1
Z&Z’.Ti = H&H Zm&ll’l
i=1 F i=1 F
Da sz;l HTILHai = 1 ist, folgt die Giiltigkeit fiir alle a € R™. O

Fiir den nun folgenden Beweis sei noch einmal herausgehoben, dass wir ¢ nur in

Abhéngigkeit von € wéhlen. Die Dimension n spielt keine Rolle.

3.6 Der Beweis

Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieser Arbeit, dem Beweis von Satz 3.1. Da-
bei gehen wir in zwei Schritten vor. Im ersten werden wir die Richtigkeit des Satzes
zeigen, allerdings nur fiir alle n < 7/(e)d(X), wobei 7/(¢) eine Konstante ist, die nur
von ¢ abhéngt. Hierfiir benotigen wir das Concentration of Measure Theorem, die
beiden vorangehenden geometrischen Lemmata und Proposition 2.10. Der Nachteil
dieser Abschitzung liegt auf der Hand: wir haben keine gute Kenntnis {iber die Gro-
fse von d(X). Diese ist sogar vom konkreten Banachraum FE abhéngig. Wir wissen
a priori nicht einmal, ob n iiberhaupt grofer als Null, dem trivialen Fall, ist. Daher
werden wir im zweiten Schritt n gegen In N mit N als der Dimension des Banach-
raums E abschétzen. Hierfiir benotigen wir das Lemma von Dvoretzky-Rogers, die

Ungleichung von Levy und Proposition 2.1.

Beweis des Satzes von Dvoretzky. Seien X1, ..., X, stochastisch unabhéngige Kopi-
en des Gaul’schen Zufallsvektors X = Zszl grer mit Werten im N-dimensionalen
Banachraum E. Die Grofe von n schétzen wir spéter ab. Sei aufserdem a € R™ mit
lall2 = /S_r_, a? = 1 ein Element aus der Einheitssphiire des R”. Dann sind mit
Proposition 2.10 Y | a;X; und X identisch verteilt. Dies impliziert:

n

Z CLZ'XZ‘

=1

E = E|| X]|.
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Wir wenden das Concentration of Measure Theorem (Satz 3.3) an und erhalten fiir

alle 6 > 0:
20%(E|I X))
P E|X <2 — .
{ > 0E|| H}_ exp( (X2 )

Wir formen unter Beachtung der Definition von d(X) um:

IP{ 1 >5} < 2exp (—%5)()). (27)

T
Nun wahlen wir ein 6-Netz A wie in Lemma 3.8. Dieses enthalt hochstens (1 + %)n

— E[lX]|

%

n

Z CLZ'XZ‘
i=1

1
ElX]

Elemente. Wir kénnen daher fiir jedes Element a € A die Abschitzung (27) vorneh-

men und alle Wahrscheinlichkeiten aufaddieren. Dann erhalten wir die Abschétzung:

5} < 2| A exp (_%) (28)

S?( 5) o ()
e ) 280)

2n  26%d(
= 26Xp (5 T .

Die Abschitzung in der vorletzten Zeile folgt, da In(1+4xz) —x < 0 fiir alle z > 0. An

]P’{EI@EA

diesem Punkt nehmen wir die konkrete Wahl unseres ¢ in Abhé&ngigkeit von dem im
Satz vorgegebenen ¢ vor: wir wihlen 0(¢) wie in Lemma 3.9 vorgegeben. Betrachten
wir nun die Wahrscheinlichkeit in (28). Ist

120(e)%d(X) _
n< Lty (a(x),
dann folgt unmittelbar:
2n  20(e)%d(X)
— < — )
2 exp <5(5) = <2exp(—1) <1

Damit gilt dann fiir das Komplementérereignis in (28):

P{VaeA 1 ga(g)}>o.

n

Z aiXi

=1

1
E[[X]
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Das bedeutet, es gibt im Wahrscheinlichkeitsraum {2 mindestens ein Ereignis w € €2,
sodass fiir die konkrete Realisation X;(w) = z; und alle a € A gilt:

>
i=1

|- 6e) < -1 <148

Wir ziehen geméf der Homogenitdt der Norm die Konstante m in die Norm. Die
neuen Vektoren (nach skalarer Multiplikation) bezeichnen wir wieder mit x;. Mit

Lemma 3.9 konnen wir dann schlussfolgern, dass fiir alle a € R™ gilt:

(VIT9) lall < < VT+o)lall>

Wir wahlen nun die Vektoren zq, ..., x, als Basis des Unterraums F' und mit der Be-
merkung (7) nach dem Lemma 3.2 haben wir gezeigt, dass fiir diesen n-dimensionalen

Unterraum F' gilt:
AF2)<1+e  mit n=|7(e)dX)].

Damit haben wir den ersten Schritt geschafft. Um nun die gewiinschte Abschétzung
n = |[n(e)In N| zu erreichen, miissen wir unseren initial vollig beliebig gewdhlten

Zufallsvektor X = Z,ivzl grer so wahlen, dass
d(X)>CInN (29)
fiir eine Konstante C' > 0 ist. Dann ist der Beweis vollstandig.

Unseren Zufallsvektor X manipulieren wir, indem wir die e, nicht beliebig, son-
dern wie im Lemma von Dvoretzky-Rogers (Satz 3.5) auswéhlen. Dann haben wir
fiir alle a € RN und k < N = [ ¥ ]

[NIES

N 1 N N
X => ger lexll = 5. doaer| < (D ap | - (30)
k=1 k=1 k=1
Wir erinnern uns an die Abschitzung in (9), in welcher wir o(X) = ||T|| fiir den

Operator T': (2 — E mit:

n

Va € R" T(a) = Z axer

k=1

35



nachgewiesen haben. Dies wenden wir auf den N-dimensionalen Unterraum von E
an. Wir erhalten so fiir alle @ € RY mit (30):

NI

N N
o(X)=|T|| = sup Zakek < sup Zai — 1.
i=k

lafl2=1 lall=1 \ 4+

Nun untersuchen wir den Erwartungswert von || X ||. Mit der Ungleichung von Levy
(Satz 3.4) haben wir angewendet auf X = 3"~  grey:

1
P{IXN > ¢} = SP{max||gres| > ¢}.
k<N

Wir wenden das Layer-Cake-Theorem an und erhalten unter Beachtung der Mono-

tonie des Integrals:

(e 9]

i 1
BIX| = [1X] a2 = [P{X] > thit > [ JP{maxgen] > o) e
Q 0 B

0

1 1
> max| grer|| dP = S Emax||grex |
2 k<N 2 k<N

max||ey|| - E max]gg|.
k<N k<N

Q

1
T2
Dieses Resultat konnen wir mit Proposition 2.1 gegen N abschiitzen. Auferdem
stort noch, dass eine Abhéangigkeit von den Vektoren e; und der Norm des Raums F
besteht. Da wir aber nach unten abschétzen wollen, nutzen wir, dass die Vektoren e

mit (30) jeweils mindestens die Norm von 3 haben. Es gilt also mit einer positiven

Konstanten ¢ :

1 1 .
E||X| > - max||e;|| - Emax|g| > = min||e||Emax|gy|
2 k<N k<N 2 k<N k<N

1 —
~cvVInN

cVIn N.

v

IS TN

>

Daher erhalten wir fiir d(X) in der Zusammenfassung:

d(X) = (%)2 > (E| X)) > Ge\/m)Z —ClnN

fiir eine positive Konstante C. Damit haben wir (29) gezeigt und somit die Existenz
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eines Unterraums F' C E mit der Dimension
n=|n(e)nN| und der Eigenschaft AF,2)<1+¢

bewiesen. 0

3.7 Giite der Abschitzung

Es stellt sich die Frage, ob unser Zugang im Beweis des Satzes von Dvoretzky optimal

war, in dem Sinne, dass im Allgemeinen keine Abschétzung existiert, sodass

n=[n(e)f(N)]

mit einer Funktion f, die schneller wichst als der Logarithmus. Oder formal ausge-
driickt: konnen wir die Abschitzung gegen In N durch eine Funktion f ersetzen, fiir

die:
In N B

VLT

gilt? Wir werden zeigen, dass dies nicht der Fall ist. Den (uninteressanten) Fall N < 2
schliefen wir im Folgenden aus. Wir bezeichnen dazu mit n.(F) das grofktmogliche
n, sodass ein Unterraum F C E existiert, fiir den A(F, (%) < 1+ ¢ gilt. Zudem sei
sup d(X) das Supremum iiber alle Gauf’schen Zufallsvektoren mit Werten in £. Im

ersten Schritt von Beweis Satz 3.1 hatten wir gezeigt, dass
ne(E) > [n'() sup d(X)] (31)

gilt. Im folgenden Satz zeigen wir ein umgekehrtes Resultat.

Proposition 3.10. Es sei E ein N-dimensionaler Banachraum und € > 0. Dann
gilt die Abschdtzung
sup d(X)g(l +e)? > n(E).

Dieser Satz bedeutet also, dass die Abschéitzung von n.(E) gegen die Dimension

d(X) nicht wesentlich verbessert werden kann.

Beweis. Sei F C E ein Unterraum mit A(F,¢?) < 1+ e. Dann existiert also ein
Operator T: (2 +— F mit
ITINTH < 1+e.
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Wir wahlen den Gaul’schen Zufallsvektor X als:
X = Z ng(el)7
i=1

wobei e; die kanonischen Basisvektoren von (2 bezeichne. Wir erhalten neben dem

bekannten Zusammenhang o(X) = ||7|| fiir den Erwartungswert:

n 2
ITHE|X] > E|T7 X = E (Z\gJQ)

=1

>E (% Zm) = (n(Elg:])?)?

=1

=(Z<E|gz-|)2> =\/2n

i=1
Zusammengefasst ergibt das fiir d(X):

2n

a0 2 (T 2 020462

Damit ist (31) gezeigt. O

Im zweiten Schritt werden wir einen N-dimensionalen Banachraum FE so wéhlen,

dass in diesem supd(X) < cIn N fiir eine Konstante ¢ > 0 gilt.

Proposition 3.11. Im Banachraum E = (3 gilt fir eine Konstante ¢ > 0 die
Abschitzung
supd(X) < cln N,

wobei unter sup d(X) wieder das Supremum tber alle Gauf’schen Zufallsvektoren

mut Werten in E zu verstehen ist.

Beweis. Sei als Banachraum E = (¢ gewdahlt. Es sei weiter X = vazl g;x; ein
beliebiger Gauf’scher Zufallsvektor in £ mit einer beliebigen Basis (x;)Y. Dann
kénnen wir X auch als Linearkombination der kanonischen Basis (e;) schreiben.

Somit erhalten wir die Darstellung von X als:
N
X = gibe)

=1

mit b; € R. Weiter sei wie im Beweis des Satzes von Dvoretzky der Operator T’
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definiert durch
N

Va € RY T(a) = Z a;(b;e;).

i=1

Wir schétzen die Grofe von d(X) ab. Fiir o(X) erhalten wir zunéchst:

N
o(X)=||T||= sup Za-b-e = sup |a;| max |b;| = max |b;].
() =17l lall2=1 || =3 o - Ha||2:1’ "1951\1‘ il 193]\/’ il

Wir benétigen nun eine Abschéitzung fiir p-Normen mit 1 < p < oo. Wir fithren

folgende Notation ein:
1
@(p) = (Elg:[")7 .

Dann erhalten wir fiir |.X||,:

3=

N

Zgi(biei)

=1

]EHX”P =E

p

IN

(32)

N
[
&
Q
-
Sl

1
N P
< 1PR| g |P
< <Z max |bi["E|gi] )
()

In (32) wurde die umgekehrte Jensen-Ungleichung auf die konkave Funktion z — v
mit x € R, angewendet. Die vorherige Abschétzung impliziert dann insbesondere

weilter:

1 1 1
< < » | < Kp2N» 1.
E[Xleo < ElX], < @(p)N> max |bi] < Kp=N> max [b]

Dabei wurde Proposition 2.2 genutzt: w(p) < Kp% fiir eine Konstante K. Wéahlen

wir nun p = In NV, so erhalten wir:
E[|[ X |l < VIn N max |
1<i<N

fiir ein ¢ > 0. An dieser Stelle ging auch die Bedingung N > 2 ein. Damit gilt
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zusammengefasst:

2 / . . ?
d(X) = E|| X |0 < c \/lnNméxlgléN]bz\ < el N
o(X) maxi<;<n|bil

fiir eine Konstante ¢ > 0. Da X beliebig gewéhlt war, folgt die Behauptung. O]

In der Zusammenfassung beider Propositionen kénnen wir nun die obige Aussage

zur Giite unserer Abschitzung beweisen:

Satz 3.12. Die Abschitzung vonn = |n(e)In N | gegen den natiirlichen Logarithmus
von N im Satz 3.1 kann nicht durch eine reelle Funktion f(N) ersetzt werden, fir
die

lim In ¥ =0

N f(N)

gilt.

Beweis. Fiir den Banachraum E = (% gilt in der Zusammenfassung von Proposi-

tionen 3.10 und 3.11 und den gleichen Bezeichnungen:

n.(£3) < sup d(X)g(l +e)? < ~(14e)2clnN <ij(e)ln N

bo|

mit einer nur von ¢ abhingigen Konstante 7. Somit kann fiir den Banachraum F
in der Abschétzung von Satz 3.1 im Allgemeinen keine Funktion f(N) gefunden

werden, die schneller wichst als der Logarithmus. O]

Dieser Beweis sagt natiirlich nichts dariiber aus, dass es Banachridume geben kann
(und auch gibt), fiir die die Abschitzung gegen den Logarithmus verbessert werden
kann. Nur fiir den allgemeinen Fall ist dies nicht moglich. Damit kann es auch
keinen anderen Zugangsweg zum Beweis des Satzes von Dvoretzky geben, der diese
Abschétzung in Abhéngigkeit von der Dimension verbessert. Fiir eine Analyse der
Abhéngigkeit der Konstante 1(e) von & wird an dieser Stelle nur auf entsprechende

Literatur verwiesen [15].

4 Ein Isomorphiekriterium fiir Hilbertriaume

An dieser Stelle soll an einem Beispiel dargestellt werden, welche Konsequenzen der
Satz von Dvoretzky mit sich bringt. Dazu ist ein Beispiel gewéahlt, das sich mit
Grundkenntnissen aus der Funktionalanalysis gut nachvollzichen lasst. Bereits in
einer einfilhrenden Vorlesung in diesem Gebiet wird man beweisen, dass es zu einem

abgeschlossenen Unterraum A eines Hilbertraums H stets einen abgeschlossenen
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Komplementarraum B gibt, das heift also AN B = {0} und H = A+ B. Dies ergibt
sich iiber die orthogonale Projektion. Mit Hilfe des Satzes von Dvoretzky kénnen

wir eine Umkehrung dieses Prinzips zeigen [16]:

Satz 4.1. Sei X ein Banachraum, fiir den jeder abgeschlossene Unterraum einen ab-

geschlossenen Komplementdrraum hat. Dann ist X isomorph zu einem Hilbertraum.

Das bedeutet also, wir konnen einen solchen Banachraum X &Aquivalent normieren,
sodass die neue Norm ein inneres Produkt ist! Diese Aussage wurde 1970 von Lin-
denstrauss und Tzafiri gezeigt. Wir benotigen neben dem Satz von Dvoretzky zwei

weitere Propositionen, die wir nur zitieren :

Proposition 4.2. [17] Sei X ein Banachraum, bei dem jeder abgeschlossene Unter-
raum einen abgeschlossenen Komplementdrraum hat. Dann existiert ein 1 < v < 00,
sodass jeder endlichdimensionale Unterraum B von X das Bild einer Projektion mit

einer Norm kleiner als v ist.

Proposition 4.3. [18-20] Sei X ein Banachraum, fir den eine Konstante f < 0o

existiert, sodass fiir jeden endlichdimensionale Unterraum B von X gilt:
A(B,2) < B mitn=dimB.

Dann ist X isomorph zu einem Hilbertraum.

Beweis von Satz 4.1. Wir kénnen X als unendlichdimensional unterstellen. Dann
sei v die nach Proposition 4.2 existierende Konstante. Wir betrachten nun einen

endlichdimensionalen Unterraum B von X und definieren « als
a=A(B,2) (33)

mit n = dim B. Wir werden zeigen, dass wir a nach oben durch die Konstante v
abschétzen konnen. Diese ist unabhingig von dem Unterraum B, sodass die Voraus-

setzungen von Proposition 4.3 vorliegen. Damit ist der Beweis erbracht.

Sei @ eine Projektion von X auf B mit ||Q|| < v. Nun kommt bereits der Satz von
Dvoretzky ins Spiel. Dieser garantiert uns ndmlich die Existenz eines Unterraums C'
von (I — @)X, sodass

A(C,2) <2 (34)

rn
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gilt. Damit ist also
A(B,C) < 2a,

sodass wir einen linearen Operator T': B + C finden konnen, fiir den
1 .
Q—HxH < || Tz| < ||z] fiir alle z € B (35)
a

zutrifft. Diese Aussage lisst sich einfach aus Umkehrung des Lemmas 3.2 schlussfol-
gern.
Die folgenden Ausfiihrungen sind etwas technisch: Sei nun weiter P die Projektion

der Norm kleiner v von X auf den Unterraum
D :={zx+pTz|x € B}
mit p = 2%02. Definiert man weiter den Operator V: B — B aus
Plz=Vz+ pyI'Va fiir alle z € B,
dann ist Vax = QPTz, was dann wiederum impliziert:
V|| < v*||Txl]. (36)
Da aufserdem fiir x € B

Pz = P(x+ puTx) — pPTe =x + puTer — u(Vae + uTV)
= [z — pVa] + p[Te — uTVz]

ist, gilt auch :
(I — Q)P = p[Tz — pTVaz. (37)
Fasst man nun (35), (36) und (37) zusammen, so erhilt man:

I
|1 = QPal| = ulT( - pVa)l| = 2=z — uVa] (38)
> 2= (|lal = ul[V])

> 2= (|lz]) - po?| 7)) -

Wiederum mit (34), also letztlich dem Satz von Dvoretzky, folgt die Existenz eines
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Operators U: C' + (2, sodass:

1 .

Syl < MUyl <yl firy e (39)
Sei nun wiederum 7': B 2 & (2 ein linearer Operator, der definiert wird durch

~ 1 1

Dann schitzen wir die Norm ab:
v(v+ 1)lz]| < [l (41)

An diese Stelle ging unter anderem ein, dass 1 < v nach Proposition 4.2. Auf der
anderen Seite gilt mit (38),(39) und (40):

- 1 1
Il 2 o (10Tl 1107 - Q)P

1 1
> ma (171, 5517 - QP

1
> e (Tl 3ol = | 7))

1602

Wir benétigen nun noch eine Fallunterscheidung. Angenommen, es wére
v 2| Tz = =],

dann wéire auch: .

~ 1 v
IT2ll = 21Tzl = o5 ll«]l-

=2

Im anderen Fall, also v*27||Tz|| < ||z]|, erhalten wir mit der Wahl von p = 2502

- p 2 1 _ 2
1Tl > bl = | Tol) > sl = 2 ol
Damit gilt in jedem Fall:
- (2 v .
| Tx|| > |||l min ~ 5 fir x € B. (42)

Dies kénnen wir somit (41), (42) zusammengefasst schreiben als:
(2 v N
felmin (2,5) < 2] < oL
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Dies bedeutet zum Einen, dass wir 7" auch als einen Isomorphismus von B nach 2
betrachten kénnen. Zum anderen muss dann o < v*2? sein, da a nach Definition
(sieche (33)) des Banach-Mazur-Abstandes minimal ist. Damit liegen also die Vor-
aussetzungen von Proposition 4.3 vor und wir schlussfolgern, dass X isomorph zu

einem Hilbertraum ist.

]
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Hauptanliegen dieser Arbeit war es, einen Beweis des Satzes von Dvoretzky zu ge-
ben, der mit dem Wissen aus einem Bachelorstudium der Mathematik in jedem
Detail nachvollzogen werden kann. Besonders interessant an dem vorliegend darge-
stellten Beweis ist die Verkniipfung zwei verschiedener Gebiete der Mathematik: eine
Fragestellung aus der Theorie der Banachridume wurde wesentlich mit Mitteln der
Wahrscheinlichkeitstheorie beantwortet. Statt ndmlich direkt zu versuchen, die Exis-
tenz eines geeigneten Unterraums nachzuweisen, der nahezu euklidisch ist, haben wir
bewiesen, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass geschickt gewahlte Gauls’sche Zu-
fallsvektoren einen solchen bilden, immer echt grofer als Null ist. Dies war dann
dquivalent zu dem Existenzbeweis. Dariiber hinaus konnte am Beispiel des (3 ge-
zeigt werden, dass unser Zugang zum Beweis des Satzes optimal war: die logarith-
mische Abschitzung der maximalen Dimension n eines solchen Unterraums A C (3
ist scharf. Dies gilt aber nicht fiir alle Réume. So lisst sich fiir ¢} beispielsweise
die Abschitzung von In N auf N verbessern, der Raum liegt sozusagen ,naher* am

euklidischen Raum.

Die ganze Bedeutung des Satzes von Dvoretzky konnte in dieser Arbeit nicht her-
ausgearbeitet werden. Exemplarisch wurde mit dessen Hilfe ein Isomorphiekriterium
fiir Hilbertrdume bewiesen. Dariiber hinaus kann mit Hilfe des Satzes von Dvoretz-
ky beispielsweise auch gezeigt werden, dass zentrale konvexe symmetrische Polytope
im n-dimensionalen Raum stets eine gewissen Zahl von Ecken und Facetten nicht
unterschreiten kénnen [21]. Andere Mathematiker gestehen dem Satz sogar philo-
sophischen Charakter zu, namlich warum wir in Physik und Technik mit Model-
len erfolgreich sind, die zahlreiche Variablen, quasi Dimensionen, aufer Acht lassen.
Schliefslich existiert in dem hoherdimensionalen Raum stets ein Unterraum, der dem
von uns betrachteten sehr nahe kommt [22]. Fernab solcher philosophischen Betrach-
tungen entfaltet der Satz sicher seine grofite Wirkung in der lokalen Theorie der
Banachrdume, die sich mit Strukturen der endlichdimensionalen Unterrdume von
unendlichdimensionalen Banachrdumen beschéftigt, wenn deren Dimension gegen
unendlich geht. Schliefslich 1asst sich aus dem Satz schlussfolgern, dass jeder un-
endlichdimensionale Banachraum einen nahezu euklidischen Unterraum beliebiger
Dimension besitzt. Eine Vertiefung der lokalen Banachraumtheorie und die Rele-
vanz des Satzes von Dvoretzky in dieser, bote sicher noch zahlreiche Moglichkeiten

fiir weitere Analysen und Arbeiten.

45



Notation

oo
I-]]2
2

G

det
dim
In

span
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Supremumsnorm
Euklidische Norm
n-dimensionaler reeller Raum mit der

euklidischen Norm
n-dimensionaler reeller Raum mit der

Supremumsnorm
Raum der beschrankten reellen Folgen

mit der Supremumsnorm
Quantoren: fiir alle bzw. es existiert ein

Banach-Mazur-Abstand

Natiirliche Zahlen

Relle Zahlen

Borel-Messraum
Wahrscheinlichkeitsmaf
(n)-dimensionales Gaukmaf
Normalverteilung mit Erwartungswert

a und Varianz b
Erwartungswert

Charakteristische Funktion
Gammafunktion
Abrundungsfunktion

zu x transponierter Vektor
Standardskalarpodukt

Dualraum bzw. dualer Operator bzw.

duale Norm
Dimension des Zufallsvektors X

zweites schwaches Moment des

Zufallsvektors X
Verkniipfung zweier Abbildungen

Raum der linearen Abbildungen von F

nach ¥
Determinante

Vektorraumdimension
natiirlicher Logarithmus

lineare Hiille
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