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Abstract

This Bachelor thesis examines the mathematical theory behind the kernel methods in machine learning
on the basis of [27, 33]. To this aim, reproducing kernel Hilbert spaces (RKHS) [27], Moore’s [2, 21]
and Mercer’s Theorems [18, 20] are addressed, i.e. their proofs are carried out thoroughly, including
all necessary prerequisites.

In collaboration with and under great guidance by [5, 23, 26] this thesis was able to highlight that
the version of Mercer’s Theorem which is used for the reasoning in [33] and which was introduced
by [18] in 1986, is unfortunately wrong in some parts and incorrectly proved in others. So far, this
fact seems to only be known in outskirts of the mathematical community [5, 6, 19, 36]. The bulk of
claims in [18] was salvageable — in particular with the help of [28] from 1969, which had already shown
central partial claims. However, the main result in the version of Mercer’s Theorem by [18] (namely
the uniform convergence of the integration kernel’s series representation) is unproved up to now and
at the same time, a central element of the reasoning by [33]. Together with [23], the thesis was
able to find an equivalent condition for above-described uniform convergence (called Mercer-Punkt-
4-Zusatzbedingung in the thesis), which is weaker than the one used by [18]’s proof and which should
be looked at in future works.

Due to the unproved claim in Mercer’s Theorem by [18] the thesis discusses impacts on the
conclusions in [33] and takes a closer look at special cases of Mercer’s Theorem [1, 7, 10] as well
as their practical utility in machine learning. It is being tried to generalise the special cases again,
by introducing an error tolerance and a hypothesis is proposed concerning a construction rule for
machine learning kernels. In closing, the strong relationship between RKHS and Mercer’s Theorems
is highlighted [27].

The main questions for future consideration resulting from this thesis are:

o Does Mercer’s Theorem in the version by [18] hold nonetheless, if one removes the claim towards
the uniformly bounded eigenfunctions?

e Is there another prerequisite instead of the Mercer-Punkt-4-Zusatzbedingung, which is simpler
to check in machine learning applications and which also provides the uniform convergence in
Mercer’s theorem (Satz 6.5.1)7
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Zusammenfassung

Diese Bachelorarbeit beleuchtet die mathematische Theorie hinter den Kernmethoden im Maschinellen
Lernen auf Basis von [27, 33]. Dazu betrachtet sie Reproducing Kernel Hilbert Spaces (RKHS) [27],
die Sétze von Moore [2, 21] und Mercer [18, 20] und fithrt deren Beweise inklusive aller nétigen
Vorergebnisse aus.

In Kooperation mit und unter grofier Mithilfe von [5, 23, 26] konnte die Arbeit dabei erarbeiten,
dass die durch [33] in ihrer Argumentation verwendete, sehr allgemeine Version des Satzes von Mercer
— durch [18] in 1986 aufgestellt — in einigen Teilbehauptungen falsch und in anderen nicht korrekt
bewiesen ist. Diese Tatsache scheint bisher nur in Randbereichen der mathematischen Gemeinschaft
bekannt zu sein [5, 6, 19, 36]. Ein Grofiteil der Behauptungen in [18] konnte zwar gerettet werden
— vor allem mithilfe von [28] aus dem Jahr 1969, da darin zentrale Teilbehauptungen bereits gezeigt
waren. Trotzdem bleibt das Hauptergebnis der Version des Satzes von Mercer aus [18] (die gleichmé-
Bige Konvergenz der Reihendarstellung des Integralkerns) zum jetzigen Zeitpunkt unbewiesen und ist
gleichzeitig ein zentraler Bestandteil der Argumentation von [33]. Gemeinsam mit [23] ist es der Arbeit
zumindest gelungen, eine zur oben beschriebenen gleichméfligen Konvergenz dquivalente Bedingung
zu finden (in der Arbeit als Mercer-Punkt-4-Zusatzbedingung bezeichnet), welche schwécher ist, als
die im Beweis durch [18] verwendete und die es in Folgearbeiten weiter zu betrachten gilt.

Wegen der unbewiesen gleichméfigen Konvergenz im Satz von Mercer durch [18] diskutiert die
Arbeit Auswirkungen auf die Argumentation von [33] und beleuchtet Spezialfille des Satzes von
Mercer [1, 7, 10] sowie ihre praktische Anwendbarkeit im Maschinellen Lernen. Sie versucht zudem
durch Zulassen einer Fehlertoleranz die Spezialfille leicht zu verallgemeinern und stellt eine Hypothese
zu einer Konstruktionsvorschrift fiir Kerne im Maschinellen Lernen auf. Abschlieffend stellt sie die
Verbindung zwischen RKHS und dem Satz von Mercer [27] heraus.

Die sich aus der Arbeit ergebenden Hauptfolgefragen sind:

o Gilt der Satz von Mercer in der Version durch [18] trotzdem, wenn man die uniforme Beschrénkt-
heit der Eigenfunktionen in dessen Behauptung entfernt?

e Gibt es eine fiir das Maschinelle Lernen besser zu priifende Voraussetzung anstelle der Mercer-
Punkt-4-Zusatzbedingung, welche die gleichméfige Konvergenz im Satz 6.5.1 von Mercer liefert?
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Einleitung

Im Maschinellen Lernen existiert eine weit verbreitete und durchaus erfolgreiche Strategie, in welcher
sich der Losung einer gegebenen Aufgabenstellung eher durch Ausprobieren gendhert wird, anstelle
durch direktes Verstiandnis der Strukturen/Zusammenhénge: Beispielsweise werden bei der Entwick-
lung von Neuronalen Netzen zumeist lediglich Anzahl/Reihenfolge/Anordnung/Verkniipfung sowie
die Aktivierungsfunktionen der einzelnen sog. Neuronen — zum Teil sogar zufillig — variiert, um ei-
ner Losung so empirisch ndher zu kommen. Dabei werden die Aktivierungsfunktionen oft ,nur” aus
einer festen Klasse als geeignet bekannter Funktionen gewéhlt. Neuronale Netze zu unterschiedlichen
Problemstellungen dhneln sich somit in der Praxis weitestgehend und unterscheiden sich in der Regel
lediglich in ihrer Variation und Komplexitét.

Diese Strategie birgt einige Vorteile: Zum einen lassen sich damit Problemstellungen behandeln,
zu denen keine bekannten Gesetzméfigkeiten vorliegen oder bei denen die Gefahr besteht, dass der
zustiandige Entwickler die Problemstellung wegen einer (ihm ggf. unbekannten) Voreingenommen-
heit/Bias oder unkorrekten Annahme verfélscht. Zum anderen lésst sich diese empirische Vorgehens-
weise automatisieren, d.h. Computer kénnen (Teil-)Losungen oft alleine finden/trainieren.

Nichtsdestotrotz stolen auch Computer schnell an ihre Kapazitits- und Komplexitétsgrenzen,
wenn man sie ganz selbststdndig und ohne Struktur suchen ldsst. Ein Teilbereich des Maschinellen
Lernens, in dem eine ausfiihrliche mathematische Theorie dazu existiert, weshalb die oben beschrie-
bene Strategie erfolgversprechend sein kann bzw. ist, sind die sog. Kernmethoden.

Die Kernmethoden sind in Anlehnung an die durch Fredholm, Hilbert und Schmidt rund um
1900 erforschten Integralkerne benannt (vgl. z.B. [25]). Genauso wie letztere handelt es sich bei
den Kernen in Kernmethoden um Funktionen mit zwei Parametern, welche je nach Anwendungsfall
ebenfalls als Integralkern verwendet werden. Im Rahmen seiner Forschung zu Letzteren bewies Mer-
cer [20] im Jahr 1909 einen spéter nach ihm benannten Satz, welcher von zentraler Bedeutung fiir
die Kernmethoden im Maschinellen Lernen werden sollte. 1935 veroffentlichte Moore [21] ein weite-



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

res wichtiges Puzzleteil (vgl. [27]), wobei seine Ver6ffentlichung nicht mehr erhéltlich zu sein scheint.
Aronszajn [2] zitierte Moores Ergebnis ein weiteres Mal im Jahr 1950, weshalb dieses in der Literatur
den Namen Satz von Moore bzw. Satz von Moore-Aronszajn erhielt. Zwischen den 1980er und 2010er
Jahren entdeckten Forscher und Anwender im Maschinellen Lernen die zwei Sétze fiir ihre Zwecke
(wieder) und entwickelten darauf basierend die Theorie der Kernmethoden.

An dieser Stelle findet diese Arbeit ihren Einstieg: Mit [33] existiert ein gutes, etwas mehr auf
Anwender abzielendes Kompendium zu den Kernmethoden im Maschinellen Lernen. Dieses als Basis
nehmend, soll die mathematische Grundlage der Kernmethoden-Theorie zusammengestellt und stu-
diert werden. Ziel ist es dabei, die Theorie aus Sicht eines Mathematik-Studierenden im Bachelor oder
Informatik-Studierenden mit mathematischer Vorbildung zu erarbeiten, d. h. die in [33] teilweise nur
angedeuteten Zusammenhinge mathematisch sauber zu belegen, etwaige Beweisliicken zu schlieflen
und kleine Spriinge in der Argumentation zu iiberbriicken/erldutern.

Beginnend mit einem kleinen Anwendungsbeispiel und der Definition von Reproducing Ker-
nel Hilbert Spaces (RKHS) wird der Weg iiber den Satz 4.2.1 von Moore(-Aronszajn) und
dessen zentralem Ergebnis fiir das Maschinelle Lernen — dem sog. ,,Kernel-Trick” — fortgesetzt.
Dies wird zunéchst die (theoretische) Existenz von auf Kernmethoden basierenden Lésungen vieler
Problemstellungen im Maschinellen Lernen liefern.

Diese theoretische Existenz von Lésungen, welche der Satz von Moore liefert, zwingt den Anwender
leider aber oftmals in unendlich-dimensionale Vektorraume und kann den praktischen Nutzen damit
in manchen Féillen zunichtemachen. Abhilfe schafft der Satz 6.5.1 von Mercer, der eine endlich-
dimensionale Approximation des Problems erméglicht (vgl. [32]) und, wie durch [33] argumentiert,
einen geometrischen Rahmen um die zugrunde liegenden Daten spannt.

Der Satz von Mercer bedarf theoretischer Vorergebnisse, damit der Beweis korrekt ausgefiihrt
werden kann: Uber ein wenig Spektraltheorie lisst sich die Wurzel positiver Operatoren finden
und der Einbettungsoperator von L>*(Q, u) nach L2(£2, ) stellt sich als 2-summierend her-
aus, sofern der Mafiraum (2, ) endlich ist. Zudem besitzt der Satz von Mercer eine Voraussetzung,
welche seine Anwendung im Maschinellen Lernen erschwert. Aus diesem Grund werden fiir die Praxis
relevante Spezialfalle und Konsequenzen diskutiert. Abschliefend wird die Verbindung zwischen dem
Satz von Mercer (Kapitel 6) und dem Satz von Moore (Kapitel 4)/RKHS (Kapitel 3) aufgezeigt.

Zum mathematischen Verstdndnis der Arbeit werden die Kenntnisse eines universitdren Kurses
der Funktionalanalysis (z.B. [25]) oder entsprechenden Lehrbuchs (z.B. [31]) vorausgesetzt. Einige
wichtigen funktionalanalytischen Begriffe (aus [25] zitiert) liegen dazu in Anhang A zum Nachschla-
gen vor. Es wird zudem empfohlen, die Arbeit mittels eines PDF-Betrachters zu lesen, welcher eine
Vorschau von bzw. ein Springen zu und zuriick von Referenzen/Verlinkungen erméglicht.

Schliefllich, aber nicht zuletzt, méchte sich der Autor herzlich fiir die sehr solidarische, hilfsbereite,
freundliche und tiberaus fruchtbare Betreuung und Kooperation durch/mit Prof. Dr. Mugnolo, Dr. Lu
und Herrn Bifulco bedanken (dessen Titel sich zum Zeitpunkt des Lesens dieser Arbeit bereits dem
der zwei Vorbenannten angeglichen haben sollte) sowie bei den korrigierenden Freiwilligen fiir ihre
(wahrscheinlich unerschopfliche) Suche nach den vielen Kommafehlern. Ein besonderer Dank gebiihrt
auch der Lebensgefdhrtin des Autors, Tetiana Driabova, da sie die Zeichnungen fiir die Ergebnis-,
Beispiel- und Frageboxen anfertigte und generell Zweiteren in der Zeit der Erstellung dieser Arbeit
noch verschrobener aushielt als gew6hnlich.



Ein Anwendungsfall — Motivation der Fragestellung

Bevor die in dieser Arbeit zentral betrachteten Objekte — die Reproducing Kernel Hilbert Spaces
(RKHS) - formal definiert werden, sei an dieser Stelle zunéchst ein kleines Anwendungsbeispiel aus
dem Maschinellen Lernen (ML) zur besseren Einordnung vorgestellt:

Beispiel 2.1.1 (Klassifikationsproblem). Ein Algorithmus ist gesucht, der fir
ein ihm tibergebenes Element entscheiden kann, ob es zu einer bestimmten Gruppe
gehort [1] oder nicht [-1]. Man stelle sich dazu beispielsweise Bilder (oder Wor-
ter) als Elemente vor und als Entscheidung, ob es sich um ein Katzenbild (oder
) handelt oder nicht.

keine Katze
[-1]

Abbildung 2.1: Klassifikationsaufgabe

feminines ferr|1(ier:?nes
Lam pe SUbﬁn“V b I AU 5 bseantv
[-1]

Wie im vorangegangen Beispiel zu sehen ist, liegen die Daten in Problemstellungen des Maschinel-
len Lernens in der Regel nicht in einer bekannten Ordnung vor (z.B. 1 < 2), es ist keine automatische
Metrik oder Norm fiir die Datenmenge ersichtlich (z. B. wie weit ist das Wort Lampe vom Wort blau

im Kontext von femininen Substantiven ,entfernt”?), geschweige denn, dass aufwendigere Operationen
wie z. B. Winkelmessungen zwischen den Elementen der Datenmenge moglich sind.

Auf der anderen Seite bendtigen Algorithmen im Maschinellen Lernen genau diese Messmoglich-
keiten und Operationen, um Losungen generieren bzw. Resultate vorhersagen zu kénnen. Zur Entwick-
lung von Algorithmen ist es somit sinnvoll, den betrachteten Datenraum durch einen Hilbertraum



KAPITEL 2. EIN ANWENDUNGSFALL — MOTIVATION DER FRAGESTELLUNG

Beispiel 2.1.2 (Klassifikationsproblem im Hilbertraum). Gelingt es, die Klas-
sifikationsdaten in einen geeigneten Hilbertraum so abzubilden, dass die beiden
Gruppen/Klassen/Datenwolken der zu klassifizierenden Elemente raumlich echt
getrennt voneinander liegen, so lasst sich eine (Hyper-)Ebene zwischen den Da-
tenwolken als Entscheidungsgrundlage fiir den Algorithmus legen.

Der Algorithmus muss dann lediglich messen, ob ein unbekanntes Element auf der
linken (Gruppe [1]) oder rechten Seite (Gruppe [-1]) der Ebene liegt und gibt dies

aj;; i als Ergebnis zurtick.
o oo
o X 9 N H *

(@) (o)
0 : o ¢

Abbildung 2.2: Transformation der Datenmenge X in geeigneten Hilbertraum #H

In Hilbertraumen koénnen Algorithmen also basierend auf geometrischen Prinzipien entwickelt

werden, was in einer normalen (z. B. ungeordneten) Menge nicht direkt moglich ist. Die Aufgabe, einen
maschinellen Lern-Algorithmus zu entwickeln, l4sst sich somit in vielen Féllen in die Aufgabenstellung
transformieren, einen geeigneten Hilbertraum fiir die betrachtete Fragestellung zu finden, da in diesem
gef. ein (geometrischer) Algorithmus zur Losung bereits bekannt ist.

In den folgenden Kapiteln wird hergeleitet werden, dass die RKHS fiir genau diese Herangehens-

weise einen guten Prototypen darstellen und fiir die Praxis relevante Eigenschaften besitzen. Zusétzlich
zu dem hier bereits Zitierten sind ebenfalls noch weitere Ausfithrungen in [27, 33] zu finden.



Reproducing Kernel Hilbert Spaces (RKHS)

Nach dem einfithrenden Beispiel in Kapitel 2 soll nun das zentrale Betrachtungsobjekt dieser Arbeit
— der Reproducing Kernel Hilbert Space (RKHS) — eingefiihrt und Eigenschaften diskutiert
werden. Die Inhalte dieses Kapitels sind [27, 33, Chapter 142, Chapter I.2] entnommen, wobei sich bei
der Struktur etwas mehr an [27] orientiert wurde. Fiir einen weiteren Blickwinkel wird [33] empfohlen.

Im Folgenden sei K € {R,C} der reelle oder komplexe Zahlenkorper, X eine beliebige Menge und
mit F(X,K) :={f: X — K} der Vektorraum (Def. A.2.1) der Funktionen/Abbildungen bezeichnet,
die aus dem Definitionsbereich X in den Zahlenkérper K abbilden (siehe Bsp. A.2.2).

3.1 Definition und erste Eigenschaften

Definition 3.1.1 (Reproducing Kernel Hilbert Space (RKHS) [27, Def. 1.1]).

Sei (H, (-,-)3) ein Hilbertraum (Def. A.3.5) mit einer Teilmenge H von F(X,K). H wird Reprodu-
cing Kernel Hilbert Space (RKHS) auf X (iber K) genannt, wenn fir alle x € X das lineare
Auswertungsfunktional (evaluation functional, Def. A.4.1) an der Stelle z

E, H—-K, Ei(f):=/f(z) (3.1)

beschrankt ist (E, € H' := L(H,K), Def.+Satz A.4.2/Satz A.4.4/Def. A.4.7), d.h. fiir alle z € X
existiert ein M, > 0, sodass:

E(f)l < Mollfll fiir alle f € M. (3.2)

Bemerkung 3.1.2. Die Linearitdt des Auswertungsfunktionals F, folgt fiir jedes x € X bereits aus
der Tatsache, dass F(X,K) ein Vektorraum ist und muss nicht gesondert gepriift werden. Die Be-
schranktheit von F, fur jedes z € X ist somit die eigentlich definierende Eigenschaft eines RKHS.

5
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Beispiel 3.1.3 (Beispiel-RKHS [33, S. 32]).

Man betrachte fiir n € N die Diskretisierung X := {zo,...,z,} des Intervalls [0, 1] gegeben durch
x; = = fiir i € {0,...,n} und damit den reellen Vektorraum / die lineare Hiille (Def.4-Satz A.2.3)

H :=span{ fo,..., fn} mit fix—exp (—]m—mi\z) firxz e X, i €{0,...,n}. (3.3

(Zur Veranschaulichung wird auf Abbildung 3.1 verwiesen.) Die Elemente f € H besitzen die Form

n

Zc exp ( x,]2> fir z € X und gewisse c(()f), D eRr. (3.4)

Mit dieser Darstellung kann ein Skalarprodukt (Def. A.3.1) auf H definiert werden (welches tatsichlich
wohldefiniert ist — einsehbar mittels identischer Rechnung wie in (4.8)-(4.9)), durch

(Y HXH =R, ZZc(f exp <—|x2 — x| ) fir f,g € H, (3.5)
=0 7=0

denn (-, )4 ist (bi-)linear wegen der Linearitdt der Summe, symmetrisch wegen der Symmetrie der
Doppelsumme sowie von || und zudem fiir alle f € H gilt (wegen t2 > 0, exp(t) > 0 fiir alle t € R):

. Zz(cgﬁ)zexp (“loi—2) =0 wnd  (fHu=0 E  f=0 (36)
i=0 j=0

Da zudem H als lineare Hiille einer endlichen Menge endlich-dimensional und somit geméafl Satz A.2.7
vollstandig beziiglich der durch (-,-)% induzierten Norm ist (Bem. A.3.3), folgt, dass H, (-, )% ein
Hilbertraum ist. Es verbleibt, die Auswertungsfunktionale zu priifen — fiir j € {0,...,n}, f € H gilt:

Zc (7) exp (—|x] — )

(3.1)
(3 4)

(3.5)

Z < iU

‘ A%%

B, () 151l 1122

(3.7)

Da f und j beliebig gewahlt waren, gilt somit geméafl Def.4+-Satz A.4.2, dass E, beschrankt ist fiir
jedes x € X. Ergo ist H tatsdchlich gemafl Def. 3.1.1 ein RKHS auf X (iiber R).

Diese zugegebenermaflen sehr abstrakte Definition eines RKHS lasst nicht unbedingt sofort erah-
nen, warum ein solcher fir die in Kapitel 2 betrachtete Fragestellung geeignet sein soll. Der Eindruck
verbessert sich nach einer Anwendung des Darstellungsatzes von Fréchet-Riesz (Satz A.4.10):

Lemma 3.1.4 (Abbildung von X in RKHS [27, 33, Def. 1.2, 2.2.3]).
Sei (H,{(-,")n) ein RKHS auf X (iber K). Dann existiert eine Abbildung ® : X — H und (mit dieser

definiert) eine Funktion k : X x X — K mit
(@(2)(y) = (@), ®(W))n  und  k(z,y) = (2(2),B(y))y,  fir allez,ye X.  (38)
Es gelten dann die folgenden Zusammenhinge (x,y € X und h € H):
k(z,y) =k(y,x)  und  k(z,y) = k(. 2), k(9)y (3.9)
O(x) =k(-,x) und |®(x) |l = \/k(z, ), (3.10)
h(z) = (h,k(-, z))3. (3.11)
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Beweis. (Die Beweisideen sind [27, 33, Def. 1.2, 2.2.3] entnommen.)
‘H ist als RKHS insbesondere ein Hilbertraum und jedes Auswertungsfunktional F, : H — K ist

und dieser liefert fiir jedes z € X ein eindeutiges ¢, € H, sodass

A.4.10

E.(h) =" (h,pz)n fiir alle h € H. (3.12)

Die Abbildung ® : X — H, z — ®(z) = ¢, ist somit wohldefiniert und es gilt fiir alle z,y € H wie

gewlinscht:
(3;1) (3.12)

(@@)(Y) =a(y) = Eylps) =" (parpy)n = (2(x), 2(y))n- (3.13)
Die in (3.8) definierte Funktion k£ hat dann die weiteren behaupteten Eigenschaften — fiir z € X gilt

(3.13)

O(x) "= (@), D(Nu = @), B@))y = k(,w), (3.14)

womit die linke Seite von (3.10) gezeigt ist und damit ebenfalls (3.11) sowie die rechte Seite von (3.9)
folgen — fiir z,y € X und h € H gelten:

(3.1) (3.12) (3.14)

Mz) = Ei(h) =" (h,®@)n =" (hk(,2))n  und (3.15)
38) ————— (314 ——
Schliefilich folgen die linke Seite von (3.9) und die rechte Seite von (3.10) mit den Eigenschaften des
Skalarproduktes — fiir alle x,y € H gelten:

(3.8)

k) = (@), 0wy = (@), 0(2)y = k,z) und (3.17)
[l =" Jl@@), @@)ul =\ @E), 8@, = (k). (3.18)

Damit sind alle Behauptungen gezeigt.
O

Dieses eher elementare Lemma liefert einen kleinen Schatz an Eigenschaften, die im Folgenden eine
wichtige Rolle spielen werden. Zudem stellt es die Verbindung zwischen RKHS und dem anfénglich
betrachteten Problem im Maschinellen Lernen her:

Im Beispiel ,Klassifikation im Hilbertraum” und den darauf folgenden Ausfiihrungen wurde ei-

ne Abbildung gesucht, welche aus der Menge der Roh-/Klassifikationsdaten X in einen geeigneten
Hilbertraum #H abbildet. Die Abbildung ® in Lemma 3.1.4 erfiillt genau dies.
Beispiel 3.1.5 (Fortsetzung von Bsp. 3.1.3). Im Bsp. 3.1.3 besteht die Rohdatenmenge X aus den
n + 1 Punkten zq,...,z, € [0,1]. Mit der Abbildung (®(z;))(z) := exp (—|z — z4]?) @ fi(z) e H
fir z € X, i € {0,...,n} werden diese in den RKHS H abgebildet. Die Punkte in der Rohdatenmenge
X werden somit auf Funktionen in H abgebildet, wie Abbildung 3.1 fiir die Félle n = 10 und n = 1000
veranschaulicht.
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r, e H

X

fo50 € H

=0 SR xg =0
=01 P L x; =0001

G =07 ™ . x, =0002
=03 : O

: : G

0.9 . . :

= ° X1000 =1 065

n=10 n=1000

Abbildung 3.1: RKHS ‘H mit Abbildung ® : X — H aus Bsp. 3.1.3 fiir n = 10 bzw. n = 1000.

Die mithilfe von ® definierte Funktion k£ : X x X — K besitzt noch praktischere Eigenschaften,
weshalb das Augenmerk im Folgenden mehr auf die Funktion k& und nicht auf ® gelegt werden wird:

1.
2.

Die Abbildung & lasst sich mittels (3.10) jederzeit wieder aus k gewinnen.
Mittels (3.8) und (3.10) lassen sich sowohl die Norm als auch das Skalarprodukt fir durch ®

men fiir Aufgabestellungen im Maschinellen Lernen entwickeln, welche ausschliefilich mit der
Berechnung von Winkeln oder Abstdnden auskommen und dessen Berechnungen mithilfe der
Funktion k direkt auf der Menge X erfolgen kénnen.

Besonders wichtig ist hervorzuheben, dass die Funktion k& auf dem Definitionsbereich X x X
wirkt und in einen Zahlenraum abbildet. Uber den RKHS H wird dabei nur ,,im Hintergrund
gelaufen” und dieser muss bei Kenntnis der Funktion k£ gar nicht unbedingt selbst bekannt sein.
Dieser Fakt wird eine zentrale Rolle in Kapitel 4 und vor allem in Kapitel 5 spielen. Insgesamt
wird in diesen beiden Kapiteln der Funktion k& noch eine weitere wichtige Rolle zuteil werden.

. Die Funktion k ,rettet” mittels (3.9) die Symmetrie des Skalarprodukts aus dem RKHS H in

den Rohdatenraum X hertiber. Generell weist die Funktion £ mit (3.8), (3.9) und (3.10) auch
etwas symmetrischere Figenschaften auf, als ® es tut. Man bemerke, dass sich im reellen Fall
die Beziehung (3.9) zu k(z,y) = (®(z), P(y))y fir alle z,y € X ergibt, d.h. die Funktion
k stellt genau das Skalarprodukt im reellen RKHS dar. Fiir den komplexen Fall wurde die
Darstellung in der Arbeit in dieser Form gewéhlt, da sie symmetrischer ist — im Gegensatz zu
k(z,y) = (®(x), 2(y))y = (2(y), ®(x))n fiir alle z,y € X gemaB Def. A.3.1.

Eine solche Funktion k liefle sich auch fiir beliebige wohldefinierte Abbildungen ® : X — H
fiir einen beliebigen (nicht unbedingt Reproducing Kernel) Hilbertraum definieren. Dann wéren

zwar nicht alle Eigenschaften aus Lemma 3.1.4 erfiillt, aber Norm und Skalarprodukt liefen sich
auch dann berechnen.

Aus diesen Griinden besitzt die Funktion k einen zentralen Namen in Bezug auf RKHS.
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3.2 Der Reproduzierende Kern (RK)

Definition 3.2.1 (Der reproduzierende Kern [27, 33, Def. 1.2, Def. 2.9]).

mittels (3.8) in Lemma 3.1.4, der reproduzierende Kern (reproducing kernel / RK) von Hj
genannt. Die Eigenschaft (3.11) ndmlich, dass

h(z) = (h,k(,x))y, firalleheHy, v€X (3.19)
gilt, wird die reproduzierende Eigenschaft genannt.

Korollar 3.2.2 (Die reproduzierende Eigenschaft definiert den RK [27, 33, Def. 1.2, Def. 2.9]).

Beweis. Es sei k der reproduzierende Kern von Hj, und es gelten fiir k obige Voraussetzungen. Be-
trachtet man im Beweis zu Lemma 3.1.4 wie die Abbildung ® : X — Hj gefunden wurde, so war
diese mittels (3.12) so definiert, dass

(3.12)

h(z) = E,(h) (h,®(z))y, fiir alle h € Hy, € X (3.20)

gilt, was sich als dieselbe Gleichung wie die reproduzierende Eigenschaft (3.19) herausstellt. Da k eben-
falls letztere erfiillt, gilt also ®(z) = k(-, ) fir alle x € X, denn der Darstellungssatz von Fréchet-Riesz

besagt, dass zu jedem z € X das Element ®(x) € Hj, eindeutig bestimmt ist, welches (3.20) erfiillt.
Fiir den reproduzierenden Kern k von Hj gilt damit fiir alle x,y € X:

(k( ) (x) = k(z,y). (3.21)

~ (3.8) A.3.1

k(xvy) = <(I)($)7(I)(y)>7-tk = <k<'7y)7k('7$)>7'lk

(3.19)

Ergo gilt k = k, d.h. k ist der reproduzierende Kern von Hj. O

Beispiel 3.2.3 (Fortsetzung von Bsp. 3.1.5). Der reproduzierende Kern des RKHS #, in Bsp. 3.1.3
besitzt eine kompakte und symmetrische Form: k : X x X — R, k(x,y) := exp (—|z — y|?) und ist
eine Variante des sog. Gauflschen Kerns (vgl. [33, S. 21]).

FEin weiteres interessantes und niitzlich werdendes Ergebnis bzgl. des RKHS und seinem zugeho-
rigen RK ist folgendes:

Proposition 3.2.4 (Die reproduzierende Kernfunktionschar liegt dicht im RKHS [27, Prop. 2.1]).

/ Def. A.1.5).

Beweis. (Der Beweis ist [27, Prop. 2.1] entnommen und lediglich um wenige Erlduterungen erweitert.)
Es gilt fiir A :=span{k(-,z):z € X}:

heAt o h@) " (hk(.0)

A.3.10
& =

0 firallex € X < h

0.  (3.22)
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Folglich gilt wegen A C A, dass A* C A+ = {0}, und da natiirlich (h,0) = (h,0-0) 2. (h,0) =0
fiir alle h € Hy O A gilt, folgt, dass A~ = {0}.

Nun ist A als Abschluss einer linearen Hiille definitionsgeméf ein abgeschlossener Unterraum von Hj,

und mittels Satz A.3.11 lasst sich Hy somit zerlegen in

W, "E Ae AT =A@ {0 (3.23)

Es liegt also jedes Element 0 # h € H;, zwangsliufig in A und da A selbst ein Vektorraum ist, gilt
auch 0 € A C A. Es folgt insgesamt die Behauptung:

Hp = A =span{k(-,x): z € X}. (3.24)

O

Korollar 3.2.5. Sei Hy, ein RKHS auf X (iber K).

1. Ist X endlich (d.h. | X| < 00), so ist Hj, endlich-dimensional und somit isomorph zu K™ (fir
einm € N).

2. Ist X abzdhlbar unendlich, so ist Hy separabel (Def. A.1.8). Ist Hi, dann unendlich-dimensio-
nal, so ist Hy, isometrisch-isomorph zu

Z(N) := { (2)nen CK: (imy?) 2 , (3.25)
k=1

anderenfalls erneut isomorph zu K" (fir ein n € N).

Beweis.

1. Ist X endlich, so ist die lineare Hiille span{k(-, z) : z € X} endlich-dimensional und somit gemaf
Satz A.2.7 vollstéindig . Mit Prop. 3.2.4 folgt, dass Hj, = span{k(-,z): z € X} damit endlich-
dimensional ist. Der Nachweis der Isomorphie eines beliebigen n-dimensionalen Hilbertraums zu
K" lasst sich z. B. [25, Theorem 2.2.6+Remark 2.2.7] entnehmen (n € N).

2. Ist X abzédhlbar unendlich, so lasst sich zusammen mit der Separabilitdt von K und Prop. 3.2.4
zeigen (z. B. mit [25, Prop. 2.5.1]), dass Hj, separabel ist. Der Beweis der isometrischen Isomor-
phie zu ¢2(N), falls H; unendlich-dimensional ist, lisst sich dann beispielsweise ebenfalls [25,
Lemma 6.5.18] entnehmen.

Zudem liefert Prop. 3.2.4 noch folgendes instruktives
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Korollar 3.2.6 (Eineindeutige Beziehung zwischen RK und RKHS, [27, S. 27]).
Die Beziehung zwischen einem RKHS Hy und seinem reproduzierenden Kern k ist eineindeutig, d. h.

My kann keinen weiteren reproduzierenden Kern k haben, mit k # k und es gibt keinen weiteren
RKHS Hy, welcher den reproduzierenden Kern k besitzt und nicht isometrisch-isomorph zu Hy, ist.

Beweis. (Die Beweisideen sind [27, S. 27] entnommen.)
Die Hinrichtung folgt bereits aus der Def. 3.2.1 des reproduzierenden Kerns bzw. genauer aus dem
Darstellungssatz von Fréchet-Riesz, mit welchem k in Lemma 3.1.4 eindeutig konstruiert wird.

Die Riickrichtung liefert dann Prop. 3.2.4: Seien H;, und Hj, zwei RKHS auf X iiber K, die beide den
reproduzierenden Kern k haben. Prop. 3.2.4 besagt dann, dass die lineare Hiille V' := span{k(-, x) :

x € X} dicht in Hj, und H;, liegt. Insbesondere gilt also V' C Hy, N Hy und fiir alle f,g € V gibt es

n,m € N sowie zugehorige x1,...,ZTn,Y1,---,Ym € X und a1,...,Qn, 51, .., Bm € K mit
f= Zaik(~,xi) und g= Zﬂjk(-,yj). (3.26)
i=1 Jj=1
Damit ergibt sich fiir das jeweilige Skalarprodukt beider RKHS (mit * € {Hx, Hi}):
(3.26) " m Azl e
<fag>* = <Zalk(axl)azﬁjk<ayj)> = ZZOQBJ(]{(aJ}Z)ak(ayJ»* (327)
i=1 j=1 . i=1j=1
SN aiBik(w,yy)  firvalle f,g € V C Hy N Hy. (3.28)

i=1j=1

Ergo sind die beiden Skalarprodukte (-,-)7, und (., '>7:tk auf V' x V gleich und deren Einschrin-

geschlossen, sondern sogar vollstandig). Gemafl Def.+Satz A.1.19 ist jede Vervollstandigung aber bis
auf eine isomorphe Isometrie (Def.4-Satz A.1.18) identisch, was die Behauptung liefert. O

Kor. 3.2.6 zeigt, dass die Verbindung zwischen einem RKHS und seinem reproduzierenden Kern
sehr stark ist. Das folgenden Kapitel 4 wird beide endgiiltig miteinander verschweiflen.

Hauptergebnis des Kapitels:
Jeder Reproducing Kernel Hilbert Space Hj besitzt einen eindeutigen

rechnen lassen, ohne dass Hj dabei explizit bekannt sein muss.
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Der Satz von Moore(-Aronszajn)

In Kapitel 3 wurde der Reproducing Kernel Hilbert Space (RKHS) und sein zugehoriger repro-
duzierender Kern (RK) eingefiihrt. Kapitel 4, dessen Grundlage erneut [27, Chapter 2] ist, befasst
sich weiter mit dem RK, erarbeitet Eigenschaften und schlieft mit einem erstaunlichen Resultat, dem
Satz 4.2.1 von Moore(-Aronszajn). Der Beginn bildet das folgende Ergebnis fiir RK.

4.1 Positiv semidefinite Funktionen

Proposition 4.1. 1 (Positivitétseigenschaft der RK [27 Prop. 2.13]).

(endliche) Folge {z1,..., 2y} C X mit belzebzgen 1. 0 € K

ZZaioTjk(xi,:cj) > 0. (4.1)

i=1j=1

Beweis. (Aus [27, Prop. 2.13] entnommen und lediglich um ein paar ausfiihrlichere Schritte ergénzt.)
Sei fir n € N die Folge {x1,...,z,} C X sowie a1, ..., a, € K beliebig, aber fest. Dann folgt sogleich:

n n (39) L n o
ZZQ ajk(x;,x;) = Z i@ k(- i), k(- 25))q, 2: <Zal i),Zajk(~,:Ej)> (4.2)
J=1 Hy

i=1j=1 1,5=1
A 33 n 2 A.2.4
=D a@wk(, @) > 0. (4.3)
i=1 Hy,
O

13
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Diese Figenschaft der RK erinnert dabei sehr an folgenden Begriff aus der Linearen Algebra:

Definition 4.1.2 (Positiv semidefinite Matrix [4, 16, Def. 4.5.5, Def 3.4.16]).

Sei K = (kij) € Mpn(R) (bzw. K € M, ,(C)) fir n € N eine symmetrische (bzw. Hermite’sche)
Matrix, d.h. k;; = kj; fiir alle i,5 € {1,...,n}. K heiit positiv semidefinit, wenn fiir alle o =
(a1,...,a,) € R® (bzw. a € C") gilt:

i@k >0 & o'Ka>0. (4.4)
1

>

n n
i=1j=
Die Ahnlichkeit der zwei Eigenschaften erklirt, weshalb der Begriff auf Funktionen erweitert ist.

Definition 4.1.3 (Positiv semidefinite Funktion [27, Def. 2.12]).
Sei X eine Menge und f : X x X — K € {R,C} eine Funktion in zwei Variablen. f heiit positiv
semidefinit, wenn fir alle z,y € X gilt, dass

und fiir alle n € N, {z1,...,2,} C X und a,...,a, € K gilt, dass

iia ia; f(xi,x;) > 0. (4.6)

i=1j=1

Bemerkung 4.1.4.

1. In [33, Def. 2.5] wird eine leicht andere, aber dquivalente Definition genutzt: Fiir eine endliche
Folge {z1,...,2,} € X (n € N) wird die Gramsche Matrix F := (f(z;,z;)) € M, ,(K)
definiert. Die Funktion ist genau dann positiv semidefinit, wenn jede Gramsche Matrix fiir
f positiv semidefinit ist (d.h. n € N und {z1,...,z,} C X beliebig). Im Falle eines abzéhlbar
unendlichen Grundraums X erlaubt diese Definition die Anschauung von f als (0o, 00)-Matrix.

2. In der Literatur wird der Begriff positiv semidefinit auch unter (leicht) anderen Namen ge-
fithrt (vgl. [27, 33, S. 17, S. 30]). In der englischsprachigen Literatur (z.B. [27, 31, 33]) ist der
Begriff positive definite oder nur positive gelaufig (definit im Gegensatz zu semidefinit heifit dann
strictly positive (definite)). Im Kontext von RKHS nennt beispielsweise [27] positiv semidefinite
Funktionen auch nur noch kernel functions und fordert von diesen aber implizit die positive
Semidefinitheit.

Es folgt nun sogleich das

Korollar 4.1.5 (|27, Prop. 2.13]). Jeder reproduzierende Kern ist positiv semidefinit.

Beweis. Folgt aus Prop. 4.1.1 und Def. 4.1.3 in Verbindung mit (3.9). O

Das erstaunliche und zentrale Ergebnis dieses Kapitels ist nun, dass ebenfalls die Riickrichtung
dieser Implikation gilt. Der Satz 4.2.1 von Moore(-Aronszajn) wird sich als mithin gréite Da-
seinsberechtigung der RKHS im Kontext des Maschinellen Lernens herausstellen.
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4.2 Satz von Moore(-Aronszajn)

Satz 4.2.1 (Satz von Moore(-Aronszajn) [2, 21, 27, Theorem 2.14]).
Sei X eine Menge und k : X x X — K eine positiv semidefinite Funktion. Dann existiert ein RKHS

Beweis. (Die Beweisideen und -struktur wurden [27, Theorem 2.14] entnommen und um etwas aus-
fithrlichere Erlauterungen erweitert. Lediglich im Unterpunkt 2 wurde eine abweichende Begriindung
gewéhlt. In Unterpunkt 1 wurde eine Beweisidee aus [33, S. 32 ff.] iibernommen, die in [27, Theorem
2.14] nur angedeutet ist.)

Aufgrund der etwas aufwendigeren Struktur des Beweises sei zunéchst eine Skizze vorgeschoben:

Beweisskizze:

1. Man finde ein geeignetes Skalarprodukt (-, )y, sodass die lineare Hiille span{k(-,z) : x €

Aus Prop. 3.2.4 ist bekannt, dass im Fall eines RKHS H;, die lineare Hiille der zugehorigen
Kernfunktionen {k(-,x) : x € X} dicht in H}, liegen muss. Dies motiviert genau diese als
die Wahl fir V', dem Prototyp-Vektorraum des zu findenden RKHS.
2. Man finde einen Hilbertraum (H, (-,-)=) als die Vervollstindigung (Def.+Satz A.1.19) von
(V, (-,)v), d. h. man finde eine Isometrie ® : V — H mit ®(V) = H:

,,,,,,,,, 7)

Jeder metrische Raum V' (Def. A.1.1) lisst sich zwar zu einem vollstindigen Raum H
(Def. A.1.17) vervollstandigen, jedoch unter der Einschrédnkung, dass lediglich das Bild
einer Isometrie von V in H enthalten sein muss und ggf. nicht mehr V selbst. Priift man
Def. 3.1.1, so muss ein RKHS insbesondere Unterraum von F(X,K) sein, d.h. ein Raum
bestehend aus Funktionen von X nach K. V war als solcher konstruiert, doch bei dessen
Vervollstandigung H ist demnach V C A nicht mehr gewahrleistet und insbesondere auch
nicht H C F(X,K). Aus diesem Grunde fihrt man fort mit:

3. Man finde einen Hilbertraum (Mg, (-,-)2,) mit Hr C F(X,K), sodass Hj isometrisch-
isomorph zu H ist und V C Hy, gilt:
Mit dem kleinen Umweg iiber den Hilbertraum H hat man den euklidischen /unitiren
Vektorraum (V, (-,-)y) nun echt zu einem Hilbertraum (Hy, (-, )%, ) vervollstandigt und
die erste notwendige Bedingung eines RKHS aus Def. 3.1.1 ist erfiillt.

4. Man zeige, dass fiir alle x € X das Auswertungsfunktional E, : Hy — K an der Stelle x
beschrankt ist:

Damit ist vollstandig gezeigt, dass es sich bei dem konstruierten Hilbertraum (Hy, (-, )%, )
tatséchlich um einen RKHS handelt.

5. Man zeige, dass k der reproduzierende Kern von Hy, ist.

Sind diese 5 Unterpunkte nachgewiesen, so sind alle Voraussetzungen von Def. 3.1.1 und Def. 3.2.1
erfiillt und die Behauptung folgt.
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Schritt 1: Man finde ein geeignetes Skalarprodukt (-, )y, sodass die lineare Hiille span{k(-,z) : z €

Sei die Abbildung (-,-)y : V x V' — K definiert durch

n m

(vwhy = > @ifik(xi,y;), (4.7)
i=1j=1

wobei v,w € V die jeweiligen Darstellungen v = 37, agk(-,z;) bzw. w = 37, Bik(,y;) € V
besitzen, mit m,n € N, «;,6; € Kund z;, y; € X firi e {1,...,n}, je{1,...,m}.
Da die Darstellungen von v und w nicht eindeutig sein miissen, ist als erstes zu pr}'ifer}, ob diese
Abbildung iiberhaupt wohldefiniert ist: Seien dazu v = 31" G;k(+,%;) bzw. w = 377, Bk(-, J;) €
V' zwei weitere Darstellungen von v,w € V, mit m,n € N, di,ﬁj € Kund 2;,7;, € X fiir ¢ €
{1,...,n}, 7€{1,...,m}. Dann gilt:

n m n n m

(4.7) A8 7~

= Z Z alﬁ] Ly y] :81 Z O‘iw(xi) = Z Z O‘zﬂ] (.Ti, yj) (4'8)
i=1j=1 i=1 i=1j=1

(4.5) n m m - n m = (.5) n o m 3 —

= ZZO‘ k(@G m) = > Bu(@) =Y abik(@, &) = > &pBik(d, i)
i=17=1 7=1 i=17=1 i=17=1

(4.9)

Somit ist (-,-)y tatsdchlich wohldefiniert und es verbleibt zum Abschluss, die Eigenschaften (S1)-(S5)
aus Def. A.3.1 eines Skalarproduktes nachzupriifen.

Seien dazu fortan v,v’,w € X beliebig aber fest mit den zugehorigen Darstellungen als Linearkom-
binationen v = > a;k(-,x;), v = ZZ,:l k(- xy) und w = Y7 Bik(-,y;) mit n,n’,m € N,
a;, o, B € K, xy,xl,y; € X fir i € {1,...,n}, ¢ € {1,...,n'} und j € {1,...,m} sowie k € K
beliebig aber fest.

(S1)+(S2): Da V := span{k(-,z) : x € X} als lineare Hille bzgl. der Addition und der skalaren
Multiplikation abgeschlossen ist, gilt, dass kv+v" ebenfalls in V enthalten ist und ergo eine Darstellung
der Form kv +v' = 22;/:1 alyk(-,xl,) besitzt fir ein n” € N und gewisse o, € K, 2}, € X mit
i" € {1,...,n"}. Es gilt damit:

m

n' m n m
(4.7) —— (4.5) —
o+ w)yy = D Bkl y) = D> aiBik(ys, xi) E (kv +0")(y;) (4.10)

i"=1j=1 i=1j=1 j=1

A2z Zﬁ(nZal (yj,24) +Za/k (yj,x )) (4.11)

=1 =1
(@)
w HZ alﬁ] (ziyy;) + Z Z Q; ’ﬂ] T, yj) = K,w)v + (W whv.  (4.12)
i=1j=1 i'=1j=1

(S1)4+(S2) folgen nun, wenn man beriicksichtigt, dass die Félle k = 1 € K und v/ = 0 € V mit
behandelt wurden.
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(S3): Es gilt mit der Symmetrie von k:

(w,wyy Zzaiﬁjk(xiayj) ) ZZBjaik(ijxi) = (w,v)y. (4.13)

n n 5 non (4.6)
(v,v)y @ ZZaiajk(:ci,wj) = ZZoTjaik(a:j,xi) > 0. (4.14)

i=1j=1 j=14i=1

(S5): Zuerst mache sich der Leser klar, dass im Beweis der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (siche

Satz A.3.2) lediglich die Eigenschaften (S1)-(S4) verwendet werden, nicht aber (S5). Das bedeutet,
dass mit dem bis hierhin Bewiesenen die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung bereits gilt:

(v, w)y > < (v, )y (w, w)y fir alle v,w € V. (4.15)

Damit gilt dann fiir alle x € X:

2
(4.5)

2
.7 (4.15)

= ‘(U,k(',$)>v|2 < <U,U>V<k(~,l‘),k(',.7j)>v.

(4.16)

[o()|* =

Zozik:(:c, x;)
=1

Zaik(xi,a:)
=1

Es folgt somit fir alle z € X aus (v,v)y = 0, dass v(z) = 0 ist und damit, dass v = 0 ist. Umgekehrt
gilt offensichtlich auch fiir v =0

n n

o)y 2 33700 Kz, 2;) =0, (4.17)

i=1j=1

(man beachte die gezeigte Wohldefiniertheit von (-,-)y) und es ist gezeigt, dass v =0 < (v,v)y = 0.

Damit sind alle Bedingungen aus Def. A.3.1 erfiillt, d. h. es wurde bewiesen, dass (-, )y ein Skalar-
produkt auf V' definiert und (V, (-, -)y) damit ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum ist.

Schritt 2: Man finde einen Hilbertraum (H, (-, )47) als die Vervollstindigung von (V,(-,-)v), d.h.

man finde eine Isometrie ® : V. — H (Def.+Satz A.1.18) mit (V) = H:
Dies ist gerade eine Anwendung von Satz B.5 in Verbindung mit Def.4+Satz A.1.19.

Schritt 3: Man finde einen Hilbertraum (Hg, (-, -)3,,) mit Hr C F(X,K), sodass Hy isometrisch-
isomorph zu H ist und V C Hy, gilt:

In Schritt 1 wurde ein als Prototyp eines RKHS geeigneter Funktionenunterraum von F(X,K) zu
einem euklidischen/unitdren Vektorraum V' befordert, welcher in Schritt 2 vervollstdndigt wurde.
Leider ist {iber die Vervollstdndigung H aber nicht viel bekannt, insbesondere nicht, ob die Elemente
darin tiberhaupt noch in F (X,K) liegen. Man weif} lediglich, dass eine Isometrie ® existiert, sodass

®(V) = H gilt. Diese sowie die zu Hilfe eilende reproduzierende Eigenschaft von k sind aber genug,

um aus H einen Hilbertraum Hj C F(X,K) zu (re-)konstruieren:
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Kor. B.6 hefert namhch dass d1e Isometrle ® nicht nur definitionsgemafl den Wert der Norm von

gilt fiir alle v, w € V und deren ®-Bilder ¢ := ®(v), 0 := ®(w) € H, dass

®

<ﬁv ’in>,)q i

(v, W)y . (4.18)
Diese Tatsache ermdglicht nun die Betrachtung des Operators (via Definition: k(z,) = ®(k(-,z)) e H
fir x € X)

L:H—FXK), (Lh)(2):=(hk(z, ), ficheHzeX. (4.19)

Fir jedes v = Y1) k(- z) € V i=span{k(-,z) :x € X} mitn €N, a;, € K, z; € X, i € {1,...,n}
und v := ®(v) gilt dann fir alle x € X:

(4 19) ( ]%( )>H (4;29 </U ]f (47) Zzallk T, T Zal X, T; —U(-:U)

i=17=1

(Lo)(x)
(4.20)

Es folgt somit v € L(H) fiir alle v € V, d.h. V C L(H).

Nun ist L wegen der Linearitdt des Skalarproduktes (-,-): sowie der punktweisen Addition und

H
skalaren Multiplikation in F(X,K) ebenfalls linear mittels
A~ R (4.19) N o2 A3, A A 2
(L(ah+89))(x) =" (ah+ Bg. k() "= alh,k(,2))g + B3, k(. 2)5 (4.21)
“L) (aLh+ BLY)(x) fir alle h,§ € H,a,B €K,z € X. (4.22)

Da L somit gemafl Def. A.4.1 ein wohldefinierter linearer Operator ist, ergibt sich folglich die sinnvolle
Wahl des gesuchten RKHS #Hj, := L(#H) C F(X,K) durch das Bild von L, denn mit Def.4+Satz A.4.3

ist H, als solches ein Unterraum von F(X,K) und, wie eben gesehen, gilt V C L(H) =: Hy.

Nun betrachte man noch den Kern von L: Dazu mache man sich klar, dass wegen der Definition von

V := span {k(-,z) : € X} und Kor. B.3 insbesondere D := span {k(-, ) x € X} dicht in H liegt.
7 jedem g € H gibt es somit eine Folge (g, )neny C D, sodass g, — § in H. Es gilt dann

A.

~

3

heker L =" Lh=0 (4.23)
L k() g =0 firalle z € X. (4.24)
=2 (h,d)y =0 fir alle d € D. (4.25)
:%7 ,}E{}o(ﬁ’@ ) =0 fiir alle g € H, (4n)nen C D mit g, — g. (4.26)
=2 (h,§)= =0 fiir alle § € H. (4.27)
= =0 (4.28)

Da umgekehrt (z. B. mit Def.+Satz A.4.3) trivialerweise gilt, dass 0 € ker L ist, folgt somit ker L = {0}.
Ebenfalls geméf Def.+-Satz A.4.3 ist mit L damit eine Bijektion zwischen H und H; gefunden, was
insbesondere bedeutet, dass fiir jedes h € Hj, ein eindeutiges h € H existiert, sodass h = Lh.
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Dies ermoglicht nun die wohldefinierte Definition der Abbildung
(ovae t Hie x Hie = K, (hog)a, = (B, 9)gy fiir h,g € Hy, (4.29)

wobei B,g die zu h,g € Hj eindeutigen Elemente in H sind, sodass h = Lh und g = Lg gelten.
Da aufgrund von (4.29) fiir die Abbildung (-, )3, die Eigenschaften (S1)-(S5) in der Def. A.3.1 eines
Skalarproduktes trivialerweise 1-zu-1 aus den Eigenschaften (S1)-(S5) des Skalarproduktes (-,-)5
folgen, hat man hiermit ein Skalarprodukt auf #H; gefunden — in anderen Worten: (Hx, (-, -)7,) ist ein
euklidischer bzw. unitérer Vektorraum.

Mit dieser Wahl des Skalarproduktes folgt nun insbesondere auch, dass fiir alle het gilt:

A.3.3 (423) aoA A.3.3
LAl “2° \/(Lh, Lh)y V(R h) 5 1| 5- (4.30)

Aus Def.+Satz A.1.18 folgt damit, dass L (sogar) eine bijektive Isometrie zwischen (7—7, (-, >ﬁ)
(Hk, (-, -)n, ) bildet und zudem, dass ersterer ebenso ein Hilbertraum ist, denn letzterer ist als solcher

und

Mit ziemlich grofilem Aufwand ist endlich mit dem Hilbertraum (M, (-, )3, ) eine Vervollsténdigung

von V gefunden, in der V' C Hj, echt enthalten ist und fiir die gilt: Hy C F(X,K). Die ersten beiden
Bedingungen in der Def. 3.1.1 eines RKHS sind erfillt.

Bevor es mit Schritt 4 weiter geht, merke man sich noch folgendes hllfrelche Ergebnis mit den in
Schritt 3 eingefiithrten Beze1chnungen Sei zu h € M, weiterhin h € H das zugehorige (eindeutige)
Element, sodass h = Lh gilt. Dann folgt fiir alle h € Hj, und = € X:

h(z) = (Lh)(z) (h k(7)) (s K5 )y (4.31)

Schritt 4: Man zeige, dass fiir alle x € X das Auswertungsfunktional E, : H — K an der Stelle x
beschrankt ist:

Sei x € X. Fur das Auswertungsfunktional an der Stelle z gilt dann (E,(h) := h(z) fir h € Hy):

)] 2 @) L (k)] < kG ) Bl (4.32)

Da bereits V' C Hj, bewiesen wurde, ist insbesondere ||k(-, x)||3, endlich, d.h. das Auswertungsfunk-
tional E, ist geméafl Def.+Satz A.4.2 beschrankt und weil x € X beliebig war, folgt die Behauptung.

(4 19) (4 29)

(3.1) (4 31)

Es wurden damit insgesamt alle Bedingungen aus Def. 3.1.1 gepriift und es ist nachgewiesen, dass der
in den Schritten 1-3 konstruierte Hilbertraum (Hy, (-, )%, ) tatséchlich ein RKHS ist.

Schritt 5: Man zeige, dass k der reproduzierende Kern von Hy ist:

h(z) "= (b k(@) (4.33)
Kor. 3.2.2 besagt nun gerade, dass k damit der reproduzierende Kern des RKHS Hy, ist.

Schliefllich sind nun alle Behauptungen bewiesen: Es wurde mit H; ein RKHS konstruiert, zu dem k
der reproduzierende Kern ist.

O
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Der auf den ersten Blick vielleicht unscheinbar aussehende Satz 4.2.1 von Moore liefert nun
folgendes wichtiges Korollar:

Hauptergebnis des Kapitels:

Korollar 4.2.2 (Positiv semidefinite Funktionen und reproduzierende Kerne |2,
21, 27, Theorem 2.14]).
FEine Funktion k : X x X — K ist genau dann ein reproduzierender Kern,

Beweis. Dies besagen gerade Satz 4.2.1, Kor. 4.1.5 und Kor. 3.2.6 gemeinsam. [




Der Kernel-Trick

In Kapitel 3 und Kapitel 4 wurden die Begriffe RKHS und reproduzierender Kern eingefithrt und

erkannt, dass unter gewissen Positivitédtseigenschaften (siehe Def. 4.1.3 / Kor. 4.2.2) jeder RK seinen
eigenen RKHS ,rekonstruiert”. Was diese sehr abstrakten Begriffe und Erkenntnisse mit konkreten
Aufgabenstellungen im Maschinellen Lernen zu tun haben, soll dieser Abschnitt beleuchten, dessen
Grundlage nun [33, Chapter 2] ist.

Es sei kurz an die Motivation der RKHS aus Kapitel 2 erinnert: Im Maschinellen Lernen werden
Problemstellungen auf einem Rohdatenraum X betrachtet, wobei lediglich bekannt ist, dass X eine
Menge ist. Fir die Entwicklung von Algorithmen wiinscht man sich hingegen eine Hilbertraumstruk-
tur, um beispielsweise geometrische Losungsmethoden anwenden zu koénnen. Die RKHS mit ihren
jeweiligen RK ermoglichen nun genau dies.

Beispiel 5.1.1 (Reproduzierender Kern im Klassifikationsproblem).
In Kapitel 2 wurde gemutmaft, dass sich Klassifikationsaufgaben in Hilbertraumen
ggf. mittels Hyperebenen losen lassen. In einem reellen RKHS (Mg, (-, )7, ) be-
schreiben z.B. die Mengen Hy, . = {z € Hi : (z,w)y, = o} mithilfe des
“é{; “ir  schiedliche w € Hj, o € R jeweils eine Hyperebene beschreibt [25, Example 4.6.8].
Betrachtet man (3.8) in Lemma 3.1.4, so liefle sich ein Klassifikations-Algorithmus
3o f mittels einer geeigneten (punktetrennenden) Hyperebene Hy, o, nur mithilfe der

A\
Kernfunktion k& definieren:

&)
o
o2

O

FiX L1, )= {1, falls k(z, ) < a (5.1)

—1, sonst,

wobei w € X dergleichen ist, dass w = k(w, ) € Hy, (vgl. Lemma 3.1.4).

21
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Nun ermoglichen insbesondere die Erkenntnisse aus Kapitel 4 in diesem Kontext eine weitere
Verbesserung, welche eine der Hauptdaseinsberechtigungen von RKHS in Problemstellungen des Ma-
schinellen Lernens liefert:

Bemerkung 5.1.2 (Kernel-Trick [33, Remark 2.8]).
Ist ein Algorithmus gegeben, welcher beziiglich eines reproduzierenden Kerns k£ formuliert ist, so ldsst

sich ein alternativer Algorithmus konstruieren, indem man k durch einen anderen reproduzierenden
Kern k ersetzt.

Da k als reproduzierender Kern seinen zugehorigen RKHS Hj reproduziert, tut dies geméf

Satz 4.2.1 von Moore auch jeder andere reproduzierende Kern k mit dessen zugehorigem RKHS H;.
Ein auf Hj operierender Algorithmus kann somit durch Tauschen von k& und k mittels des Kernel-
Tricks zu einem anderen/neuen Algorithmus transformiert werden, welcher auf H; operiert. Anstelle
den ,richtigen” Hilbertraum zu suchen, ist eine alternative Losungsstrategie nun also, den ,richtigen”

reproduzierenden Kern k fiir das konkrete Problem zu finden.

Beispiel 5.1.3 (Kernel-Trick im Klassifikationsproblem [33, S. 32]).

Auf den Algorithmus f aus Bsp. 5.1.1 kann nun der Kernel-Trick angewandt
werden, da er (nur) von der Kernfunktion k& abhéngt. Man vergleiche dazu links den
RKHS Hj, mit RK k(z,y) = (z,y) sowie rechts den RKHS H; mit RK k(z,y) =
(z,y)? fiir X = R2,

H, H;
A} . A
@) :
O o : o O
(@) : (@)
L. O ; \ (@) @) o
. \\ O // O
. \ / & O
2 ) > / ’\A O
* \O
o/ ( * X0
‘0 \ o o N\ V0
-=" (@) \ ’\; O
o N ,/ ~
o ©O @) O N
\v/

Abbildung 5.1: Der Kernel-Trick

Mithilfe des Kernel-Tricks kénnen Entwickler im Maschinellen Lernen somit einen Algorithmus
in einem beliebigen, ggf. unbekannten oder fiir die Problemstellung als ideal angenommenen, theo-
retischen Hilbertraum erfinden. Sie miissen lediglich darauf achten, dass dieser nur im Sinne eines
reproduzierenden Kerns ausgedriickt werden kann, d.h. zum Beispiel lediglich vom Skalarprodukt

oder der Norm im Hilbertraum abhéngt und nicht etwa von weiteren kern-unabhéngigen Figenschaf-

ten. Dann lasst sich ein solcher theoretischer Algorithmus durch den Kernel-Trick vervollstandigen,
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indem ein geeigneter reproduzierender Kern mittels empirischer Tests dafir gefunden wird (vgl. [33,
S. 34 ft.]).

Findet man auf diese Art und Weise einen reproduzierenden Kern, mit welchem der Algorithmus
zuverldssig gute Ergebnisse liefert, so hat man die maschinelle Lernaufgabe gelost, ohne dabei den
verwendeten Hilbertraum jemals explizit gekannt zu haben (vgl. [33, Chapter 1]): Weil der reprodu-
zierende Kern k direkt auf der Rohdatenmenge X wirkt, ist die genaue Kenntnis des Hilbertraums in
diesem Fall aber eben auch nicht nétig. Es wird lediglich darauf vertraut, dass die Kernfunktion einen
geeigneten bzw. den korrekten Hilbertraum ,,im Hintergrund” reproduziert, wenn die Ergebnisse des

Algorithmusses stabil bleiben.

Das in der Einleitung anfangs erwahnte beliebte empirische Vorgehen im Maschinellen Lernen zur
Losungsfindung erhélt somit im Bereich der Kern-Methoden iiber den Satz 4.2.1 von Moore und
aus diesem folgend, dem Kernel-Trick seine mathematisch-theoretische Grundlage und Legitimation.

Dariiber hinausgehend ermoglicht das beschriebene Vorgehen noch eine Erweiterung: Vertraut man
im Falle stabiler Ergebnisse darauf, dass ein fiir die Problemstellung geeigneter RKHS H, gefunden
wurde, so kann die Abbildung ® : X — Hj, via (3.10) aus der Kernfunktion zuriickgewonnen und der
RKHS dariiber erforscht werden. Es ist damit moglich, Metriken, Normen und andere Eigenschaften
auf der Rohdatenmenge X zu entdecken, die vielleicht auf den ersten Blick nicht ersichtlich waren.
Durch das Finden eines geeigneten RKHS — und bei Vertrauen darauf, dass die stabilen Ergebnisse
suggerieren, dass dieser auch ,der richtige RKHS” ist — lassen sich somit ,riickwérts” Hilbertraumei-
genschaften auf der Rohdatenmenge X finden. Eine konkrete Anwendung dieses Prinzips ist die sog.

Principle Component Analysis (PCA) (siehe [33, Chapter 14]).

Hauptergebnis des Kapitels:
¥ Mithilfe des Kernel-Tricks ermoglichen RKHS eine alternative Losungsmethode

fiir Aufgabenstellungen im Maschinellen Lernen: Durch Ausprobieren verschiede-
ner reproduzierender Kerne wird ein funktionierender Algorithmus gefunden, ohne
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KAPITEL 5. DER KERNEL-TRICK



Der Satz von Mercer

In Kapitel 4 und Kapitel 5 wurden mit dem Satz 4.2.1 von Moore und dem Kernel-Trick die

rdume zu finden, in welchen sich das maschinelle Lernproblem theoretisch besser behandeln lasst. Auf
der Suche nach dem ,passenden” Hilbertraum war es nicht einmal nétig, diesen explizit zu kennen.

In einigen Anwendungen (z. B. in der Principle Component Analysis (PCA), vgl. [33, Chapter
14], weitere Ausfithrungen im Folgenden) ist es aber nétig, die Struktur des gefundenen Hilbertraums
zu kennen/erforschen zu konnen. Dabei stellt sich heraus, dass fiir viele Probleme der entstehende
RKHS sehr hochdimensional wird (vgl. Kor. 3.2.5). Als Funktionenunterraume von F(X,K) sind

RKHS oft sogar unendlich-dimensional, was diese unhandlich in der Praxis machen kann.

Um dieses Problem der Unendlich-Dimensionalitidt in den Griff zu bekommen, eilt der Satz 6.5.1
von Mercer zu Hilfe, das Hauptergebnis dieses Kapitels. Dessen Beweis bedarf einiger spektral-
theoretischer Vorbereitungen sowie Voriiberlegungen zu Wurzeln positiver Operatoren und zu
2-summierenden Operatoren. Die Grundlage dieses Kapitels ist [1, 7, 10, 18, 33].

6.1 Etwas Spektraltheorie

In Vorbereitung der Betrachtung von Wurzeln positiver Operatoren, sei zundchst ein Ergebnis aus
der Spektraltheorie betrachtet.

Proposition 6.1.1 (Spectral Mapping Theorem [34, Prop. 3.1.9]).
Sei A eine Banachalgebra mit Einselement (Def. A.5.2), a € A und p = Y ;X' € C[X] ein
Polynom mit n € No, ¢; € C firi e {1,...n}. Dann gilt fir das Spektrum (Def. A.5.4) von p(a):

a(p(a)) = p(o(a)). (6.1)
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Beweis. (Der Beweis ist [34, Prop. 3.1.9] entnommen und lediglich ausformuliert.)

Zunéchst sei angemerkt, dass p(a) tatséchlich ein Element von A ist, weil A bzgl. der endlichen
Summe und Multiplikation abgeschlossen ist. Es sei dann A € C beliebig, aber fest und o.B.d. A.
angenommen, dass ¢, # 0 und n > 0, denn fiir p = ¢y ist p(a) — AId = (¢p — A)Id genau dann
invertierbar (Def.4-Satz A.5.3), wenn \ # ¢ gilt, d.h. o(p(a)) = {co} = p(o(a)) gemaB Satz A.5.5.
Laut dem Fundamentalsatz der Algebra (Satz A.8.2) gibt es nun Aj,..., A\, € C, sodass

pP—A=cy H(X — A;) und entsprechend p(a)— Ald = ¢, H(a — \ld), (6.2)

=1 =1

wobei das Produkt in (6.2) kommutativ ist. Aus Letzterem folgt, dass fiir jedes i € {1,...,n} ebenfalls
a — \Id mit b := p(a) — AId kommutiert, denn:

(a—AId)p E (a = Nld)e, [[(a = Ald) = ¢ [J(a = Nild)(a — X1d) ‘E bla = ATd).  (6.3)
=1 i=1

Man bemerke nun, dass b genau dann invertierbar ist, wenn a — \;Id invertierbar ist fiir alle ¢ €
{1,...,n}: Sind namlich alle a— \;Id invertierbar, so ist mit der Gruppeneigenschaft der invertierbaren
Elemente G(A) (Def.+Satz A.5.3) ebenfalls b invertierbar. Ist umgekehrt b invertierbar, dann gilt fiir
jedes i € {1,...,n} mit der Kommutativitat in (6.2) und (6.3):

(a—AId) [ e, [J(a = NIt | E e, T[(a = Add)b™
j=1 i=1
J#

U pp1=1d  und (6.4)

Cn ﬁ(a NI (a—NId) = ¢, ﬁ(a — A\ Id)b (@ — \Id)bb ! (6.5)
ot i

Cn ﬁ(a — N Id)b ™ o(a — \Id)b! (6.6)
i

= cn ﬁ(a — NI (@ — NIt E i =1d. (6.7)

j=1
i

Folglich sind also alle a — \;1d invertierbar, sofern p(a) — AId es ist und die behauptete Aquivalenz der
Invertierbarkeit ist gezeigt. Dies liefert aber gerade mit der Def. A.5.4 des Spektrums die Behauptung:

A€p(o(a)) & p(p)—A=0fiir ein p € o(a) (6.8)
(gzil Ai €co(a) fireini e {1,...,n} < Xe€oa(pla)). (6.9)

O
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6.2 Die Wurzel eines positiven Operators

Mithilfe dieses spektraltheoretischen Ergebnisses ldsst sich nun die Wurzel eines positiven Ope-
rators finden. Letzterer ist folgendermafien definiert.

Definition und Satz 6.2.1 (Positiver Operator [33, Theorem 2.10]).
Sei (H, (-,-)#) ein Hilbertraum und T' € L£L(H) ein beschrénkter Operator darauf. T' heiit positiv,

wenn

(Tx,z)y >0 fir alle z € H. (6.10)

Jeder positive Operator besitzt rein nicht-negatives Punktspektrum (Def. A.4.15), d.h. fir jeden
Eigenwert A € C von T gilt: 0 < A < [|T|£3)

Beweis.
Sei Te = Ae fiir einen Eigenwert A € C von T mit zugehorigem Eigenvektor (Def. A.4.15) e € H.
Dann gilt:

(6.10)

Me,edy "2 (Ne,edy =7 (Te,e)y > 0. (6.11)

2 A3.3

Allell

Da e als Eigenvektor geméafl Def. A.4.15 nicht Null sein darf, gilt ||e||3 > 0, wodurch A\ > 0 aus (6.11)
und in Verbindung mit Def.4-Satz A.5.6 die Behauptung folgt. O

Eine besondere Eigenschaft jedes positiven, selbstadjungierten (Def. A.4.14) Operators ist, dass
er eine Wurzel besitzt.

Proposition 6.2.2 (Wurzel eines positiven, selbstadjungierten Operators [29, 11, Theorem VI.9]).
Sei (H, (-, -)) ein Hilbertraum und T € L(H) ein positiver, selbstadjungierter (beschrankter) Operator

darauf. Dann existiert ein beschrinkter, selbstadjungierter Operator S € L(H) mit S? =T

Beweis. (Der Beweis und seine zugehdérigen -ideen sind [29, 11, Theorem VI.9] entnommen. )

Geméfl Def.+Satz 6.2.1 gilt fiir das Spektrum von T o(T) C K := [0, ||T'||z(3)]- Da K kompakt ist
(Def. A.1.9) und /- € C(K,R) gilt, folgt mit dem Satz A.2.18 von Stone-Weierstra$, dass es eine Folge
(Pn)nen C R[X] von reellen Polynomen gibt, sodass p, — /- in (C(K,R), ||||oc) gilt. Insbesondere ist

(Pn)nen damit eine Cauchyfolge (Def.+Satz A.1.11) in (C(K,R), ||||co)-

Mithilfe von (py)nen lasst sich die Operatorenfolge (p,,(T"))neny C L(H) definieren, welche wohldefiniert
ist, da die Banachalgebra £(#) bzgl. endlicher Summe und Multiplikation abgeschlossen ist. Zudem

folgt aus der Selbstadjungiertheit von 7', dass fiir ein beliebiges reelles Polynom q := >, ¢; X* € R[X]
ebenfalls ¢(T') selbstadjungiert ist, mit m € Ny, ¢; € R fir ¢ € 0,...,m, denn fir x,y € H gilt:

(a(D)z,y)y =Y (T Y el Ty = (@ (a(T)y)y - (6.12)
1=0 =0

Damit sind alle p,,(T), sowie (pn, — pm)(T) selbstadjungiert und insbesondere normal (Def. A.5.7) fiir
n,m € N. Es folgt fiir € > 0 und zugehorigem n. € N, sodass ||p, — pm|lco < € fir n,m > ne:
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1(T) = pueDlley = 1@n =P Dllegn 2" ((pn — pm) (1)) (6.13)
"2 sup {A] 1 A € 0((pn — p) (1))} (6.14)
"L sup {I(pn = ) V] : A € o(T)} (6.15)
< up.[p(Y) ~ P (M| = [po — Pl < = (6.16)

Ergo ist (pn(T))nen eine Cauchyfolge in £(H) und da Letzterer gemifl Satz A.4.4 wegen der Voll-

3.6 A.4.14

(Sz,y)n =" lim ((pa(D)z, g = lim (2, (pa(T)y)n =" (@, Sy (6.17)

n—oo
SchlieBlich bleibt zu zeigen, dass S? = T gilt: Zunichst einmal ist wegen der Algebra-Eigenschaft
(Def. A.5.1) von R[X] ebenfalls ¢, := p2 — X € R[X] fiir alle n € N. Zudem ist wegen p,,, /- € C(K,R)
und der Kompaktheit von K die Norm ||p, ++/"||cc < M beschrinkt mit einem M > 0. Mit den obigen

Uberlegungen folgt damit auf gleiche Weise:

1T = Tlleay = e o "2 r(a(T) 2" sup {A] : A € o(g(T))} (6.18)
"L sup {lgV)] A€ a(T)} < sup |(pa(1))* = (6.19)

< sup [pn(A) = VApn(A) + VA < M||pn — v|lso — 0 fiir n — o00. (6.20)
AeK

Damit ist auch die letzte Behauptung bewiesen:

5% = (1im pa(T))" = lim (pa(T))* =T. (6.21)

n—oo n—oo

O

Bemerkung 6.2.3. Die Wurzel S in Prop. 6.2.2 ist sogar eindeutig und ebenfalls positiv z. B. gemaf

[29, Theorem VI.9]. Da dieser Fakt im Weiteren aber nicht benétigt wird, sei aus Platzgriinden auf
die Teilbeweise verzichtet.

Schliellich benétigt der Beweis zu Satz 6.5.1 noch eine Aussage zu den Eigenvektoren der

soeben gefundenen Wurzel, welche mit den nachsten beiden Korollaren erarbeitet wird.

Korollar 6.2.4 (Eigenrdume der Wurzel eines positiven, selbstadjungierten Operators [29, 11, Theo-
rem VI.9]).
Sei (H,(-,yy) ein Hilbertraum, T € L(H) ein positiver, selbstadjungierter, (beschrankter) Operator

darauf und S € L(H) die selbstadjungierte Wurzel geméf3 Prop. 6.2.2, d.h. S*> = T. Dann gilt fiir
jeden positiven Eigenwert X >0 von T (d.h. X\ # 0, denn T ist positiv):

ker(T — AId) = ker(S — VAId) @ ker(S + V/AId). (6.22)
Zudem ist die Summe orthogonal (Def. A.3.10).
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Beweis. (Die Beweisideen sind [29, 11, Theorem VI.9] entnommen.)

Zunachst einmal ist die Summe auf der rechten Seite von (6.22) tatsédchlich direkt, denn ist x €
ker(S — v AId) Nker(S + VAId), d.h. gilt (S — vVA)z = (S 4+ vA)x = 0, dann liefert die Subtraktion
beider Gleichungen 2v/Az = 0. Da aber A > 0 angenommen war, folgt = 0 und somit die Direktheit
der Summe.

Jker(T — A\Id) C ker(S — VAId) @ ker(S + VAId)”:
Sei 0 # e € ker(T' — A\Id), d. h. e ist ein Eigenvektor zum Eigenwert A von 7. Man definiere nun

wi=(S+VAde und  v:i=(S—VAde. (6.23)

Dann gelten u € (S — v/Ald) und v € ker(S + vAld), denn
(S — VAId)u = (S — VAIA)(S + VAId)e = (T — Ald)e =0  und (6.24)
(S + VAId)v = (S 4+ VAId)(S — VAId)e = (T — Md)e = 0. (6.25)

Zudem gilt wegen A > 0:

uw—v=(S+VAde— (S —VAde=2Ve = e (u—w). (6.26)

1
2V
Damit ist e € ker(S — v AId) @ ker(S + v AId) gezeigt und da e € ker(T — AId) beliebig gewihlt war,
folgt ker(T — Ad) C ker(S — v AId) @ ker(S + V/AId).

Jker(S — v/AId) @ ker(S + v Id) C ker(T — AId)”:
Sei nun e = u + v € ker(S — VAId) @ ker(S + v/AId) mit u € ker(S — v/AId) und v € ker(S + vAId).
Dann gilt Su = VvV sowie Sv = —v v und damit:

Tu=S%u= SV u) =X und Tv=5%=S5(—Vv)=\v. (6.27)

Ergo sind u,v € ker(T' — Ald) und da letzterer gemafl Def.+Satz A.4.3 ein Vektorraum ist, folglich

auch e = u+v € ker(T — M\d). Da e € ker(S — v AId) @ ker(S + v/AId) beliebig gewihlt war, folgt die
behauptete Inklusion.

Es bleibt zu zeigen, dass die Summe in (6.22) orthogonal ist. Seien dazu = € ker(S — v/Ald) und
y € ker(S — v/AId). Dann gilt:

\/X<$7y>7'l B <\/X:an>7'l he <Sl'7y>7'l he (any>'H = <."L’,—\/Xy>’;.[ = _\/X<:an>7'l' (628)

Da aber A > 0 vorausgesetzt war, folgt (x,y) = 0 < = L y und wegen der beliebigen Wahl von z, y
die Orthogonalitit von ker(S — v/AId) und y € ker(S — v/ AId). O

Korollar 6.2.5 (Eigenvektoren der Wurzel eines positiven, selbstadjungierten Operators [29, 11,
Theorem VI.9]).
Sei (H,(-,)y) ein Hilbertraum, T € L(H) ein positiver, selbstadjungierter, (beschrankter) Operator

darauf und S € L(H) die selbstadjungierte Wurzel geméf8 Prop. 6.2.2, d.h. S*> = T. Dann gilt fiir
jeden positiven Eigenwert X > 0 von T (d.h. X # 0, denn T ist positiv):

Ezistiert fir n € N ein Orthonormalsystem (Def. A.3.12) e1,...,en, C H von zu \ zugehirigen
Eigenvektoren fiir T, dann existiert ein Orthonormalsystem €y, ..., &, von Figenvektoren fiir S, die

jeweils entweder den Eigenwerten /A oder —/\ zugeordnet sind.
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Beweis. (Die Beweisideen sind [29, 11, Theorem VI.9] entnommen.)
Kor. 6.2.4 liefert direkt die Existenz der orthonormalen Eigenvektoren éy,...,&, € ker(S — v/Ald) U

ker(S + ﬁld). Diese sind dann entweder v\ oder —v/\ zugeordnet. O

Bemerkung 6.2.6. Fiir die Wurzel eines selbstadjungierten, positiven Operators existiert eine umfang-

reiche weitere Theorie. So folgt aus Kor. 76?27.2171}17{7;31:151;1d{1}17g7ﬁ171t7 der unter Bem. 6.2.3 behaupte-
ten Positivitdat der Wurzel, dass die Eigenvektoren eines positiven, selbstadjungierten Operators zu
Eigenwerten ungleich Null, mit denen seiner Wurzel {ibereinstimmen. Aus Platzgriinden wurde in

dieser Arbeit lediglich das minimal Notwendige fiir die aufgefiithrten Beweise erarbeitet.

6.3 2-summierende Operatoren

Neben der Wurzel eines positiven Operators bendtigt der Beweis des Satzes 6.5.1 von Mer-
cer noch den Begriff der 2-summierenden Operatoren. Die allgemeinere Definition der p-g-
summierenden Operatoren sei dafiir hier gegeben.

Definition 6.3.1 (p-g-summierende Operatoren [18, Def. 1.d.4]).
Seien (X, ||-||x), (Y, |-|ly) Banachrdume (Def. A.2.8), T' € L(X,Y) ein beschrankter Operator und

1 <p < g < oo T heifit p-g-summierend, wenn ein C' > 0 existiert, sodass fiir alle n € N sowie
T1,...,Tn € X gilt:

1 1
<Z||T$i||§)/> =C sup ( |<517/>1Ui)X/,X|q> , (6.29)
i=1 1

llz'll /<1 \4i=
Gilt p = ¢, so nennt man 7' simpel p-summierend.

Bemerkung 6.3.2.

Ihren Ursprung haben die p-¢g-summierenden Operatoren 1969 in [28, Def. 2.1.1]. Dort werden die
sog. absolutsummierenden Abbildungen auf allgemeinen lokalkonvexen Raumen eingefiihrt.
Die Definition lautet darin, dass eine Abbildung 7' : X — Y absolutsummierend ist, wenn sie
unbedingt (Def. A.2.17) in absolut konvergente Reihen (Def. A.2.16) abbildet, d.h. im Fall von
normierten Raumen XY, dass fir (z;);e; C X gilt:

in konvergiert unbedingt = ZHTxZHy < oo (,konvergiert absolut”). (6.30)

i€l iel
Aus dieser Definition stammt auch der dann besser nachvollziehbare Begriff ,, absolutsummierend”.
[28, Satz 2.2.1] zeigt weiter, dass im Fall von normierten Rédumen die Definition von absolutsummie-
renden Operatoren dquivalent zu (6.29) ist, fir p = ¢ = 1 (siehe Def. C.1.1). Dieser Fakt und die
Ahnlichkeit von (6.29) zu den ¢?(N)-Normen motivierte in der Folgezeit die Erweiterung der absolut-
summierenden Operatoren hin zu den in Def. 6.3.1 eingefiihrten p-g-summierenden Operatoren. Die
absolutsummierenden sind dann némlich gerade der Spezialfall der 1-summierenden Operatoren.

Vorbereitend fiir den Satz 6.5.1 von Mercer ist relevant, dass fir endliche Mafirdume (€2, p)
(Def. A.6.4) der Einbettungsoperator von L (€2, 1) nach L?(, u) 2-summierend ist und dar-
aus resultierend auch jeder Operator, der beschriinkt aus dem L?(€2, u) in den L*(€2, i) abbildet. (Bei
begrifflichen Unklarheiten wird auf Abschnitt A.6 sowie Bsp. A.2.14 und Bsp. A.3.9 verwiesen.)
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Proposition 6.3.3 (Einbettungsoperator von L (£2, i) nach L?(€, i) ist 2-summierend fiir endliche
Mafirdume [18, Prop. 1.d.5]).
Sei (Q, ) ein endlicher Mafraum. Dann ist der Einbettungsoperator v : L°(Q, ) — L*(Q, pn), of = f

fir f € L°(Q, p) 2-summierend und es gilt fir allen € N und f1,..., fn € L=(Q, u):

1

(anfin%z(g,m> = Ju(Q)  sup (Z!g,f@ (Lo (@)L (@ M) (6.31)
=1

llgll oo () <1

Beweis. (Die Beweisideen sind [18, Prop. 1.d.5] entnommen.)
Sei n € N sowie zugehérige fi,..., fn € L°(£, u) beliebig, aber fest. Dann gilt:

Slehilltaan "2 [ ) Zm JPduta) <
i=1

6.15

= u(Q)M. (6.32)
Leo(Q),u

Um die rechte Seite weiter abschéitzen zu konnen, bediene man sich nun des Satzes A.4.12 von
Hahn-Banach: Dazu wihle man zunéchst € > 0 beliebig, aber fest. Aus der Definition von M :=
13=0 | fil? ||L°° ,, und Bsp. A.2.14 folgt, dass es eine Menge ) # Q' C Q gibt, sodass gilt:

Z ()? <M  firallez e Q. (6.33)

Man wihle nun x € Q' fest und betrachte das auf V := span(fi,..., f,) definierte Auswertungsfunk-
tional (Def. A.4.1) an der Stelle =

gz V = K| 92 (f) = f(x). (6.34)

gz ist linear, denn fir f,h € V und o, € N gilt gz(af + ph) = af(x) + Bh(z) = ag.(f) +
Bz (h). Zudem ist es beschriankt, wegen |g.(f)| = |f(z)| < ||f|lv mit |||y < 1. Nach dem Hahn-

Banach Theorem A.4.12 gibt es somit ein beschrinktes lineares Funktional g, € (L*°(£,u))" mit
192l (Lo @,y < 1 und gzl = go. Mit diesem erhélt man nun

(6.33) ™ n 2
2 (6 34)
—€ < Z!fz )" =, Z ‘<gx, fz’>(L°°(Q,u))’,L°°(Q,u)‘ (6.35)

A4.12
< sup Z‘ 95 fi) (L)Y, LOO(Q,M)‘ (6.36)
lgll(Loo (@, <1 i=1
Da ¢ > 0 beliebig gewéhlt ist, folgt somit
D S [ T (6.37)

lgll oo (,uyy <1 i=1

und die Behauptung schlielich durch Kombination von (6.32) mit (6.37) und Wurzelziehen. O
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Korollar 6.3.4 (2-summierende Operatoren auf endlichen Mafirdiumen [18, Lemma 1.d.4]).
Sei (2, 1) ein endlicher Mafraum T € L(L*(Q, u))NL(L?(, p), L®(Q, p)). Dann ist T 2-summierend

und es gilt fiir alle n € N und alle f1,..., fn € L*(Q, u):

1 1
n 2 n 2 2
<Z||Tfi||%2(ﬁ7p,)> S VROT 2@y Loo(@u)  Sup <Z ’(97 fi>L2(Q,u)‘ > - (6.38)
=1

Hg”LQ(Q,H)Sl i=1

Beweis. (Dieses Korollar ist ein Spezialfall von [18, Lemma 1.d.4].)
Die Behauptung folgt mit dem Einbettungsoperator ¢ : L®(Q, ) — L?(Q, ), tf = f direkt aus

Prop. 6.3.3 unter Zuhilfenahme des adjungierten Operators 77 von T (Def.4+Satz A.4.13):

n n 6.3.3 n 2
SITABR 0w = YIThilRao,y < w@ s 3 [0 T we@py.oo@p| (6:39)
i=1 i=1 gl Loo (@, <1 i=1
2
Ad13 - 1T 22 @), Lo0))
=" u(Q) sup Tl Ty, fi
lgll 100 (0 <1 1= L((Lo () (L2 (Q))') (L2(2,) L2 Q)
(6.40)
A.3.1 n
< 1(€2) HTH%(L?(Q,;L),LOO(Q,H)) sup Z| (9, fi)(Lz(Q,u))f,m(Q,u) |2 (6.41)
(6.43) Hg”(L2(Q,p,))/S1 i—1
A.4.10 "
= WOITINZ 2@, @) ol sup <1;’<gafi>L2(Q,u)|2' (6.42)
L=(Q,u)—=" 1=

Gemadf Def. 6.3.1 ist 7" somit wie behauptet 2-summierend. (Im vorletzten Schritt wurde dabei ver-
wendet, dass wegen T € L((L>(Q, 1)), (L*(2, p))") fiir alle g € (L*°(Q, 1))’ mit [|gll(zo(o,uy < 1
gilt, dass

1
1l (z=myyz2@my)

A.4. T/ %) 12 /
< T e @i @iy oy <11 (643

T'g <
w2y A2 1T eqzee @y 2@my)

ist und folglich, dass das Supremum in der vorgenommenen Weise weiter abgeschétzt werden darf.) [

Damit sind nun fast alle benétigten Vorresultate fiir den Satz 6.5.1 von Mercer erarbeitet. Es
fehlt noch ein winziger niitzlicher Zusammenhang zwischen dem L?(€, p) und dem L'(Q, u1).

6.4 L?(Q,p) liegt dicht in LY(Q, u)

Proposition 6.4.1 (L?(2, u) liegt dicht in L*(Q, i) [14, 8, Theorem 7.8]).

Beweis. (Die Beweisideen sind [14, 8, Theorem 7.8] entnommen.)

Sei f € L'(Q, 1) beliebig. Man definiere (fn)nen C F(Q) durch f, := f - Lyj5<py fiir n € N. Es gilt:

9 . 9 A.2.14
Lim@Pa@ = [ @@ a1 S il < oo 649
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Folglich ist (fn)neny C L%(Q, ) und da definitionsgeméB |f,| < |f|, folgt mit der Monotonie des
Integrals (Satz A.6.15), dass (fu)nen C L'(£2, 1) und wegen der Vektorraumstruktur von Letzterem

somit auch (f, — f)nen C LY(Q, p). Damit ist der Satz A.6.19 von Lebesgue anwendbar und es folgt:

Jin 1 = Fleragn 2 i [ (o) = £@)]dute) = [ i |fu(e) = @) du@) = 0. (6.45)

n—oo 9] n—oo

Ergo gilt f,, — fin (LY(Q, p), Il 1) und da f € LY(9, i1) beliebig gewiihlt war, folgt die Behaup-
tung. O

Alle Zutaten fiir das namensgebende Ergebnis dieses Kapitels sind nun vorbereitet.

6.5 Der Satz von Mercer

Satz 6.5.1 (Satz von Mercer (auf endlichen Mafirdumen) [18, 33, Theorem 3.a.1, Theorem 2.10]).
Sei (Q, 1) ein endlicher Mafraum und k € L>(Q2, u?) (d. h. es existieren M > 0 und Nullmengen

Tos L@ = LX), (G)@) = [ k@) f@)duly) fir f € Qp), 2 €@ (640)

selbstadjungiert und positiv ist, d. h. fiir alle f € L*(Q, u) gilt:

Tt D [ [ He) f@F G anlw) duta) 2 0 (6.47)
Dann gelten:

1. Die héchstens abzihlbar unendlich vielen, mit Multiplizitit gezdihlten Figenwerte (X;)ier C C

(demnach I C N) sind allesamt nicht-negativ (reell) und zudem gilt (falls I endlich ist, die
Folge mit Null unendlich oft fortgesetzt/aufgefillt): (\;)ien € (*(N), d. h. el Ni| < oc.

2. Jedes Bild von Ty ist fast diberall (Def. A.6.8) beschrinkt (d. h. Ti(L*(, 1)) C L*(Q, p)).
Insbesondere ist dies jede Figenfunktion zu einem Eigenwert von Ty ungleich Null.

3. Sind (e;)ier C L*(Q,p) die paarweise verschiedenen, || 22 () -normierten Eigenfunktionen
(d-h. el 2y = 1), jeweils zugehdrig zu den Eigenwerten (Ai)ier von Ty (I € N), dann
konvergiert die (Spektral-)Reihenentwicklung von k fast iberall absolut (punktweise):

k(x,y) = Z Aiei(z)ei(y) fiir xz,y € Q fast tiberall. (6.48)
iel

4. Die (Spektral-) Reihenentwicklung von k (6.48) konvergiert genau dann sogar gleichmdfig absolut
fast dberall (bzw. tberall) (Bsp. A.2.9, Def. A.6.8), wenn die folgende Reihe fast tiberall (bzw.
tberall) konvergiert:

k(z,x) = Z)\i\ei(x)|2. (6.49)

el
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Beweis. (Die Beweisstruktur ist [18, Theorem 3.a.1] und in Punkt 4. die Argumentation [1, 7, 26, 33,
Theorem 6.1.1, Theorem II1.22, Problem 2.24] entnommen und vereinigt.)

1. Da (€2, 1) und somit auch (22, u?) ein endlicher Mafiraum ist, gilt gemiB Bsp. A.2.14 auch: k €
L>®(Q2, 4?) C L%(9Q2, 4?). Es sind damit bereits alle Bedingungen von Def.+Satz A.4.18 erfiillt,
d.h. T}, ist ein (wohldefinierter) kompakter (Def.+Satz A.4.6) Hilbert-Schmidt Integraloperator

auf L2(Q, 1) sowie selbstadjungiert und positiv nach Voraussetzung.

Damit l&sst sich fiir T}, der Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren (Satz A.4.17)
anwenden und dieser liefert den ersten Teil der Behauptung: T} besitzt hochstens abzéhlbar
unendlich viele Eigenwerte (\;);er mit jeweils endlicher Multiplizitét (also I C N), welche gemé&f

Def.+Satz 6.2.1 allesamt nicht-negativ und reell sind, denn T}, ist positiv.

Aufgrund der Abzdhlbarkeit und Nicht-Negativitit der Eigenwerte von T} sei im Folgenden
0.B.d.A. I =Nund ); > 0 fiir alle ¢ € N angenommen, denn die Behauptung ;| \;| < oo ist
flir endliches I trivialerweise erfiillt und bei Existenz von A; = 0 auch dann erfiillt, wenn man
Letztere aus der Folge (\;);er entfernt.

Aus der Selbstadjungiertheit und Positivitdt von T}, lasst sich mithilfe von Prop. 6.2.2 weiter
schlielen, dass eine Wurzel von T}, existiert, d. h. es gibt einen beschrinkten, selbstadjungierten
Operator S € L(L?(2, pn)) fiir den S% = T}, gilt.

Fiir S folgt mit Kor. 6.2.5 — da jeder Eigenwert \; > 0 von T}, wie erwdhnt endliche Multipli-
zitét besitzt, d. h. sein Eigenraum endlich-dimensional ist — dass orthonormale Eigenfunktionen

€ids- s Cin, € L2(Q, ) der Wurzel S existieren (fiir n; = dim(ker(7}, — A;Id)) € N), die jeweils
entweder dem Eigenwert /A\; > 0 oder —/)\; < 0 zugeordnet sind (fiir jedes i € N).

Da dies fiir jeden Eigenwert A; > 0 von T}, gilt, existiert somit ein Orthonormalsystem (e;);en C

L?(Q, 1) von Eigenfunktionen fiir S, wobei e; jeweils einem Eigenwert v; von S zugeordnet ist,
sodass v? = \; gilt fiir alle i € N.

Um damit endlich die Aussage zu belegen, muss im Folgenden unter gréfferem Aufwand noch
gezeigt werden, dass S € L(L?(2, 1)) ebenfalls beschriinkt von L?(£2, 1) nach L (€, 1) abbildet

mit [|Sl 22, 000) < VM < oo. Sei dieses Ergebnis aber zunéchst einmal als bereits
bewiesen angenommen. Dann folgt mit dem vorbereiteten Kor. 6.3.4, dass S 2-summierend

ist und daraus gemeinsam mit allen obigen Uberlegungen unter Zuhilfenahme der Besselschen
Ungleichung (Satz A.3.14):

e 6.2 e A.3.12 s A.2.4 e A.4.1 e

.2.5 2. A.4.15
SN S S el L Sl "2 S lSeilRy,, (6:50)
=1 =1 =1 =1 =1

, ) n 6.3.4 n
= nlgglo;HSGiH%?(Q,u) < lim Mpu(Q)  sup Y (g€ 2l (6.51)

ooy N>
(6.63) n—00 IIgHLQ(Q,u)Sl i=1

A.3.14
Mp(Q) swp gl = Mu(@) <. (6.52)
Hg”LQ(Q,H)Sl

FErgo ist die Behauptung unter 1. korrekt, sobald die oben als bereits bewiesen angenommen
Unterbehauptung gezeigt ist, nimlich dass S € L(L?(2, u)) N L(L?(, p), L°(Q, 1)) gilt mit
151 £(L2 (@), L0 (@) < VM < 0o. Dies werde nun im Folgenden erledigt:
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Zunéichst gilt fiir f € L*(Q, ) € LY(Q, p) (vgl. Bsp. A.2.14):

15f 1720 =" (SF:8N 1@ "= (S*F, Pz = (Tf flirqu (6.53)
(Z:;;) //k(i’y)f(y)d/‘(?/)f(x)dﬂ(x) ES M| f11Z: (6.54)

Folglich ist S ebenfalls als Operator von (L*(Q, u), |||/ 11(,,)) (man beachte die unterschiedliche

Norm) nach L?(€, u) beschriinkt.

Da gemif Prop. 6.4.1 die Menge L?(f2, u) dicht in (L*(Q,p), |- z1(q,u)) liegt, existiert mit
Satz A.4.5 ein (eindeutiger) beschrinkter Operator S € L(LY(Q, ), L2(Q @), welcher S auf
ganz LY(Q,u) fortsetzt (Man beachte, dass L?(€2, 1) vollstindig und zudem ein Vektorraum,

Satz A.4.5 noch HSHE(LI (), L2(Qp)) < VM.

Wegen der Beschranktheit von S existiert mit Def.+Satz A.4.13 sein adjungierter Operator S’ €
LL2(Q, ), (LN, w)) mit 1] z(cr2(0my () < VM. S ist dabei so charakterisiert,
dass fiir alle z € LY(Q, ), v’ € (L3(, p))" gilt:

ol !
<Sy’x>(le,u>> L) = (v 5a ><L2<Q,u>>cL2<Q,u>' (6.5)

Sei nun kurzzeitig y' € (L?(,u))’ festgehalten. Dann existieren nach dem Rieszschen Dar-
stellungssatz (Satz A.4.9) zwei Elemente g € L?(,u) und § € L*(, ), sodass fiir alle
he L*(Q,p), feL'(Qp) gilt:

v = [ g@h@du@) wd (S = [ 5 (). (6.56)

Assoziiert man nun S’g mit §, so lisst sich S’ in bekannter Art und Weise auch als Operator
zwischen L2(Q, u) und L>(Q, 1) interpretieren. Als dieser ist er zudem linear und beschrinkt
mit |5’ £(L2 (@) L () < VM, da der Rieszsche Darstellungssatz die isometrisch-isomorphe

Bemehung fur (L2, p)) = L2(Q w) und (LY(Q, 1)) =2 L®(Q, ) liefert. AuBerdem ergibt sich
dann (6.55) zu

| (8'9@/@) dutz)

(6 56) (6.55)

(6.57)

!/ ! ! O
(8.1 ><L1<ﬂ,m>',u<ﬂ,u> {v/:51 ><L2<ﬂ,u>>',L2<ﬂ,u>
(6.56)

= /Q g(x)(Sf)(x)du(x)  firalle f € LY(Q, p). (6.58)

y' € (L?(Q, 1)) war bisher beliebig, aber festgehalten, d.h. das bisher erarbeitete gilt darum
fiir alle 3y € (L?(Q, u))’, ergo gelten (6.57)+(6.58) fiir alle f € LY(Q, ), g € L*(Q, ) wegen der
isometrisch-isomorphen Beziehung (L?(€2, i)’ = L2(€, ).

Nun folgt aus der Selbstadjungiertheit von S aber ebenfalls fiir alle f, g € L?(£2, i) eine dhnliche
Bedingung fiir S und alle f,g € L*(Q, p):

| D@ @ du@) 2" (. So) e SE e 2 [ d@S0)@) duta).
(6.59)
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Diese 2 Gleichungen (6.58)+(6.59) lassen sich nun in Kombination mit L?(Q, u) C L*(Q, ) im
endlichen Mafiraumfall gewinnbringend verbinden. Es gilt fiir alle f,g € L?(Q, u):

@) / f(@)(S9)(@)f(x) — (S'9)(2) f(x) du(z) (6.60)
2 [ G@EN @) - T@EN@du@) =0, (6.6

(0 59)

da Sf = Sf fiir alle f € L*(Q, u), denn S € L(L'(Q, n), L*(Q, p)) ist als die stetige Fortsetzung

von S € L(L?(Q, i) definiert. Die Gleichung (6.61) gilt fiir alle f,g € L?(Q, 1), was wegen
der positiven Definitheit des Skalarprodukts Sg = S'g im L?(Q, ) liefert und somit geméif

A.2.14

214 15—~ A.2.14 I
18l 5 159 ’L""(Q,u) - ’L"O(Q ) (6.62)
A.4.4 -
< ! < .
- L(L2(Q,p),Lo° () ||9HL2 (Qp) r”Q”LQ(Q ME (6.63)

Mit ziemlich grofem Aufwand ist damit final gezeigt, dass S € L(L?*(, p), L>(2, i) gilt mit
1S 222 (@), o (@) < VM und die Behauptung unter 1. ist vollstindig bewiesen.

. Mit dem endlichen Mafiraum €2 und k(z,y) < M fast iiberall in Q x Q gilt fiir alle f € L2(£, p):

A.2.14

< M Q\f(y)!dy FEU MU (6.64)

A24

| k) 1) dy
Q

| Tx fll Lo (02 sup
1) (a6 LCO\N

< M| fllre@ulltlizzom "= QM| £l L2 < (6.65)

ergo Tj,(L%(Q, i) € L®(Q, p). Ist X # 0 ein Eigenwert von Ty und e € L?(£, 1) die zugehorige

a2a |1 as1s |1 (6.65)
lell oo = )\’H)‘e’L‘”(Q,u) = )\‘HTkeuLw(Q,u) < oo. (6.66)

. O.B.d. A. sei fortan I = N angenommen (z.B. indem fiir endliches I die Folgen (\;)ier und

(e3)icr mit 0 unendlich fortgesetzt/aufgefiillt werden) sowie zur besseren Lesbarkeit definiert:

E;: QOxQ—K, Ei(z,y) :=e;j(x)ei(y) firx,yeQ, i e N. (6.67)
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Betrachtet man dann die zwei Teilsummenfolgen (s, (z,¥)),,cy Und (5,(2,9)),,cny Mit sp(z,y) =
Yo AiEi(x, y)| sowie 5, (x,y) ==Y i A\iEi(z,y) fir x,y € Q, so gilt fiir n,m € N mit m < n:

i=m

(B SmHLQ(Q?,;ﬂ)} _

A2.4 n
L s < S Il Eill 202 2 (6.68)
18n — SmHLQ(QQ,,ﬂ) i—m

1202 42)

pAp LY </ A
(/ () dpta) [ Jeilo) dity) ) (6.70)

e
Az Z)"|’61|’L2(Qu Z\)\| 12 = Z|AZ|%0 (n — 00). (6.71)

i=m =m

1
2

— 2
(@)e0)] du(e) du(y) ) (6:69)

Damit sind (s,)neny und (3,)nen Cauchyfolgen in L2(92, u2) und wegen dessen Vollbtiindigkeit

(siehe Bsp. A.2.14) folgt, dass die beiden Reihen 332, |\ E;| und 72, \;E; in L?(Q2, u?) kon-
vergieren. Als Grenzwert (Def. A.1.10) von (3, )nen in L%(92, 1i?) ist die nachfolgende Funktion
k € L*(92, 4?) also wohldefiniert mit

y) =Y NBiz,y) 3 Nei@)e(y) fie z,y € Q (6.72)

und die Konvergenz der Reihe ist dabei absolut (punktweise) fast iiberall gemaf Theorem A.6.18.

(Man beachte dabei die absolute Konvergenz fast iiberall jeder Teilfolge.)

Um schlieBlich noch die Gleichheit fast tiberall von k und & einzusehen, beachte man, dass unter

(Tif) () =Y Nilfs e 2o pei(). (6.73)

i=1

Man folgert fiir beliebige f € L?(€2, ) und fast alle z €

(k(,-) = /%(x, ) P 2@ :).%21) (k(, ), F ez — <Z Aiei(x)e;, f> (6.74)
=1 L2(,p)
A%)G (k(, ) f>L2(Q“) —Zx\ e, f LQ(Q“)ez( ) (6.75)
=1

[e.9]

2 [ ke )~ ST edapet) (6.7
1=1

(6.46)

(T f)(z) — (Tx f)(x) = 0. (6.77)

(6 73)
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Da f € L?(f, p) beliebig war, folgt mit der Definitheit des Skalarproduktes: k(z,-) — l%(x, ) =0

in L2(Q, p) fiir fast alle z € €, d.h. gemaB Bsp. A.6.17: k(z,y) = k(x,y) fast iiberall auf Q x €.

4. Man bemerke, dass sich beide Félle gleichzeitig behandeln lassen: Im Fall x = L®°(£, u) ziehe
man dazu von 2 diejenige Nullmenge ab, sodass danach (6.49) mit * = oo anstelle von * =

L>(Q, p) auf (diesem o.B.d. A. gleich benanntem) Q gilt und |k| darauf durch M beschrankt
ist. Fiir die Hinrichtung folgt dann aus (6.49) fiir n,m € N, m <n:

150 — Sml| ZI/\zEv‘,\ A.2.14 n -
e g < sup Y hei(@)es(y)] (6.78)
[13n — 8mlloo pRY (6:67) z,y€Q;—,
i=m 00 A A
A.2.13 n 2\ 2 n 2\ 2
< sup Z ’\/ )\iei(x)‘ Z ‘\/ )\iei(y)’ (6.79)
621 zyeQ \ ;o —
Az f: Mell 'S0 (n— o) (6.80)
6.2.1 || L A1.11 ’ ’
i=m %

Folglich sind (s, )nen und (5,)neny nun sogar Cauchyfolgen in F2(€2 x Q) und wegen auch des-

Wenn umgekehrt (6.73) gleichméfBig konvergiert, dann konvergiert offensichtlich (6.49) und auch
die Riickrichtung ist gezeigt.

O]

Korollar 6.5.2 (Gleichférmig beschrinkte Eigenfunktionen [18, Theorem 3.a.1]).
Es gelten die Bedingungen und Benennungen in Satz 6.5.1, ohne dass bekannt sei, ob die Zusatzbe-

Su?|’€i|’L°°(Q,u) <C < 0. (6.81)
1€

Dann ist die Zusatzbedingung unter Punkt 4. in Satz 6.5.1 ebenfalls mit dieser Voraussetzung erfillt

und ergo konvergiert k(x,y) = Y72, Nie;(x)ei(y) erneut absolut gleichmdfig fast diberall.

Beweis. (Die Beweisidee ist [18, Theorem 3.a.1] entnommen.)

Wie im Beweis von Satz 6.5.1 sei 0. B.d. A. erneut I = N. Da wegen Punkt 1. in Satz 6.5.1 gilt, dass
Yoot Ai] < oo ist, so folgt sogleich fiir alle n,m € N, m < n:

n
Z )\i\ei\Q
i=m

6.81

A2a (6.81) " A,
< D Bllleiliem < CXNITHT0 (n—o0). (6.82)

Loo(Q,u)

Folglich ist (371 A\s|es]?)nen eine Cauchyfolge in L>°(€2, 1) und gemiB Bsp. A.2.14 ist 1 1 A\i|e;(z)]?
damit gleichmaBig konvergent fiir fast alle x € 2, d. h. die Zusatzbedingung in Punkt 4. gilt. O
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Bemerkung 6.5.3.

1. In der originalen Version von Satz 6.5.1 in [18, Theorem 3.a.1] ist die (dquivalente) Zusatzbedin-
gung unter Punkt 4. nicht enthalten, ndmlich dass die (Spektral-)Reihenentwicklung (6.73) von
all) gleichméaBig konvergiert. Stattdessen behauptet 7[18, Theorem 3.a.1], dass aus den restlichen
Voraussetzungen bereits folge, dass die L?(Q, p)-normierten Eigenfunktionen (e;);c; sogar in
der L>°(€, 1)-Norm gleichformig beschrénkt seien (d.h. sup;c;lle;||pe(q,.) < oo gelte). [18,
Theorem 3.a.1] behauptet somit, dass mit den Voraussetzungen von Satz 6.5.1 bereits die stéarke-
ren Bedingungen von Kor. 6.5.2 erfiillt seien und verwendet diese implizit in seinem Nachweis der
gleichméfigen Konvergenz der Reihenentwicklung (6.73) von k (mittels Weierstra3schen Majo-
rantenkriteriums). Zum Beispiel [5, 6, 19, Remark 6.3.12, Remark 12] konnten aber zeigen, dass
die von [18, Theorem 3.a.1] behauptete gleichférmige Beschriinktheit der L?(€, u)-normierten
Eigenfunktionen nicht immer unter den Voraussetzungen von Satz 6.5.1 gilt (siehe 3.).

Beim Versuch, diese durch [5, 6, 19, Remark 6.3.12, Remark 12] aufgezeigte Beweisliicke in [18,
Theorem 3.a.1] zu schlieflen, ist dieser Arbeit zweierlei gelungen: Zum einen wurde aus Bewei-
sen von Spezialfdllen des Satzes von Mercer durch [1, 7, Theorem 6.1.1, Theorem II1.22] eine
schwéchere Bedingung als die durch [18, Theorem 3.a.1] implizit angenommene gleichférmige
Beschrinktheit der L?(€2, u)-normierten Eigenfunktionen entnommen, mit welcher der Beweis
dennoch korrekt ausgefiihrt werden kann: Diese weitere Voraussetzung ,,» >, ; \iles|? konvergiere
(fast tiberall) gleichmaBig” sei im Folgenden als Mercer-Punkt-4-Zusatzbedingung bezeich-

net. Zum anderen vermutete [23] korrekt, dass die Zusatzbedingung dquivalent zur gleichméfigen
Konvergenz der Reihenentwicklung (6.73) von k sei — was diese Arbeit bestatigen konnte.

Interessant wird also die weitere Forschung daran sein, unter welchen Umstdnden die Reihe
Sicr Ailei|? (fast iiberall) gleichmiBig konvergiert. Aus Punkt 1. und 2. in Satz 6.5.1 entnimmt
man, dass die Hilbert-Schmidt Integraloperator-Eigenschaft von T}, bereits hilfreiche Teil-
ergebnisse liefert. Vermag es gar zu sein, dass fiir Hilbert-Schmidt Integraloperatoren diese
Bedingung immer gilt und damit, dass der Satz wie durch [18, Theorem 3.a.1] formuliert — ohne
die dann nicht mehr benétigte implizite Zusatzbedingung der gleichférmigen Beschranktheit der

L?(€2, p)-normierten Eigenfunktionen — doch korrekt aufgestellt ist?

Frage / Ausblick:
0 Gilt die gleichmiflige Konvergenz im Satz 6.5.1 von Mercer-Koénig ohne

zungen des Satzes?

Aus der Mercer-Punkt-4-Zusatzbedingung und der Endlichkeit des Mafiraums (€2, i) alleine lasst

normierten Eigenfunktionen (e;);ecs direkt schlieflen, dass

< 00Q.

L2 (9,p1)
(6.83)

jgjlkik%’2

i€l

A.3.12 A2.14 A.2.14
Yol =D D Nlleill e, L= /QZ)\z‘\ez‘(ﬂf)Pdu(x) LS9
el Ot

4 , A.6.19
el i€l
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Aus Satz 6.5.1 bzw. Kor. C.5.3 erkennt man, dass die absolute Summierbarkeit der Eigenwerte

zuweisen ist. Ist dies ggf. ein Hinweis darauf, dass die folgende Frage bejaht werden kann?

Fragen / Ausblick:
, Gibt es eine einfacher zu priifende Zusatzbedingung, welche bei
Hilbert-Schmidt Integraloperatoren die Mercer-Punkt-4-Zusatz-

in (6.48)?

2. James Mercer bewies 1909 die erste Version des nach ihm benannten Satzes in [20, § 29]. Dabei

zeigte er einen Spezialfall der in dieser Arbeit zitierten allgemeineren Variante, denn der Raum
Q2 = [a,b] ist darin als abgeschlossenes Intervall mit dem Lebesgue-Maf} ausgestattet und

der Integralkern k € C([a,b]?) als stetig (Def.+Satz A.1.12) angenommen. Mit dem Satz von

Dini (Satz A.1.16) gelingt es [20, § 29|, die gleichméfBige Konvergenz in (6.48) unter diesen
spezielleren Bedingungen zu zeigen ohne die Mercer-Punkt-4-Zusatzbedingung vorauszusetzen.

. Das durch [5, 6, Remark 6.3.12, Remark 12] konstruierte Gegenbeispiel zu [18, Theorem 3.a.1],

gelingt ihnen durch die Betrachtung eines unendlichen, metrischen Graphen mit endli-
chem Volumen (einer unendlichen Ansammlung schrumpfender Dirichlet-Intervalle, streng
genommen eines sog. Quantengraphen) auf dem sie den Laplace-Operator bzw. die War-

3.a.1] erfiillt. Besitzen die Kantenldngen des Graphen aber das Infimum Null, so existiert
sup;crlleil| L~ = oo geméB [5, Remark 6.3.12] nicht, was [18, Theorem 3.a.1] widerlegt.

Interessanterweise zeigt jedoch ebenfalls [5, Theorem 3.3.1, Remark 3.3.2], dass fur den so kon-
struierten, unendlichen Graphen ein Spezialfall des Satzes von Mercer durch [10, Theorem 2.1.4]
gilt, welcher in dieser Arbeit als Satz 6.7.11 vorgestellt wird. Obgleich die Eigenfunktionen an-
ders als durch [18, Theorem 3.a.1] behauptet in der ||-||r-Norm keine gemeinsame Schranke
besitzen, gilt die gleichmiBlige Konvergenz von (6.48) in diesem Gegenbeispiel also trotzdem.

Genauso verhélt es sich bei dem Gegenbeispiel, welches [19] konstruieren. In diesem handelt
es sich um einen stetigen Integralkern auf dem Intervall [0, 1]. Auch dieses Beispiel erfiillt
sowohl einen weiteren Spezialfall des Satzes von Mercer durch [1, 7, Theorem 6.1.1, Theorem
I11.22], welcher in Satz 6.7.3 vorgestellt wird, als auch den unter 2. beschriebenen originalen
Satz von Mercer selbst. Folglich besitzen erneut die |- z2([,1))-normierten Eigenfunktionen in
der |||z (j0,1)-Norm keine gemeinsame Schranke, aber die gleichméfiige Konvergenz von (6.48)
gilt trotzdem.

Schliefllich stellen [33, Problem 2.24] selbst ein Gegenbeispiel vor, basierend auf der Menge N
der natiirlichen Zahlen und einem endlichen Zdhlmaf. Aufgrund der Einfachheit des Beispiels
konvergiert die Darstellung (6.48) des Integralkerns in diesem trivialerweise auch gleichméafig.
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6.6 Konsequenzen fiir das Maschinelle Lernen

Mit diesem sehr theoretischen und allgemeinen mathematischen Ergebnis im Gepéck kehrt man zum
Maschinellen Lernen zuriick: Der Satz 6.5.1 von Mercer wird ndmlich durch [33, S. 37 f.] dazu
verwendet — und darin insbesondere die gleichmaflige Konvergenz von (6.48) — um eine endlich-

k(z,y) = (®(x), ®(y))n, S k(x,y) = Z Aiei(z)e (y) fir fast alle z,y € X = Q. (6.84)
i=1

Um auf der rechten Seite ebenfalls ein Skalarprodukt zu erhalten, interpretieren [33, S. 37] diese

als ein solches im ¢?(N), denn dort hiitte es die Form (z,y) 2Ny = 2ic Y- © ergibt sich dann

als logische Wahl mit ®(z) := (v A; e;i(z))ien fiir z € X (was wegen der positiven (\;);er (6.2.1)
wohldefiniert ist) mit resultierendem Hilbertraum # := ¢*(N) sowie k(z,y) = (®(z), ®(y)),, fiir fast
alle z,y € X = Q) genau so wie im Fall von RKHS.

Anstelle eines oftmals unbekannten Funktionenraums im Falle eines RKHS, erhélt man bei obigem
Vorgehen mit dem Satz 6.5.1 von Mercer somit den ggf. viel handlicheren (separablen) Hilbertraum

H = (?(N). Zudem machen sich [32, 33, S. 28, Prop. 2.11] ebenfalls noch die gleichmiBige Konver-
genz in (6.48) zu Nutze: Diese besagt, dass fiir jedes ¢ > 0 ein n € N existiert, sodass gilt:

‘k‘(:ﬁ,y) - Z Xiei(x)ei(y)| < e fiir fast alle x,y € X = Q. (6.85)
i=1

In gleicher Weise wie fiir H = ¢2(N) interpretieren [32, 33, S. 28, Prop. 2.11] die endliche Summe
in (6.85) erneut als Skalarprodukt in #, = K" und setzen als Abbildung ®,, : X — H,, ®,(z) =

(Vi ei(x)), fir x € X = Q. Somit lésst sich das Skalarprodukt im endlich-dimensionalen %,
bis auf einen Fehler von € durch k approximieren:

’k(w, y) — (P (z), @n(y»;_[n‘ <e fir fast alle x,y € X = Q. (6.86)

Vor allem in der Principle Component Analysis kann von diesem Ergebnis Gebrauch ge-
macht werden (vgl. [33, Chapter 14]). Man ist in diesem Anwendungsfall daran interessiert, welche
,2Dimensionen” der Rohdatenmenge fiir ein gegebenes maschinelles Lernproblem von besonderer Re-
levanz sind. Nun ist die Rohdatenmenge X = ) in der Regel aber ,nur” eine gewohnliche Menge
ohne bekannte Vektorraumstruktur (ergo Dimensionen). Aus (6.85) und (6.86) liest man trotzdem

dafiir verantwortlich sind, den Wert des Skalarprodukts im gefundenen Hilbertraum signifikant zu
beeinflussen. Diese Eigenrdume scheinen also den fiir das maschinelle Lernproblem relevanten Infor-
mationsgehalt der Rohdatenmenge X = 2 zu tragen, denn die iibrigen beeinflussen das Ergebnis
des Algorithmus nicht mehr bedeutend. Hat man den Kernel-Trick also auf Funktionen angewandt,
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welche die Voraussetzungen von Satz 6.5.1 erfiillen und eine solche gefunden, sodass der Algorithmus
stabile Ergebnisse liefert, folgert man dann mittels (6.85) die ,relevanten Dimensionen” in X = .

An dieser Stelle wird auch deutlich, warum [33, Theorem 2.10] die Version des Satzes von Mercer
in [18, Theorem 3.a.1] préaferieren. Dieser stellt an die Rohdatenmenge X = Q lediglich die Bedingung,
ein endlicher Mafiraum zu sein. Das ist zwar bereits eine stédrkere Voraussetzung als im Satz 4.2.1 von

Moore, welcher mit einer einfachen Menge ohne weitere Zusatzbedingungen auskommt. In der Praxis
des Maschinellen Lernens ist es aber moglich mit statistischen Methoden ein Wahrscheinlichkeitsmafl

auf der Rohdatenmenge X zu finden und damit die Voraussetzungen von Satz 6.5.1 zu erfiillen.

In der Version des Satzes durch Mercer [20, § 29] selbst aus 1909 ist die Menge der moglichen
Rohdatenmengen X = Q = [a, b] viel eingeschrankter. Insbesondere muss fiir die zusétzlich notwendige
Stetigkeit des Integralkerns k in Mercers originalem Satz genau die kanonische Metrik / Norm

/ Topologie des (R, ||) auf der Rohdatenmenge X = Q = [a,b] gelten. Im Maschinellen Lernen ist
die Topologie der Rohdatenmenge, aber gerade oftmals génzlich unbekannt bzw. erst das gewiinschte
Ergebnis des Kernel-Tricks. Der originale Satz von Mercer ist also nur dann hilfreich, wenn sich die

Rohdatenmenge zuféllig durch ein Intervall [a, b] abbilden lasst.

Leider tibersahen [33, Theorem 2.10] anscheinend in ihrer Argumentation aber die fehlende und
doch verwendete (in Bem. 6.5.3 diskutierte) Zusatzbedingung im Beweis von Mercer in [18, Theorem

davon nur in Teilen betroffen: Die gleichméfige Konvergenz der Reihenentwicklung (6.48) wird von
[33, Prop. 2.11] nur fiir die Approximation des gefundenen Hilbertraums H = ¢2(N) durch einen

endlich-dimensionalen Hilbertraum H,, = K" verwendet. Unberiihrt bleibt, dass man anstelle ei-
nes Funktionenraums/RKHS den ggf. handlicheren Hilbertraum H = ¢?(N) erhilt. Nichtsdestotrotz

muss in Anbetracht von Bem. 6.5.3 in Frage gestellt werden, ob die endlich-dimensionale Approxi-
mation des Hilbertraums/Skalarprodukts in der Praxis iiberhaupt noch immer bzw. in den meisten

Anwendungsfallen moglich ist.

Fragen / Ausblick:

o Wie sehr schrankt die Mercer-Punkt-4-Zusatzbedingung die Integral-
kernfunktionen k in der Praxis des Maschinellen Lernens effektiv ein?

~ e Unter welchen Bedingungen kommt es im Satz 6.5.1 von Mercer tiberhaupt
zu Féllen, in denen die Mercer-Punkt-4-Zusatzbedingung nicht gilt?

o Gibt es geeignete Funktionsklassen k, welche alle Bedingungen in Satz 6.5.1
inkl. der Mercer-Punkt-4-Zusatzbedingung erfiillen, mit denen im Ma-
schinellen Lernen der Kernel-Trick angewandt werden kann?

Vermutlich erschwert die Mercer-Punkt-4-Zusatzbedingung im Satz 6.5.1 von Mercer-Konig
dessen Anwendbarkeit im Maschinellen Lernen doch um einiges: Fiir den Kernel-Trick mochte der
Entwickler/Anwender eigentlich eine grofie Funktionenklasse experimentell auf seinen Algorithmus
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sloslassen”; ohne im Vorhinein viel dariiber wissen zu miissen. Die Positivitatseigenschaften (4.6)
bzw. (6.47) zu erfiillen, ist bereits eine nicht unerhebliche Einschrankung. Muss zusétzlich noch ge-
priift werden, dass fiir jedes k die Reihe >-5°; \;|e;|* gleichmiiBlig fast {iberall konvergiert, so miissen
die Eigenwerte und Eigenfunktionen des k zugehorigen Hilbert-Schmidt Integraloperators noch vor

6.6.1 Hypothese zum Satz von Mercer im Maschinellen Lernen

Darum sei als Einschub eine Hypothese zur praktischen Anwendung im Maschinellen Lernen erortert:

, Hypothese:
0 Lésst sich der Satz 6.5.1 von Mercer im Maschinellen Lernen ,,riickwarts”
lesen/anwenden?

Die Ausfiihrungen in [33, Chapter 1, Remark 2.8, Chapter 13] lesen sich so, als ob im Maschinellen
Lernen in der Regel zuerst eine geeignete Funktionsklasse gesucht wird, deren Elemente die Voraus-
setzungen der Sidtze von Moore bzw. Mercer (Satz 4.2.1 / Satz 6.5.1) erfiillen, um dann z. B.
den Kernel-Trick darauf anzuwenden. Dazu stellt [33, Chapter 13] eine Vielzahl an Techniken vor,
welche von problembezogen bis hin zu allgemein konstruktiv reichen, aber anscheinend eint, dass sie
ausgehend von bereits bekannten Beispielfunktionen starten (z. B. Gauf3sche Kerne in Bsp. 5.1.1).

Diese Arbeit stellt nun die Frage, ob man ebenfalls zu geeigneten Integralkernen gelangt, wenn

man vom Ergebnis von Satz 6.5.1 aus startet, ohne zuvor eine spezielle Beispielklasse anzunehmen.

Hypothese:
Handelt es sich bei

o k(xz,y) := Z Aiei(z)e;i(y) firz,ye X =Q (6.87)
i=1

gef. um eine geeignete Konstruktionsvorschrift fiir (Integral-)Kernfunktionen?

Statt also mit einer geeigneten Funktion k den Satz 6.5.1 von vorne nach hinten anzuwenden,
beginne man mit dessen Ergebnis und konstruiere sich k zuerst damit: Betrachtet man beispiels-
weise einen MafBraum (€, u), fiir den der zugehorige L?(§), 1) separabel ist, dann existiert gemif

Def.+Satz A.3.13 (dquivalenterweise) eine abzéhlbar unendlich grofie Orthonormalbasis (e;);ey in
Letzterem. Dann konnte die Konstruktionsvorschrift lauten, all die A := (A;);en C ¢o(N) (Bsp. A.2.12)
mit A\; > 0 fiir alle ¢ € N dergleichen zu finden, dass der Ausdruck (6.87) gleichméBig (fast iiberall) auf

Q x Q konvergiert. Ist dies der Fall, so liele sich die so definierte Funktion k) auf identische Weise wie
am Anfang von Abschnitt 6.6 als Skalarprodukt des #H, := ¢2(N) interpretieren. Die Abbildung @ lau-

tet dann erneut @) : X — Hj, @;Eij = (ﬁe;ijieN, sodass am Ende gilt: kx(z,y) = (PA(z), Pa(y))y, -
Wegen der konstruktionsbedingten gleichméfigen Konvergenz in (6.87) liefie sich zudem ebenfalls die
endlich-dimensionale Approximation von H) wie zu Beginn von Abschnitt 6.6 erreichen.
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Mit dieser Konstruktion muss der Entwickler im Maschinellen Lernen die Positivitdtsbedingung
(6.47) nicht im Vorhinein priifen und kann die Mercer-Punkt-4-Zusatzbedingung ignorieren (wobei

mutung des Autors, dass sich so ziemlich alle mdglichen Funktionen k), die auf obige Weise
als Skalarprodukt interpretierbar sind, durch ebendiese Vorschrift konstruieren lassen: Da im Falle

geméf dicht in Ersterem liegt, sollte die Konstruktionsvorschrift (6.87) den groiten Teil der Teilmenge

im L?(Q2, u?) abdecken, deren Elemente ky ein Skalarprodukt im ¢2(N) induzieren.

Je nachdem wie ,, gutartig” das Orthonormalsystem (e;);en ist, ldsst sich ggf. gar eine ganze Teil-
menge L C ¢o(N) finden, fiir deren Elemente A := ()\;);en € L der Ausdruck (6.87) immer gleichméfig
konvergiert. Anstelle also den Kernel-Trick auf eine etwaig relativ unbekannte Funktionsklasse anzu-
wenden, liele er sich mittels (6.87) dann auf die Teilmenge L des besser bekannten ¢o(N) anwenden.
Obige Vermutung besagt, dass somit eine viel umfangreichere Funktionsklasse (kx)xer mit dem
Kernel-Trick getestet werden kann und dass diese zudem einfacher konstruierbar ist, als dass

zunéchst alle Bedingungen der Sétze von Moore bzw. Mercer gepriift werden miissen.

Die Arbeit mochte an dieser Stelle nicht behaupten, Erfinderin obiger (nicht besonders kompli-
zierter) Technik zu sein. In [33, Prop. 4.10] beispielsweise ist die hier beschriebene Idee bereits in
Grundziigen zu erahnen. Die explizite Artikulation der Konstruktionsvorschrift (6.87) konnte in der
Literatur zwar nicht gefunden werden, aufgrund deren Umfangs ist aber nicht auszuschlieSen, dass
die Idee bereits bekannt ist und aktiv verwendet wird.

Zudem ist unbedingt auszufithren, dass obige Hypothese erst aufkeimte, als [23] die Aquivalenz
zwischen der Mercer-Punkt-4-Zusatzbedingung und der gleichméafigen Konvergenz in (6.73) vermu-
tete: Mit seiner Intuition, die Riickrichtung in Punkt 4. von Satz 6.5.1 zu priifen, entstand bei
gleichzeitiger Betrachtung von [33, Problem 2.24] die Idee, Letzteren genauso riickwérts zu lesen.

Als interessante Folgefrage ergibt sich, gemeinsam mit Anwendern von Kern-Methoden zu erértern,
inwiefern obige Konstruktionsidee Relevanz in der Praxis findet oder finden kann. Es ist durchaus
denkbar, dass die mittels (6.87) konstruierte Funktionsklasse zu grof§ ist, um im Maschinellen Lernen
praktisch einsetzbar zu sein. Moglicherweise ist es doch notwendig, erst eine kleinere, als geeignet
bekannte Klasse gezielt fir das jeweilige Problem auszuwéhlen, damit das Kernel-Trick-Experiment
iiberhaupt berechenbar bleibt. Auch die Ressourcen eines Computers sind begrenzt und ggf. ist selbst
eine Teilmenge des ¢y(N) noch zu grofl, um darin mittels (6.87) nach einer geeigneten (Integral-)Kern-
funktion zu suchen. Vorstellbar wére z. B., falls sich eine endliche Teilmenge des Orthonormalsystems
(€;)ien finden lisst, welche dicht ,,genug” in L?(Q, u) liegt, dass gef. evolutioniire Algorithmen
(siehe z. B. [9]) diesem Komplexitatsproblem Abhilfe schaffen konnen. Auch diese Hypothese miisste
erst gepriift werden.

Da die Arbeit an dieser Stelle nicht beantworten kann, wie sinnvoll die Konstruktion von Test-
Funktionsklassen mittels (6.87) in der Praxis des Maschinellen Lernens tatséchlich ist, seien im Fol-
genden noch 2 interessante Spezialfille des Satzes 6.5.1 (aber allgemeiner als die durch Mercer selbst
in 1909 aufgestellte Version) vorgestellt. Diese kommen ohne die Mercer-Punkt-4-Zusatzbedingung
aus und ermoglichen damit eine einfachere Anwendung des Satzes ,,von vorne”.
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6.7 Spezialfille des Satzes von Mercer

Fiir den Beweis des ersten Spezialfalls durch [1, 7, Theorem 6.1.1, Theorem III.22] ist ein Hilfsresultat
notwendig, welches in interessanter Weise Kapitel 3 und Kapitel 4 mit diesem Kapitel 6 verbindet:

6.7.1 Stetige Reproduzierende Kerne (RK) auf kompaktem Raum

Lemma 6.7.1 (Stetige reproduzierende Kerne auf Kompaktum [1, 7, Lemma 6.1.3, Lemma III.24]).

[ [ ke @) ) dedy > 0. (6.88)
QJO

Dann ist k ein reproduzierender Kern (d. h. positiv semidefinit mit Kor. 4.2.2).
Beweis. (Die Beweisideen sind [1, 7, Lemma 6.1.3, Lemma II1.24] entnommen.)
Wegen der Kompaktheit von €2, ist es (mit dem Lebesgue-Maf ausgestattet) ein endlicher Mafraum

und zudem mit Prop. A.1.15 das stetige k auf ) beschrédnkt. Beides zusammen ergibt, dass k €
L2(92, 4?) ist, d. h. gem#B Def.+Satz A.4.18 ist der Operator

Ty : I2(Q) = L2(Q),  (Tof)(z) = /Qk(x,y)f(y) dy fiir f € IX(Q), z € Q (6.89)

ein wohldefinierter Hilbert-Schmidt Integraloperator. Zudem ist er positiv (Satz 6.5.1) mit (6.88):

6.88

@t Sy ™2 [ [ o) f@ G dyds = o (6.90)

Damit sind alle Voraussetzungen von Satz 6.5.1 erfiillt und dieser ergibt k(z,y) = > ;cr Aiei(x)ei(y)

sind. Es folgt nun direkt fiir fast alle z,y € Q (man beachte 0 < A\; = \; € R fiir alle ¢ € I):

ka,y) = he@)ely) =3 Neiy)ei(@) = k(y, 2). (6.91)

iel iel

Wegen der Stetigkeit von k muss somit k(x,y) = k(y, x) sogar fir alle z,y € Q gelten (da anderenfalls
eine offene nicht-leere, ergo Nicht-Nullmenge M C Q existieren wiirde mit k(z,y) # k(y,z) fir alle

x,y € M, was ein Widerspruch ¢ zu (6.91) darstellt) und die symmetrische Bedingung (4.5) ist erfiillt.

Um auch die Positivitdtsbedingung (4.6) in Def. 4.1.3 nachzuweisen, sei zunédchst angemerkt, dass
wenn die Funktion k auf ganz R? durch Null fortgesetzt wird, (6.88) ebenfalls gilt, wenn man darin {2
durch R? ersetzt. Im Folgenden sei mit k diese Fortsetzung bezeichnet, wobei weiterhin nur bekannt
sei, dass diese auf Q x 2 stetig ist.

Nun wéihle man n € N mit zugehorigen {z1,...,2,} C Q° und a1, ..., a, € K beliebig aber fest (und
bemerke, dass 1, ..., x, zunichst nur aus dem Inneren (Def. A.1.5) von Q gewéhlt sind). Nimmt man
dann einen beliebigen Clittungskern J : R — R (Def. A.7.1/Bsp. A.7.2), so folgt, dass die Funktion

definiert durch J : R4t 5 R, J(z,y) := J(x)J(y) fiir 2,y € R? ebenfalls ein Gliattungskern ist:



46 KAPITEL 6. DER SATZ VON MERCER

(i) Da gemiB Def. A.7.1 J(z) > 0 fiir € R? gilt, ist auch J(z,y) = J(x)J(y) > 0 fiir (z,y) € R4,

(ii) Da gemiB Def. A.7.1 J(z) = 0 fiir ||z|| > 1 gilt, ist auch J(z,y) = J(z)J(y) = 0 fiir ||(z,y)| =
max{||z|, [[y/I} > 1.

(iii) Es gilt zudem erneut mit Def. A.7.1 zusammen mit dem Satz A.6.20 von Fubini fiir positive,
messbare Funktionen (J ist als Produkt stetiger Funktionen insbesondere stetig und damit

geméf Kor. A.6.12 messbar):
[ dwpdey 2 [ J@igdedy = [ 1I@ay =1 (©692)
Rd+d Re JRd R

Somit sind alle Bedingungen aus Def. A.7.1 erfiillt und J ist wie behauptet ein Glattungskern auf
R4, Zudem gilt mit der Bezeichnung J. in Def. A.7.1 fiir alle z,y € R%:

To(z,y) "2 e @D ez, y) = e (e a)e (e y) 2 Ju(2) . (y). (6.93)
Betrachtet man nun fiir € > 0 die Funktionenschar
ge 1 2 — K, ge(x ZO‘Z —x) firzeQ, (6.94)

so ist g. fiir jedes € > 0 als Linearkombination stetiger Funktionen ebenso stetig und damit ins-
besondere ein Element von L%((2), da Q als kompakt vorausgesetzt ist. Genauso folgert man, dass
>y 2j—1 iagk als Linearkombination stetiger Funktionen ebenfalls stetig ist. Es folgt zusammen
mit Lemma A.7.3 und dem Satz A.6.21 von Fubini fiir integrierbare Funktionen (welcher anwendbar
ist, da im Integranten von (6.96) eine stetige Funktion steht, welche den kompakten Tréger von k
teilt, ergo geméafl Prop. A.1.15 einen beschriankten Betrag besitzt, d. h. das Integral von letzterem auf

dem kompakten Triager endlich und somit f integrierbar ist):

ZZO@O@ Ti, Tj) ALS ZZ ;05 (hmJ *k) (i, x5) (6.95)
j=1

i=1 i=1j=1
A.T.1 n " ~
- Z;]ZI i limy e = ag — k(e y) d(e, y) (6.96)
A6.21 ;. n2 L
(6.93) gl—%z:ljz:laiaj/n R Je(wi — 2)Je(zj — y)k(z,y) de dy (6.97)

i=1

gl_l;% § Rnk‘ x,y) (Zal . ) (ZO[]JE ) dzdy (6.98)

(6.88)

lim k(x,y)ge(z)g:(y)dzdy > lim0=0. (6.99)
e—0

e—0 Jrn JRn

(6. 94)

Damit ist die Positivitdtsbedingung (4.6) fiir das Innere der Menge €2 gezeigt. Dass sie ebenfalls auf

der ganzen Menge (2 gilt, folgt nun zusammen mit diesem Vorergebnis aus der Stetigkeit von k. Man
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geht in zwei Schritten vor: Zuerst zeigt man, dass das Integral in (6.88) immer ein reelles Ergebnis
hat. Auf identische Weise zeigt man dann, dass es ein nicht-negatives Ergebnis hat:

Man nehme fiir einen Widerspruchsbeweis an, dass ein n € N existiert mit {x,...,2,} C Q und
{a,..,an} C K, sodass i 307 aidjk(zi, xj) ¢ R. Dann lisst sich die Funktion h : Q" — K
betrachten, definiert durch h(yi,...,yn) = 327 27 cudzk(yi, y;) fir (y1,...,yn) € Q7. h ist als
Linearkombination von stetigen Funktionen ebenfalls stetig und mit = := (x1,...,2,) € Q" ist ein
Punkt gefunden, sodass 7{(&:5 7€7 R gilt. Da h stetig ist, gibt es geméafl Def.4+-Satz A.1.12 damit eine
offene Kugel U mit Zentrum x, sodass h(y) ¢ R gilt fiir alley € U C Q. Als offene Menge in 2" enthalt

U aber ebenfalls einen Schnittpunkt z mit (Q")°. Fiir diesen gilt dann sowohl h(z) ¢ R, als auch mit
dem oben Gezeigten h(z) =0 € R (da (2")° = (2°)" gilt). Dies ist ein Widerspruch #, weshalb die

Annahme falsch sein muss und es folgt: Fiir alle n € N, {z1,...,z,} C Q und {ay,...,a,} C K gilt:
n n
Z Z a;agk(x;, ) € R. (6.100)
i=17=1

Erneut durch Widerspruchsbeweis mit der Annahme, dass ein n € N existiert mit zugehorigen
{z1,..,2n} CQund {aq,..., 00} CK, sodass 371 377 ciaik(zi, z5) < 0 gilt, zeigt man auf ab-
solut identische Weise (indem man in der Argumentatlon oben ¢ R” durch ,,< 0” und ,,€ R” durch
»> 07 ersetzt), dass die gewiinschte Aussage insgesamt stimmt: Fir alle n € N, {z,...,2,} C Q und
{ai,...,an} C K gilt ebenfalls die Positivitdtsbedingung (4.6) aus Def. 4.1.3:

n n

SN asak(ai, ;) > 0. (6.101)

i=1j=1

Def. 4.1.3 ist somit insgesamt erfiillt, d. h. & wie behauptet eine positiv semidefinite Funktion (und
gemaf Kor. 4.2.2 ebenfalls ein reproduzierender Kern). O

Bemerkung 6.7.2.

1. Gemaf [7, Lemma II1.24] gilt Lemma 6.7.1 im tibrigen Wortlaut ebenfalls fiir ganz allgemeine
kompakte metrische Rdume (X, d), welche mit einem regulidren Borelmaf} p ausgestattet
sind, sodass fiir alle nicht-leeren offenen U C X gilt, dass u(U) > 0ist.

Noch interessanter ist, dass abermals geméf [7, Lemma II1.24] (sogar in dem gerade beschriebe-
nen allgemeineren Kontext) die Riickrichtung von Lemma 6.7.1 ebenfalls gilt. Da der Beweis
sehr technischer Natur ist, sei an dieser Stelle nur eine kurze Beweisskizze gegeben: Man lésst
sich durch die Riemannschen Ober- und Untersummen inspirieren und approximiert das Integral

unter (6.88) mittels verallgemeinerter Treppenfunktionen:

//k 2 9)f ZZk(mi,:ﬂj)f(xi)f(:vj)ciFj (6.102)
=1 5=1

Die rechte Seite der Approximation ist dann gerade von der Form, dass die positive Semidefi-
nitheit von k£ die Nicht-Negativitit der linken Seite liefert. Der Beweis wird technischer, wenn
man berticksichtigt, dass sowohl k als auch f komplexwertig sein koénnen.
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2. Lemma 6.7.1 und insbesondere die Tatsache, dass die Riickrichtung gemaf [7, Lemma II1.24]
ebenfalls gilt, haben eine interessante Folge fiir die Anwendung im Maschinellen Lernen: Ist
iiber den Rohdatenraum X = ) bekannt, dass er die Voraussetzungen von Lemma 6.7.1 erfiillt,
dann sind die stetigen reproduzierenden Kerne £ fiir die Anwendung im Satz 4.2.1 von

Moore genau diejenigen, die fiir den Satz 6.5.1 von Mercer geeignet sind und umgekehrt.
Beide Sétze liefern dabei jeweils einen Hilbertraum H, #, in dem fiir das Skalarprodukt gilt, dass

(@(2), ®(y))n = k(z,y) = (®(z), D(y ))g fiir alle z,y € X = Q ist. Weder die Hilbertrdume H
und A, noch die Abbildungen ® : X — H und ® : X — H miissen dabei iibereinstimmen, selbst
nicht im isomorphen Sinn. Laut [33, S. 39] tun sie das sogar selten. Lemma 6.7.1 liefert also
eine Klasse von Funktionen, mit denen der Kernel-Trick angewendet werden kann, und mit

den Satzen von Moore und Mercer stehen gleich zwei Sétze zur Verfiigung, die dem Entwickler
im Maschinellen Lernen den geeigneten Hilbertraum fiir die Problemstellung liefern kénnen.

Dieses in sich alleine bereits interessante Zwischenergebnis liefert nun zusétzlich noch einen niitz-
lichen Spezialfall des Satzes 6.5.1 von Mercer: Der folgende Satz ist insofern ein Spezialfall, dass
der betrachtete Rohdatenraum X =  kompakt (K) und der genutzte Integralkern k stetig (S)
ist (genauso wie im Lemma 6.7.1 angenommen). Fiir die spitere Diskussion seien dazu die Stellen im
Beweis durch (K) bzw. (S) markiert, in denen diese speziellen Zusatzbedingungen benétigt werden.

6.7.2 Satz von Mercer fiir stetige Integralkerne auf Kompaktum

Satz 6.7.3 (Satz von Mercer fiir stetige Integralkerne auf Kompaktum [1, 7, Theorem 6.1.1, Theo-
rem I11.22]).
Sei Q CR? kompakt, k € C(Q x Q) stetig und von der Form, dass der Operator

T I2(Q) = IXQ),  (Tof)(@ / ke, y)f(y)dy  fir f € LX),z € Q (6.103)

selbstadjungiert und positiv ist, d. h. fir alle f € L?>(Q) gilt:

(Tif, 2 A”// (z,y)f(z)f(y)dydz > 0. (6.104)

(6.103)

Dann gelten:

1. Die Bilder von Ty sind stetig, d. h. Ty,(L*(Q)) C C(). Insbesondere besitzt jede Eigenfunktion

genwerten (A\;)ier unglezch Null von Tk (I ist eine abzdhlbare Indexmenge) dann konvergiert
die Reihenentwicklung von k absolut und gleichmdapfig (iberall) auf Q:

y) = Z Neg(x)es(y)  fir z,y € Q. (6.105)
el
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Beweis. (Die Beweisideen sind [1, 7, Theorem 6.1.1, Theorem I11.22] entnommen.)

1. Sei f € L?(Q2) und ¢ > 0 beliebig aber fest (es sei angemerkt, dass Ty gemiB Def.+Satz A.4.18
oder Satz 6.5.1 wohldefiniert ist). Fiir das stetige k auf der kompakten Menge Q gilt mit
Prop. A.1.15, dass es sogar gleichméfig stetig (Def. A.1.13) ist (K+S). Es existiert somit ein
d > 0, sodass fiir alle z,y,z,w € Q mit |z — y| + |z — w| < § gilt, dass |k(z, z) — k(y,w)| <
(Vi fll2@)) e ist. Damit folgt insbesondere fiir alle z,y,z € Q mit |z —y| < §, dass

|k(z,2) — k(y, 2)| < (\//.L(Q)Hf||L2(Q))_1€ gilt und hiermit:

() = TS [ 10k(e,2) Ky ) ()] dz (6.106)
A.2.14 Hf 1||L1§2)

T i / FENdE = e

A.2.15 1 A.2. Q
z HfHL2 | HL2 ) Az _VHEY (6.108)

V) flle2(e) ()

(6.107)

Das bedeutet, Ty f ist geméafl Def. A.1.13 (ebenfalls gleichméBig) stetig. Mit der beliebigen Wahl
von f € L?() folgt also: Ty(L*(Q)) C C().
Sei A # 0 nun ein Eigenwert von T}, und e € L?(2) eine zugehérige Eigenfunktion. Da Tj,(L?(12))

mittels Def.+Satz A.4.3 ein linearer Raum ist, gilt e = Je = 1Tye =: & € T,(L3(Q)) C C(Q).
Die letzte Gleichungsfolge gilt dabei (nur) bzgl. der [|-|[12(q)-Norm, weshalb e und é geméf
Bsp. A.6.17 fast iiberall {ibereinstimmen, und die Behauptung unter 1. ist nachgewiesen.

2. Zunachst mache man sich klar, dass sdmtliche Voraussetzungen der allgemeineren Version des
Satzes 6.5.1 erfiillt sind - mit Ausnahme der Mercer—Punkt—4—Zusatzbedingung. Wie im Beweis

Eigenfunktionen beze1chnet zugehorlg zu den Eigenwerten (\;);en.

Da die punktweise Konvergenz fast iiberall bereits aus Satz 6.5.1 bekannt ist, priife man dann
als erstes die punktweise Konvergenz auf ganz ) x 2 von:

oo
Betrachtet man ndmlich die Teilsummenfunktion fir x,y € Q und n € N

kn(x,y) := k(z,y) Z)\ ei(z)e;( (“m) Z)\ ei(x eZ ), (6.110)

i>n

(wobei das letzte Gleichheitszeichen nur fast iiberall gilt), dann folgt fiir f € L2(Q), n € N:
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//k z,y) f(x)f(y) de dy (6.111)
(6'1:10)/9/92)\,-6%'(96)@ dxdy—//Z)\ ei(x)ei(y)f(x)f(y)dxdy (6.112)

>N
Asl / <Z Ai 6161 > f( / Z Ai ez 61; Lz(Q)f(y) dy (6113)
L>n L2(Q) i>n
A.3.9 <Z)\i€i<€i, f>L2(Q)7f> IZ;T Z)\ 6uf>L2(Q) (6-114)
i>n L2(Q) i>n
A.8.1 . 2 6.2.1
= Y MlE Neagl? = 0. (6.115)
i>n

Da dies fiir alle f € L?(Q) und alle n € N nachgewiesen ist und k, gemif (6.110) i. V. m.
dem unter 1. Gefundenen als endliche Summe von stetigen Funktionen ebenfalls stetig ist, sind
somit alle Voraussetzungen von Lemma 6.7.1 erfiillti(ilizl:si). Letzteres besagt, dass k,, fiir jedes
n € N eine positiv semidefinite Funktion ist und damit insbesondere, dass k,(x,z) > 0 fir alle

x € Q ist (Man wéhle dazu in Def. 4.1.3 n =1, ay = 1 und x; = z fiir jedes x € Q). Anders
geschrieben heifit das mit (6.110), dass fiir alle n € N und z € Q gilt:

Z)\ lei(z)? < k(z,z) < ||koo = Z)\ lei(2)]? < [|Kloo (6.116)

da k als stetige Funktion auf einer kompakten Menge geméafl Prop. A.1.15 und Bsp. A.2.10 durch
|lk||co beschrénkt ist (K4-S).

Mit dem Zwischenergebnis (6.116) ist die punktweise Konvergenz von (6.109) auf ganz Q x Q
nun nicht mehr weit. Man wéhle dazu € > 0 sowie x € ) beliebig aber fest. Es gibt wegen der
Konvergenz der Reihe in (6.116) ein n, € N, sodass fir alle m,n > n, gilt:

e
Nilei(x < 6.117
Z le@) < R (6.117)

Daraus schlieft man, da die Eigenwerte ()\;);en gemafl Satz 6.5.1 Punkt 1. allesamt reell und

nicht-negativ sind, fiir die Funktionenfolge (kp)nen € C(9), definiert durch folgende jeweils
endliche Summe stetiger Funktionen ky,(y) := >_i"; Aiei(z)e;(y) fir y €

- - A.2.9 A.2.13 n
kn — kmllee < Nilei(z) e < Aile; ilei ()2 6.118
I lo <) zggz lei(w R <Z lei( ) (;ﬂ e (y)!> (6.118)
(6.117)
[klloc = €. (6.119)

!kHoo

6.116

Ergo ist (kn)nen eine Cauchyfolge in (C(Q), |||l ), Was aufgrund dessen Vollstindigkeit (siehe

Bsp. A.2.10) bedeutet, dass lim,, ky = Yooy Aiei(x)ei(-) stetig auf € ist. Es gilt aber auch,
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dass k(z,-) stetig auf  ist und zudem, dass k(x,-) = > 72, Aiej(x)e;(+) fast iiberall auf € gilt.
Aufgrund der Stetigkeit beider Seiten des Gleichheitszeichen, muss die Gleichheit damit iiberall
auf ganz Q gelten (vgl. identische Argumentation im Beweis zu Lemma 6.7.1). Da z € Q beliebig

gewahlt war, folgt damit die punktweise Konvergenz von (6.109) auf ganz Q x Q.

Um schlieBlich auch die gleichméBige Konvergenz von (6.109) einzusehen, seien zwei Beweise
gegeben: Ein kiirzerer, welcher im Prinzip nur den Satz A.1.16 von Dini anwendet und ein etwas
langerer, welcher die notige Argumentation aus dem Satz von Dini direkt fithrt und aus dem

etwas besser hervorgeht, an welchen Stellen (K) bzw. (S) genau benétigt werden:

Kurzer Beweis gemé$ [1, Theorem 6.1.1]: Man betrachte die Teilsummenfolge (g )nen C F(2),

definiert durch g, = Y1, Aile;|? fiir n € N, wobei jedes g, mit dem unter 1. Gefundenen
als endliche Summe stetiger Funktionen ebenfalls stetig ist (K+4S). Aus Satz 6.5.1 ist zudem
bekannt, dass die Eigenwerte (A,)nen allesamt nicht-negativ und insbesondere reell sind, d.

h. (gn)nen € C(Q,R). AuBerdem folgt aus der oben gezeigten punktweisen Konvergenz von
(6.109), dass (gn)nen gegen g(x) = T2 Mles(@)2 = T2, hies(@)ei(@) = h(w,z) € C(Q,R)
punktweise konvergiert. Wegen der aufsteigenden Summe und der Nicht-Negativitat von (A;);en
folgt dariiber hinaus: g,(x) < gpt1(z) fir alle n € N, =z € Q. Schliefllich sind wegen der

Kompaktheit (K) von € damit alle Voraussetzungen aus dem Satz A.1.16 von Dini erfiillt und

ganz {2 gleichméfig konvergiert. Damit folgt aus Satz 6.5.1 4. die Behauptung.

Ausfiihrlicherer Beweis geméaf [7, Theorem II1.22]: Sei ¢ > 0 beliebig, aber fest. Man definiere
damit die 2-Teilmengen

Ve={x e Q:k(z,z)— Z)\i|ei(x)|2 < e}, n € N. (6.120)
i=1

Dann gilt fiir alle n € N wegen (6.116), dass V;; C V7,1, und wegen 1., dass die V; offen sind
in Q: Gilt ndmlich x € V¢, d.h. k(z,2) — I, Milei(z)]? < ¢, so gibt es wegen der stetigen
linken Seite der Abschéitzung (K4-S) eine offene Kugel U C © mit Zentrum z, sodass k(y,y) —

S Ailei(y)|? < e fiir alle y € U ist (siehe Def.+Satz A.1.12). Es folgt U C V,¢ und damit, dass
jedes V7 offen ist. Zudem gilt mit der punktweisen Konvergenz von (6.109), dass

Uvi=¢ (6.121)
neN
eine offene Uberdeckung von €2 bildet. Wegen der Kompaktheit (K) von Q gibt es somit eine
endliche Teiliiberdeckung (siehe Def. A.1.9), ergo wegen V7 C V7, ein n. mit V;; = Q, welches
nicht mehr von x € {2 abhangt. Es gilt dann fiir alle n > n.:

Hk — Z /\i|€i’2
i=1

Da & > 0 beliebig war, besagt dies die gleichmifige Konvergenz von k(z,7) = 372, Ailes(z)]?
fiir z € 2 geméf Bsp. A.2.9 und damit erneut, dass die Mercer-Punkt-4-Zusatzbedingung erfiillt
ist. Der letzte Teil der Aussage folgt dann abermals aus Satz 6.5.1 Punkt 4. O

A.2.9 Te
<  sup {k(m,w) — Z)\ilei(m)lz} <supe=¢ (6.122)
i=1

oo (6.116) zeQ=Vg, z€S)
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Bemerkung 6.7.4. Ebenfalls fir Satz 6.7.3 zeigt [7, Theorem II1.22], dass er auch fiir allgemeine
kompakte, metrische Raume (X, d) gilt, die mit einem reguldren Borelmaf ausgestattet sind,

wenn fiir alle nicht-leeren offenen U C X darin gilt, dass u(U) > 0 ist. Der Beweis muss dazu nicht

wirklich verdndert werden.

Mit diesem Spezialfall des Satzes von Mercer gewinnt der Entwickler im Maschinellen Lernen
also mit der Stetigkeit eine etwas einfacher zu priifende Eigenschaft, anstatt wie in Satz 6.5.1 der

Den dadurch entstehenden Freiheitsgrad tauscht der Entwickler aber dahingehend ein, dass er
nun bereits topologische Eigenschaften des Rohdatenraums X = €2 kennen muss. Sowohl fiir die
Stetigkeit der Integralkerne als auch fiir die Kompaktheit von X = € ist eine Topologie notig. Es ist
instruktiv, sich anhand der Markierungen (K) bzw. (S) klar zu machen, an welchen Stellen im Beweis
genau die Zusatzbedingungen benétigt werden: Ein Grofiteil wird darauf verwendet, die punktweise
Konvergenz in (6.109) auf ganz X = Q zu erhalten. Im Kontext des Maschinellen Lernens ist diese
Eigenschaft ggf. aber gar nicht so relevant wie in der mathematischen Theorie:

Frage / Ausblick:
Wieweit lasst sich Satz 6.7.3 verallgemeinern, wenn die gleichméflige Konver-
genz in (6.109) nur auf einer praktisch interessanten Teilmenge gefordert wird?

Trotzdem darf nicht unterschitzt werden, welche zentrale Rolle die punktweise Konvergenz von
(6.109) auf ganz © auch im Nachweis der gleichmé&fligen Konvergenz spielt: Sie erlaubt es, dass

unbekannte, herauszunehmende (Null-)Menge in Gefahr gerdt. Diese ist dann das eigentliche Haupt-

argument, mit welchem die gleichmaflige Konvergenz nachgewiesen wird.

Nichtsdestotrotz scheint es, dass eine Verallgemeinerung von Satz 6.7.3 fiir den Kontext des Ma-
schinellen Lernens moglich sein kénnte. Zumindest beziiglich der Stetigkeit ldsst sich die Aussage von
Satz 6.7.3 durch Anwendung des Satzes A.6.22 von Luzin leicht gewinnbringend verallgemeinern:

6.7.3 Satz von Mercer fiir metrischen, reguliaren Borel-Raum

Korollar 6.7.5 (Satz von Mercer fiir metrischen, reguldren Borel-Raum [26]).
Sei Q C R messbar und k € L=(Q), sodass (Q, 1) ein endlicher Mafraum und der Operator

Ty : L2(Q) — L*(Q), (T f)(x / k(z,y)f(y)dy fir f € L*(Q), z € Q (6.123)

selbstadjungiert und positiv ist, d. h. fir alle f € L*(Q) gilt

(Tf, f) / / k(z,y)f(x)f(y)dyde > 0. (6.124)

Dann gilt: Fiir jedes € > 0 existiert eine kompakte Menge K mit u(Q\K) < e, sodass fiir die Eigenwerte

(Ni)ier ungleich Null von Ty (I ist eine abzdhlbare Indexmenge) und die zugehdrigen, paarweise
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verschiedenen ||| 2, -normierten Eigenfunktionen (e:)ir € L*(2,p) (d.h. |leillr2, = 1) gilt,
dass die (Spektral-)Reihenentwicklung von k absolut und gleichmdifig auf K konvergiert:
k(z,y) = Z Aiei(x)ei(y) fir x,y € Q. (6.125)

i€l

Beweis. (Die Beweisideen entstanden gemeinsam mit [26].) )

Sei € > 0 beliebig, aber fest. Da k € L>(Q2) ist, gibt es eine Teilmenge Q2 C §, auf der k beschrinkt ist
(und messbar, als Element von L*°(£2)) und es gilt x(22\ €2) = 0. Mit dem Satz A.6.22 von Luzin gibt
fiir K und k| K;;(i alle Voraussetzungen von Satz 6.7.3 erfiillt und es folgt, dass die Reihenentwicklung
von k in (6.125) absolut und gleichméBig auf K konvergiert. Zudem gilt:

WONE) = p((QNQ)UQ\D)\K) = u((QNQ)\ K)U(Q\ D)\ K)) (6.126)

< @A D\E) + p(Q\)\K) £ u@\K)+p(@\ Q) <e+0=c. (6.127)
O

Bemerkung 6.7.6. Gema$ [3, 12, Satz 26.7, Satz VIII.1.18] existieren allgemeinere Versionen des
Satzes A.6.22 von Luzin im Kontext von Bem. 6.7.2 und Bem. 6.7.4, d.h. Kor. 6.7.5 lasst sich
ebenso auf verallgemeinerte metrische Rdume mit reguldrem Borelmaf} ausweiten, wie Satz 6.7.3
es zuldsst. In dieser Arbeit wurde der Spezialfall des Lebesgue-Mafles auf einer Teilmenge des R™
lediglich aus Platzgriinden behandelt und damit die Anforderungen an die Vorkenntnisse des Lesers

bei einem universitaren Funktionalanalysis-Kurs bleiben.

Fiir das Maschinelle Lernen sollte diese Variante des Satzes von Mercer aus Kor. 6.7.5 einige
Vorteile haben: Die Voraussetzungen sind beinahe wieder identisch zu denen in der allgemeinen Form
des Satzes von Mercer in Satz 6.5.1, auf die Priifung der Mercer-Punkt-4-Zusatzbedingung kann
verzichtet werden und trotzdem ist die gleichméflige Konvergenz von (6.125) auf einer beliebig
groflen Teilmenge des Rohdatenraums X = () garantiert. Einziger Nachteil dieser Version ist weiterhin,

dass eine Topologie auf X = ) bekannt sein muss.

Eine Méglichkeit, mit welcher der Entwickler im Maschinellen Lernen zu einer Topologie gelangen
konnte, liefert ggf. der Kernel-Trick zusammen mit dem Satz 4.2.1 von Moore: Vielleicht ist
es sinnvoll, zuerst mit Letzterem einen (moglicherweise unendlich-dimensionalen) RKHS zu finden
und damit eine Topologie ,auf der” Rohdatenmenge, um mit dieser erst Kor. 6.7.5 anzuwenden. Ob
dies aber eine effektive Technik darstellt, miisste in der Praxis gepriift werden. Man darf keinesfalls
herunterspielen wie einschrinkend die Zusatzbedingung einer Topologie in vielen Anwendungsfillen

sein kann, denn sie stellt oftmals das gewiinschte Ergebnis und eben keine Vorbedingung dar.

>l Frage / Ausblick:
Liefert der Satz 4.2.1 von Moore eine geeignete Topologie fiir Kor. 6.7.57
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6.7.4 Satz von Mercer fiir Heat Kernels

Aus diesem Grund sei noch ein weiterer interessanter Spezialfall des Satzes 6.5.1 von Mercer
vorgestellt, der keine Topologie auf der Rohdatenmenge erfordert. Um diesen korrekt formulieren zu
kénnen, miissen zunichst Begriffe aus den Partiellen Differentialgleichungen eingefiihrt werden:

Definition 6.7.7 (Operatoren-Halbgruppe [15, 24, Def. 2.1, Def. 5.10]).
Sei X ein Banachraum. Eine Familie (7'())¢>0 C £(X) von beschrénkten linearen Operatoren auf X

wird eine Operatoren-Halbgruppe genannt, wenn gilt:

Tt)T(s)=T(t+s) firallet,s>0 und T(0) = 1d. (6.128)

Definition 6.7.8 (Abstraktes Cauchy-Problem (ACP) [24, Def. 5.1]).
Sei X ein Vektorraum, ¢ € X und A : X — X ein linearer Operator. Ein Abstraktes Cauchy-

Problem (ACP) besteht darin, ein (schwach) differenzierbares ¢ : Ry — X zu finden, welches die
X-wertige gewohnliche Differentialgleichung

dy
{d(t()t) = Ap(t), t>0 (6.129)
¥ (0) = o

lost.

Ist X ein Banachraum und das abstrakte Cauchy-Problem (ACP) der Form, dass eine eindeutige
Losung 9 (t) (t > 0) fiir jeden Anfangswert 1)g € X existiert, so schreibt man (mit einem kleinen
Missbrauch der Notation) fiir die Operator-Familie (T'(t))¢>0, die jedem Anfangswert ¢y die eindeutige

Losung des (ACP) zuordnet:
A =T() =X 3y —h(t) e X, t>0. (6.130)

Definition 6.7.9 (Symmetrische Markovsche Halbgruppe, [10, Theorem 1.3.2, Theorem 1.3.3, S. 22]).
Sei (2,.A, p) ein endlicher Mafiraum mit einem abzdhlbaren Erzeuger (d.h. es gibt eine abzéhlbare

Eigenschaften:

1. H>0,d.h. (Hf, )20, > 0 fir alle f € L*(Q, ),

2. e ist Positivitit-erhaltend fiir alle ¢ > 0, d. h. fiir alle f € L?(Q, u) mit f > 0, gilt e f > 0
und

3. el ist eine Kontraktion in L>(Q) fiir alle ¢ > 0, d. h. es existiert ein L < 1, mit dem fiir alle
frg € L>(Q) gilt: [l f — e g|| Lo ) < LI f = gllzoo (-

Dann nennt man H eine Dirichlet-Form und et eine symmetrische Markovsche Halbgruppe.

Definition 6.7.10 (Ultrakontraktive, symmetrische Markovsche Halbgruppe [10, Theorem 2.1.1]).
Eine symmetrische Markovsche Halbgruppe et wird ultrakontraktiv genannt, wenn der Operator
e L2(Q, 1) — L*(Q, 1) beschrinkt ist fiir alle ¢ > 0.
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Mit diesen Definitionen ausgestattet lasst sich nun der zweite Spezialfall des Satzes von Mercer
formulieren, wobei fiir den Beweis aus Platzgriinden auf [10, Theorem 2.1.4] verwiesen wird. Obgleich
Letzterer nicht allzu lang ist, erfordert er noch weitere Theorie, welche diese Arbeit sprengen wiirde.

Satz 6.7.11 (Satz von Mercer fiir Heat Kernels [10, 23, Theorem 2.1.4)).
Sei et eine ultrakontraktive, symmetrische Markovsche Halbgruppe auf L*((, u),R), wobei Q end-
liches Maf$ besitze. Dann sind die Eigenwerte von et absolutsummierbar fiir jedes t > 0, d.h. ein

Element des (*(N). Sind zudem mit (\;);en die Eigenwerte von H bezeichnet, in aufsteigender Reihen-
folge sortiert und gemdf ihrer Multiplizitit gezahlt und mit (e;);en die jeweils zugehirigen, paarweise

1. e; € L>®((Q, 1), R) fiir alle i € N und

2. fiir den Integralkern k : {t} x Q x Q — R von et gilt:

k(t,z,y) = iexp(—)\it)ei(w)ei(y). (6.131)
i=1

Die Reihe konvergiert dabei gleichmaf$ig auf [, 00) x Q x Q fiir alle a > 0.

Bemerkung 6.7.12. In seiner Version obigen Satzes setzt [10, Theorem 2.1.4] zwar streng genommen
voraus, dass () ein lokalkompakter, zweitabzédhlbarer Hausdorffraum und p ein Borelmaf}
darauf ist, merkt aber bereits selbst [10, S. 12] an, dass allgemeinere Félle gelten. Geméafl [23] ist
es moglich, den Beweis durch [10, Theorem 2.1.4] identisch zu fithren, wenn (€2, ) als gewohnlicher
endlicher Mafiraum vorausgesetzt ist, weshalb Satz 6.7.11 in entsprechender Form angepasst ist.

Diese Version des Satzes von Mercer kommt wie angekiindigt zumindest in der Theorie ohne eine
Topologie auf der Rohdatenmenge aus. Aber auch dieser Freiheitsgrad kommt nicht kostenfrei: Der
Entwickler im Maschinellen Lernen muss nun zunéchst ein passendes abstraktes Cauchy-Problem fin-

muss dann (mindestens) ein Operator in Letzterer auch noch fiir die betrachtete Problemstellung
geeignet sein. Etwas abstrakter gesagt, ist bei dieser Variante des Satzes von Mercer die Funktio-
nenklasse der moglichen Integralkerne viel eingeschrankter als in Kor. 6.7.5 oder Satz 6.5.1.

Auf der anderen Seite wurde in Unterabschnitt 6.6.1 bereits gemutmaft, dass eine allzugrofie In-
tegralkernklasse vielleicht gar nicht im Sinne des Entwicklers ist, da das Kernel-Trick-Experiment
dann ggf. nicht mehr berechenbar ist. Geméaf} [23] gewinne man mit Satz 6.7.11 z. B. die Moglichkeit,
eine ganze Familie (e/');~o von Integralkernen fiir den Kernel-Trick und kénne mit dem Parameter ¢
»spielen”. Insbesondere konne die Betrachtung des Grenzfalls ¢ — oo interessant werden. Fiir weitere
Ausfithrungen wird auf [22] verwiesen. Es ergibt sich folgende

Frage / Ausblick:

In welchen Problemstellungen des Maschinellen Lernens finden beispielsweise
Heat Kernels Anwendung (d. h. die Losungsoperatoren der Warmeleitungs-
gleichung)?
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6.8 Interessantes zum Abschluss

Zum Abschluss dieses Kapitels und der gesamten Arbeit seien ein paar interessante Erkenntnisse
zusammen gestellt, welche sich aus zwei Aufgaben in [33, Problem 2.24, 2.29] ergeben.

6.8.1 Notwendiges Kriterium fiir den Satz von Mercer

Korollar 6.8.1 (Notwendiges Kriterium fiir den Satz von Mercer [33, Problem 2.24]).
Es seien die Bedingungen von Satz 6.5.1 ohne Kenntnis tiber die Mercer-Punkt-4-Zusatzbedingung er-

sup VAlleill oo, < VM < oo. (6.132)
S

Beweis. Aus den Voraussetzungen und Punkt 3. von Satz 6.5.1 ist bekannt, dass es drei Nullmengen

N, N, N gibt, mit denen SUPze\N SUPy ey v |F(7,y)| < M < oo gilt und die Reihenentwicklung des
Integralkerns k (6.48) auf N konvergiert. Sei nun N =NUNUN als Vereinigung von Nullmengen

auch eine ebensolche (vgl. Kor. A.6.6). Dann folgt mit der Positivitdt der Eigenwerte (6.2.1):

A1 6.2.1
sup )‘iHeiH%OO(Q“u) =" sup sup Ages(z)]? < sup sup Z)\jej(x)ej(x) (6.133)
i€l A2 iel gea\N A8 el zeO\N |jer
2 sup sup |k(z,z)] <supM = M < . (6.134)
el er\N el
Beidseitiges Wurzelziehen liefert die Behauptung.
O

Bemerkung 6.8.2. In der Version des Satzes von Mercer in [18, Theorem 3.a.1] wurde behauptet, dass
die gleichformige Beschrianktheit der Eigenfunktionen aus den iibrigen Bedingungen folgen
solle, was — wie bereits ausgefithrt — durch [5, 6, 19, Remark 6.3.12, Remark 12| widerlegt werden
konnte. Kor. 6.8.1 zeigt nun, dass die Beschrénktheit zumindest fiir die Folge (v/Aileillpoo(,p)icr
anstelle der Folge (||€;||po(q,pu))ier gilt. Der Vorfaktor ist geméfl 1. in Satz 6.5.1 dabei ,nur” ein
Element des ¢2(I) C /2(N).

Zudem konnte Kor. 6.8.1 ggf. ein niitzliches notwendiges Kriterium fiir geeignete Integralkerne

Beschranktheit eines potentiellen Integralkerns zu priifen, als alle Eigenwerte und Eigenfunktionen
vor Anwendung des Satzes von Mercer zu kennen, ist die Beriicksichtigung von Kor. 6.8.1 ggf. bei der
Konstruktion geeigneter Integralkernfunktionen sinnvoll (vgl. Unterabschnitt 6.6.1).

6.8.2 Der Satz von Mercer und RKHS

Die zweite Aufgabe aus [33, Problem 2.29] betrachtet die Verbindung zwischen dem Satz 6.5.1 von
Mercer und RKHS. Sie verbindet damit die Hauptbetrachtungsobjekte dieser Arbeit.
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In Unterabschnitt 6.7.1 wurde bereits die Aquivalenz von stetigen reproduzierenden Kernen

gen des Satzes 6.5.1 von Mercer darauf erfiillen. Die Stetigkeit wurde dabei insbesondere gebraucht,
um den Satz 6.7.3 von Mercer fiir stetige Kerne auf einem Kompaktum nachzuweisen.

Fiir den allgemeinen nicht-stetigen Fall auf einem beliebigen endlichen Mafiraum stellt sich heraus,
dass Lemma 6.7.1 und damit die Hinrichtung dieser Aquivalenz in leicht abgewandelter Form auch gilt.
Mit dem Verlust der Stetigkeit muss dazu aber der endliche Mafiraum (ggf.) eingeschrinkt werden:
Man schneidet die Nullmengen aus dem Mafiraum heraus, auf welchen die punktweise Konvergenz

der (Spektral-)Reihenentwicklung (6.48) im Satz 6.5.1 von Mercer fiir endliche Mafirdume nicht gilt
bzw. auf welchen der Integralkern k nicht beschrankt ist.

Korollar 6.8.3 (Mercer-Kerne sind reproduzierende Kerne [33, Problem 2.29, S. 38 ff.]).

Es seien die Bedingungen von Satz 6.5.1 ohne Kenntnis iiber die Mercer-Punkt-4-Zusatzbedingung
erfillt, mit dem Zusatz, dass |k| < M < oo und die (Spektral-)Reihenentwicklung (6.48) von k auf
ganz 0 x Q gilt, d. h. es konvergiert (o.B.d. A. seien im Folgenden mit (X\;);cr die rein positiven

Eigenwerte von Ty, bezeichnet, gemaf$ ihrer Multiplizitat gezdahlt, man vergleiche Satz 6.5.1 Punkt 1.)

k(x,y) = Z)\iei(x)ei(y) fir alle x,y € Q. (6.135)
el

Dann ist k ein reproduzierender Kern.

Beweis. (Die Beweisideen sind [33, Problem 2.29] entnommen.)
Die symmetrische Bedingung (4.5) in Def. 4.1.3 ist fiir &k erfillt, denn fiir alle z,y € Q gilt:

(6.135) — 6.2. — (6.135) o———~
ay) =" Y Ne@ely) = > Ne@ely) = Ky, ). (6.136)
iel el

Zudem ist die Positivitdtsbedingung (4.6) in Def. 4.1.3 ebenfalls erfiillt, denn fiir alle n € N mit

zugehorigen x1, ..., x, € Q) sowie ay,...,a, € K gilt:
(6.135) non _—
Z aogk(xs, x5) = ZZO@OTJ'Z ke (xi)er(x;) (6.137)
i=1j=1 i=1j=1 kel
6.2.1 i L
Ail Z <Z vV /\kaiek(xi)> Z vV /\kajek (.I'j) (6.138)
kel \i=1 j=1
n 2
EUSTIY Vvaser(zi)| > 0. (6.139)
kel li=1
Als positiv semidefinite Funktion ist & damit gemaf Kor. 4.2.2 ein reproduzierender Kern. O

Dieses die Kapitel 3, Kapitel 4 und Kapitel 6 schén verbindende Kor. 6.8.3 ldsst sich noch wei-
ter konkretisieren. Da k darin als reproduzierender Kern nachgewiesen ist, reproduziert er mit dem
Satz 4.2.1 von Moore einen RKHS (Hy, (-, )%, ), dessen Struktur im Folgenden betrachtet wird.
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Korollar 6.8.4 (Struktur des Mercer-RKHS [27, 33, Theorem 11.18, Problem 2.29]).
Es gelten die Bedingungen aus Kor. 6.8.3 und sei (Hg, (-,-)n,) der RKHS mit Kern k. Dann gilt:

Hi ={f € F(Q Zaz\ﬁez mit o = (i)ic; € C(N)}  und  (f, fl, = (o, &) p2yy- (6.140)

el

Beweis. (Die Beweisideen sind [27, Theorem 11.18] entnommen.)
O.B.d. A. sei im Folgenden wie in den Beweisen zuvor I = N angenommen (z.B. durch Auffiillen
aller betroffenen Folgen durch Nullen) und die Eigenwerte (\;);en echt positiv. Dann sei zunéchst die

Teilmenge H := {f € F(Q) : f =3 ;c; 2iv/Aie; mit a := (a;)ier € ¢2(N)} von F() betrachtet. Diese
ist wohldefiniert, denn fiir alle f € H und x € ) gilt:

(b 140)

Za“/ iei(x i\/)\iei(a:)‘ = a-(\/)\iei(fn)), (6.141)
ieN £1(N)
1
A.2.13 A211 2
< ez (\/ ei(x )GN . = llallew (Z)\el ) (6.142)

(6.135)
lallpe sy o/ *(@s @) < Nl 2oy VAT < 0. (6.143)

AS

Man beachte, dass aus (6.143) insbesondere folgt, dass jedes f € H beschréinkt ist und wegen der End-
lichkeit des MaBraums (2, i) somit ein Element von L?(€2, u) ist. Damit folgt mit der Orthogonalitit

der Eigenfunktionen (e;)ien in L*(Q, ), dass die Darstellung f = ;7 aiv/Aie; € H durch a =

(@i)ien € £%(N) eindeutig bestimmt ist, denn angenommen, es géibe ein weiteres a* := (a});en € £2(N)
mit f =3, afy/Aie; € H, dann gilt fiir alle j € N:

A.3. (6.140) e %
0 "= 0,€j) 120 = (f = frej) 120 = <Z(04i _ai)\/xieivej> (6.144)

i=1 L2(Q,p)

"2 S (ai — o)V Aen )i E (o — i)/ (6.145)

A.3.1 4
=1

Daraus wiederum folgt, wegen der Positivitit der Eigenwerte (\;);en, dass a; = a; fir alle j € N gilt,
ergo o = o* und damit die Eindeutigkeit der Darstellung von f durch «.

Im Folgenden zeige man nun, dass H tatsachlich wie behauptet ein Hilbertraum ist. # ist zunéchst
ein Unterraum von F (), denn fiir alle f, f € H und 7, ¢ € K gilt:

77f+ff(6 WZ%\FQ—I-EZOQ\FQ—Z no + £;) fez—z&i\/)\»ieie?l, (6.146)
i=1 i=1

da & := na + £a € £2(N) wegen der Vektorraumeigenschaft von £2(N).

AuBlerdem definiert die Bilinearform

(o HXH =K, (f,Hn=(d)pw fic f,feH (6.147)
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ein Skalarprodukt auf H. Dazu sei zundchst angemerkt, dass wegen der eindeutigen Darstellung von

f durch « die Bilinearform wohldefiniert ist. Die Eigenschaften (S1-S5) aus Def. A.3.1 folgen dann
umgehend, weil (-, )2 selbst ein Skalarprodukt ist. Fiir f, f, f* € H und £ € K gilt:

(6. 147) A3.1

(S1+82): (&f+f.f (ata,a")pm = o, a)pm + (@ a) e, (6.148)

CEV Y (6.149)
($3) : (P = e @eey 2 Gadem = (s (6.150)
(54) - O P 2 (o 0 2 0 und (6.151)
(S5) : U hn 2" a)p =0 S a=0 “&f=o. (6.152)

1l "2 A, =7 a) gy 2 llalleq (6.153)

Die Vollstandigkeit von H ist damit dann auch leicht einzusehen: Sei dazu ¢ > 0 und (fy,)nen eine

(6.1F )i)

| — O4m”€2( [ fr = fmlln <€ (6.154)
Folglich ist (v, )nen eine Cauchyfolge in £2(N). Dessen Vollstéindigkeit (siche Bsp. A.2.11) liefert einen
Grenzwert a := (a;)ien € £2(N) und damit ein f = 322, v/ Nie; € H. Fiir dieses gilt dann

(6.153)
\f=fallg = HOZ—OénHﬁ — 0 fir n — oo. (6.155)

Also konvergiert die Folge (f,,)nen in H, was diesen vollstandig macht gemafl Def. A.1.17, denn (fy,)nen
war beliebig gewahlt und ergo ist H wie behauptet als Hilbertraum nachgewiesen.

3.1) (6.143)

BN S f@) < lale VM =" VM|fx. (6.156)

Geméf Def.+Satz A.4.2 ist das Auswertungsfunktional somit fiir jede Stelle = € € beschrankt und H
geméafl Def. 3.1.1 ein RKHS.

Es verbleibt den reproduzierenden Kern des RKHS H zu bestimmen. Dazu bemerke man, dass fiir

alle z € Q die Funktion k(-,z) = 35°, Niesei(x) = Y52, (Vi ei(2))v/Aie; in H liegt, denn es gilt:

S IV @@ 2 Y Neiwe@) 27 k(e,x) < M <o, (6.157)
2 o

H(\/Eei(l‘))ieN £2(N)
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Folglich ist (v/A; €;(x))ien € £2(N) und k(-,z) € H fiir alle = € Q. Es folgt fiir alle f € H,z €

G 2 (o (VN @) ) S e R = S, (6159)
=1

£2(N) 6.2.1

Mit diesem letzten Ergebnis ist bestétigt, dass k die reproduzierende Eigenschaft (3.19) fiir den RKHS

H erfiillt. Kor. 3.2.6 besagt aber, dass der durch k reproduzierte RKHS eindeutig ist. Es folgt somit
die Behauptung (Hx, (-, )2,.) = (H, -, )2)- O

Korollar 6.8.5 (Orthonormalbasis des Mercer-RKHS [27, Theorem 11.18]).
Seien die Voraussetzungen wie in Kor. 6.8.4. Dann ist (\/Aie;)ier eine Orthonormalbasis von Hy.

Beweis. O.B.d. A. sei wie im Beweis zu Kor. 6.8.4 I = N angenommen. Wie in Selbigem gezeigt,
besitzt jedes f € Hy eine eindeutige Darstellung f = >°7°; a;v/Ase; mit einem (ebenfalls eindeutigen)
a = (a;)ien € F*(N). Es folgt damit fiir jedes f € Hj (zusammen mit der kanonischen ¢?(N)-
Orthonormalbasis/Schauderbasis s; := (1,0,0,...), s2 :== (0,1,0,...), ...):

0 (6.140) 0 A2 >
STUf Ve Ve =D Aaysdemvae =Y aiv/Ae = f. (6.159)
i=1 i=1 i=1

Da dies fiir alle f € Hj, gilt, folgt die Behauptung mit Def.+Satz A.3.13. O

Korollar 6.8.6 (Mercer-RKHS sind separabel [27, Theorem 11.18]).
Seien die Voraussetzungen wie in Kor. 6.8.5. Dann ist der RKHS Hj separabel.

Beweis. Dies ist eine direkte Folge aus Kor. 6.8.5 und Def.+Satz A.3.13. O

Wie Kor. 6.8.4, Kor. 6.8.5 und Kor. 6.8.6 aufzeigen, hat der RKHS sehr gute Kigenschaften,
wenn er durch einen sog. Mercer-Kern reproduziert wird. Besonders die Orthonormalbasis und die
damit einhergehende Separabilitdt des RKHS sind hilfreich. Als ein solcher Hilbertraum ist der RKHS

U 2(1) > Hy,  Ula) = <a, (\/Eei)iel>pm fiir o € (2(I). (6.160)

Es scheint somit, dass sich mit Mercer-Kernen viel einfacher rechnen lasst. Zumindest haben diese
eine gute Abrundung dieses Kapitels und der gesamten Arbeit zugelassen. Es sei sich an dieser Stelle
herzlich fiir das aufmerksame Lesen bedankt und fiir ein Fazit auf die Zusammenfassung bzw. den
Abstract verwiesen.

Hauptergebnis des Kapitels:

Mithilfe verschiedener Versionen des Satzes von Mercer erhilt der Entwickler in
Aufgabenstellungen des Maschinellen Lernens mit dem H = ¢2(N) einen ggf. hand-
licheren Hilbertraum als den etwas unbekannteren Teilraum von F(X) im Falle
eines RKHS / dem Satz 4.2.1 von Moore. Unter gewissen Zusatzbedingungen
lasst sich H sogar durch den endlich-dimensionalen K™ approximieren.
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Funktionalanalytische Grundlagen

Die Grundlage dieses Anhangs ist [17, 25, 31], aus welchen der iiberwiegende Teil der Definitionen und
Sétze /Theoreme entnommen und ggf. lediglich aus dem Englischen ins Deutsche tibersetzt wurden. Die
Beweise wurden dabei nicht kopiert, bis auf die Félle in denen die Beweise selbst in der Argumentation
der Arbeit benétigt wurden, kénnen aber den Originalquellen entnommen werden.

A.1 Metrische Raume — Vollstandige Raume

Definition A.1.1 (Metrik / Metrischer Raum [25, Def. 1.1.1]).
Eine Metrik d auf einer Menge X # () ist eine Abbildung

d: X xX >R
(z,y) — d(z,y)

sodass fiir alle z,y, z in X die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(M3) d(x, z) < d(z,y) + d(y, 2)

Das Paar (X, d) bestehend aus einer Menge X # () und einer Metrik d auf X wird metrischer Raum
genannt. Man nennt d(x,y) den Abstand zwischen x und y (respektive/bzgl. der Metrik d).

Bemerkung A.1.2 (Umgekehrte Dreiecks-Ungleichung [25, Remark 1.1.2]).
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gelten die Ungleichungen.

|d(z, 2) —d(y, z)| < d(z,y) fir alle z,y,z € X (A1)
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und
|d(z,y) — d(u,v)| < d(z,u) +d(y,v) fir alle z,y,u,v € X. (A.2)

Definition A.1.3 (Offene Kugel in metrischem Raum [25, 1.2]).
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir ein € X und ein r > 0 wird die Menge

B(z,r):={ye M : d(z,y) <r}
die offene Kugel mit Radius r und Zentrum r genannt.

Definition A.1.4 (Offene / abgeschlossene Menge [25, Def. 1.2.3, Def 1.2.7]).

Sei (X, d) ein metrischer Raum.
Eine Menge O C X heifit offen, wenn fiir alle z € O ein r > 0 existiert, sodass B(z,r) C O gilt.
Eine Menge F' C X heifit abgeschlossen, wenn X \ F offen ist.

Definition A.1.5 (Inneres/Abschluss/Rand [25, Def. 1.2.9]).
Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei A C X.

1. Die Menge A° :={z € X : 3r > 0 sodass B(x,r) C A} wird das Innere von A genannt. Die
Elemente von A° heiflen innere Punkte.

2. Die Menge A := {z € X :Vr > 0 [gilt] B(z,7) N A # 0} heiBt der Abschluss von A.

3. Die Menge A := AN (X \ A) wird der Rand von A genannt.

Proposition A.1.6 (Inneres/Abschluss [25, Prop. 1.2.10]).
Sei (X,d) ein metrischer Raum und sei A C X. Dann gilt

1. Das Innere A° ist die grofite offene Teilmenge von A.
2. Der Abschluss A ist die kleinste abgeschlossene Menge, fiir die A eine Teilmenge ist.

Definition A.1.7 (Dichte Menge [25, Def. 1.2.9]).
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Menge A heifit dicht in X, wenn A = X gilt.

Definition A.1.8 (Separabler Raum [25, Def. 1.6.1]).
Ein metrischer Raum heifit separabel, wenn er eine abzéhlbare und dichte Teilmenge enthélt.

Definition A.1.9 (Kompakter Raum [25, Def. 1.8.1]).

Ein metrischer Raum (X, d) heifit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von X eine endliche
Teiliberdeckung hat, d.h. dass fiir alle Familien von offenen Mengen {O; : i € J} mit X = U;c;O;
eine endliche Teilmenge I C J existiert, sodass X = (J;c; O; gilt (J ist dabei beliebige Indexmenge).

Definition A.1.10 (Konvergente Folge [25, Def. 1.3.1]).

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Man sagt eine Folge (z,)neny € X konvergiert zu einem Element
z € X —und man schreibt lim,, oo , = ,x, — x fiir n — oo, oder einfach z,, — =z — wenn fiir alle
e > 0 ein ng € N existiert, sodass d(x,,z) < ¢ fir alle n > ng [ist]. Wenn z,, — 2, dann wird = der
Grenzwert von (z,)nen genannt.
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Definition und Satz A.1.11 (Cauchy-Folge [25, 1.3.2]).
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (zy,)nen C X ist eine Cauchy-Folge, wenn fir alle € > 0
ein ng € N existiert, sodass

d(xp, xm) < e fur alle n,m > ng.

Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Definition und Satz A.1.12 (Stetige Abbildung [25, Def. 1.4.1, Theorem 1.4.2, Prop. 1.4.4]).
Seien (X, d;) und (Y,d,) zwei metrische Réume. Eine Abbildung f : X — Y heifit stetig im Punkt
xg, wenn diese beiden dquivalenten Bedingungen erfiillt sind:

1. Fiir alle ¢ > 0 existiert ein d,,. > 0, sodass
dx(z0,2) < = dy(f(xo), f(x)) <e.

2. f ist folgenstetig in zp, d.h. fir jede Folge (z,)ney C X, die gegen xg konvergiert, gilt

Die Funktion f heifit stetig (auf X)), wenn eine der drei dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

1. f ist stetig in jedem Punkt xzy € X.
2. f~1(O) ist offen fiir jede offene Teilmenge O C Y.

3. f~1(F) ist abgeschlossen fiir jede abgeschlossene Teilmenge F' C Y.

Definition A.1.13 (GleichméBig stetige Abbildung [25, Def. 1.4.7]).
Seien (X,dx), (Y, dy) zwei metrische Raume. Dann heifit f : X — Y gleichmafig stetig, falls fir
alle € > 0 ein 0. > 0 existiert, sodass gilt:

dy (f(z), fly)) <e fir alle z,y € X, welche d(x,y) < 0. erfiillen.

Proposition A.1.14 (Metriken sind stetig [25, Example 1.4.3]).
Sei X eine Menge. Dann ist jede Metrik d : X x X — R eine stetige Funktion von (X x X,d) nach

(R, [)-

Proposition A.1.15 (Stetige Funktionen auf kompakten Rdumen [25, Prop. 1.8.20]).
Seien (X, dx), (Y,dy) zwei metrische Raume und f : X —'Y eine stetige Funktion. Dann ist fir jede
kompakte Teilmenge K C X das Bild f(K) kompakt und f ist gleichmdflig stetig von K nach Y .

Satz A.1.16 (Satz von Dini [25, Lemma 2.4.5]).
Sei K ein kompakter metrischer Raum und seien (fn)nen C C(K,R) so, dass

fa(@) < fori(x), neNzeK.
Konvergiert die Folge punktweise gegen ein f € C(K,R), dann ist die Konvergenz gleichmdfig.

Definition A.1.17 (Vollstandiger Raum [25, Def. 1.3.8]).
Man nennt einen metrischen Raum (X, d) vollstdndig, wenn jede [darin enthaltene] Cauchy-Folge
konvergiert /konvergent ist.
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Definition und Satz A.1.18 (Isometrie [25, Prop. 1.8.23]).
Eine Funktion f zwischen zwei metrischen Raumen (X, dx) und (Y, dy) ist eine Isometrie, wenn

dy (f(x), f(y)) = dx(z,y) fiir alle z,y € X.
f ist dann sowohl injektiv als auch stetig. Ist X vollstiandig, so ist es auch f(X).

Definition und Satz A.1.19 (Vervollstandigung [25, Def. 2.8.1, Theorem 2.8.2]).
Ein vollstandiger metrischer Raum (X, d) heifit die Vervollstandigung eines gegebenen metrischen
Raumes (X, d), wenn eine Isometrie ¢ : X — X existiert, sodass ¢(X) dicht in X liegt.

Bis auf [isomorphe] Isometrie besitzt jeder metrische Raum (X, d) genau eine Vervollstindigung (X, d).

A.2 Normierte Raume — Banachraume

Definition A.2.1 (Vektorraum [4, Def. 1.3.3]).

Sei K € {R,C} und X eine nicht-leere Menge. Auf X sei eine Addition erklart, d. h. je zwei Elemente

x,y € X sei eindeutig ein Element z 4 y zugeordnet, mit folgenden Eigenschaften:

(Add,) Fiir alle z,y,z € X gilt (z+y)+z=x+ (y + 2) (Assoziativitat).

(Addz2) Es gibt ein eindeutig bestimmtes Element 0 € X, genannt neutrales Element oder
Nullvektor, mit x +0 =0+ x =z fiir alle x € X  (Existenz des neutralen Elements).

(Adds) Zu jedem Element z € X gibt es ein eindeutig bestimmtes Element —x € X, das zu x
inverse Element oder der zu x entgegengesetzte Vektor, mit
r+(—z)=(—x)+x2=0 (Existenz der inversen Elemente).

(Addy) Firallez,y e X gilt x +y =y + = (Kommutativitéat).

Auf X sei ferner eine skalare Multiplikation erklirt, d.h. fiir je ein Skalar a € K und je einem
x € X sei eindeutig ein Element axz € X zugeordnet, mit folgenden Eigenschaften:

(Mult,) Fir alle o, 8 € Kund z € X gilt a(8z) = (af)x (Assoziativitat).
(Multz) Fur alle z,y € Xund «, 5 € K gilt
alr+y)=ar+ay, (a+p)r=ar+lz (Distributivitét).

(Mults) Fur alle z € X gilt 1z = x.

Dann heifit X (mit dieser Addition und skalaren Multiplikation) ein Vektorraum oder linearer
Raum (tber K). Seine Elemente werden als Vektoren bezeichnet.

Beispiel A.2.2 (Der Vektorraum F (X, K) [25, Example 2.1.5]).

Es sei K € {R, C} der reelle oder komplexe Zahlenkorper, X eine beliebige Menge und mit F (X, K) :=
{f : X = K} der Raum der Funktionen/Abbildungen bezeichnet, die aus dem Definitionsbereich X
in den Zahlenkérper K abbilden. Dann ist F(X,K) ein Vektorraum mit der punktweisen Addition
und punktweisen skalaren Multiplikation:

(f +9)(x) = fx) +g(x) Ve e X, (A-3)
(af)(x) = af(x), Ve e X,a e K. (A.4)
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Definition und Satz A.2.3 (Lineare Hiille [35, Def. 6.3.2, Prop. 6.3.4]).
Sei S eine nicht-leere Teilmenge eines Vektorraums V' (iiber K). Die Menge aller Linearkombinationen
von endlich vielen Vektoren in S wird die lineare Hiille von S, das Erzeugnis von S oder der
Aufspann von S genannt, und mit (S) oder span S bezeichnet. Es gilt:

n
span S := {Zawi:neN,aiGK,vieSﬁirie{l,...,n}}.

i=1
Zudem ist span S immer ein Unter(vektor)raum von V' [und damit bzgl. der Addition und skalaren

Multiplikation endlich vieler Elemente abgeschlossen].

Definition A.2.4 (Norm — Normierter Raum [25, Def. 2.1.1]).
Sei X ein Vektorraum iiber dem Korper K € {R, C}. Eine Norm auf X ist eine Abbildung ||| : X —
[0, 4+00), sodass fiir alle z,y € X und a € K [gelten]:

(N1) ||z]| =0 & =0

(N2) [Jaz| = [af||z]

(N3) [l +yll < [zl + [lyl

Ein normierter Raum ist ein Paar (X, ||-||) bei dem X ein Vektorraum tiber K und ||-|| eine Norm
auf X ist.

Man verweist auf die Eigenschaften (N1), (N2), (N3) normalerweise, indem man sagt, dass eine
Norm positiv definit, homogen ist, und dass sie die Dreiecksungleichung erfiillt. Eine Funktion |[|-||s :
X — [0,400), welche (N2), (N3) aber nicht (N1) erfiillt, wird Seminorm genannt.

Bemerkung A.2.5 (Metrik auf normiertem Raum [25, Theorem 2.1.4]).
Eine Norm induziert auf natiirliche Art immer eine Metrik d auf X, indem man

d(l‘,y) = ||1:_y"7 I‘,yGX
setzt. Ein normierter Raum ist somit immer auch ein metrischer Raum mit der so erhaltenen Metrik.

Definition und Satz A.2.6 (Aquivalente Normen [25, Def. 2.2.1, Theorem 2.2.3]).
Zwei Normen ||-||; und |[-||2 auf einem Vektorraum X heiflen dquivalent, wenn «, 5 > 0 existieren,
sodass

allz|i < |lz|l2 < Bz fir alle z € X. (A.5)
Eine dquivalente Definition lautet: Eine Folge (x,)neny C X konvergiert bzgl. ||-||1 genau dann, wenn
sie bzgl. ||-||2 konvergiert. In diesem Fall stimmen die Grenzwerte bzgl. ||-||; und ||-||2 Gberein.

Satz A.2.7 (Endlich-Dimensionale Vektorrdume [25, Theorem 2.2.6, Remark 2.2.7]).

Jeder endlich-dimensionale Vektorraum ist ein normierter Raum und alle Normen darauf sind zuein-
ander dquivalent. Zudem folgt aus dem Satz von Bolzano-Weierstraf$, dass alle endlich-dimensionalen
Vektorraume vollstindig bzgl. (einer und somit) aller auf ihnen definierten Normen sind.

Definition A.2.8 (Banachraum [25, Def. 2.6.1]).
Ein vollstandiger normierter Raum wird Banachraum genannt.
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Beispiel A.2.9 ((F*(M),||||oo) [25, Example 2.1.5, Theorem 2.6.3]).
Sei M eine nicht-leere Menge. Man bezeichnet mit F°(M, K) bzw. F°(M) die Menge aller beschrinkten
Funktionen auf M mit Werten in K € {R,C}. F°(M) ist ein Banachraum ausgestattet mit der Norm

oo = FP(M) = [0,00) || fllc := igg!f(:r)l, f e F(M).

Konvergiert eine Funktionenfolge (f,)nen bzgl. der ||-||oo-Norm, dann nennt man diese auch gleich-
mifig konvergent.

Beispiel A.2.10 ((C(2), ||']lso) [25, Example 2.1.5, Example 2.1.7, Prop. 2.6.6]).

Sei (€, d) ein kompakter metrischer Raum. Es werde mit C (2, K) bzw. C(€2) der Raum der stetigen
Funktionen auf © mit Werten in K € {R,C} bezeichnet. Die Menge C(£2) ist ein abgeschlossener
Unterraum von F°(2), da jede Linearkombination von stetigen Funktionen ebenfalls stetig ist.

Beispiel A.2.11 (/P(N)-Raume [25, Def. 2.1.2, Kor. 2.1.20]).
Sei 1 < p < co. Dann sind die Folgenrdume (/7(N), ||-||,) Banachraume mit ¢*(N) := {z = (2 )nen C
K: |lz||, < co} und

= ,
<Z|xn\p> fir 1 <p < oo,
[2llp = § \n=1 (A.6)
sup|ay, | fiir p = 0.
neN

Beispiel A.2.12 (co(N) [25, Example 2.1.6, Exercise 2.1.23)).
Der normierte Raum (co(N), ||-||s) ist ein abgeschlossener Unterraum von (¢°°(N), ||-|loc) mit:
co(N) := {(xn)nen € £°(N) : Jim 2, = 0}.
Satz A.2.13 (Holdersche Ungleichung fiir Folgen [25, Theorem 2.1.18]).
Die folgenden Aussagen gelten:
(1) Sei x € (1(N) und y € (*°(N). Dann ist xy € (*(N) und
eyl < llzll1]lyllo-

(2) Seip,q € (1,00) mit % + % = 1. Ist v € (P(N) und y € ¢9(N), dann ist vy € (*(N) und

lzylls < lllpllyllq-

Beispiel A.2.14 (LP(2, p)-Réume [25, 17, Def. 5.1.2, Theorem 5.1.10, Def. 7.3.1]).
Sei (2, 1) ein Mafiraum und 1 < p < oo. Dann sind die Funktionsrdume (LP($2, p), ||| zr(0,.)) Ba-
nachrdume mit LP(Q, u) := {f : @ — K f ist messbar und || f|[zr(q ) < 0o} und

() \f(x)!pdu(x)); fir 1< p < o,

1o = (A7)

sg{)N\f(:z)\ fir p = oo mit einer p-Nullmenge N, d.h. u(N) = 0.
zE

Fiir den Fall, dass (€, 1) ein endlicher Mafiraum ist (d.h. u(Q) < oo), dann gilt fir 1 < p < ¢ < oo,
dass L1(Q, pu) C LP(QQ, ) [25, 17, Exercise 5.2.6, Kor. 7.4.9].
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Lemma A.2.15 (Holdersche Ungleichung fiir Funktionen [25, Lemma 5.1.4]).
Seil <p < q< oo gegeben, so dass g~' =1 —p~! mit der Konvention, dass ¢ = oo, falls ¢~ = 0.
Wenn f € LP(Q, 1) und g € LIQ, pu, dann ist f-g € LY (Q, p) und

1faller@pm < 1 llcr@mllgllzac- (A-8)

Definition A.2.16 (Absolut konvergente Reihe [25, Def. 2.6.1]).
Sei (X, ||-||x) ein normierter Raum. Fiir eine Folge (z,,)neny C X, heiit die Reihe Y o2, z,, absolut
konvergent, falls

o0
ZHanX < 0.
n=1

Definition A.2.17 (Unbedingt konvergente Reihe [25, Def. 6.5.8]).
Sei (X, |||lx) ein normierter Raum und I eine Indexmenge. Fiir eine Folge (z;)ier C X, sagt man
dass die Reihe ) ;c; #; unbedingt konvergiert gegen ein z € X, wenn

(a) Iy :={i € I : ©; # 0} hochstens abzahlbar ist,

(b) fiir jede Umordnung Iy = {iy, 2, ...} gilt, dass

oo
Z Li, = T,
n=1
bzgl. der Norm ||-||x. Das bedeutet, dass jede Umordnung dasselbe Ergebnis liefert.

Satz A.2.18 (Satz von Stone-Weierstrafl [25, Theorem 2.4.1]).
Sei K eine kompakte Teilmenge des R™ und A eine Unteralgebra von C(K,K) [d. h. A C C(K,K) ist
abgeschlossen bzgl. Vektorsumme, skalarer Multiplikation und Vektorprodukt], sodass

o A die konstanten Funktionen in C(K,K) enthdlt,
o wenn f € A ist, dann ist f € A und

o A punktetrennend in A ist [d. h. fir alle x # y existiert ein g € A mit g(x) # g(y)/.

Dann liegt A dicht in (C(K,K)).
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A.3 Euklidische/Unitiare Ridume — Hilbertraume

Definition A.3.1 (Skalarprodukt — euklidischer/unitérer Vektorraum [25, Def. 6.1.1]).
Sei X ein Vektorraum tiber K € {R,C}. Eine Abbildung

(Ix: XxX oK

wird Skalarprodukt auf X genannt, wenn fiir alle z,y, 2z € X und a € K das Folgende gilt:

Wenn (-, -) x ein Skalarprodukt auf X ist, dann wird (X, (-, ) x) euklidischer Vektorraum im Fall von
K = R und ein unitdrer Vektorraum im Fall von K = C genannt.

Satz A.3.2 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung [25, Theorem 6.1.5]).
Sei (X, (-,-)) ein euklidischer/unitirer Vektorraum. Dann [gilt]

[z, y)* < (2, 2)(y, )

fiir alle x,y € X. Zudem ist die Ungleichung genau dann streng, wenn x,y keine parallelen Vektoren
sind, d. h. genau dann, wenn x + ay # 0 fir alle o € K.

Beweis. ([25, Theorem 6.1.5] entnommen. )
Sei a € K. Es gilt:

0 < (az +y, 0w +y) = a|*(z,z) + (y,y) + 2Re(a(z, 1)),

(@)
(z,z,)

wobei benutzt wurde, dass z+7z = 2a fiir z = a+1b [€ C]. W&hlt man o := — und berticksichtigt,

dass z - Z = |2|? [gilt], ergibt sich

[z, )
(z, )

0<({az+y ax+y) = (yy) -
und somit die Behauptung. Man beobachte, dass die einzige Ungleichung im Beweis sich genau dann

in eine Gleichung verwandelt, wenn x + ay = 0, was [noch]| zu beweisen war. O

Bemerkung A.3.3 (Norm auf euklidischem/unitédrem Vektorraum [25, Theorem 6.1.7]).
Ein Skalarprodukt induziert auf natirliche Art immer eine Norm ||-|| auf X indem man

[zl = (), myeX

setzt. Ein euklidischer /unitirer Vektorraum ist somit immer auch ein normierter Raum mit der so
erhaltenen Norm (und mit Bem. A.2.5 auch ein metrischer Raum). Aus diesem Grund wird ein
euklidischer /unitérer Vektorraum iiber R oder C auch Pra-Hilbertraum genannt.
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Bemerkung A.3.4 (Winkel in euklidischem /unitédrem Vektorraum [25, Remark 6.1.6]).

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist es moglich einen Winkel zwischen zwei Vektoren ﬁ/ =
y—xundm::w—vvia

(y —z,w —v)

0 := arccos .
ly — x| - [[w — vl

zu definieren. Man beachte, dass 6 € (3, 7] [ist], wenn (y — 2, w — v) <O0.

Definition A.3.5 (Hilbertraum [25, Def. 6.1.8]).

Ein euklidischer/unitérer Vektorraum (X, (-,-)) wird genau dann Hilbertraum genannt, wenn er
vollstandig bzgl. der in Bem. A.3.3 definierten Norm ist, d.h. wenn er ein Banachraum [bzgl. dieser
Norm] ist.

Korollar A.3.6 (Stetigkeit des Skalarproduktes [25, Exercise 6.2.5, Solution 6.10.5]).
Sei (H,{(-,-)) ein Hilbertraum und seien x, — x,y, — y mit z,y € H [(p)nen, (Yn)nen C H]. Dann
ist das Skalarprodukt stetig und es gilt

Proposition A.3.7 (Parallelogramm-Gesetz [25, Prop. 6.1.10]).
Sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum. Dann gilt

lz +ylI? + llz = ylI* = 2l|= > + 2llyl*>  fir alle 2,y € H. (A.10)

Satz A.3.8 (Satz von Fréchet-Jordan-von Neumann [25, Theorem 6.1.11]).
Wenn (H,|-||) ein Banachraum tber dem Koérper K = R oder K = C ist, sodass die Norm [die
Gleichung] (A.10) erfillt. Dann ist (H, (-,-)) ein Hilbertraum mit

1
@y) =7 (le+ul’ e -vl?). zyek (A1)
falls K =R bzw.

(le + ol ~ e — I +ille +iyl? — il —iwl?) . eyl — (A12)

AN

(z,y) :=
falls K = C.

Beispiel A.3.9 (L*(Q, 1), (-, )12, [25, Example 6.1.12]).
Von den LP(£2, p)-Réumen aus Bsp. A.2.14 ist ausschlieBlich (L*(Q,u), (-,-)r2(q,,)) ein Hilbertraum
mit

) 2 = /Q F@)g(@) du(z) fir f,g € L3, p). (A.13)

Definition A.3.10 (Orthogonalitét [25, Def. 6.3.1]).
Sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum und A C H eine Teilmenge. Man nennt x € H

1) orthogonal zu y [€¢ H|,wenn (x,y) = 0 : Dann schreibt man x L y;
2) orthogonal zu A, wenn (x,y) = 0,Vy € A : Dann schreibt man = L A.
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Die Menge
At ={rx e H:(x,2) =0 fir alle z € A}

wird das orthogonale Komplement von A genannt. Es folgt damit, dass + 1 A genau dann gilt,
wenn x € A+,

Satz A.3.11 (H = A® A* [25, Theorem 6.3.7]).
Seit (H,(-,-)) ein Hilbertraum und A C H ein abgeschlossener Unterraum (d.h. eine abgeschlossene
Teilmenge, die ein Vektorraum mit der Addition und Multiplikation von H ist). Dann gilt

H=A¢ At.

Definition A.3.12 (Orthonormalsystem [25, 6.5.1]).
Sei (H,(-,-)pr) ein Hilbertraum. Eine nicht-leere Teilmenge S von H heifit

(i) orthogonal, wenn z L y fir alle x,y € S mit = # y,
(ii) orthonormal, wenn S orthogonal ist und ||z|| g =1 fiir alle z € S gilt,

(iii) ein vollstdndiges Orthonormalsystem wenn S orthonormal und maximal ist, im folgenden
Sinn: Ist S ein anderes Orthonormalsystem von H mit S C S, dann gilt S = S.

Definition und Satz A.3.13 (Orthonormalbasis [25, S. 6.5.12, 6.4.14]).
Ein Orthonormalsystem S in einem Hilbertraum H heifit Orthonormalbasis, wenn gilt, dass

x = Z(w,e)e fir alle z € H.
ecsS

Ein Hilbertraum H ist genau dann separabel, wenn er eine hochstens abzéhlbar unendlich grofie
Orthonormalbasis besitzt.

Satz A.3.14 (Besselsche Ungleichung [25, Theorem 6.5.5]).
Sei {xy, : n € N} ein Orthonormalsystem in einem Hilbertraum (H, (-,-)). Dann gilt fir alle v € H:

> Nz, a)* < 2. (A.14)
n=1
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A.4 Operatoren — Funktionale

Definition A.4.1 ((anti-/lineare) Operatoren / Funktionale [25, Def. 3.1.1]).
Seien X, Y zwei Vektorrdume tiber dem Kérper K € {R,C}. Eine Abbildung 7" von X nach Y wird
traditionellerweise Operator genannt — oder aber Funktional im Falle von Y = K.

Ein Operator T : X — Y wird linear genannt, falls gilt:

(L) T(x+y) =T(x) + T(y) fur alle z,y € Xund
(L2) T'(ax) = oT'(x) fir alle z € Xund alle a € K.

Er wird anti-linear genannt, falls er (L1) erfiillt und gilt:
(L2’) T(ax) = @T'(z) fir alle z € Xund alle a € K.

Anstelle von T'(z) ist es in der Literatur iiblich, nur 7'z zu schreiben fiir z € X.

Definition und Satz A.4.2 (beschriankte anti-/lineare Operatoren [25, Def. 3.1.3, Prop. 3.1.5]).
Seien (X, ||-[[x) und (Y, ||-||y) zwei normierte Rdume und 7" : X — Y linear oder anti-linear. Dann
heifit 7' beschrankt (respektive/bzgl. ||| x und ||-|ly'), wenn folgende dquivalente Bedingungen erfiillt
sind:

a) Es existiert ein M > 0,sodass || Tx|y < M||z| x fur alle z € X.
b) T ist Lipschitz-stetig.

b) T ist stetig.
b) T ist stetig in 0.

Definition und Satz A.4.3 (Kern und Bild eines linearen Operators [25, Def. 3.1.2]).
Seien (X, ||||x) und (Y, ||-||y) zwei normierte Réume (iitber K C {R,C}) und 7': X — Y linear oder
anti-linear. Dann sind der Kern und das Bild von 1" definiert durch

ket T :=T'({0}) ={zr € X : Tz =0}

und
ran T :=T(X)={TzeY :z e X}.
ker 7" und ran 7" sind Unterrdume von X bzw. Y und T ist genau dann injektiv, wenn ker 7" = {0}

gilt. Ist T" zudem beschréankt, so ist ker 7" zudem abgeschlossen.

Satz A.4.4 (Normierter Raum (£(X,Y), [|||z(x,y)) [25, Prop. 3.1.7, Prop. 3.1.15]).
Es seien (X, ||||x) und (Y,||"|ly) zwei normierte Ridume und

LX,)Y):={T: X =Y |T ist linear und beschrinkt}
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die Menge der beschrinkten, linearen Operatoren. Dann ist (L(X,Y), ||-|lz(x,v)) ebenfalls ein nor-
mierter Raum mit der Norm

1Tl zxyy = nf{M > 0:|Tzlly < M|z} (A.15)
= sup ||Tz|y (A.16)

Jallx =1
— sup |Tally (A.17)

el x <1

T
—sp 1EY e T e £0x,v). (A.18)

a#0 [lzlx

Ist Y ein Banachraum, so ist dies auch L(X,Y).

Satz A.4.5 (Stetige Fortsetzung linearer Operatoren [25, Theorem 3.1.11]).
Seien X,Y zwei normierte Raume, sodass Y Uollstdnflig ist. Sei D ein dichter Unterraum von X.
Dann existiert fiir jedes T € L(D,Y) ein eindeutiges T € L(X,Y), welches T fortsetzt, d. h.

Tz =Tz fir jedes x € D.

Zudem gilt | T =|T)|.

Definition und Satz A.4.6 (Kompakte Operatoren [25, Def. 7.5.1, Theorem 7.5.2]).
Seien X und Y zwei normierte Rdume und 7' : X — Y ein linearer Operator. Man nennt 7" kompakt,
wenn eine/alle der drei dquivalenten Bedingungen zutreffen:

1. T(A) C Y ist kompakt immer dann, wenn A C X beschrankt ist.

2. T(B(0,1)) ist kompakt.

3. (Txn)nen enthilt eine konvergente Teilfolge immer dann, wenn (z,)n,eny C X eine beschréankte
Folge ist.

Definition A.4.7 (Dualraum [25, 4]).

Sei (X, ||-||x) ein normierter Raum iiber K € {R, K}. Dann heifit der Raum der beschriankten, linearen
Funktionale £(X,K) der Dualraum von X und wird mit X’ bezeichnet.

Fiir ein Element 2/ € X’ und z € X ist fiir die Funktionalauswertung die Schreibweise tiblich:

(2!, 2)x x =2/ (). (A.19)

Korollar A.4.8 (Norm via Dualraum [25, Kor. 4.2.10]).
Ist X ein normierter Raum dann gilt fir olle x € X

]l = sup{[(2’, 2)| : 2’ € X, ]| < 1}. (A.20)
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Satz A.4.9 (Darstellungssatz von Riesz [25, S. 5.1.27]).
Sei 1 <p<oound L € LP(Q, ) gegeben. Dann existiert ein eindeutiges f € LI()) mit [I% + é =1,

mit der Konvention § = o]

Lig) = | fodu(@). Vg e L), (A.21)
Zudem gilt || fl| Laa,p) = (1Ll Le(q,uy - Insbesondere ist die Abbildung

By : LU, ) = LP(Q, ), f > Ly
ein isometrischer Isomorphismus.

Satz A.4.10 (Darstellungssatz von Fréchet-Riesz [25, S. 6.3.9]).
Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum. Dann existiert fir jedes f € H' = L(H,K) ein eindeutiges ys € H,
sodass

f(x) == (x,yy) fiir alle x € H. (A.22)

Korollar A.4.11 (H und H’ sind isometrisch-isomorph [25, Cor. 6.3.10].).
Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum tiber dem Korper K und (H',||-||g+) sein Dualraum. Dann ist die Abbil-
dung ® : H — H' definiert durch

isometrisch, bijektiv und zusdtzlich linear (wenn K = R) oder anti-linear (wenn K = C).

Theorem A.4.12 (Hahn-Banach: Fortsetzung von beschrénkten linearen Funktionalen [25, Theorem
4.2.6)).

Sei X ein normierter Raum und V ein Unterraum von X. Dann existiert fiir jedes beschrinkte lineare
Funktional v’ : V — K ein beschrinktes lineares Funktional ' : X — K, sodass

/| /

Pl = und |2']x = ||u]l.

Definition und Satz A.4.13 (Adjungierter Operator [25, Def. 4.7.1, Theorem 4.7.4]).
Seien X,Y zwei normierte Raume und sei T' € £(X,Y). Der adjungierte Operator 77 : Y’ — X'
ist definiert durch

(T, x)x x = (Y, Tx)y'y, z€X,y €Y’ (A.24)

T ist ebenfalls linear und beschriankt (d.h. 7" € L£(Y', X')) und es gilt

1T v, xny = 1Tl 2ex,v)-

Definition A.4.14 (Selbstadjungierter Operator [25, Def. 6.7.6]).
Sei (H, (-,)p) ein Hilbertraum. Ein linearer Operator T' € L(H) heifit selbstadjungiert oder sym-
metrisch, wenn

(Tz,y)g = (x,Ty)y fir alle z,y € H. (A.25)
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Definition A.4.15 (Punktspektrum eines Operators [25, Def. 7.3.1]).
Sei A € L£(X) ein beschrankter Operator auf einem Banachraum X (auf K). Die Menge

op(A) :={A € K: ker(Ald — A) # {0}}

heifit das Punktspektrum von A.

Die Elemente von o,(A) heilen Eigenwerte von A analog zum Fall von Matrizen, denn fur alle
A € 0p(A) existiert ein Element € X ungleich Null, sodass

Az = \x. (A.26)

Folglich wird solch ein x Eigenvektor zum Eigenwert A genannt. Ist X ein Funktionenraum, so heifit
x auch Eigenfunktion. Der zugehorige Eigenraum ist die lineare Hiille aller Eigenvektoren zum
Eigenwert A.

Satz A.4.16 (Beschranktes Punktspektrum [25, Theorem 7.1.3]).
Sei A € L(X) ein beschrankter linearer Operator auf einem Banachraum X. Dann gilt fir jeden
Eigenwert X € 0,(A), dass [\ < [|Allz(x)-

Satz A.4.17 (Spektralsatz fir kompakte selbstadjungierte Operatoren [25, Theorem 7.7.5]).
Sei (H,(-,-)u) ein Hilbertraum und T ein kompakter selbstadjungierter Operator darauf. Dann exis-
tieren

e eine endliche oder abzdhlbar unendliche Teilmenge K C H
o ein Orthonormalsystem {ey, : k € K} und

o cine Folge (A\g)rer von reellen Zahlen
sodass,

1. (Ak)kek hat genau einen Haufungswert bei 0 immer dann, wenn K unendlich ist.

2. die Folge (\k)kex besteht aus den Eigenwerten von T ungleich Null und (ex)ker sind die
zugehorigen Eigenvektoren.

3. hdochstens endlich viele Eigenwerte sind gleich (d. h. fir alle A € R gibt es ein r € Ny, sodass
A=Ay, = ... = A, und alle restlichen Eigenwerte unterscheiden sich von \) und man sagt,
dass alle Eigenwerte von endlicher Multiplizitat sind.

4. H kann zerlegt werden mittels

H = ker(T) @ span{ey, ez, . ..}; (A.27)
5. Die Reithenentwicklung
Tx = Z e (z, ex) ek (A.28)
keK

gilt fiir alle x € H.



A.5. SPEKTRALTHEORIE 81
Folglich, wenn insbesondere ker(T) = {0} ist, dann existiert eine Orthonormalbasis von H, die nur
aus Eigenvektoren von T besteht.

Definition und Satz A.4.18 (Hilbert-Schmidt Integraloperatoren [25, Def. 7.5.9, Prop. 7.5.10,
Theorem 7.5.11]).
Sei (Q, 1) ein Mafiraum und der Operator T' definiert durch

71 = [ K@) daty), S0 K (A.29)

wobei k eine gegebene Funktion von  x Q nach K ist, der sog. (Integral-)Kern von 7. Wenn
k € L?(92, u?) ist, d.h.

[ [ ) anta) duty) = M < o0 (A.30)
QJO

gilt, dann wird 7" Hilbert-Schmidt Integraloperator genannt.

Betrachtet man den Hilbert-Schmidt Integraloperator 7' als Operator auf L?(€2, i), dann ist T be-
schrankt und kompakt.

A.5 Spektraltheorie

Definition A.5.1 (Algebra [25, Def. 7.1.1]).
Sei A ein Vektorraum tiber K. Existiert eine zusétzliche Verkniipfung

AxAS (a,b) — ab e A,
die:

(A1) (zy)z = z(y2),
(A2) z(y +2) =zy +yz, (x+y)z =2+ Y2,
(A3) af(zy) = (az)(By)

fiir alle a, § € K und z,y, z € A erfillt, dann wird A eine Algebra genannt. Die obige Verkniipfung
wird normalerweise als die Multiplikation iiber A bezeichnet und die Eigenschaften (A1) und (A2)
konnen entsprechend als Assoziativ- bzw. Distributivgesetz angesehen werden.

Man sagt, die Algebra besitzt ein Einselement, wenn sie ein neutrales Element bzgl. der Multi-
plikation enthélt — normalerweise mit Id oder e bezeichnet — sodass Id x = 2 Id = x fiir alle x € A. Ist
die Multiplikation kommutativ, d.h. xy = yx fir alle z,y € A, so heiit A kommutative Algebra.

Definition A.5.2 (Banachalgebra [25, Def. 7.1.2]).
Eine Banachalgebra ist ein Paar (A, ||-||), fiir das A eine Algebra tiber K ist und ||-|| eine Norm bzgl.
welcher A vollstédndig ist, wobei die Norm zudem submultiplikativ ist, d. h.

lzyll < llzllllyll  fir alle 2,y € A. (A.31)
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Definition und Satz A.5.3 (Invertierbare Elemente [25, Def. 7.1.5]).
Sei A eine Banachalgebra mit Einselement. Dann heifit ein Element a € A invertierbar, wenn es ein
b € A gibt mit

ab = ba = 1d.
In diesem Fall heiBt b das Inverse von a, ist eindeutig und wird mit a~! bezeichnet. Die Menge
G(A) :={a € A: a ist invertierbar}
bildet eine Gruppe bzgl. der Multiplikation iiber A.

Definition A.5.4 (Resolventenmenge und Spektrum [25, Def. 7.1.8]).
Sei A eine Banachalgebra mit Einselement. Fiir a € A ist die Resolventenmenge definiert durch

pla) ={AeK:Ald—-aecG(A)}.
Thr Komplement
o(a) := C\ pla)
heifit das Spektrum von a. Fiir alle A € p(a) bezeichnet man mit
R(\,a) := (\ld — A)~!
die Resolvente von a bei A.

Satz A.5.5 (Nicht-leeres Spektrum [25, Theorem 7.1.13)).
Sei A eine Banachalgebra mit Einselement und a € A. Dann gilt: o(a) # (.

Definition und Satz A.5.6 (Spektralradius [25, Def. 7.1.18, Remark 7.1.19]).
Sei A eine Banachalgebra mit Einselement. Der Spektralradius von a € A ist die nicht-negative
reelle Zahl
r(a) :=sup{|A\| : A € o(a)}. (A.32)
Es gilt:
0<r(a) < |all. (A.33)

Definition A.5.7 (Involutive Banach- / C*-Algebra [25, Def. 7.1.16]).
Eine involutive Banachalgebra ist eine komplexe Banachalgebra mit einer zusétzlichen Verkniip-
fung a — a* € A, Involution genannt, sodass

a”* =a, (ab)*=0"a" und (aa-+b)" =aa" +0b", (A.34)

fir « € C und a,b € A. Ein Element a € A heifit selbstadjungiert, wenn a = ¢* und normal, wenn
a*a = aa®.
Gilt zusétzlich

|a*a| = ||a|? fiir alle a € A, (A.35)

Dann nennt man man A eine C*-Algebra (,,C-Stern-Algebra” ausgesprochen).
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Satz A.5.8 (Gelfands Formel [25, Theorem 7.1.23)).
Sei A eine Banachalgebra mit Finselement. Dann gelten die folgende Behauptungen.

1. Der Spektralradius von a € A ldsst sich mit Gelfands Formel berechnen:

r(a) = lim [|a”]|*/™. (A.36)

n—oo

Man beachte, dass dies insbesondere impliziert, dass der Grenzwert auf der rechten Seite immer
existiert.

2. Ist A eine C*-Algebra mit Finselement und a normal, dann gilt
r(a) = |laf, (A.37)
und folglich
la|| = r(a*a)/?  fiir jedes a € A. (A.38)

A.6 MafB3- und Integrationstheorie

Definition A.6.1 (o-Algebra [17, Def. 4.2.4, Prop. 4.2.5)).
Ein Mengensystem A iiber einer (nichtleeren) Menge (2 heifit o-Algebra, wenn gilt:

1. e A
2. Ist A € A, dann auch Q\ A € A

3. Ist {A;}ieny C A, dann gilt A = U A; € A

i=1

Definition und Satz A.6.2 (Borelsche o—Algebra [17, Def. 4.2.18, Satz 4.2.22]).

Sei Q = R? fiir ein d € N. Es existiert eine kleinste o-Algebra B(R?), die alle offenen Mengen in
Q enthilt. B(R?) heiBt die Borel-o-Algebra und die Mengen darin heifen Borelmengen oder
Borelmessbare Mengen.

Definition A.6.3 (Ma8 [17, Def. 4.3.1, Def. 3.2.18]).
Ein Ma#f ist eine Mengenfunktion p : A — [0, 00] auf einer o-Algebra A fiir die gilt:

L u(®) =0,

2. p(A) >0 fiir alle A € A und

o
3. p ist o-additiv, d. h. fir jede Folge {4, }nen disjunkter Mengen aus A, fir die A = U A, e A

n=1

n(A) = p (G An> = i 1(Ay). (A.39)

ist, gilt:
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Definition A.6.4 (Messraum / Mafiraum [17, Def. 4.3.5]).
Ist A eine o-Algebra mit Grundmenge (2, dann heifit das Paar (2,.A) ein Messraum.
Ist (2, A) ein Messraum und g ein Mafl auf A, dann heifit das Tripel (€2, A, 1) ein Malraum.

Ein Mafiraum (9, A, 1) heifit endlich, wenn p(2) < oo gilt und o-endlich, wenn (A4, ),eny C A
existiert mit p(Ay,) < oo und A, C A, fiir alle n € N sowie Q = J,,cny 4An-

Korollar A.6.5 (Monotonie von Maflen [17, Kor. 3.6.6]).
Sei (2, A, p) ein Mafiraum. Sind A, B € A mit B C A, dann folgt:

w(B) < u(A) (Monotonie). (A.40)

Korollar A.6.6 (o-Subadditivitdt von Maflen [17, Kor. 3.6.6]).
Sei (2, A, p) ein Maffraum. Sind {Ap}nen C A (nicht notwendigerweise disjunkt), dann gilt:

i (U An> < Z w(Ay) (o-Subadditivitdt). (A.41)
n=1 n=1

Proposition A.6.7 (Stetigkeit von Maflen [17, Prop. 4.3.10]).
Sei (2, A, p) ein Maffraum.

1. Ist A, € A, A, NN A (doh. Ay C Apyq fir allen € N und A = U Ay,) mit A € A, dann gilt

n=1

lim p(Ap) = p(A).

n—0o0

2. Ist Ay € A, (A1) < 00 und Ay N\ A (d-h. Apy1 C A, fiir alle n € N und A = ﬂ Ay) mit
n=1

A€ A, dann gilt
Jim pu(An) = p(A).

Definition A.6.8 (Nullmenge und fast iiberall [17, 25, Def. 6.2.1, Def. A.1.7]).
Sei (92, A, u) ein Mafiraum.

1. Eine Menge N € A heifit p-Nullmenge oder einfach Nullmenge, wenn u(N) = 0 gilt.

2. Man sagt eine Eigenschaft ist fast iiberall erfiillt auf einer Menge A € A, falls es eine Nullmenge
B € A mit B C A gibt, sodass die Eigenschaft in A\ B erfillt ist.

Definition A.6.9 (Messbare Abbildungen [17, Def. 5.2.1]).
Sind (Q1,.A1) und (Q9, As) zwei Messrdume, dann heifit eine Abbildung

f : Ql — QQ
(A1 — Az)-messbar, wenn fiir jedes Ay € Ay
A = f_l(Ag) e A

gilt.
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Bemerkung A.6.10 (Messbare Funktionen [25, Def. A.1.8]).
Eine messbare Abbildung f : (2,4) — (R, B(R?)) die aus einem Messraum (2, .A) in die Borelsche
o-Algebra abbildet, nennt man auch messbare Funktion.

Satz A.6.11 (Komposition messbarer Abbildungen [17, Satz 5.2.6]).
Seien (1, A1), (Q2, A2) und (Qs3,A3) Messraume, f : (Q1, A1) = (Q2,A2) sei (A1 — Az)-messbar
und g : (Qa, A2) — (s, As) sei (Ay — As)-messbar. Dann ist

go f:(Q, A1) — (03, A3)
(Ay — A3)-messbar.

Korollar A.6.12 (Stetigkeit und Messbarkeit [17, Satz 5.2.9]).
Ist f: R4 — R™ stetig, dann ist f messbar.

Satz A.6.13 (Rechenregeln fiir messbare Funktionen [17, Satz 5.2.12]).
Ist (Q, A) ein Messraum und sind die Funktionen fi, fo : Q@ — R messbar, o, 8 € R, dann sind auch
die folgenden Funktionen messbar:

afi + Bfa,

Jife,
max{ f1, fo} und
min{fl,fg}.

Definition A.6.14 (Integrierbare Funktion [17, Def. 5.5.3]).
Ist (2,4, 1) ein Mafiraum, dann heifit eine messbare Funktion f : (2, 4,u) — R U {o0,—c0} p-
integrierbar, wenn gilt:

[1#@) duw) < oo.
Q

Satz A.6.15 (Monotonie des Integrals [17, 25, Satz 5.4.20, Theorem A.1.15]).
Sei (2, A, 1) ein Mafraum und f,g zwei messbare, nicht-negative Funktionen mit f(x) < g(x) fir
alle x € Q. Dann gilt:

[ F@ dut@) < [ g@)dutz)

Lemma A.6.16 (Integral und fast tiberall [25, Lemma 5.1.3]).
Sei (Q, A, 1) ein Mafraum und f eine messbare nicht-negative Funktion mit [, f(x)dp(xz) = 0. Dann
gilt f(z) =0 fast dberall fir z € Q.

Beispiel A.6.17 (Gleichheit in LP(2, )-Réumen). Es seien p € [1,00] und f,g € LP(Q, u), so dass
If = gllr(@,u) = 0 gilt. Dann besagt Lemma A.6.16, dass f(z) = g(z) fiir fast alle z € Q gilt.

Theorem A.6.18 (Konvergenz in LP(Q, u)-Radumen [25, Theorem 5.1.11]).
Sei (2, p) ein Mafraum und 1 < p < co. Es konvergiere (fn)nen C LP(Q, ) in LP(Q, 1) gegen eine
Funktion f € LP(Q, ). Dann existiert eine Teilfolge ( fn, )ken, die punktweise fast iberall konvergiert.



86 ANHANG A. FUNKTIONALANALYTISCHE GRUNDLAGEN

Satz A.6.19 (Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz [17, Satz 6.1.1]).
Sei (2, A, p) ein Maffraum und f,, eine Folge messbarer Funktionen auf diesem. Es gelte

f(z) = nh—>H<}o fn(x) fiir alle x € Q.
Wenn es eine integrierbare Funktion g gibt, sodass |fn(z)| < g(z) fir allen € N und x € Q gilt, dann

folgt:

1. f ist integrierbar,

2 / (@) du / lim f, (@) dpu(@) = Jim_ | fu(e) dp(a) und
tim [ /(@) = fu(@)] du(z) = 0.

n—oo

Satz A.6.20 (Satz von Fubini fiir nicht-negative, messbare Funktionen (Spezialfall R™) [17, Satz
6.4.19)).

Q1 CR™ und Qo C R™ seien zwei o-endliche Lebesque-Mafrdume. Ist f : Q1 x Q9 — R nicht-negativ
und messbar, dann gilt

| temday = [ [ faydyd (A42)
Q1 %0 Q1 JQa

_ /ﬂ 2 /ﬂ () dady. (A.43)

Satz A.6.21 (Satz von Fubini fiir integrierbare Funktionen (Spezialfall R™) [17, 25, Satz 6.4.19,
Theorem A.1.22]).

Q1 C R™ und Qy C R™ seien zwei o-endliche Lebesque-Mafriume und f : Q1 x Qo — R integrierbar.
Dann gelten

(a) f(-y) € L (Q) fir fast alle y in Qa;
(b) f(z,-) € LX) fir fast alle z in Qy;
(c) Jo, Iz,

(@) Jo, () dz € LN(0);

(e) Man hat

)dl‘ S Ll(QQ);

/le2 f(z,y)d(z,y) _/92( o f(%y)dw) dy

- ( [ fa dy) dz.

Satz A.6.22 (Satz von Luzin [25, Theorem 5.1.14]).

Sei Q@ C R™ ein endlicher Maffraum. Sei f : Q — K € {R,C} eine messbare beschrinkte Funktion.
Dann existiert fir jedes € > 0 eine kompakte Teilmenge K C Q, sodass u(Q\ K) < e und die
FEinschrinkung von f auf K stetig ist.
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A.7 Glattungskerne / Mollifier

Definition A.7.1 (Glattungskern / Mollifier / Regularisierte Funktion [25, Def. 5.1.20]).
Ein Glattungskern bzw. Mollifier ist eine Funktion J € C5°(R"), sodass

(i) J(z) =0,
(i) J(z) =0 fiir ||z]| > 1,
(ili) fgn J(x)dz = 1.
Man definiert zudem,
Jo(z) == e " J(e ), (A.44)

was impliziert, dass Jo(x) = 0 fiir ||z| > € und [zn J-(z) dz = 1. Die Funktion J. * f : R" — K,
definiert durch

Ve @)= [ Je=n)i)dy,  weRr? (A.45)

wird dann die regularisierte Funktion von f genannt.

Beispiel A.7.2 (Beispiel-Glattungskern [25, Def. 5.1.20]).
Ein kanonisches Beispiel fiir einen Glattungskern / Mollifier ist

_ 1
T {kexp (_ 1,”36“2) wenn ||$H <1
0

sonst,

wobei k so gewdhlt ist, dass (iii) in Def. A.7.1 erfiillt ist.

Lemma A.7.3 (Konvergenz von regularisierten Funktionen [25, Lemma 5.1.21]).
Sei f: R™ — R eine Funktion mit f(x) =0 fir x € R™\ Q (dabei sei Q C R™ offen). Ist f € C(Q)
und Qo C Q kompakt, dann konvergiert J. x f — f gleichmdf$ig in Qg fiir e — 0.

A.8 Eine Winzigkeit Komplexes sowie Algebra

Definition und Satz A.8.1 (Konjugiert komplexe Zahl [30, S. 1.1.5, 1.2.1]).

Jede Zahl z € C besitzt definitionsgeméfl eine Darstellung z = x + iy mit eindeutigen z,y € R. Die
Zahl z := x — iy wird die konjugiert komplexe Zahl zu z genannt. Es gelten fiir alle w, z € C und
reR:

L2 =[],

2. 2z = |z|%,

Satz A.8.2 (Fundamentalsatz der Algebra [16, Satz 1.5.25, Kor. 1.5.26]).
Jedes normierte, nicht-konstante Polynom in C[X]| zerfdllt in Linearfaktoren.
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Vervollstandigungen von Vektorraumen

Im Beweis zum Satz 4.2.1 von Moore wird an einer Stelle ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum
zu einem Hilbertraum vervollstandigt.

In der bisherigen universitdren Laufbahn des Autors wurde diesbeziiglich lediglich die (bis auf
Isometrie eindeutige) Vervollstandigung eines metrischen Raumes in Def.+Satz A.1.19 betrachtet.

Fallen Def.+Satz A.1.19 erweitert werden kann.

Um die Argumentation im Beweis zum Satz von Moore vollstdndig in dieser Arbeit zu haben,
seien die relevanten Ergebnisse ausgefiihrt, deren Erarbeitung sich fiir den Autor auch als insgesamt
sehr lehrreiche Ubungsaufgabe herausgestellt hat. Dieses Kapitel stellt damit lediglich eine genauere
Betrachtung von [25, Theorem 2.8.2] dar.

Satz B.1 (Vervollstdndigung eines Vektorraums [25, Theorem 2.8.2]).
Bis auf Isometrie besitzt jeder metrische Vektorraum (X,d) (iber K) genau eine Vervollstindigung

(X,d), wobei X selbst ein Vektorraum iber K ist.

Beweis. Def.4-Satz A.1.19 liefert die bis auf Isometrie elndeutlge Vervollstandigung (X,d) von (X,d),
d.h. es existiert eine Isometrie ® : X — X, sodass ®(X) = X (bzgl. d). Es muss somit lediglich noch
nachgewiesen werden, dass X ein Vektorraum ist.

Fiir die nachfolgende Argumentation seien dazu Z, 4, 2 € X und o, 8 € K fortan beliebig, aber fest.
Da ®(X) dicht in X liegt, existieren Folgen (2, )nen, (Yn)neN, (2n)neny C X mit ®(z,) — &, P(y,) — 9
und ®(z,) — 2 in (X, d).

Man definiere nun eine Addition und skalare Multiplikation auf X via:

T+ g = lim O(zp + yn) und i = lim ®(az,). (B.1)

n—o0

89
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Dabei beachte man, dass aufgrund der Stetigkeit von ® (siehe Def.+Satz A.1.18), die beiden Ver-

nicht von der Wahl der Folgen (z,)nen, (Yn)nen abhingen, mit denen ®(x,) — & bzw. ®(y,) — 4.
Insbesondere wird ® mit dieser Definition der beiden Verkniipfungen in (B.1) zu einer linearen Ab-
bildung zwischen X und der Menge (®(X), +,):

B.1

O (ax + By) 2 ad®(x) + 5P(y) fir alle z,y € X,a,8 € K (B.2)

Es lassen sich damit die Bedingungen (Add;)-(Addy) und (Mult;)-(Mults) aus der Def. A.2.1 eines
Vektorraums schnell nachpriifen:

(Add,): Es gilt:

~ ~ A B o . (B.2) ..
(+9)+2 = Jim O(zp +yn) + Jim D(z,) = Jim Q((xn + Yn) + 2n) (B.3)
. (B.2) .. . (B.1) ~ A
= lim ®(zn + (Yo +20)) = lm S(zn) + lim S(yn +2,) = 2+ (§+2). (B4)

(Adds): Fiir das Element 0 := ®(0x) € X (wobei Ox € X das Nullelement von X bezeichne) gelten:

~ (B.1) .. . (B.1)
T+0¢ = nlglgo &z, 4+ 0x) = nhﬁrrolo O(z,) =" & und (B.5)
~ (B1) o, . B.1)
O¢g+2 = lim P(0x + xp) = Jim O(z,) =" (B.6)
Somit ist 04 das neutrale Element von X.
(Adds): Fiir das Element —& := lim;,_oo ®(—xy,) € X gelten:
N “ (B.1) . (B.1)
T+ (—2) = nlgn;o Q(z, + (—25)) = ®(0x) = 0y und (B.7)
N . (B.1) . (B.1)
(—-2)+2& = Jim O((—zn) + 2n) = 2(0x) = 0y (B.8)
Somit ist —& das zu & inverse Element.
(Addy): Es gilt:
~ ~ (BI) o, . (B.1) ~
T+ = lim ®(zp+yn) = lim S(yn +2n) = §+1 (B.9)
und somit auch die Kommutativitdt der Addition.
(Mult;): Es gilt:
Ay (B . (B.2) .. . (B.1) ~
a(pz) = anh_)ngo O(Bxy,) = nh_{lgo O(a(fry)) = nh_)ngo O((af)zy) = (ap)i. (B.10)

(Mults): Es gelten:

(B.1

~ ) . (B.2) .. .
al@+7g) = a lim. O(zp+yn) = Jim O(a(xy +yn)) = Jim O (axy, + ayp) (B.11)
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(B.2) .. . (B.1) N ~ .
= nh_>n30 O(axy) + nh_>n30 Olay,) = ai+ay sowie (B.12)
L B L, . B.1) A
(a+p)z = Jim S((a+ p)zy) = Jim O(axy, + fr,) =" ai+ fE (B.13)
(Mults): Es gilt:
L (B . (B-2) .. . B.1)
1z ="1- nh_)ngo O(x,) = nh_)ngo O(lzy,) = nh_)ngo O(x,) =" 2. (B.14)

Somit sind alle Bedingungen aus Def. A.2.1 erfiillt und (X ,+,-) ist als Vektorraum nachgewiesen,
welcher bzgl. der Metrik d abgeschlossen ist. O

Beweis. Diese Aussage entspricht gerade (B.2) im Beweis von Satz B.4. O

Korollar B.3 (Vervollstandigung einer linearen Hiille [25, Theorem 2.8.2]).

die lineare Hiille von ®(D) dicht in X, d.h. span ®(D) = X.

Beweis. ,®(X) C span ®(D)”: Sei y € ®(X) beliebig aber fest. Dann existiert ein x € X mit ®(x) =
y. Da X = span D ist, existieren dannn € N, o; € K,d; € Dmiti € {1,...,n},sodass z = Y ;" ; ad;.
Weil & mit Kor. B.2 linear ist, folgt insgesamt:

y=o(z)=o (ﬁ: aidi> = znjaicb(di) € span ®(D). (B.15)
i=1 i=1

yspan ®(D) C &(X)”: Sei y € span ®(D) beliebig aber fest. Dann existieren n € N,«o; € K, d; € D
mit ¢ € {1,...,n} sodass y = >_i; a;P(d;). Erneut folgt mit der Linearitdt von & (siehe Kor. B.2):

Yy = Zn:azq)(dl) e P (Zn: Oéldl> € <I>(span D) = q)(X) (B.lﬁ)
=1 =1

O]

Satz B.4 (Vervollstindigung eines normierten Raums [25, Theorem 2.8.2]).
Bis auf Isometrie besitzt jeder normierte Raum (X, |-||x) (dber K) genau eine Vervollstindigung

Beweis. Als normierter Raum ist X insbesondere ein Vektorraum (vgl. Def. A.2.4), wodurch Satz B.1
anwendbar ist. Dieser liefert eine bis auf Isometrie eindeutige Vervollstdndigung (X, d) von (X, ||| x),
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d. h. es existiert eine Isometrie ® : X — X, sodass ®(X) = X (bzgl. d). Insbesondere besagt Satz B.1,

B

d(®(x), ®(y) = dz,y) = |lx—yllx firale z,y € X. (B.17)
®(azx + By) £ ad(x) + P(y) fir alle z,y € X, a, 8 € K. (B.18)

Wie in der Beweisfithrung zu Satz B.1 seien fiir die nachfolgende Argumentatlon dazu 2,9 € X und
a, B € K fortan beliebig aber fest. Da ®(X) dicht in X liegt, existieren Folgen (2, )nen, (Yn)nen C X
mit ®(z,) — 2 und ®(y,) — § in (X, d).

Man definiere damit die Abbildung (0 bezeichne dabei das neutrale Element im Vektorraum X).

5 X = [0,+00), =d(#,05) fiir &€ X. (B.19)

Die Abbildung ist wohldefiniert, da d nach [0, +00) abbildet und die drei Norm-Bedingungen aus
Def. A.2.4 lassen sich folgendermafien priifen.:

(N1): Es folgt direkt aus der Eigenschaft der Metrik (M1) (siehe Def. A.1.1), dass

(1319) ~ A1

2] ¢ d(#,04) =0 &' &=0. (B.20)

(N2): Es gilt mit der Normeigenschaft (N2) von ||-||x in Def. A.2.4 und der Isometrie ®, dass

o]y "= d(ad,0g) "= d( lim B(azy), ®(0x)) "= lim d(@ (o), 2(0x)) (B.21)
"= lim Jlam, — 0xllx 2" lim alllzn — Ox[x "= o lim d(®(x,), ®(0x))  (B.22)

A VIR (B 19)
=" lald( lim ®(z,), ®(0x)) = |ald(#,0¢) o [12]] % (B.23)

(N3): Ebenso wie unter (N3) folgt mit der Normeigenschaft (N3) von ||-||x in Def. A.2.4 und der
Isometrie ®, dass

(B.19)

% d(lim ®(zn + yn), ®(0x)) "= lim d(®(zp + yn), ®(0x)) (B.24

(B18)  ‘n¥do n—oo

14

A A~

1Z+ 9

A.2.4

B17) .
=l [lzn +yn — Oxl[x = lim ([lzn — Ox[lx +[lyn — 0x|[x)

(B.17)

=" Jim_ (d(@(xn),@(ox))+cZ(<I>(yn),<I’(0x)))

A ~

(

(
T2 d(lim ®(an), ®(0x)) +d( lim @ (yn), B(0x)) = d(#,05) +d(g,05) (B.27

(

(B. 19)

12l 5 + N9l x-

Samtliche Bedingungen aus Def. A.2.4 fiir eine Norm sind demnach erfiillt und (X, ||-|| ) ist also ein
normierter Raum, welcher bzgl. der Metrik d abgeschlossen ist.
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Da aber auch mit identischer Argumentation wie zum Nachweis von (N3) und (N3) gilt, dass

“ N (B.19) &, .. A.1.14 . 5
I8 =gl 27 d(lim B — o), (0x)) "2 lin d(@(n — ), B(0x)) (B.29)
(BI7) . . BAT) . A
= lim [z —yn —Ox|[x = lm [lzn —yallx =" lim d(®(zn), ®(yn)) (B.30)
All4 5, o, . (B-19) 5 o .

)
)
ein Banachraum ist. O

d
topologisch dquivalent, was wegen der Abgeschlossenheit bzgl. d wiederum bedeutet, dass (X' Al

Satz B.5 (Vervollstindigung eines euklidischen/unitdren Vektorraums [25, Theorem 2.8.2)).
Bis auf Isometrie besitzt jeder euklidische bzw. unitdre Vektorraum (X, (-,-)x) (iber K) genau eine

||||X X = [0,+OO), ||x||X = <ZL‘,SL‘>, fir z,y € X (B32)
(vgl. Bem. A.3.3). Somit ist Satz B.4 anwendbar und dieser liefert eine bis auf Isometrie eindeutige
Vervollstandigung (X, [|-]|¢) von (X, (-,-)x), d.h. es existiert eine Isometrie ® : X — X, sodass

der Norm

d(X) = X (bzgl. || ). Insbesondere besagt Satz B.4, dass X selbst ein Banachraum bzgl. ||- % ist
und fir die Isometrie ® gilt (man beachte (B.18)):
[@@) ¢ = |elx fiir alle z € X. (B.33)
O (ax + By) 2 a®(z) + pP(y) fir alle z,y € X, o, € K (B.34)

Damit ist nur noch zu zeigen, dass die Norm ||-| ¢ das Parallelogrammgesetz (Prop. A.3.7) erfiillt.
Die Behauptung folgt dann mit dem Satz von Fréchet-Jordan-von-Neumann (Satz A.3.8).

Wie in der Beweisfiihrung zu Satz B.4 seien fiir die nachfolgende Argumentation dazu 2,9 € X und
a, B € K fortan beliebig aber fest. Da ®(X) dicht in X liegt, existieren Folgen (zy)nen, (Yn)nen C X
mit ®(x,) — & und ®(y,) — § in (X, ||| ¢)-

Es gilt dann unter Verwendung von (B.34):

A A A N A.1.14 .
Iz +91% — 12 = 9% "= lim (@@, + )% — |82 — ya) %) (B.35)
(B.33) .. A3.T .
=7 tim ([l 4 galk = lon = walk) =7 lim (2llzal% + 2lwal%)
(B.36)
(B.33) . A.1.14 ~ ~
=7 tim (2 @)% +2l0@l%) “=1 2020% +2090% (B.37)

Somit ist das Parallelogrammgesetz (Prop. A.3.7) erfillt und mit dem Satz von Fréchet-Jordan-von
Neumann (Satz A.3.8) folgt die Behauptung.

O
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Korollar B.6 (Vervollstandigung und Skalarprodukt [25, Theorem 2.8.2]).

standigung von (X, (-, ) x) gefunden Danach wurde die EX1stenz des Skalarproduktes < -) ¢ mithilfe
des Satzes von Fréchet-Jordan-von Neumann nachgewiesen. Letzterer gibt das Skalarprodukt sogar

explizit an und es gilt im Fall von K = R mit den oben gewahlten Bezeichnungen:

@ibe "2 5 (1 + 0% — 12— 91%) =" 7 (126 + pI% — 126 - n)I) (B.39)
2 2 (w4 ol — e - yl) 2 §<<x+y,x+y>x—<w—w—y>x> (B-40)
S (o) 2009+ (e — e a)x 20— x) 2 )y (BAD)

Diese Rechnung lasst sich identisch ebenso fiir den Fall K = C durchfiihren, indem man (A.12) anstelle
von (A.11) verwendet:

~ o~ A.3.8 1 N N N N A N ~
@95 "2 7 (I2+31% - e - al% +ille + gl 2) (B.42)
(B.34) 1
=" J(I12@+ )% ~ 2@ - )% + il + i)} - i@ —iy)l}) (B.43)
B.33) 1 . . . .
=" (e +olk = Nl =yl +ille + iyl — il — iyl ) (B.44)
AL Z(<x+y,x+y>x —(z—y,z—yx +ilz+iy,x+iy)x —i{z —iy,x —iy)x) (B.45)
31 1
= (@ a)x + )y — (@ 0)x — (4.y)x +4Re(r,y)x (B.46)
i(r,z)x +ily, y)x — iz, 2)x —i(y, y)x +4Im(z, y)x)
2 y)x (B.47)

O



Absolutsummierende Hilbert-Schmidt Operatoren

Bei der Recherche zu einem korrekten Beweis fiir den Satz 6.5.1 von Mercer in der Arbeit, sind
Erkenntnisse zu absolutsummierenden und Hilbert-Schmidt (Integral-)Operatoren erarbei-

tet worden, welche aber nicht gewinnbringend eingesetzt werden konnten. Der Vollstandigkeit halber
seien diese hier aber trotzdem aufgefiihrt. Die Grundlage dieses Anhangs sind [13, 28].

C.1 Absolutsummierende Operatoren

Definition C.1.1 (Absolutsummierende Operatoren [28, Def. 2.1.1, Satz 2.2.1]).
Seien X, Y zwei normierte Rdume. Ein Operator T': X — Y heifit (absolut)summierend, wenn ein

¢ > 0 existiert, sodass fiir alle n € N und jede endliche Folge (z1)}}_; C X gilt, dass (vgl. Def. A.4.7)

n n
Y lTarlly <c sup > [a!,zw)x x| (C.1)
k=1 llz/ll xr <1 =1

Es stellt sich heraus, dass jeder Hilbert-Schmidt Integraloperator ein absolutsummierender Opera-
tor ist. Auf dem Weg dorthin werden noch drei eher theoretische, aber miteinander zusammenhéngen-
de analytische Ergebnisse benotigt: Die sog. Rademacherschen Funktionen, die Chintschinsche
Ungleichung und der Einbettungsoperator von £!(N) nach £2(N).

95



96 ANHANG C. ABSOLUTSUMMIERENDE HILBERT-SCHMIDT OPERATOREN

C.2 Die Rademacherschen Funktionen

-0.25 -0.25 -0.25

-0.50 —-0.50 -0.50

-0.75 -0.75 -0.75

-1.00 e — -1.00

Abbildung C.1: Rademachersche Funktionen 71,79 und r4

Definition und Satz C.2.1 (Rademachersche Funktionen [13, 28, 2.4.1]).
Als die Radermacherschen Funktionen werden fiir n € N bezeichnet (siehe Abbildung C.1):

1, fir £ <t <&l mit £=0,2,...2" -2
rn:[0,1] = R, rn(t) := sgn(sin(2"7t)) = 2t = 2" T C.2
w00 n(f) = sgn(sin(2"nt)) {—1 fﬁr%§t<%mitkzl,B,...Q”—l.( )
Fiir sie gilt eine Orthonormalititsbedingung der folgenden Form: Sei m € Ny und nq,...,n, € N
mit n; > ... > n,, (was wegen der Kommutativitidt des Produktes im folgenden Integralausdruck
0.B.d. A. angenommen werden darf). Dann gilt:
/1 ﬁ o (1) df = 1, falls m gerade und n; = n;1 fir i =1,3,5,...,m—1 (.3)
0 ;5 0, sonst.
Beweis. (Die zentrale Beweisidee wurde [13] entnommen.)
Betrachtet man die periodische Fortsetzung der Funktion 71, ndmlich 7 : [0, 00) — R mit
1, 0<t<}
r(t) =<’ - 2 r(t+1):=r(t) fiirallete[l,0c0 C.4
0 {_1, VT = 1.50) ()
so erkennt man fiir ¢ € [0, 1] und alle n € N:
1, fallsk<2"t<k+ifirkeN
(20 1¢) = eSS N R (C.5)
=1, fallsk+ 35 <2" "t <k+1firkeNy
1, fiir 22 <t < 2 mit k€ Ny (C6)
-1 fiir 2B < < ZEE2 it ke N '

= ru(t). (C.7)
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Mithilfe dieser Darstellung r,, = 7(2"!.) der Rademacherschen Funktionen fiir alle n € N liisst sich

nun mittels vollstdndiger Induktion iiber m € Ny die Behauptung zeigen:

Induktionsanfang:
m = (0: Es gilt
1
/ Hrn t)dt = / ldt=1. v (C.8)
0
m = 1: Es gilt
1 1 1 2n1-1
/ Hrni(t) dt:/ r(2MT ) dt = S 1/ r(u)du [Substitution] (C.9)
0 ;3 0 0

oni—1  rl 1 1 [Periode von 7
= / r(u)du = / 1du — /1 ldu=0. vV (C.10)
0 0

2m—1 1 und 271 > 1]

Induktionsannahme: Sei m > 0 fest und es gelte fur m € {m,m — 1}

/ Hrnz Ad — {1, falls /m gerade und n; = n;4q fir i =1,3,5,...,m —1 (C.11)
0, sonst.
Induktionsschritt: m ~» m + 1:
m: Nm = Nm+1 -
/1 nﬁl (0 /1 nhl (1) 1dt = 1, falls m + 1 gerade und n; = n; 4 firi =1,3,5,...,m
= 0, sonst.
(C.12)

[Unter Verwendung der Induktionsannahme in (C.12)]

Fall 2: nyy £ Nypr1 = Ny > N1 -

1 m4-1 1 m
/ ]‘[ ros ()t = [ T 7mi () 7 () (C.13)

0 =1

1 m
= [ [[r@ ") -r@m=+t)de (C.14)

0 =1

1 2"m4+1—1 m
- 71/ H r(2M T ) - r(u) du [Substitution] (C.15)
2nm+1 0 :

(C.16)

[Periode von r
/ H r(2M Ty - r(u) du und 2"+ > 1 (C.17)
und 2" 7w > ]

2nm+1 1

2nm+1 ].
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% m
/ H (2mi ety du—/ Hr2“’ ) du (C.18)
=1 2
( [ vt

B W”Mﬂmm>
[Periode von r

1 1 i
== r(2rimmmrr =y — T (27 =1y du C.20

~0. (C.21)

N

[Substitution] (C.19)

Mit dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt die Behauptung.

O
Korollar C.2.2 (Rademachersches Orthonormalsystem [13, 28, 2.4.1]).
Die Rademacherschen_Funktionen bilden ein Orthonormalsystem des (L([0,1]), () r2(o,1))
Beweis. Es gilt fir n,m € N:
A.3.9 1 C.2.1 1, firn=m
TnyTm = rn(t)rm(t)dt = C.22
Casrmdizoay "2 [ raOrn®) %,m%#m' (C22
O

Mithilfe der Rademacherschen Funktionen lisst sich nun die niitzliche Chintschinsche Un-
gleichung aufstellen und beweisen.

C.3 Die Chintschinsche Ungleichung

Proposition C.3.1 (Chintschinsche Ungleichung [28, 2.4.1]).
Es seien n € N und x1,...,x, € K € {R,C} reelle oder komplexe Zahlen. Dann gilt mit den
Rademacherschen Funktionen (1;)ien:

(gm@_

(C.23)

T (t) dt
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Beweis. (Der Beweis ist [28, 2.4.1] entnommen und mit ausfithrlicheren Schritten ergénzt.)

Man setze

Z TiT; (t)

n

1 n n
dt:/ inri(t)zxjrj(t
0 =1 j=1

n

n n
A.3.1 _ C.2.2 _
= > w@(roreqpy = O wmEi=y |lul
=1 i=1

j=1

i=1

A28 <Z TiTs, Z.’I)JTJ>

(C.24)
£2([0,1])

(C.25)

Mit denselben Methoden erhdlt man (mit den reellen Rademacherschen Funktionen):

(

- n 1
1)) D) D) DELI Y R

C.3)

i=1j=1

= ;;w I%I”ZD#M—3<z|ml|z>

i=1j=1

TiT TR (TiT5, TETL) L2([0,1])

n n n n
22 Zx@iijajj + Z Zfﬁiiji'jxi

i=1j=1

(C.26)

(C.27)

(C.28)

(C.29)

Mithilfe der Holderschen Ungleichung (Lemma A.2.15) mit p = % und ¢ = 3 folgt nun:

3 (C25)

1
4\ 3
A.2.15
- <

LY(Q,p)

i3 (t) iTi (t

Insgesamt folgt damit die Behauptung;:

i=1

1| n
Z xiri(t)
=1

2

3| n
Z l‘i’l“i(t)
=1

n
§ ZiT;
=1

4 3
3
dt)
23
3 n
L3 Q) (i=1
1
1.3
4'%'3 3 (cza
) (

1
(i‘ |2>2 (C.25) ( “)
€I; =

it

E €X;T;

7"2

(C.30)

13
4\ 3
) (C.31)
L

3(Q,u)

) 3% (C.32)

(C.33)
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Bemerkung C.3.2. Die vollstindige Chintschinsche Ungleichung enthilt noch eine weitere Ab-
schidtzung nach oben, welche die rechte Seite erneut mit der linken und einem konstanten Vorfaktor
abschétzt. Sie spielt insbesondere in der Wahrscheinlichkeitsrechnung/Statistik eine wichtige Rolle.
Seit der hier zitierten Version in [28, 2.4.1] aus 1969 wurden zudem Verbesserungen des Faktors v/3

gezeigt. Fur die Argumentation dieser Arbeit gentigt aber die Version von [28, 2.4.1].

Die Chintschinsche Ungleichung gemeinsam mit den Rademacherschen Funktionen lie-

nachzuweisen. (Fiir die Definition der ¢’(N)-Réume fiir p € [1, 00|, betrachte man Bsp. A.2.11.)

C.4 Der Einbettungsoperator von ¢!(N) nach ¢*(N)

Proposition C.4.1 (Einbettungsoperator von ¢!(N) nach ¢2(N) [28, Satz 2.4.2]).
Der Einbettungsoperator ¢ : (*(N) — (2(N), «(z) = z fiir alle x € (1(N) ist absolutsummierend.

Beweis. (Der Beweis ist [28, Satz 2.4.2] entnommen und ausformuliert.)
Zuerst einmal sei angemerkt, dass ¢ wegen ¢?(N) C ¢}(N) und «(ax + By) = az + By = au(z) + Bu(y)
fiir beliebige z,y € X := (}(N), «, 8 € K ein wohldefinierter linearer Operator ist.

Sei nun m € N beliebig aber fest. Man betrachte zunéchst fiir ¢ € [0,1] die Funktionale

7 X - K, xh(x szrl t) firalle x = (z;)ien € X, (C.34)

wobei (r;);en die Rademacherschen Funktionen darstellen. Dann ist fir jedes ¢ € [0, 1] das Funktional
x} linear, da fiir beliebige © = (;)ien, ¥ = (¥i)ien € X, a, 8 € K gilt:

zy(ax+ By) =3 (ax + By)irit) = a Z wirs() + B yiri(t) ‘2 azj(x) + B24(y).  (C.35)
=1

i=1

m m m o0
(C.34) .
! =0 Nz < Y lem)] < Y Jal < Y| “ET 2)lx fir alle = (2)ien € X.
i=1 i=1 i=1 i=1

(C.36)
Somit gilt fiir alle (2})co1): [|7¢]lx < 1.

Mit diesem Vorergebnis ist die Behauptung nicht mehr weit. Seien dazu nun zusétzlich n € N sowie
1 = (T14)ieN, - - - Tn = (n;)ien € X beliebig, fest. Es folgt mit der Chintschinschen Ungleichung:

[N

1 n
ar ‘20 3 / Z|<mg,xk>X,,X\dt (C.37)

k=1

< V3 sup Z| o o) x x| dt = V3 sup Z| o o) x x| (C.38)

0 2/l x/<1p=1 o/l x7 <1 k=1
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Da m € N beliebig gewéhlt war, folgt damit die Behauptung — ¢ ist absolutsummierend:

“ A.2.11 ~ U 2 % (C.38) -
> Nzl "= n}gnm2<2|xk,i|> < V3 sup Y [, @) x x| (C.39)
k=1

k=1 \i=1 21l xr <1 k=1
O
Korollar C.4.2 (Einbettungsoperator von ¢(N) nach ¢?(N) ist beschrinkt [28, Satz 2.4.2]).
Der Einbettungsoperator v aus Prop. C.4.1 ist beschrinkt, d. h. v € L(£(N), 2(N)).
Beweis. Fiir z € ¢*(N) gilt mit Kor. A.4.8 und, da ¢ absolutsummierend ist:
(C.39) , Aas
l@)ll2 < V3 sup [ 2)payyeml = V3l (C.40)
21l ey <1
O

Damit sind nun — mit einiger Vorarbeit — endlich alle Zutaten vorbereitet, um den seit einigen
Seiten angekiindigten Zusammenhang zwischen Hilbert-Schmidt Integraloperatoren und abso-
lutsummierenden Operatoren zu zeigen.

C.5 Absolutsummierende Hilbert-Schmidt (Integral-)Operatoren

Auf dem Hilbertraum H := L?(£2, ) werden im Folgenden Hilbert-Schmidt Integraloperatoren

Satz C.5.1 (Selbstadjungierte Hilbert-Schmidt Integraloperatoren sind absolutsummierend
[28, Theorem 2.5.5)).
Sei (Q, 1) ein Mafraum und Ty, : H — H ein selbstadjungierter Hilbert-Schmidt Integraloperator

_ A.3.9 <k($v )afH .
(Tof) () _/Qk(a:,y)f( Ydu(y) 2 {<f7k(x7 L giralle fe H, e q (C.41)
(Twf,9)m = (f,Teg)n  fiir alle f,g€ H  und (C.42)
[ [k )P diy) du@) = M < o, (€43
QJQ

Dann ist Ty, absolutsummierend.
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Beweis. (Der Beweis ist [28, Theorem 2.5.5] entnommen und etwas ausfiihrlicher formuliert.)
Als Hilbert-Schmidt Integraloperator ist Ty geméafl Def.4-Satz A.4.18 auch kompakt und, da er vor-

Operatoren anwenden. Es folgt, dass T}, die folgende Darstellung besitzt:

Tof =Y Nilf.e)me;  firalle f € H, (C.44)

icl
wobei I eine hochstens abzihlbar unendliche Indexmenge ist, (A;)ier C C die mit Multiplizitat gezéhl-
ten Eigenwerte von Ty, und (e;);c; € H die jeweils zugehorigen, paarweise verschiedenen orthonormalen

Sei aus diesem Grund fortan o.B.d.A. I = N abzdhlbar unendlich, indem (\;);er und (e;);c; mit
Folgengliedern konstant Null unendlich oft fortgesetzt seien, falls I endlich sein sollte.

Als Erstes zeige man nun mit der Besselschen Ungleichung, dass fiir Ty als Hilbert-Schmidt Integral-

o0

A.3.12 A24 Ailo
>l = ZP\ Pllenll? "= ZHAnenHz ZHTkenHH (C.45)

n=1 n=1 n=1

S [ i@ d ‘j;“j S [0 el auto (C.46)

e /Qg!%(%-)venhr! = IRl dute) (©.47)
2 [ RGP duty) dute) 2 / / b, ) duly) du(a) = M < oo, (C.489)

(Im Schritt von (C.46) nach (C.47) durften Integration und Reihe dabei mit dem Satz A.6.19 von
Lebesgue getauscht werden, da > |(k(x, ), e,) g |? fiir alle m € N nicht-negativ sowie als Komposi-
tion und elementare Kombination messbarer Funktionen (Def. A.6.9) geméfl Satz A.6.114+Satz A.6.13
ebenfalls messbar ist, und mit ||k(z,-)||% eine integrierbare Majorante (Def. A.6.14) existiert.)

Man definiere dann die drei Operatoren

R : Dr:=H — gl (N)’ Rf = (/\n<f) €n>H)n€Na (049)
v : D, :==R(Dg) C /1(N) = *(N), uz) == und (C.50)
L : Dp:=D,) C/¢*N)— H, Ly = i Ynen (C.51)

fixr f € Dg, * € D, und y = (yn)nen € Dr. In Kor. C.4.2 wurde bereits nachgewiesen, dass ¢ €
L(D,,?(N)) gilt (d.h. insbesondere wohldefiniert ist) und in Prop. C.4.1, dass ¢ absolutsummierend

ist. Zudem ist die Reihe in (C.51) konvergent in H, da Dy, EZ:j:z L(R(H)) als Teilmenge von ¢?(N)

gerade dergleichen gewihlt ist, dass mit der Konvergenz von (C.44) die Konvergenz in (C.51) sicherge-
stellt ist. Die (restliche) Wohldefiniertheit sowie die Beschrianktheit von R bzw. L folgen dann geméf

Def.+Satz A.4.2 aus (wobei das Vorergebnis der endlichen Eigenwertquadrate notwendig wird):
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(C.49)

IRl =" II(

Wnen - (Fren)imenll < 1Ow)nesillz - 1 en) i nenla (C.52)

1
o0 o 2 (C.48)
> I \2> S : I(f, en HP)) < VM| f||g fiiralle f € Dp=H und (C.53)

>
IS
/N
/\ SA )
ﬂ‘

1 1
A.3.3 > 2 Asa = _ 2
HLyHH = ( Z Ynln, ym€m> ) ae (Z Zynym<en7€m>H> (0.54)
n=1 H n=1m=1
l
Az12 [ 2 N2 asa 0 9 Az } 9
= DN I D Iyl fiir alle y € Dy, € £2(N). (C.55)
.B.d.A. n—1 n—1

R und L sind zudem linear, da fiir alle f,g € Dg, ¥ := (Yn)nen, 2 := (2n)nen € D, o, € K gilt:

R(af +B9) “=" (\laf + Bg.en)inen =" ahnlfsen) mnen + BOnlg en)inen (C.56)

‘=" aRf+BRg  und (C.57)

Loy + Bz) = i(@yn + Ban)en = i Ynen + 5 i nen =) alLy + BLz. (C.58)
n=1 n=1 =

(In (C.58) durfte dabei die Linearitdat der Reihe angenommen werden, da die beiden auseinander
gezogenen Einzelreihen, wie bereits erortert, konvergieren, d. h. deren Grenzwerte existieren.)

Somit sind ebenfalls R € £L(Dgr = H,¢*(N)) und L € L£(Dy, H) nachgewiesen. Schliefilich ergibt die
Definition von R,: und L offensichtlich gerade die Faktorisierung Ty, = LtR, denn fiir alle f € H gilt:

o
(C.50)

L) (Ol frea)inen) = Ll fren)ir)nen) = Z (f, en)rren

(c 49) (C 44)

L.Rf T.f. (C.59)

Mit dieser relativ aufwendigen Vorarbeit folgt nun endlich die Behauptung, wobei die absolutsummie-
rende Eigenschaft von « und der adjungierte Operator von R den Hauptbeitrag leisten. Fiir beliebige
n € Nund fi,..., fn € H gilt:

- (C.59)
ST fillar ZHL( (R < 21 U(RED2 (C.60)
=1 =1
(€-39) - ’ A.4.13
< V3 sup ZV%RfiM(N))ael(N)‘ SVE s D[R, Sl (C6)

2/l myy <1 5—1 2/l myy <1 5—1

n

A.4:.13 \/g Sup

2/l ey <1 5=1

(C.62)

< |Blcureoy o f,>
IR 2o oy H'\H

. V3lIRleamaq s z)<m Fowrn S VT sup S| A ]

< o/l < Ada el <154

(C.63)
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Gemaf Def. C.1.1 ist T} somit wie behauptet absolutsummierend. (Im letzten Schritt wurde dabei
verwendet, dass wegen R’ € L((¢1(N))', H') fiir alle 2’ € (¢*(N))" mit [|2’]| ;2 )y < 1 gilt, dass

!/ !
Rz

Ad. R 1
A<44 IR Nl e myy 1) Hx/H(Zl(N))’ <1-1=1 (C.64)

Az (R e ooy m

1
‘ IR M| £¢er oy, 1)

ist und folglich, dass das Supremum in der vorgenommenen Weise weiter abgeschétzt werden darf.)
O

Bemerkung C.5.2. [28, Theorem 2.5.5] zeigt eine Verallgemeinerung von Satz C.5.1, denn er beweist
ihn einerseits fiir die Erweiterung der sog. Hilbert-Schmidt-Operatoren zwischen allgemeinen Hil-
bertriumen, zu denen die Hilbert-Schmidt Integraloperatoren auf H = L?(Q, u) ein Spezialfall sind.

Des Weiteren zeigt er ebenfalls die Riickrichtung, d.h. die Hilbert-Schmidt Operatoren sind gerade
alle zwischen Hilbertraumen existierende absolutsummierenden Operatoren und umgekehrt.

Korollar C.5.3 (Eigenwertsumme von selbstadjungierten Hilbert-Schmidt Integraloperatoren [28,
Theorem 2.5.5]).
Sei (Q, 1) ein Mafiraum und Ty, : H — H ein selbstadjungierter Hilbert-Schmidt Integraloperator

> Il < oo, (C.65)

el
wobei die Indexmenge I abzihlbar ist. Ist I = N unendlich, so gilt also (\;)ien € £?(N).

Beweis. (Der Beweis ist ein Teil des Beweises zu [28, Theorem 2.5.5].)
Die Voraussetzungen sind identisch zu denen von Prop. C.4.1. In dessen Beweis wurde die Aussage
bereits mittels der Gleichungen (C.45)-(C.48) nachgewiesen. O
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