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1 Einleitung

In dieser Arbeit soll der Dirac-Operator auf Graphen diskutiert werden. Dafiir werden
zwei Konzepte benoétigt: Die Dirac-Gleichung, die grundlegend die Eigenschaften und
Zeitevolution quantenmechanischer, relativistischer Systeme beschreibt und die Modellie-
rung quantenmechanischer Operatoren auf Graphen. Daraus ergibt sich die Gliederung
der Arbeit in zwei Teile. Zuerst wird die Dirac-Gleichung des freien Teilchens behandelt
und anschlieffend gezeigt, wie der Dirac-Operator selbstadjungiert auf einem Graphen
realisiert werden kann.

Die Dirac-Gleichung wurde 1929 von Paul Dirac entwickelt und ist eine Differen-
tialgleichung erster Ordnung in der Zeit- und den drei Ortskoordinaten. Durch ihre
Invarianz unter Poincarétransformationen erfiillt sie im Gegensatz zur Schrédingerglei-
chung die Bedingungen der speziellen Relativitétstheorie |[Dir30|. Interessanterweise sind
die Wellenfunktionen (auch Spinoren genannt) zur Beschreibung des dreidimensionalen
Anschauungsraumes nicht skalarwertig, sondern Vierervektoren quadratintegrabler Funk-
tionen. Fiir die Beschreibung eines Systems entlang einer Dimension reduziert sich die
Dimension der Spinoren auf Zweiervektoren quadratintegrabler Funktionen. Im ersten
Teil wird die Dirac-Gleichung physikalisch begriindet, fiir das freie Teilchen gel6st und
Interpretationen diskutiert. Neben den Grundgleichungen wird eine direkte Folgerung, die
sogenannte Zitterbewegung, ausfiihrlicher dargestellt, um zu begriinden, warum spéter in
dieser Arbeit ausschlieflich mit Wellenfunktionen positiver Energie gearbeitet wird.

Im zweiten Teil wird der eingefiihrte Dirac-Operator auf Graphen modelliert. Es ergibt
sich als Problem das freie Teilchen, welches entlang der eindimensionalen Kanten eines
Graphs propagiert. Dafiir miissen Nebenbedingungen an den Knoten konstruiert werden,
die zu einer selbstadjungierten Realisierung des Operators fithren. Es wird eine von
Laplace-Operatoren bekannte Beweistechnik verwendet, die zu einer Vereinfachung des
Problems auf die lineare Algebra endlichdimensionaler symplektischer Formen fiihrt
[KS99a|. Mit den konstruierten Nebenbedingungen kann u. a. ein Kirchhoffsches Gesetz
als Erhaltungssatz der Wahrscheinlichkeitsstromdichte formuliert werden. Als finaler Satz
wird die spektrale Dichte der Eigenwerte hergeleitet. Der Beweis folgt dabei der Literatur,

allerdings ist er etwas rigoroser und ausfiihrlicher gefithrt [BHO3|.



2 Die Dirac-Gleichung des freien

Teilchens

2.1 Begriindung der Gleichung

Dieser Abschnitt ist keine zwingende Herleitung, warum die Dirac-Gleichung genau diese
Form haben muss, sondern eine physikalische Begriindung und folgt der urspriinglichen
Argumentation von Dirac [Dir30|. Fiir eine explizite Herleitung aus Symmetrieargumenten
wird z. B. auf Thaller verwiesen [Tha92, Kapitel 3|.

Die Schrédingergleichung des freien Teilchens

9  ho,
i b(t @) = —3 - V(t, @) (2.1.1)

kann nicht Lorentz-invariant sein, weil es eine inhdrente Asymmetrie zwischen Zeit-
(erste Ableitung) und Ortskoordinaten (zweite Ableitung) gibt. Mit der klassischen

relativistischen Energie-Impuls-Relation

E = +/p? + m2ct (2.1.2)

und der quantenmechanischen Ersetzung von Energie und Impuls durch

E — ih% p — —ihV (2.1.3)

kann eine relativistisch giiltige, quantenmechanische Gleichung

ih;¢(t’ x) = /—2h2V2 + m2ci)(t, o) (2.1.4)

konstruiert werden. Mittels Fouriertransformation ist es aufwéndig, aber dennoch mdoglich

die Wurzel aus dem Differentialoperator der Ortskoordinaten zu definieren. Aus diesem



Grund wird Gleichung 2.1.4] in ihrer quadrierten Form

2 0°

R
ot?

Y(t,z) = (—*h*V2 + m?c*)y(t, z) (2.1.5)

als sogenannte Klein-Gordon-Gleichung betrachtet. Der alternative Ansatz von Dirac war
es, die Wurzel auf der rechten Seite von Gleichung durch einen Produktansatz der

Klein-Gordon-Gleichung ([2.1.5)

2

0* 9 P s

_c2h2 <aaj2 -+ 87342 + 822> + m204 = (C a;pi + BmCQ
i=1

L. 0 .9 .0 2
= <_Clha18x — ahozga—y — 0171@3% + Bmc2>

(2.1.6)

zu ziehen. Ausmultiplizieren von und Koeffizientenvergleich ergibt mit den Antikom-

mutatorklammern {-, -} die folgenden Bedingungen

{aj, o} = 20,1 ,k=1,2,3
g2=1

welche durch skalare Grofsen nicht zu erfiillen sind. Werden «; und 8 als quadratische,

hermitesche Matrizen angesetzt, so fithren die Gleichungen [2.1.7] auf
Tra; = Trf20; = —Trfoif = —Tra;8 = —Tro; =0 . (2.1.8)

Aus der Bedingung o? = 1 folgt, dass die Eigenwerte von «; entweder +1 oder —1
betragen. Zusammen mit der Spurbedingung ([2.1.8)) ergibt sich, dass die Matrizen gerade
Dimension besitzen miissen. Die minimale Dimension, in der alle genannten Bedingungen

erfiillt werden konnen, ist vier. Ein moglicher Satz an Matrizen ist mit den Paulimatrizen

0 1 0 —i 1 0
_ , _ , - : 2.1.9

1 0 0 o
= , a; = ‘., L € CH, 2.1.10
i=(s &) me(07) s 2110

gegeben durch



Dieser Satz an Matrizen ist die durch Dirac eingefithrte Standarddarstellung [Tha92|.
Durch Ahnlichkeitstransformation kénnen beliebige andere Matrizen gebildet werden,
welche die Bedingungen erfiillen.

Wenn « := (a1, a9, 3) und o := (01,02, 03) als Dreiervektoren von Matrizen definiert
werden, so kann die Summe der Impulskomponenten verkiirzt mit einem Skalarprodukt

geschrieben werden als

3 3
Yapi=a-p > opi=oc-p . (2.1.11)
i=1 i=1
Damit kann der Dirac-Operator D als 4 x 4 Matrix geschrieben werden

ih o (1, @) = Dt )

= (ca -p+ Bmcz)ﬂ)(t, x)

= (—ilkica- V + Bmc2)1/1(t, x) (2.1.12)
mc1 —ihco -V
— (—ihca v el )1/1(t,az)

wobei die Spinoren ¢ Vierervektoren quadratintegrabler Funktionen sind. Die zweimalige

Anwendung des Dirac-Operators ergibt wegen 02-2 =1und Vmc?1 =0

2 4 2 2
9 [m7c 1— A%clV 0
b= < 0 m2c*1 — h2c1V2 (2.1.13)

die Klein-Gordon-Gleichung in den Diagonalelementen. Dies ist ein weiterer Grund
warum die Dirac-Gleichung als Wurzel der Klein-Gordon-Gleichung interpretiert werden

kann.

2.2 Spektrum des freien Dirac-Operators

2.2.1 Definition des Hilbertraums

Es wird in den folgenden Abschnitten hdufig notwendig, die Definition eines Skalarpro-
duktes auf Produktrdume von Hilbertraumen zu verallgemeinern. Wir beginnen deswegen

mit folgendem Satz.

Satz 2.2.1 (Skalarprodukt Produktraum) Seien H; i = 1...n Hilbertrdume mit Skalar-
produkten (-|-), und der Produktraum H = [[;_, Hi. Dann ist auf H ein Skalarprodukt



definiert durch

n

Wlo) =D (Wildr);, v.0eH . (2.2.1)

i=1
Der Dirac-Operator D aus Gleichung [2.1.12]ist ein 4 x 4-Matrix-Differentialoperator

auf C* wertigen Funktionen von « € R?. Wir withlen deswegen den Hilbertraum
H = L*(R3,C*) = L?(R3)* (2.2.2)

als einen Raum komplexwertiger Vierervektoren aus dem Lebesgueraum der quadratinte-
grablen Funktionen L?(R3). Das Skalarprodukt (-|-) ist gem#f Satz komponentenweise
definiert durch

4 4
(Wlo) = (tilgs) —/Zwi(w)qﬁi(w)d?’w : (2.2.3)
=1

g =1

Auf diesem Hilbertraum soll der Dirac-Operator mit einem geeigneten Definitionsbereich
D (D) definiert werden. Mit ©(0) wird auch in Zukunft der Definitionsbereich eines
beliebigen Operators O notiert. Fiir die auftretenden Differentialoperatoren im Dirac-

Operator werden die sogenannten Sobolevraume benétigt.

Definition 2.2.2 (Sobolevraume) Sei Q2 C R™ eine offene Menge und a = (o, ..., Q) €
0 ein Multiindex. Fir m € Ng und 1 < p < oo enthdlt der Raum W™P(Q) alle
Funktionen f € LP(QQ) deren schwache Ableitung D*f existiert und in LP(Q) liegt. Das
heifit fir alle Multiindizes o mit ||y < m gilt D*f € LP(Q).
Die Sobolevriume auf L*(Q) werden mit H™(Q) :== W™2(Q) bezeichnet.

In Satz wird gezeigt, dass der Dirac-Operator auf
D(D) = (HY(R?))* (2.2.4)

selbstadjungiert ist. Dabei ist H! der Sobolevraum der quadratintegrablen, einmal schwach
differenzierbaren Funktionen mit quadratintegrabler schwacher Ableitung und damit der

natiirliche Definitionsbereich eines Differentialoperators erster Ordnung.

2.2.2 Transformationen des Dirac-Operators

Um die Selbstadjungiertheit des Dirac-Operators auf (H'(R3))* zu zeigen, muss er
in einer leichter zu analysierenden Form dargestellt werden. Dafiir definieren wir die

Fouriertransformation F einer integrablen Funktion.



Definition 2.2.3 Sei v € LY(R") eine integrierbare Funktion. Die (kontinuierliche)

Fourier-Transformierte F1 von v ist definiert durch

-1 exp(—ik - x)yY(x)d"z
<fw><k>:(%)n/2R[ p(-ik - @)(a)d (22.5)

Eine wichtige Eigenschaft der Fouriertransformation ist, die sogenannte Austauschformel

fiir Differentialoperatoren.

Lemma 2.2.4 (Austauschformel fiir Differentialoperatoren) Sei ¢ € H™ und D die

schwache Ableitung mit Multiindez o und ||y < n, dann gilt
(F D) (k) =ilIk> - (Fy)(k) . (2.2.6)

Beweis. Siehe [Wer07, Lemma V.2.11]. O

Die Fouriertransformation wandelt also Differentialoperatoren und damit insbesondere

Impulsoperatoren in Multiplikationsoperatoren um.
FpF l=F(-itV)F =Wtk )= —p-¥) . (2.2.7)

Bei * wurde die De-Broglie Beziehung genutzt. Den urspriinglichen Hilbertraum aus
Gleichung bezeichnen wir deswegen in diesem Kontext als Ortsraum L?(R3, d3z)4,
den fouriertransformierten Raum als Impulsraum L?(R3,d3p)* == F L%(R3,d3z)* und
benutzen die Variablen @ bzw. p als Argumente fiir Funktionen im Orts, bzw. Impulsraum.

Damit kann der Dirac-Operator transformiert werden zu

mc*l  co-p )

2.2.8
co-p —mc’l ( )

Dy(p) = FDF '(p) = (

Im Impulsraum koénnen nach folgendem Lemma die Eigenwerte gefunden werden.

Lemma 2.2.5 (Diagonalisierung im Impulsraum) Sei p := ||p||, dann besitzt der Dirac-
Operator D, aus fiir vorgegebenes p € Ry die vier Eigenwerte

A(p) = A1 (p) = Xa(p) = —Xs(p) = —Ma(p) = Ve2p? + m2c* (2.2.9)
und wird durch

(mc® + A(p))1+ cBa - p _
V2A(p)(me? + A(p))

a+(p)1 +a_ <p>5% (2.2.10)

u(p) =



unitdr transformiert mit

1+ — . (2.2.11)

Beweis. Explizit geschrieben lautet der Dirac-Operator im Impulsraum

me? 0 cp- c(pz — ipy)
D,(p) = 0 mc? c(pz + ipy) —cps (2.2.12)
b cps c(pz — ipy) —mc? 0 . o
c(pz +ipy) —cp, 0 —mc?

Mit A := me und D, = D, /c ergibt sich

A 0 Dz Pz — ipy

5 0 A ; _

D, = . Pty P (2.2.13)
Dz Pz — 1Py —A 0

Diese Matrix ist offensichtlich hermitesch und damit unitér diagonalisierbar. Fiir die

Berechnung der Eigenwerte wird die Sékulardeterminante nach der ersten Spalte entwickelt

B A=A pz+ipy —Dz
det(Dp—l)\>:(A—A)-(—1)1+1-det Pe—ipy, —A—XA 0

—p. 0 —A-A
0 Dz Pz — ipy
+p:- (*1)34_1 det | A= X pp+ ipy —Pz
—Ds 0 —A-A
0 Dz Pz — ipy

+ (pe +ipy) - (_1)4+1 det | A—X py+ipy —Dz
Py —ipy —A—A 0
=(A=XNA+N((A=N(A+N) +p2+p2+p))
+p2 (A% = N+ p2 + pl +12)
+ (Po + ipy) (P — ipy) (407 + (A = N)(A+ N) + (pr — ipy) (P2 + ipy))
(2.2.14)



= (A= NA+N)(A=N(A+2) +p”)
+p2(A? = N+ p?)
+ (02 + 7)) (A= M)A+ 1) +57)
= (A2 = N2+ p?) ((A2 = N%) +p2 + p2 + p?)
= (A2+p2—)\2)2

Aus der letzten Zeile von lassen sich die Losungen Zl:\/m ablesen, welche nach
Riicksubstitution von A = mec und Multiplikation mit ¢ die Eigenwerte 4+/c2p? + m?2c?
aus[2.2.9)ergeben. Fiir die unitire Tranformation [2.2.10 miissen die Eigenvektoren gefunden
und dafiir das homogene Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix @p + \/m
gelost werden. Mittels Gram-Schmitt Orthogonalisierung kénnen die Eigenvektoren der

zweidimensionalen Eigenrdume so gewéhlt werden, dass sich u ergibt [Tha92|. O

Fiir den Beweis der Selbstadjungiertheit von D auf H'(R?) wird noch ein weiteres

Lemma benotigt.

Lemma 2.2.6 (Darstellung von H™ mittels Fouriertransformation) Es gilt:
H™R™) = {¢ € L*(R™) : (1 + [k[)™/2 Fy e LAR™)} (2.2.15)

Beweis. Siehe |Wer(7, Satz V.2.14]. O
Daraus ergibt sich der Hauptsatz dieses Kapitels [Tha92].

Satz 2.2.7 (Selbstadjungiertheit und Spektrum von D) Der Dirac-Operator D ist selbst-

adjungiert mit dem Sobolev-Raum
(D) = H'(R3)* (2.2.16)
als Definitionsbereich. Sein Spektrum ist gegeben durch
o(D) = (—o0, —mc?| U [mc?, 00) . (2.2.17)
Beweis. Aus Gleichung [2:2.10] und Lemma [2:275] folgt, dass die unitére Transformation
W:=uF (2.2.18)
den Dirac-Operator in einen Multiplikationsoperator mit der Diagonalmatrix

(WDW ) (p) = BA(p) (2.2.19)



umwandelt. Damit folgt, dass D selbstadjungiert auf
DD) =W D (BAL)) = F L u D (BA() = F 1D (BA() (2.2.20)

ist. Dabei wurde die Schreibweise SA(+) = ¥ — BA(p)Y verwendet und genutzt, dass
™! als unitdre Transformation den Definitionsbereich eines Multiplikationsoperators

unveréndert lasst. Die Menge © (SA(-)) kann geschrieben werden als
D (BA() = {v € LA(R3, d®p)Y /1 + |p[2y € L2(R®,d%p)*} . (2.2.21)
Nach Lemma folgt deswegen
FD(BAC) = H' (R . (2.2.22)

Das Spektrum von D ist durch das Spektrum des Multiplikationsoperators SA gegeben,
welches dem Bild der Funktionen \;(p),7 = 1,...,4 entspricht. O

2.3 Negative Energien und Zitterbewegung

In diesem Abschnitt werden die Losungen positiver bzw. negativer Energie und die soge-
nannte Zitterbewegung diskutiert. Insbesondere wird erklart, warum spéter in Kapitel

ausschliefflich Wellenfunktionen positiver Energie angenommen werden.

2.3.1 Negative Energien

Die oberen beiden Komponenten des diagonalisierten Dirac-Operators S\;(p) im trans-
formierten Raum W L?(R?)* gehoren zu Wellenfunktionen positiver Energie, withrend
die unteren beiden Komponenten zu Wellenfunktionen negativer Energie gehoren. Aus
diesem Grund kénnen die Unterrdume positiver (Hpos) bzw. negativer (Hneg) Energie fiir
Y € L*(R3,d3z) definiert werden durch

Upos = W (1+5)W1/1

wneg = Wﬁ 5(1 - 5)W”¢

(2.3.1)

Da die beiden Unterrdume zueinander orthogonal stehen, kann H = L?(R3)* zerlegt
werden in

M = Hpos ® Hneg - (2.3.2)



Die orthogonalen Projektoren in die beiden Raume sind gegeben durch

1
pRes =wt SJAE/W (2.3.3)

Da die Projektoren mit dem Dirac-Operator kommutieren, wird ein System positi-

ver /negativer Energie unter Zeitevolution positiv/negativ bleiben.

iD
¢(t) = eXp<—lht>¢ = Pposw(t) < w = Pposw
(2.3.4)

¢(t) = eXp<—i,ZL)t>1/) = Pnegw(t) ~ 1/} = Pnegw

2.3.2 Zitterbewegung

Die sogenannte ,Zitterbewegung, ein Phdnomen, das in der nichtrelativistischen Mechanik
nicht auftritt und eine Folge der Mischung positiver und negativer Energiezusténde ist,
wird in diesem Abschnitt diskutiert.

Der Operator der Geschwindigkeit ergibt sich aus der Zeitableitung des Ortsoperators
x(t) = exp(%t)mexp (—%t). Wenn x als Standardortsoperator gewahlt wird, d. h. als
Multiplikationsoperator im Ortsraum, dann ergibt sich der sogenannte Standardgeschwin-

digkeitsoperator als
—x(t) = ﬁ[D,w(t)] =ca(t) . (2.3.5)

Hierbei wurde der Kommutator formal ausgewertet ohne den Definitionsbereich dieses
Operators genauer zu betrachten. Wie im Anhang unter Abschnitt bewiesen wird,
ist der Ausdruck wohldefiniert und die folgenden Uberlegungen auch ,mathematisch®
abgesichert.

Die Matrix ca hat mit den Eigenwerten {—c, ¢} ein rein diskretes Spektrum und ce(t)
ist unitér dquivalent zu ca.. Es folgt, dass o(ca(t)) = {—c, ¢} fiir alle Zeiten ¢ sein muss.
Damit ergibt sich das paradoxe Resultat, dass eine Geschwindigkeitsmessung zu einem

beliebigen Zeitpunkt nur die beiden Werte —c oder ¢ ergeben kann.

Aufgrund des Korrespondenzprinzips und der aus der klassischen relativistischen Mecha-
nik bekannten Beziehung v = ¢*p/E wiire a priori ¢?p D! als Geschwindigkeitsoperator
zu erwarten gewesen. Dieser Operator ist stetig mit Spektrum [—c, ¢] und ist, weil mit
D kommutierend, eine Erhaltungsgrofe freier Teilchen. Wir bezeichnen ¢?2p D! als den

klassichen Geschwindigkeitsoperator.

10



Die Zeitableitung des Standardgeschwindigkeitsoperators ist gegeben durch

d iD \1i iD
mit dem Kommutator

[D, ca] = {D,ca} —2caD
= {cap + mc?B, ca} — 2caD
= {cap, ca} — 2caD (2.3.7)
=2¢%p — 2caD
= —2(ca — CQPD_I) D

Der Ausdruck ca — ¢2p D! wird mit F bezeichnet und kann als Differenz zwischen
klassischem und Standardgeschwindigkeitsoperator interpretiert werden. Da D und F

wegen

[D,F] = [D,ca] — [D,*pD !

=—-2FD -0 (2.3.8)
={D,F} =0
antikommutieren, folgt
D, cal = 2% DF . (2.3.9)

Weiterhin gilt, wegen {D, F'} = 0, fiir die Zeitentwicklung von F'

iD iD 2iD
F(t) = exp ki’ F exp ) = exp 2 F (2.3.10)
h h h
und damit
d i 2iD
&ca(t) = 2% Dexp(ht>F . (2.3.11)

Damit ergibt sich die Zeitentwicklung des Standardgeschwindigkeitsoperators durch

11



Integration von Gleichung [2.3.11| mit ca(0) = cex als

t2iD 21Dt
ca(t) = / ! exp( ! )th
o h h

— F(t) - F(0) + ca (2.3.12)
=cpD 4 F(t)
Die Zeitentwicklung des Ortes ist dann gegeben durch
t
x(t) = / ca(t)dt
Ot
= /0 ApDT () dt (2.3.13)

h 2iDt
2 -1
= D t4+ — —1|F
rrer? top <eXp< I > )
klassischer Term 4
Zitterterm

Es ergibt sich demnach eine Bewegung proportional zur Zeit geméaft dem klassischen Term

mit einer schnellen Oszillation die durch den Zitterterm gegeben ist.

Da F und D antikommutieren folgt

FPI?;; = P;c‘fng (2.3.14)
und damit
PyosFPyos = PregF Preg =0 . (2.3.15)

Ist ein System 1) in einem Zustand ausschlieflich positiver oder negativer Energie prépa-

riert, so ergibt sich mit

(W(t)|zep(t)) = (Ylzy) + (Y|PpD 1 ap)t, 1 € Hpyosoder Haeg (2.3.16)

die klassische Bewegung eines Teilchens.

So klar die Zitterbewegung mathematisch hergeleitet werden kann, so problematisch
ist sie fiir die physikalische Interpretation. Aus diesem Grund wurden auch alternative

Ortsoperatoren wie z. B.

T = Pposwppos + Pnegwpneg (2317)

12



definiert. Allerdings ergeben sich dadurch andere Probleme in der physikalischen Interpre-
tation [Tha92, Kapitel 1.7]. Zusammenfassend wird im Rahmen dieser Arbeit deswegen
angenommen, dass die verwendeten Wellenfunktionen ausschliefslich positive Energien

besitzen.

2.4 Losung der Bewegung in einer Dimension

Soll die Dirac-Gleichung des freien Teilchens ([2.1.12]) eine Bewegung in einer Raumrichtung,
z.B. entlang der Kanten eines Graphen, beschreiben, so lautet die Gleichung (0.B.d.A. in
z-Richung)

ih o (1, @) = Dt )

= (cazps + fmc?)P(t, @)

(2.4.1)

Nun gibt es zwei konzeptionell verschiedene Wege den Dirac-Operator auf Graphen zu
realisieren. Im historischen Ansatz von Ruedenberg und Scherr fiir den Schrédingeroperator
reprasentierte der Graph ein konkretes Molekiil welches durch ein Teilchen im Kasten
entlang der Kernverbindungsachse beschrieben wurde [RS53]. Die Ausdehnung des Kastens
orthogonal zur Kernverbindungsachse wurde dann so stark verkleinert, dass nur noch
die z-Richtung fiir die Beschreibung des Problems relevant war. Wird dieses Modell auf
den Dirac-Operator iibertragen, so ergibt sich eine Beschreibung mit vierdimensionalen

Spinoren bei denen die Bewegung auf die x-Richtung beschriankt ist.

Wird das Problem von vornherein auf eine Dimension beschrénkt und die Bedingungen
an o; und 8 aus der urspriinglichen Herleitung nochmals betrachtet, so ergibt sich,
dass bei drei oder weniger Matrizen «;, 8 nur noch eine Dimension von 2 x 2 erforderlich
ist und die Paulimatrizen bereits ausreichen, um Gleichung zu erfiillen.

Die Beschreibung mittels zweidimensionaler Spinoren erleichtert die mathematische
Behandlung, weist aber den grofsen Nachteil auf, dass die physikalische Interpretierbarkeit
bestimmter 3 + 1 Raum-Zeit-Symmetrien nicht mehr gegeben sind [WZ15|. Die Spektren
sind dagegen in beiden Féllen gleich, oder wie es bei Bolte und Harrison heifst: ,/The
spectrum is independent of the choice of spinors so the physics of the system cannot

distinguish the language used to describe it.“
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2.4.1 Vierdimensionale Spinoren

Soll die Dirac-Gleichung (2.1.12)) ein System in einer Dimension, z. B. entlang der Kanten
eines Graphen, beschreiben, so ergibt sich der Hamiltonian aus Gleichung als

iho(1,2) = Dip(t, )

= (caspy + Bmc?)Y(t, )

(2.4.2)

In Gleichung 2.4.1] wird y statt des kanonischen x als Raumrichtung verwendet, da-
mit sich unter Verwendung von ag die gleiche Matrixdarstellung wie in der Literatur
[BHO3| ergibt. Fiir positive Energien (vlg. Abschnitt ergeben sich die Losungen der

Eigenwertgleichung

Dy(z) = Ey(z) (2.4.3)
als
1 0
0 . 1 '
V() = pa 0 exp(ikz) + pg i exp(ikz)
iv(k 0
v(k) (2.4.4)
1 0
0 : A 1 .
+ fla exp(—ikx) + fig | . exp(—ikx)
iy (k)
—in(k) 0
mit £ > 0 und
2
v(k) = Eh%, E = /(hck)? + m2ct . (2.4.5)

Es wurde mit der De-Broglie Beziechung zwischen Impuls p und Wellenzahl k gewechselt.

2.4.2 Zweidimensionale Spinoren

Wenn die Bedingungen an a; und 3 aus der urspriinglichen Herleitung nochmals
betrachtet werden, so ergibt sich, dass bei drei oder weniger Matrizen «;, 8 nur noch eine
Dimension von 2 x 2 erforderlicht ist und die Paulimatrizen 2.1.9] bereits ausreichen, um
Gleichung zu erfiillen. Auch im 2 x 2 Fall gilt natiirlich, dass durch Ahnlichkeit-
stransformation beliebige andere Matrizen gewihlt werden konnen, die Gleichung [2:1.7]

erfiillen. In dieser Arbeit wird analog zu Bolte und Harrison die Darstellung mit den
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Paulimatrizen oy und o3 gewahlt [BHO3|

ihaatl/}(t, x) =Dyt x)

= (Cagpx + U3m02)w(t’ )

(2.4.6)

Um die Gleichung dhnlich dem dreidimensionalen Fall zu schreiben, setzen wir im

eindimensionalen Fall
a=o0y (=03 (2.4.7)

und konnen damit

ih (1, 2) = (caps + Bme? )b (1, ) (24.8)

schreiben. Wieder fiir positive Energien (vlg. Abschnitt ergeben sich die Losungen

der Eigenwertgleichung

Dy(z) = Ey(z) (2.4.9)

als
1 . N 1 .
Yr(x) = p(k) (17(/{)) exp(ikx) + (k) <—i7(k')> exp(—ikz) . (2.4.10)

wobei y(k) und E wie in Gleichung definiert bzw. durch k parametrisiert sind.

Die Beschreibung mittels zweidimensionaler Spinoren kann auch durch eine unitére

Transformation der Gleichung [2.4.2] begriindet werden. Seien dafiir o und 3 geméaf
Gleichung

0O 0 0 —i 10 0
0 O 0 01 0
a= ' . B= (2.4.11)
0 -1 0 O 00 -1 0
i 0 0 0 00 0 -1
und die unitare Transformation U
1 1 0 O
1 0 0 -1 1
U=— (2.4.12)
vV21-11 0 0
0O 0 1 1
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Die Transformation von « und S mittels U ergibt die Blockdiagonalmatrizen

0 —i 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 -1 0 0

UaU™! = ., UpUTl = (2.4.13)
0 0 0 0 1 0
0 —i 0 0 0 —1

Jeder der zwei 2 x 2 Blocke repréasentiert die Beschreibung mittels zweidimensionaler
Spinoren geméft Gleichung Es muss nochmals betont werden, dass die physikali-
schen Interpretation von Spin, Teilchen und Antiteilchen, Zeitumkehrinvarianz etc. bei

zweidimensionalen Spinoren teilweise nicht mehr gegeben ist [WZ15|.
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3 Die Dirac-Gleichung auf
Quantengraphen

3.1 Quantengraphen

Definition 3.1.1 (Graph) Wir bezeichnen den Graphen G = (V, E) als das Paar aus
einer abzahlbaren Menge V' von sogenannten Knoten (englisch Vertices) und einer Menge
E c {{v,w} : vw € V,u # w} von sogenannten Kanten (englisch Edges). Wenn
e = {v,w} € E so sagen, wir dass v und w durch e verbunden sind und schreiben v ~ w.

Ein Pfad der Linge n ist eine Sequenz von n verbundenen Knoten
V1 ~ Uy~ ...~ Up_1 "~ Up

Ein Graph heifit zusammenhdngend, wenn zwei beliebige Knoten durch wenigstens einen
Pfad miteinander verbunden sind. Die Valenz oder der Grad eines Knotens v ist definiert
durch deg(v) == |{e € E : v € E}|. Fir die Anzahl der Kanten in einem Graphen schreiben
wir B := |E|.

Unter gewissen Umstdinden ordnen wir den Kanten eine Richtung zu und behandeln in
diesem Fuoll E als eine Menge von Zweiertupeln. Den Startknoten einer gerichteten Kante
e = (v,w) wird mit p(e) = v, der Endknoten mit q(e) = w bezeichnet. Ein Graph mit

gerichteten Kanten wird als gerichteter Graph bezeichnet.

Definition 3.1.2 (Metrischer Graph) Wird ein Graph G = (V, E) mit einer Funktion
L: E — R, ausgestatet, die jeder Kante eine Linge zuordnet, so spricht man von einem
metrischen Graphen und schreibt G = (V,E,L).

Definition 3.1.3 (Adjazenzmatrix) Sei G = (V, E) ein Graph mit V = {v1,...,v,} und
E ={e1,...,en}, dann ist die Adjazenzmatriz N(G) € {0,1}™" gegeben durch

1 wenn v; ~ v,
0 sonst
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Definition 3.1.4 (Inzidenzmatrix) Sei G = (V,E) ein gerichteter Graph mit V. =
{v1,...,vn} und E ={ey,...,en}, dann ist die Inzidenzmatriz B(G) € {0,1}"™™ gegeben
durch

1 wenn v; = p(e;)
B;j:=1<0 wenn v; ¢ €; (3.1.2)

-1 wenn v; = q(ej)

Definition 3.1.5 (Periodische Pfade [KS99b|) FEin Pfad ist eine Folge verbundener
Kanten (i1,12), (i2,13),... mit i; € V. Eine dazu dquivalente Beschreibung ist eine Folge

benachbarter Knoten i1,io, ... sodass B =1 ist. Ein Pfad ist periodisch mit Periode

bmsimnt 1
n, wenn (in,int1) = (intk, intk+1) gilt. Der Code eines n-periodischen Pfades ist eine
Folge von n Knoten, die den Pfad festlegen. Unter Nutzung der Aquivalenzrelation iy, n =
im werden dann nur Kanten (im,im+1) betrachtet fir die 1 < m < n gilt. Dadurch
definiert jeder Code bis auf zyklische Permutationen den gleichen Pfad. Die periodischen

Pfade (PP) konnen weiter eingeteilt werden in

— Irreduzible, periodische Pfade sind PPs, die sich nicht selber schneiden. Damit kann

jeder Knoten mazimal einmal im Code auftauchen und die Linge des Codes ist

durch |V| beschrinkt.

— Reduzible, periodische Pfade sind Pfade, deren Code aus den Codes irreduzibler

PPs zusammengesetzt ist.

— Primitive, periodische Pfade sind Pfade, deren Code nicht als Wiederholung von

Codes anderer Pfade geschrieben werden kann.

In dieser Arbeit werden ausschliefslich zusammenhéngende Graphen angenommen. Auf
den Kanten dieser Graphen soll der eindimensionale Dirac-Operator (2.4.1]) mit geeigneten
Nebenbedingungen realisiert werden. Dafiir muss zunéchst ein geeigneter Funktionenraum

definiert werden.

Definition 3.1.6 (Quantengraphen) Sei G = (V, E, L) ein gerichteter, metrischer Graph

undn € Ny, so kann jeder Kante ein Intervall [0, L.| vom Start- zum Endknoten zugeordnet
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werden. Damit kann der Hilbertraum folgendermaflen definiert werden

M= L*([0, L))"

ecE

Wlo) =D (Wle).

eeE

n Le
=33 [ EEsw . voen

eckE 1=1

(3.1.3)

Einen Graphen auf dem analog zu|3.1.5 ein Funktionenraum definiert ist, bezeichnen wir
als Quantengraphen und schreiben H(V, E,L).

Auf einem geeigneten Unterraum von H soll der eindimensionale Dirac-Operator aus
Definition als selbst-adjungierter Operator realisiert werden. Dabei ist es vorteilhaft
zwischen der Beschreibung mittels zweidimensionaler (n = 2) und vierdimensionaler
Spinoren (n = 4) zu wechseln. Wegen Satz[2.2.7)ist zu vermuten, dass der Definitionsbereich

@ HY([0, L))" (n € {2,4}) gewiithlt werden kann. Im Folgenden werden wir zeigen, dass
eck
dieser Raum abhéngig von den Nebenbedingungen noch weiter eingeschrankt werden

muss. Dafiir werden symplektische Formen und insbesondere Satz benétigt, welche
im folgenden Abschnitt eingefiihrt bzw. bewiesen werden. Anschlieffend wird der Dirac-
Operator zuerst mit zweidimensionalen dann mit vierdimensionalen Spinoren auf einem

Graphen realisiert.

3.2 Symplektische Formen

In diesem Abschnitt werden symplektische Formen mit den Mitteln der klassischen linearen
Algebra eingefiihrt. Es werden nur die wichtigsten Definitionen und Séatze aufgefiihrt.
Insbesondere Satz ist fiir spatere Beweise wichtig. Ausfiihrliche Zwischenschritte
und notwendige Lemmata finden sich im Anhang [5.2] Die Beweisideen stammen teilweise
aus der Literatur, wurden aber von reellen auf komplexe Réume verallgemeinert und

vereinheitlicht.

Definition 3.2.1 (Sesquilinearform) Sei V ein C-Vektorraum. FEine lineare Abbildung

w: V xV — C ist eine Sesquilinearform, wenn sie folgende FEigenschaften besitzt.

1. Linearitat im zweiten Argument

Yo, wi,we € V,a,b € C: w(v, aw; 4+ bwa) = aw(v, wr) + bw(v, wa) (3.2.1)
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2. Semilinearitdt im ersten Argument

Yoi,ve,w € Vya,b € C: w(avy + bvy, w) = aw(v, w1) + bw(v, ws) (3.2.2)

Definition 3.2.2 (Symplektische Form [EM99|) Sei V' ein C-Vektorraum. Eine symplek-
tische Form ist eine schiefhermitesche, nicht ausgeartete Sesquilinearform auf V. Das
heift zusdtzlich zu den Eigenschaften in Definition [3.2.1] miissen folgende Bedingungen

erfillt sein:

1. Schief-Hermitizitdt

Yo,w e V: w(v,w) = —w(w,v) (3.2.3)
2. Nicht-Ausgeartetheit

YVo#0eV :3weV :wvw)#0 (3.2.4)

Definition 3.2.3 (Symplektischer Vektorraum) FEin C-Vektorraum auf dem eine sym-
plektische Form definiert ist, wird als symplektischer (Vektor-)Raum bezeichnet.

Satz 3.2.4 (Matrixdarstellung symplektischer Formen) Sei V' ein symplektischer Vek-
torraum endlicher Dimension n und w eine symplektische Form auf diesem Raum. Sei
B = (v1,...,v,) eine beliebige Basis und Q2 die Matrizdarstellung von w, die sich aus der

Wahl von B ergibt. Dann ist Q) schiefhermitesch und invertierbar.

Beweis.

1. Schief-Hermitizitat:

Qij = w(vi,v5) = *m =—Qj; (3.2.5)

)

2. Invertierbarkeit: Sei v € V und damit

n

Qu = Zw(vi,v)vi . (3.2.6)

=1

Nehme fiir einen Widerspruch an, dass v # 0 € ker(2). Dann folgt, dass w(v;,v) =0
fiir alle ¢ ist, da die v; nach Annahme eine Basis bilden. Da w nicht ausgeartet ist,

folgt der Widerspruch v = 0.
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Wenn im folgenden Abschnitt von einem symplektischen Vektorraum V' gesprochen wird,
so wird davon ausgegangen, dass dessen symplektische Form als w mit Matrixdarstellung

Q) bezeichnet wird.

Beispiel 3.2.5 Sei V = C?" und

0 1
(n ) .

w(v,w) = (v|Jw) (3.2.8)

Dann ist durch

eine symplektische Form definiert. Diese wird auch als kanonische symplektische Form

bezeichnet.

Mittels Gram-Schmitt-artiger Orthogonalisierung kann der folgende Satz konstruktiv

bewiesen werden.

Satz 3.2.6 (Kanonische Matrixdarstellung [Jag]) Sei V = C?" ein endlicher, symplekti-
scher Vektorraum gerader Dimension, dann kann eine Basis B so gewdhlt werden, dass

die Matrizdarstellung Q) der symplektischen Form folgende Gestalt erhdlt

0 1
Q:J:(_l 0) . (3.2.9)

Definition 3.2.7 (Symplektisches Komplement) Sei V' ein symplektischer Vektorraum
und W C V ein Unterraum von V. Dann ist das symplektische Komplement W definiert
durch

Wh={veV|VweW:whw) =0} . (3.2.10)

Der Unterraum W wird
1. isotrop genannt, wenn W C W'
2. maximal isotrop bzw. lagrangesche genannt, wenn W =W .

Definition 3.2.8 Scien A,B € C™" Matrizen und v,w € C™. Dann ist der Unterraum
M(A,B) von C?* durch die Losungen des homogenen Gleichungssystems

(A, B) (“) = Av+Bw =0 (3.2.11)
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definiert.
Mit diesen Vorarbeiten ergibt sich der Hauptsatz dieses Abschnittes.

Satz 3.2.9 (Lagrangeraum als Gleichungssystem |[KS99a]) Sei V = C?" und die Basis so
gewdhlt (Satz , dass w mit Q = J die kanonische Matrizdarstellung erhdlt. Seien
AB e C™", dann ist M(A,B) genau dann ein Lagrangeraum, wenn (A, B) vollen Rang
besitzt und ABT selbstadjungiert ist.

Beweis. Sei (A,B) eine Matrix mit vollem Rang und AB' selbstadjungiert. Es gilt wegen
des Ranges dim(M (A, B)) = n, womit zu zeigen bleibt, dass M(A,B) isotrop ist. Mit = €
M(A,B) und d* als der k-ten Spalte von (A, B)*, ldsst sich das Gleichungssystem
schreiben als V1 < k < n: <dk‘x> = 0. Da die d* linear unabhingig sind, spannen sie den
n-dimensionalen Unterraum M (A, B)* auf. Nach Lemma muss nur noch gezeigt

werden, dass die d* einen isotropen Raum aufspannen, was auf die Bedingung
(A,B)J(A,B)t = ABT — BAT =0 (3.2.12)

fithrt, die genau dann erfiillt ist, wenn AB' selbstadjungiert ist. O

3.3 Zweidimensionale Spinoren

3.3.1 Selbstadjungierte Realisierung auf Graphen

Es soll der gréftmogliche Unterraum von € H!([0, L.])? gefunden werden auf dem
eck
D selbstadjungiert definiert werden kann. Das heifit es soll der grofstmogliche Unter-

raum gefunden werden, fiir den (¢|D ) = (|D ¢) gilt. Wird die symplektische Form w

folgendermafsen definiert

w(g,¥) = {(¢|DY) — (YD ¢) (3.3.1)

so ergibt sich mit der Sprache von Definition dass ein maximal isotroper Unterraum
bzgl. w gefunden werden soll. Partielle Integration liefert fiir [3.3.]

w(6,) = he Y (VE(0)85(0) = ¥5(Le)d(Le) — v5(0)1(0) +u5(Le)d) (L)) - (33.2)

ecE

Die symplektische Form héngt also nur noch von den Funktionswerten bei 0 und L, ab.
Um die Notation zu vereinfachen, wird analog zur Literatur die sogenannte ,Einsetzungs-
abbildung® [] H — C?™ definiert [BHO03} KS99a].
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Definition 3.3.1 (Einsetzungsabbildung) Sei E = {e1,..., ey} die Menge der Kanten
und H ein Quantengraph aus Definition [3.1.6, Wir definieren:
[]: H — C™
s <¢1) _ ( (W10, .., 7 (0), ¥ (L), - -, 7 (L)) | T) (3.3.3)

Satz 3.3.2 (Selbstadjungierte Realisierung [BHO3|) Der Definitionsbereich ©(D) mit
dem der Dirac-Operators selbstadjungiert auf dem Quantengraphen H mit Kantenmenge
E ={ei,...,en} realisiert werden kann, ist genau dann maximal gewdhlt, wenn es zwei
Matrizen A, B € C*™2™, gibt, so dass D (D) = [M(A,B)]~! ist, (A, B) vollen Rang besitzt
und ABT selbstadjungiert ist.

Der Ausdruck [-]~! ist dabei das Urbild, der nicht injektiven Einsetzungsabbildung.

Beweis. Mittels Einsetzungsabbildung und der kanonischen symplektischen Form J (Bei-

spiel [3.2.5)) lasst sich Gleichung schreiben als

_ _ 1 0 1)\ (1
B T

Um die Lagrangerdume im Funktionenraum H zu finden, miissen also nur noch die
Lagrangeriume bzgl. J in C*™ gefunden werden. Das Urbild von [-] ergibt dann die Menge
auf der D als selbstadjungierter Operator definiert werden kann. Insbesondere kann mit
zwei Matrizen A, B € C?*™?™ das Gleichungssystem

A + By =0 (3.3.5)

aufgestellt werden um Satz anzuwenden. Es folgt dann, dass durch die Lésungen
genau dann ein Lagrangeraum aufgespannt wird, wenn (A,B) € C2™4™ vollen Rang
besitzt und AB' selbstadjungiert ist. O

3.3.2 Nebenbedingungen und Konnektivitat

Eine Beziehung zwischen den Matrizen A, B und dem Graphen und seiner Konnektivi-
tat wird durch Nebenbedingungen hergestellt, die an den Knoten erfiillt sein miissen.
Eine solche Bedingung ist zum Beispiel dadurch gegeben, dass Stetigkeit in der ersten

Komponente eines Spinors gefordert wird

Yo e V:Ve,e € By: ¢5(v) = ¢ (v) . (3.3.6)
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deg(v)

Wy + 1

\. > 1
/

Wy

Abbildung 3.1: Ein einzelner Knoten an dem Nebenbedingungen spezifiziert werden
sollen.

Diese Kontinuitdtsbedingung an einem einzelnen Knoten wiirde bei geeigneter Sortierung

zum Beispiel zu einer Matrix A folgender Gestalt
I -1 (3.3.7)

fiilhren. Im Folgenden nehmen wir an, dass die Nebenbedingungen an einem Knoten
unabhéngig von den anderen Knoten im Graph gestellt werden und wir die Knoten einzeln
betrachten konnen. Das Ziel ist es dann die Matrizen A und B aus den Nebenbedingungen
an den einzelnen Knoten AY und BY aufzubauen. Fiir die weitere Analyse sortieren wir
die Menge der Kanten E, an einem Knoten v wie in Abbildung so0, dass zuerst die w,
abgehenden und dann die eingehenden Kanten auftauchen. Damit kann der Vektor 1)

mit den Funktionswerten an v definiert werden als

¢v — (wi)) e (C2deg(v)

3

) . N eal 3.3.8
P ;:< L), ..., (0), T (L 41), - -+ fg()(Ldegm)) (3:38)
Wy = (h(0), ., —05" (0), 05" (Luys1), -+ U5 (Laegn) )
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Die Nebenbedingungen am Knoten v kénnen dann durch Matrizen AY und B kodiert

werden, so dass
A7 + B3 =0 (3.3.9)

erfiillt sein muss. Der folgende Satz zeigt, dass die Nebenbedingungen an einzelnen
Knoten ausreichen, um A und B eindeutig zu definieren und dass der Rang und die
Selbstadjungiertheit von A und B an den einzelnen Matrizen AY und B iiberpriift werden

kénnen.

Satz 3.3.3 (Blockweise Nebenbedingungen) Nehme an, dass die Nebenbedingungen an
einem Knoten unabhdngig von den anderen Knoten im Graph gestellt werden, diese
Nebenbedingungen mittels Matrizen A und BY wie in Gleichung [3.5.9 formuliert werden

und dass A zeilenweise aus AY gemdfs

Av Ey,

A= : : (3.3.10)

A’Un R EU

n

aufgebaut wird. Dabet wird AV dort mit Nullspalten aufgefillt, wo Eintrige nicht in
auftauchen. Wenn B analog aufgebaut wird, dann gilt A,B € C2™2™ ynd (A, B) € C2mAm
besitzt genau dann vollen Rang, wenn (AV,BY) fir alle v vollen Rang besitzt. Aufierdem

ist ABT genau dann selbstadjungiert, wenn A¥(B)! fiir alle v selbstadjungiert ist.

Beweis. Wegen Lemma [3.3.4] gilt A, B € C*™?™ und kann zeilenweise indiziert durch
E,,v € V angenommen werden. (Siehe Gleichung

Aus den unabhéngig gestellten Nebenbedingungen und der Konstruktion des Auffiillens
mit Nullspalten folgt, dass, wenn eine Spalten in den Zeilen E, ungleich Null ist, sie in allen
anderen Zeilen eine Nullspalte ist. Deswegen kann durch eine orthogonale Transformation
R der Basisvektoren eine Blockdiagonalmatrix A = RAR™! mit den Blocken A aufgebaut
werden. Da die Nullspalten bei A und B an der gleichen Position stehen, werden sie
simultan durch R in die Blockdiagonalstruktur A bzw. B iiberfiihrt. Offensichtlich gilt
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Abbildung 3.2: Einfacher Graph.

rank(A, B) = rank(A, B) und AB' = RAR"'RBTR~! = RABR~!. Der Rang der Matrix
(A, B) kann leicht aus der Blockdiagonalstruktur abgelesen werden und fiihrt auf den
ersten Teil der Behauptung. Selbstadjungiertheit von Matrizen bleibt unter orthogonalen

Abbildungen erhalten, was den zweiten Teil der Behauptung zeigt. O

Lemma 3.3.4 (Handschlaglemma) Sei G = (V, E) ein Graph, dann gilt

) deg(v) =2|E| . (3.3.11)

veV
Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber die Anzahl der Kanten. Wir
beginnen mit der Knotenmenge von G und genau einer Kante und fiigen nacheinander
Kanten hinzu, bis wir den Graphen G rekonstruiert haben. Ein Graph aus zwei Knoten
A und B (Abbildung die durch eine Kante e verbunden sind, erfiillt die behauptete
Gleichheit mit deg(A) + deg(B) =1+ 1 = 2|{e}|. Sei die Behauptung also fiir m Kanten
erfiillt. Wird nun eine Kante zwischen zwei Knoten v und v" hinzugefiigt (gestrichelte
Linie in Abbildung so erhohen sich deg(v) und deg(v’) jeweils um Eins. O

Mittels Satz kann der Selbstadjungiertheitsbedingung in Gleichung [3.3.2] eine
anschauliche physikalische Bedeutung gegeben werden und ein Kirchhoffsches Gesetz
hergeleitet werden. Die ein- und auslaufenden Wahrscheinlichkeitsstromdichten miissen
sich, analog zur Stromstérke und dem Kirchhoffschen Gesetz aus der Schaltungstechnik, an
jedem Knoten zu Null addieren |Kir45|. Fiir den Laplace-Operator findet sich dieser Satz
bereits im Titel der Veroffentlichung , Kirchhoft’s Rule for Quantum Wires* von Kostrykin
und Schrader [KS99a]. Fiir den Dirac-Operator ist der Satz hier explizit formuliert.

Definition 3.3.5 (Relativistische Wahrscheinlichkeitsstromdichte) Seien die drei Orts-
richtungen x,y und z mit 1,2 und 3 notiert. Die relativistische Wahrscheinlichkeitsstrom-

dichte j ist gegeben durch

ji=—¢leasp i€{1,2,3} . (3.3.12)
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Fiir Herleitung und physikalische Bedeutung der Wahrscheinlichkeitsstromdichte sie-
he z.B. [Dir30]. Wenn im eindimensionalen Fall ein a wie in Abschnitt fiir die

Impulskomponente festgelegt wurde, schreiben wir ohne Index j = —¢Taap.

Satz 3.3.6 (Kirchhoffsches Gesetz) Sei G = (V, E) ein Graph mit einem Hilbertraum H
gemafy Satz[3.1.6 auf dem der Dirac-Operator gemafS Satz[3.3.3 selbstadjungiert realisiert
ist. Seien A, B die Matrizen aus Satz[3.3.9 welche das Gleichungssystem fir die notwendi-
gen Nebenbedingungen kodieren. Seien die Nebenbedingungen fiir jeden Knoten unabhdngig
von den anderen Knoten wie in Satz[3.5.3 formuliert. Dann gilt mit der Inzidenzmatriz
aus Definition die folgende Kontinuitditsgleichung

Yo eV: > Byejfv) =0 . (3.3.13)
GGEU

Die ein- und auslaufenden Wahrscheinlichkeitsstromdichten an jedem Knoten miissen sich

demnach zu null addieren.

Beweis. Wir berechnen die Wahrscheinlichkeitsstromdichte explizit als

{0 =i _ _
j=—vlcarp = —C(¢1ﬂ/’2) (i 01> (Z;) = 01(1/127%11 - 7/’1¢2) (3.3.14)

und driicken die integrierte symplektische Form aus Gleichung mittels j aus. Es
ergibt sich

w(6,0) = he' > (W(0)85(0) — ¥ (Le)da(Le) — 15(0)65(0) + (L) (Le) )

eckE

= he Y (¥50)85(0) = w5(0)81(0) — (¥5(L)By(Le) + V5(Le)r (Le) ))

ecl
= he*i ) (5°(0) — §°(Le))
eclE
= hC2iZ ZBweje(v) = hki Z Z By ej¢(v)
ecFE veEe veV eeE,
(3.3.15)
Die geforderte selbstadjungierte Realisierung von D fithrt auf
he’1Y Y Byejé(v) =0
UGV EEEU (3316)
Bzw. Z Z By ej(v) =0
veEV e€Ey
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Wegen Satz [3.3.3] muss die Nebenbedingung an jedem Knoten einzeln erfiillt sein, woraus

Vo eV: Y Byej(v) =0 (3.3.17)
EEEU

folgt. O

Im Folgenden sollen konkrete Nebenbedingungen aufgestellt bzw. diskutiert werden.
Eine mogliche Nebenbedingung ist dadurch gegeben, dass Stetigkeit gefordert wird und
die Spinoren komponentenweise an den Knoten iibereinstimmen miissen. Damit ergibt

sich

Vo € ViVe,e € By: v¢(v) = ¢ (v)

, (3.3.18)
& Vie{l,2}:YweV:Ve e € Ey: ¢f(v) —¢f (v) =0

So intuitiv einleuchtend diese Nebenbedingung erscheint, ist sie bei vielen Graphen doch

zu stark, um erfiillt werden zu konnen, wie das folgende Beispiel [3.3.7] zeigt.

Beispiel 3.3.7 (Kontinuitdtsbedingung) Wir nehmen an, dass G(V,E, L) ein gerich-
teter Graph mit einem Knoten v ist, der drei ausgehende Kanten besitzt (deg(v) = 3)
und wollen zeigen, dass die Kontinuitdtsbedingung (Gleichung nicht erfillt wer-
den kann, wenn Selbstadjungiertheit gefordert wird. Bei geeigneter Indizierung fihrt die
Kontinuitatsbedingung an diesem Knoten (Glez'chung auf die Matrizen

1 -1 0
A= [0 -1
0 0 O
(3.3.19)
1 -1 0
B'’=10 1 -1
0 0 O
mit
AT =0 und BYyp5 =0 . (3.3.20)
Wenn in ein Gleichungssystem der Form
AvapY 4 BUapY = 0 (3.3.21)

iiberfihrt wird, so miissen AY und BY aus AV und BV durch Auffillen mit Nullzeilen
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gebildet werden. In diesem Fall kann M(A”,I@”) kein Lagrangeraum mehr sein, weil die
Dimension zu stark eingeschrankt wird.
Um Satz[3.3.3 zusammen mit Satz[3.3.3 trotzdem anwenden zu konnen, wird

0 0 0
Yoa=10 0 0 (3.3.22)
1 -1 0

gesetzt. Das heifit es wird Gleichheit von genau zwei Spinoren in der zweiten Komponente
gefordert. Es ist dabei beliebig von welchen Spinoren Gleichheit gefordert wird. Auf dem
Raum M(A",BY ) kénnte dann Satz zusammen mit Satzm angewendet werden,
um eine selbstadjungierte Realisierung des Dirac-Operators auf [M(A, Bpoq)] ™! zu zeigen.
Anschlieflend miisste der Definitionsbereich geeignet weiter eingeschrankt werden, um die
Gleichheit aller Spinoren in der zweiten Kompomente sicher zu stellen. Wir werden zeigen,
dass der Dirac-Operator auf [M(A,B.q)] "' nicht selbstadjungiert realisiert werden kann.

Die Matrix

A'BL =10 1 —1|]o 0 -1 (3.3.23)
00 0/\oo0 o

besitzt nur reelle Eintrage und ist genau dann selbstadjungiert, wenn sie symmetrisch ist.
Gleichzeitig ist AY (B%Od)T als Produkt zweier oberer Dreicksmatrizen selber eine obere
Dreicksmatriz. Durch die letzte Spalte von (BY, Od)T ergibt sich unabhdngig von gewdhlter
Position und Vorzeichen ein Nebendiagonalelement ungleich Null. Die Matriz A (IB’T’nOd)T
kann also nicht reell-symmetrisch bzw. selbstadjungiert sein. Es folgt mit Satz[3.3.3, dass
M(A,B,0q) kein Lagrangeraum sein kann.

Eine alternative Nebenbedingung besteht darin Stetigkeit in der ersten und Addition

zu Null in der zweiten Komponente zu fordern

VoeV: (ve,e’ € By: 5(v) = wf’(v)) A <Z Byt (v) = o> . (3.3.24)
eck,

Analog zu Laplace-Operatoren wird diese Nebenbedingung als Kirchhoff-Bedingung be-

zeichnet, da sich die gleichen Matrizen A und B ergeben [vBM13|. Die Kirchhoff-Bedingung

ist nicht nicht zu verwechseln mit dem Kirchhoffschen Gesetz aus Satz [3.3.6] Es kann

leicht gezeigt werden, dass mit dieser Wahl von A und B die Voraussetzungen an Rang

und Selbstadjungiertheit erfiillt sind und Satz angewendet werden kann, um den
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Dirac-Operator selbstadjungiert zu realisieren.

3.3.3 Energieeigenwerte

Mit der Kirchhoff-Bedingung aus Gleichung [3.3.24) wurde eine konkrete Wahl fiir A und
B angegeben, auf der Satz angewendet werden kann (es gibt also mindestens eine
Nebenbedingung fiir die der Dirac-Operator selbstadjungiert realisiert werden kann). In
diesem Abschnitt wird nun angenommen, dass A und B die Voraussetzungen von Satz [3.3.2]
erfiillen. Auflerdem sollen die Nebenbedingungen an jedem Knoten unabhéngig von den
anderen Knoten gestellt werden, womit A und B blockdiagonal in die Matrizen A” und
BY zerfallen. Wegen Satz soll dann an jedem Knoten gelten, dass (A”,B") vollen
Rang besitzt und AB' selbstadjungiert ist. Das Ziel ist es dann, eine Formel fiir die Ener-
gieeigenwerte herzuleiten, ohne auf konkrete Nebenbedingungen wie in Gleichung

zuriickzugreifen.

Definition 3.3.8 (Koeffizientenvektoren) Fir einen gegebenen Knoten werden die Koef-
fizienten der ein- fi¥ und auslaufenden Wellen f1° definiert, wobei die gleiche Sortierung
wie in Gleichung und Abbildung[3.1] angenommen wird. Mit der Losung aus Glei-

chung [2.4.10Q ergibt sich

p' il
_, e . e
_ — . (3.3.25
fi A exp(—ikLyan) | P p L exp(ik Ly, +1) (3.3.25)
ﬂdeg(v) exp (_ideeg(v)> ,udeg(v) exp (ideeg(v))

Lemma 3.3.9 (Knoteniibergangsmatrix) Seien AY,BY so gewdhlt, dass (AY,BY) vollen
Rang besitzt und ABT selbstadjungiert ist. Sei

T(k) := —(AY + iy(k)BY) 1 (AY — in(k)BY) (3.3.26)
dann ist TY(k) unitdr. Die Matriz TV (k) wird Knoteniibergangsmatriz genannt.
Beweis. Wegen der Selbstadjungiertheit gilt

ABY) = (A“(IB%“)T>T = BY(AV)f . (3.3.27)
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Um die Notation zu vereinfachen, wird T und ~ statt T(k) und (k) geschrieben. Damit
folgt

(T = (A° +yBY) (A" — 1B") (%) + i (B)) (&%) — in(@)!) ™
= (A +iyBY) !
<A (A”) T+ry<Av —BY(AY) ) +’YBU(BU)T>
-1

<(A )! =B )T) B (3.3.28)

= (A +iyBY) 1<A” AY) 4+ 4BY(BY)T )((A”)T —i'y(IB%”)T)

= (AY +iyB")" ( Y +iyBY)

()t — @) (4% - i (e))

=1

O]

Lemma 3.3.10 (|BHO03|) Die ein- und auslaufenden Wellen an einem Knoten, reprisen-
tiert durch [i® und 1° aus Definition[3.3.8, sind gemdfs

e — ’]I‘Uij”l}
. . _ _ (3.3.29)
(A" + iy (k)B") "N (AY — iy(k)BY) 3"
durch die Knoteniibergangsmatriz verkniipft.
Beweis. Koeffizientenvergleich von Gleichungen [3.3.8 und [3.3.25| liefert
Yi =@+ pt Yy =iy(k)(E" - pt) (3.3.30)
Einsetzen in Gleichung [3:35] ergibt
OZA’U —’U_’_*—’U +Bﬂi k SV _ 5V
! (lz .u) v 717( U)(u‘ ui - (3:3.31)
& = (A" +iy(k)BY) (A — in(k)BY)E
O]

Um die Energieeigenwerte zu finden, muss die Streumatrix S des gesamten Graphen

aus den Knoteniibergangsmatrizen gebildet werden.

31



Definition 3.3.11 (Streumatrix) Se: w9 der Koeffizient des Spinors auf der Kante
zwischen den Knoten i und j der in die Richtung i — j propagiert. Die Streumatriz

S(ij)(im) st dann definiert durch
Sty am) = Tipamyd™ P (R Lim)) - (3.3.32)

Anschaulich ergibt S die Amplitude eines Spinors der von der Kante (Im) nach (ij)
gestreut wird. Diese ist nur dann ungleich null, wenn die Kanten am gleichen Knoten
verkniipft sind (m = 7). Die Ubergangsamplitude am Knoten m ist durch die Knoten-
iibergangsmatrix T™ gegeben. Wahrend der Bewegung zum Knoten m entlang der Kante
(Im) &ndert sich die Phase geméaf exp (ikL(lm)).

Wird mit derjenigen Indizierung der Knoten und Kanten gearbeitet, die A und B
blockdiagonal in die Matrizen A” und BY zerfallen lésst, so kann die Streumatrix kurz

geschrieben werden als
S(k) =T(k)D(k) . (3.3.33)

Dabei ist die sogenannte Phasenmatrix D(k) eine Diagonalmatrix, die die Phasen exp (ikL(lm))
auf ihren Diagonalelementen enthélt. Als Produkt einer unitdren Matrix mit einer Diago-

nalmatrix aus Phasenfaktoren ist S unitar.

Satz 3.3.12 (Energiecigenwerte |BHO03|) Die Energieeigenwerte sind gemafs Gleichung
durch diejenigen k gegeben fiir die

det (155 — S(k)) =0 (3.3.34)
gilt.

Beweis. Sei p der Vektor der die Koeffizienten aller einlaufenden und ausgehenden
Wellen an jedem Knoten enthélt und demnach aus fi¥ und ¥ zusammengesetzt ist. Die

Streumatrix verkniipft dann die Koeffizienten vor und nach der Streuung g und g’ geméaf
w =Sk . (3.3.35)

Eigenfunktionen des Hamiltonians miissen invariant unter Zeitevolution bleiben. Fiir die

zugehorigen Koeffizientenvektoren muss also
p=Sk)u (3.3.36)

gelten, was auf die behauptete Gleichung fiihrt. O
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3.4 Vierdimensionale Spinoren

3.4.1 Selbstadjungierte Realisierung auf Graphen

Die bisherige Herangehensweise, mittels symplektischer Formen den Definitionsbereich
fiir eine selbstadjungierte Realisierung des Dirac-Operators zu finden, bleibt in die-
sem Abschnitt die gleiche. Statt mit zweidimensionalen soll mit vierdimensionalen
Spinoren gearbeitet werden und der gréfitmogliche Unterraum des Quantengraphen

H = @ H'([0,L])* gefunden werden auf dem D (Gleichung [2.4.2) selbstadjungiert
eckE
realisiert werden kann. Das heifst es soll der groftmogliche Unterraum gefunden werden

fiir den (¢|D ) = (Y|D ¢) gilt. Wird die symplektische Form w analog zu Gleichung [3.3.1

als

w(¢, ) = (9D Y) — (YD ) (3.4.1)

definiert, so ergibt sich wieder mit der Sprache aus Definition [3.2.7] dass ein maximal
isotroper Unterraum bzgl. w gefunden werden soll. Durch partielle Integration gelangen
wir zu einer komplexen symplektischen Form und definieren wiederum eine Einsetzungs-

abbildung.

Definition 3.4.1 (Einsetzungsabbildung) Sei E = {e1,...,en} die Menge der Kanten
und H ein Quantengraph aus Definition [3.1.6, Wir definieren:

[]: H— cém
(¥1(0),-. ., ¥(0), 43(0), ..., 95(0),
st (W) _ GHLL), - (L) W3 (L), U (L)) T
Qﬁ* (_1/}1(0)"_¢£n(0)’¢?1)(0)77¢§n(0)’

i(Ln)s oo O (L), =03 (1) o =05 (Lin)) T
(3.4.2)

Satz 3.4.2 (Selbstadjungierte Realisierung) Der Definitionsbereich ©(D) mit dem der
Dirac-Operator selbstadjungiert auf dem Quantengraphen H mit Kantenmenge E =
{e1,...,em} realisiert werden kann, ist genau dann mazimal gewdhlt, wenn es zwei
Matrizen A, B € C™4m_ gibt, so dass D (D) = [M(A,B)]~! ist, (A, B) vollen Rang besitzt
und ABT selbstadjungiert ist.

Beweis. Mittels partieller Integration, Einsetzungsabbildung und der kanonischen sym-
plektischen Form J (Beispiel [3.2.5)) lasst sich die symplektische Form aus Gleichung
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schreiben als

— _ P 0 1B P
w<¢,w>—<[¢wm>—<(¢2>‘(_I4B 0)( ¢>> . (3.4.3)

Mit dem Gleichungssystem
AYpt + By~ =0 (3.4.4)

folgt der Rest des Beweises analog zu Satz [3.3.2] O

3.4.2 Nebenbedingungen und Konnektivitat

Wie im Abschnitt [3-3:2] ausfiihrlich fiir zweidimensionale Spinoren diskutiert, wird die
Konnektivitdt des Graphen dadurch beriicksichtigt, dass im Gleichungssystem
Nebenbedingungen kodiert sind, die an den Knoten erfiillt sein miissen.

Ohne ausfiihrlichen Beweis halten wir fest, dass Satz auch bei vierdimensionalen
Spinoren gilt und Nebenbedingungen, die an den jeweiligen Knoten unabhéngig von
anderen Knoten gestellt werden, ausreichen um A und B aus den Knotennebenbedingungs-
matrizen A und BY zu definieren. Insbesondere sind in diesem Fall die Voraussetzungen
von Satz [3.4.2] genau dann fiir A und B erfiillt, wenn sie an jedem Knoten fiir A” und
BY erfiillt sind. Wir nehmen im gesamten Abschnitt an, dass die Nebenbedingungen an
jedem Knoten unabhéngig von den anderen Knoten aufgestellt werden.

Analog zu Beispiel ist auch bei vierdimensionalen Spinoren die Kontinuitdtsbedin-
gung

Yo € V: Ve, e € Ey: p¢(v) = ¢ (v) (3.4.5)

im Allgemeinen zu stark.
Aufgrund der Selbstadjungiertheit gilt auch bei vierdimensionalen Spinoren ein Erhal-

tungssatz der Wahrscheinlichkeitsstromdichte.

3.4.3 Energieeigenwerte

Die Energiecigenwerte ergeben sich analog zu den zweidimensionalen Spinoren in Ab-
schnitt [3.3.3l Dafiir werden wiederum die Koeflizientenvektoren der ein- und auslaufenden
Wellen benétigt.

Definition 3.4.3 (Koeffizientenvektoren) Fir einen gegebenen Knoten werden die Koef-
fizienten der ein- i¥ und auslaufenden Wellen ¥ definiert, wobei die gleiche Sortierung
wie in Gleichung und Abbildung[31] angenommen wird. Mit der Losung aus Glei-
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chung [2.4.7) ergibt sich

i fia
1 g
[ fig
; pg" y fig”
gl=1 . nl o= ) . (3.4.6)
(vt exp(—ik Ly, +1) et exp(ik Lo, 41)
ﬂ}),””"'l exp(—ikLy, +1) ,uz,”“'l exp(ik Ly, +1)
~deg(v) kL deg(v) kL
1678 exp(—ik Lgeg(n)) pa>" exp(ik Lacg(v))
d . d .
55 exp(—ik Laeg(v)) 15 exp ik Laog(v))

Alternative Versionen von Lemma[3.3.10]und Satz[3.3.12] konnen auf die gleiche Art auch
fiir vierdimensionale Spinoren hergeleitet werden, um eine Formel fiir die Energieeigenwerte

zu erhalten.

3.4.4 Zeitumkehrinvarianz

In diesem Abschnitt sollen Nebenbedingungen betrachtet werden, die zu zeitumkehrinva-

rianten Systemen fithren. Der Zeitumkehroperator lautet im dreimensionalen Fall in der

Standarddarstellung
0 -1 0
1 0 0 O
T :=—i K (3.4.7)
0 0 0 -1
0 0 1 0

wobei K fiir komplexe Konjugation steht. Bei zweidimensionalen Spinoren ist die Zeit-
umkehr nicht mehr wohldefiniert |WZ15|. Nichtsdestotrotz kann unter Nutzung der

Blockstruktur ein zeitumkehrartiger Operator

N (0 —1
T =i (1 . > K (3.4.8)

fiir zweidimensionale Spinoren definiert werden [BHO03|. Es ist zu beachten, dass 7 und T
zu fundamental unterschiedlichen physikalischen Interpretationen fithren. So kommutiert
7 nur fiir masselose Teilchen mit D. Dementsprechend sind im Falle zweidimensionaler

Spinoren fiir ein zeitumkehrinvariantes System masselose Teilchen erforderlich. Wie
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Bolte und Harrison zeigen, ist es prinzipiell moglich, die Nebenbedingungen, welche zu
Zeitumkehrinvarianz fithren, mittels 7~ auch fiir zweidimensionale Spinoren herzuleiten
und am Ende auf das gleiche Spektrum wie fiir vierdimensionale Spinoren zu kommen
[BHO3|. Durch die inhérenten physikalischen Interpretationsprobleme werden in dieser
Arbeit die zeitumkehrinvarianten Nebenbedingungen ausschliefflich fiir vierdimensionale
Spinoren hergeleitet.

Die allgemeine Herangehensweise ist dabei, dass der Zeitumkehroperator auf die Wellen-
funktion angewendet wird, um dann zu fordern, dass sie weiterhin den gleichen Gesetzen

gehorcht. Dafiir ben6tigen wir folgendes Lemma.

Lemma 3.4.4 (Zeitumkehr Koeffizientenvektoren) Seien v eine Wellenfunktion aus
Gleichung[2.4.4] und [i°, 1° die zugehérigen Koeffizientenvektoren der ein- und auslau-
fenden Wellen am Knoten v gemaf Definition[3.4.3, Seien vy = T4 die zeitumgekehrte
Wellenfunktion und (i, i die zugehirigen Koeffizientenvektoren. Dann gilt

ﬁ’l} — Tﬁv
7 o (3.4.9)
i

Beweis. Beweis durch Nachrechnen. O

Satz 3.4.5 Ein Graph und zugehirige Nebenbedingungen fir den Dirac-Operator fiihren

genau dann zu einem zeitumkehrinvarianten System wenn die Knoteniibergangsmatrizen

J! J
(T)T = TV (3.4.10)
J1 J
erfillen. Dabei ist
0 1
J = ( ) . (3.4.11)
-1 0
Beweis. Gemél Lemma [3.4.4] gilt
—J
=T =i |
—J
(3.4.12)
J
=1 ﬁ
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und

iy =i av . (3.4.13)
J

Es wird gefordert, dass die Beziehung zwischen ein- und auslaufenden Wellen im zeitum-

gekehrten System weiterhin durch die Knoteniibergangsmatrix gegeben ist:

iy = T i

J J
= i v =TY% I
J J
(7 / (3.4.14)
N [0 = Tv v
J1 J
J1 J
= (T)TE" = T : A°
J1 J

Da T vollen Rang besitzt und fi® ungleich Null ist, kann , gekiirzt werden, was den Beweis
schliefst. O

Aus der Reihenfolge der Kanten in der Definition von fi, fi folgt, dass die
Knoteniibergangsmatrix in 2 x 2 Blocke (T?) zerfiillt welche die Spinoren, die auf der
Kante b einlaufen, mit den Spinoren, die auf der Kante ¢ auslaufen, verkniipft. Die
Kantenindizes b und ¢ entsprechen dabei den Superskripten in Gleichung

Lemma 3.4.6 Es liegt genau dann ein zeitumkehrinvariantes System vor, wenn die 2 X 2

Blécke (T?)* der Knoteniibergangsmatriz TV
(TV)be = det((T”)d’> ((T¥)) (3.4.15)

erfillen.

Beweis. Fir die 2 x 2 Blocke setzen wir

(T*)* = (T 8) (3.4.16)
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all.

Wird die linke Seite von Gleichung explizit geschrieben, ergibt sich

(Tv)ll o (Tv)ldeg(v) T
(Tv)cb
(']I‘U)T = (Tv)bc
(']I*v)deg(v)l o (Tv)deg(v) deg(v)
3.4.17
((Tv)ll)T o ((']Iw)deg(v)1>T ( )
. ((Tv)bc)T
= ((Tv)cb)T
((Tv)ldeg(v))T o ((Tv)deg(v) deg(v))T
Mit der linken Seite von Gleichung folgt aus der Gleichung
(T)%)T = J=1(TV)%J = (“’ _“> , (3.4.18)
-5 T
die Bedingung, dass
ros
Tv cb _
" <U w> (3.4.19)
(Tv)bc _ r.o =S N
—v W
erfiillen muss. Es folgt, dass
(T%)e(T?) = det((’]I‘”)d’> 1 (3.4.20)
und damit die Behauptung. O
Lemma 3.4.7 Seien up, u. € SU(2) und
rﬁwv be _ ur (T bcuc—l
(T = u(T") (3.4.21)
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dann erfiillen (T?)* und (T*)®* Gleichung genau dann, wenn

() = [(T)| (T)) (3.4.22)

gilt.

Beweis.

Cc

— det(ue) det((T”)°b> det (up ) up((T)) ~Lug ! (3.4.23)

O

Definition 3.4.8 (Kronecker-Produkt) Ist A eine m x n-Matriz und B eine p x r-Matriz,
so ist das Kronecker-Produkt C = A® B definiert als

AnB .-+ AuB
C= (AZ] : B) = - . (3.4.24)
AmB -+ ApnB

Mit dem Kronecker-Produkt und Lemma [3.4.7] kann eine zeitumkehrinvariante Knoten-

iibergangsmatrix als

U1l

TV = <X® <1 0>> (3.4.25)
0 1

Udeg(v) Udeg(v)~1

geschrieben werden. Wobei X eine symmetrische, unitére deg(v) x deg(v) Matrix und
u; € SU(2) ist. Offensichtlich erfillt X ® 15 die Bedingungen von Lemma und kann
gemék Lemma ahnlichkeitstransformiert werden. Wird aufserdem durch

X=0Xo"! (3.4.26)

obendrein gefordert, dass X invariant unter Permutationen o der Kantenindizes ist, so
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muss
q—1 q

X = exp(if) , L+ expliv) exp(iw)

2o (o) (3.4.27)

q q—1
gelten. Die Notation ist eine Kurzschreibweise dafiir, dass alle Diagonalelemente gleich

g — 1 und alle Nebendiagonalelemente gleich ¢ sind. Der vorangestellte Phasenfaktor kann

fiir die weitere Herleitung als Eins angenommen werden.
Satz 3.4.9 (Zeitumkehrinvarianz der Kirchhoff-Bedingung) Die Nebenbedingungen
VoeV: (ve, ¢ € By S(v) = z/;f’(fu)> A (Z By tS(v) = 0) . (34.28)
BGE'U
aus Gleichung fihren zu einem zeitumkehr- und permutationsinvarianten System.

Bewets. Die Knotennebenbedingungsmatrizen lauten:

1 —1 0 0
AY = h B’ = |- h . (3.4.29)

-1 0o ... 0

0 0 0 0 11 11

Einsetzen in Gleichung [3.3.26/ und Ahnlichkeitstransformationen liefern fiir die Knoten-

iibergangsmatrix

U1
T =
Udeg(v)
2 __1 2
deg(v) deg(v)
& (1 0) (3.4.30)
0 1 4.
2 2 -1
deg(v) deg(v)
ufl
Udeg(v)—1
]

Interessanterweise taucht (k) in Gleichung|3.4.30| nicht mehr auf. Die Matrix T ist also
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unabhéngig von Masse und Wellenzahl des betrachteten Teilchens. Bei Bolte und Harrison
ist diese Eigenschaft zentral in der zeitumkehrinvarianten Beschreibung massebehafteter

Teilchen mittels zweidimensionaler Spinoren [BHO3|.

3.5 Spektrale Dichte

In diesem Abschnitt soll eine Formel fiir die spektrale Dichte hergeleitet werden. Es
werden Kirchhoff-Nebenbedingungen (Gleichung [3.3.24) angenommen, womit die Kno-
teniibergangsmatrix eine Form geméaf Gleichung [3.4.30] annimmt. Dafiir werden einige

Definitionen und Lemmata bendtigt.

Definition 3.5.1 (Distributionen und ihre Ableitung) Sei Q@ C R™ eine offene Menge und
(C5°(Q), Ill) der Raum der glatten Funktionen mit kompaktem Trdger tiber Q@ ausgestattet
mit der Supremumsnorm. Der Raum (C3°(2), ||| ) wird auch Testfunktionenraum genannt
und verkiirzt als C§°(S2) geschrieben. Eine Distribution ist ein stetiges Funktional tiber
C5e () und damit ein Element des Dualraums (CG°(€2))*.

Sei also T € (C3°(2))* eine Distribution und o € N™ ein Multiindex. Dann wird eine
Distribution 03T € (C§°(2))* durch die Eigenschaft definiert, dass:

Vo € Cg°(9): (99T19) = (—1)*N(T|(059)) . (3.5.1)

Jeder integrierbaren Funktion f kann das Funktional Ty(g) = [ f(z)g(z) dz € (C§°(Q2))*
zugeordnet werden. Damit konnen wir schwach differenzierbare Funktionen ohne Ein-
schrankung auch als Distributionen auffassen und die Distributionsableitung anwenden.
Ohne Beweis halten wir fest, dass die Distributionsableitung mit der schwachen und der

sechten Ableitung zusammenféllt, wenn diese definiert ist.

Definition 3.5.2 (Distributionsgleichheit) Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir

bei integrierbaren Funktionen =, wenn sich die zugeordneten Distributionen gleichen.

Wenn sich zwei integrierbare Funktionen f und g bis auf Lebesgue-Nullmengen gleichen,

so gilt insbesondere f = g.

Beispiel 3.5.3 (Heaviside-Sprungfunktion) Die Heaviside-Sprungfunktion ist definiert
durch:

0 x <0
H(z) = ) - . (3.5.2)
T =z

Wir bendtigen die Distributionsableitung, um die Heaviside-Sprungfunktion ableiten

zu konnen, da fir sie nicht einmal die schwache Ableitung definiert ist. Wir werden
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zeigen, dass 0(x) die Ableitung von H (x) ist. Fir die erste Ableitung im Eindimensionalen
reduziert sich Gleichung auf die Forderung

()=t

Sei also ¢ € Cg°(R) eine Testfunktion. Nach Definition der Dirac-Distribution gilt

wwzémwmm:mm. (3.5.4)
Gleichzeitig gilt:

~(Hl¢) =~ | A@) @) da

-~ (3.5.5)
_ /O ¢ (x) da = —(¢(00) — $(0)) = (0)

Es wurde genutzt, dass ¢ kompakten Trdger besitzt.

Definition 3.5.4 (Komplexer Logarithmus) Sei z = a 4+ ib € C, dann ist der kompleze
Logarithmus definiert durch
log: C — R +i(—m, 7]

(3.5.6)
log(a +ib) = In(|z|) + iatan2(b, a)

Die Definition ist so gewéhlt, dass log(z) = In(]z|) + if ist, wenn z = |z| exp(if) mit
0 € (—m, ] gewahlt ist.

Lemma 3.5.5 (Logarithmusdarstellung mit einfachen Nullstellen) Sei f: ©(f) C R —
R eine differenzierbare Funktion mit der abzdhlbaren Menge an einfachen Nullstellen
N C O(f) und € > 0, dann gilt:

lim log(f («) + i€) = In(|z]) + ir ZGNH(% —z) (3.5.7)

und
E. (; lim log(f () + ie)) =) Sz —an) (3.5.8)

iy T e—0
rn €N

H ist dabei die Heaviside-Sprungfunktion und die Ableitung ist im Sinne einer Distributi-
onsableitung zu verstehen. (Vgl. Beispiel
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Beweis. Es gilt

lim log(f () + i) = lim (m( F@)2 + €2> + iatan2(e,f(x))>

e—0

= lim 1n( f(x)erez) i atan<f6m))+7r flz) <0,e>0
e—0

atan(}c(ex)) f(z)>0
—n(f@+ind DS
0 f(x) >0
= In( ) +im Z (xp — )
€N
(3.5.9)

Unter Nutzung von Beispiel ergibt sich

Es bleibt anzumerken, dass nicht die Einfachheit der Nullstellen, sondern deren gleich-
bleibende Vielfachheit benétigt wird. Wenn z. B. alle Nullstellen aus N v-fach entartet
sind, so ergibt sich ein konstanter Faktor v auf der linken Seite von Gleichung[3.5.8] wie

es im folgenden Lemma ausfiihrlich beschrieben ist.

Lemma 3.5.6 (Logarithmusdarstellung mit mehrfachen Nullstellen) Sei f: ©(f) C R —
R eine differenzierbare Funktion mit der abzdhlbaren Multimenge an Nullstellen N C ©(f)
welche alle dieselbe Vielfachheit v besitzen. Sei auflerdem ¢ > 0, dann gilt:

v(—ilm ((Eclgnlog(f( + ie )) Z 0z —my) . (3.5.11)

T €N

Beweis. Sei A C ©(f) die Menge der Nullstellen von f bei der jede entartete Nullstelle

durch einen Représentanten ersetzt wird. Sei

d(k) = -~ Tm <dd lim log (f(z) + ie)) (3.5.12)

™ T e—=0
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dann ist A eine Menge einfacher Nullstellen auf die Lemma [3.5.5] angewendet werden

kann. Damit gilt

S 6 —20) = —~ Im (dd lim log(f () + ie)> —d(z) . (3.5.13)

™ T e—0
Tn€EA

Durch den Ubergang zu v-fach entarteten Nullstellen ergibt sich ein konstanter Vorfaktor
von v
Z M —xy) =0 Z 0(x — xy) =vd(z) . (3.5.14)
zn€N zn €A
O

Definition 3.5.7 (Zéhlfunktion Eigenwerte) Sei S das Spektrum eines selbstadjungierten
Operators. Sei N: S — N eine Funktion so, dass fir \,\' € S durch N(\) angegeben wird,
wie viele Bigenwerte X' < X\, der Vielfachheit gezihlt, existieren, dann wird N Zdihlfunktion

(der Eigenwerte) genannt.

Unter Nutzung der Heaviside-Sprungfunktion (Beispiel [3.5.3)) ldsst sich die Z&hlfunktion
als

NA) =Y HA=\) (3.5.15)
An€S

schreiben. Mit der Zahlfunktion lésst sich die spektrale Dichte folgendermafen definieren.

Definition 3.5.8 (Spektrale Dichte) Die spektrale Dichte ist die Distributionsableitung
der Zahlfunktion der Figenwerte.

Physikalisch gesprochen ist die spektrale Dichte des Dirac-Operators die Zustandsdichte
der Energie. Um die Beweisfiihrung zu erleichtern wird die Zustandsdichte der Wellenzahl
d(k) betrachtet, die geméf Gleichung in Energien umgerechnet werden kann. Fiir

den letztendlichen Beweis wird aufierdem folgendes Lemma bendtigt.
Lemma 3.5.9 Sei A € C?? ecine unitire 2 x 2 Matriz. Dann gilt tr(A) € R.

Beweis. Seien A\, Ao die beiden Eigenwerte von A. Dann gilt 1 = det(A) = A1 A2 und
IA1] = M1 = [Aa] = Aod2 = 1. Es folgt \iA\1 = AjA2 und damit A} = Ay. Es folgt
tr(A) =M+A=X\ —|—)\71 = QRG()\l). O]

Die Herleitung der spektralen Dichte fiir den Dirac-Operator folgt der Darstellung von
Bolte und Harrison [BHO3| und dhnelt der analogen Herleitung fiir den Schrédingeroperator
auf Graphen durch Kottos und Smilansky [KS97; KS99b|. Zuerst bleibt festzuhalten,
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dass, geméf dem Satz von Kramer, unter zeitumkehrinvarianten Nebenbedingungen und
Abwesenheit eines Magnetfeldes die Energieeigenwerte des Dirac-Operators mindestens
zweifach entartet vorliegen [Wig32|.

Eine notwendige Annahme, die im Rahmen dieser Arbeit nicht bewiesen wird, ist dabei,
dass rationelle Unabhéingigkeit der Kantenlingen die Einfachheit der Eigenwerte bis auf
0.g. Kramer-Entartung impliziert. Dieser Satz ist von Friedlander fiir Laplace-Operatoren
auf Graphen bewiesen und seine Richtigkeit wurde von Bolte und Harrison fiir den

Dirac-Operator implizit angenommen [Fri05].

Satz 3.5.10 (Spektrale Dichte) Die Verteilung der Wellenzahlen des Dirac-Operators auf
einem Graphen mit Kirchhoff-Nebenbedingungen und rationell unabhdngigen Kantenlingen
st gegeben durch
4L 2 l
dk)y=—+=>» 24 i) tr(d ki) . 3.5.16
(k) - + ﬂ-pezprp pexp(impy) tr(dp) cos(klp) ( )

Die auftretenden Grifien sind:

— P: Die Menge der Pfade auf dem Graphen.
— L: Die Gesamtlinge der Kanten auf dem Graphen.
~ lp: Die Linge eines Pfades p.

— 1rp: Anzahl der Wiederholungen primitiver Pfade aus denen der Pfad p zusammen-

gesetzt ist.

~ dp: Finem Pfad zugeordnetes Produkt von SU(2)-Matrizen (vgl. Gleichung
gemdap:

bibi+1 - —1
u = Up,, Uy,

b*bl Zzb - (3.5.17)
dp::u12u23---u"1

~ pp: Die Zahl der Rickstreuungen an Knoten v mit deg(v) > 2.

— Ay Wird vy '=n — p, gesetzt, ist A, definiert durch

s=1 s=1

45



Beweis. Es wird nochmals betont, dass d(k) nicht die spektrale Dichte, sondern die
Verteilung der Wellenzahlen ist und noch geméfs Gleichung in Energien umgerechnet
werden muss. Wie bereits erwidhnt werden, analog zu Lemma [3.5.6] die Paare der zweifach
entarteten Eigenwerte fiir den Beweis durch einen Représentanten ersetzt und am Ende
mit zwei multipliziert.

Die Verteilung der Wellenzahlen ist gegeben durch
d(k) =Y 6k —kn) (3.5.19)
n=1

wobei die k,, sich, nach Vielfachheit gezéhlt, aus Satz [3.3.12| ergeben. Das heifst die k,
sind die Nullstellen der Funktion

C(k) = det(1am — S(K)) . (3.5.20)

Dabei ist m = |E| die Zahl der Kanten. Da S nach Konstruktion (Definition [3.3.11)) eine
unitdare Matrix ist, kann sie unitir diagonalisiert werden. Sei U diese unitare Transforma-

tionsmatrix und S = USU ! die diagonalisierte Streumatrix. Dann kann wegen

det(1 — S(k)) = det(U(1 — S(k))U™)

- (3.5.21)
= det(U1U™ = US(k)U ™) = det(l - S(k))

beliebig zwischen der Ursprungsmatrix S und der Diagonalmatrix S gewechselt werden.
Dadurch kann (k) mit den Eigenwerten von S, welche auf dem komplexen Einheitskreis

liegen miissen, und den Phasenfunktionen ¢; geschrieben werden als:

4m

C(k) = det(Lam — S(k) = [T (1 — explig; (k)

j=1

A5 (5) (4

(3.5.22)
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Die Funktion ¢ ist eine komplexe Funktion mit dem Phasenfaktor det(S(k))%. Indem wir

mit det(S(kz))fé multiplizieren, erhalten wir die reelle Funktion
C(k) = det (S(k:)—%) det(1 — S(k))
_ g T i (%5 F) <
=2 H S1n< 5 )

welche die gleichen Nullstellen wie ¢ besitzt. Da rationelle Unabhéngigkeit der Kan-
tenldngen vorausgesetzt ist und im Rahmen dieser Arbeit angenommen wird, dass ein
analoges Theorem zu Schrédinger-Operatoren auf den Dirac-Operator iibertragbar ist,
wird angenommen, dass alle Eigenwerte bis auf Kramer-Entartung einfach vorliegen
[Eri05]. Mit der reellen Funktion ¢ und jeweils doppelten Entartung der Eigenwerte sind
die Voraussetzungen von Lemma erfiillt, welches im Folgenden angewendet wird.

a(k) = 3 5k — k)

n=1 (3.5.24)

= 2 (Lt tog(¢(k) +ie)

B TV E =t €

Durch Einsetzen von ( ergibt sich
d(k) = 2 Im d lim log<det(1 — S(k)) det (S(kr%)) +ie
™ dk e—0

(3.5.25)

Konstante Dichte

dk =0

Osrillierende Dichte

~ 2 (oo (o)) 1))
)

_% Im <d lim log(det(1 — S(k)) + ie)

Konstante Dichte Wir berechnen die Summanden getrennt und betrachten zuerst die

sogenannte Konstante Dichte dgpn (k) die sich aus

dsmtn (k) = —% Im ((fk: lg% log(det (S(k)_%> + ie))
(3.5.26)
- —%Im <ddk lim 1og(det(ﬂ‘(k)*%m>(k)*%) + ie))
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ergibt. Weil im Fall von Kirchhoff-Nebenbedingungen die Knoteniibergangsmatrix un-
abhéngig von k ist (vlg. Gleichung [3.4.30)), fallt dieser Faktor im Logarithmus durch
Ableiten nach k weg. Es bleibt also nur die Phasenmatrix D (vlg. Gleichung [3.3.32)) iibrig,

welche von der Kantenldnge abhingt. Damit ergibt sich folgender konstanter Ausdruck

damn(K) = — 2 Tm (d lim log (det (D(k)—%) + ie)>

s dk =0

4m .
2 d . ikl; .
_—;Im @lg%log Hexp(—Q >—|—1e
]:

(3.5.27)
B EI d 1 ik4L
= ——Im|{ — log| exp 5
i
o
Dabei wurde .
L=> l=> 1l (3.5.28)
eck j=1
flir die Gesamtlange der Kanten gesetzt.
Oszillierende Dichte Die oszillierende Dichte dygc ist gegeben durch
2 d . :
dosc(k) = ——Im | — lim log(det(1 — S(k)) +ie) | . (3.5.29)
™ dk e—0

Der Logarithmus kann in einer Taylor-Serie der diagonalisierten Matrix S

log(det(14m _ S(k;))) __ i % tr(S”(k)) - i %tr(S"(k:)) (3.5.30)

n= n=1

entwickelt werden. Unter Nutzung der Blockstruktur wie in Lemma kann die
Streumatrix in 2 x 2 Blocke zerlegt werden. Auferdem gehen nach Definition der Spur nur

Diagonalelemente von S™(k) in die Berechnung ein. Damit ergibt sich folgender Ausdruck:

tr(S"(k))ztr( 3 exp(iklel)TeleQexp(ikZEQ)’]I‘62e3---exp(iklen)Te”el> . (3.5.31)

€15-.,€n

Die Folge (e, ..., e,) muss also einem periodischen Pfad p mit n Kanten auf dem Graphen

entsprechen. Sei P, die Menge der periodischen Pfade mit n Kanten und [, die Lange des
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Pfades p. Dann ldsst sich Gleichung [3.5.31] schreiben als:

tr(S"(k)) = tr( Z exp(ikle, ) - - - exp(ikle, ) - T2 - .. Te"61>

€1;-.,€n

(3.5.32)
Z exp(ikly) - tr(Te2 ... T1)
pEP,

Um die Spur des Knoteniibergangsmatrixproduktes zu berechnen, wird p, als die Zahl
der Riickstreuungen an Knoten v mit deg(v) > 2 definiert. Diese Riickstreuungen fiihren
zu einem Phasenfaktor von exp(imp,). Wird aukerdem v, := n — pu, gesetzt, so kann in
Gleichung eingesetzt werden.

£r(TOe ... Tone1) =

Hp 9 Vp 2
11 (1 B dg()) 1 <deg(v >> 1 (tey g, ey g, e ug, ) exp(imy)
S s=1 s

s=1

(3.5.33)

Um die Notation zu verkiirzen, setzen wir

Ay = ﬁ ( deg > 1;[ (deg > (3.5.34)

s=1
und

€ ez+1 — -1
u = Ue; 1 Ug,

(3.5.35)
dp — 61€2,62€3 . . . g el
Unter Zusammenfassung aller bisherigen Ergebnisse ergibt sich
tr(S"(k)) = > Apexp(imp,) tr(dy) exp(ikly) (3.5.36)
pEP,
Damit gilt fiir die oszillierende Dichte
2 d 1
dosc (k) = — Im — lim » — tr(Sn(k) + ie)
dk e—>0 1
(3.5.37)

2 d 1 : .
= —Im I Z - Z Ay exp(impy) tr(dp) exp(ikly)

s
n=1 peP,

49



— 1 . : i
Im (Y~ > ilpAy explimpsy) tr(dy) exp(ikly)
n=1 pGPn

2 1
=— - I,A i tr(d ikl
Re z::n Z pAp exp(iTpy) tr(dp) exp(ikly)

T n=1 peP,
2 =1 .
= —Re Z — Z l,Ap(—1)H* tr(dp) exp(ikly)
g n=1 n pEP,
2 = 1
I - _1\M 3
== > - > 1 Ap(— 1) tr(dy) Re(exp(iki,))
n=1 peP,
2 = 1
P _ N Y
- Z - Z Iy Ap(—1)"? tr(dp) cos(klp)
n=1 peP,
2 l
== > TﬁA (—1) tr(dy) cos(klp)
p
peEP

Hierbei wurde mit Lemma [3.5.9| genutzt, dass unitare 2 x 2 Matrizen immer eine reelle
Spur besitzen. Zusammen mit der konstanten Dichte ergibt sich die gesamte Verteilung

der Wellenzahlen als

A = 2+ 230 LA (1) tr(dy) cos(hly) (35.38)
ep'P

™

Wenn ein Pfad aus r, Wiederholungen kiirzerer Pfade zusammengesetzt ist, so taucht nur

die Lange [,/r), des primitiven Pfades in der Gleichung auf. O
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4 Zusammenfassung

Im ersten Teil dieser Arbeit wurde der Dirac-Operator freier Teilchen definiert und seine
Eigenschaften diskutiert. Es wurde der Sobolev-Raum H'!(R?®)* als Definitionsbereich
fiir eine selbstadjungierte Realisierung des Operators eingefiihrt und das Spektrum in
Satz hergeleitet. Die Bewegung des freien Teilchens entlang einer Dimension wurde
auf zwei verschiedene Arten dargestellt. Eine Moglichkeit ist es den dreidimensionalen
Anschauungsraum auf eine Dimension zu beschrdnken, was zu einer Beschreibung mit
vierdimensionalen Spinoren fiihrt. Eine andere Moglichkeit ist es die Grundgleichungen
von vornherein nur fiir eine Dimension herzuleiten und zweidimensionale Spinoren zu
verwenden. Aufgrund der Schwierigkeiten in der physikalischen Interpretation zweidi-
mensionaler Spinoren wurden spéter vierdimensionale Spinoren verwendet. Als letztes
Ergebnis des ersten Teils wurde die Zitterbewegung ausfiihrlicher untersucht, um fiir den
zweiten Teil der Arbeit begriinden zu kénnen, warum ausschlielich Wellenfunktionen
positiver Energie betrachtet wurden.

Im zweiten Teil wurden Definitionen und Eigenschaften von Graphen und symplek-
tischen Formen préasentiert. Anschlieftend wurde ein geeigneter Hilbertraum fiir den
Dirac-Operator auf Graphen definiert und Nebenbedingungen hergeleitet, die zu einer
selbstadjungierten Realisierung fiihren. Dabei wurde die Frage nach der Selbstadjungiert-
heit in einem unendlichdimensionalen Raum auf die lineare Algebra endlichdimensionaler
symplektischer Formen reduziert. Mit diesen Werkzeugen wurden konkrete Nebenbe-
dingungen betrachtet und ein ,Kirchhoffsches Gesetz“ formuliert. Abschliefend wurden
zeitumkehrinvariante Nebenbedingungen gefordert und damit die spektrale Dichte herge-
leitet.
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5 Ausfihrliche Beweise

5.1 Standardgeschwindigkeitsoperator

Da in diesem Abschnitt der Begriff ,beschrankt im Sinne der Analysis bendtigt wird,
werden beschrénkte Operatoren, beschriankt im Sinne der Funktionalanalysis, bis zum

Ende dieses Abschnittes konsequent als stetig bezeichnet.

5.1.1 Definitionsbereich Ortsoperator

Um den Kommutator auszuwerten, muss zuerst der Definitionsbereich des Ortsoperators
definiert werden. Ublicherweise wird der Ortsoperator komponentenweise definiert, so

dass sich fiir die i-te Komponente ein Multiplikationsoperator auf © (D) mit

@) = (Tith1, ®itha, b3, Tiths) " (5.1.1)

ergibt [Tha92, Kapitel 1]. Wird aus den drei Komponenten des Ortsoperator ein vektor-
wertiger Ortsoperator mit drei Komponenten definiert, kann er nicht mehr auf H*(R3)4,

sondern muss auf dem expandierten Unterraum von H*(R3)%3

Y1 Y1

D(D)exp = span V2 Wz ¢ I € HY(R?),i € {1,2,3,4} (5.1.2)
Y3 Y3 Y3
Yy Py Py

definiert werden durch

T woh1 w3
o = 12 X2 X3V . (5.1.3)
TPy woth3 w33

T1V4 T4 T34

Das Skalarprodukt und damit Norm und Topologie auf dem Produktraum ergeben sich aus
Satz Operatoren aus D (D) konnen natiirlicherweise auf ®(D)cxp definiert werden,
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indem sie spaltenweise angewendet werden.

Satz 5.1.1 (Definitionsbereich des Ortsoperators unter Zeitevolution) Der Definitionsbe-
reich ®(x) des Multiplikationsoperators x ist invariant unter Zeitevolution.

D(x(t)) = exp<—i§t> D(x) =D (x) (5.1.4)

Beweis. Fiir den Beweis wird der regularisierte Ortsoperator )

xr

=, A>0 5.1.5
1+ Az ( )

T
benotigt. Fiir A > 0, ist jede Komponente von x) ein stetiger Multiplikationsoperator
auf dem Hilbertraum H'(R®)%3. Eine Funktion 1 liegt genau dann im Definitionsbereich
von x, wenn ||xx|| gleichméfig beschrénkt bleibt unter A — 0.

Es folgt mit Lemma dass £\ € D(D)exp = H'(R3)%3 liegt, wenn v € D(D)exp-

Auf diesen Zustdnden kann die Zeitableitung fiir den Operator x) ausgewertet werden:

d iD \ i iD
&m(tﬁp = exp<1ht> %[D, )] exp<—1ht>1/) (5.1.6)

Als Komposition stetiger Operatoren ist der Ausdruck auf der rechten Seite von Glei-
chung [5.1.6] selbst auch ein stetiger Operator. Wird Gleichung [5.1.6] von 0 bis ¢ integriert
und die Norm gebildet, ergibt sich fiir alle ¥ € D(D)exp und A > 0

iD
) exp <—Zt> sz

t . . .
wap(,0) + /0 exp<fs>;i[z>,m exp<—lfs>¢<m,s> s

[ ()] =

t .
<l + | [ ow(*Ds) p e~ s ias) ds
t : .
<l 0+ [ fow(*Ds) paslew( < s )vie.s) | as

Um den Kommutator [D,x,] auszuwerten, wird im Folgenden von der Einsteinschen
Summenkonvention Gebrauch gemacht und iiber gleiche Indizes summiert. Mit dieser

Konvention kann die Diracgleichung (Gleichung [2.1.12]) geschrieben werden als

(cai,j,kpk + Bz-,jmcz)w(t, x); = (—cihai,j,kﬁk + Bi,jmc2)w(t, x); . (5.1.8)
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Es ergibt sich

i[D, xpiji = %((—Cihai,j,kak + Biymc?) g — xxy (—ciha j k0 + Biymc?))

h
= cajk(Opr) — X 10k) = ¥ j 1 [Ok, T ] (5.1.9)
= caj k(O )
Die letzte Aquivalenz ergibt sich mit einer Testfunktion f und der Produktregel
Ok, 1) f = Okxxa 1 f — T2 10k f
| d ’ ’ (5.1.10)

= (Okag)f + (@210k) f — (210k) f = (Okry) f

Die Ableitungen (Oxxy ;) finden sich in Gleichung [5.1.14] und sind betragsmafig durch

Eins beschriankt. Damit ist zweite Summand von
D\ i D
exp <lhs) %[D, x)] exp <lhs) P(x,s)

gleichméfig beschrankt beziiglich A. Der erste Summand ist genau dann gleichméfig
beschrankt, wenn ¢ € ©(x) liegt. Es folgt fiir die vollstandige Beweiskette:

t
[ENHCAON +/0 ds (5.1.11)

Y € D(x) & ||le\p| ist gleichméRig beschrankt bzgl. A
< |leA(t)y|| ist gleichméfkig beschrankt bzgl. A (5.1.12)
& ¢ eD(x(t))

Lemma 5.1.2 (Charakterisierung von x)) Der regularisierte Ortsoperator aus Glei-
chung [5.1.3 ist einmal stetig differenzierbar und es gilt

Y € D(D)esp = AW € D(D)eyp = H'(R?)*3 (5.1.13)

Beweis. Der regularisierte Ortsoperator @y ist beschréankt durch 1/\. Die Ableitung von

x) ist mit der Schreibweise x = (ml,mg,mg)T = (z,v, z)T gegeben durch

) || + A(y? + 22) —Azy —A\zz

Vz) = —\ry || + Mx? + 22) —\yz
1+ A])? ||| 9, 9
—\xz —A\yz ||| + A(z* + y*)

(5.1.14)
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und sowohl stetig, als auch betragsméfig beschrankt durch Eins. Sei M := max(1,1/)\)

das Maximum beider Schranken.

Mit der Produktregel schwach differenzierbarer Funktionen gilt, dass V(z 1) = Va i+
x\V1p € WHL(R3)343 es muss also gezeigt werden, dass V(zpyp) € L2(R3)3>43,

(V(zx)|V(z2v)) = (VY + 22\ VY| VIAh + 2\ V)
= (Vz \p|Varh) + (A Veh|z V)
< MP((lwp) + (V| V)
=V (zatp) € L*(R?)>°

(5.1.15)

Satz 5.1.3 (Definitionsbereich von [D,z(t)]) Sei D~! der inverse Diracoperator und
A =Dt ®(x). Dann liegt die Menge

AcCD(xz)NnD(D) (5.1.16)

dicht in H(R3)*3, ist invariant unter Zeitevolution und [D, x(t)] ist wohldefiniert auf A.
Es gilt

i

LD, ()] = calt) (5.1.17)

Beweis. Der Operator D! ist stetig, weil 0 nicht im Spektrum von D liegt.
p

Nehme fiir einen Widerspruch an, dass A nicht dicht liegt und es damit einen Vektor
f € HY(R3)*3 ungleich Null gibt, so dass fiir alle ¥ € D(x)

0= (f|D ') =(D " fly) . (5.1.18)

Da @ (x) dicht liegt [Tha92, Theorem 1.3], folgt aus Gleichung|5.1.18{dass D~ f = 0 und
damit f = DD~ f = 0 ist. Damit ist ein Widerspruch zur Annahme konstruiert und es
folgt, dass A dicht liegt.

Um die Beziehung A C ©(x) zu beweisen wird in den Impulsraum gewechselt. Sei
¥ € D(x) und damit F1p € D(V,). Aus

D p = F LiVyh(p) T Fy

(5.1.19)
= FLi((Vph(p)™h) + (h(p)7'V,)) F o
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folgt, dass D1 4p € D(x), weil die Ableitung von

ca - p + Bmc?

-1 _

nach p beschrankt ist. Damit sind beide Summanden auf der rechten Seite von Glei-
chung [5.1.19] stetige Operatoren. Daraus folgend ergibt sich die linke Seite aus der
unitdren Transformation eines stetigen Operators selbst als stetiger Operator. Es folgt
A =D'D(x) C D(x) und damit A C D(x) N D(D), da die Bezichung A C D(D)
trivialerweise erfiillt ist.

Offensichtlich ist der Kommutator [D,z(t)] wohldefiniert auf exp(=2t) D' D(z).
Mit Satz und A C D(x) folgt, dass der Kommutator wohldefiniert auf A =
exp(=2t) D! D(x) ist.

Wird der Kommutator [D, z(t)] unter Zuhilfenahme von Gleichung mit A =0

ausgewertet, so ergibt sich

1
h

Da dieser Ausdruck beschrénkt ist, ergibt sich ein stetiger Multiplikationsoperator auf

D, x(t)] = ca(t) . (5.1.21)

der dichten Menge A der damit eindeutig auf den gesamten Raum fortgesetzt werden
kann. O

5.2 Lemmata zu symplektischen Formen

In diesem Abschnitt sollen Lemmata fiir den Beweis von Satz [3.2.9] bewiesen werden.
Der folgende Satz verallgemeinert Korollar 1.3 von [Warl3| unter Verwendung eines

eleganteren Beweises.

Satz 5.2.1 (Dimension symplektischer Vektorrdume) Sei V' ein endlicher, symplektischer
C-Vektorraum. Genau dann wenn die Determinante der Darstellungsmatriz det(€2) in R

lvegt, 1st die Dimension n von V' gerade.
Beweis. Nach Satz ist Q eine schiefhermitesche, invertierbare Matrix. Es gilt

0=-f=_qT

det(Q) = det (QT> _ det(—ﬁ) _ (—D"det(Q) (5.2.1)

Sei det(£2) € R. Wenn die Dimension n von V' ungerade ist, so gilt det(£2) = —det(Q2)
und mit der Annahme det(§2) € R folgt durch det(2) = 0 ein Widerspruch zur Invertier-
barkeit.
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Sei n gerade. Es folgt aus dass det(£2) = det(2). O

Satz 5.2.2 (Dimensionsformel [Warl3|) Sei V' ein endlicher, symplektischer C-Vektorraum
und W C V' ein Unterraum. Dann gilt dim(W) + dim(W ") = dim(V).

Beweis. Sei mit V* der duale Raum zu W notiert und definiere

W —-w*
(5.2.2)
w— (0= w(w,w)), w,weW

Aus der Invertierbarkeit von €2 folgt, dass Z injektiv und wegen gleicher Dimension ein

Isomorphismus ist. Nun definiere

T:V—>W*

(5.2.3)
v (w—w,w), veViweW

Nach Definition von W7 gilt ker(7) = W' und wegen der Isomorphie von Z folgt
ran(7) = W. Mit der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen folgt die Aussage. [

Satz 5.2.3 (Dimension eines isotropen Raumes |Lerl7]) Sei V. = C2?" ein endlicher,
symplektischer Vektorraum gerader Dimension und W C V' ein isotroper Unterraum, dann

gilt dim(W) < n. Genau dann wenn W ein lagrangescher Unterraum ist, gilt dim(W') = n.

Beweis. Sei m := dim(W) > n. Da W isotrop ist, gilt mit Definition
Vw,w e W: w(w,w) =0 . (5.2.4)

Wird die Basis von V' so gewéhlt, dass zuerst Vektoren aus W erscheinen, dann erhélt
die Darstellungsmatrix 2 demnach einen m x m Block 0 in der oberen linken Ecke. Da

2n —m < m ist, miissen die ersten m Spaltenvektoren von {2 linear abhingig sein, im
Widerspruch zu Satz

Sei W ein lagrangescher Unterraum. Nehme fiir Widerspruch an, dass dim(W) < n, dann
gilt dim(W ) = dim(V') — dim(W) > n. Das heift es gibt einen Vektor v #0 € W'\ W.
Setze X := W @ vC und zeige, dass X isotrop ist. Seien z, 2’ € X und wihle w,w’ € W

und a,a’ € C so, dass x = w + av und 2’ = w’ + a’v. Dann gilt
w(z,z') = ww,w') + ad'w(v,v) + aw(v,w') + dw(w,v) =0 . (5.2.5)

Das heifst X ist ein isotroper Raum, was im Widerspruch zur Maximalitit von W steht. [
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Fiir das folgende Lemma ist der Notationsunterschied zwischen W=, dem orthogonalen

Komplement, und W', dem symplektischen Komplement, zu beachten.

Lemma 5.2.4 (Lagrangeraum als orthogonales Komplement) Sei V = C?" ein endlicher,
symplektischer Vektorraum. Ein Unterraum W C V st genau dann lagrangesche, wenn
W lagrangesche ist und W+ = QW

Beweis. Nach Definition von W+ gilt Vi € W, € W: (w|d) = 0. Gleichzeitig gilt nach
Annahme, dass Yu' € W: Qu’ € W+. Das heifit Yw,w' € W: (w|Qu') = w(w,w’) = 0.
Das heifit W ist isotrop. Gleichzeitig gilt fiir orthogonale Komplemente V = W @ W+
und da W+ nach Annahme maximal isotrop ist, folgt die Aussage gemif Satz mit

einem Dimensionalitdtsargument. O
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Symbole

a Diracmatrix a. Siehe Gleichung 2.1.7]

B Die Anzahl der Kanten in einem Graphen.

B Diracmatrix . Siehe Gleichung

¢ Lichtgeschwindigkeit.

® Definitionsbereich eines Operators.

D Der Diracoperator. Siehe Gleichung [2.1.12]

F Die Fouriertransformation einer Funktion. Siche Gleichung [2.2.5]

= Gleichheit der zugeordneten Distribution von integrierbaren Funktionen (Definiti-

on 53

h Planck-Konstante.

H H" ist der Sobolevraum der n-fach schwach differenzierbaren Funktionen die in L2

liegen. (H™ := W™?)
H Die Heaviside-Sprungfunktion.
h Reduzierte Planck-Konstante. h := %
‘H Ein Hilbertraum, d.h. ein vollstdndiger, normierter Raum mit Skalarprodukt.
j Die relativistische Wahrscheinlichkeitsstromdichte (Definition .
J Kanonische symplektische Form (Siehe Beispiel .

L LP(X,Y) ist der Lebesgueraum der p-integrierbaren Funktionen, die von X nach Y
abbilden.

log Der komplexe Logarithmus (Definition [3.5.4)).
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V Der Nabla-Operator.
V? Der Laplace-Operator.
o Paulimatrix ¢. Siehe Gleichung

(-|-) Das Skalarprodukt zweier Elemente x,y eines Vektorraums V wird durch (z|y)

angegeben.
SU Die spezielle unitédre Gruppe.
V* Der duale Raum eines Vektorraumes V.

W Transformation welche den Dirac-Operator in einen Multiplikationsoperator konver-
tiert. Siehe Satz [2.2.7]
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