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Kapitel 1

Einführung

Was liegt dazwischen? Eine einfache Frage, welche in verschiedenen Kontexten verschieden Antworten
liefert. In der Physik führt die Frage zwangsweise zur Quantenmechanik und der Diskretisierung von
Zuständen. In der Mathematik könnte eine Antwort sein, dass zwischen zwei reellen Zahlen immer eine
weitere reelle Zahl liegt. Wir wollen die Frage im Kontext der Differential- und Integralrechnung stellen.

Die Frage ist: Gibt es eine halbe Ableitung? Schon Leibniz schien sich dieser Frage bewusst, da er
in einem Brief vom 30. September 1695 an l’Hôspital [8] über die Antwort philosophierte. Die Frage
wurde später von vielen Personen mit „Ja“ beantwortet. Dies führt zu dem Begriff der fraktionalen
Ableitungen, welche die Ordnung von Ableitungen auf positive reelle Zahlen verallgemeinern. Weiter
gibt es viele Definitionen mit unterschiedlichen Eigenschaften. Eine Auflistung einiger wichtiger findet
sich in [11].

Heute sind fraktionale Ableitungen für Anwendungen interessant um Phänomene quantitativ zu be-
schreiben. Dies umfasst insbesondere sogenannte Gedächtniseffekte, bei denen der Zustand zum Zeit-
punkt t von der Vergangenheit abhängt und nichtlokalität. Arbeiten aus der Physik sind unter anderen
[9, 7]. Allerdings gibt es noch keine Fundamentale Theorie in der Physik, in der fraktionale Ableitungen
inherent auftauchen. Die Mathematik wurde historisch oft durch Fragen aus den Naturwissenschaften
weiterentwickelt, jedoch gibt es bis heute keine zufriedenstellende Interpretation, was eine fraktiona-
le Ableitung ist. Ein weiteres Fragezeichen sind die Anfangsbedingungen, welche für eine fraktionale
Differentialgleichung sinnvoll sind, siehe [12]. Aufgrund der Fülle an Themen werden wir uns auf die
Theorie der Riemann–Liouville- und Caputo fraktionale Ableitung beschränken.

Wir beginnen diese Arbeit mit der Wiederholung der Grundlagen. Die verwendete Theorie basiert
auf der Lebesgue-Integrationstheorie, des weiteren benötigen wir die Laplace-Transformation. Wich-
tige Funktionen sind die Gammafunktion, als stetige Fakultät und die Mittag-Leffler-Funktion als
verallgemeinerte Exponentialfunktion.
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8 KAPITEL 1. EINFÜHRUNG

Weiter werden wir zuerst ein fraktionales Integral einführen und dessen Eigenschaften untersuchen.
Die fraktionalen Ableitungen sind dann durch Ableitungen von diesem Integral definiert, entsprechend
lassen sich die Eigenschaften der fraktionalen Ableitungen durch die Eigenschaften von diesem Integral
zeigen.
Zuletzt wollen wir fraktionale Differentialgleichungen betrachten. Dazu benutzen wir die Laplace-
Transformation der fraktionalen Ableitung um eindeutige Anfangsbedingungen festzulegen. Zusätz-
lich zeigt sich die Laplace-Transformation als praktisches Hilfsmittel, um die Differentialgleichungen
zu lösen.



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel werden einige Sätze zusammengefasst, welche später benötigt werden. Zuerst wie-
derholen wir die benötigten Konzepte der Lebesgue-Integrationstheorie, woraus wir die Faltung und
Laplace-Transformation hervorheben. Danach betrachten wir noch zwei wichtige Funktionen. Die ver-
allgemeinerte Fakultät, die Gammafunktion und die Mittag-Leffler-Funktion, welche in der fraktionalen
Analysis die Rolle der Exponentialfunktion übernimmt.

2.1 Integrationstheorie

In dieser Arbeit benutzen wir das Lebesgue-Integral, wie es zum Beispiel in [4] eingeführt wird. Un-
ser Fokus liegt dabei auf den absolut integrierbaren Funktionen f : I → R ∪ {−∞,∞} auf einem
kompaktem Intervall I = [a, b] ⊂ R. Diese Funktionen fassen wir als Elemente aus dem Vektorraum

L1(a, b) :=
{︂
f : [a, b] → R ∪ {−∞,∞}

⃓⃓⃓
f ist messbar und

b∫︂
a

|f | dx < ∞
}︂

(2.1)

auf. Diese Räume werden mit der Norm

∥f∥1 =
b∫︂

a

|f | dx (2.2)

versehen. Für die Gleichheit von Funktionen f, g ∈ L1(a, b) gilt

f = g ⇔ ∥f − g∥1 = 0. (2.3)

Zusätzlich werden wir den Satz von Fubini und Tonelli benötigen, welcher es erlaubt die Integrations-
reihenfolge von geschachtelten Integralen zu ändern. Wir brauchen dies für zwei kompakte Intervalle
I1 = [a, b], a, b ∈ R und I2 = [c, d], c, d ∈ R. Dazu orientieren wir uns an der Formulierung von [4,
Satz V.2.1].
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10 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Satz 2.1. Für zwei kompakte Intervalle I1, I2 ⊂ R und einer messbaren Funktion f auf I1 × I2 gilt∫︂
I1×I2

|f | dxdy =

∫︂
I1

(︄∫︂
I2

|f(x, y)| dy

)︄
dx =

∫︂
I2

(︄∫︂
I1

|f(x, y)| dx

)︄
dy. (2.4)

Falls ∫︂
I1×I2

|f | dxdy < ∞, (2.5)

so folgt ∫︂
I1×I2

f dxdy =

∫︂
I1

(︄∫︂
I2

f(x, y) dy

)︄
dx =

∫︂
I2

(︄∫︂
I1

f(x, y) dx

)︄
dy. (2.6)

Weiter brauchen wir Sätze, die erlauben Integral und Grenzwert zu vertauschen. Der erste ist der
Satz von der monotonen Konvergenz [4, Satz IV.2.7]

Satz 2.2. Für jede wachsende Folge (fn)n≥1 auf einem kompaktem Intervall I ⊂ R mit fn(x) ≥ 0 und
fn(x) ≤ fn+1(x), für alle x ∈ I gilt ∫︂

I

lim
n→∞

fn dx = lim
n→∞

∫︂
I

fn dx. (2.7)

Außerdem werden wir den Satz von der majorisierten Konvergenz benutzen. Dieser lautet [4, Satz
IV.5.2]

Satz 2.3. Für messbare Funktionen f, fn (n ∈ N) auf einem kompaktem Intervall I ⊂ R gelte
limn→∞ fn(x) = f(x) für fast alle x ∈ I. Zusätzlich gebe es eine integrierbare Funktion g : I → R, so
dass für fast alle n ∈ N und x ∈ I, |fn(x)| ≤ |g| gilt. Dann sind f und alle fn integrierbar und es gilt

lim
n→∞

∫︂
I

fn dx =

∫︂
I

f dx, (2.8)

sowie

lim
n→∞

∫︂
I

|fn − f | dx = 0. (2.9)

Ein großer Fokus liegt auf der Differenzierbarkeit einer Funktion f . Besonders interessant sind
Funktionen, für die eine Art Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung gilt. Dazu brauchen wir
den Begriff der absoluten Stetigkeit [10, Abschnitt A.1.3]
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Definition 2.4. Eine Funktion f : I → R, mit einem kompaktem Intervall I = [a, b] ⊂ R heißt
absolut stetig, wenn zu jedem ε > 0 ein δ > 0 existiert, sodass für jede endliche Familie von paarweise
disjunkten, offenen Subintervallen (ak, bk), k = 1, 2, . . . , n,

n∑︂
k=1

(bk − ak) < δ ⇒
n∑︂

k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε. (2.10)

Wir definieren
AC([a, b]) := {f : [a, b] → R, f ist absolut stetig} (2.11)

und
ACn([a, b]) := {f : f ∈ Cn−1([a, b]), f (n−1) ∈ AC([a, b])}, (2.12)

mit
Cn([a, b]) := {f : f ist auf [a, b] n-mal stetig differenzierbar}. (2.13)

Für diese Funktionen gilt der Satz [4, Satz VII.4.14]

Satz 2.5. Für f ∈ L1(a, b), mit −∞ < a < b < ∞ ist

F (x) =

x∫︂
a

f(t) dt (a ≤ x ≤ b) (2.14)

absolut stetig, und es gilt F ′(x) = f(x) für fast alle x ∈ [a, b].
Falls umgekehrt F : [a, b] → R absolut stetig ist und setzt man F ′ := 0 für alle x ∈ [a, b], in denen F
nicht differenzierbar ist, so ist F ′ ∈ L1(a, b) und es gilt

F (x) = F (a) +

x∫︂
a

F ′(t) dt (a ≤ x ≤ b). (2.15)

Nun wollen wir die Faltung von zwei Funktionen wiederholen. Für zwei Funktionen können wir die
Faltung definieren durch

[f ∗ g](x) :=
∞∫︂

−∞

f(x− t)g(t) dt. (2.16)

Nach [10, Example 7.1.3] gilt für f, g ∈ L1(−∞,∞) die Ungleichung

∥f ∗ g∥1 ≤ ∥f∥1∥g∥1, (2.17)

Damit ist [f ∗ g] ∈ L1(−∞,∞). Nun betrachten wir Funktionen auf einem Intervall I = [a, b]. Diese
können wir für x ̸∈ I durch null fortsetzen. Dann folgt für g ∈ L1(a, b)

[f ∗ g](x) =
∞∫︂

−∞

f(x− t)χ[a,b](t)g(t) dt =

b∫︂
a

f(x− t)g(t) dt. (2.18)
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2.2 Die Laplace-Transformation

Dieser Abschnitt basiert auf den Ergebnissen von [1, Chapter 1], wo die Theorie für lokal integrable
Funktionen entwickelt wird. Die Laplace-Transformation ist definiert als

L [f ] (s) =

∞∫︂
0

f(t)e−stdt, (2.19)

für alle s ∈ R, für die das Integral absolut konvergiert. Dies ist der Fall, falls Konstanten M,N,α > 0
existieren, sodass

|f(x)| ≤ Meαx für fast alle x ≥ N. (2.20)

Dann ist L[f ](s) für s > α absolut konvergent. Wir nennen Funktionen, die diese Eigenschaft haben
Laplace-transformierbar. In dieser Arbeit sind wir an kompakten Intervallen I = [0, T ] interessiert.
Daher kann es sinnvoll sein Funktionen f ∈ L1(0, T ), welche nicht Laplace-transformierbar sind durch

f̃ =

{︄
f(x) für x ∈ [0, T ]

0 sonst.
(2.21)

auf L1(0,∞) fortzusetzen. Dann ist L[f̃ ](s) für alle s ≥ 0 absolut konvergent und somit ist f identifi-
ziert mit f̃ Laplace-transformierbar.

Wir fassen die wichtigen Eigenschaften der Laplace-Transformation zusammen als

Satz 2.6. Seien f, g ∈ L1(0, T ) Laplace-transformierbar für s > α > 0, wobei α Gl. (2.20) erfüllt.
Dann gelten die folgenden Eigenschaften:

(a) Für a, b ∈ R und s > α gilt L[af + bg](s) = aL[f ](s) + bL[g](s).

(b) Falls L[f ](s) = 0 für alle s ≥ 0, dann folgt f(x) = 0 fast überall.

(c) Es gilt für s > α, dass L[f ∗ g](s) = L[f ](s)L[g](s).

(d) Falls f ∈ ACn([0, T ]), und f (n) Laplace-transformierbar für s > α, dann gilt L[f (n)](s) =
snL[f ](s)−

∑︁n−1
k=0 f

(k)(0).

Beweis. (a) Wir betrachten Laplace-transformierbare f, g ∈ L1(0, T ) und a, b ∈ R. Es existieren damit
M,N,α > 0, sodass |f(x) + g(x)| ≤ |f(x)| + |g(x)| ≤ Meαx +Meαx, für fast alle x ≥ N . Damit ist
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f + g Laplace-transformierbar und es folgt

L[af + bg](s) =

∞∫︂
0

(︁
af(t) + bg(t)

)︁
e−st dt (2.22a)

= a

∞∫︂
0

f(t)e−st dt+ b

∞∫︂
0

g(t)e−st dt (2.22b)

= aL[f ](s) + bL[g](s). (2.22c)

(b) Für den Beweis siehe [1, Theorem 1.7.3].

(c) Für den Beweis siehe [1, Proposition 1.6.4].

(d) Nach [1, Corollary 1.6.6] gilt für f ∈ AC([0, T ]) und Laplace-transformierbare Ableitung f ′ mit
s > α, dass L[f ′](s) = sL[f ](s)−f(0). Damit folgt für f ∈ ACn([0, T ]) durch wiederholtes Anwenden,
dass

L[f (n)](s) = sL[f (n−1)](s)− f (n−1)(0) = snL[f ](s)−
n−1∑︂
k=0

f (k)(0). (2.23)

Eine wichtige Transformation ist, f(x) = xα+ für α > −1 und x+ := max{0, x}. Wir rechnen mit
Inspiration von [6, Example 7.4]

L[f ](s) =
∞∫︂
0

xαe−sx dx (2.24a)

t=sx
=

∞∫︂
0

(︃
t

s

)︃α e−t

s
dt (2.24b)

=
1

sα+1

∞∫︂
0

e−ttα dt =
Γ(α+ 1)

sα+1
, (2.24c)

wobei die rechte Seite für s > 0 konvergent ist. Zusätzlich haben wir schon die Gammafunktion Γ(x)
benutzt, welche als nächstes eingeführt wird.
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2.3 Die Gammafunktion

Die Gammafunktion ist für x ∈ R \ {0,−1, . . .} wie folgt definiert [13, Section 1.1]

Γ(x) :=

∞∫︂
0

e−ttx−1dt. (2.25)

Die für uns interessante Eigenschaft ist

Γ(x+ 1) = xΓ(x). (2.26)

und damit für n ∈ N
Γ(n+ 1) = n!. (2.27)

Damit ist die Gammafunktion für x > 0 eine stetige Fortsetzung der Fakultät. Desweiteren können
wir die Gammafunktion asymptotisch abschätzen durch die Stirling-Approximation [3, Kapitel 7]

lim
x→∞

Γ(x+ 1)√
2πx

(︁
x
e

)︁x = 1. (2.28)

Außerdem werden wir die Beta-Funktion benötigen. Diese ist definiert für x, y > 0 durch [13, Section
1.1.4]

B(x, y) :=

1∫︂
0

τx−1 (1− τ)y−1 dτ. (2.29)

Dabei gilt für x, y > 0 der Zusammenhang mit der Gammafunktion

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
. (2.30)

2.4 Die Mittag-Leffler-Funktion

Später werden wir sehen, dass es praktisch ist eine verallgemeinerte Exponential-Funktion einzuführen.
Diese ist die Mittag-Leffler-Funktion und ist für α, β > 0, sowie x ∈ R wie folgt definiert [13, Section
1.2.1]

Eα,β(x) =

∞∑︂
n=0

xn

Γ(αn+ β)
. (2.31)

Diese hat viele Eigenschaften. Für unsere Zwecke reicht es aus die Laplace-Transformation zu berech-
nen. Dazu orientieren wir uns an [13, Section 1.2.2] und beweisen
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Satz 2.7. Die Laplace-Transformation der Funktion

f(x) = xβ−1
+ Eα,β(±λxα+), x ∈ R, (2.32)

mit λ ∈ R, α, β > 0 und x+ = max{0, x} ist

L [f ] (s) =
sα−β

sα ∓ λ
für sα > |λ| (2.33)

Beweis. Wir betrachten λ > 0, damit sind ai =
λixαi+β−1

Γ(αi+β) ≥ 0 und
∑︁

i ai ist eine monoton steigende
Folge. Wir setzen nun ein

L
[︁
xβ−1
+ Eα,β(λx

α
+)
]︁
(s) = L

[︃
lim
n→∞

n∑︂
i=0

λixαi+β−1

Γ(αi+ β)

]︃
(s) (2.34a)

=

∞∫︂
0

e−sx lim
n→∞

n∑︂
i=0

λixαi+β−1

Γ(αi+ β)
dx (2.34b)

= lim
n→∞

∞∫︂
0

n∑︂
i=0

e−sxλ
ixαi+β−1

Γ(αi+ β)
dx (2.34c)

= lim
n→∞

n∑︂
i=0

L
[︃
λixαi+β−1

Γ(αi+ β)

]︃
(s) (2.34d)

= lim
n→∞

n∑︂
i=0

λi

sαi+β
=

1

sβ
1

1− λ/sα
=

sα−β

sα − λ
, für sα > λ. (2.34e)

Wir haben den Satz der monotonen Konvergenz Satz 2.2 benutzt, um den Grenzwert und Laplace-
Transformation zu vertauschen. Weiter gilt nun für λ ∈ R und x ≥ 0, dass⃓⃓⃓⃓ n∑︂

i=0

λixαi+β−1

Γ(αi+ β)

⃓⃓⃓⃓
≤

n∑︂
i=0

|λ|ixαi+β−1

Γ(αi+ β)
≤

∞∑︂
i=0

|λ|ixαi+β−1

Γ(αi+ β)
. (2.35)

Damit können wir für λ ∈ R die obige Rechnung wiederholen und Limes und Integral durch Satz 2.3
vertauschen. Womit Gl. (2.33) folgt.
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Kapitel 3

Die fraktionale Ableitung

In diesem Kapitel wollen wir die fraktionale Ableitung definieren und einige Eigenschaften betrachten.
Dies machen wir indem wir über die Cauchy-Formel ein fraktionales Integral definieren und dieses
ableiten. Entsprechend schauen wir uns zuerst einige Eigenschaften dieses Integrals an. Da das Ableiten
des Integrals vor oder nach der Integration passieren kann werden wir auf zwei verschiedene fraktionale
Ableitungen mit unterschiedlichen Eigenschaften stoßen. Diese werden wir untersuchen. Zuletzt wird
die Laplace-Transformation dieser Ableitungen betrachtet, da diese sich für das Lösen fraktionaler
Differentialgleichungen als praktisch erweisen wird. Die Sätze mit beweisen orientieren sich an [13,
Chapter 2], sowie [2, Chapter 2]. Die fraktionalen Integrale und Ableitungen können auch für komplexe
Ordnungen definiert werden. Wir wollen uns aber auf reelle Ordnungen beschränken. Zusätzlich werden
wir immer kompakte Intervalle I ⊂ R betrachten, sodass I = [a, b] und −∞ < a < b < ∞. Als zugrunde
liegenden Körper für Vektorräume werden wir auch die reellen Zahlen K = R benutzen.

3.1 Das fraktionale Integral

Um eine fraktionale Ableitung zu definieren werden wir zuerst ein fraktionales Integral definieren
und durch entsprechendes Ableiten erhalten wir eine fraktionale Ableitung. Zuerst betrachten wir die
folgende Kettenregel für Integrale.

Satz 3.1. Sei f ∈ L1(a, b), dann gilt für x ∈ [a, b] und n ∈ N die folgende Gleichung
x∫︂

a

dx1

x1∫︂
a

dx2 . . .

xn−1∫︂
a

f(xn) dxn =
1

(n− 1)!

x∫︂
a

(x− t)n−1f(t) dt. (3.1)

Beweis. Wir beweisen den Satz über vollständige Induktion. Für n = 1 gilt
x∫︂

a

f(t) dt =
1

0!

x∫︂
a

(x− t)0f(t) dt. (3.2)

17



18 KAPITEL 3. DIE FRAKTIONALE ABLEITUNG

Die Gleichung folgt mit 0! = 1, sowie (x − t)0 = 1. Der Anfang ist gemacht. Die Aussage sei nun für
ein n ∈ N bewiesen. Für n+ 1 setzen wir ein und benutzen die Induktionsannahme, um die ersten n
Integrale zu einem Integral zusammenzufassen. Es folgt

x∫︂
a

dx1

x1∫︂
a

dx2 · · ·
xn−1∫︂
a

dxn⏞ ⏟⏟ ⏞
n Integrale

xn∫︂
a

f(xn+1) dxn+1 =
1

(n− 1)!

x∫︂
a

(x− t)n−1

t∫︂
a

f(xn+1) dxn+1⏞ ⏟⏟ ⏞
:=u(t)

dt (3.3a)

=
1

(n− 1)!

x∫︂
a

(x− t)n−1u(t) dt (3.3b)

=
1

(n− 1)!

[︃
−1

n
(x− t)n u(t)

⃓⃓x
a
+

1

n

x∫︂
a

(x− t)nf(t) dt

]︃
(3.3c)

=
1

n!

x∫︂
a

(x− t)nf(t) dt. (3.3d)

Dabei haben wir benutzt, dass nach Satz 2.5 u(a) = 0 ist.

Nun können wir in Gl. (3.1) das n durch eine reelle Zahl α > 0 ersetzen. Dies führt zu der folgenden

Definition 3.2. Sei f ∈ L1(a, b), sowie α > 0. Dann definieren wir für die x ∈ [a, b], für die das
Integral

aI
α
x f(x) :=

1

Γ(α)

x∫︂
a

(x− t)α−1f(t) dt (3.4)

absolut konvergiert, das fraktionale Integral der Ordnung α von f .

Wir wollen die Notation erklären.

Notation 3.3. Es gibt mehrere Schreibweisen für fraktionale Operatoren, wie die Ableitung oder
hier das Integral. In [13] wird aI

α
x f(x) benutzt, eine andere Notation ist Iαa+f(x), [5]. Wir wollen die

Notation wie folgt benutzen: aI
α
x soll den Operator bezeichnen, wobei das x andeuten soll, dass die

Variable die obere Grenze des Integrals ist. Wenn wir zum Beispiel x = 0 einsetzen schreiben wir
aI

α
x f(0).

Bemerkung 3.4. Nach [5, Equation 1.6] können wir dieses Integral auch als Faltung schreiben. Es
gilt für α > 0 und für fast alle x ∈ [a, b]

aI
α
x f(x) = [ια ∗ f ](x), (3.5)
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wobei wir

ια(x) =
xα−1
+

Γ(α)
(3.6)

mit x+ = max{0, x} wählen. Dies wird es weiter unten erlauben die Laplace-Transformation einer
fraktionalen Ableitung zu berechnen.

Nun wollen einige Eigenschaften dieses Integrals untersuchen.

Satz 3.5. Sei f ∈ L1(a, b), sowie α, β > 0. Dann gelten die folgende Aussagen:

(a) Es ist aI
α
x f ∈ L1(a, b).

(b) aI
α
x : L1(a, b) → L1(a, b) ist ein beschränkter linearer Operator.

(c) Es gilt
aI

β
x [aI

α
x f ] (x) = aI

α
x [aI

β
x f ](x) = aI

α+β
x f(x) (3.7)

für fast alle x ∈ [a, b] und falls α+ β ≥ 1 für alle x ∈ [a, b]

Beweis. (a) Wir zeigen, dass

∥aIαx f∥1 ≤
(b− a)α

Γ(α+ 1)
∥f∥1 . (3.8)

Dazu betrachten wir zuerst
b∫︂

t

(x− t)α−1 dx =
1

α
(b− t)α ≤ 1

α
(b− a)α < ∞, (3.9)

für a ≤ t ≤ x ≤ b. Nun setzen wir ein und rechnen
b∫︂

a

|(aIαx f)(x)| dx =
1

Γ(α)

b∫︂
a

⃓⃓⃓⃓ x∫︂
a

(x− t)α−1 f(t) dt

⃓⃓⃓⃓
dx (3.10a)

≤ 1

Γ(α)

b∫︂
a

b∫︂
a

χ[a,x](t)
⃓⃓
(x− t)α−1

⃓⃓
|f(t)| dt dx. (3.10b)

Nun benutzten wir Fubini und mit a ≤ t ≤ x ≤ b folgt

1

Γ(α)

b∫︂
a

b∫︂
a

χ[a,x](t)
⃓⃓
(x− t)α−1

⃓⃓
|f(t)| dt dx =

1

Γ(α)

b∫︂
a

|f(t)|
b∫︂

t

(x− t)α−1 dx dt (3.11a)

≤ 1

αΓ(α)
(b− a)α

b∫︂
a

|f(t)| dt < ∞, (3.11b)
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wobei wir f ∈ L1(a, b) und Gl. (3.9) benutzt haben. Es folgt aI
α
x f ∈ L1(a, b).

(b). Wir rechnen die Linearität nach. Für c1, c2 ∈ R und f, g ∈ L1(a, b) folgt

aI
α
x [c1f + c2g](x) =

1

Γ(α)

x∫︂
a

(x− t)α−1
(︁
c1f(t) + c2g(t)

)︁
dt (3.12a)

=
c1

Γ(α)

x∫︂
a

(x− t)α−1f(t) dt+
c2

Γ(α)

x∫︂
a

(x− t)α−1g(t) dt (3.12b)

= c1(aI
α
x f)(x) + c2(aI

α
x g)(x). (3.12c)

Wir haben dabei die Linearität des Integrals benutzt. Nach (a) ist c1(aI
α
x f) + c2(aI

α
x g) ∈ L1(a, b),

womit die Linearität gezeigt ist. Die Beschränktheit folgt aus (a) mit

∥aIαx f∥1 ≤
(b− a)α

Γ(α+ 1)
∥f∥1 . (3.13)

(c). Sei f ∈ L1(a, b). Nach (a) ist aI
α
x f ∈ L1(a, b). Somit ist auch aI

β
x [aI

α
x f ] ∈ L1(a, b). Wir setzen

an

aI
β
x [aI

α
x f ] (x) =

1

Γ(α)Γ(β)

x∫︂
a

(x− t)β−1

t∫︂
a

(t− τ)α−1 f(τ) dτ dt (3.14a)

=
1

Γ(α)Γ(β)

x∫︂
a

x∫︂
a

χ[a,t](τ) (x− t)β−1 (t− τ)α−1 f(τ) dτ dt. (3.14b)

Wir setzen |f | ein und rechnen mit Fubini und a ≤ τ ≤ t ≤ x

x∫︂
a

x∫︂
a

χa,t(τ)(x− t)β−1(t− τ)α−1|f(τ)| dτ dt =
x∫︂

a

|f(τ)|
x∫︂

τ

(x− t)β−1(t− τ)α−1 dt dτ (3.15a)

=

x∫︂
a

|f(τ)|(x− τ)α+β−1

1∫︂
0

(1− u)β−1uα−1 du dτ

(3.15b)

= Γ(α)Γ(β)aI
α+β
x [|f |](x), (3.15c)

für fast alle x ∈ [a, b]. Dabei haben wir die Substitution t = τ + u (x− τ), sowie

1∫︂
0

(1− u)β−1 uα−1 du =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
, für α, β > 0 (3.16)
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benutzt. Insbesondere gilt damit aI
β
x

[︁
aI

α
x |f |

]︁
(x) = aI

α+β
x [|f |](x) für fast alle x ∈ [a, b]. Falls nun

aI
α+β
x [|f |](x0) < ∞, für ein gegebenes x0 ∈ [a, b], können wir die Integrationsreihenfolge wählen und

erhalten mit obiger Rechnung

aI
β
x

[︁
aI

α
x f
]︁
(x0) = aI

α+β
x f(x0). (3.17)

Nun ist aI
α
x [|f |] ∈ L1(a, b) und damit aI

β
x

[︁
aI

α
x |f |

]︁
∈ L1(a, b), woraus

aI
β
x

[︂⃓⃓
aI

α
x |f |

⃓⃓]︂
(x) = aI

β
x

[︁
aI

α
x |f |

]︁
(x) < ∞ für fast alle x ∈ [a, b] (3.18)

folgt. Damit gilt Gl. (3.17) für fast alle x ∈ [a, b]. Sei nun α + β ≥ 1 und damit (x − t)α+β−1 für
t ∈ [a, x] durch (b− a)α+β−1 beschränkt. Wir rechnen

aI
α+β
x [|f |](x) = 1

Γ(α+ β)

x∫︂
a

(x− t)α+β−1|f(t)| dt (3.19a)

≤ (b− a)α+β−1

Γ(α+ β)
∥f∥1 < ∞ für alle x ∈ [a, b]. (3.19b)

Es folgt Gl. (3.17) für alle x ∈ [a, b]. Wir haben keine zusätzlichen Annahmen zu α und β getroffen.
Damit können wir α und β vertauschen und das oben bewiesene anwenden. Es folgt aI

α
x

[︁
aI

β
x f
]︁
(x) =

aI
α+β
x f(x) für fast alle x ∈ [a, b] und alle x ∈ [a, b], falls α+ β ≥ 1.

Bis jetzt haben wir α > 0 betrachtet. Es macht Sinn aI
0
xf := f zu definieren. Dies ist auch eine

sinnvolle Definition, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 3.6. Für festes f ∈ L1(a, b) ist die Funktion gf : [0,∞) → L1(a, b), α ↦→ aI
α
x f stetig.

Beweis. Sei f ∈ L1(a, b) und sei ε > 0. Wir zeigen zuerst, dass ein δ > 0 existiert, sodass

0 < α < δ ⇒ ∥aIαx f − f∥1 < ε. (3.20)

Dazu benutzen wir die Beweisidee aus [14, Theorem 2.6]. Dazu betrachten wir

1

Γ(α)

x∫︂
a

(x− t)α−1f(t) dt− f(x) =
1

Γ(α)

x−a∫︂
0

f(x− t)− f(x)

t1−α
dt+ f(x)

[︃
(x− a)α

Γ(α+ 1)
− 1

]︃
(3.21a)

= (Uf)(α) + (V f)(α), (3.21b)
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damit ist ∥aIαx f − f∥1 ≤ ∥(Uf)(α)∥1 + ∥(V f)(α)∥1. Zuerst können wir ∥(V f)(α)∥1 abschätzen durch

∥(V f)(α)∥1 ≤
b∫︂

a

|f(x)|
⃓⃓⃓⃓
(x− a)α

Γ(α+ 1)
− 1

⃓⃓⃓⃓
dx (3.22)

≤
b∫︂

a

|f(x)|
(︃
(x− a)α

Γ(α+ 1)
+ 1

)︃
dx (3.23)

≤
(︃
(b− a)α

Γ(α+ 1)
+ 1

)︃
∥f∥1 < ∞. (3.24)

Wir haben damit eine integrable Majorante gefunden und wir können Limes und Integral durch den
Satz von der majorisierten Konvergenz Satz 2.3 vertauschen. Damit ist limα→0 ∥(V f)(α)∥1 = 0 und
insbesondere existiert δ1 > 0, sodass ∥(V f)(α)∥1 < ε/3, für α < δ1. Um ∥(Uf)(α)∥1 abzuschätzen
nutzen wir aus, dass der Raum C∞

0 ([a, b]) dicht im L1(a, b) ist. Wir wählen eine Funktionenfolge
ϕn ∈ C∞

0 ([a, b]) mit limn→∞ ∥f − ϕn∥1 = 0. Es folgt

∥(Uf)(α)∥1 ≤ ∥
(︁
U(f − ϕn)

)︁
(α)∥1 + ∥(Uϕn)(α)∥1. (3.25)

Zuerst benutzen wir für ein festes n ∈ N den Mittelwertsatz der Differentialrechnung um die Unglei-
chung

⃓⃓⃓⃓
ϕn(x− t)− ϕn(x)

t

⃓⃓⃓⃓
≤ max

t∈[a,b]
|ϕ′

n(t)| (3.26)

zu erhalten. Weiter ist

∥(Uϕn)(α)∥1 ≤
α

Γ(α+ 1)

b∫︂
a

x−a∫︂
0

tαmax |ϕ′
n| dt dx

α→0−→ 0 (3.27)

und damit existiert δ2 > 0 mit ∥(Uϕn)(α)∥1 < ε/3, für α < δ2. Zuletzt schätzen wir ∥
(︁
U(f−ϕn)

)︁
(α)∥1
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ab. Wir setzen ein und benutzen den Satz von Fubini um die Integrationsreihenfolge zu vertauschen

∥
(︁
U(f − ϕn)

)︁
(α)∥1 ≤

α

Γ(α+ 1)

b∫︂
a

x−a∫︂
0

|f(x− t)− ϕn(x− t)|
t1−α

+
|f(x)− ϕn(x)|

t1−α
dt dx (3.28a)

=
α

Γ(α+ 1)

b−a∫︂
0

b∫︂
t+a

|f(x− t)− ϕn(x− t)|
t1−α

+
|f(x)− ϕn(x)|

t1−α
dx dt (3.28b)

=
α

Γ(α+ 1)

b−a∫︂
0

tα−1

(︃ b−t∫︂
a

|f(u)− ϕn(u)| du+

b∫︂
t+a

|f(x)− ϕn(x)| dx
)︃
dt (3.28c)

≤ 2(b− a)α

Γ(α+ 1)
∥f − ϕn∥1. (3.28d)

Nun können wir ein N0 finden, sodass ∥f − ϕn∥1 < ε, für alle n ≥ N0. Zusammengesetzt wählen wir
ein n ∈ N, sodass ∥f − ϕn∥1 < minα<δ̃{

Γ(α+1)
6(b−a)α }ε. Dies können wir machen, da wir α in einer kleinen

Umgebung um die Null betrachten und Γ(α+1)
6(b−a)α ≥ minα>0 Γ(α+1)

6(b−a)δ̃
ein Minimum hat. Weiter wählen wir

δ = min{δ1, δ2}. Damit folgt

∥aIαx f − f∥1 ≤ ∥
(︁
U(f − ϕn)(α)

)︁
∥1 + ∥(Uϕn)(α)∥1 + ∥(V f)(α)∥1 < ε, für α < δ. (3.29)

Als nächstes sei α0, α > 0, sowie α > α0. Wir zeigen limα→α0 ∥aIαx f − aI
α0
x f∥1 = 0. Dazu benutzen

wir Satz 3.5 (c) und die schon bewiesene Stetigkeit in der 0. Es folgt

lim
α→α0

∥aIαx f−aI
α0
x f∥1 = lim

α→α0

∥aIα0
x (aI

α−α0
x f−f)∥1 ≤ lim

α→α0

(b− a)α0

Γ(α0 + 1)
∥aIα−α0

x f−f∥1
α→α0−→ 0. (3.30)

Falls nun α < α0 ist, folgt

lim
α→α0

∥aIαx f − aI
α0
x f∥1 = lim

α→α0

∥aIαx (aIα0−α
x f − f)∥1 ≤ lim

α→α0

(b− a)α

Γ(α+ 1)
∥aIα0−α

x f − f∥1
α→α0−→ 0. (3.31)

Als nächstes wollen wir zwei Sätze betrachten, welche Aussagen über Differenzierbarkeit des frak-
tionalen Integrals machen. Zuerst beweisen wir

Satz 3.7. Für f ∈ L1(a, b) und α > n, n ∈ N gilt

dn

dxn
aI

α
x f(x) = aI

α−n
x f(x) für fast alle x ∈ [a, b]. (3.32)

Insbesondere ist aI
α
x f ∈ ACn([a, b]) .
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Beweis. Sei α > n, mit n ∈ N und f ∈ L1(a, b) gegeben. Wir betrachten zuerst aI
α−n
x f . Nach Satz 3.5

(a) ist aI
α−n
x f ∈ L1(a, b). Nun können wir mit Satz 3.5 (c) den Operator aI

1
x wiederholt anwenden

und die zwei Integrale zu einem zusammenzufassen. Nach Satz 2.5 ist

d

dx
aI

1
xf(x) = f(x) (3.33)

für fast alle x ∈ [a, b]. Zusammengefasst erhalten wir für n ≥ k ∈ N

aI
k
xaI

α−n
x f(x) = aI

α+k−n
x f(x), für alle x ∈ [a, b], (3.34)

wobei aI
α+k−n
x f ∈ ACk([a, b]) ist. Für aI

α
x f folgt entsprechend mit k = n

dn

dxn
aI

α
x f(x) = aI

α−n
x f(x) (3.35)

und aI
α
x f ∈ ACn([a, b]).

Nun wollen wir einen Satz beweisen, welcher Aussage über Differenzierbarkeit von aI
α
x macht, wenn

n > α ist. Dies macht

Satz 3.8. Für f ∈ Cn−1([a, b]) und n > α ≥ n− 1, n ∈ N gilt

aI
n−α
x f ∈ ACn([a, b]). (3.36)

Beweis. Sei zunächst f ∈ C([a, b]) und 1 > α > 0. Wir wollen zeigen, dass aI
1−α
x f ∈ AC([a, b]). Dies

machen wir in zwei Schritten:

1. aI
−α
x f ∈ L1(a, b).

2. aI
1
x [aI

−α
x f ] (x) = aI

1−α
x f(x) für alle x ∈ [a, b].

Nach Satz 2.5 folgt dann aI
1−α
x f ∈ AC([a, b]). Wir rechnen den ersten Schritt nach, wir haben

⃦⃦
aI

−α
x f

⃦⃦
1
=

b∫︂
a

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ 1

Γ(−α)

x∫︂
a

(x− t)−(1+α)f(t) dt

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ dx (3.37a)

≤ max
t∈[a,b]

{|f(t)|}
b∫︂

a

1

Γ(1− α)
(x− a)−α dx < ∞, (3.37b)

wobei wir (x − a)−α ∈ L1(a, b) für α < 1 benutzen. Damit ist Schritt 1 gezeigt. Insbesondere folgt
damit für alle x ∈ [a, b], dass

aI
1
x[aI

−α
x |f |](x) ≤ ∥aI−α

x [|f |]∥1 ≤ max
t∈[a,b]

{|f(t)|}(b− a)1−α

Γ(2− α)
< ∞. (3.38)
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Dies erlaubt es im folgendem Fubini zu benutzen. Wir machen weiter

aI
1
x

[︁
aI

−α
x f

]︁
(x) =

x∫︂
a

1

Γ(−α)

t∫︂
a

(t− τ)−(1+α)f(τ) dτ dt (3.39a)

=
1

Γ(−α)

x∫︂
a

f(τ)

x∫︂
τ

(t− τ)−(1+α) dt dτ (3.39b)

=
1

Γ(1− α)

x∫︂
a

(x− τ)−αf(τ) dτ = aI
1−α
x f(x), (3.39c)

für alle x ∈ [a, b]. Damit ist aI
1−α
x f ∈ AC([a, b]). Sei nun f ∈ Cn−1([a, b]) und n > α > n − 1. Wir

rechnen mit partieller Integration

aI
n−α
x f(x) =

1

Γ(n− α)

x∫︂
a

(x− t)n−1−αf(t) dt (3.40a)

=
1

Γ(n+ 1− α)

⎛⎝(x− a)n−αf(a) +

x∫︂
a

(x− t)n−αf ′(t) dt

⎞⎠ . (3.40b)

Diesen Schritt machen wir insgesamt n− 1-mal und erhalten

aI
n−α
x f(x) =

n−2∑︂
k=0

(x− a)n−α+k

Γ(n+ 1− α+ k)
f (k)(a) +

1

Γ(2n− 1− α)

x∫︂
a

(x− t)2n−2−αf (n−1)(t) dt (3.41a)

= pn + aI
2n−1−α
x f (n−1)(x). (3.41b)

Zuerst betrachten wir pn. Wir haben durch mehrfache Anwendung von Satz 2.5

pn(x) =

n−2∑︂
k=0

f (k)(a)

Γ(n+ 1− α+ k)
(x− a)n−α+k (3.42a)

=
n−2∑︂
k=0

f (k)(a)

Γ(k − α+ 1)
aI

n
x (x− a)k−α (3.42b)

= aI
n
x

n−2∑︂
k=0

f (k)(a)

Γ(k − α+ 1)
(x− a)k−α

⏞ ⏟⏟ ⏞
∈L1(a,b),

k − α > −1 für k ≥ 0. (3.42c)
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Damit ist pn ∈ ACn([a, b]). Nun ist nach Satz 3.7 dn−1

dxn−1 aI
2n−1−α
x f (n−1)(x) = aI

n−α
x f (n−1)(x). Nach

Voraussetzung ist f (n−1) ∈ C([a, b]) und damit ist nach dem schon bewiesenen dn−1

dxn−1 aI
n−α
x f ∈

AC([a, b]) und damit aI
n−α
x f ∈ ACn([a, b]), womit der Beweis fertig ist.

Der obige Satz bedeutet, dass das fraktionale Integral einer beliebigen stetigen Funktion differen-
zierbar ist. Dies hat Konsequenzen für fraktionale Ableitungen, mit denen wir jetzt weitermachen.

3.2 Die fraktionale Ableitung

Wir haben gesehen, dass wir fraktionale Integrale definieren können. Nun wollen wir die Intuition
benutzen, dass eine Ableitung ein Integral negiert und die Ordnung um eins verringert. Dies führt zu
den beiden folgenden Definitionen.

Definition 3.9. Für passende Funktionen f und n− 1 ≤ α < n, sowie n ∈ N definieren wir [2]

aD
α
xf(x) :=

dn

dxn
[︁
aI

n−α
x f

]︁
(x) =

1

Γ(n− α)

dn

dxn

x∫︂
a

(x− t)n−1−αf(t) dt (3.43)

die Riemann–Liouville fraktionale Ableitung und mit

C
a D

α
xf(x) := aI

n−α
x

[︃
dnf

dxn

]︃
(x) =

1

Γ(n− α)

x∫︂
a

(x− t)n−1−αf (n)(t) dt (3.44)

die Caputo fraktionale Ableitung.

Bemerkung 3.10. Unser Ableitungsbegriff geht über die absolut stetigen Funktionen. Daher ist es
Sinnvoll, für die Riemann–Liouville fraktionale Ableitung Funktionen zu betrachten, sodass aI

n−α
x f ∈

ACn([a, b]). Nach Satz 3.8 ist dies für f ∈ Cn−1([a, b]) erfüllt. Tatsächlich sind alle f , die durch
f = aI

α
x ϕ, mit ϕ ∈ L1(a, b) dargestellt werden können Riemann–Liouville differenzierbar. Nähere

Betrachtungen finden sich in [14] und [5]. Für die Caputo fraktionale Ableitung haben wir nur die
Auswahl f ∈ ACn([a, b]).

Einige Eigenschaften der Ableitungen werden nun zusammengefasst als

Satz 3.11. Es gelten die folgenden Behauptungen

(a) Die Operatoren aD
α
x und C

a D
α
x sind linear.

(b) Es gilt für k > −1 und n > α ≥ n− 1, n ∈ N

aD
α
x (x− a)k =

Γ(k + 1)

Γ(k − α+ 1)
(x− a)k−α. (3.45)
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Falls nun auch k > n− 1, dann gilt

C
a D

α
x (x− a)k =

Γ(k + 1)

Γ(k − α+ 1)
(x− a)k−α. (3.46)

(c) Für f ∈ L1(a, b) und 0 < α < β gilt

aD
α
x aI

β
x f(x) = aI

β−α
x f(x). (3.47)

(d) Für n ∈ N und f ∈ ACn([a, b]) ist aD
n
xf(x) = f (n)(x), für fast alle x ∈ [a, b].

Beweis. (a). Die Ableitung ist linear. Nach Satz 3.5 (b) ist das fraktionale Integral linear. Weiter ist
die Verkettung von linearen Operatoren linear und damit sind die fraktionalen Ableitungen linear.

(b). Wir setzen Definition 3.9 mit n− 1 ≤ α < n, n ∈ N ein. Für k > −1 gilt

aD
α
x (x− a)k =

1

Γ(n− α)

dn

dxn

x∫︂
a

(t− a)k (x− t)n−1−α dt (3.48a)

=
1

Γ(n− α)

dn(x− a)k+n−α

dxn

1∫︂
0

uk(1− u)n−1−α du (3.48b)

=
Γ (k + n+ 1− α)

Γ(k + 1− α)Γ (n− α)
(x− a)k−α · Γ (k + 1)Γ (n− α)

Γ (k + 1 + n− α)
(3.48c)

=
Γ(k + 1)

Γ(k − α+ 1)
(x− a)k−α. (3.48d)

Dabei wurde die Substitution t = a + u(x − a) und Gl. (2.29) benutzt. Dies wiederholen wir mit
k > n− 1 für die Caputo Ableitung.

C
a D

α
x (x− a)k =

Γ (k + 1)

Γ(n− α)Γ (k − n+ 1)

x∫︂
a

(t− a)k−n (x− t)n−1−α dt (3.49a)

=
Γ (k + 1) (x− a)k−α

Γ(n− α)Γ (k − n+ 1)

1∫︂
0

uk−n(1− u)n−1−α du (3.49b)

=
Γ(k + 1)

Γ(k − α+ 1)
(x− a)k−α. (3.49c)

(c). Es seien β > α > 0, sowie n > α > n− 1, n ∈ N und f ∈ L1(a, b). Wir benutzen Satz 3.5 (c)
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und Satz 2.5. Es folgt

aD
α
x aI

β
x f(x) =

dn

dxn

[︂
aI

n−α
x aI

β
x f
]︂
(x) (3.50a)

=
dn

dxn

[︂
aI

β−α+n
x f

]︂
(x) (3.50b)

=
dn

dxn
aI

n
x

[︁
aI

β−α
x f

]︁
(x) = aI

β−α
x f(x) für fast alle x ∈ [a, b]. (3.50c)

(d) Sei n ∈ N und f ∈ ACn([a, b]). Zuerst benutzen wir Satz 2.5, sodass aI
1
xf ∈ ACn+1([a, b]).

Nach Definition 3.9 ist

aD
n
xf(x) =

dn+1

dxn+1 a
I1xf(x) = f (n)(x), für fast alle x ∈ [a, b]. (3.51)

Die Version von Satz 3.11 (c) für die Caputo Ableitung braucht stärkere Voraussetzungen. Dies
macht

Satz 3.12. Für f ∈ L1(a, b),sowie β > α > 0 und β ≥ n, mit n− 1 ≤ α < n, n ∈ N gilt

C
a D

α
x aI

β
x f(x) = aI

β−α
x f(x). (3.52)

für fast alle x ∈ [a, b]

Beweis. Es ist β − n ≥ 0, damit können wir Satz 3.5 benutzen. Es folgt

C
a D

α
x aI

β
x f(x) = aI

n−α
x aI

β−n
x f(x) = aI

β−α
x f(x), für fast alle x ∈ [a, b] (3.53)

Diese Vorarbeit reicht aus um zu zeigen, dass die Definitionen der fraktionalen Ableitungen nicht
gleich ist. Wir zeigen

Satz 3.13. Für f ∈ ACn([a, b]) und n− 1 < α ≤ n, n ∈ N gelten die folgenden Gleichungen

C
a D

α
xf(x) = aD

α
xf(x)−

n−1∑︂
k=0

f (k)(a)

Γ (k − α+ 1)
(x− a)k−α (3.54)

und
C
a D

α
xf(x) = aD

α
x

[︃
f −

n−1∑︂
k=0

f (k)(a)

Γ(k + 1)
(· − a)k

]︃
(x) (3.55)
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Beweis. Sei n ∈ N und n− 1 < α ≤ n. Wir betrachten eine Funktion f ∈ ACn([a, b]). Nach dem Satz
von Taylor mit Integralrestglied gilt

f(x) =
n−1∑︂
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

x∫︂
a

(x− t)n−1

n!
f (n)(t) dt (3.56)

Mit Satz 3.11 und Gl. (3.56) folgt

aD
α
xf(x) =

n−1∑︂
k=0

f (k)(a)

k!
aD

α
x (x− a)k + aD

α
x

[︁
aI

n
x f

(n)
]︁
(x) (3.57a)

=

n−1∑︂
k=0

f (k)(a)

Γ (k − α+ 1)
(x− a)k−α + aI

n−α
x

[︁
f (n)

]︁
(x) (3.57b)

=
n−1∑︂
k=0

f (k)(a)

Γ (k − α+ 1)
(x− a)k−α + C

a D
α
xf(x). (3.57c)

Durch umstellen folgt die erste Gleichung. Für die zweite betrachten wir Gl. (3.57a). Anstatt die
Riemann–Liouville Ableitung für das Polynom auszuführen stellen wir um und nutzen die Linearität
der Ableitung. Weiterhin gilt aD

α
x

[︁
aI

n
x f

(n)
]︁
(x) = C

a D
α
xf(x), woraus die zweite Gleichung folgt.

Satz 3.13 erlaubt es uns unsere Ergebnisse für die Riemann–Liouville Ableitung zu benutzen um
Eigenschaften der Caputo Ableitung zu beweisen. Eine Anwendung ist

Satz 3.14. Für n ∈ N und f ∈ ACn([a, b]) ist C
a D

n
xf(x) = f (n)(x) für fast alle x ∈ [a, b].

Beweis. Wir benutzen Satz 3.11 und Satz 3.13. Es folgt

C
a D

n
xf(x) = aD

n
x [f − pn−1] (x) = f (n)(x), für fast alle x ∈ [a, b], (3.58)

wobei pn−1 ein Polynom n− 1-ten Grades ist und die n-te Ableitung entsprechend verschwindet.

Später wollen wir uns mit fraktionalen Differentialgleichungen beschäftigen. Dazu wollen wir uns
die Laplace-Transformation von fraktionalen Ableitungen anschauen. Bevor wir eine Formel für diese
Transformation hinschreiben gibt es eine

Bemerkung 3.15. Wir können nach ?? 3.4 das fraktionale Integral als Faltung aufschreiben. Damit
sieht die Riemann–Liouville fraktionale Ableitung wie folgt aus

aD
α
xf(x) =

1

Γ(n− α)

dn

dxn

x∫︂
a

(x− t)n−1−αf(t) dt =
dn

dxn
[ια ∗ f ](x), (3.59)

mit ια(x) =
xα−1
+

Γ(α) und x+ = max{0, x}
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Zusätzlich werden wir im folgenden a = 0 setzen. Damit gilt für die Laplace-Transformation

Satz 3.16. Für f ∈ L1(0, b), sodass 0I
n−α
x f ∈ ACn([0, b]) und (0I

α
x f)

(n) Laplace-transformierbar, mit
n− 1 < α ≤ n, n ∈ N gilt

L [0D
α
xf ] (s) = sαL[f ](s)−

n−1∑︂
k=0

sk0D
α−k−1
x f(0). (3.60)

Außerdem sind die Ausdrücke 0D
α−k−1
x f(0) ∈ R eindeutig.

Beweis. Sei f ∈ L1(0, b), sodass 0I
n−α
x f ∈ ACn([0, b]), für n − 1 < α ≤ n, n ∈ N. Wir wollen die

Eigenschaften aus Satz 2.6 benutzen. Diese sind L[f (n)](s) = snL[f ](s) −
∑︁n−1

k=0 s
kf (n−1−k)(0), sowie

die Faltungseigenschaft L[f ∗ g](s) = L[f ](s) · L[g](s). Damit gilt

L [0D
α
xf ] (s) =

1

Γ(n− α)
snL[xn−1−α] · L[f ](s)−

n−1∑︂
k=0

sk
dn−1−k

dxn−1−k 0I
n−1−k−(α−k−1)
x f(x)

⃓⃓
x=0

(3.61a)

= sαL[f ](s)−
n−1∑︂
k=0

sk0D
α−k−1
x f(0). (3.61b)

Dabei haben wir L[xn−1−α](s) = Γ(n−α)/sn−α, sowie die Definition 3.9 benutzt. Nun betrachten wir
0D

α−k−1
x f(0). Nach Voraussetzung ist 0I

n−α
x f ∈ ACn([0, b]). Damit ist dn−1

dxn−1 0I
n−α
x f ∈ AC([0, b]) und

insbesondere stetig. Durch Anwendung von Satz 2.5 folgt

0D
α−k−1
x f(x) =

dn−1

dxn−1 0
Ikx
[︁
0I

n−α
x f

]︁
(x) ∈ ACk([0, b]), k = 0, 1, . . . . (3.62)

Damit sind 0D
α−k−1
x f für k ≥ 0 stetig auf [0, b] und wir können x = 0 einsetzen.

Nun wollen wir die Laplace-Transformation für die Caputo Ableitung untersuchen.

Satz 3.17. Für f ∈ ACn([0, b]) mit f (n) Laplace-transformierbar und n− 1 < α ≤ n, n ∈ N gilt

L
[︁
C
0 D

α
xf
]︁
(s) = sαL[f ](s)−

n−1∑︂
k=0

sα−k−1f (k)(0). (3.63)

Beweis. Wir benutzen wie im vorherigem Satz die Faltungseigenschaft, sowie die Laplace-Transformation
der Ableitung. Wir erhalten

L
[︁
C
0 D

α
xf
]︁
(s) =

1

Γ(n− α)
L[xn−1−α] · L

[︁
f (n)

]︁
(s) (3.64a)

= sα−n ·
(︃
snL[f ](s)−

n−1∑︂
k=0

skf (n−1−k)(0)

)︃
(3.64b)

= sαL[f ](s)−
n−1∑︂
k=0

sk+α−nf (n−1−k)(0). (3.64c)
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Nach Umsortieren folgt

L
[︁
C
0 D

α
xf
]︁
(s) = sαL[f ](s)−

n−1∑︂
k=0

sα−k−1f (k)(0). (3.65)

Damit wollen wir dieses Kapitel über fraktionale Ableitungen abschließen. Im nächsten Kapitel
wollen wir das Bewiesene an fraktionalen Differentialgleichungen anwenden.
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Kapitel 4

Fraktionale Differentialgleichungen

In diesem Kapitel wollen wir die fraktionalen Ableitungen aus den vorangegangenen Kapiteln benut-
zen um Differentialgleichungen zu definieren und diese zu lösen. Dazu betrachten wir ein kompaktes
Interval I = [0, T ] ⊂ R. Dies wird uns erlauben die Laplace-Transformation zu benutzen und einen
Lösungsvorschlag zu bekommen. Die Methodik wurde dabei von [13, Kapitel 4] übernommen. Im
folgenden Kapitel werden wir eine Funktion f Laplace-transformierbar nennen, falls f exponenti-
ell beschränkt ist gemäß Gl. (2.20), sofern f auf [0,∞) definiert ist. Falls f ∈ L1(0, T ) und nicht
Laplace-transformierbar ist setzen wir f(x) = 0 für x > T um die Laplace-Transformierbarkeit zu
gewährleisten.

4.1 Die Differentialgleichung Dαy = λy

Im Allgemeinen kann eine fraktionale Differentialgleichung der Ordnung α eine komplizierte Form
annehmen, wie zu Beispiel

aD
α
xy(x) = f(x, y, aD

β1
x , . . .), (4.1)

wobei wir beliebig viele Ableitungen der Ordnung βi < α in f einsetzen können. Wir wollen daher
eine kleine Klasse von fraktionalen Differentialgleichungen betrachten. Im folgenden wollen wir auch
die untere Grenze a = 0 setzen. Dies ermöglicht es uns unser Wissen zu Laplace-Transformationen
anzuwenden. Dies ist keine Einschränkung, wie folgende Rechnung zeigt

aD
α
xf(x) =

1

Γ (n− α)

dn

dxn

x∫︂
a

(x− t)n−1−α f(t) dt (4.2a)

=
1

Γ (n− α)

dn

dxn

x−a∫︂
0

(x− a− t)n−1−α f(t+ a) dt (4.2b)

= 0D
α
x [f(·+ a)](x− a). (4.2c)

33
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Wir können also 0D
α
xg(x − a) = aD

α
xf(x) betrachten mit g(x) = f(x + a). Das gleiche folgt auch

für die Caputo Ableitung. Weiter werden wir das folgende Lemma benutzen, um die Konvergenz von
Reihen in diesem Kapitel zu zeigen.

Lemma 4.1. Für α > 0 ist
lim
x→∞

Γ(x)

Γ(x+ α)
= 0. (4.3)

Beweis. Sei α > 0. Wir benutzen die Stirling-Approximation Gl. (2.28) für die Gammafunktion. Es
folgt

lim
x→∞

Γ(x)

Γ(x+ α)
= lim

x→∞

Γ(x+ 1)

Γ(x+ α+ 1)
· 1 · 1 (4.4a)

= lim
x→∞

√
2πx

(︁
x
e

)︁x√︁
2π(x+ α)

(︁
x+α
e

)︁x+α (4.4b)

≤ lim
x→∞

xx

xx+α
= 0. (4.4c)

4.1.1 Riemann–Liouville Differentialgleichungen

Zuerst wollen wir Riemann–Liouville Differentialgleichung untersuchen. Diese haben für n−1 < α ≤ n,
mit n ∈ N die entsprechenden Anfangsbedingungen

0D
α−k−1
x y(0) = bn−1−k, k = 0, . . . , n− 1. (4.5)

Bemerkung 4.2. In Gl. (4.5) gilt für k = n − 1, dass 0 ≥ α − k − 1 > −1. Nach Definition 3.9
benutzen wir

0D
α−k−1
x y(x) = 0D

α−n
x y(x) =

d0

dx0
0I

n−α
x y(x) = 0I

n−α
x y(x), (4.6)

wobei wir d0

dx0 := 1 definieren.

Nun wollen wir definieren, welche Probleme wir betrachten und was wir unter einer Lösung ver-
stehen. Allgemein betrachten wir Gleichungen der Form

0D
α
xy(x) = F (x, y(x)), (4.7)

mit einer messbaren Funktion F : [0,∞)× R → R. Wir fassen zusammen

Definition 4.3. Für n− 1 < α ≤ n, n ∈ N und einer messbaren Funktion F : [0,∞)×R → R, sowie
bn−1−k ∈ R, k = 0, . . . , n− 1 ist das betrachtete Problem von der Form

0D
α
xy(x) = F (x, y(x)), x ∈ [0, T ]

0D
α−k−1
x y(0) = bn−1−k k = 0, . . . , n− 1.

(4.8)
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Wir nennen y ∈ L1(0, T ) eine Lösung von Gl. (4.8), falls 0D
α
xy ∈ L1(0, T ) und

0D
α
xy(x) = F (x, y(x)), für fast alle x ∈ [0, T ], (4.9)

sowie
0D

α−k−1
x y(0) = bn−1−k k = 0, . . . , n− 1. (4.10)

In der obigen Definition fordern wir, dass 0D
α−k−1
x y(0) einsetzbar ist. Dies erfordert nach Satz 3.16

0I
n−α
x y ∈ ACn([a, b]). Falls dies für ein y ∈ L1(0, T ) erfüllt ist, gilt dies auch für alle anderen Funk-

tionen ỹ ∈ L1(0, T ), für die ∥y− ỹ∥1 = 0 ist. Wir müssen zeigen, dass 0I
n−α
x y(x) = 0I

n−α
x ỹ(x) für alle

x ∈ [0, T ]. Sei dazu x ∈ [0, T ], wir benutzen die Linearität des fraktionalen Integrals

|0Iαx y(x)− 0I
α
x ỹ(x)| ≤ 0I

α
x

[︁
|y − ỹ|

]︁
(x). (4.11)

Nun sind y und ỹ fast überall gleich, woraus 0I
α
x

[︁
|y − ỹ|

]︁
(x) = 0 für alle x ∈ [0, T ] folgt. Damit sind

die Anfangsbedingungen sinnvoll definiert. Um die Laplace-Methode vorzustellen beweisen wir

Satz 4.4. Für ein Laplace-transformierbares f ∈ L1(0, T ), sowie n − 1 < α ≤ n, n ∈ N hat die
Gleichung

0D
α
xy(x) = f(x) (4.12)

für die Anfangsbedingungen mit bk ∈ R, k = 0, . . . n− 1

0D
α−k−1
x y(0) = bn−1−k, k = 0, . . . , n− 1, (4.13)

die eindeutige Lösung

y(x) = 0I
α
x f(x) +

n−1∑︂
k=0

bn−1−k

Γ (α− k)
xα−k−1. (4.14)

Beweis. Um den Satz zu beweisen könnten wir direkt zeigen, dass Gl. (4.14) eine Lösung ist. Allerdings
wollen wir in diesem Kapitel die Laplace-Transformation benutzen. Daher machen wir zuerst einen
Lösungsvorschlag. Sei dazu n− 1 < α ≤ n. Wir benutzen Satz 3.16 um Gl. (4.12) zu transformieren.
Wir erhalten

sαL[y](s)−
n−1∑︂
k=0

sk0D
α−k−1
x y(0) = L[f ](s). (4.15)

Wir stellen um und benutzen die Anfangsbedingungen aus Gl. (4.5), damit folgt

L[y](s) = s−αL[f ](s) +
n−1∑︂
k=0

bn−1−ks
k−α. (4.16)

Eine inverse Laplace-Transformation führt auf

y(x) =
1

Γ (α)

x∫︂
0

(x− t)α−1f(t) dt+

n−1∑︂
k=0

bn−1−k

Γ (α− k)
xα−k−1. (4.17)
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Mit dem obigen Ausdruck und Satz 3.5 folgt direkt, dass y ∈ L1 (0, T ).

Nun zeigen wir, dass dieses y eine Lösung von Gl. (4.12) ist. Es ist α − k − 1 ≥ α − n > −1. Wir
dürfen daher die Ableitungsregel für Polynome Satz 3.11 verwenden. Es folgt für k, i = 0, . . . , n− 1

0D
α−i−1
x

xα−k−1

Γ (α− k)
=

xi−k

Γ (i− k + 1)
=

⎧⎪⎨⎪⎩
0 für i < k

1 für i = k
xi−k

Γ(i−k+1) für i > k

. (4.18)

Wir haben dabei 1
Γ(−m) = 0 für m ∈ N0 benutzt. Nun setzen wir Gl. (4.17) in Gl. (4.12) ein. Mit

obigen Überlegungen ist α = α + 1 − 1 und damit i = −1 < k, es folgt, dass die Ableitungen von
xα−k−1 verschwinden woraus mit der Linearität der fraktionalen Ableitung

0D
α
xy(x) = 0D

α
x 0I

α
x f(x) + 0D

α
x

[︃ n−1∑︂
k=0

bn−1−k

Γ(α− k)
xα−k−1

]︃
(4.19a)

= 0D
α
x 0I

α
x f(x) +

n−1∑︂
k=0

bn−1−k

Γ(α− k)
0D

α
xx

α−k−1 (4.19b)

=
dn

dxn
0I

n
x f(x) = f(x), für fast alle x ∈ [0, T ] (4.19c)

folgt. Weiter ist 0D
α−i−1
x

[︁
xα−k−1

]︁
(0) = 1 für i = k. Zusätzlich ist

0D
α−k−1
x 0I

α
x f(x) = 0I

k+1
x f(x) (4.20)

stetig, mit 0I
k+1
x f(0) = 0, sodass die Anfangsbedingungen Gl. (4.5) erfüllt werden. Damit ist y(x) eine

Lösung.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen nehmen wir an, dass y1 und y2 zwei Lösungen sind. Aus der Linearität
der fraktionalen Ableitung folgt, dass u = y1 − y2 die Gleichung

0D
α
xu(x) = 0, für fast alle x ∈ [0, T ], (4.21)

mit den Anfangsbedingungen

0D
α−k−1
x u(0) = 0, k = 0, . . . , n− 1 (4.22)

löst. Wir haben damit sαL[u] = 0, woraus L[u] = 0 folgt. Mit der Injektivität der Laplace-Transformation
folgt, dass u = 0. Damit ist y1(x) = y2(x) für fast alle x ∈ [0, T ], womit die Eindeutigkeit gezeigt
ist.
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Nachdem wir die Methode der Laplace-Transformation vorgestellt haben wollen wir die Lösung
der Differentialgleichung 0D

α
xy(x) = λy(x) mit den entsprechenden Anfangsbedingungen lösen.

Satz 4.5. Für α > 0, λ ̸= 0, sowie n − 1 < α ≤ n, n ∈ N und bk ∈ R, k = 0, . . . , n − 1 wird die
fraktionale Differentialgleichung

0D
α
xy(x) = λy(x) (4.23)

mit den entsprechenden Anfangsbedingungen

0D
α−k−1
x y(0) = bn−1−k, k = 0, . . . , n− 1. (4.24)

durch

y(x) =
n−1∑︂
k=0

bn−1−kx
α−k−1Eα,α−k (λx

α) (4.25)

eindeutig gelöst.

Beweis. Wie im obigen Beweis benutzen wir Laplace-Transformation um einen Lösungsvorschlag zu
bekommen und prüfen, ob dieser eine Lösung ist. Für n − 1 < α ≤ n, n ∈ N erhalten wir, nachdem
wir die Anfangsbedingungen eingesetzt haben

sαL[y](s)− λL[y](s)−
n−1∑︂
k=0

skbn−k−1 = 0. (4.26)

Wir stellen um und erhalten

L[y](s) =
n−1∑︂
k=0

bn−1−k
sk

sα − λ
, (4.27)

Ein Vergleich mit der Laplace-Transformation der Mittag-Leffler Funktion liefert

y(x) =

n−1∑︂
k=0

bn−1−kx
α−k−1Eα,α−k (λx

α) . (4.28)

Als nächstes überprüfen wir, ob y tatsächlich eine Lösung von Gl. (4.25) ist und die Anfangsbedin-
gungen Gl. (4.5) erfüllt. Dazu zeigen wir zuerst, dass y ∈ L1(0, T ). Wir betrachten die einzelnen
Summanden von Gl. (4.25). Mit der Definition der Mittag-Leffler Funktion Gl. (2.31) folgt

yk(x) := bn−1−kx
α−k−1Eα,α−k(λx

α) = bn−1−k

∞∑︂
i=0

λixα(i+1)−k−1

Γ
(︁
α(i+ 1)− k

)︁ . (4.29)

Weiter ist⃓⃓⃓⃓ ∞∑︂
i=0

λixα(i+1)−k−1

Γ
(︁
α(i+ 1)− k

)︁ ⃓⃓⃓⃓ = ⃓⃓⃓⃓ lim
m→∞

m∑︂
i=0

λixα(i+1)−k−1

Γ
(︁
α(i+ 1)− k

)︁ ⃓⃓⃓⃓ ≤ lim
m→∞

m∑︂
i=0

|λ|i|x|α(i+1)−k−1⃓⃓
Γ
(︁
α(i+ 1)− k

)︁⃓⃓ (4.30)
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und damit
T∫︂
0

⃓⃓⃓⃓ ∞∑︂
i=0

λixα(i+1)−k−1

Γ
(︁
α(i+ 1)− k

)︁ ⃓⃓⃓⃓ dx ≤
T∫︂
0

lim
m→∞

m∑︂
i=0

|λ|ixα(i+1)−k−1⃓⃓
Γ
(︁
α(i+ 1)− k

)︁⃓⃓ dx. (4.31)

Nach dem Satz der monotonen Konvergenz Satz 2.2 folgt

T∫︂
0

lim
m→∞

m∑︂
i=0

|λ|ixα(i+1)−k−1⃓⃓
Γ
(︁
α(i+ 1)− k

)︁⃓⃓ dx = lim
m→∞

T∫︂
0

m∑︂
i=0

|λ|ixα(i+1)−k−1⃓⃓
Γ
(︁
α(i+ 1)− k

)︁⃓⃓ dx (4.32a)

=

∞∑︂
i=0

T∫︂
0

|λ|ixα(i+1)−k−1⃓⃓
Γ
(︁
α(i+ 1)− k

)︁⃓⃓ dx (4.32b)

=
∞∑︂
i=0

|λ|iTα(i+1)−k

Γ
(︁
α(i+ 1)− k + 1

)︁ =:
∞∑︂
i=0

ai (4.32c)

Wir wollen die Konvergenz mit dem Quotientenkriterium nachweisen. Wir haben

ai+1

ai
= |λ|T 2αΓ

(︁
α(i+ 1)− k + 1

)︁
Γ
(︁
α(i+ 2)− k + 1

)︁ −→ 0 (i → ∞), (4.33)

wobei wir Lemma 4.1 benutzt haben. Mit dem Quotientenkriterium folgt die absolute Konvergenz und
damit yk ∈ L1(0, T ). Da y sich als endliche Summe von yk zusammensetzt folgt y ∈ L1(0, T ).

Als nächstes zeigen wir 0I
n−α
x yk ∈ ACn([0, T ]). Dazu zeigen wir dn−1

dxn−1 0I
n−α
x yk ∈ AC([0, T ]). Durch

die Beschränktheit von 0I
n−α
x und yk ∈ L1(0, T ) folgt durch vertauschen von Reihe und fraktionalem

Integral

0I
n−α
x yk(x) = 0I

n−α
x

[︃ ∞∑︂
i=0

bn−1−k
λixα(i+1)−k−1

Γ
(︁
α(i+ 1)− k

)︁]︃ = bn−k−1

∞∑︂
i=0

λixαi+n−k−1

Γ(αi+ n− k)
. (4.34)

Nun leiten wir ab. Es folgt

dn−1

dxn−1 0
In−α
x yk(x) = bn−k−1

dn−1

dxn−1

∞∑︂
i=0

λixαi+n−k−1

Γ
(︁
αi+ n− k

)︁ (4.35a)

= bn−k−1

[︄
dn−1

dxn−1

xn−k−1

(n− k − 1)!⏞ ⏟⏟ ⏞
= c∈{0,1}

+
dn−1

dxn−1

λxα+n−k−1

Γ
(︁
α+ n− k

)︁⏞ ⏟⏟ ⏞
=λxα−k/Γ(α−k+1)

+
dn−1

dxn−1

∞∑︂
i=2

λixαi+n−k−1

Γ(αi+ n− k)⏞ ⏟⏟ ⏞
=:S

]︄
. (4.35b)
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Wir betrachten die Summe S. Wir zeigen, dass S ∈ Cn([0, T ]). Der Raum Cn([0, T ]) ist mit der Norm
∥f∥Cn([0,T ]) :=

∑︁n
l=0maxx∈[0,T ] |f (l)(x)| ein Banachraum. Wir zeigen absolute konvergenz bezüglich

dieser Norm. Es ist 2α− k ≥ 0, damit ist

∥S∥Cn([0,T ]) ≤
n∑︂

l=0

∞∑︂
i=2

|λ|iTαi+n−k−l−1

Γ(αi+ n− k − l)
< ∞, (4.36)

wobei die Konvergenz der Reihen wieder durch das Quotientenkriterium mit Lemma 4.1 folgt. Da-
mit ist S ∈ Cn([0, T ]) ⊂ ACn([0, T ]). Außerdem ist λxα−k/Γ(α − k + 1) ∈ AC([0, T ]) und damit
folgt dn−1

dxn−1 0I
n−α
x yk ∈ AC([0, T ]). Wir können damit für k = 0, . . . n − 1 und m = 0, . . . n − 1 die

Anfangsbedingungen und die fraktionale Differentialgleichung überprüfen. Wir erhalten

dn−m−1

dxn−m−1 0
In−α
x yk(x) = bn−k−1

dn−m−1

dxn−m−1

∞∑︂
i=0

λixαi+n−k−1

Γ(αi+ n− k)
(4.37a)

= bn−k−1

[︃
xm−k

Γ(m− k + 1)
+

λxα+m−k

Γ(α+m− k + 1)
+

∞∑︂
i=2

λixαi+m−k

Γ(αi+m− k + 1)

]︃
. (4.37b)

Wir betrachten zuerst m = −1. Mit den obigen Überlegungen folgt

0D
α
x

[︁
bn−k−1x

α−k−1Eα,α−k(λx
α)
]︁
= λbn−k−1x

α−k−1
∞∑︂
i=1

λi−1xα(i−1)

Γ
(︁
αi− k

)︁ = λbn−k−1x
α−k−1Eα,α−k(λx

α)

(4.38)
für alle x ∈ (0, T ] und damit insbesondere für fast alle x ∈ [0, T ]. Damit ist 0D

α
xy(x) = λy(x) für fast

alle x ∈ [0, T ]. Wir überprüfen nun die Anfangsbedingungen. Für 0 ≤ m ≤ n− 1 ergibt sich

0D
α
x

[︁
bn−k−1x

α−k−1Eα,α−k(λx
α)
]︁
(0)

α>n−1
=

bn−k−1x
m−k

Γ(m− k + 1)

⃓⃓⃓⃓
x=0

=

{︄
0 für m ̸= k,

bn−k−1 für m = k.
(4.39)

Es folgt, dass y die Anfangsbedingungen erfüllt.

Für die Eindeutigkeit betrachten wir wieder zwei Lösungen y1 und y2. Wir definieren u = y1 − y2.
Dieses u erfüllt die Differentialgleichung

0D
α
xu(x) = λu(x), (4.40)

mit den Anfangsbedingungen

0D
α−k−1
x u(0) = 0, für k = 0, . . . , n− 1. (4.41)

Nach Laplace-Transformation folgt sαL[u](s) − λL[u](s) = 0 und damit L[u] = 0, woraus mit der
Injektivität der Laplace-Transformation u = 0, und damit y1(x) = y2(x) für fast alle x ∈ [0, T ]
folgt.

Nun wollen wir die gleichen Differentialgleichungen für die Caputo Ableitung betrachten.
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4.1.2 Caputo-Differentialgleichungen

Wie im vorherigen Kapitel übernehmen wir die Anfangsbedingungen aus der Laplace-Transformation
der Ableitung für n− 1 < α ≤ n, n ∈ N durch

y(k)(0) = bk k = 0, . . . , n− 1. (4.42)

Auch hier wollen wir definieren, was wir unter einer Lösung verstehen.

Definition 4.6. Für n − 1 < α ≤ n und bk ∈ R für k = 0, . . . , n − 1, sowie eine messbare Funktion
F : [0,∞)× R → R betrachten wir das Problem

C
0 D

α
xy(x) = F (x, y(x)), x ∈ (0, T ]

y(k)(0) = bk, k = 0, . . . , n− 1.
(4.43)

Wir nennen y ∈ ACn([0, T ]) eine Lösung von Gl. (4.43), falls

C
0 D

α
xy(x) = F (x, y(x)) für alle x ∈ (0, T ] (4.44)

und
y(k)(0) = bk, k = 0, . . . , n− 1. (4.45)

Auch hier wollen wir zuerst die Methode der Laplace-Transformation an einem einfachen Beispiel
zeigen.

Satz 4.7. Für ein Laplace-transformierbares f ∈ C([0, T ]) und n−1 < α ≤ n, n ∈ N hat die Gleichung

C
0 D

α
xy(x) = f(x) (4.46)

mit den Anfangsbedingungen
y(k)(0) = bk, k = 0, . . . , n− 1, (4.47)

die eindeutige Lösung

y(x) = 0I
α
x f(x) +

n−1∑︂
k=0

bk
xk

Γ(k + 1)
(4.48)

Beweis. Wir beginnen mit der Laplace-Transformation einen Lösungsvorschlag herzuleiten. Sei dazu
n− 1 < α ≤ n, n ∈ N. Die Laplace-Transformation ergibt sich aus Satz 3.17. Es folgt

L[y](s) = s−αL[f ](s) +
n−1∑︂
k=0

bk
sk+1

. (4.49)

Die Rücktransformation führt auf

y(x) = 0I
α
x f(x) +

n−1∑︂
k=0

bk
xk

Γ (k + 1)
. (4.50)
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Nach Voraussetzung ist f ∈ C ([0, T ]) und damit folgt nach Satz 3.7, dass 0I
α
x f ∈ ACn([0, T ]).

Die Anfangsbedingungen ergeben sich durch(︃
dk

dxk
0I

α
x f

)︃
(0) = 0, k = 0, . . . , n− 1, (4.51)

sowie dk

dxkx
i
⃓⃓
x=0

= δik, woraus mit Satz 3.13

C
0 D

α
x

[︃
0I

α
x f(x) +

n−1∑︂
k=0

bk
xk

Γ(k + 1)

]︃
= 0D

α
x

[︃
0I

α
x f(x) +

n−1∑︂
k=0

bk
xk − xk

Γ(k + 1)
−
(︃

dk

dxk
0I

α
x f

)︃
(0)

]︃
(4.52)

= 0D
α
x 0I

α
x f(x) = f(x) (4.53)

für alle x ∈ [0, T ] folgt. Damit ist das gefundene y eine Lösung von Gl. (4.46) mit den Anfangsbedin-
gungen Gl. (4.42).

Für den Eindeutigkeitsbeweis betrachten wir zwei Lösungen y1, y2 und damit folgt für u = y1 − y2,
dass

C
0 D

α
xu(x) = 0, mit u(k)(0) = 0, k = 0, . . . n− 1, (4.54)

Für alle x ∈ [0, T ]. Die Laplace-Transformation führt auf

sαL[u] = 0, (4.55)

woraus L[u] = 0 folgt. Aufgrund der Injektivität der Laplace-Transformation folgt u(x) = 0 und damit
y1(x) = y2(x) für alle x ∈ [0, T ].

Bemerkung 4.8. In Satz 4.4 haben wir f ∈ L1(0, T ) gefordert. Dies können wir nicht für Satz 4.7
machen, wie das folgende Beispiel zeigt. Wir wählen f(x) = x−1/2 und α = 1/3, es ist f ∈ L1(0, T ).
Nach Rechnung folgt

0I
1/3
x x−1/2 =

Γ(1/2)

Γ(5/6)
x−1/6. (4.56)

Damit ist limx→0 0I
1/3
x x−1/2 = ∞ insbesondere ungleich null. Wir können die Anfangsbedingungen

Gl. (4.42) von Gl. (4.46) nicht erfüllen. Daher können wir nicht für jedes f ∈ L1(0, T ) eine Lösung von
Gl. (4.46) finden.

Nun wollen wir auch für die Caputo Ableitung die Differentialgleichung C
0 D

α
xy(x) = λy(x) mit den

entsprechenden Anfangsbedingungen lösen.

Satz 4.9. Für α > 0, λ ̸= 0 und n− 1 < α ≤ n, n ∈ N wird die fraktionale Differentialgleichung

C
0 D

α
xy(x) = λy(x) (4.57)
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mit den Anfangsbedingungen
y(k)(0) = bk, k = 0, . . . , n− 1, (4.58)

durch

y(x) =

n−1∑︂
k=0

bkx
kEα,k+1 (λx

α) (4.59)

eindeutig gelöst.

Beweis. Wie bei den schon vorausgegangenen Sätzen benutzen wir die Laplace-Transformation. Sei
n− 1 < α ≤ n, n ∈ N. Für die Differentialgleichung

C
0 D

α
xy(x) = λy(x) (4.60)

lautet die Laplace-Transformation

L[y](s) =
n−1∑︂
k=0

bk
sα−k−1

sα − λ
, (4.61)

woraus durch Rücktransformation

y(x) =
n−1∑︂
k=0

bkx
kEα,k+1 (λx

α) =:
n−1∑︂
k=0

yk(x) (4.62)

folgt.

Wir überprüfen zuerst, ob unser Lösungsvorschlag y ∈ ACn([0, T ]) erfüllt. Dazu zeigen wir y(n−1) ∈
AC([0, T ]). Wir machen den Ansatz mit m ∈ N, sodass αm > n und damit

dn−1

dxn−1
yk(x) =

dn−1

dxn−1

∞∑︂
i=0

bk
λixαi+k

Γ(αi+ k + 1)
(4.63a)

= bk

[︃
dn−1

dxn−1

xk

Γ(k + 1)⏞ ⏟⏟ ⏞
=: c∈{0,1}

+

m−1∑︂
i=1

dn−1

dxn−1

λixαi+k

Γ(αi+ k + 1)⏞ ⏟⏟ ⏞
=λxαi−n+k+1/Γ(αi−n+k+2)

+
dn−1

dxn−1

∞∑︂
i=m

λixαi+k

Γ(αi+ k + 1)⏞ ⏟⏟ ⏞
=:S

]︃

(4.63b)

Wir zeigen, dass S in Cn([0, T ]) absolut konvergent ist. Wir haben mit mα− n ≥ 0

∥S∥Cn([0,T ]) ≤
n∑︂

l=0

∞∑︂
i=m

|λ|iTαi−l+k

Γ(αi− l + k + 1)
< ∞, (4.64)
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wobei die Konvergenz der einzelnen Reihen ähnlich zu dem Argument aus Satz 4.5 mit dem Quotienten-
kriterium und Lemma 4.1 folgt. Damit ist S ∈ Cn([0, T ]) ⊂ ACn([0, T ]). Weiter sind für i = 1, . . .m−1
die Potenzen αi − n + 1 > −1 und damit ist λxαi−n+k+1/Γ(αi − n + k + 2) ∈ AC([0, T ]). Insgesamt
ist yk ∈ ACn([0, T ]), woraus y ∈ ACn([0, T ]) folgt.

Wir überprüfen wieder die Anfangsbedingungen, sowie ob y tatsächlich Gl. (4.57) löst. Wir betrachten
0 ≤ m ≤ n und damit

dm

dxm
bkx

kEα,k+1(λx
α) = bk

dm

dxm

∞∑︂
i=0

λixαi+k

Γ(αi+ k + 1)
(4.65a)

= bk
xk−m

Γ(k −m+ 1)
+ bk

λxα−m+k

Γ(α+ k −m+ 1)
+ bk

∞∑︂
i=2

λixαi+k−m

Γ(αi+ k −m+ 1)
.

(4.65b)

Um die Anfangsbedingungen zu überprüfen betrachten wir 0 ≤ m ≤ n− 1. Mit α−m > 0 folgt

dm

dxm
bkx

kEα,k+1(λx
α)
⃓⃓
x=0

=

{︄
0 für m ̸= k,

bk für m = k.
(4.66)

Damit sind die Anfangsbedingungen erfüllt. Nun setzten wir m = n. Wir haben schon y ∈ ACn([0, T ])
gezeigt, insbesondere ist nach Satz 2.5 y(n) ∈ L1(0, T ), womit wir die Caputo Ableitung auswerten
können. Es folgt

C
0 D

α
x

[︁
bkx

kEα,k+1(λx
α)
]︁
= 0I

n−α
x

[︃
dn

dxn
bkx

kEα,k+1(λx
α)

]︃
(4.67a)

= bk0I
n−α
x

[︃ ∞∑︂
i=1

λixαi+k−n

Γ(αi+ k − n+ 1)

]︃
(4.67b)

= λbk

∞∑︂
i=0

λixαi+k

Γ(αi+ k + 1)
= λbkx

kEα,k+1(λx
α), (4.67c)

wobei wir wieder benutzt haben, dass 0I
n−α
x mit einer in L1(0, T ) konvergenten Reihe vertauscht. Dies

ist für alle x ∈ [0, T ] möglich. Damit ist gezeigt, dass C
0 D

α
xy(x) = λy(x) für alle x ∈ [0, T ] gilt und y

eine Lösung von Gl. (4.57) ist.

Zuletzt zeigen wir die Eindeutigkeit der Lösung. Seien y1 und y2 zwei Lösungen von Gl. (4.57) mit den
gleichen Anfangsbedingungen. Wir definieren u = y1 − y2. Dieses u erfüllt die Differentialgleichung

C
0 D

α
xu(x) = λu(x), für alle x ∈ [0, T ], (4.68)
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mit den Anfangsbedingungen (︃
dk

dxk
u

)︃
(0) = 0, k = 0, . . . , n− 1. (4.69)

Wir betrachten die Laplace-Transformation sαL[u](s)− λL[u](s) = 0, sodass L[u] = 0 und mit Injek-
tivität der Laplace-Transformation folgt u = 0 und y1(x) = y2(x) für alle x ∈ [0, T ].

Wenn wir nun Dα − λ als einen linearen Operator auffassen, dann haben wir mit den obigen
Sätzen für beide betrachteten Ableitungen den Kern bestimmt. Die nächste Frage die sich stellt, ist
wie Lösungen von [Dα − λ]y = f aussehen.

4.2 Die Differentialgleichung Dαy − λy = f

Bevor wir die Riemann–Louville- und Caputo Ableitung getrennt betrachten, machen wir einige Vor-
überlegungen. Wir betrachten für n− 1 < α ≤ n

(C)
0 Dα

xy(x)− λy(x) = f(x). (4.70)

Wir nehmen zuerst ein Laplace-transformierbares f ∈ L1(0, T ) an, und spezifizieren später, welche
Regularität für die zwei Ableitungen gelten. Die Laplace-Transformation der beiden Ableitungen ent-
hält den Term sαL[y] plus eine Summe, welche die Anfangsbedingungen enthält. Falls y0 eine Lösung
von Dαy − λy = 0 ist, erhalten wir

L[y](s) = L[f ](s)
sα − λ

+ L[y0](s). (4.71)

Dies gilt für beide Ableitungen, daher ist die partikuläre Lösung formal die Gleiche. Diese berechnen
wir jetzt. Nach Gl. (2.33) ist L

[︁
xα−1
+ Eα,α(λx

α
+)
]︁
(s) = 1

sα−λ und mit der Faltungsregel

L[f ](s)
sα − λ

= L
[︁
xα−1
+ Eα,α(αx

α
+) ∗ f

]︁
(s), (4.72)

mit x+ = max{0, x}, wodurch der Lösungsvorschlag für die partikuläre Lösung im Intervall I = [0, T ]

ypart(x) =

x∫︂
0

(x− t)α−1Eα,α

(︁
λ(x− t)α

)︁
f(t) dt (4.73)

lautet. In der Reihendarstellung sieht diese wie folgt aus

ypart(x) =

x∫︂
0

∞∑︂
i=0

f(t)
λi(x− t)α(i+1)−1

Γ
(︁
α(i+ 1)

)︁ dt. (4.74)
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Nun ist für t ∈ [0, x]⃓⃓⃓⃓ ∞∑︂
i=0

λi(x− t)α(i+1)−1

Γ
(︁
α(i+ 1)

)︁ ⃓⃓⃓⃓
≤

k∑︂
j=1

|λ|j(x− t)α(j+1)−1

Γ
(︁
α(i+ 1)

)︁ +
∞∑︂

i=k+1

|λ|ixα(i+1)−1

Γ
(︁
α(i+ 1)

)︁ , (4.75)

wobei α(k + 1) ≥ 1. Die unendliche Reihe ist absolut konvergent im Raum der stetigen Funktionen
C([0, x]). Damit ist

∞∑︂
i=k+1

f( · )χ[0,x]( · )
λi(x− ·)α(i+1)−1

Γ
(︁
α(i+ 1)

)︁ = f( · )
∞∑︂

i=k+1

χ[0,x]( · )
λi(x− ·)α(i+1)−1

Γ
(︁
α(i+ 1)

)︁ ∈ L1(0, T ), (4.76)

womit wir Integral und Reihe vertauschen dürfen, es folgt

∥ypart∥1 ≤
∞∑︂
i=0

λi∥0Iα(i+1)
x f∥1 ≤ ∥f∥1

∞∑︂
i=0

λiTα(i+1)

Γ
(︁
α(i+ 1) + 1

)︁ < ∞, (4.77)

wobei die Konvergenz der Reihe wieder durch das Quotientenkriterium mit Lemma 4.1 folgt. Es ist
ypart ∈ L1(0, T ). Nun wollen wir die Ableitungen getrennt betrachten. Zuerst zeigen wir

Satz 4.10. Für n− 1 < α ≤ n, n ∈ N und ein Laplace-transformierbares f ∈ L1(0, T ) ist

ypart(x) =

x∫︂
0

f(t)(x− t)α−1Eα,α

(︁
λ(x− t)α

)︁
dt (4.78)

die partikuläre Lösung von
0D

α
xy(x)− λy(x) = f(x). (4.79)

Beweis. Sei n− 1 < α ≤ n, n ∈ N. Zusätzlich sei f ∈ L1(0, T ) gegeben. Die Anfangsbedingungen die
ypart erfüllen muss sind

0D
α−k−1
x ypart(0) = 0, für k = 0, . . . n− 1. (4.80)

Wir zeigen, dass 0I
n−α
x ypart ∈ ACn([0, T ]). Wir haben für alle x ∈ [0, T ]

0I
n−α
x

[︃ ∞∑︂
i=0

λi
0I

α(i+1)
x f

]︃
(x) =

∞∑︂
i=0

λi
0I

αi+n
x f(x), (4.81)

wobei wir Reihe und Integral durch die Beschränktheit von 0I
n−α
x vertauschen dürfen. Nun wird in

Gl. (4.81) nach Satz 2.5 wegen αi + n ≥ n über Funktionen 0I
αi+n
x f ∈ ACn([0, T ]) summiert. Wir

nehmen wieder ein m ∈ N, sodass mα > 1. Wir teilen auf

0I
n−α
x ypart(x) =

m−1∑︂
i=0

λi
0I

αi+n
x f(x)⏞ ⏟⏟ ⏞

∈ACn([0,T ])

+
∞∑︂

i=m

λi
0I

αi+n
x f(x)⏞ ⏟⏟ ⏞

=:S

. (4.82)



46 KAPITEL 4. FRAKTIONALE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Wir betrachten S und zeigen absolute Konvergenz in Cn([0, T ]). Dazu benutzen wir Satz 3.7, um mit
mα > 1 die Ableitung des Integrals auszuwerten. Es folgt

∥S∥Cn([0,T ]) ≤
n∑︂

l=0

∞∑︂
i=m

|λ|i∥0Iαi+n−l
x f∥C([0,T ]) (4.83a)

≤ (n+ 1)∥0I1xf∥C([0,T ])

n∑︂
l=0

∞∑︂
i=m

|λ|iTαi+n−l−1

Γ(αi+ n− l)
< ∞. (4.83b)

Wir haben benutzt, dass ∥0Iαi+n−l
x f∥C([0,T ]) ≤ Tαi+n−l−1

Γ(αi+n−l)∥0I
1
xf∥C([0,T ]) und 0I

1
xf ∈ C([0, T ]). Die Kon-

vergenz der Reihe folgt dann auch hier mit dem Quotientenkriterium und Lemma 4.1. Insgesamt ist
S ∈ Cn([0, T ]) und 0I

n−α
x ypart ∈ ACn([0, T ]).

Nun überprüfen wir die Anfangsbedingungen. Wir setzen allgemein k = −1, . . . n− 1. Damit ist

0D
α−k−1
x ypart(x) =

∞∑︂
i=0

λi
0I

αi+k+1
x f(x) (4.84)

Weiter gilt für k = 0, . . . n−1, dass k+1 ≥ 1 und damit sind die Ordnungen der fraktionalen Integrale
der Reihe größer eins. Es folgt 0I

αi+k+1
x f(0) = 0. Für k = −1 haben wir

0D
α
xypart(x)− λypart(x) = 0D

α
x 0I

α
x f(x) +

∞∑︂
i=1

λi0I
αi
x f(x)−

∞∑︂
i=0

λi+1
0I

α(i+1)
x f(x) (4.85a)

= f(x) +
∞∑︂
i=0

λi+1
0I

αi
x f(x)−

∞∑︂
i=0

λi+1
0I

αi
x f(x) (4.85b)

= f(x), für fast alle x ∈ [0, T ], (4.85c)

wobei wir 0D
α
x 0I

α
x f(x) = f(x) für fast alle x ∈ [0, T ] benutzt haben. Somit ist ypart die partikuläre

Lösung von Gl. (4.79).

Das gleich wollen wir für die Caputo Ableitung machen es zeigt sich, dass f eine andere Regularität
hat.

Satz 4.11. Für α > 0, sowie n− 1 < α ≤ n und ein Laplace-transformierbares f ∈ C([0, T ]) ist

ypart(x) =

x∫︂
0

f(t)(x− t)α−1Eα,α

(︁
λ(x− t)α

)︁
dt (4.86)

die partikuläre Lösung von
C
0 D

α
xy(x)− λy(x) = f(x). (4.87)
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Beweis. Sei n − 1 < α ≤ n, n ∈ N und f ∈ C([0, T ]) gegeben. Auch in diesem Fall muss ypart die
Anfangsbedingungen (︃

dk

dxk
ypart

)︃
(0) = 0, für k = 0, . . . , n− 1 (4.88)

erfüllen. Wir zeigen, dass ypart ∈ ACn([0, T ]). Dazu teilen wir ypart auf mit m ∈ N, sodass m(α+1) > n

ypart(x) =
∞∑︂
i=0

λi
0I

α(i+1)
x f(x) =

m−1∑︂
i=0

λi
0I

α(i+1)
x f(x)⏞ ⏟⏟ ⏞

∈ACn([0,T ])

+
∞∑︂

i=m

λi
0I

α(i+1)
x f(x)⏞ ⏟⏟ ⏞
=:S

, (4.89)

wobei die erste Summe durch Satz 3.8 absolut stetig ist. Wir betrachten wieder S und zeigen S ∈
Cn([0, T ]). Nun ist α(i+ 1)− n > 0. Damit folgt

∥S∥Cn([0,T ]) ≤
n∑︂

l=0

∞∑︂
i=m

|λ|i∥0Iα(i+1)−l
x f∥C([0,T ]) (4.90a)

≤ (n+ 1)∥f∥C([0,T ])

n∑︂
l=0

∞∑︂
i=m

|λ|iTα(i+1)−l

Γ
(︁
α(i+ 1)− l + 1

)︁ < ∞. (4.90b)

Wieder folgt die Konvergenz der Reihe durch das Quotientenkriterium und Lemma 4.1. Es folgt
ypart ∈ ACn([0, T ]).

Nun überprüfen wir die Anfangsbedingungen. Dazu berechnen wir die Ableitungen. Es ist(︃
dk

dxk
ypart

)︃
(x) =

∞∑︂
i=0

λi
0I

α(i+1)−k
x f(x), (4.91)

Aufgrund der Stetigkeit von f und α > k folgt 0I
α(i+1)−k
x f(0) = 0. Damit können wir Satz 3.13

benutzen und erhalten C
0 D

α
xypart(x) = 0D

α
xypart(x). Damit folgt nach Gl. (4.85a) und Gl. (4.85c)

C
0 D

α
xypart(x)− λypart(x) = 0D

α
xypart(x)− λypart(x) = f(x) für alle x ∈ [0, T ], (4.92)

da f ∈ C([0, T ]). Wir haben damit gezeigt, dass ypart eine partikuläre Lösung von Gl. (4.87) ist.

Wir haben gesehen, dass für die Caputo Ableitungen stärkere Voraussetzungen an f gestellt werden
müssen, als für die Riemann–Liouville Ableitung. Stetigkeit ist eine starke Voraussetzung und wir
können uns die Frage stellen, ob wir diese abschwächen können? Wir haben gesehen, dass(︃

dk

dxk
0I

α
x f

)︃
(0) = 0, k = 0, . . . , n− 1 < α (4.93)
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erfüllt sein muss. Diese Bedingung kann nur gebrochen werden, falls 0 < α− k < 1, daher betrachten
wir die Bedingung

0I
α
x f(0) = 0, 0 < α < 1. (4.94)

Weiter ist es sinnvoll zu fordern, dass 0I
α
x f in einer Umgebung der Null stetig ist. Dies wird erfüllt,

falls ein g ∈ L1(0, T ) existiert, sodass

f(x) = 0I
1−α
x g(x), für fast alle x ∈ [0, T ] (4.95)

gilt. Dann folgt mit Satz 2.5 sofort

0I
α
x 0I

1−α
x g(x) = 0I

1
xg(x) → 0, für (x → 0). (4.96)

Für n > α > n− 1 lässt sich dies verallgemeinern zu der Existenz von g ∈ L1(0, T ), sodass

f(x) = 0I
n−α
x g(x), für fast alle x ∈ [0, T ] (4.97)

was allgemeiner ist, als f ∈ C([0, T ]) zu fordern.



Kapitel 5

Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir die Riemann–Liouville- und Caputo fraktionale Ableitungen, sowie einfa-
che fraktionale Differentialgleichungen untersucht. Dabei haben wir zuerst eine Formel bewiesen um
mehrere Integrale zu einem einzigen zusammenzufassen. Diese Formel konnte durch die Gammafunk-
tion für die positiven reellen Zahlen fortgesetzt werden, wodurch ein fraktionales Integral definiert
wurde. Dieses Integral hat mehrere Eigenschaften, welche für die darauffolgenden Beweise benutzt
wurden. Zum einen ist es ein beschränkter Operator von dem Raum L1(a, b) auf sich selbst, es er-
füllt eine Semi-Gruppen Eigenschaft, dass heißt das die Ordnung von verketteten Integralen addiert
werden kann und wir haben gezeigt, dass dieses Integral eine glättende Wirkung hat, so werden ste-
tige Funktionen absolut stetig. Die fraktionale Ableitungen konnten als Ableitungen dieses Integrals
definiert werden, dabei wurde gezeigt, dass es einen Unterschied macht, ob vor oder nach dem Ab-
leiten Integriert wird. Die entstehenden Ableitungen werden Riemann–Liouville fraktionale Ableitung
und Caputo fraktionale Ableitung genannt. Aufgrund der Reihenfolge von Integration und Ableitung
sind die Definitionsbereiche der Ableitungen unterschiedlich. Während wir für die Caputo Ableitung
absolut stetige Funktionen benötigen, sind stetige Funktionen für die Riemann–Liouville Ableitung
ausreichend. Für absolut stetige Funktionen konnte ein Zusammenhang zwischen den beiden Ablei-
tungen bewiesen werden. Weiter wurde die Laplace-Transformation für beide Ableitungen berechnet
und damit konnten Anfangsbedingungen, welche für Eindeutige Lösungen von fraktionalen Differenti-
algleichungen notwendig sind definiert werden.
Die Laplace-Transformation zeigte sich als gute Methode um lineare fraktionale Differentialgleichungen
zu lösen. Die Methodik wurde an verschiedenen Differentialgleichungen gezeigt. Ein besonderer Fokus
lag auf der Differentialgleichung Dαy = λy, wobei die Lösungen eine Art fraktionale Exponentialfunkti-
on, die sogenannte Mittag-Leffler-Funktion enthielten. Die Anfangsbedingungen für Riemann–Liouville
Differentialgleichungen führten zu Lösungen mit Polstellen im Punkt x = 0. Dies war für die Caputo
Ableitung anders, da die Forderung absolut stetiger Funktionen Stetigkeit für x = 0 implizierten. Zum
Schluss wurde die partikuläre Lösung von Dαy − λy = f hergeleitet.
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