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Kapitel 1

Einfihrung

Was liegt dazwischen? Eine einfache Frage, welche in verschiedenen Kontexten verschieden Antworten
liefert. In der Physik fiithrt die Frage zwangsweise zur Quantenmechanik und der Diskretisierung von
Zustanden. In der Mathematik konnte eine Antwort sein, dass zwischen zwei reellen Zahlen immer eine
weitere reelle Zahl liegt. Wir wollen die Frage im Kontext der Differential- und Integralrechnung stellen.

Die Frage ist: Gibt es eine halbe Ableitung? Schon Leibniz schien sich dieser Frage bewusst, da er
in einem Brief vom 30. September 1695 an 'Hospital [3] iiber die Antwort philosophierte. Die Frage
wurde spéter von vielen Personen mit ,Ja* beantwortet. Dies fiihrt zu dem Begriff der fraktionalen
Ableitungen, welche die Ordnung von Ableitungen auf positive reelle Zahlen verallgemeinern. Weiter
gibt es viele Definitionen mit unterschiedlichen Eigenschaften. Eine Auflistung einiger wichtiger findet
sich in [11].

Heute sind fraktionale Ableitungen fiir Anwendungen interessant um Phénomene quantitativ zu be-
schreiben. Dies umfasst insbesondere sogenannte Gedéachtniseffekte, bei denen der Zustand zum Zeit-
punkt ¢t von der Vergangenheit abhéngt und nichtlokalitét. Arbeiten aus der Physik sind unter anderen
[9, 7]. Allerdings gibt es noch keine Fundamentale Theorie in der Physik, in der fraktionale Ableitungen
inherent auftauchen. Die Mathematik wurde historisch oft durch Fragen aus den Naturwissenschaften
weiterentwickelt, jedoch gibt es bis heute keine zufriedenstellende Interpretation, was eine fraktiona-
le Ableitung ist. Ein weiteres Fragezeichen sind die Anfangsbedingungen, welche fiir eine fraktionale
Differentialgleichung sinnvoll sind, siehe [12]. Aufgrund der Fiille an Themen werden wir uns auf die
Theorie der Riemann—Liouville- und Caputo fraktionale Ableitung beschréanken.

Wir beginnen diese Arbeit mit der Wiederholung der Grundlagen. Die verwendete Theorie basiert
auf der Lebesgue-Integrationstheorie, des weiteren bendtigen wir die Laplace-Transformation. Wich-
tige Funktionen sind die Gammafunktion, als stetige Fakultidt und die Mittag-Leffler-Funktion als
verallgemeinerte Exponentialfunktion.
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Weiter werden wir zuerst ein fraktionales Integral einfithren und dessen Eigenschaften untersuchen.
Die fraktionalen Ableitungen sind dann durch Ableitungen von diesem Integral definiert, entsprechend
lassen sich die Eigenschaften der fraktionalen Ableitungen durch die Eigenschaften von diesem Integral
zeigen.

Zuletzt wollen wir fraktionale Differentialgleichungen betrachten. Dazu benutzen wir die Laplace-
Transformation der fraktionalen Ableitung um eindeutige Anfangsbedingungen festzulegen. Zuséitz-
lich zeigt sich die Laplace-Transformation als praktisches Hilfsmittel, um die Differentialgleichungen
zu 16sen.



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel werden einige Sétze zusammengefasst, welche spater bendtigt werden. Zuerst wie-
derholen wir die benétigten Konzepte der Lebesgue-Integrationstheorie, woraus wir die Faltung und
Laplace-Transformation hervorheben. Danach betrachten wir noch zwei wichtige Funktionen. Die ver-
allgemeinerte Fakultét, die Gammafunktion und die Mittag-Leffler-Funktion, welche in der fraktionalen
Analysis die Rolle der Exponentialfunktion ibernimmt.

2.1 Integrationstheorie

In dieser Arbeit benutzen wir das Lebesgue-Integral, wie es zum Beispiel in [1] eingefiihrt wird. Un-
ser Fokus liegt dabei auf den absolut integrierbaren Funktionen f : I — R U {—o00,00} auf einem
kompaktem Intervall I = [a,b] C R. Diese Funktionen fassen wir als Elemente aus dem Vektorraum

b
L'(a,b) := {f :[a,b] = RU{—00, 00} ’ f ist messbar und /]f]da: < oo} (2.1)
auf. Diese Rdume werden mit der Norm

b
1l = / flda (2.2)

versehen. Fiir die Gleichheit von Funktionen f,g € L!(a,b) gilt
f=9 < |[f—glh=0. (2.3)

Zusatzlich werden wir den Satz von Fubini und Tonelli bendtigen, welcher es erlaubt die Integrations-
reihenfolge von geschachtelten Integralen zu d&ndern. Wir brauchen dies fiir zwei kompakte Intervalle
Iy = [a,b], a,b € R und I» = [¢,d], ¢,d € R. Dazu orientieren wir uns an der Formulierung von [,

Satz V.2.1].
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Satz 2.1. Fir zwei kompakte Intervalle I, Is C R und einer messbaren Funktion f auf Iy X Iy gilt

[ Vflazdy = | ( / |f<x,y>|dy>d:c= / ( / !f(%y)ld:r)dy. (2.4)
I I I

I1><]2 Il
Fualls
[ \ridsay < . 25)
I1><IQ
so folgt
/ fdwdy=/(/f(w,y) dy>dx=/</f(x,y) dx>dy- (2.6)
I1><12 11 IQ 12 Il

Weiter brauchen wir Sitze, die erlauben Integral und Grenzwert zu vertauschen. Der erste ist der
Satz von der monotonen Konvergenz |1, Satz IV.2.7]

Satz 2.2. Fir jede wachsende Folge (fn)n>1 auf einem kompaktem Intervall I C R mit fp(x) > 0 und
fn(x) < fruyi1(x), fir alle x € T gilt

/ lim f,dz = lim /fn dx. (2.7)
n—oo n—oo

I I
Auferdem werden wir den Satz von der majorisierten Konvergenz benutzen. Dieser lautet |1, Satz

IV.5.2]

Satz 2.3. Fir messbare Funktionen f,f, (n € N) auf einem kompaktem Intervall I C R gelte
limy, 00 fr(z) = f(x) fir fast alle x € I. Zusdtzlich gebe es eine integrierbare Funktion g : I — R, so
dass fiir fast allen € N und x € I, |fp(z)] < |g| gilt. Dann sind f und alle f,, integrierbar und es gilt

le frndx = /fd:n, (2.8)
I I
sowie
lim /|fn — fldz = 0. (2.9)
n—oo
I

Ein grofier Fokus liegt auf der Differenzierbarkeit einer Funktion f. Besonders interessant sind
Funktionen, fiir die eine Art Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung gilt. Dazu brauchen wir
den Begriff der absoluten Stetigkeit [10, Abschnitt A.1.3]
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Definition 2.4. Eine Funktion f : I — R, mit einem kompaktem Intervall I = [a,b] C R heifst
absolut stetig, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, sodass fiir jede endliche Familie von paarweise

disjunkten, offenen Subintervallen (ax,br), k =1,2,...,n,
n n
Y bk—ar) <6 = > |f(bk) = flar)| <e. (2.10)
k=1 k=1
Wir definieren
AC([a,b]) :={f : [a,b] = R, f ist absolut stetig} (2.11)
und
AC™([a,b) == {f : f € C"([a,0]), f"V € AC([a, b))}, (2.12)
mit
C"([a,b]) :={f : f ist auf [a, b] n-mal stetig differenzierbar}. (2.13)

Fiir diese Funktionen gilt der Satz |1, Satz VII.4.14]
Satz 2.5. Fiir f € L'(a,b), mit —00 < a < b < oo ist

F@%i/ﬂwﬁ (a<z<b) (2.14)

absolut stetig, und es gilt F'(x) = f(z) fir fast alle x € [a,b].
Falls umgekehrt F : [a,b] — R absolut stetig ist und setzt man F' := 0 fir alle x € [a,b], in denen F
nicht differenzierbar ist, so ist F' € L'(a,b) und es gilt

F(x) :F(a)—l—/F'(t)dt (a <z <Db). (2.15)

Nun wollen wir die Faltung von zwei Funktionen wiederholen. Fiir zwei Funktionen kénnen wir die
Faltung definieren durch

£rgl@)i= [ 1o tgtt)dr. (2.16)

Nach [10, Example 7.1.3] gilt fiir f,g € L'(—o00,00) die Ungleichung
I1f = glly < I fllxllgll (2.17)

Damit ist [f * g] € L'(—00,00). Nun betrachten wir Funktionen auf einem Intervall I = [a,b]. Diese
koénnen wir fiir # ¢ I durch null fortsetzen. Dann folgt fiir g € L'(a, b)

) b

[+ gl() = / £ — )Xo (Dg(t) dt = / f(x — tyg(t) d. (2.18)
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2.2 Die Laplace-Transformation

Dieser Abschnitt basiert auf den Ergebnissen von |1, Chapter 1|, wo die Theorie fiir lokal integrable
Funktionen entwickelt wird. Die Laplace-Transformation ist definiert als

LI[f](s)= /f(t)e_“dt, (2.19)
0

fiir alle s € R, fiir die das Integral absolut konvergiert. Dies ist der Fall, falls Konstanten M, N,a > 0
existieren, sodass

|f(z)] < Me** fiir fast alle x > N. (2.20)

Dann ist L[f](s) fiir s > « absolut konvergent. Wir nennen Funktionen, die diese Eigenschaft haben
Laplace-transformierbar. In dieser Arbeit sind wir an kompakten Intervallen I = [0,7] interessiert.
Daher kann es sinnvoll sein Funktionen f € L(0,T), welche nicht Laplace-transformierbar sind durch

;) flx) fiir2zel0,T]
f= {0 sonst. (221)

auf L1(0, oo) fortzusetzen. Dann ist L] f](s) fiir alle s > 0 absolut konvergent und somit ist f identifi-
ziert mit f Laplace-transformierbar.

Wir fassen die wichtigen Eigenschaften der Laplace-Transformation zusammen als

Satz 2.6. Seien f,g € LY(0,T) Laplace-transformierbar fiir s > a > 0, wobei o GI. (2.20) erfiillt.
Dann gelten die folgenden Eigenschaften:

(a) Fiir a,b € R und s > a gilt Llaf + bg)(s) = aL[f](s) + bL[g](s).

(b) Falls L[f)(s) = 0 fiir alle s >0, dann folgt f(x) = 0 fast iberall.

(c) Es gilt fir s > a, dass L[f * g](s) = L[f](s)L[g](s)-

(d) Falls f € AC™([0,T)), und £ Laplace-transformierbar fir s > «, dann gilt L[f™](s) =

sPLf](s) — SSnZd pk)(0).

Beweis. (a) Wir betrachten Laplace-transformierbare f,g € L'(0,T) und a,b € R. Es existieren damit
M,N,a > 0, sodass |f(z) + g(z)| < [f(x)|+ |g(z)| < Me** + Me*®, fir fast alle z > N. Damit ist
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f + g Laplace-transformierbar und es folgt

Llaf + bg|(s t)+bg(t))e " dt (2.22a)
-]

/f 3tdt+b/ (t)e st dt (2.22b)

:aﬁ[f]( )+ bL[g](s ). (2.22¢)

(b) Fiir den Beweis siehe |1, Theorem 1.7.3].
(c) Fiir den Beweis siehe |1, Proposition 1.6.4].
(d) Nach [I, Corollary 1.6.6] gilt fiir f € AC([0,7]) und Laplace-transformierbare Ableitung f’ mit

s > a, dass L[f'](s) = sL[f](s) — f(0). Damit folgt fiir f € AC™(]0,T]) durch wiederholtes Anwenden,
dass

LIFM(s) = sL[fmV](s) — F7(0) = s"L[f](s) = Y fP(0). (2.23)

O

Eine wichtige Transformation ist, f(x) = ¢ fiir « > —1 und 24 := max{0,z}. Wir rechnen mit
Inspiration von [6, Example 7.4]

L[f](s) = /560“(3_8m dx (2.24a)
0
S —
tz'sx/(t) ot (2.24b)
s) s
0
U e Tlat)
= sOH-l /e tYdt = W, (224C)
0

wobei die rechte Seite fiir s > 0 konvergent ist. Zusétzlich haben wir schon die Gammafunktion I'(z)
benutzt, welche als nichstes eingefithrt wird.
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2.3 Die Gammafunktion

Die Gammafunktion ist fiir z € R\ {0, —1,...} wie folgt definiert [13, Section 1.1]

o
[(x) := / e 't 1ar. (2.25)
0
Die fiir uns interessante Eigenschaft ist
Iz +1) = 2T (z). (2.26)
und damit fiir n € N
I'(n+1)=nl (2.27)

Damit ist die Gammafunktion fiir > 0 eine stetige Fortsetzung der Fakultéit. Desweiteren kénnen
wir die Gammafunktion asymptotisch abschétzen durch die Stirling-Approximation [3, Kapitel 7|

r 1
lim L&D (2.28)
T—00 2%%(%)
Aufserdem werden wir die Beta-Funktion benotigen. Diese ist definiert fiir z,y > 0 durch [13, Section
1.1.4]
1
B(z,y) := /7‘:”_1 (1—7)¢ dr. (2.29)
0

Dabei gilt fiir x,y > 0 der Zusammenhang mit der Gammafunktion

I'()T'(y)

B(z,y) = w

(2.30)

2.4 Die Mittag-Leffler-Funktion

Spéter werden wir sehen, dass es praktisch ist eine verallgemeinerte Exponential-Funktion einzufiihren.
Diese ist die Mittag-Leffler-Funktion und ist fiir o, 5 > 0, sowie z € R wie folgt definiert |13, Section
1.2.1]

n

Eapl@) =" m (2.31)

n=0

Diese hat viele Eigenschaften. Fiir unsere Zwecke reicht es aus die Laplace-Transformation zu berech-
nen. Dazu orientieren wir uns an |13, Section 1.2.2] und beweisen
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Satz 2.7. Die Laplace-Transformation der Funktion
f(x) = a7 By p(£A2%),  zE€R, (2.32)

mit A € R, a, > 0 und x4 = max{0,x} ist

LI[f](s)= Y fir s > || (2.33)
Beweis. Wir betrachten A > 0, damit sind a; = % > 0 und ), a; ist eine monoton steigende

Folge. Wir setzen nun ein

n o \igpoitf-1
E[x’glEaﬁ()\x‘j‘r)](s)zﬁ[lim A ]s) (2.34a)

2 2 Tlai 1 5) |
® n\igpaitf-l

= TS —_— 2.34
/e ningo;I‘(ai—&—ﬁ)dw (2.34b)

o \igaitf—1
_ —sz _d 2.34
i[5 (2:31)
0 =
n Aixai—l-ﬁ—l
= i L|—— 2.34d
n3o < [r(m + 6)] (®) (2.34d)
o= X 1 1 B
= nlglgo; switB 81— /59 = a0 fir s > A (2.34e)

Wir haben den Satz der monotonen Konvergenz Satz 2.2 benutzt, um den Grenzwert und Laplace-
Transformation zu vertauschen. Weiter gilt nun fiir A € R und « > 0, dass

n )\ixai—kﬁ— 1

Z I'(ai + )

1=0

n ‘)\‘ixm‘—i-ﬁ—l

o |>\|i1:az‘+ﬁ—1
< .
“—~ T(ai+p)

I'(ai+ )

< (2.35)

1=0

Damit kénnen wir fiir A € R die obige Rechnung wiederholen und Limes und Integral durch Satz 2.3
vertauschen. Womit Gl. (2.33) folgt. O
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Kapitel 3

Die fraktionale Ableitung

In diesem Kapitel wollen wir die fraktionale Ableitung definieren und einige Eigenschaften betrachten.
Dies machen wir indem wir iiber die Cauchy-Formel ein fraktionales Integral definieren und dieses
ableiten. Entsprechend schauen wir uns zuerst einige Eigenschaften dieses Integrals an. Da das Ableiten
des Integrals vor oder nach der Integration passieren kann werden wir auf zwei verschiedene fraktionale
Ableitungen mit unterschiedlichen Eigenschaften stofien. Diese werden wir untersuchen. Zuletzt wird
die Laplace-Transformation dieser Ableitungen betrachtet, da diese sich fiir das Losen fraktionaler
Differentialgleichungen als praktisch erweisen wird. Die Sétze mit beweisen orientieren sich an [13,
Chapter 2|, sowie |2, Chapter 2]|. Die fraktionalen Integrale und Ableitungen kénnen auch fiir komplexe
Ordnungen definiert werden. Wir wollen uns aber auf reelle Ordnungen beschréinken. Zusétzlich werden
wir immer kompakte Intervalle I C R betrachten, sodass I = [a,b] und —oco < a < b < co. Als zugrunde
liegenden Korper fiir Vektorrdume werden wir auch die reellen Zahlen K = R benutzen.

3.1 Das fraktionale Integral

Um eine fraktionale Ableitung zu definieren werden wir zuerst ein fraktionales Integral definieren
und durch entsprechendes Ableiten erhalten wir eine fraktionale Ableitung. Zuerst betrachten wir die
folgende Kettenregel fiir Integrale.

Satz 3.1. Sei f € L'(a,b), dann gilt fiir x € [a,b] und n € N die folgende Gleichung

jdml 7d:c2 » 71f(xn) dan = (n—ll)' ](m — L E (e . (3.1)

a

Beweis. Wir beweisen den Satz liber vollstandige Induktion. Fiir n =1 gilt
f(t)dt = o (x —t)° f(t)dt. (3.2)

17
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Die Gleichung folgt mit 0! = 1, sowie (z — t)? = 1. Der Anfang ist gemacht. Die Aussage sei nun fiir
ein n € N bewiesen. Fiir n + 1 setzen wir ein und benutzen die Induktionsannahme, um die ersten n
Integrale zu einem Integral zusammenzufassen. Es folgt

x 1 Tn—1 Tn x t
1
/dxl/ dxo - - / da:n/f(a:n+1)d$n+1 = (n_l)'/(m—t)”_l/f@nﬂ) drp 1 dt (3.3a)
n Integrale =u(t)
1 f n—1
= = 1) (x —t)" "u(t)dt (3.3b)
1 -1 Y .
= 1) [ (x —1t) u(t)‘a + n/(ac —t) f(t)dt}
(3.3c)
L
= (x —t)" f(t)dt. (3.3d)
Dabei haben wir benutzt, dass nach Satz 2.5 u(a) = 0 ist. O

Nun kénnen wir in Gl. (3.1) das n durch eine reelle Zahl o > 0 ersetzen. Dies fiihrt zu der folgenden

Definition 3.2. Sei f € L!(a,b), sowie a > 0. Dann definieren wir fiir die x € [a,b], fiir die das
Integral

T

IO f () = F(la) J@-o s a (3.4)

a

absolut konvergiert, das fraktionale Integral der Ordnung « von f.
Wir wollen die Notation erklaren.

Notation 3.3. Es gibt mehrere Schreibweisen fiir fraktionale Operatoren, wie die Ableitung oder
hier das Integral. In [13] wird ,I¢ f(x) benutzt, eine andere Notation ist I$, f(x), [5]. Wir wollen die
Notation wie folgt benutzen: IS soll den Operator bezeichnen, wobei das = andeuten soll, dass die
Variable die obere Grenze des Integrals ist. Wenn wir zum Beispiel x = 0 einsetzen schreiben wir

ol f(0).

Bemerkung 3.4. Nach |5, Equation 1.6] konnen wir dieses Integral auch als Faltung schreiben. Es
gilt fiir @ > 0 und fiir fast alle z € [a, ]

ol () = [ta * f](), (3.5)
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wobei wir
a—1

v() = ﬁa) (3.6)

mit x4 = max{0,z} wihlen. Dies wird es weiter unten erlauben die Laplace-Transformation einer
fraktionalen Ableitung zu berechnen.

Nun wollen einige Eigenschaften dieses Integrals untersuchen.
Satz 3.5. Sei f € L'(a,b), sowie o, B > 0. Dann gelten die folgende Aussagen.:
(a) Es ist IO f € L'(a,b).
(b) oI : L'(a,b) — L'(a,b) ist ein beschrinkter linearer Operator.
(c) Es gilt
olf I3 f) (@) = o L7 f1(2) = oI3 P f(2) (3.7)
fir fast alle x € [a,b] und falls o+ 5 > 1 fir alle x € [a, b]

Beweis. (a) Wir zeigen, dass
(b—a)*

H Iaf“l— F( )

[alre (3.8)

Dazu betrachten wir zuerst

Q

b
/(x e = S (b= 1) < é(b _a)® < oo, (3.9)

fir a <t <z <b. Nun setzen wir ein und rechnen

b

/I(affé‘f)( )| de = 5— /‘/ f(t) dt| dz (3.10a)

1@) / / Xaal ()] (@ — 1| |£(8)] di da. (3.10D)

Nun benutzten wir Fubini und mit a <t < z < b folgt

b b b b
1(1)//X[w](t)\(a:—t)“_l}|f(t)\ dtd:c—rl/ Ol [@—t "t dwar 1)

a

1
<

< @ (b—a)o‘a/] ()] dt < o, (3.11b)
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wobei wir f € L!(a,b) und Gl. (3.9) benutzt haben. Es folgt ,I¢f € L(a,b).
(b). Wir rechnen die Linearitit nach. Fiir ¢1,co € R und f, g € L'(a,b) folgt

T

T2 [erf + cag)(x) = F(la) / ( — )% (erf(8) + eag(t)) dt (3.12a)
__a 7 (z — )L f(2) ° /x (z — t)* Lg(t) dt (3.12b)

ING) I'(a) '
= c1(uL2)(@) + a(ulSg) (2): (3.12¢)

Wir haben dabei die Linearitit des Integrals benutzt. Nach (a) ist ¢ (oIS f) + c2(aI%9) € L'(a,b),
womit die Linearitit gezeigt ist. Die Beschranktheit folgt aus (a) mit

b—
lof2 11 < gy 11 (3.13)
(c). Sei f € L'(a,b). Nach (a) ist oI f € L*(a,b). Somit ist auch oI [,I%f] € L*(a,b). Wir setzen
1 T t
oI5 (I f] () = (@) (3) / (z —t)°? / (t— 1)L f(r)drdt (3.14a)

_#xw (g B—1 _Ta_l A\ dr
T(Q)T(ﬁ)a/a/x[a,ﬂ( ) (@ =) (t=7)* f(r) drdt. (3.14D)

Wir setzen |f| ein und rechnen mit Fubini und a <7 <t <=z

//Xa,t(T)(x—t)ﬁ_l(t—T)o‘_1|f(T)\det:/\f(T)\/(x—t)ﬂ_l(t—T)O‘_ldth (3.15a)
1
|f(T !T—TQJFBI BlaldudT
- [ fo-

(3.15D)
=T ()T (B)a IS [ fI)(), (3.15¢)

fiir fast alle = € [a,b]. Dabei haben wir die Substitution t = 7 + u (x — 7), sowie

1
N ﬁ 1 ut" 1 F(O[)F(ﬁ) ..
/ (1—u) du = Tatd) fir a, 8 > 0 (3.16)
0
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benutzt. Insbesondere gilt damit oI5 [I2]f]](z) = ISP f])(2) fiir fast alle 2 € [a,b]. Falls nun

el [|f]](zo) < oo, fiir ein gegebenes xy € [a, b], konnen wir die Integrationsreihenfolge wihlen und
erhalten mit obiger Rechnung

(oI5 fl(w0) = oI5 f (0). (3.17)
Nun ist oI%]|f|] € L'(a,b) und damit oI5 [oI2|f]] € L*(a,b), woraus

e Ualﬁf]” (@) = oI? [ 12| f|](x) < 00 fiir fast alle z € [a, } (3.18)

folgt. Damit gilt Gl. (3.17) fiir fast alle # € [a,b]. Sei nun a + # > 1 und damit (z — #)*T5~1 fiir
t € [a,z] durch (b — a)®*t8~1 beschriinkt. Wir rechnen

T

@) = o =0T 0] (3.190)
(b— 0L)°‘+';*1
< Wﬂfﬂl < 00 fir alle = € [a, b]. (3.19b)

Es folgt Gl. (3.17) fiir alle z € [a,b]. Wir haben keine zusétzlichen Annahmen zu « und g getroffen.
Damit kénnen wir o und g vertauschen und das oben bewiesene anwenden. Es folgt I [alf f] (z) =
I8P f(2) fiir fast alle x € [a,b] und alle z € [a, b], falls a + 8 > 1. O

Bis jetzt haben wir a > 0 betrachtet. Es macht Sinn ,If := f zu definieren. Dies ist auch eine
sinnvolle Definition, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 3.6. Fiir festes f € L'(a,b) ist die Funktion gy : [0,00) = L'(a,b), o+ IS f stetig.
Beweis. Sei f € L'(a,b) und sei ¢ > 0. Wir zeigen zuerst, dass ein § > 0 existiert, sodass
O<a<d=|odof—fli<e. (3.20)

Dazu benutzen wir die Beweisidee aus |11, Theorem 2.6]. Dazu betrachten wir

T

= [e—0rtra- s - /f“””t Dars f| o5 -1 w2
0

I(a) INa+1)

a

= (UH)e) + (V) (3.21b)
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damit ist ||oL3f — flli < |(Uf)(@)|l1 + [|(Vf)(a)|l1. Zuerst kénnen wir ||(V f)(a)||1 abschétzen durch

—1|dx

MNa+1)

< /b @l (=) as

(b —a)®
< (Fs + )il <

b
V@l < [ 171 &

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Wir haben damit eine integrable Majorante gefunden und wir kénnen Limes und Integral durch den
Satz von der majorisierten Konvergenz Satz 2.3 vertauschen. Damit ist limy—o [[(V f)(@)]l1 = 0 und
insbesondere existiert 6; > 0, sodass ||(V f)(a)|1 < €/3, fir o < 6;. Um [[(Uf)(a)||1 abzuschétzen
nutzen wir aus, dass der Raum C§°([a,b]) dicht im L'(a,b) ist. Wir wihlen eine Funktionenfolge

on € C5°([a, b)) mit limy, o0 || f — ¢nll1 = 0. Es folgt

U @)l < (U = dn)) (@)l + [[(Tn) (@)1

(3.25)

Zuerst benutzen wir fiir ein festes n € N den Mittelwertsatz der Differentialrechnung um die Unglei-

chung

$n(T —t) — Pn(2)
t

<
e |0 (1)

zu erhalten. Weiter ist

a
a—0

t* max |¢) | dt dx — 0

O\T

b
@l < 7t +1/

(3.26)

(3.27)

und damit existiert 6o > 0 mit [|[(Udy,)(@)||1 < €/3, fiir o < 8. Zuletzt schiitzen wir || (U(f —¢n)) ()1
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ab. Wir setzen ein und benutzen den Satz von Fubini um die Integrationsreihenfolge zu vertauschen

b xz—a
a [f@—1) = ¢n(z —t)] | |f(2) = ¢n(x)|
T (f = ¢n)) (@)1 < F(a+1)/ O/ Ta + e dtda (3.28a)
b—a b
__«a [fz—1) = ¢ux—t)] | [f(2) = ¢n(z)|
- F T O/t! e + Rt ar (3.28b)
b—a b—t b
=2 ol u) — op(u)| du x) — ¢p(z)|dx .28¢
‘r<a+1>0/t ( £(0) — 6aw)]d +t£|f() (o)l ds) e (3250
2(b—a)”
S Tl t1) 1f = éull- (3.28d)

Nun kénnen wir ein Ny finden, sodass || f — ¢n|l1 < ¢, fiir alle n > Np. Zusammengesetzt wihlen wir
ein n € N, sodass || f — ¢nll1 < mina<5{é§)‘i—;§i }e. Dies konnen wir machen, da wir « in einer kleinen
T'(a+1) > mina>o '(at1)
6(b—a)> = 6(b—a)d

Umgebung um die Null betrachten und ein Minimum hat. Weiter wéhlen wir

0 = min{d1, d2 }. Damit folgt

loZ2 f = Il < (Uf = dn)(@) I + [T gn) (@) [ + [(V (@)l <&, fiir a <4 (3.29)

Als néchstes sei ag,a > 0, sowie a > ag. Wir zeigen limg—saq ||o I8 f — oI5 f|l1 = 0. Dazu benutzen
wir Satz 3.5 (c¢) und die schon bewiesene Stetigkeit in der 0. Es folgt

b — )%
lim (a2 f—ad2 flly = lim 190227 f = f) < lim 0Oy emanp_ g, 22900 (3.50)
a—oap a—aQ

a—ao I'(ag + 1)

Falls nun o < «q ist, folgt

. « « : « ap—a : b—a)” apg—a a—o
lim {lof3'f — L3 fln = Jim [laZ3 (1307 f = Hlls < lim O =0 | gzomag — £l =% 0. (3:3)

a
a—ag a—ag F(Oz + 1)
]

Als néchstes wollen wir zwei Sétze betrachten, welche Aussagen iiber Differenzierbarkeit des frak-
tionalen Integrals machen. Zuerst beweisen wir

Satz 3.7. Fiir f € L'(a,b) und a >n, n € N gilt

d"n A2 () = oI5 f(x) fir fast alle x € [a,b). (3.32)

dx
Insbesondere ist (IS f € AC™([a, b)) .
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Beweis. Sei a > n, mit n € Nund f € L!(a,b) gegeben. Wir betrachten zuerst ,1¢~" f. Nach Satz 3.5
(a) ist 127" f € L'(a,b). Nun kénnen wir mit Satz 3.5 (c) den Operator ,I} wiederholt anwenden
und die zwei Integrale zu einem zusammenzufassen. Nach Satz 2.5 ist

a
dx®

fiir fast alle = € [a,b]. Zusammengefasst erhalten wir fiir n > k € N

I f(z) = f(z) (3.33)

TEJIETf(3) = (ISR (1), fir alle = € [a, b], (3.34)
wobei I2tF—"f € AC*([a,b]) ist. Fiir ,I¢ f folgt entsprechend mit k = n

dn (e _ a—n
wajx f(‘r) - aI:c f(fl') (335)
und IS f € AC™([a,b)). O

Nun wollen wir einen Satz beweisen, welcher Aussage iiber Differenzierbarkeit von ,I& macht, wenn
n > « ist. Dies macht

Satz 3.8. Fiir f € C" Y([a,b]) undn>a>n—1,n €N gilt
oLy f € AC"([a,b)). (3.36)

Beweis. Sei zunichst f € C([a,b]) und 1 > o > 0. Wir wollen zeigen, dass ,I17“f € AC([a,b]). Dies
machen wir in zwei Schritten:

1. oI;9f € LY(a,b).
2. JIL I f] (z) = oI~ f () fiir alle x € [a, b].
Nach Satz 2.5 folgt dann ,I.=*f € AC([a,b]). Wir rechnen den ersten Schritt nach, wir haben

b T

\h@ﬁfmzz/‘nia%/@—t)“*”ﬂwdtm: (3.37a)
b
1 —a
< max {110} / T <o, (3.37b)

a

wobei wir (z — a)™® € L'(a,b) fiir @ < 1 benutzen. Damit ist Schritt 1 gezeigt. Insbesondere folgt
damit fiir alle = € [a, b], dass
(b—a)l—@

oLalal 1)) < NI (1F I < égia{}f(ﬂl}‘fYQi::;y*<100- (3.38)
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Dies erlaubt es im folgendem Fubini zu benutzen. Wir machen weiter

T t

1T j=ar] (p) — 1 A =0F0) £ g X

oLy [l f] (2) Q/F(_O‘) a/(t ) F(r)drdt (3.39a)
= ! [ T / —7'_(1 @) .

T T(—a) a/f( >/<t )=+ gt g (3.39b)

R R NV C

T T(1-a) /( ) f(r)d oy " f(2), (3.39¢)

fiir alle € [a,b]. Damit ist (I17“f € AC([a,b]). Sei nun f € C" 1([a,b]) und n > a > n — 1. Wir
rechnen mit partieller Integration

x

ol f(2) = F(nl—a) /(m — )" f () dt (3.400)
L n-o r n—a g/
“Thtl—a) ((fv —a)""f(a) + /(:c — )" f () dt) : (3.40D)

Diesen Schritt machen wir insgesamt n — 1-mal und erhalten

T
_ a)nfa+k 1

n—2
IO f () = g . (<;+ T k)f(’“)(a) s YeTE— / (=)o U(eydt (341a)

a

= pp + 2O (g, (3.41D)

Zuerst betrachten wir p,. Wir haben durch mehrfache Anwendung von Satz 2.5

2 (k)
pn(2) = T f . _(a; vy (x —a)" "otk (3.42a)

k=0
n—2

— f(k) (CL) n k—a

- P F(k} —a+ 1)GIx (x - a) (3.42b)

nm2 o (k)
=aly Z [‘(kf_k Ciaj_ 1) (z — a)k_a k—oa>—1tfirk>0. (3.42¢)
=0
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Damit ist p, € AC™([a,b]). Nun ist nach Satz 3.7 2o 12n=1=o f(v=)(g) =  n=e f(v=1) (5}, Nach
Voraussetzung ist f~1 € C([a,b]) und damit ist nach dem schon bewiesenen %GIQ*O‘ f e
AC([a,b]) und damit I7)~*f € AC"([a,b]), womit der Beweis fertig ist. O

Der obige Satz bedeutet, dass das fraktionale Integral einer beliebigen stetigen Funktion differen-
zierbar ist. Dies hat Konsequenzen fiir fraktionale Ableitungen, mit denen wir jetzt weitermachen.

3.2 Die fraktionale Ableitung

Wir haben gesehen, dass wir fraktionale Integrale definieren kénnen. Nun wollen wir die Intuition
benutzen, dass eine Ableitung ein Integral negiert und die Ordnung um eins verringert. Dies fiihrt zu
den beiden folgenden Definitionen.

Definition 3.9. Fiir passende Funktionen f und n —1 < o < n, sowie n € N definieren wir [2]
dn 1
oDOf(z) = — [ 127 =————— [(z—t)" () dt 3.43
(@) = g (W20 (@) = oy e | @ =0 (3.4

die Riemann—Liouville fraktionale Ableitung und mit
arf 1 r
C na . -« _ _ n\n—1-a g(n)
D =l — =— t t)dt 44
CD8 1) = ol | 2] @) = o [0 (3.44)

a

die Caputo fraktionale Ableitung.

Bemerkung 3.10. Unser Ableitungsbegriff geht iiber die absolut stetigen Funktionen. Daher ist es
Sinnvoll, fiir die Riemann-Liouville fraktionale Ableitung Funktionen zu betrachten, sodass oI~ *f €
AC™([a,b]). Nach Satz 3.8 ist dies fiir f € C"1([a,b]) erfiillt. Tatsiichlich sind alle f, die durch
f = oI%¢, mit ¢ € L'(a,b) dargestellt werden kénnen Riemann-Liouville differenzierbar. Nihere
Betrachtungen finden sich in [14] und [5]. Fiir die Caputo fraktionale Ableitung haben wir nur die
Auswahl f € AC™([a,b]).

Einige Eigenschaften der Ableitungen werden nun zusammengefasst als
Satz 3.11. Es gelten die folgenden Behauptungen
(a) Die Operatoren ,D2 und § D2 sind linear.

(b) Es gilt firk>—1undn>a>n—-1,neN

oD%z — a)k = (z — a)F. (3.45)
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Falls nun auch k >n — 1, dann gilt

k
Cpa(z — g)k = F(k:( : 31) (@ — a)F. (3.46)

(c) Fiir f € L'(a,b) und 0 < a < B gilt
Dol f(x) = oI f (). (3.47)

(d) Firn eN und f € AC™([a,b]) ist D7 f(z) = f")(x), fiir fast alle z € [a, b].

Beweis. (a). Die Ableitung ist linear. Nach Satz 3.5 (b) ist das fraktionale Integral linear. Weiter ist
die Verkettung von linearen Operatoren linear und damit sind die fraktionalen Ableitungen linear.
(b). Wir setzen Definition 3.9 mit n —1 < a <n, n € Nein. Fir £ > —1 gilt

D%z — a)F = F(nl_a);i; / (t— ) (2 — )" gt (3.482)
1
_ 1 dn($ — a)kz—i—n—a uk —u n—l-a U
- T 0/ (1—w) =g (3.48b)
 I'k+n+1-a) ke T+ 1D)T(n— o) .
_F(k:+1—a)f‘(n—oa)(m ) F'k+1+n—a) (3.48¢)
= l—m(x —a)F e, (3.48d)

Dabei wurde die Substitution ¢t = a + u(x — a) und Gl. (2.29) benutzt. Dies wiederholen wir mit
k > n — 1 fiir die Caputo Ableitung.

o _ r (k + 1) [ - -n _ p\n—l-a a
CD2w -0 = Fr— T /(t Q)F (@ — ) g (3.492)
1
_ (k + TL ?’L (6%
=TT (k_n + 0 O/Uk =g, (3.49b)
_ T(k+1)
= ot D (x —a)k~. (3.49¢)

(c). Es seien 8> a >0, sowien > a >n—1,n € Nund f € L'(a,b). Wir benutzen Satz 3.5 (c)
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und Satz 2.5. Es folgt

o I8 f(a T [ a I8 f} ) (3.50a)
_ C;L [ —atn f} (3.50Db)
j— M 1870 ] (2) = o I8 f(2) fiir fast alle z € [a, b]. (3.50¢)

(d) Sein € Nund f € AC™([a,b]). Zuerst benutzen wir Satz 2.5, sodass (I1f € AC™([a,b]).
Nach Definition 3.9 ist

n+1
oDy f(x) = %afif(az) = ™) (2), fiir fast alle z € [a, b]. (3.51)

O

Die Version von Satz 3.11 (c) fiir die Caputo Ableitung braucht stirkere Voraussetzungen. Dies
macht

Satz 3.12. Fiir f € L'(a,b),sowie 3 >a >0 und B>n, mitn—1<a<n,n €N gilt
CD2L I f(2) = P~ f (). (3.52)
fiir fast alle x € [a, b)
Beweis. Es ist 8 —n > 0, damit konnen wir Satz 3.5 benutzen. Es folgt
CDOIP f(x) = IV P () = (I f(2), fiir fast alle = € [a, b] (3.53)
O]

Diese Vorarbeit reicht aus um zu zeigen, dass die Definitionen der fraktionalen Ableitungen nicht
gleich ist. Wir zeigen

Satz 3.13. Fuir f € AC™([a,b]) und n —1 < a <n, n €N gelten die folgenden Gleichungen

n—1
SD3f(x) = DY f( ZF _aﬂ) (z —a)*™" (3.54)
=0
und
c « Y k
CD8 1) =Dt |- X - o @ (3.59
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Beweis. Sein € Nund n—1 < a < n. Wir betrachten eine Funktion f € AC™([a,b]). Nach dem Satz
von Taylor mit Integralrestglied gilt

n—1 (k) a 2z — )L
oy =3 1 )(at—a)k—l—/(t)f(”)(t) dt (3.56)

k!
k=0

a

Mit Satz 3.11 und Gl (3.56) folgt

n—1 (k) a
oD f(2) = / k,( )aDéZ‘(w —a)* + o D2 [ I )] (x) (3.57a)
k=0 ’
-1
- n f®)(a) o na (n)
B kZZO Th—atl) (z—a)™ " + o7 [f™](2) (3.57b)
n—1
J— f(k) (a) kfa 0%
- kzo Th—a+1) (& —a)"* + T D2 f(2). (3.57c)

Durch umstellen folgt die erste Gleichung. Fiir die zweite betrachten wir Gl. (3.57a). Anstatt die
Riemann-Liouville Ableitung fiir das Polynom auszufiihren stellen wir um und nutzen die Linearitét
der Ableitung. Weiterhin gilt , D¢ [afgf(”)] (r) = ¢ D2 f(x), woraus die zweite Gleichung folgt. O

Satz 3.13 erlaubt es uns unsere Ergebnisse fiir die Riemann—Liouville Ableitung zu benutzen um
Eigenschaften der Caputo Ableitung zu beweisen. Eine Anwendung ist

Satz 3.14. Firn € N und f € AC™([a,b]) ist S D f(z) = ") () fiir fast alle x € [a,b].
Beweis. Wir benutzen Satz 3.11 und Satz 3.13. Es folgt

CDMf(x) = oD [f — po-i] (z) = f™(z),  fiir fast alle z € [a,b], (3.58)
wobei p,_1 ein Polynom n — 1-ten Grades ist und die n-te Ableitung entsprechend verschwindet. [

Spéater wollen wir uns mit fraktionalen Differentialgleichungen beschéftigen. Dazu wollen wir uns
die Laplace-Transformation von fraktionalen Ableitungen anschauen. Bevor wir eine Formel fiir diese
Transformation hinschreiben gibt es eine

Bemerkung 3.15. Wir kénnen nach ?? 3.4 das fraktionale Integral als Faltung aufschreiben. Damit
sieht die Riemann—Liouville fraktionale Ableitung wie folgt aus

for e [ @O = o A, (3.59)

a

o5 f(z) =

a—1

mit 1o (x) = :ff(—

oy und x4 = max{0, z}
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Zusatzlich werden wir im folgenden a = 0 setzen. Damit gilt fiir die Laplace-Transformation

Satz 3.16. Fiir f € L'(0,b), sodass oI2~®f € AC™([0,b]) und (oIS f)™ Laplace-transformierbar, mit
n—1l<a<n,neNgilt

n—1
LoD f](s) = s*L[f](s) = Y _ sFoDy*1 £(0). (3.60)
k=0

Auperdem sind die Ausdriicke ¢DS~*=1f(0) € R eindeutig.

Beweis. Sei f € L'(0,b), sodass oI?~%f € AC™([0,b]), fir n — 1 < a <
Eigenschaften aus Satz 2.6 benutzen. Diese sind £[f(™)](s) = s"L[f](s) —
die Faltungseigenschaft L[f * g|(s) = L[f](s) - L[g](s). Damit gilt

n, n € N. Wir wollen die
Sy sF 1R (0), sowide

n—1

n n—1l—a« dr1-k n—l—k—(a—k—

"Ll ]-E[f](s)—ZskWOIx 1=h—(a—k 1)f(ﬂv)‘gc:() (3.61a)
k

LoDz f](s) = F(nl—a)

n—1
= s"LIf](s) = >_ s* oDy F 1 £(0). (3.61b)
k=0

Dabei haben wir £[z"~179](s) = I'(n — a)/s" ", sowie die Definition 3.9 benutzt. Nun betrachten wir
0 D21 £(0). Nach Voraussetzung ist oI2 = f € AC™([0,b]). Damit ist Lo—roI2~*f € AC([0,b]) und
insbesondere stetig. Durch Anwendung von Satz 2.5 folgt

dnfl
0DFT T (@) = ol [l f](2) € ACK(0,B]),  k=0,1,.... (3.62)
Damit sind ¢ DS *~1f fiir k > 0 stetig auf [0, 5] und wir kénnen x = 0 einsetzen. O

Nun wollen wir die Laplace-Transformation fiir die Caputo Ableitung untersuchen.

Satz 3.17. Fir f € AC™([0,b]) mit f™ Laplace-transformierbar und n —1 < o < n, n € N gilt

n—1
L[TDIf] (s) = s"LI[fI(s) = Y s*F 1 f0(0). (3.63)
k=0

Beweis. Wir benutzen wie im vorherigem Satz die Faltungseigenschaft, sowie die Laplace-Transformation
der Ableitung. Wir erhalten
1

L[§DSf](s) = mc[ﬂ**a] L[F™](s) (3.64a)
n—1
= 527" (s",c[ fl(s) =Y shptn=i=h (0)> (3.64b)
k=0
n—1
= $"L[f](s) = Y _ s*Temm =R 0), (3.64¢)

k=0
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Nach Umsortieren folgt

n—1

L§DSf] (s) = s"L[f1(s) = Y s* 1 F0(0). (3.65)

k=0
[l

Damit wollen wir dieses Kapitel iiber fraktionale Ableitungen abschliefen. Im néchsten Kapitel
wollen wir das Bewiesene an fraktionalen Differentialgleichungen anwenden.
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Kapitel 4

Fraktionale Differentialgleichungen

In diesem Kapitel wollen wir die fraktionalen Ableitungen aus den vorangegangenen Kapiteln benut-
zen um Differentialgleichungen zu definieren und diese zu 16sen. Dazu betrachten wir ein kompaktes
Interval I = [0,7] C R. Dies wird uns erlauben die Laplace-Transformation zu benutzen und einen
Losungsvorschlag zu bekommen. Die Methodik wurde dabei von [13, Kapitel 4| iibernommen. Im
folgenden Kapitel werden wir eine Funktion f Laplace-transformierbar nennen, falls f exponenti-
ell beschriinkt ist gemiR Gl. (2.20), sofern f auf [0,00) definiert ist. Falls f € L'(0,7) und nicht
Laplace-transformierbar ist setzen wir f(z) = 0 fir x > T um die Laplace-Transformierbarkeit zu
gewahrleisten.

4.1 Die Differentialgleichung D%y = \y

Im Allgemeinen kann eine fraktionale Differentialgleichung der Ordnung « eine komplizierte Form
annehmen, wie zu Beispiel

aDgOcly(x) :f<x7y7aDgla"')7 (41)
wobei wir beliebig viele Ableitungen der Ordnung 3; < « in f einsetzen kénnen. Wir wollen daher
eine kleine Klasse von fraktionalen Differentialgleichungen betrachten. Im folgenden wollen wir auch
die untere Grenze a = 0 setzen. Dies ermdglicht es uns unser Wissen zu Laplace-Transformationen
anzuwenden. Dies ist keine Einschrénkung, wie folgende Rechnung zeigt

oDy f(x) = F(;_a)js; / (z— )" f(t) dt (4.2)
- r<nl—a>di / (2 —a =)0 f ¢+ a) di (4.2b)

0
= oDS[f (- + a)](z — a). (4.20)

33
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Wir kénnen also ¢D%g(z — a) = oD% f(x) betrachten mit g(x) = f(z + a). Das gleiche folgt auch
fiir die Caputo Ableitung. Weiter werden wir das folgende Lemma benutzen, um die Konvergenz von
Reihen in diesem Kapitel zu zeigen.

Lemma 4.1. Fir o > 0 ist I'(2)
T

lim ————%— =0. 4.3

300 I'(z+ «) (4.3)

Beweis. Sei a > 0. Wir benutzen die Stirling-Approximation Gl. (2.28) fiir die Gammafunktion. Es
folgt

. I'(x) I(xz+1)

lim ————— = i -1-1 44

v I'(z + ) w00 T(x + o+ 1) I'(z+a+1) (442)
oz (&
= lim vamo(g) — (4.4b)
r—o00 | [omr ($ + Oé)( -g )

< lim —o =0, (4.4c)
O

4.1.1 Riemann—Liouville Differentialgleichungen

Zuerst wollen wir Riemann-Liouville Differentialgleichung untersuchen. Diese haben fiirn—1 < a < n,
mit n € N die entsprechenden Anfangsbedingungen

0D * 1y (0) =bp_y_p, k=0,...,n—1. (4.5)
Bemerkung 4.2. In Gl (4.5) gilt fir k = n — 1, dass 0 > a« — k — 1 > —1. Nach Definition 3.9

benutzen wir
dO

oD ly(z) = DS "y(x) = L7 %(@) = oy "y(), (46)

dr0"®
... do .
wobei wir 75 := 1 definieren.

Nun wollen wir definieren, welche Probleme wir betrachten und was wir unter einer Losung ver-
stehen. Allgemein betrachten wir Gleichungen der Form

0Dzy(x) = F(z,y(z)), (4.7)
mit einer messbaren Funktion F': [0,00) x R — R. Wir fassen zusammen

Definition 4.3. Fir n — 1 < o« < n, n € N und einer messbaren Funktion F': [0,00) X R — R, sowie
bn1-k € R, k=0,...,n—1 ist das betrachtete Problem von der Form

oDzy(x) = F(z,y(x)),  =<€l0,T]

4.8
ng_k_ly(O) = bnflfk k= 0, NN (S 1. ( )
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Wir nennen y € LY(0,T) eine Lésung von Gl. (4.8), falls ¢ D%y € L1(0,T) und
oDSy(x) = F(x,y(x)), fiir fast alle z € [0, 77, (4.9)

sowie

oD Fly(0) =by 1k  k=0,...,n—1. (4.10)

In der obigen Definition fordern wir, dass ¢ D& ~*~1y(0) einsetzbar ist. Dies erfordert nach Satz 3.16
oIy € AC™([a,b]). Falls dies fiir ein y € L'(0,T) erfiillt ist, gilt dies auch fiir alle anderen Funk-
tionen § € L1(0,T), fiir die ||y — ¢|j1 = 0 ist. Wir miissen zeigen, dass oI2~%y(x) = oI2~“g(z) fiir alle
x € [0,T]. Sei dazu = € [0,T], wir benutzen die Linearitdt des fraktionalen Integrals

oLy (@) — o3 §(x)| < oI [ly — 3l] (). (4.11)

Nun sind y und § fast iiberall gleich, woraus oI [|y — g|] (z) = 0 fiir alle € [0,T] folgt. Damit sind
die Anfangsbedingungen sinnvoll definiert. Um die Laplace-Methode vorzustellen beweisen wir

Satz 4.4. Fiir ein Laplace-transformierbares f € LY(0,T), sowie n —1 < a < n, n € N hat die
Gleichung

oD7y(z) = f(x) (4.12)

fiir die Anfangsbedingungen mit by € R, k=0,...n—1
0D F Ly (0) =byy g, k=0,...,n—1, (4.13)

die eindeutige Losung
n—1
bn—l—k —k—1

=oly —x“ . 4.14
Vo) =0l f (o) + 3 i (4.14)

Beweis. Um den Satz zu beweisen konnten wir direkt zeigen, dass Gl. (4.14) eine Losung ist. Allerdings
wollen wir in diesem Kapitel die Laplace-Transformation benutzen. Daher machen wir zuerst einen
Losungsvorschlag. Sei dazu n — 1 < o < n. Wir benutzen Satz 3.16 um Gl. (4.12) zu transformieren.
Wir erhalten

n—1
=3 sFoDe 1y 0) = LIf](s). (4.15)
=0

Wir stellen um und benutzen die Anfangsbedingungen aus Gl. (4.5), damit folgt

Llyl(s) = s LIf)(s) + D> buo1—ps". (4.16)

Eine inverse Laplace-Transformation fiihrt auf

z -1

y(z) = F(la) / (x— 0L f(2) Z a—k-1, (4.17)
0

k=
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Mit dem obigen Ausdruck und Satz 3.5 folgt direkt, dass y € L' (0, 7).

Nun zeigen wir, dass dieses y eine Losung von Gl. (4.12) ist. Esist a —k—1 > a—n > —1. Wir
diirfen daher die Ableitungsregel fiir Polynome Satz 3.11 verwenden. Es folgt fiir £, =0,...,n—1

A . 0 fiiri <k
po-ict 2 w 1 fiir i = k (4.18)
= = tiri==F%. :
0%¢  T(a—k) T(i—-k+1) i o
m fir ¢ > k
Wir haben dabei F(%m) = 0 fiir m € Ny benutzt. Nun setzen wir Gl. (4.17) in Gl (4.12) ein. Mit

obigen Uberlegungen ist @« = a + 1 — 1 und damit i = —1 < k, es folgt, dass die Ableitungen von
% *=1 verschwinden woraus mit der Linearitéit der fraktionalen Ableitung

n—1
bp_1_
oDSy(w) = 0DSoIS f(w) + DS | Y gk (4.19a)
INa—k)
k=0
n—1 b
— D% I% In—-1-k DY a—k—1 4.1
020 xf(x)—i_kg()r(a_k)o zx ( gb)
dn
= dw—nolg (z) = f(z), fiir fast alle 2 € [0, 7] (4.19¢)
folgt. Weiter ist oD~ [z *~1](0) = 1 fiir i = k. Zusétzlich ist
oDy TF IS f () = oIF T f(2) (4.20)

stetig, mit o /5! £(0) = 0, sodass die Anfangsbedingungen Gl. (4.5) erfiillt werden. Damit ist y(z) eine
Losung.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen nehmen wir an, dass y; und yo zwei Losungen sind. Aus der Linearitét
der fraktionalen Ableitung folgt, dass u = y; — yo die Gleichung

oDSu(z) =0, fir fast alle z € [0, 77, (4.21)
mit den Anfangsbedingungen
oD *1y(0) =0, k=0,...,n—1 (4.22)
16st. Wir haben damit s*£L[u] = 0, woraus L[u] = 0 folgt. Mit der Injektivitét der Laplace-Transformation

folgt, dass u = 0. Damit ist y;(x) = yo(x) fiir fast alle z € [0,T], womit die Eindeutigkeit gezeigt
ist. O
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Nachdem wir die Methode der Laplace-Transformation vorgestellt haben wollen wir die Losung
der Differentialgleichung ¢D%y(x) = Ay(z) mit den entsprechenden Anfangsbedingungen losen.

Satz 4.5. Fira >0, A # 0, sowien—1 < a<n,n € Nundb, € R, k =0,...,n—1 wird die
fraktionale Differentialgleichung

oDSy() = My(a) (4.2)
mit den entsprechenden Anfangsbedingungen
oD *y(0) = by_y_,  k=0,...,n—1. (4.24)
durch o
x) = Z bn,l,kwa*kflana,k (Ax®) (4.25)
k=0

eindeutig geldst.

Beweis. Wie im obigen Beweis benutzen wir Laplace-Transformation um einen Lésungsvorschlag zu
bekommen und priifen, ob dieser eine Losung ist. Fiir n — 1 < a < n, n € N erhalten wir, nachdem
wir die Anfangsbedingungen eingesetzt haben

n—1
s”LIy)(s) — AL (s) = Y s"bp_1 =0. (4.26)
k=0
Wir stellen um und erhalten )
n— k
S
= buo1-k - (4.27)
k=0
Ein Vergleich mit der Laplace-Transformation der Mittag-Leffler Funktion liefert
n—1
= bpo1—kx® T Egamk (M%), (4.28)
k=0

Als néchstes tiberpriifen wir, ob y tatséchlich eine Losung von Gl. (4.25) ist und die Anfangsbedin-
gungen Gl. (4.5) erfiillt. Dazu zeigen wir zuerst, dass y € L'(0,7). Wir betrachten die einzelnen
Summanden von Gl. (4.25). Mit der Definition der Mittag-Leffler Funktion Gl. (2.31) folgt

b1 0 N a(i+1)—k—1
=bp—1-k7 " By a—k(ATY) = by . 4.29
yk’( ) 1-k k( ) 1- kz (Z—i—l)—k) ( )
Weiter ist
Mg (i+1)—k—1 T\ (i+1)—k—1 A a(i+1)—k—1
Z — | im 358 < Z A} (4.30)
ali+1) — k) e “T(a(i+1) - = s < |D(a@i+1) - k)|

1=
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und damit
T
O \gpolitl)—k—1 ] |)\|z a(i+1)—k—
< . .
/ I‘(a(z—i—l e /”}gnooz‘F (i+1) )}dx (4:31)
0
Nach dem Satz der monotonen Konvergenz Satz 2.2 folgt
T T
m |>\|z a(i+1)—k ) / |)\|l a(i+1)—k
de =1 d 4.32
/ looZ:\ a(i+1) k)\ T B Z\r( (z+1)—k)\ ! (4.322)
0 =0 0
o T
‘)\”an(lﬁ’l)*kfl
= _ dx (4.32b)
Z;O/}F(a(z—i—l)—k)‘
o0 ‘)\|iTa(i+1) o0
= i 4.32
izgl“(a(i—i-l) k+1) Zz;a (4.32¢)

Wir wollen die Konvergenz mit dem Quotientenkriterium nachweisen. Wir haben

Gl 2ar(a(z' +1)—k+1)

a; T(a(i+2) —k+1) — 0= 00), (4.33)

wobei wir Lemma 4.1 benutzt haben. Mit dem Quotientenkriterium folgt die absolute Konvergenz und
damit y;, € LY(0,T). Da y sich als endliche Summe von y;, zusammensetzt folgt y € L(0,T).

Als néchstes zeigen wir oI~ “y, € AC™([0,T]). Dazu zeigen wir Cg;%o[gfo‘yk € AC([0,T]). Durch
die Beschrinktheit von o7~ und y; € L'(0,T) folgt durch vertauschen von Reihe und fraktionalem
Integral

Al a(i+1)—k—1 N poitn—k—1
e = oI b, — b, Ar 4.34
ol yk(@) =0 [Z “Frlali+1) — k:)} klZI‘az—&-n—k) (4:34)
Nun leiten wir ab. Es folgt
dn—1 dn—1 0 Negpaitn—k—1
e — by 4.35
Az — T n_104x yk( ) k 1dx”—1 v F(az—l—n— I{?) ( a)
dn—l n—k—1 dn—l A at+n—k—1 dn—l 0 )\z ait+n—k—1
bkt | g + - + “ (4.35b)
de" ' (n—k—-1!  da"'T(a+n—k) de" ' & T(ai+n—k)

=ce{0,1} = Azo—k /T (a—k+1) =5
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Wir betrachten die Summe S. Wir zeigen, dass S € C™(]0,T]). Der Raum C™([0,T1]) ist mit der Norm
I fllen o) = doito MaXge(o 7] | f®(z)| ein Banachraum. Wir zeigen absolute konvergenz beziiglich
dieser Norm Es ist 2a — k > 0, damit ist

|)\‘1Taz+n k—Il—1
n < .
1Sllem po,m) ZZ Nlaitn—hoD <> (4.36)

=0 1=2

wobei die Konvergenz der Reihen wieder durch das Quotientenkriterium mit Lemma 4.1 folgt. Da-
mit ist S € C™([0,T]) ¢ AC™([0,T]). Aukerdem ist A\z®~*/T(a — k + 1) € AC([0,7]) und damit
folgt %OIQ’O‘% € AC(]0,T]). Wir konnen damit fir ¥ = 0,...n —1 und m = 0,...n — 1 die
Anfangsbedingungen und die fraktionale Differentialgleichung iiberpriifen. Wir erhalten

qn—m—1 qn—m—1 0 N poitn—k—1
———ol ¢ =b 4.
dxn,m,10 T yk( ) n—k— 1d n—m—1 rar: F(az+n—k) ( 37&)
.,L.mfk )\xa%»mfk )\7, at+m—k
=bp_k— 4.37b
FUTm—k+1)  Tatm—k+1) ZFaz—i—m k+1)| (4.37b)
Wir betrachten zuerst m = —1. Mit den obigen Uberlegungen folgt
)\z 1 a i—1)
0D% [br—k—12° " Eg a_k(A2®)] = Abp_p_12® "~ 12 = Abp—g—12° ¥ Eg 0 p(A2?)
(4.38)

fir alle x € (0,7 und damit insbesondere fiir fast alle € [0,7]. Damit ist ¢D3y(z) = Ay(x) fiir fast
alle x € [0,T). Wir iiberpriifen nun die Anfangsbedingungen. Fiir 0 < m < n — 1 ergibt sich

_{O fiir m # k,

bn—k—l fir m = k.

—k
a>n—1 bp—k—12™

DY bn— _ a—k—lEa e ™ 0 n—k—1&¥

(4.39)

Es folgt, dass y die Anfangsbedingungen erfiillt.
Fiir die Eindeutigkeit betrachten wir wieder zwei Losungen y; und yo. Wir definieren v = y; — 9.
Dieses u erfiillt die Differentialgleichung
oDSu(x) = Au(x), (4.40)
mit den Anfangsbedingungen
oD Ly(0) =0, fir k=0,...,n— 1. (4.41)

Nach Laplace-Transformation folgt s*Llul(s) — AL[u](s) = 0 und damit L{u] = 0, woraus mit der
Injektivitat der Laplace-Transformation v = 0, und damit y;(z) = yo(x) fiir fast alle z € [0,7]
folgt. O

Nun wollen wir die gleichen Differentialgleichungen fiir die Caputo Ableitung betrachten.
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4.1.2 Caputo-Differentialgleichungen

Wie im vorherigen Kapitel iibernehmen wir die Anfangsbedingungen aus der Laplace-Transformation
der Ableitung fir n — 1 < a < n, n € N durch

y®0)y=b, k=0,...,n—1. (4.42)
Auch hier wollen wir definieren, was wir unter einer Losung verstehen.

Definition 4.6. Firn —1 < a <nund by € R fiir k =0,...,n — 1, sowie eine messbare Funktion
F :]0,00) x R — R betrachten wir das Problem

6 Dyy(z) = F(z,y(x)), € (0]

y®0)=b,, k=0,...,n—1. (4.43)
Wir nennen y € AC™(]0,7) eine Losung von Gl. (4.43), falls
SD%y(x) = F(z,y(z)) fir alle z € (0,7 (4.44)
und
y®O)=b, k=0,...,n—1. (4.45)

Auch hier wollen wir zuerst die Methode der Laplace-Transformation an einem einfachen Beispiel
zeigen.

Satz 4.7. Fir ein Laplace-transformierbares f € C([0,T]) undn—1 < o <n, n € N hat die Gleichung

6 Doy(x) = f(x) (4.46)

mit den Anfangsbedingungen
y®0)=b,, k=0,...,n—1, (4.47)

die eindeutige Losung
n—1 k
x

= ol¥ b 4.48
V(o) = oI 1(0) + 3 ey (4.49)

Beweis. Wir beginnen mit der Laplace-Transformation einen Losungsvorschlag herzuleiten. Sei dazu
n —1 < a <n,n € N. Die Laplace-Transformation ergibt sich aus Satz 3.17. Es folgt

Llyl(s) = s~LLf Z ,M (4.49)
Die Riicktransformation fiihrt auf

y(w) = ol f(x +Zbk k " (4.50)
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Nach Voraussetzung ist f € C ([0,7]) und damit folgt nach Satz 3.7, dass oI2f € AC™([0,T]).

Die Anfangsbedingungen ergeben sich durch
dk

e A" i — 5 i
sowie 7T |z:0 = §;, woraus mit Satz 3.13

n-l s nolo ok gk dk
¢ pe [ofsﬂa;) + Zbkw] — oDt [Ofg F@) 4 b (Mofg >(0)] (4.52)
k=0 k=0
= oD30IS f(2) = f(x) (4.53)

fir alle x € [0, T folgt. Damit ist das gefundene y eine Losung von Gl. (4.46) mit den Anfangsbedin-
gungen Gl. (4.42).

Fiir den Eindeutigkeitsbeweis betrachten wir zwei Losungen y1,y2 und damit folgt fiir u = y1 — o,
dass
SD%u(z) =0, mit u®(0)=0, k=0,...n—1, (4.54)

Fiir alle z € [0, T]. Die Laplace-Transformation fiithrt auf
s*Llu] =0, (4.55)

woraus L[u] = 0 folgt. Aufgrund der Injektivitéit der Laplace-Transformation folgt u(x) = 0 und damit
y1(x) = yo(x) fiir alle z € [0, T7. O

Bemerkung 4.8. In Satz 4.4 haben wir f € L'(0,T) gefordert. Dies konnen wir nicht fiir Satz 4.7
machen, wie das folgende Beispiel zeigt. Wir wéhlen f(z) = 2=%2 und o = 1/3, es ist f € L*(0,7T).
Nach Rechnung folgt

- ra/z -
T/3,-1/2 1/6 456
Damit ist lim,_q OI;/ 8271/2 = o0 insbesondere ungleich null. Wir kénnen die Anfangsbedingungen
Gl. (4.42) von Gl. (4.46) nicht erfiillen. Daher kénnen wir nicht fiir jedes f € L'(0,T) eine Lésung von

Gl. (4.46) finden.

Nun wollen wir auch fiir die Caputo Ableitung die Differentialgleichung § D%y (x) = Ay(x) mit den
entsprechenden Anfangsbedingungen 16sen.

Satz 4.9. Fira>0, A#0undn —1 < a <n, n € N wird die fraktionale Differentialgleichung

6 Dy(w) = Ay(x) (4.57)
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mit den Anfangsbedingungen

y*)(0) = by, k=0,...,n—1, (4.58)

durch X
y(@) =Y bpa® Egpyr (Az®) (4.59)

k=0

eindeutig geldst.

Beweis. Wie bei den schon vorausgegangenen Sétzen benutzen wir die Laplace-Transformation. Sei
n—1 < a <n,n e N. Fiir die Differentialgleichung

6 D3y(x) = Ay(x) (4.60)
lautet die Laplace-Transformation
n—1 sa—k—l
Lll(s) =D bk (4.61)
k=0
woraus durch Riicktransformation
n—1 n—1
y(x) = Z bt By i1 (A2®) =: Zyk(x) (4.62)
k=0 k=0

folgt.

Wir iiberpriifen zuerst, ob unser Losungsvorschlag y € AC™([0,T]) erfiillt. Dazu zeigen wir y(*~1) ¢
AC([0,T]). Wir machen den Ansatz mit m € N, sodass am > n und damit

dn—l dn—l 0 )\ixai+k
o1 ve(®) = G Z:; i+ k1) (4.63a)
qn—1 zFk m—1 qn—1 Aepoitk L Nepoitk
= bk 771 . < "‘ Z 1 . + —1 N
dz"1T(k+1) 4 < dan Ioi+k+1) dz"1 “~ T(ai+k+1)
N J/ 1= 1=m
=:c€{0,1} = Agei—ntk+1 /T(qi—n+k+2) —.g
(4.63b)
Wir zeigen, dass S in C™([0,7]) absolut konvergent ist. Wir haben mit ma —n > 0
n oo o
’A|1Tonfl+k
n < 4.64
1S]le ([O’T])—ZZF(ai—lJrkJrl) < 00, (4.64)

=0 i=m
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wobei die Konvergenz der einzelnen Reihen dhnlich zu dem Argument aus Satz 4.5 mit dem Quotienten-
kriterium und Lemma 4.1 folgt. Damit ist S € C™([0,T]) C AC™(]0,T]). Weiter sind fiiri = 1,...m—1
die Potenzen o — n + 1 > —1 und damit ist Az® "+ /T(ai —n 4+ k +2) € AC([0,T)). Insgesamt
ist yp € AC™([0,T)), woraus y € AC™([0,T]) folgt.

Wir iiberpriifen wieder die Anfangsbedingungen, sowie ob y tatsichlich Gl. (4.57) 16st. Wir betrachten
0 <m < n und damit

m . dm 0 )\z’xai—&-k
——bx"E,, Ax®) = b 4.65
a8 Basnt(A2%) = beores ZT(ai+k+1) (4.63)
k—m a—m-+k 0 i .ait+k—m
T AL Nx

=) b b .

T —mt 1) XTlatk—m+1) k;l‘(ai+k—m+1)
(4.65b)

Um die Anfangsbedingungen zu iiberpriifen betrachten wir 0 < m <n — 1. Mit « — m > 0 folgt

am
7bk1:kEa7k+1 ()\.Clia) ‘I:O = {

dz™

0 fi k
e m # k, (4.66)

b, fir m=k.

Damit sind die Anfangsbedingungen erfiillt. Nun setzten wir m = n. Wir haben schon y € AC™([0,T))

gezeigt, insbesondere ist nach Satz 2.5 y™ e L'(0,T), womit wir die Caputo Ableitung auswerten

kénnen. Es folgt

ol dar o

OCDQO[ [bkxkEa,kH()\wa)] = ol [kaxkEa’kH()\x )] (4.67a)
& AixaiJrkfn

= bgoly 4.67b

oo )\imcxi—i-k
=\b — = \haFE, Az® 4.67
kZOF(Ozi—HH—l) kT ,k+1( T >7 ( C)

wobei wir wieder benutzt haben, dass ¢I2~% mit einer in L!(0, T') konvergenten Reihe vertauscht. Dies
ist fiir alle x € [0,7] moglich. Damit ist gezeigt, dass §D2y(z) = Ay(x) fiir alle z € [0,77] gilt und y
eine Losung von Gl. (4.57) ist.

Zuletzt zeigen wir die Eindeutigkeit der Losung. Seien y; und y2 zwei Losungen von Gl. (4.57) mit den
gleichen Anfangsbedingungen. Wir definieren u = y; — y2. Dieses u erfiillt die Differentialgleichung

§D%u(z) = Au(x), fir alle z € 0,77, (4.68)
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mit den Anfangsbedingungen

dk
Wir betrachten die Laplace-Transformation s*Llu](s) — AL[u|(s) = 0, sodass L[u] = 0 und mit Injek-

tivitdt der Laplace-Transformation folgt u = 0 und y;(x) = y2(x) fir alle € [0, T7. O

Wenn wir nun D® — X als einen linearen Operator auffassen, dann haben wir mit den obigen
Sétzen fiir beide betrachteten Ableitungen den Kern bestimmt. Die néichste Frage die sich stellt, ist
wie Losungen von [D% — A]y = f aussehen.

4.2 Die Differentialgleichung D%y — \y = f

Bevor wir die Riemann—Louville- und Caputo Ableitung getrennt betrachten, machen wir einige Vor-
iiberlegungen. Wir betrachten firn —1 <a <n

O D2y(x) — Ny(z) = f(a). (4.70)

Wir nehmen zuerst ein Laplace-transformierbares f € L!'(0,T) an, und spezifizieren spiter, welche
Regularitét fiir die zwei Ableitungen gelten. Die Laplace-Transformation der beiden Ableitungen ent-
hélt den Term s*L[y] plus eine Summe, welche die Anfangsbedingungen enthélt. Falls y eine Losung
von D%y — Ay = 0 ist, erhalten wir

Llyl(s) = o L[yol(s)- (4.71)

Dies gilt fiir beide Ableitungen, daher ist die partikulére Losung formal die Gleiche. Diese berechnen
wir jetzt. Nach Gl (2.33) ist L[z} ' Eqa(A2$)](s) = o und mit der Faltungsregel

L[f](s)
s — A

= ﬁ[:v?‘flEa’a(ozxf’f_) « f](s), (4.72)

mit x4 = max{0,z}, wodurch der Losungsvorschlag fiir die partikuldre Losung im Intervall I = [0, T

T

Yoart () = / (@ — ) Baa(Ma — 1)) £(2) dt (4.73)

0

lautet. In der Reihendarstellung sieht diese wie folgt aus

_ t)a(i-‘rl)—l

_ [ & N (z
Ypart () = O/ ;f(t) PG+ 1) dt. (4.74)
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Nun ist fiir ¢ € [0, z]

X Ni(g — ¢)eliD-1 k N[ (z — t)eU+D-1
L) 1S @)

wobei a(k + 1) > 1. Die unendliche Reihe ist absolut konvergent im Raum der stetigen Funktionen
C(]0, z]). Damit ist

i .a(it1)—
Z W ) (4.75)

i= k+1

)\z(w _ .)a(’i+1)71 e )\Z(ZC _ ')oz(i+1)71 L
f x] - :f() ,x() - €L (O7T)a (4'76)
lzk;rl JX(0.4 I(a(i+1)) i:zk;rl X[o2] I(a(i+1))

womit wir Integral und Reihe vertauschen diirfen, es folgt

|| || < E )\ZH lOé(Z-I—l) f” < || || z : )\lf[a(l‘l*l)
ar )
Ypart||1 0 1 J 1) 1) < 00

=0

(4.77)

wobei die Konvergenz der Reihe wieder durch das Quotientenkriterium mit Lemma 4.1 folgt. Es ist
Ypart € L1(0,T). Nun wollen wir die Ableitungen getrennt betrachten. Zuerst zeigen wir

Satz 4.10. Firn —1< a <n, n € N und ein Laplace-transformierbares f € L'(0,T) ist
ypart /f a 1Ea a()\(.’L‘ - t)a) dt (478)

die partikuldre Losung von
oDZy(x) — Ay(z) = f(z). (4.79)

Beweis. Sein —1 < a < n, n € N. Zusitzlich sei f € L'(0,T) gegeben. Die Anfangsbedingungen die
Ypart erfiillen muss sind

0D " Lyt (0) =0, fiir k=0,...n— 1. (4.80)
Wir zeigen, dass oI~ “ypart € AC™([0,T]). Wir haben fiir alle z € [0, T
o272 | N2 1] (@) = Y- NIz (o), (181
1=0 =0

wobei wir Reihe und Integral durch die Beschrénktheit von o)~ vertauschen diirfen. Nun wird in
Gl. (4.81) nach Satz 2.5 wegen i +n > n iiber Funktionen oI2*t"f € AC™(]0,7T]) summiert. Wir
nehmen wieder ein m € N, sodass ma > 1. Wir teilen auf

o2 “Ypart (x ZAZ 197 f(x) +ZM I f(x). (4.82)

i=m

€ AC™([0,T)) =5
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Wir betrachten S und zeigen absolute Konvergenz in C"([0,T]). Dazu benutzen wir Satz 3.7, um mit
ma > 1 die Ableitung des Integrals auszuwerten. Es folgt

I1Sllenqory < D> IFlloZe™™ fllogo.r (4.83a)
=0 i=m

< Doz O) PLAA 4.83b

< (n+ DlloLz flleqom) ;;F (aitn—1) < 00. (4.83b)

Wir haben benutzt, dass [loZ8™" ! fllcoy) < Farrmp o2 flleqory wnd oI} f € C([0,T]). Die Kon-
vergenz der Reihe folgt dann auch hier mit dem Quotientenkriterium und Lemma 4.1. Insgesamt ist

S € C™([0,T]) und oI~ “ypart € AC™([0, ).

Nun tberpriifen wir die Anfangsbedingungen. Wir setzen allgemein k£ = —1,...n — 1. Damit ist
) . .
0 DY My () = Y NoIg A () (4.84)
i=0

Weiter gilt fiir k =0,...n—1, dass k+1 > 1 und damit sind die Ordnungen der fraktionalen Integrale
der Reihe grofer eins. Es folgt o I2*T++1 £(0) = 0. Fiir k = —1 haben wir

0D Ypart (T) — Mypart(z) = 0 DS IS f(x) + Z)\zolm flz Zwl 196+ £ () (4.85a)
=1 1=0
B)+ > NI f() = Y NI f(x) (4.85b)
i=0 i=0
= f(x), fiir fast alle z € [0, 77, (4.85¢)

wobei wir ¢D$ oIS f(xz) = f(x) fir fast alle z € [0,T] benutzt haben. Somit ist ypart die partikuldre
Loésung von Gl. (4.79). O

Das gleich wollen wir fiir die Caputo Ableitung machen es zeigt sich, dass f eine andere Regularitét
hat.

Satz 4.11. Fir o > 0, sowie n — 1 < o < n und ein Laplace-transformierbares f € C([0,T]) ist

Ypart(T / ft) )* ' Eqo(Ma —)*) dt (4.86)

die partikuldre Losung von

6 Dyy(x) = Ay(w) = f(). (4.87)
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Beweis. Sein —1 < a <n,n € Nund f € C([0,T]) gegeben. Auch in diesem Fall muss ypar die
Anfangsbedingungen

dk
<d$kypart) (0)=0, firk=0,....,n—1 (4.88)

erfiillen. Wir zeigen, dass ypart € AC™([0,T). Dazu teilen wir ypayt auf mit m € N, sodass m(a+1) > n

m—1 e’}
Ypart (2 Z NoIg WD fa) = D~ NoIgWh @)+ > MoIdWH f(a), (4.89)
1=0 i=m

€ AC([0,T)) =8

wobei die erste Summe durch Satz 3.8 absolut stetig ist. Wir betrachten wieder S und zeigen S €
C™([0,7]). Nun ist a(i + 1) — n > 0. Damit folgt

||5H0n([0,T]) < Z Z \)\\iHolg(Hl)flfHC([O,T]) (4.90a)
=0 i=m
‘)\‘ i o (i4+1)—1
< 00. 4.90b
< (n+ DlIf oo lZ%E% ai+1)—1+1) ~°° (200)

Wieder folgt die Konvergenz der Reihe durch das Quotientenkriterium und Lemma 4.1. Es folgt
Ypart € Acn([()? T])

Nun tiberpriifen wir die Anfangsbedingungen. Dazu berechnen wir die Ableitungen. Es ist
dF <. C—k
(dxkypart> (:L') = Z )\ZOI?(H_ )= f(ZL'), (491)
i=0
Aufgrund der Stetigkeit von f und a > k folgt ofs(iﬂ)*kf(O) = 0. Damit kénnen wir Satz 3.13
benutzen und erhalten § D@ypart(2) = 0DYpart (). Damit folgt nach Gl. (4.85a) und Gl. (4.85c¢)
ngypart(x) - Aypart(x) = ODgypart<$) - )‘ypart(x) = f(.%') fir alle z € [OaTL (492)
da f € C([0,T]). Wir haben damit gezeigt, dass ypart eine partikuldre Losung von Gl. (4.87) ist. [

Wir haben gesehen, dass fiir die Caputo Ableitungen stérkere Voraussetzungen an f gestellt werden
miissen, als fiir die Riemann—Liouville Ableitung. Stetigkeit ist eine starke Voraussetzung und wir
konnen uns die Frage stellen, ob wir diese abschwéchen kénnen? Wir haben gesehen, dass

dk
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erfiillt sein muss. Diese Bedingung kann nur gebrochen werden, falls 0 < a — k < 1, daher betrachten

wir die Bedingung
ol f(0)=0, 0<a<l. (4.94)

Weiter ist es sinnvoll zu fordern, dass oIS f in einer Umgebung der Null stetig ist. Dies wird erfiillt,
falls ein g € L1(0,T) existiert, sodass

f(z) = oIl %g(x), fir fast alle z € [0, 7] (4.95)
gilt. Dann folgt mit Satz 2.5 sofort
oIS I g(x) = oIlg(z) — 0, fiir (x — 0). (4.96)
Fiir n > a > n — 1 lisst sich dies verallgemeinern zu der Existenz von g € L'(0,T), sodass
f(x) = oL} %g(x), fir fast alle 2 € [0, 7] (4.97)

was allgemeiner ist, als f € C([0,T]) zu fordern.



Kapitel 5

Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir die Riemann—Liouville- und Caputo fraktionale Ableitungen, sowie einfa-
che fraktionale Differentialgleichungen untersucht. Dabei haben wir zuerst eine Formel bewiesen um
mehrere Integrale zu einem einzigen zusammenzufassen. Diese Formel konnte durch die Gammafunk-
tion fiir die positiven reellen Zahlen fortgesetzt werden, wodurch ein fraktionales Integral definiert
wurde. Dieses Integral hat mehrere Eigenschaften, welche fiir die darauffolgenden Beweise benutzt
wurden. Zum einen ist es ein beschrinkter Operator von dem Raum L!(a,b) auf sich selbst, es er-
filllt eine Semi-Gruppen Eigenschaft, dass heift das die Ordnung von verketteten Integralen addiert
werden kann und wir haben gezeigt, dass dieses Integral eine glittende Wirkung hat, so werden ste-
tige Funktionen absolut stetig. Die fraktionale Ableitungen konnten als Ableitungen dieses Integrals
definiert werden, dabei wurde gezeigt, dass es einen Unterschied macht, ob vor oder nach dem Ab-
leiten Integriert wird. Die entstehenden Ableitungen werden Riemann—Liouville fraktionale Ableitung
und Caputo fraktionale Ableitung genannt. Aufgrund der Reihenfolge von Integration und Ableitung
sind die Definitionsbereiche der Ableitungen unterschiedlich. Wahrend wir fiir die Caputo Ableitung
absolut stetige Funktionen bendtigen, sind stetige Funktionen fiir die Riemann—Liouville Ableitung
ausreichend. Fiir absolut stetige Funktionen konnte ein Zusammenhang zwischen den beiden Ablei-
tungen bewiesen werden. Weiter wurde die Laplace-Transformation fiir beide Ableitungen berechnet
und damit konnten Anfangsbedingungen, welche fiir Eindeutige Losungen von fraktionalen Differenti-
algleichungen notwendig sind definiert werden.

Die Laplace-Transformation zeigte sich als gute Methode um lineare fraktionale Differentialgleichungen
zu 16sen. Die Methodik wurde an verschiedenen Differentialgleichungen gezeigt. Ein besonderer Fokus
lag auf der Differentialgleichung D“y = Ay, wobei die Losungen eine Art fraktionale Exponentialfunkti-
on, die sogenannte Mittag-Leffler-Funktion enthielten. Die Anfangsbedingungen fiir Riemann—Liouville
Differentialgleichungen fithrten zu Losungen mit Polstellen im Punkt z = 0. Dies war fiir die Caputo
Ableitung anders, da die Forderung absolut stetiger Funktionen Stetigkeit fiir z = 0 implizierten. Zum
Schluss wurde die partikulére Losung von D%y — Ay = f hergeleitet.

49
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