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und ihre Anwendungen
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Differential- und Integraloperatoren fraktionaler Ordnung haben sich in den letzten Jahren als
leistungsfahiges Werkzeug fiir die mathematische Modellierung gedéchtnisbehafteter Prozesse eta-
bliert. Gerade die Tatsache, dass Gedéchtniseffekte modelliert werden kénnen, stellt die Numerik
jedoch vor besondere Herausforderungen, denn diese Eigenschaft fiihrt dazu, dass traditionelle Al-
gorithmen im Hinblick auf Laufzeit ebenso wie auf Speicherbedarf eine deutlich héhere Komplexitét
aufweisen als entsprechende Algorithmen fiir nicht-fraktionale (geddchtnisfreie) Modelle. Mit den
sog. diffusiven Darstellungen besteht eine Mdoglichkeit, die fraktionalen Operatoren in einer Form
auszudriicken, die das Gedéchtnis nicht mehr explizit beinhaltet, sondern implizit. Dies fithrt dazu,
dass Algorithmen konstruiert werden kénnen, die sowohl beziiglich der Rechenzeit als auch beziiglich
des Speicherbedarfs signifikant giinstiger sind als konventionelle Ansétze.

Der wesentliche Aspekt einer diffusiven Darstellung ist, dass sich z. B. ein fraktionales Integral
einer Funktion f am Datenpunkt ¢; darstellen lésst als Integral [ ¢(w, ;) dw iiber eine Hilfsfunkti-
on ¢, die sich als Losung einer von f abhéingigen gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung
ergibt. Der Integrationsbereich J ist hierbei iiblicherweise (0, c0) oder (—o0, 00), also unbeschrankt.
Fiir die numerische Auswertung der diffusiven Darstellung stellen sich somit die Fragen nach ef-
fizienten Methoden (a) zur Losung der gegebenen Differentialgleichung erster Ordnung, und (b)
zur numerischen Bestimmung des genannten Integrals. Zahlreiche in der Literatur vorgeschlagene
Ansitze verwenden fiir den Punkt (b) weitgehend uniiberlegt gewiihlte Quadraturformeln, die die
grundlegenden analytischen Eigenschaften des Integranden nicht beriicksichtigen und somit relativ
langsam konvergieren. Wir stellen eine Konstruktionsmethode [1, 2] vor, die diese Schwiéche ver-
meidet und somit zu sehr effizienten Algorithmen fiihrt. Eine wichtige Frage dabei ist, wie sich die
Wahl des Quadraturverfahrens auf die Steifheit der im Rahmen des Gesamtansatzes zu l6senden
Differentialgleichung und auf das Verhalten der hierzu gehoérigen numerischen Losungsverfahren
auswirkt.
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