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Aufgaben

Aufgabe 1

Gegeben sei eine binomialverteilte Zufallsvariablen X mit den Parametern
N und 7, d.h. die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X ~ B(N, ) ist gegeben
durch:

1.1

Berechnen Sie den Erwartungswert der Zufallsvariablen X mittels der Formel
E(X) = > xf(z). Verwenden Sie dabei die Bezichung

(Ny_ 1) (1 —m)N Y =1,

N-1

y=0

1.2

Berechnen Sie nun den Erwartungswert und die Varianz der Zufallsvariablen
X, in dem Sie ausnutzen, dass X als Summe bernoulliverteilter Zufallsvaria-
blen dargestellt werden kann.

Aufgabe 2

Im Rahmen einer psychologischen Untersuchung werden drei unterschiedliche
Tests an denselben Testpersonen durchgefiihrt. Die Testergebnisse (Punkt-
zahl) sind jeweils niiherungsweise normalverteilt (N (u, 0?)) mit

X7 ~ N(100;156.25) fiir Test 1,
Xy ~ N(120;204.75) fiir Test 2,
X3 ~ N(us3;243.36) fiir Test 3.

Testperson T} erzielt im Test 1 eine Punktzahl von 75, im Test 2 eine Punkt-
zahl von 150 Punkten und im Test 3 eine Punktzahl von 110 Punkten. Es ist



von der Unabhéngigkeit der Testergebnisse auszugehen. Verwenden Sie bei
der Bearbeitung dieser Aufgabe die Verteilungstabelle.

2.1

Berechnen Sie unter der Normalverteilungsannahme, wieviel Prozent der
Testpersonen im Test 1 eine hohere Punktzahl als Testperson 7} erreichen.

2.2

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, wiewiel Prozent der Testpersonen bei
Betrachtung der ersten beiden Tests eine geringere Gesamtpunktzahl als
Testperson 17 erreichen.

2.3

Im dritten Test erzielen 20.9% der Testpersonen eine geringere Punktzahl
als Testperson 7). Berechnen Sie den Erwartungswert ps.

24

Geben Sie die Verteilung der Gesamtpunktzahl aus allen drei Tests an.

Aufgabe 3

Gegegen sind N unabhéngig standardnormalverteilte Zufallsvariablen X,
n = 1,..., N. Bestimmen Sie folgende Wahrscheinlichkeiten mittels Vertei-
lungstabelle.

3.1
25

Bestimmen Sie fiir X = Z X2 die Wahrscheinlichkeit P(X < 13.12).
n=1

3.2 u

Bestimmen Sie fiir X = ZXZ die Wahrscheinlichkeit P(4.66 < X < 7.79).
n=1

3.3
41

Bestimmen Sie fiir X = ZXTQL die Wahrscheinlichkeit P(24.5 < X < 40.5).
n=1



3.4
51

Bestimmen Sie fiir X = ZX% die Wahrscheinlichkeit P(X < —T7).

n=1

Aufgabe 4

Die Zufallsvariable X sei t-verteilt mit 25 Freiheitsgraden. Bestimmen Sie
die folgenden Wahrscheinlichkeiten mittels Verteillungstabelle.

4.1

Bestimmen Sie P(2.06 < X < 3.45).
4.2

Bestimmen Sie P(X < 1.708).

4.3

Bestimmen Sie P(X > 1.316).

4.4

Fiir welchen Bereich um den Erwartungswert gilt P(u < X <o) = 0.57

Aufgabe 5

5.1

Die Zufallsvariable X sei F-verteilt mit 10 und 15 Freiheitsgraden. Bestim-
men Sie mittels Verteilungstabelle die Wahrscheinlichkeit P(X < 2.54) und
geben Sie das Quantil £(0.05,15,10) an.

5.2

Die Zufallsvariable X sei t-verteilt mit 20 Freiheitsgraden. Bestimmen Sie
mittels Verteilungstabelle die Wahrscheinlichkeit P(X? > 8.1).



5.3

Gegegen sind 5 unabhingig standardnormalverteilte Zufallsvariablen X,
n = 1,...,5. Bestimmen Sie mittels Verteilungstabelle die Wahrscheinlich-

keit P (g5 < 6.61).

Aufgabe 6
6.1

Uberpriifen Sie folgende Aussage auf seine Richtigkeit. Geben Sie eine Be-
griindung an:

Eine erwartungstreue Schatzfunktion besitzt auch die Eigenschaft der Effizi-
enz; eine effiziente Schéitzfunktion muss dagegen nicht erwartungstreu sein.
6.2

Gegeben sind unabhéngig, identisch normalverteilte Zufallsvariablen X, n =
1,..., N mit Erwartungswert p und Varianz o2. Uberpriifen Sie, ob

| N 5 (Nyp
X, = W;Xgn (N gerade) bzw. X, = N1 ; Xo, (N ungerade)

eine erwartungstreue Schatzfunktion fiir den Erwartungswert p ist.
6.3

Gegeben ist eine normalverteilte Zufallsvariable X mit Erwartungswert x und
Varianz o2. Begriinden Sie, ob die Transformation Y = %X + 3b* eine nor-
malverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert %u und Varianz (;%02 + 9b*
ist.

6.4

Gegeben sind unabhéngig, identisch normalverteilte Zufallsvariablen X,,, n =
1,..., N mit Erwartungswert p und Varianz o?. Zeigen Sie mittels der bino-
mischen Formel die Erwartungstreue von 5% = 715 > (X,, — X)%.



Aufgabe 7
7.1

Zeigen Sie, dass der Stichprobenmittelwert

N
X=) X,
n=1

eine effiziente Schiatzfunktion fiir den unbekannten Mittelwert p einer nor-
malverteilten Grundgesamtheit ist.

7.2

Gegeben sei eine normalverteilte Grundgesamtheit mit bekanntem Erwar-
tungswert 1 und unbekannter Varianz 2. Vergleichen Sie die Schitzer S* =
T Zivzl(Xn — X)?und S? = + Zi:[:l(Xn — 1)? beziiglich ihrer Effizienz.
Aufgabe 8

Bei der Herstellung von Wellen sind alle Wellen Ausschuss, deren Léinge
mehr als 1 mm vom Sollmafl 100 mm abweicht.

Die zufillig schwankende Lénge hat den Erwartungswert 100 mm und die
Standardabweichung von 0.1 mm. Wie grof} ist der Ausschussanteil hochstens?

(Verwenden Sie die Variante P(|X — p| > co) < = der Tschebyscheff-
Ungleichung)

Aufgabe 9

Gegeben sei eine Stichprobe X, ..., X, wobei die X,,,n = 1, ..., N unabhéngig
und identisch verteilt sind.

9.1

Erlautern Sie das Prinzip der Momentenmethode.



9.2

Geben Sie fiir normalverteilte Stichprobenvariablen X,, mit X,, ~ N(u,o?)
die Momentenschéatzer 1 und o2 an.

9.3

Fiir die stetige Gleichverteilung tiber dem Intervall [a;b] ist die Dichtefunk-
tion gegeben durch:

1

fx(@)=<b—a
0 sonst.

fira<zxz<b

Berechnen Sie die Momentenschiitzer ¢ und b. Es gilt E(X) = “? und
Var(X) = ¢=2°
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Aufgabe 10
10.1

Gegeben seien die Stichprobenvariablen X1, ..., Xy, wobeidie X,,,n =1,..., N
unabhiingig und identisch exponentialverteilt sind mit F(z) = 1 — e~**. Be-
rechnen Sie den ML-Schétzer fiir A.

10.2

Gegeben seien die Stichprobenvariabelen X7, ..., X, wobei die X,,,n =1, ...,
unabhéngig und identisch Poisson-verteilt sind mit Ps(z|u) = fx(z|p) =
% p*e . Berechnen Sie den ML-Schétzer fiir p.

Aufgabe 11

Gegeben sei eine GG mit Umfang N, in der jedes Element die Eigenschaft
A oder A besitzt mit den Wahrscheinlichkeiten P(A) = P(A) = 1/2. Die
relative Haufigkeit fy(A) ist ein Punktschétzer fiir P(A).

11.1
Berechnen Sie fir N = 8 und N = 15 die Wahrscheinlichkeit, dass der
Punktschétzer fy(A) die Wahrscheinlichkeit P(A) genau trifft.



11.2

In einer Stichprobe vom Umfang N = 40 sind 18 Elemente mit der Ei-
genschaft A. Berechnen Sie die approximativen 95%-Konfidenzintervalle fiir
P(A) (einseitig und zweiseitig).

Aufgabe 12

Uberpriifen sie folgende Aussagen iiber ein zweiseitiges Konfidenzintervall
fiir den Erwartungswert p einer Grundgesamtheit auf ihre Richtigkeit. Be-
griinden Sie Thre Antworten.

12.1

Die Grenzen eines 95%-Konfidenzintervalls sind Zufallsvariablen.

12.2

Mit wachsendem Stichprobenumfang wird das 95%-Konfidenzintervall im
Allgemeinen breiter.

12.3

Bei gleichem Datensatz ist das 95%-Konfidenzintervall breiter als das 90%-
Konfidenzintervall.

12.4

Die Wahrscheinlichkeit, dass die obere Grenze des zweiseitigen 95%-Konfi-
denzintervalls kleiner als p ist, betragt 0.05.

Aufgabe 13

13.1

Eine aus einer Grundgesamtheit mit normalverteiltem X gezogene einfache

Zufallsstichprobe vom Umfang N = 16 ergab Z = 5 und s? = 25. Berechnen
Sie das zweiseitige 99%-Konfidenzintervall fiir p.



13.2

In einer Umfrage stimmten in einer Zufallsstichprobe von 225 Studenten einer
Universitéat 45 Studenten fiir die Einfithrung miindlicher Nachpriifungen. Es
liegt ndherungsweise eine Binomialverteilung mit dem Anteilswert 7 zugrun-
de. Berechnen Sie die approximativen einseitigen 95%-Konfidenzintervalle fiir
.

13.3

Untersucht wird das Haushaltsnettoeinkommen 5000 Privathaushalten. Da-
zu wird eine Stichprobe vom Umfang N = 100 betrachtet. Als Stichpro-
benvarianz ergibt sich s> = 950625. Bestimmen Sie das zweiseitige 95%-
Konfidenzintervall fiir o2.

Aufgabe 14

Uberpriifen sie folgenden Aussagen iiber Signifikanztests auf ihre Richtig-
keit. Begriinden Sie Thre Antworten.

14.1

Ein Signifikanzniveau von o bedeutet, dass die Nullhypothese mit einer Wahr-
scheinlichkeit von « falsch ist.

14.2

Wenn die Nullhypothese abgelehnt wird, so kann sie mit einer Wahrschein-
lichkeit von hochstens « trotzdem richtig sein.

14.3

Bei einem einseitigen Test ist die Alternativhypothese genau dieselbe wie
bei einem zweiseitigen Test.

14.4

Liegt die Priifgrofle im Annahmebereich der Verteilung der Priifgrofie un-
ter der Alternativhypothese, so kann Hj nicht verworfen werden.



Aufgabe 15

Ein Automobilproduzent A behauptet, dass die Laufleistung eines bestimm-
ten Models mindestens g = 100000 km betrédgt, bei einer Standardab-
weichung von o = 30000 km. Ein konkurrierender Automobilproduzent B
mochte diese Behauptung widerlegen (o = 0.05). Der Automobilproduzent
B ermittelt in einer Stichprobe vom Umfang N = 36 eine durchschnittliche
Laufleistung von & = 90000 km.

Aufgabe 16

Uberpriift werden soll, ob die mittlere Fiillmenge s von Flaschen bei einer
laufenden Produktion von 500 ml abweicht. Eine Stichprobe vom Umfang
N = 25 liefert T = 490 und s = 25. Die Fiillmenge X sei approximativ nor-
malverteilt. Bestimmen Sie den Ablehnungsbereich (o = 0.05).

Wie entscheiden Sie sich?
[0 Die Nullhypothese wird verworfen.
(1 Die Nullhypothese wird nicht verworfen.

Welche Interpretation Threr Entscheidung ist richtig?

[J Die Nullhypothese ist statistisch abgesichert.
[0 Die Alternativhypothese ist statistisch abgesichert.
[J Dass die Alternativhypothese zutrifft, kann ausgeschlossen werden.

[0 Dass die Nullhypothese zutrifft, ist nicht statistisch abgesichert.

Aufgabe 17

Bei einer im Vorjahr durchgefithrten Vollerhebung der Altersstruktur der
Bevolkerung einer Grofistadt wurde ein Durchschnittsalter von 38 Jahren
bei einer Standardabweichung von 8 Jahren festgestellt. Durch eine im lau-
fenden Jahr durchgefiihrte Stichprobenerhebung vom Umfang N = 100 soll
gepriift werden, ob eine signifikante Anderung des Durchschnittsalters einge-
treten ist. In der Stichprobe wird ein Durchschnittsalter von T = 39 Jahren
ermittelt. Es ist ein Signifikanzniveau von 5% zugrunde zu legen. Die bei der



Erhebung im Vorjahr ermittelte Standardabweichung von ¢ = 8 kann als
gleichbleibend vorausgesetzt werden.

Aufgabe 18

Der Hersteller einer Drehmaschine gibt an, dass seine Maschine sehr genau
arbeitet. Er belegt diese Behauptung mit der Angabe, dass die approximativ
normalverteilten Durchmesser der gedrehten Teile eine Varianz von o2 = 0.01
aufweisen. Fine Versuchsserie des Kéaufers vom Umfang N = 32 ergab eine
empirische Varianz von s> = 0.012. Kann die Angabe des Herstellers als
falsch angesehen werden (o = 0.05)7

Aufgabe 19

Eine neue Abfiillanlage, mit der eine Fliissigkeit in 0.5 [ Flaschen abgefiillt
wird, soll eine geringe Abweichung der Fiillmenge aufweisen. Die Fiillmenge
sei normalverteilt. Uberpriift werden soll die Nullhypothese, dass eine durch-
schnittliche Abweichung vom Sollwert hochstens 10 ml betrigt (o = 0.1).
Eine Stichprobe von 50 Flaschen ergab einen Mittelwert von 498 ml und
eine empirische Varianz von 125.

Aufgabe 20

Zwei Wischetrockner vom Typ X und Typ Y werden beziiglich ihres Ener-
gieverbrauchs miteinander verglichen. Untersucht werden soll zum Niveau
0.05 ob sich signifikante Unterschiede nachweisen lassen. Von Typ X (Y')
wurden N = 15 (M = 10) Trockner bei einem durchschnittlichen Verbrauch
von T, = 3.15 (T, = 2.55) kWh und einer empirischen Varianz von s2 = 0.6
(s2 = 0.4) kW h betrachtet. Es kann von der Normalverteilungsannahme und
der Varianzhomogenitit (o0x = oy = o) ausgegangen werden.

Aufgabe 21

Ein Mentor des Fachs Statistik hat in zwei verschiedenen Stéddten Probe-
klausuren durchgefiihrt. Dabei wurde die durchschnittliche Zeit bestimmt,
in der die Studenten eine Aufgabe gelost haben. Zum Niveau 0.1 soll die
Nullhypothese, die Varianzen beider Gruppen seien gleich, iiberpriift werden
(N =15,M =20,s, = 5.3,s, = 3.5).

10



Aufgabe 22

Aufgrund von erhéhten Kreditverlusten, mochte eine Bank die Bewertungs-
kriterien bei der Kreditvergabe verbessern. Ungeachtet des Risikos, keine
Verédnderung der Bewertungskriterien vorzunehmen, obwohl der Anteil {iber
15% liegt (Fehler 2. Art), mochte die Bank nur in eine Verbesserung der Be-
wertungskriterien investieren, wenn statistisch nachgewiesen werden kann,
dass der Anteil von gewdhrten Krediten mit Riickzahlungsschwierigkeiten
mehr als 15% betrégt. In einer Stichprobe vom Umfang N = 50 Kreditneh-
mern sind z = 15 Kreditnehmer mit Riickzahlungsschwierigkeiten (Signifi-
kanzniveau o = 0.01).

Aufgabe 23

In einer Grofistadt soll der Anteil der Beamten unter den Erwerbstétigen
mindestens 20 % betragen. In einer Stichprobe vom Umfang N = 100 befin-
den sich 15 Beamte. Kann die Behauptung bei einem Signifikanzniveau von
a = 0.05 widerlegt werden?

Aufgabe 24

Ein Wiirfel wird 120mal mit folgenden H&aufigkeiten fiir die verschiedenen
Augenzahlen geworfen:

Augenzahl | 1 | 2 | 3 | 4 |5 |6
Héufigkeit | 20 | 22 | 17 | 18 | 19 | 24

Uberpriifen Sie mit Hilfe des y2-Tests, ob es sich um einen gefiilschten Wiirfel
handelt (o = 0.1).

Aufgabe 25

Es besteht eine Vermutung (Nullhypothese), dass die Kérpergrofie von Stu-
denten approximativ normalverteilt ist mit Mittelwert 170 ¢m und Stan-
dardabweichung 10 ¢m. Eine bei 500 Studenten durchgefiithrte Messung der
Korpergrofe fithrte zu folgendem Ergebnis:
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Rérpergrdbe | 0 1 1140, 170) | [170;190) | [190;200) | > 200
(in em)
Anzahl der
St 2 200 265 32 1

Kann aus diesem Ergebnis die aufgestellte Nullhypothese bei einem Signifi-
kanzniveau von o = 0.05 abgelehnt werden?

Aufgabe 26

An 64 Testpersonen wurde iiberpriift, welches von zwei Schlafmitteln (X
und Y') wirksamer ist. Die Wirksamkeit wurde durch die Schlafdauer ermit-
telt. Bei 38 Personen fiihrte das Schlafmittel X einen ldngeren Schlaf herbei.
Untersuchen Sie mittels eines geeigneten Tests, ob die Schlafmittel unter-
schiedlich wirken (o = 0.05).

Aufgabe 27

Ein Erdolkonzern mochte feststellen, ob ein neu entwickelter Kraftstoffzusatz
zur VerschleiBminderung in Ottomotoren den Benzinverbrauch beeinflusst.

Bei zehn Testfahrzeugen wurden folgende Werte beobachtet:

Verbrauch
1/100 km
mit Zusatz (X) | 8.3 | 102 |81 |74 |10.8
ohne Zusatz (Y') | 8.8 10.6 | 8.7 7.9 10.7

1 2 3 4 >

Verbrauch
1/100 km
mit Zusatz (X) | 12.5 | 12.2 | 9.8 10.2 | 8.4
ohne Zusatz (Y) | 13.2 | 129 | 9.6 10.1 | 8.9

6 7 8 9 10

Fiithren Sie fiir die Nullhypothese Hy : ,,Der Zusatz beeinflusst den Benzin-
verbrauch nicht* den Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test durch (o = 0.05).
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Aufgabe 28

Ein Schuhhéndler mochte zwei seiner Angestellten beziiglich ihrer Anzahl
verkaufter Paar Schuhe in den letzten 10 Tagen miteinander vergleichen.
Dazu verwendet er den Wilcoxon-Rangsummen-Test zum Signifikanzniveau
a=0.1.

# Schuhpaare pro Tag
1411318 1711912521 |11 | 8|14
24 |15 120 | 17112 24|26 | 22| 25| 16

| =

Aufgabe 29

Zugrundegelegt sei ein normalverteiltes Merkmal mit unbekannntem Erwar-
tungswert und bekannter Varianz o2 = 9. Betrachtet wird das Testproblem

HO:,uoleO Hll,L()?élOO

mit N=20 und a = 0.05. Als kritische Werte werden 100 4 1.3 berechnet.
Der Beibehaltungsbereich lautet somit

{z | 98.7 <7 < 101.3}.

Bestimmen Sie unter der Annahme, dass der tatsdchliche Wert von p bei 102
(100.5) liegt, d.h. die Nullhypothese trifft nicht zu, die Wahrscheinlichkeit £,
dass H, dennoch nicht verworfen wird.

Aufgabe 30

Eine Variable X ist normalverteilt mit unbekanntem Erwartungswert p und
der bekannten Varianz o? = 25. Zu priifen ist die Nullhypothese Hy : p >
1o = 1000 beim Signifikanzniveau o = 0.01 und bei einem Stichprobenum-
fang von N = 64.

30.1

Ermitteln Sie die kritische Region des hier zu verwendenden Standardtests.
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30.2

Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zweiter Art, wenn p =
(1 = 998 ist.

30.3

Ermitteln Sie den Stichprobenumfang, der im vorliegenden Fall nétig ist,
damit die in 30.2 genannte Wahrscheinlichkeit héchstens 0.05 betréagt.
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