Losungsskizzen zu den Klausuraufgaben zum Kurs 1142 Algorithmische Mathematik

1142KSL11
Aufgabe 1.
Zeigen Sie, dass fiir alle n € N gilt:
- (2n)!
[Jk—1)= S on

Losungsvorschlag:
Wir zeigen dies per vollstandiger Induktion nach n. Fiir n = 0 gilt

0 1 (2:0)

2%k—1)=1=—=-""’.
kr:ll( ) 11 0120

Sei nun n > 0 und gelte die Behauptung fiir » — 1. Dann folgt

n n—1
[J@k—1) = @n—1)]](2k—1)
k=1 k=1
v (271—2)!
= = DE T
_ (@2n—-1)-(2n) (2n-2)!
B n-2  (n—1)12n1
_ (@)t
n!-2n’

Nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion folgt also, dass die Behauptung fiir alle n € N
gilt.

Aufgabe 2.
Seien f:N — R und g: N — R Abbildungen mit

fln) = n?
g(n) = n*—10000
fiir alle n € N.
Zeigen Sie, dass f = 0(g).
Losungsvorschlag:
Es gilt
g(n) = n* — 10000 = (n* +100) (n* — 100) . (1)

—_—
>1 falls n>11

Somit folgt mit ng = 11 und C = 1, dass fiir alle n > ny

(1)
|f(n)] = n* < n*+100 < (n* 4 100)(n* — 100) < n* — 10000 = C-g(n)

gilt, was zu zeigen war.
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Aufgabe 3.
Gegeben sei folgender Graph G mit Knotenmenge {1,2,3,4}:
2
1 4
3

(a) Bestimmen Sie die Adjazenzmatrix von G.
Losungsvorschlag:

Die Adjazenzmatrix lautet

0110

1 011
A=

1 101

0110

(b) Berechnen Sie die Anzahl der Spaziergéinge der Linge 4
Losungsvorschlag:

Dazu berechnen wir

0110 0110 2112
A2_1011 1ot1 1| 1321
1101 1101 | 1231

0110 0110 2112

und

211 2 2112 10 9 9 10

A4_A2A2_1321 1321 | 9 1514 9
N 11231 1231 | 9 1415 9
211 2 2112 10 9 9 10

Damit lesen wir ab: die Anzahl der Spaziergidnge der Lénge 4

(i) von Knoten 1 nach Knoten 1
ist 10,

(i) von Knoten 1 nach Knoten 2
ist 9,

(iii) von Knoten 1 nach Knoten 4
ist 10,
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(iv) von Knoten 2 nach Knoten 2

ist 15 bzw.

(v) von Knoten 2 nach Knoten 3
ist 14,

Aufgabe 4.

Zeigen oder widerlegen Sie: (9,8,7,6,6,6,3,3,3,1,1) ist Valenzsequenz eines Graphen.
Losungsvorschlag:

Da die Anzahl der ungeraden Eintrdge der Sequenz ungerade ist (es gibt 7 ungerade Eintrige),
kann die Sequenz nicht Valenzsequenz eines Graphen sein.

Aufgabe 5.
Zeichnen Sie die gepflanzten Baume zu folgenden Codes. Welcher der Codes ist Code eines
Baumes? Begriinden Sie Ihre Antworten.

(@) ((OOONOOOON)

Losungsvorschlag:

Der gepflanzte Baum zu dem Code sieht wie folgt aus:

z

Jedoch ist schon der Code (()(()())) zum linken Kindknoten der Wurzel z nicht lexikogra-
phisch sortiert, da () Z (()()). Somit ist der Code nicht Code eines Baumes.

() ([(OOONUDIDNO)

Losungsvorschlag:

Der gepflanzte Baum zu dem Code sieht wie folgt aus:

z

Der Code ((O)O0()()) zum linken Kind der Wurzel ist lexikographisch sortiert, da
(0O00) = (). Der Code ((())()) zum mittleren Kind der Wurzel ist lexikographisch sor-
tiert, da (()) =< (). Daher ist der Gesamtcode lexikographisch sortiert, da auch noch
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((QO0))O) =2 ((0)0)) 2 () gilt. Somit ist der Code der Code des Wurzelbaumes mit
der Wurzel z. Ferner ist z der einzige Zentrumsknoten, somit ist der Wurzelbaum korrekt
gewurzelt und sein Code ist Code eines Baumes.

(©) ((COOMOONOON))

Losungsvorschlag:

Der gepflanzte Baum zu dem Code sieht wie folgt aus:

2
Al

Die beiden Zentrumsknoten sind z; und z». Entfernt man die Kante z;z», so ist der Code
des in z; gewurzelten Wurzelbaumes gleich C; = ((()()())()()) und der des in z, gewur-
zelten Wurzelbaumes gleich C; = ((()()())). Aber es gilt C; < C; und C; # C;, somit
miisste der zum Baum gehorige Code der zum in z; gewurzelten Wurzelbaum gehorige
Code sein. Da aber der vorliegende Code zum in z; gewurzelten Wurzelbaum gehort,

kann er nicht Code eines Baumes sein.

Aufgabe 6.

Schreiben Sie die Dezimalzahl 33% um ins Dreiersystem (3-adische Darstellung) in Komma-
schreibweise.

Losungsvorschlag:

Durch Division mit Rest erhalten wir:

3312:27=3317:27=1 Rest 617

17. g_ ¢l7. 9g_ 17
615" 3= 675 3=2Rest 3
7. 1= 1 1:ORest}—;

8 18

Hii= LS =2Rest

%: %z %:%:2 Rest %

%:%: %:%:1 Restﬁ (:%1—18)

Damit haben wir eine Periode der Linge 1 gefunden und es ist

17 _
335 = 10202215,
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Aufgabe 7.
Sei A >0 und
1 2 —1
A= 2 A24+4 A2
-1 A-2 11

(a) Bestimmen Sie eine LU -Zerlegung von A der Form LU = A mit unterer Dreiecksmatrix

L und oberer Dreiecksmatrix U .

Losungsvorschlag:
1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1
2 244 A-2 | — | 222 A |22 2]22 2
-1 A-2 11 -1 A 10 -1 41 9
Es gilt also A = LU mit
1 00 1 2 -1
L= 2 10 und U=| 0 A* A
1
-1 L1 0 0 9
(b) Sei
I 00
B:= 2 10
1
~-1 41

Bestimmen Sie ||B]|; in Abhingigkeit von A .

Losungsvorschlag:

Es gilt nach der Definition der Spaltensummennorm

,|1|}:max{4,l+%}.

1
Il = max {11+ 12+ |~ 1111+ |7

Ferner gilt die Aquivalenz

1

4 > 14—
2

1

<— 3 > —
A

1
g/l>§

Also gilt
1+ falls0 <A <3

1Bl =
4 fallsA > 1.
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Aufgabe 8.
Losen Sie das Optimierungsproblem

min  Sx—xz+y*+2y—yz
unter x+z = 4

Losungsvorschlag:
Mittels der Substitution z = 4 — x ist das Problem dquivalent zum unrestringierten Problem

min f(x,y), wobei
fy) =5x—x(4—x)+y +2y —y(4—x) =" + )" +xy+x—2y.
Wir berechnen den Gradienten

Vixy) = 2x+y+1,x+2y—-2)

2 1
V2 f(x,y) = (1 2>.

Notwendige Bedingung dafiir, dass bei (x,y) ein Minimum vorliegt, ist, dass V f(x,y) =0, d.h.

und die Hessematrix

2x + y = —1
x + 2y = 2
was die Losung y = % und x = —% hat.

Weil

I 2 t

2 1
(s,t)< ) (S):2s2+2st+2t2:s2+t2—|—(s+t)2>0

im Falle (s,£) # (0,0) gilt, ist V2f(—%,3) positiv definit. Also liegt bei (—3,3) ein lokales
Minimum. Dieses ist ein globales, da die Funktion f konvex ist wegen der positiven Definitheit
der Hessematrix an jeder Stelle.

Bezogen auf die urspriingliche Funktion heif3t dies, dass deren einziges lokales und globales

Minimum bei (x,y,z) = (-3, %, 13—6) liegt.

Aufgabe 9.

Sei die Folge (a,)nen definiert durch
1

= 54"

an
fiir alle n € N.
Bestimmen Sie den Grenzwert und die Konvergenzrate der Folge.
Losungsvorschlag:
Der Grenzwert der Folge ist offenbar 0. Zur Bestimmung der Konvergenzrate betrachten wir
ntl 0 falls p<4
ani1 =0 _ 57
a0 5 =5 — 1 falls p=4
o falls p>4.

Damit ist die Konvergenzrate gleich 4.
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Aufgabe 10.

(a)

Sei c e R", b € R™, A eine reelle (m x n)-Matrix. Gegeben sei das lineare Programm
max c¢'x
unter Ax > b ()
x > 0.
Bestimmen Sie das dazu duale Programm.
Losungsvorschlag:
In Standardform lautet das primale Programm
max c¢'x
unter Ax + (=In)z = b
x,z > 0
Dualisieren wir es, erhalten wir
min y'b
unter yTA > ¢l
)’T(_Im) > 0"
oder, anders geschrieben,
min y'b
unter yTA > !
y <0

(b)

Es gebe x > 0 mit Ax > b und § > 0 mit )7TA < —c'. Zeigen Sie, dass der Zielfunkti-
onswert des primalen Programms kleiner oder gleich dem Zielfunktionswert des dualen

Programms ist, ohne Sétze des Kurses zu benutzen.

Losungsvorschlag:
Gebe es
x>0 3)
mit
Ax > b. “)

Sei ferner § > 0 mit j'A < —c¢'. Dann ist mit y = —j
y<0 %)

mit
y'A>c', (6)

also y zuléssig fiir das duale Programm.
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Dann folgt

wie behauptet.

Aufgabe 11.

Ein Speiseeishersteller verwendet zur Herstellung von Eisschélchen zwei Grundzutaten: Sahne
und Zucker. 1000 Gramm Sahne kosten ihn 2 Euro, 1000 Gramm Zucker kostet 1 Euro. Je-
des Eisschilchen darf hochstens 50 Gramm wiegen. (Wir gehen dabei davon aus, dass es nur
aus Sahne und Zucker besteht, Verpackung wird vernachlissigt; ferner geht bei der Produktion
keine Sahne und kein Zucker verloren.) Damit das Eis genieB3bar ist, diirfen auf eine Gewichts-
einheit Zucker hochstens 4 Gewichtseinheiten Sahne kommen; auf eine Gewichtseinheit Zucker
miissen andererseits mindestens 3 Gewichtseinheiten Sahne in der Mischung kommen. Ferner
muss ein Eisschilchen mindestens 32 Gramm Sahne enthalten. Es sollen 1000 Eisschédlchen mit
moglichst niedrigen Herstellungskosten produziert werden. Wieviel Sahne und Zucker sollte ein

Eisschilchen dazu enthalten?

(a) Modellieren Sie das Problem als lineares Optimierungsproblem.
Losungsvorschlag:
Sei xs die Menge an Sahne bzw. xz die Menge an Zucker in einem Eisschilchen in

Gramm. Das Problem lautet dann

min 2x5 +xz

xs+xz < 50 (7)
dx; > Xxg ()
3xz < xs ©)

xs > 32 (10)
xs,xz > 0 (11D

(b) Losen Sie das Problem (graphisch oder mit einem Ad-Hoc-Argument).
Losungsvorschlag:
1. Losungsmoglichkeit (Ad-Hoc-Argument):

Damit ein Schilchen billig ist, muss es moglichst wenig Inhalt haben, also insbesonde-
re moglichst wenig Sahne enthalten. Nach (10) muss also xg = 32 sein. Dann tut man
moglichst wenig Zucker dazu, so dass (8) noch gerade erfiillt ist, also xz = 8. Diese Lo-
sung (xs,xz) = (32,8) erfiillt offenbar auch (7), (9) und (11). Die entstehenden Kosten
fiir 1000 Schélchen sind 72 Euro.



1142KWL11 9

2. Losungsmaoglichkeit (graphisch):

\
! \ \ | \ \

| | B \ | " Xg
10 20 30 40 50 60 70

Die Optimallosung liest man ab als (32,8). Sie deckt sich erfreulicherweise mit der aus

der 1. Losungsmoglichkeit.

Aufgabe 12.

Zeigen Sie:
(a) Der unten abgebildete Graph ist bipartit.
Losungsvorschlag:

Wir konnen die Knoten wie folgt schwarz und weil firben, so dass benachbarte Knoten

verschiedene Farben aufweisen:
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(b) Das fett eingezeichnete Matching ist nicht maximal.

Losungsvorschlag:

Das Matching ist nicht maximal, da wir folgenden augmentierenden Weg (braun unter-
legt) finden:

(c) Zeichnen Sie ein maximales Matching in die Darstellung des Graphen unten ein. Bewei-

sen Sie darunter die Maximalitit.
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Losungsvorschlag:

Tauschen wir auf dem in (b) gefundenen Weg die Matching- und Nichtmatchingkanten

aus, so erhalten wir folgendes Matching:

Da die beiden verbliebenen ungematchten Knoten zur gleichen Farbklasse gehoren, siche

(a), kann es keinen augmentierenden Weg mehr geben, also ist das Matching maximal.



