Mathematische Grundlagen (01141) SoSe 2017

Klausur am 09.09.2017:

Musterlosungen

Aufgabe 1

Induktionsanfang: Sei ng = 1. Mit der Produktregel fiir die Ableitung und der Ketten-
regel fiir die Ableitung von e™* gilt

FW (@) = f(2) = 2ze 2% (~1)e ™™ = 2z —22)e™™ = (—1)"(ng(no—1) —2npz+22)e 7.
Also gilt der Induktionsanfang.
Induktionsannahme: Es gelte f) (z) = (=1)"(n(n — 1) — 2nz + 22)e™? fiir ein n € N.

Induktionsschritt: Zu zeigen ist

f(n+1)(x) — (_1)n+1 ((n + 1)77, _ 2(n + 1).73 + mQ) e .

Mit dem Prinzip der vollstandigen Induktion folgt die Behauptung.
Aufgabe 2

(a) Wir bestimmen die Treppennormalform von A. Dazu subtrahieren wir das Zweifache
der ersten Zeile von der zweiten, und wir subtrahieren die erste Zeile von der dritten.
Wir erhalten die Matrix

1 1 2
0 1 1
0 -2 a—2

Nun subtrahieren wir die zweite Zeile von der ersten und addieren das Zweifache der
zweiten Zeile zur dritten. Es ergibt sich

1
0
0

o = O

1
1
a

Nun miissen wir unterscheiden, ob a = 0 oder a # 0 gilt. Ist a = 0, dann ist die
obige Matrix bereits in Treppennormalform. Ist a # 0, dann teilen wir die dritte
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Zeile durch a und erhalten

1 0 1
011
0 01
Nun wird die dritte Zeile von der ersten und zweiten subtrahiert. Dies ergibt die
Einheitsmatrix I3, die in Treppennormalform ist.

(b) Fir a = 0 ist die Abbildung f4 nicht bijektiv. Aus der Treppennormalform

1 01
011
0 00
von A lesen wir mit dem Verfahren zum Lésen von linearen Gleichungssystemen ab,
1
dass der Vektor | 1 | in der Losungmenge des Gleichungssystems Ax = 0 liegt. Es
-1
gilt also
1 0 0
fa(l 1 Hh=1[0|=/rfa(|O]).
-1 0 0

Damit ist f4 nicht injektiv und darum auch nicht bijektiv.

Aufgabe 3

(a) Wir zeigen mit dem Unterraumkriterium, dass Uy ein Unterraum von R? ist. Wegen

f(<8>) = (8) gilt (8) € Uy. Seien nun <Z> , (2) Uy. Dann gilt (Z) + (2) =

a-+c d

b+dl ™
i ap=n (o= )+ (2) - (1)

Also gilt (a) + <C> € Uy. Sei nun noch (Z) € Uy und X € R. Dann ist

)01

“NVeu 7. Mit dem Unterraumkriterium folgt, dass Uy ein Unter-

Also gilt auch A b

raum von R2 ist.

(b) Da Uy und Kern(f) Unterrdume von R? sind, gilt (8) € Uy und <8> € Kern(f),

also auch {(8)} C Uy N Kern(f).
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Sei nun (Z) € Uy NKern(f). Dann gilt

denn <Z> € Kern(f), und

denn <Z> € Uy. Es folgt

)

also auch

)= ()
)= ()

und damit insgesamt Uy N Kern(f) C {<8> }.

Aufgabe 4

Seien a, b € K, so dass av+bw = 0 gilt. Wir wenden f auf diese Gleichung an und erhalten
0= f(0) = f(av+bw) = f(av) + f(bw) = af(v) + bf(w) = a\v + buw = Aav + pbw.

Aus av + bw = 0 folgt bw = —av. Dies setzen wir in die Gleichung Aav + pbw = 0 ein und
bekommen
0 = Aav + pbw = Aav + p(—av) = (A — p)av.

Da v # 0 gilt und aus A # p auch A — u # 0 folgt, muss a = 0 gelten. Aus a = 0 folgt
dann aber auch sofort b = 0, und die beiden Vektoren sind linear unabhingig.

Aufgabe 5

(a) Die Menge A der ungeraden natiirlichen Zahlen ist nicht nach oben beschriankt,
besitzt also auch kein Maximum. Sie ist nach unten beschrénkt (zum Beispiel durch
1), und 1 ist auch ihr Minimum.

(b) Es gilt
B={zcQ|2?-1>0}={2cQ|2*>1}={r€Q|z < —1oder z > 1}.

Die Menge ist also weder nach oben noch nach unten beschrankt, und sie besitzt
weder Minimum noch Maximum.
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(c) Es ist
C={zeR||lz—-1-1<0}={zeR||lz—-1<1l}={zeR|0<x <2}

Die Menge ist also zum Beispiel durch 0 nach unten und durch 2 nach oben be-
schrankt, besitzt aber weder Minimum noch Maximum.

(d) Mit der ersten binomischen Formel erhalten wir
D={zcR|2*+20+1<1}={zecR|(z+1)?<1}={zcR|-2<z<0}.

Die Menge ist also zum Beispiel durch —2 nach unten und durch 0 nach oben be-
schriankt. AuBerdem ist —2 das Minimum und 0 das Maximum von D.

Aufgabe 6

Sei m € N. Da die Folge (an)nen gegen 0 konvergiert, gibt es zu jedem € > 0 ein ng € N
mit |a, — 0] = |a,| < € fir alle n > ng. Wir wéhlen nun ganz speziell € = |a,,| > 0. Dann
gibt es also ein ng € N mit |a,| < |ap| fur alle n > ng. Da aber a, < 0 fiir alle n € N
gilt, ist |a,| = —ay, und |ay,| = —an,. Es gilt also —a, < —a,, fiir alle n > ny und damit
an > an, fur alle n > ng.

Aufgabe 7

(a) Es gilt

SN S L BN s LS RN
DI I DGR

[o¢]
Dies ist bis auf den Faktor % eine geometrische Reihe der Form Y ¢", wobei |¢| > 1
n=0

gilt. Die Reihe ist damit divergent.

o0
(b) Fiir die Reihe > % benutzen wir das Wurzelkriterium. Es ist
n=1

1 n — ] 1 n — ] ] 1 n _ 1
Wegen lim Yn =1 gilt auch Jim ¥n =1 und damit Jim 54/ Yn=35 <1 Es
folgt, dass die Reihe konvergiert.
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Aufgabe 8

(a) Als Wahrheitstafel fiir die Formel o = (P — Q) A (RV Q)) — (P AQ) erhalten wir:

P|Q|R|P-Q|RVQ| (P> QARVQ)|PAQ]a
ofofo 1 0 0 0 1
1100 0 0 0 0 1
0110 1 1 1 0 0
001 1 1 1 0 0
111]0 1 1 1 1 1
1101 0 1 0 0 1
011 1 1 1 0 0
1111 1 1 1 1 1

Wir sehen, dass die Formel erfiillbar ist, denn es gibt eine Bewertung der Atome
(z.B. 3(P) =3(Q) = J(R) =0), so dass die Bewertung der Formel 1 ist.

(b) Wir beginnen mit der ersten Formel und versuchen, sie mit Hilfe der Aquivalenzregeln
in die zweite zu uberfithren.

(PAQAR)V(QA-R)))V(RAQ)

Q

(PA(QA(RV-R)))V(RAQ)
Distributivgesetze)
(PA(QAL)V(RAQ)
V-oarl)

(PAQ)V(RAQ)

aNl=xa)

~(PVR)ANQ
(Distributivgesetze).

—~

X3

—~

Also sind die beiden Formeln logisch dquivalent.
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