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Meine sehr verehrten Damen und Herren, in Fortfithrung einer Tradition, die unser
verehreter Herr Kollege Andrei Duma vor zwei Jahren ins Leben gerufen hat, will
ich Thnen heute im Vorfeld unserer Weihnachstfeier einige wenige vollig elementare,
hoffentlich aber amiisante Beobachtungen mitteilen iiber die im Titel meines Vor-
trags genannten Gegenstande. Lassen Sie mich, wie es sich fiir die Mathemartik
gehort, damit beginnen, die einschlagigen Begriffe zu klaren.

Der erste Begriff, dem ich mich dabei zuwende, ist der Gymnasialmathematik ent-
nommen. Es handelt sich um das insbesondere bei Physikern und Ingenieuren so
beliebte Vektorprodukt, das ich hier allerdings nicht, wie Sie es moglicherweise
gewohnt sind, im dreidimensionalen reellen Zahlenraum betrachten will, sondern
im dreidimensionalen komplexen Zahlenraum. Ich operiere also im Folgenden iiber
dem Korper C der komplexen Zahlen und habe es zu tun mit dem dreidimen-
sionalen komplexen Spaltenraum C3, bei dem es sich als zweckmiiflig erweist,
ihn nicht als komplexen Linksvektorraum aufzufassen, sondern als komplexen
Rechtsvektorraum. Dann steht mir insbesondere das gewohnliche Skalarprodukt
zur Verfiigung, also die Abbildung von C3 x C? nach C, die ein Paar (u,v) drei-
gliedriger komlexer Spaltenvektoren in w!v iiberfiihrt:

C*xC*—C, (u,v)— u'v.

Dieses Skalarprodukt ist natiirlich nicht mehr positiv definit, aber wenigstens
noch bilinear, symmetrisch und vor allem nicht-ausgeartet. Dieser Sachver-
halt wiederum erlaubt es mir, die folgende elementare Uberlegung anzustellen.
Gegeben seien zwei beliebige Spaltenvektoren u,v € C3. Mit einem dritten Spal-
tenvektor w € C3 bilde ich dann die Determinante der dreireihig quadratischen
komplexen Matrix mit den Spaltenvektoren u, v, w. Der entstehende Ausdruck ist
offenbar linear in w, und folglich gibt es einen eindeutig bestimmten, nur von u
und v abhingigen Vektor u x v € C3, eben das Vektorprodukt von u und v, so dass
fiir alle w € C? die Gleichung

(u x v)'w = det(u, v, w)

erfiillt ist. Dies ist da kompleze Spatprodukt, das uns nunmehr fiir alle u, v, w € C3
zur Verfligung steht und dem man die weitaus meisten Standardeigenschaften des
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Vektorproduktes unmittelbar entnehmen kann, wie etwa die Bilinearitat, wie etwa
die Antikommutativitit, aber auch die Eigenschaft, dass das Vektorprodukt von
u und v sowohl auf u als auch auf v senkrecht steht.

Es gibt jedoch eine Eigenschaft des Vektorproduktes, die man, wie es scheint,
dem komplexen Spatproduct nicht unmittelbar entnehmen kann, und das ist die
Grassmann-Identitdt. Die Grassmann-Identitdt macht eine Aussage liber das
iterierte Vektorprodukt (u x v) x w, das natiirlich auf u x v senkrecht steht und fol-
glich, wenn » und v in allgemeiner Lage sind, eine Linearkombination von u und v
sein muss. In der Tat gilt fiir alle u,v,w € C3, dass dieses iterierte Vektorprodukt
iibereinstimmt mit

(u x v) x w = vw'u — uw'v.

Soviel zum Vektorprodukt.

Die zweite Begriffsbildung, welche im Rahmen meines heutigen Vortrags der
Klarung bedarf, das sind die Graves-Cayley-Oktonionen. Die Graves-Cayley-
Oktonionen fiigen sich ein in die allgemeine Systematik der reellen Divisionsalge-
bren. Dabei wird unter einer reellen Algebra ein in diesem Vortrag stets endlich-
dimensionaler reeller Vektorraum verstanden, versehen mit einer multiplikativ
geschriebenen, bilinearen Verkniipfung, welche iiber die Bilinearitat hinaus jedoch
keinerlei weiteren Einschrankungen unterliegt: weder muss sie ein Einselement zu-
lassen, noch muss sie kommutativ oder assoziativ sein. Eine solche reelle Algebra
D heifit eine Divisionsalgebra, falls sie erstens nicht nur aus der Null besteht und
zweitens fiir alle u,v € D, u # 0, die Gleichungen ux = v und yu = v eindeutig
in D gelost werden konnen; wegen der endlichen Dimension ist die zweite dieser
Bedingungen dquivalent damit, dass D keine Nullteiler besitzt: fur x,y € D folgt
aus zy = 0 notwendig = = 0 oder y = 0.

Mit den reellen Divisionsalgebren hat es eine eigenartige Bewandnis: auf der
einen Seite gibt es sie in so grofler Zahl, dass jeder Versuch, sie bis auf Isomor-
phie vollstandig zu klassifizieren, von vornherein zum Scheitern verurteilt ist. Auf
der anderen Seite sind ihre Dimensionen ausgesprochen diinn gesét. Nach dem
Satz von Bott-Milnor [1], Kervaire [3] aus dem Jahre 1958, einem tiefliegenden
Resultat der algebraischen Topologie, gibt es reelle Divisionsalgebren nur in den
Dimensionen d = 1, 2,4, 8. Standardbeispiel, welche diese Dimensionen realisieren,
sind seit langem bekannt. In der Dimension d = 1 sind es natiirlich die reellen
Zahlen, in der Dimension d = 2 sind es natiirlich die komplexen Zahlen, in der
Dimension d = 4 sind es die von Hamilton 1843 entdeckten und nach ihm benann-
ten Hamiltonschen Quaternionen, und in der Dimension d = 8 schliellich sind es
die von Graves ebenfalls 1843 entdeckten und von Cayley 1845 wieder entdeckten
Graves-Cayley-Oktonionen. Von diesen soll im Folgenden die Redee sein.

Um die Multiplikation der Graves-Cayley-Oktonionen zu definieren, werde
ich allerdings nicht den von Graves und Cayley, aber auch von der Wikipedia
eingeschlagenen Weg beschreiten, welche diese Multiplikation zunéchst auf der
kanonischen Basis des R® definiert hatten, um sie anschlieBend auf den gesamten
Vektorraum bilinear fortzusetzen, sondern ich werde mich eines Ansatzes bedienen,
den Max Zorn im Jahre 1933 vorgelegt hat [5]. Dieser Ansatz findet sich auch in
dem Fernstudienkurs “Aufbau des Zahlsystems” von Harald Holmann [2]. Aus-
gangspunkt des Zornschen Ansatzes ist eine eigenartige Realisierung des RS. Man
gibt sich vor eine Kopie der komplexen Zahlen, des weiteren eine Kopie des drei-
dimensionalen komplexen Spaltenraums C2, bildet von beiden die direkte Summe
und fasst das Resultat als einen offenbar achtdimensionalen reellen Vektorraum
auf:

R® =Co C®.



December 17, 2015 vegraca.tex

Diesen reellen Vektorraum verwandelt man in eine reelle Algebra, eben die Algebra
der Graves-Cayley-Oktonionen, bezeichnet mit

0=CoC?
indem man zwei beliebige Elemente
O>zj=a;Pu;, a;cC, qu(C3, 7=1,2,
auf die folgende Weise miteinander multipliziert.
T129 1= (a1az — Uiuz) ® (u2a) + uras + Uy X Us).

Was auf diese Weise entsteht, ist offenbar eine reelle Algebra, von der man so-
fort sieht, dass sie ein Einselement besitzt, ndmlich 1g := 1 @ 0, von der man
des weiteren sofort sieht, dass sie nicht kommutativ ist, weil ndmlich die rechte
Seite der obigen Gleichung nicht symmetrisch ist in x; und zs, und von der man
schlieBlich durch einfaches Herumprobieren verifiziert, dass sie auch das Assozia-
tivgesetz verletzt. Es handelt sich also um eine im wahrsten Sinne des Wortes
nicht assoziative achtdimensionale reelle Algebra. Die Frage, ob diese reelle Alge-
bra eine Divisionsalgebra ist, beantwortet man am besten dadurch, dass man eine
auf den ersten Blick harmlos aussehende, in Wahrheit jedoch hochst bedeutsame
reelle quadratische Form ins Spiel bringt, die Norm von O, bezeichnet mit ng, die
auf O operiert und nach der folgenden Vorschrift reelle Werte annimmt.

no(a ®u) := |a]® + ||u||* = aa + @'u (a € CueC?).

Die Bedeutung dieser reellen quadratischen Form fiir die Graves-Cayley-
Oktonionen wird vor allem durch die Tatsache unterstrichen, dass sie, wie man
in diesem Zusammenhang zu sagen pflegt, Komposition gestattet: die Norm eines
Produktes ist stets dasselbe wie das Produkt der Normen, es gilt also

no(z172) = no(r1)no(r2)

fir alle z1,22 € 0. Diese fundamentale Identitat verifiziert man vollig elemen-
tar, indem man man an der richtigen Stelle das komplexe Spatprodukt und die
Grassmann-Identitat verwendet.

Da die reelle quadratische Form ng offenbar positiv definit ist, die Null also nur
trivial darstellt, folgt aus dieser Gleichung unmittelbar, dass die Graves-Cayley-
Oktonionen keine Nullteiler besitzen, wegen ihrer endlichen Dimension also eine
Divisionsalgebra bilden.

Lassen Sie mich nun noch einmal auf die vor wenigen Minuten getroffene Fest-
stellung zuriickkommen, dass die Graves-Cayley-Oktonionen nicht assoziativ sind.
Man kann die Frage stellen, wie weit ihre Multiplikation vom Assoziativgesetz
tatsachlich entfernt ist, und der kanonische Weg, diese Distanz zu messen, besteht
darin, dass man sich den Assoziator anschaut. Der Assoziator von Q ist definiert
als die Abbildung

Ox0x0-—0, (z1,22,33)— [z1,22, 23] := (T122)23 — T1(T273).

Was kann man iiber den Assoziator sagen? Nun, er ist offenbar trilinear und nach
dem, was wir schon wiederholt festgestellt hatten, von Null verschieden. Will
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man mehr iiber ihn in Erfahrung bringen, bleibt nichts iibrig, als ihn explizit
auszurechnen. Dazu schreiben wir wie oben

T; = a; D uy, ajE(C, UjE(Cg, 7 =1,2,3,

verwenden erneut das komplexe Spatprodukt und die Grassmann-Identitit, um
nach einer kurzen Rechnung das folgende Ergebnis zu erhalten.

[x1, X2, 23] = (det(ul,uQ,u?,) - det(ul,uQ,U3)>

@ ( ) ((uj x k) x @i + (5 x ) (@ — al))),

(7kl)€Cyc(123)

wobei die Summationsbedingung in der C3-Komponente verlangt, iiber alle zyk-
lischen Permutationen (jkl) der Ziffern (123) zu summieren. Auf den ersten Blick
sieht diese Formel nicht sehr ermutigend aus. Wenn man jedoch etwas genauer
hinschaut, so stellt man fest, dass die C-Komponente des Assoziators nicht nur tri-
linear ist in x1, z2, 3, sondern auch alternierend, dh, sie verschwindet, sobald zwei
der drei Argumente iibereinstimmen. Wenn man noch etwas genauer hinschaut
und insbesondere beriicksichtigt, dass in der C>-Komponente iiber alle zyklischen
Permutationen der Ziffern 1, 2,3 summiert wird, stellt man des weiteren fest, dass
auch die C3-Komponente des Assoziators alternierend ist in x1, z9, r3. Insgesamt
erweist sich also der Assoziator selber als eine trilineare, von Null verschiedene,
alternierende Funktion seiner Argumente.

Seit Artin in den 1930er Jahren heiflen Algebren, deren Assoziator alternierend
ist, alternativ. Wir konnen also konstatieren, dass die Graves-Cayley-Oktonionen
eine echt alternative reelle Divisionsalgebra bilden, bis auf Isomorphie iibrigens die
einzige.

Uns steht heute eine umfassende, sehr allgemeine Theorie alternativer Alge-
bren {iiber beliebigen kommutativen Ringen zur Verfiigung, und fiir den syste-
matisch denkenden Mathematiker ist die Versuchung groff, diese allgemeine The-
orie auf die Graves-Cayley-Oktonionen loszulassen. Es gibt jedoch gute Griinde,
einer solchen Versuchung zu widerstehen, und zwar vor allem deshalb, weil es eine
Vielzahl von Wissenschaftlern gibt (nicht nur von Mathematikern), welche sich
fiir die Graves-Cayley-Oktonionen interessieren, verstandlicherweise aber nicht die
geringste Neigung verspiiren, sich in die allgemeine Theorie der alternativen Alge-
bren einzuarbeiten.

Vor diesem Hintergrund muss es das Ziel sein, fiir die Graves-Cayley-
Oktonionen einen ad-hoc-Zugang zu entwickeln. Dabei kann es freilich nicht aus-
bleiben, dass es gelegentlich notwendig sein wird, Resultate der allgemeinen The-
orie entweder ohne Beweis zu iibernehmen oder aber sie fiir die Graves-Cayley-
Oktonionen direkt zu verifizieren. Lassen Sie mich die Vorziige dieser zweiten
Alternative am Schluss meines Vortrags durch ein einfaches Beispiel verdeutlichen.

Es handelt sich um die drei Moufang-Identititen, die Ruth Moufang 1935 fiir
beliebige alternative Divisionsringe bewiessen hat [4]. Sie lauten folgendermaflen:
Fuir alle x,y, z gilt

z(y(ez)) = (zyz)z,  (wy)(zz) = x(y2)z, ((z2)y)r = z(zyz).

Beachten Sie, dass in alternativen Algebren bei Ausdriicken der Form aba keine
Klammern erforderlich sind, weil der Assoziator [x1, xo, 3] flr 1 = 23 =a, z2 = b
wegen der Alternativgesetze notwendig verschwindet.

Wir sehen uns also der Aufgabe gegentiber, die drei Moufang-Identitéten fiir die
Graves-Cayley-Oktonionen ad-hoc zu verifizieren. Wenn man das tut, erlebt man
allerdings eine kleine Uberraschung. Nach durchaus unangenehmen Rechnungen
stellt sich ndmlich heraus, dass
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jede dieser drei Identitaten fur die Graves-Cayley-Oktonionen zu einer Iden-
titat fir das gewohnliche Vektorprodukt dquivalent ist, die mir personlich
jedenfalls nicht bekannt war.

Erinnern Sie sich daran, dass das komplexe Spatprodukt mit Ausdriicken der Form
(uxv)tw operiert, also mit Skalaren. In der Identitit, die ich Thnen jetzt vorstellen
will, haben wir es demgegeniiber zu tun mit Ausdriicken der Form (u x v)w?, also
mit komplexen 3 x 3-Matrizen vom Rang < 1. Genauer gilt. Werden diesem
Ausdruck die beiden anderen Ausdriicke hinzugefiigt, die aus ihm durch zyklis-
che Vertauschung der Variablen entstehen, so erhilt man ein skalares Vielfaches
der Einheitsmatrix, und der zugehorige skalare Faktor ist nichts anderes als die
Determinante der Matrix mit den Spaltenvektoren w, v, w:

(u x v)w' + (v x w)u' + (w x u)v' = det(u, v, w)1s (u,v,w € C?).

Hat man diese Ientitdt einmal zur Kenntnis genommen, ist es ein Kinderspiel,
sie direkt zu verifizieren' Daher halte ich es fiir &uerst unwahrcheinlich, dass es
keine Formelsammlung der Ingenieurmathematik geben soll, welche diese Identitét
enthélt. Sollte jemand unter Thnen, meine sehr verehrten Damen und Herren,
in der Lage sein, mir hierzu einen sachdienlichen Hinweis zu geben, dann wére
ein Zweck meines heutigen Vortrags bereits erfiillt. Ich danke Thnen fiir Thre
Aufmerksamkeit.

Danksagung. Mein Dank gilt Herrn Thomas Miiller, der mir ein Exemplar von
[2] als pdf-Datei zur Verfiigung gestellt hat, und ganz besonders Herrn Jorn P.
Petersson fiir niitzliche Hinweise und Diskussionen.
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1Die linke Seite der behaupteten Gleichung, geschrieben als s(u,v,w), ist offenbar trilinear
und alternierend in u,v,w. Mit beliebigem z € Matg(C) gilt dies dann auch fir tr(s(u, v, w)z).
Folglich gibt es genau einen Skalar A(z) € C mit

tr(s(u, v,w)z) = A(z) det(u, v, w)

fiir alle u, v, w € C3. Wir bezeichnen mit (e1,e2,e3) die kanonische Basis von C3 und mit €ij,
1 < 4,5 < 3, die Matrizeneinheiten von Matz(C). Setzt man dann u = e1, v = ez, w = e3
und beachtet (e; X ey)ef = ejef = ¢y fiir alle zyklischen Permutationen (jkl) von (123), also
s(e1, e2,e3) = 13, so folgt A\(z) = tr(x), also

tr(s(u, v, w)m) = tr(( det(u, v, w)lg)m)7

und da die Spur als symmetrische Bilinearform auf Mats3(C) nicht-ausgeartet ist, folgt die Be-
hauptung.



