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Einleitung und Studierhinweise

Einleitung und Studierhinweise

Einleitung

Ich freue mich sehr, dass Sie sich für den Kurs „Lineare Algebra“ entschieden haben.
Der anstrengende Weg durch diesen Kurs lohnt sich sowohl für Studierende der Ma-
thematik als auch der Informatik, denn die Lineare Algebra ist eine der nützlichsten
und elegantesten Theorien, die die Mathematik hervorgebracht hat. Vereinfacht
gesagt, ist die Lineare Algebra die Theorie der Matrizen, der Vektorräume und der
Abbildungen zwischen Vektorräumen; diese Begriffe kennen Sie ja bereits aus den
„Mathematischen Grundlagen“. Um genauer zu verstehen, was Lineare Algebra ist
und wie man sich ihr nähern kann, müssen wir zuerst einen kurzen (unvollständigen)
Blick auf die Geschichte werfen.

Zur Geschichte der Linearen Algebra

Methoden zum Lösen von Gleichungen beschäftigen Menschen schon seit sehr langer
Zeit. Lange bevor überhaupt von „Gleichungen“ gesprochen wurde, hatten Menschen
Probleme (etwa beim Handel oder bei der Vermessung von Feldern), wobei eine
unbekannte Größe aus bekannten Angaben bestimmt werden muss. Verfahren zur
Lösung bestimmter Fragestellungen entwickelten schon die Babylonier (1700 v. Chr.).
Die systematische Untersuchung solcher Probleme ist der Kern der frühen Algebra.
Der Name Algebra geht dabei auf den Titel eines Buches des Universalgelehrten
al-Chwarizmi1 zurück, in dem er systematisch lineare und quadratische Gleichungen
untersuchte.

Von besonderem Interesse waren dabei lineare Gleichungen und lineare Gleichungs-
systeme. Schon um 200 v. Chr. sind in China Methoden zur Lösung von linearen
Systemen mit 5 Gleichungen und 5 Unbekannten dokumentiert. Erst deutlich später
taucht dann die Idee der Determinante eines Gleichungssystems auf (Seki2 um

1Abu Dscha’far Muhammad ibn Musa al-Chwarizmi: choresmischer Universalgelehrter, um
800.

2Takakazu Seki: japanischer Mathematiker, 1642–1708.
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Einleitung

1683, Leibniz3 um 1693). Die Determinante ist zunächst eine Kennzahl, die man
berechnen kann, um festzustellen, ob ein Gleichungssystem eine Lösung besitzt.
Cramer4 gelingt es um 1750, mithilfe von Determinanten eine Lösungsformel für
lineare Gleichungssysteme anzugeben. Auch die analytische Geometrie hat zu dieser
Zeit einen großen Einfluss auf die Weiterentwicklung der Linearen Algebra. Ins-
besondere das Studium der Kegelschnitte und der geeigenten Koordinatenwechsel
führt um 1800 zur sogenannten „Hauptachsentransformation“. Das Bemerkenswerte
an diesen Entwicklungen ist, dass Matrizen und Vektorräume (aus heutiger Sicht
die zentralen Begriffe) damals noch nicht bekannt waren.

Der Begriff Matrix stammt aus dem Jahr 1850 und geht auf Sylvester5 zurück.
Matrizen als algebraische Objekte wurden wahrscheinlich zum ersten Mal sys-
tematisch von Cayley6 untersucht. Man konnte nun mit Matrizen rechnen. Die
altbekannten Rechenverfahren bekamen dadurch einen Rahmen, der es ermöglichte
Zusammenhänge klar zu benennen.

Im Jahr 1843 nimmt eine andere entscheidende Entwicklung ihren Lauf. Hamilton7

konstruiert den Schiefkörper der Quaternionen. Dabei handelt es sich um ein vierdi-
mensionales Objekt, das alle Körperaxiome erfüllt, außer dem Kommutativgesetz der
Multiplikation. Im Zuge dessen prägt Hamilton den Begriff Vektor, beschreibt das
Skalarprodukt und das Kreuzprodukt von Vektoren. Diese Art der Vektorrechnung
wird in der Physik direkt aufgegriffen und weiterentwickelt.

Der Begriff des Vektorraumes entsteht 1844 in Arbeiten von Graßmann8. Er kennt
bereits linear unabhängige Vektoren und auch den Begriff der Dimension. Allerdings
sind seine Arbeiten schwer zu lesen und bleiben zunächst ohne große Wirkung.
Peano9 greift die Idee auf und gibt 1888 eine axiomatische Beschreibung von
Vektorräumen an. Aber erst als sich die Funktionalanalysis aus Fragestellungen der
Physik entwickelt – ab 1903 durch Arbeiten von Fredholm10, Hilbert11 und anderen
– blüht auch die Theorie der Vektorräume auf.

Um 1920 entsteht dann die moderne Algebra: die Theorie der algebraischen Struktu-
ren (Gruppen, Ringe, Körper), deren Eigenschaften man systematisch aus Axiomen

3Gottfried Wilhelm Leibniz: deutscher Universalgelehrter, 1646 – 1716.
4Gabriel Cramer: schweizer Mathematiker, 1704–1752.
5James Joseph Sylvester: britischer Mathematiker, 1814–1897.
6Arthur Cayley: englischer Mathematiker, 1821–1895.
7William Rowan Hamilton: irischer Mathematiker, 1805–1865.
8Hermann Günther Graßmann: deutscher Mathematiker und Sprachwissenschaftler, 1809–1877.
9Giuseppe Peano: italienischer Mathematiker, 1858–1932.

10Erik Ivar Fredholm: schwedischer Mathematiker, 1866–1927.
11David Hilbert: deutscher Mathematiker, 1862–1943
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Einleitung

(„Rechenregeln“) ableitet. Eine prägende Figur in dieser Entwicklung ist Emmy
Noether12. Im Lehrbuch „Modern Algebra“ von van der Waerden13 aus dem Jahr
1930 findet man zum ersten Mal die heute gebräuchliche Definition eines Vektorrau-
mes. Auch das französische Autorenkollektiv „Nicolas Bourbaki“ (gegründet 1934)
hatte durch seine präzisen Fachbücher großen Einfluss auf die Weiterentwicklung
der modernen (Linearen) Algebra und den Blick, den wir heute auf dieses Fach
haben. Die Forschung an Linearer Algebra war damit natürlich nicht abgeschlossen.
Es gibt auch heute noch offene Fragen!

Die Lineare Algebra, wie sie heute an Universitäten gelehrt wird, ist also das
Produkt einer sehr langen Entwicklung. Die Menschheit hat lange gebraucht, bis sie
verstanden hat, was ein Vektorraum ist. Es muss Sie also nicht verwundern, wenn
Ihnen manche Begriffen aus diesem Kurses nicht sofort einleuchten. Die Beweise
und Konzepte wurden seit 1930 durch Generationen von Lehrbüchern geschliffen
und verfeinert.

Die zwei Stränge der Linearen Algebra

Der Blick in die Geschichte offenbart uns einen sehr wichtigen Aspekt, den man
beim Studium der Linearen Algebra nicht vergessen sollte: Die Lineare Algebra
besteht aus zwei Strängen.

Der erste Strang besteht aus Rechenmethoden; heute würde man dazu „Matrizen-
rechnung“ sagen.

! Wie löse ich ein Gleichungssystem?

! Wie berechnet man eine Determinante?

! Wie berechnet man einen Koordinatenwechsel?

Dieser Teil der Linearen Algebra ist sehr alt und wurde meist anhand konkreter
Fragestellungen entwickelt. Es geht hier um das Rechnen in Koordinaten. Erfah-
rungsgemäß fällt Studierenden dieser Aspekt der Linearen Algebra auch etwas
leichter, denn man kann diese Rechenverfahren lernen und einüben.

Den zweiten Strang könnte man „abstrakte“ Lineare Algebra nennen. Hier geht
es um Objekte, Strukturen und Zusammenhänge. Es geht also darum etwas zu
verstehen.

! Was ist ein Vektorraum?
12Amalie Emmy Noether: deutsche Mathematikerin, 1882–1935.
13Bartel Leendert van der Waerden: niederländischer Mathematiker, 1904–1996.
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Einleitung

! Welche Vektorräume gibt es?

! Was ist eine Bilinearform?

! Kann man die Bilinearformen klassifizieren?

Hier wird der Einfluss der modernen Algebra sichtbar. Dieser Teil der Linearen
Algebra ist gewissermaßen koordinatenfrei. Man möchte also abstrakte Ideen und
Konzepte verstehen und zueinander in Beziehung setzen. Der „abstrakte“ Strang
der Linearen Algebra ist schwieriger zu lernen. Nur indem man sich viele Beispiele
anschaut, kann man sicherzugehen, die Begriffe und Ideen wirklich verstanden zu
haben.

Beide Stränge der Linearen Algebra interagieren miteinander. Einerseits möchten
wir Rechnungen interpretieren: Was haben wir eigentlich berechnet? Was bedeutet
das? Andererseits möchten wir ausgehend von abstrakten Begriffen in Beispielen
konkrete Rechnungen anstellen. Zum Beispiel: Wie kann man eine lineare Abbildung
als Matrix darstellen? Kann man die Koordinaten geschickt wählen, sodass man
möglichst einfach rechnen kann? Es ist wichtig, dass Sie beide Seiten im Blick
behalten. Wenn Sie nur die Rechenverfahren kennen, verstehen Sie nicht, was Sie
eigentlich berechnen. Wenn Sie nur die Theorie kennen, werden Sie bei konkreten
Beispielen nicht weiterkommen.

Leitfaden

Am Anfang jeder Kurseinheit finden Sie Studierhinweise mit Kommentaren zum
Inhalt der jeweiligen Kurseinheit. Deshalb möchte ich hier nur sehr kurz etwas zum
Inhalt der Kurseinheiten sagen.

In der ersten Kurseinheit lernen wir einige Grundbegriffe der Algebra kennen:
Gruppen, Ringe, endliche Körper, Polynome und die komplexen Zahlen. Auf diese
Begriffe werden wir später immer wieder zurückgreifen. Die zweite Kurseinheit
beginnt mit einem Exkurs in die Mengenlehre und einem kurzen Rückblick auf
Begriffe, die Sie bereits aus den „Mathematischen Grundlagen“ kennen. Dann
entwicklen wir wesentliche Konzepte der „abstrakten“ Linearen Algebra: direkte
Summen, Faktorräume und Dualräume. Diese Begriffe sind entscheidend, um dem
Kurs weiter folgen zu können.

Im dritten Kapitel besprechen wir Bilinearformen und Hermite’sche Formen. Hier
werden die zwei Stränge der Linearen Algebra sichtbar. Wir entwickeln die „ab-
strakte“ Theorie der Bilinearformen und lernen parallel, wie wir mithilfe von
Matrixdarstellungen konkrete Beispiele bearbeiten können.
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1. Grundbegrif-

fe der Algebra

2. Konzepte der

Linearen Algebra

3. Bilinearformen und

Hermite’sche Formen

4. Determinanten

5. Eigenwerte und

Eigenvektoren

6. Die Jordan’sche

Normalform

7. Euklidische und

unitäre Vektorräume

Die vierte Kurseinheit behandelt die Determinante. Wie wir beim Blick in die
Geschichte gesehen haben, handelt es sich um einen sehr alten Teil der Linearen
Algebra. Wir werden zuerst die Determinante definieren und konkrete Beispiele
berechnen. Im Anschluss werden wir einige Zeit benötigen, um zu verstehen, was
die Determinante aus Sicht der abstrakten Linearen Algebra ist.

Die Theorie der Eigenwerte ist eines der Highlights der Linearen Algebra, weil Sie
unglaublich viele Anwendungen hat. Wir entwickeln diese Theorie in Kurseinheit 5
und lernen mit dem PageRank-Verfahren von Google eine Anwendung kennen.

Die schwierigste Kurseinheit ist sicherlich die sechste. Hier lernen wir die Jordan’sche
Normalform kennen und wir lernen, wie man sie berechnet. In diesem Kapitel ist es
wirklich entscheidend, dass Sie versuchen, die abstrakte Seite und die konkreten
Rechnungen zueinander in Beziehung zu setzen.
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In der siebten Kurseinheit befassen wir uns dann mit Skalarprodukten. Wir werden
sehen, dass wir in Vektorräumen mit einem Skalarprodukt Geometrie betreiben
können. Hier kratzen wir nur an der Oberfläche, denn die Geometrie kommt in
diesem Kurs insgesamt etwas zu kurz. Die Spektralsätze bilden einen schönen
Schlusspunkt für diesen Kurs. Sie werden es uns ermöglichen, viele Ergebnisse aus
den vorangegangenen Kurseinheiten besser zu verstehen.

Allgemeine Studierhinweise

Mathematik zu lernen ist anstrengend. Es wird nicht ausreichen, wenn Sie diesen
Kurstext einmal wie einen Roman durchlesen. Arbeiten Sie sich langsam, Schritt
für Schritt voran. Machen Sie sich eigene Notizen. Die folgenden vier Tipps liegen
mir besonders am Herzen:

! Bearbeiten Sie Übungsaufgaben! Das selbstständige Rumprobieren und das
Aufschreiben von Argumenten sind der einzige Weg, um mit den Konzepten
wirklich vertraut zu werden. Schlagen Sie die Lösung nicht voreilig nach.

! Lesen Sie Definitionen genau und lernen Sie diese auswendig. Suchen Sie
Beispiele und Gegenbeispiele.

! Nehmen Sie sich die Zeit um Sätze zu verstehen! Sehen Sie sich konkrete
Beispiele an. Fragen Sie sich: Was sind die Voraussetzungen und was passiert,
wenn man diese weglässt?

! Stellen Sie Fragen! Man muss nicht jede Nuss alleine knacken. Ob Sie das
Kursteam oder Ihre Kommilitonen fragen, ist dabei nebensächlich. Wichtig
ist, sich überhaupt auszutauschen. Oft lernt man schon durch das Formulieren
einer Frage etwas dazu.

Es gibt natürlich kein Patentrezept. Jede und jeder lernt anders. Daher ist es wichtig,
dass Sie Ihren Wissensstand ehrlich einschätzen. Wenn Sie große Probleme haben,
die Aufgaben im Lehrtext und die Einsendeaufgaben zu bearbeiten, dann müssen
Sie etwas an Ihrer Arbeitsweise ändern. Erkundigen Sie sich beispielsweise bei Ihren
Kommilitonen, wie sie sich dem Stoff nähern.

In der Moodle-Lernumgebung zum Kurs finden Sie übrigens ein Diskussionsforum
und Einsendeaufgaben zum Kurs. Nutzen Sie auch die Lehrveranstaltungen zum
Kurs, um Fragen zu stellen und mit anderen Studierenden in Kontakt zu kommen.
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Allgemeine Studierhinweise

Eingangsvoraussetzungen

Der Kurstext baut auf den ersten drei Kurseinheiten der „Mathematischen Grund-
lagen“ auf. Mit diesem Teil der Grundlagen müssen Sie gut vertraut sein. In jedem
Fall sollten Sie mit Vektorräumen und Linearen Abbildungen umgehen können.
Zum Lösen von Aufgaben müssen Sie sicher mit Matrizen rechnen können und
in der Lage sein, lineare Gleichungssysteme fehlerfrei zu lösen. Das heißt aber
nicht, dass Sie die Inhalte der Grundlagen auswendig kennen müssen. Wenn wir auf
Ergebnisse aus den Mathematischen Grundlagen zurückgreifen, verweisen wir auf
die Quelle [MG].

Literatur

Der vor Ihnen liegende Kurstext sollte Ihre Hauptquelle beim Studium der Linearen
Algebra sein. Trotzdem kann es gelegentlich helfen, einen Begriff oder Satz in einem
anderen Buch nachzuschlagen. Dort findet man vielleicht eine andere Erklärung
oder ein hilfreiches Beispiel. Leider deckt kein Lehrbuch den Stoff dieses Lehrtextes
vollständig ab.

Exemplarisch habe ich sechs Lehrbücher mit verschiedenen Ansätzen herausgesucht.
Diese können Sie über die Bibliothek der FernUniversität als e-Book herunterladen.

! [Bär]: Christian Bär – Lineare Algebra und analytische Geometrie.
Schönes, übersichtliches Lehrbuch. Deckt nicht alles ab, enthält dafür etwas
mehr Geometrie als dieser Lehrtext.

! [Beu]: Albrecht Beutelspacher – Lineare Algebra.
Lockerer Umgangston, gut verständlich, deckt aber nur wenige Inhalte des
Kurses ab.

! [Bo]: Siegfried Bosch – Lineare Algebra.
Ein Lehrbuch, das kompakt viele wichtige Inhalte behandelt. Oft weicht die
Perspektive von diesem Lehrtext ab.

! [Fi]: Gerd Fischer, Boris Springborn – Lineare Algebra.
Ein Standardlehrbuch, das kurz und knapp die wichtigsten Inhalte behandelt.

! [Gö]: Laurenz Göllmann – Lineare Algebra.
Umfangreiches Lehrbuch mit einem etwas anderen, rechenlastigen Ansatz.

! [KaSt]: Christian Karpfinger, Hellmuth Stachel – Lineare Algebra.
Umfangreiches Lehrbuch mit vielen schönen Abbildungen und Hinweisen.
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Allgemeine Studierhinweise

Struktur des Lehrtextes

Der Kurstext besteht aus sieben Kurseinheiten. Jede Kurseinheit beginnt mit
Studierhinweisen bestehend aus Kommentaren zum Inhalt, Literaturangaben und
einem Fahrplan durch die Kurseinheit. Die Unterabschnitte im Kurstext sind
vollständig nummeriert (1.1.1, 1.1.2, ...) um das Suchen im Kurstext und das
Fragenstellen zu erleichtern. Die jeweils letzte Unterabschnittsnummer auf einer
Seite findet man immer oben rechts in der Kopfzeile, sodass sie beim Blättern leicht
zu den entsprechenden Stellen gelangen.

Der Kurstext enthält viele Übungsaufgaben, deren Lösungen Sie jeweils am Ende
jeder Kurseinheit finden. Die Übungsaufgaben sind wichtig um den Stoff zu begreifen.
Schlagen Sie die Lösungen nicht voreilig nach. Ein blaues „L“ am rechten Rand
dient Lin der PDF-Version jeweils als Link zur Lösung der Aufgabe.

Damit Sie mathematische Ergebnisse schneller erkennen, sind Satz , Lemma ,
Korollar , und so weiter farbig hinterlegt. Jede Definition wird mit einer Um-
randung hervorgehoben. Das Ende eines Beweise ist mit dem Symbol ⇤ markiert.

Sätze und Definitionen, die ich für besonders wichtig halte, sind am äußeren Rand
durch einen Balken hervorgehoben.

Das „gefährliche Kurve“-Symbol �von Bourbaki wird verwendet, um auf mögliche
Missverständnisse hinzuweisen.

Am Ende des Kurstextes finden Sie einen Index, ein Literaturverzeichnis und
ein Symbolverzeichnis. Abbildungen sind in der gedruckten Version dieses Textes
schwarz-weiß. In der PDF-Version finden Sie die Abbildungen in Farbe.
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Notation

Notation

Die folgenden Symbole und Bezeichnungen werden im Kurstext verwendet. Im Kurs
neu eingeführte Symbole und Schreibweisen findet man im Symbolverzeichnis.

N Die natürlichen Zahlen ohne Null {1, 2, 3, 4, . . . }
N0 Die natürlichen Zahlen mit Null {0, 1, 2, 3, 4 . . . }
Q Die rationalen Zahlen.
R Die reellen Zahlen
Z Die ganzen Zahlen {. . . ,�2,�1, 0, 1, 2, . . . }

Abb(X, Y ) Die Menge aller Abbildungen X ! Y

f |U Einschränkung der Abbildung f auf die Teilmenge U

✓ TeilmengeS
VereinigungF
disjunkte Vereinigung
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Auszug aus dem griechischen Alphabet
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�.�. Studierhinweise

Studierhinweise zur zweiten Kurseinheit

In der zweiten Kurseinheit wenden wir uns der Linearen Algebra zu – also der Lehre
von den Vektorräumen und den linearen Abbildungen. Hier werden Begriffe und
Konzepte bereitgestellt, die wir im weiteren Verlauf des Kurses einsetzen.

Die Kurseinheit beginnt mit einem kleinen Exkurs über das Auswahlaxiom – also
mit einem Ausflug in die Mengenlehre. Ich hoffe, dass Sie aus daraus etwas Hinter-
grundwissen mitnehmen, obwohl das Auswahlaxiom in der Linearen Algebra nur
eine Nebenrolle spielt. (Das Auswahlaxiom verwenden wir in dieser Kurseinheit
zweimal und dann nie wieder.)

Als nächstes werden wichtige Begriffe aus den Mathematischen Grundlagen wieder-
holt und teilweise ergänzt oder zumindest aus einer anderen Perspektive präsentiert.
Das ist eine gute Gelegenheit um die eigene Erinnerung aufzufrischen und in den
Mathematischen Grundlagen nachzuschlagen. Versuchen Sie Lücken im Verständnis
dieser Grundbegriffe schnell zu schließen, denn diese werden Ihnen später im Kurs
auf die Füße fallen!

Im Anschluss lernen wir drei fundamentale Konzepte der Linearen Algebra kennen:
die direkte Summe, den Faktorraum und den Dualraum. Die direkte Summe ist
eine Zerlegung eines Vektorraumes in kleinere Unterräume. Sie wird ein ständiger
Begleiter sein und es ist wichtig, dass Sie sich damit gründlich auseinanderset-
zen. Der Faktorraum und der Dualraum sind für uns zunächst zwei „abstrakte“
Konstruktionen um aus einem Vektorraum neue Vektorräume zu bauen. Um ein
gutes Verständnis dieser Konstruktionen zu erhalten, sollten Sie sich möglichst viele
Beispiele anschauen.

Zum Abschluss führen wir noch einen nützlichen Begriff ein: Äquivalenzrelationen.
Das Konzept der Äquivalenzrelation dient dazu „Ähnlichkeit“ zwischen Objekten
zu formalisieren und man trifft wahrscheinlich in allen Gebieten der Mathematik
darauf. Auf den ersten Blick wirken Äquivalenzrelationen wie abstrakter Unfug,
aber wenn man das Konzept einmal verstanden hat, ist es wirklich hilfreich um
Zusammenhänge zu benennen.

Lernziele

Nach dem Durcharbeiten der Kurseinheit sollten Sie

! wissen, was das Lemma von Zorn ist,

! den Basisergänzungssatz kennen,
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�.�. Studierhinweise

! verstehen, was es heißt, dass ein Vektorraum die direkte Summe von
Unterräumen ist,

! den Satz vom Komplement verstehen,

! mit der Konstruktion des Faktorraumes vertraut sein und den Homomor-
phiesatz anwenden können,

! die Definition des Dualraumes kennen und erklären können, was eine
Dualbasis und eine duale Abbildung ist,

! wissen, was eine Äquivalenzrelation ist und Beispiele benennen können.

Literaturhinweise

Die Themen dieser Kurseinheit finden Sie in den meisten Lehrbüchern zur Linearen
Algebra, allerdings nicht immer in der Ausführlichkeit, die diese Themen aus meiner
Sicht verdienen. Nachschlagen können Sie z.B. in

! [Beu]: 1.2 (Äquivalenzrelationen), 3.3.4 (Faktorräume), 5.4 (Dualraum).

! [Bo]: 1.6 (direkte Summe), 2.2 (Faktorraum, Äquivalenzrelationen), 2.3
(Dualraum).

! [Fi]: 2.1 (Äquivalenzrelationen), 2.6 (direkte Summe), 3.2 (Faktorraum),
7.1 (Dualraum).

! [Gö]: 3.5 & 4.2 (Faktorraum), 4.11 (Dualraum)

! [KaSt]: 1.4 (Äquivalenzrelationen, Lemma von Zorn), 4.5 (direkte Summe,
Faktorraum), 6.9 (Dualraum).

Der Faktorraum wird in [Bo, Fi, Gö] (und einigen anderen Quellen) „Quotienten-
vektorraum“ genannt.

Fahrplan durch die Kurseinheit

Diese Kurseinheit beginnt in Abschnitt 2.1�.� ! mit einem Exkurs in die Mengenlehre.
Für diesen Kurs müssen Sie hier nicht alle Details zu verstehen, aber ich hoffe, dass
dieses Wissen Ihnen später im Studium weiterhilft.

Wir erklären zuerst das Auswahlaxiom 2.1.2 und besprechen dann partielle Ord-
nungen (2.1.4) und zugehörige Begriffe (2.1.6–2.1.12). Damit formulieren wir das
Lemma von Zorn (2.1.13) und zeigen, wie man damit das Auswahlaxiom beweisen
kann (2.1.14).
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In Abschnitt 2.2  �.�blicken wir auf zentrale Begriffe aus den Mathematischen Grundla-
gen zurück, mit denen Sie gut vertraut sein müssen, um diesen Kurs zu meistern.
Diesen Abschnitt können Sie wahrscheinlich zügig bearbeiten, wenn Sie den Kurs
Mathematische Grundlagen erst vor kurzem absolviert haben. Im ersten Teil wieder-
holen wir die Grundbegriffe Vektorraum (2.2.1) und Unterraum (2.2.4). Im zweiten
Teil befassen wir uns kurz mit linearer Unabhängigkeit (2.2.7), Basen (2.2.10) und
der Dimension (2.2.14). Wir beweisen den wichtigen Basisergänzungssatz (2.2.11
und 2.2.12) in einer Version, die auch unendlich-dimensionale Vektorräume zulässt
(dafür benötigen wir das Lemma von Zorn!).

Was eine lineare Abbildung (2.2.17) ist, wiederholen wir im dritten Teil. Insbesondere
fassen wir nochmal zusammen, wie man mit linearen Abbildungen in Koordinaten
(2.2.21) rechnen kann. Besonders wichtig sind Matrixdarstellungen (2.2.22), Trans-
formationsmatrizen (2.2.25) und die Transformationsformel für den Basiswechsel
(2.2.27)

In Abschnitt 2.3  �.�lernen wir die direkte Summe kennen. Zuerst klären wir, was die
Summe einer Familie von Unterräumen ist (2.3.1–2.3.4) und definieren dann, wann
man eine Summe direkt nennt (2.3.5). Satz 2.3.6 enthält nützliche Charakterisie-
rungen der direkten Summe. Eine Dimensionsformel behandeln wir in Satz 2.3.12.
Im zweiten Teil untersuchen wir den Fall von zwei direkten Summanden genauer.
Das führt uns zum Begriff des Komplementes (2.3.14). Wir beweisen, dass es zu
jedem Unterraum ein Komplement gibt (2.3.17).

Im Abschnitt 2.4  �.�lernen wir die Faktorräume kennen. Dabei konstruiert man aus
einem Vektorraum V und einem Unterraum U einen neuen Vektorraum V/U : den
Faktorraum. Die Konstruktion ist schwer bekömmlich, weil die Elemente von V/U

selbst Teilmengen von V sind. Studierende, denen das Kopfzerbrechen bereitet,
können sich am Beispiel der Parallelenschar festhalten, das wir immer wieder
aufgreifen (2.4.1, 2.4.10, 2.4.13, 2.4.21).

Im ersten Teil definieren wir affine Unterräume (2.4.2) und zeigen, dass man
diese addieren (2.4.7) und mit Skalaren multiplizieren kann (2.4.8). Wir zeigen,
dass die Menge V/U der affinen Unterräume mit diesen Rechenoperationen ein
Vektorraum ist (2.4.9) und, dass es eine kanonische lineare Abbildung ⇡ : V ! V/U

gibt (2.4.11).

Im zweiten Teil überlegen wir, wie man Basen von V/U bestimmen kann (2.4.14).
Damit leiten wir eine Formel für die Dimension von V/U her (2.4.17). Im dritten Teil
lernen wir den Homomorphiesatz kennen (2.4.18), der es erlaubt lineare Abbildungen
aus Faktorräumen zu definieren.
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Im Abschnitt 2.5�.� ! lernen wir den Dualraum kennen. Der Dualraum V
⇤ eines Vektor-

raumes V ist der Vektorraum aller Linearformen auf V . Auch diese Konstruktion ist
zunächst gewöhnungsbedüftig, aber wenn Sie sich trauen damit zu arbeiten, werden
Sie merken, dass hier nichts tiefgründiges passiert.

Im ersten Teil definieren wir den Dualraum V
⇤ (2.5.3). Wir besprechen, wie man aus

einer Basis von V eine duale Basis von V
⇤ erhält (2.5.10) und wie man Koordinaten

der Dualbasis berechnen kann (2.5.13–2.5.15).

Die Konstruktion des Dualraumes ist sogar ein „Funktor“, d.h., man erhält aus
Abbildungen zwischen Vektorräumen automatisch Abbildungen zwischen den Dual-
räumen: die sogennanten dualen Abbildungen. Diese definieren wir im zweiten Teil
(2.5.16) und zeigen, dass es sich um lineare Abbildungen handelt (2.5.18). Zum
Abschluss beschreiben wir einen Zusammenhang zwischen den Matrixdarstellungen
einer Abbildung und ihrer dualen Abbildung (2.5.20).

Im letzen Abschnitt 2.6�.6 ! führen wir Äquivalenzrelationen ein (2.6.1) und lernen
verschiedene Beispiele kennen (2.6.2–2.6.5). Wir definieren Äquivalenzklassen (2.6.6)
und stellen fest, dass je zwei Äquivalenzklassen entweder gleich oder disjunkt sind
(2.6.8). Im zweiten Teil besprechen wir ein Beispiel aus der Linearen Algebra, dass
Sie im Wesentlichen schon aus den Mathematischen Grundlagen kennen.
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�.�. Vorwort zur Mengenlehre: das Auswahlaxiom

Dieser Kurs behandelt in erster Linie die Theorie der endlich-dimensionalen Vek-
torräume. Einige fundamentale Ergebnisse sind aber auch für Vektorräume von
unendlicher Dimension gültig und können fast auf dieselbe Weise bewiesen werden.
Dazu benötigen wir aber ein Hilfsmittel aus der Mengenlehre: das Auswahlaxiom.
Diesen Zusammenhang zur Mengenlehre werden wir uns hier kurz diskutieren.

In den Mathematischen Grundlagen haben Sie bereits die Grundbegriffe der Men-
genlehre kennengelernt. Die Grundlage ist dabei ein „naiver“ Mengenbegriff, wie
ihn Georg Cantor1 bereits 1895 in [Can95] formulierte:

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von be-
stimmten wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung [...] zu
einem Ganzen.

Natürlich ist diese Definition für die moderne Mathematik etwas zu vague. Außer-
dem hat sich bald herausgestellt, dass ein solcher „naiver“ Mengenbegriff in sich
widersprüchlich ist. Das bekannteste Beispiel dafür ist das Paradoxon von Bertrand
Russell2.

2.1.1 Russell’sches Paradoxon. Es sei

R = {X | X 62 X}

die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten. Ist R ein Element von R?

Wäre R 2 R dann gilt nach Definition von R aber R 62 R. Widerspruch! Aber
auch umgekehrt erhält man einen Widerspruch: Ist R 62 R, dann müsste R nach
Definition ein Element von R sein.

Das Russell’sche Paradoxon wurde dadurch aufgelöst, dass die Mengenlehre axioma-
tisiert wurde. Das heißt, man hat genauer definiert, was eine Menge ist und welche
Operationen mit Mengen erlaubt sind. Mit diesen erlaubten Operationen kann das
seltsame Objekt R von Russell nicht mehr definiert werden und das Russell’sche
Paradoxon verschwindet.

Die heute gebräuchlichen Axiome der Mengenlehre gehen auf Zermelo3 und Fraenkel4
zurück. Es ist für unsere Zwecke nicht nötig, diese Axiome im Detail anzugeben; wer

1Georg Cantor: deutscher Mathematiker, 1845–1918. Begünder der Mengenlehre.
2Bertrand Russell: britischer Philosoph und Mathematiker, 1872–1970.
3Ernst Zermelo: deutscher Mathematiker und Logiker, 1871–1953.
4Abraham Fraenkel: deutsch-israelischer Mathematiker, 1891–1965.

89



�.�.� �.�. Vorwort zur Mengenlehre: das Auswahlaxiom

es genau wissen möchte, kann einen Blick in [Jec03] werfen. Die meisten Axiome der
Zermelo-Fraekel Mengenlehre sind so naheliegend, dass man darüber wenig sagen
kann (z.B. zwei Mengen sind gleich, wenn sie dieselben Elemente haben). Es gibt
darunter aber ein Axiom, das man sich einmal genauer ansehen muss, weil es einige
überraschende Konsequenzen hat.

2.1.2 Auswahlaxiom. Ist f : X ! Y eine surjektive Abbildung zwischen Mengen, dann
existiert eine Abbildung g : Y ! X mit f � g = idY .

Man sagt, die Abbildung g ist rechtsinvers zu f . Man kann g auch eine Auswahl-
funktion nennen: Für jedes y 2 Y ist g(y) ein Element im Urbild f

�1(y). Da f

surjektiv ist, ist das Urbild f
�1(y) 6= ; für alle y 2 Y . Die Funktion g wählt also

aus jeder der Mengen f
�1(y) ein Element aus.

Die Aussage des Auswahlaxioms scheint auf den ersten Blick offensichtlich zu sein.
Natürlich ist es möglich aus einer nicht-leeren Menge ein Element zu wählen. Auch
endlich viele Wahlen kann man problemlos treffen. Ist also Y eine endliche Menge,
dann kann man die Existenz einer Auswahlfunktion auch ohne das Auswahlaxiom
beweisen. Das Seltsame ist, dass man das Auswahlaxiom wirklich benötigt5, wenn Y

eine unendliche Menge ist, d.h., wenn man unendliche viele Wahlen treffen muss.

Das Auswahlaxiom wird häufig verwendet, um die Existenz von Objekten zu
beweisen, die man nicht explizit angegeben kann (z.B. eine Basis eines Vektorraumes
von unendlicher Dimension). Dadurch wurde das Auswahlaxiom von Verfechtern
einer „konstruktiven“ Mathematik manchmal kritisch beäugt.

Es gibt viele nützliche Resultate, die äquivalent zum Auswahlaxiom sind, d.h., man
kann diese mit dem Auswahlaxiom beweisen und umgekehrt das Auswahlaxiom
auch wieder daraus herleiten. Hier wollen wir mit dem Lemma von Zorn eine solche
Aussage vorstellen. Dazu benötigen wir einige Begriffe.

2.1.3 Relationen. Erinnern wir uns zunächst, dass eine binäre Relation R auf einer
Menge M eine Teilmenge R ✓ M ⇥M ist. Zwei Elemente x, y 2 M weisen die
„Beziehung“ R auf, wenn (x, y) in R liegt. Wir schreiben dann xRy anstelle von
(x, y) 2 R. Meistens verwenden wir daher für binäre Relationen keine Buchstaben,
sondern Symbole wie , <,�,⇠,⇡, . . . .

2.1.4 Definition Sei M eine Menge. Eine binäre Relation � auf M heißt partielle
Ordnung , wenn folgende drei Eigenschaften erfüllt sind

5Genauer heißt das: Das Auswahlaxiom lässt sich nicht aus den anderen Axiomen der Mengenlehre
herleiten (zumindest sofern nicht die anderen Axiome in sich widerspüchlich sind).
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(PO1) � ist reflexiv , d.h., für alle x in M gilt

x � x.

(PO2) � ist antisymmetrisch, d.h., für alle x, y 2M gilt

x � y und y � x =) x = y.

(PO3) � ist transitiv , d.h., für alle x, y, z 2M gilt

x � y und y � z =) x � z.

Eine partielle Ordnung � nennt man Totalordnung , wenn für alle x, y 2M immer
x � y oder y � x gilt.

2.1.5 Beispiel. (a) Die Relation  auf den reellen Zahlen ist eine Totalordnung; siehe
Abschnitt 12.1 in [MG].

(b) Es sei X eine Menge. Die Menge aller Teilmengen von X nennt man die
Potenzmenge P(X) von X. Die Enthaltungsrelation ✓ ist eine partielle Ordnung
auf der Potenzmenge. Hat X mindestens zwei Elemente a 6= b, dann ist dies keine
Totalordnung, denn keine der beiden Mengen {a} und {b} enthält die andere.

(c) Für zwei natürliche Zahlen m,n 2 N scheiben wir m | n, wenn m die Zahl n
teilt. Die Teilerrelation „ |“ ist eine partielle Ordnung auf N. Die Teilerrelation ist
keine Totalordnung, z.B., teilt 2 nicht die Zahl 3 und 3 teilt nicht die Zahl 2.

2.1.6 Definition Es sei M eine Menge mit einer partiellen Ordnung �. Ein Element
m 2 M heißt maximal, wenn aus m � x bereits m = x folgt für alle x 2 M . Sei
N ✓M eine Teilmenge. Eine obere Schranke für N ist ein Element s 2M mit der
Eigenschaft

x � s

für alle x 2 N .

2.1.7 Vorsicht mit dem Begriff „maximal“ �Den Begriff „maximal“ muss man sich
hier genau anschauen. Ein Element m ist maximal, wenn es keine Elemente gibt,
die echt größer als m sind. Ein maximales Element muss nicht größer als alle
anderen Elemente sein. Ist � die partielle Ordnung auf der Menge M = {x, y},
sodass weder x � y noch y � x gelten, dann sind beide Elemente x und y maximal.
Insbesondere kann eine partiell geordnete Menge mehrere verschiedene maximale
Elemente besitzen.
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2.1.8 Aufgabe. LEs sei M eine Menge mit einer Totalordnung �. Zeigen Sie, dass für
beliebige x1, . . . , xk 2M ein j 2 {1, . . . , k} existiert, sodass

xi � xj

für alle i 2 {1, 2, . . . , k} gilt.

2.1.9 Beispiel. (a) In den reellen Zahlen mit der Relation  gibt es keine maximalen
Elemente. Die Zahl 5 ist eine obere Schranke für das Intervall (�2, 3]. Auch 3 und
500 sind obere Schranken für (�2, 3].

(b) Es sei X eine Menge. Die Menge X ist ein maximales Element bezüglich
Inklusion in der Potenzmenge P(X).

(c) In den natürlichen Zahlen mit der Teilerrelation „ |“ gibt es keine maximalen
Elemente. Die Zahl 30 ist eine obere Schranke an die Menge {2, 3, 5}.

2.1.10 Induzierte Ordnungen. Sei M eine Menge mit einer partiellen Ordnung � und sei
N ✓M eine Teilmenge. Schränkt man � zu einer Relation auf N ein, so erhält man
eine partielle Ordnung auf N . In der Tat, sind die Eigenschaften aus Definition 2.1.4
für alle x, y, z 2M erfüllt, dann natürlich auch für alle x, y, z in der Teilmenge N .
Man sagt, die partielle Ordnung auf N wurde von der Ordnung auf M induziert.

Ist � eine Totalordnung, dann ist die induzierte Ordnung auf einer Teilmenge N

ebenfalls eine Totalordnung.

2.1.11 Definition Sei M eine Menge mit einer partiellen Ordnung �. Eine Kette K in
M ist eine Teilmenge K ✓M , auf der die induzierte Ordnung eine Totalordnung
ist. Das heißt, für alle x, y 2 K gilt x � y oder y � x.

2.1.12 Beispiel. (a) In einer totalgeordneten Menge ist jede Teilmenge eine Kette.

(b) In der Potenzmenge P(N) ist die Teilmenge

K1 =
n
{1}, {1, 3}, {1, 3, 6, 400}, {1, 3, 6, 7, 400}

o

eine Kette bzgl. der Inklusion ✓. Genauso ist auch

K2 =
n
{n2 | n  m} | m 2 N

o

eine Kette.

Mit diesen Begriffen können wir das Lemma von Zorn formulieren.
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2.1.13 Lemma von Zorn. Sei M eine nicht-leere Menge mit einer partiellen Ordnung
�. Besitzt jede Kette in M eine obere Schranke in M , dann hat M (mindestens)
ein maximales Element.

Wie beweist man das Lemma von Zorn? Die Grundidee ist einfach: Wenn M

keine maximalen Elemente hat, dann sollte man in der Lage sein eine Kette zu
konstruieren, die keine obere Schranke besitzt. Um diese Kette zu finden, verwendet
man das Auswahlaxiom. Die kurzen Beweise verwenden dabei transfinite Methoden,
die wir hier nicht zur Verfügung haben. Es gibt auch elementare Beweise, aber auch
diese Beweise erfordern zusätzliche Terminologie, weshalb wir hier darauf verzichten.
Die interessierten Leserinnen und Leser finden machbare Beweise des Lemmas in
[Kne50] oder [Lew91].

Zum Abschluss wollen wir stattdessen erklären, wie man umgekehrt das Auswahl-
axiom aus dem Lemma von Zorn herleiten kann. Anhand des Beweises kann man
gut verstehen, wie das Lemma eingesetzt wird.

2.1.14 Beweis des Auswahlaxioms mit dem Lemma von Zorn.

Beweis. Sei f : X ! Y eine surjektive Abbildung. Wir definieren die Menge M als
Menge aller Paare (U, g), wobei U ✓ Y eine Teilmenge von Y ist und g : U ! X

eine Abbildung mit f � g = idU ist. Die Menge M ist nicht leer, denn für ein y 2 Y

und ein Urbild x 2 f
�1(y) ist ({y}, y 7! x) ein Element von M .

Auf M definieren wir nun eine partielle Ordnung �. Wir setzen (U, g) � (U 0
, g

0)
genau dann, wenn

U ✓ U
0 und g

0|U = g

erfüllt sind. Wir behaupten, dass jede Kette K in M eine obere Schranke besitzt.
Sei K eine Kette. Dann definieren wir eine Teilmenge V ✓ Y durch

V =
[

(U,g)2K

U.

Auf V definieren wir die Abbildung h : V ! X wie folgt: Für jedes v 2 V gibt es
ein (U, g) 2 K mit v 2 U und wir setzen h(v) := g(v). Weil K eine Kette ist, muss
man dazu keine Wahl treffen: Ist (U 0

, g
0) in K mit v 2 U

0, dann gilt (U, g) � (U 0
, g

0)
oder (U 0

, g
0) � (U, g); also g(v) = g

0(v). Es gilt nun f � h = idV , denn für v 2 U

mit (U, g) 2 K gilt f(h(v)) = f(g(v)) = v. Also ist (V, h) 2M eine obere Schranke
an K.

Durch das Lemma von Zorn muss es in M ein maximales Element (U, g) geben. Wir
behaupten, dass U = Y gilt und g damit die gesuchte Auswahlfunktion ist. Nehmen
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wir für einen Widerspruch an, es sei U 6= Y . Dann gibt es ein Element y 2 Y \ U .
Wir wählen ein Urbild x 2 f

�1(y) und definieren U
0 = U [ {y} und g

0 : U 0 ! X

durch g
0(u) = g(u) für alle u 2 U und g

0(y) = x. Dann gilt (U, g) � (U 0
, g

0) und
(U, g) 6= (U 0

, g
0). Dies ist ein Widerspruch zur Maximalität von (U, g).

Das beendet unseren kurzen Exkurs in die Mengenlehre. Lassen Sie sich von diesem
knappen Überblick nicht entmutigen. Das Lemma von Zorn ist auf den ersten Blick
nur schwer fassen und es wird auch nur in wenigen Beweisen in dieser Kurseinheit
eine Rolle spielen.
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�.�. Rückblick und Ergänzungen: Vektorräume und
Basen

I. Vektorräume

Der Begriff des Vektorraumes, den Sie aus dem Kurs „Mathematische Grundlagen“
kennen, ist für uns von zentraler Bedeutung. Deshalb wiederholen wir hier einige
Begriffe und erinnern an wichtige Eigenschaften. Alle Details finden Sie in den
„Mathematischen Grundlagen“ [MG, Kapitel 6].

2.2.1 Vektorräume. Sei K ein Körper. Ein K-Vektorraum V ist eine Menge mit zwei
Verknüpfungen: einer Addition

V ⇥ V ! V mit (v, w) 7! v + w

und einer Skalarmultiplikation

K ⇥ V ! V mit (a, v) 7! av.

Dabei sollen folgende Axiome erfüllt sein:

(i) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.

(ii) Für alle a, b 2 K und v 2 V gilt (ab)v = a(bv). Ist 1 das Einselement in
K, dann gilt 1v = v für alle v 2 V .

(iii) Es gelten die Distributivgesetze

(a+ b)v = av + bv

a(v + w) = av + aw

für alle a, b 2 K und v, w 2 V .

Das neutrale Element der Addition 0 heißt Nullvektor.

2.2.2 Beispiel. Das wichtigste Beispiel eines Vektorraumes ist der Raum K
n der Spal-

tenvektoren mit n Einträgen aus K. Bei der Addition in K
n werden die Einträge

komponentenweise addiert:
0

BBB@

v1

v2
...
vn

1

CCCA
+

0

BBB@

w1

w2
...
wn

1

CCCA
=

0

BBB@

v1 + w1

v2 + w2
...

vn + wn

1

CCCA
.
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Bei der Skalarmultiplikation mit a 2 K wird jeder Eintrag im Vektor v mit a

multipliziert:

a

0

BBB@

v1

v2
...
vn

1

CCCA
=

0

BBB@

av1

av2
...

avn

1

CCCA
.

2.2.3 Beispiel. Sei V ein K-Vektorraum und sei X eine Menge. Es sei Abb(X, V ) die
Menge aller Abbildungen von X nach V . Auf Abb(X, V ) definieren wir eine Addition
„punktweise“, das heißt

(f + g)(x) := f(x) + g(x)

für alle x 2 X. Dabei verwenden wir auf der rechten Seite die Addition im Vektor-
raum V . Genauso kann man eine Skalarmultiplikation K⇥Abb(X, V )! Abb(X, V )
„punktweise“ definieren durch

(cf)(x) := cf(x).

für alle x 2 X und c 2 K. Bezüglich dieser Rechenoperationen ist Abb(X, V ) ein
K-Vektorraum. Durch die punktweise Definition lassen sich alle Axiome direkt aus
den Axiomen von V herleiten. Zur Illustration schauen wir uns das Assoziativgesetz
der Addition an. Für alle f, g, h 2 Abb(X, V ) und x 2 X gilt

((f + g) + h)(x) = (f + g)(x) + h(x)

= (f(x) + g(x)) + h(x)

= f(x) + (g(x) + h(x)) (Assoz. von + in V)

= f(x) + (g + h)(x) = (f + (g + h))(x).

Weil diese Gleichung für alle x 2 X gilt, folgt daraus (f + g) + h = f + (g+ h). Alle
anderen Axiome kann man auf dieselbe Weise herleiten (Übungsaufgabe!).

2.2.4 Unterräume. Sei K ein Körper und sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge
U ✓ V heißt Unterraum von V , wenn folgende drei Bedingungen erfüllt sind:

(a) Der Nullvektor liegt in U .

(b) Für alle u, u
0 2 U gilt u+ u

0 2 U .

(c) Für alle u 2 U und a 2 K gilt au 2 U .
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2.2.5 Beispiel. Im reellen Vektorraum R2 ist

U =

⇢✓
x1

x2

◆
| x1 + x2 = 0

�
✓ R2

ein Unterraum.

Die folgende Aufgabe enthält einen kleinen Trick, wie man schnell nachprüfen kann,
ob eine nicht-leere Teilmenge ein Unterraum ist.

2.2.6 Aufgabe. LSei V ein K-Vektorraum und sei U ✓ V eine nicht-leere Teilmenge.
Zeigen Sie: U ist genau dann ein Unterraum, wenn

au+ u
0 2 U

für alle a 2 K und u, u
0 2 U gilt.

II. Basen

2.2.7 Definition Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge S ✓ V heißt linear un-
abhängig, wenn jede endliche Teilmenge linear unabhängig ist. Das heißt: sind
v1, . . . , vn 2 S paarweise verschieden und sind a1, . . . , an 2 K mit

nX

i=1

aivi = 0

dann gilt ai = 0 für alle i.

2.2.8 Wie prüft man lineare Unabhängigkeit? Wie kann man für gegebene Vektoren
v1, . . . , vk 2 K

n entscheiden, ob sie linear unabhängig sind? Dazu kann man die
Vektoren als Spalten in eine Matrix A schreiben und den Rang mit dem Gauß-
Verfahren berechnen. Dann gilt:

v1, . . . , vk linear unabhängig , Rg(A) = k

Das folgt aus [MG, Korollar 9.2.5].

Tipp zu Rechnen: Wir werden am Ende dieser Kurseinheit sehen, dass Rg(AT ) =
Rg(A) gilt (2.6.16).

2.2.9 Aufgabe. LSind die Vektoren

v1 =

0

BB@

1
2
6
2

1

CCA , v2 =

0

BB@

3
2
1
6

1

CCA , v3 =

0

BB@

4
3
1
1

1

CCA

linear unabhängig in F3
7?
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2.2.10 Definition Sei V ein K-Vektorraum. Ein linear unabhängiges Erzeugendensystem
B ✓ V nennt man Basis von V .

Aus den Mathematischen Grundlagen wissen Sie bereits, dass jeder endlich erzeugte
Vektorraum eine Basis besitzt. Mit dem Auswahlaxiom können wir dieses Resultat
nun auch für beliebige Vektorräume zeigen. Wir formulieren zuerst ein allgemeines
Ergebnis.

2.2.11 Satz. Sei V ein K-Vektorraum mit Teilmengen S ✓ E. Ist S linear unabhängig
und E ein Erzeugendensystem von V , dann gibt es eine Basis B von V mit

S ✓ B ✓ E.

Beweis. Wir wollen mit dem Lemma von Zorn 2.1.13 argumentieren und definieren
dazu die Menge M aller linear unabhängigen Teilmengen C ✓ E, die S enthalten.
Wegen S 2M ist M nicht leer. Die Inklusionsrelation „✓“ induziert eine partielle
Ordnung auf der Menge M .

Wir behaupten, dass jede Kette in M eine obere Schranke in M besitzt. Sei dazu
C ⇢M eine Kette. Ist C leer, so ist S 2M eine obere Schranke. Wir nehmen nun
an, dass C nicht leer ist und definieren D als die Vereinigung aller Kettenglieder,
d.h.,

D =
[

C2C

C.

Wir wollen zeigen, dass D eine obere Schranke für C ist. Dazu müssen wir zeigen,
dass D in M liegt. Da alle C 2 C in E enthalten sind, ist sicherlich auch D eine
Teilmenge von E. Da C nicht leer ist, gilt auch S ✓ D. Wir prüfen nun, dass
D linear unabhängig ist. Seien v1, . . . , vn 2 D paarweise verschieden und seien
a1, . . . , an 2 K mit

nX

i=1

aivi = 0.

Da vi in D liegt, gibt es eine Menge Ci 2 C mit vi 2 Ci. Da C total geordnet ist,
gibt es ein j mit Ci ✓ Cj für alle i 2 {1, 2 . . . , n}; siehe Aufgabe 2.1.8. Da Cj linear
unabhängig ist, schließen wir ai = 0 für alle i 2 {1, 2, . . . , n}. Insgesamt ist also
auch D linear unabhängig.

Nach dem Lemma von Zorn 2.1.13 gibt es (mindestens) ein maximales Element
B 2M . Wir behaupten, dass B eine Basis von V ist. Nach Definition von M ist B
linear unabhängig. Wir müssen also nachweisen, dass B auch ein Erzeugendensystem
von V ist. Es sei U = hBi, der von B erzeugte Unterraum von V . Für einen
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Widerspruch nehmen wir U 6= V an. Da E ein Erzeugendensystem von V ist, liegt
E nicht im Unterraum U (sonst wäre hEi ✓ U). Wir finden also ein Element v 2 E

mit v 62 U . Wir definieren
C = B [ {v}

und behaupten, dass C linear unabhängig ist. Dies liefert den gewünschten Wider-
spruch zur Maximalität von B, denn dann wäre C 2M und B ( C.

Es seien v1, . . . , vn 2 B paarweise verschieden und a1, . . . , an, b 2 K mit

bv +
nX

i=1

aivi = 0

gegeben. Wir zeigen, dass alle Koeffizienten ai und b verschwinden. Es ist b = 0,
denn andernfalls könnten wir die Gleichung nach v auflösen und damit wäre

v = �
nX

i=1

b
�1
aivi

ein Element von U ; wegen v 62 U kann das nicht sein. Aus der verbliebenen GleichungP
n

i=1 aivi = 0 folgt aber a1 = · · · = an = 0, denn B ist linear unabhängig. Damit
ist C linear unabhängig und wir haben den gewünschten Widerspruch erzeugt.

Aus diesem allgemeinen Ergebnis können wir nun den nützlichen Basisergänzungs-
satz ableiten.

2.2.12 Basisergänzungssatz. Sei V ein K-Vektorraum.

(a) Jede linear unabhängige Teilmenge S ✓ V kann zu einer Basis von V

ergänzt werden.

(b) Jedes Erzeugendensystem E ✓ V enthält eine Basis von V .

Beweis. Beide Aussagen folgen direkt aus Satz 2.2.11. Für Aussage (a) setzt man
E = V , für Aussage (b) setzt man S = ;.

Insbesondere folgt aus (b) mit E = V folgendes wichtiges Ergebnis.

2.2.13 Korollar. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.
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Man kann zeigen, dass je zwei Basen eines Vektorraumes immer dieselbe Anzahl
an Elementen haben; man sagt auch, sie haben dieselbe Kardinalität. Für endlich
erzeugte Vektorräume kennen Sie diese Aussage aus 7.3.6 in [MG]. Deshalb ist
folgende Definition sinnvoll.

2.2.14 Definition Sei V ein K-Vektorraum. Die Kardinalität einer Basis B nennt man
die Dimension von V ;

dimK(V ) = |B|.

Einen Vektorraum, der eine endliche Basis besitzt, nennt man endlich-dimensional.

2.2.15 Bemerkung zu unendlich-dimensionalen Vektorräumen. Besitzt der Vektor-
raum V keine endliche Basis, dann sagt man, dass V unendlich-dimensonal ist. Wir
schreiben schlicht dimK(V ) =1. Das ist eigentlich etwas ungenau, denn man kann
in der Mengelehre verschiedene Abstufungen von „unendlich“ definieren und die
Dimension unendlich-dimensionaler Vektorräume genauer messen.

Bei endlich-dimensionalen Vektorräumen wird es oft nötig sein den Elementen einer
Basis eine feste Reihenfolge zuzuweisen. Wir sprechen dann von einer geordneten
Basis.

2.2.16 Definition Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Ein Tupel B = (v1, . . . , vn)
heißt geordnete Basis, wenn die Einträge paarweise verschieden sind und die Menge
{v1, . . . , vn} eine Basis von V ist.

III. Lineare Abbildungen

2.2.17 Definition Seien U und V zwei K-Vektorräume. Ein Abbildung ' : U ! V nennt
man K-linear, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

(L1) '(u1 + u2) = '(u1) + '(u2) für alle u1, u2 2 U

(L2) '(au) = a'(u) für alle a 2 K und u 2 U

Wenn der zugrundeliegende Körper K aus dem Kontext klar hervorgeht, sagen wir
kurz, dass ' linear ist.

2.2.18 Aufgabe. LSei ' : U ! V eine Abbildung zwischen zwei K-Vektorräumen. Zeigen
Sie, dass ' genau dann linear ist, wenn für alle u1, u2 2 U und alle a 2 K die
Gleichung

'(au1 + u2) = a'(u1) + '(u2) (2.2.a)

gilt.
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2.2.19 Beispiel. Wir betrachten die Vektorräume K
n und K

m. Ist A 2 Mm,n(K) eine
Matrix, dann ist

fA : K
n ! K

m mit fA(x) = Ax

eine K-lineare Abbildung. Jede lineare Abbildung zwischen K
n und K

m ist von
dieser Form; vgl. [MG, Satz 9.1.9].

2.2.20 Definition Eine bijektive K-lineare Abbildung ' : U ! V nennt man Isomor-
phismus. Die Umkehrabbildung '�1 ist ebenfalls wieder linear; siehe [MG, 8.1.8].

Zwei Vektorräume U und V nennt man isomorph, wenn es einen Isomorphismus
zwischen U und V gibt; man schreibt dann U ⇠= V .

Ist U ⇠= V und V ⇠= W , dann auch U ⇠= W , denn die Verkettung von Isomorphismen
ist wieder ein Isomorphismus; siehe [MG, 8.1.10].

2.2.21 Koordinaten. Sei U ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei B = (u1, . . . , un)
eine geordnete Basis. Jeder Vektor v 2 U lässt sich eindeutig als Linearkombination
dieser Basisvektoren schreiben:

v =
nX

j=1

aiui

mit ai 2 K. Man nennt B(v) =

0

B@
a1
...
an

1

CA den Koordinatenvektor von v bzgl. B. Die

Abbildung B : U ! K
n mit v 7! B(v) ist ein Isomorphismus; siehe [MG, 8.2.2]

2.2.22 Matrixdarstellung einer linearen Abbildung. Es seien U, V zwei K-Vektorräume
von endlicher Dimension und es sei ' : U ! V eine K-lineare Abbildung. Sei
B = (u1, . . . , un) eine geordnete Basis von U und sei C = (v1, . . . , vm) eine ge-
ordnete Basis von V . Für jedes j 2 {1, 2, . . . , n} kann man den Vektor '(uj) als
Linearkombination in der Basis C schreiben:

'(uj) =
mX

i=1

aijvi.

Die (m ⇥ n)-Matrix CMB(') = (aij)i,j nennt man die Matrixdarstellung von '

bezüglich B und C.

Die lineare Abbildung ' ist eindeutig durch die Bilder der Basisvektoren aus B
festgelegt; siehe [MG, 8.4.1]. Weil man aus den Einträgen in der Matrix CMB(')
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ablesen kann, wohin ' die Basisvektoren abbildet, ist die lineare Abbildung '

eindeutig durch ihre Matrixdarstellung bestimmt.

Für alle u 2 U gilt die Beziehung (siehe [MG, 9.2.1])

CMB(') B(u) = C('(u)); (2.2.b)

das heißt, die Matrixdarstellung beschreibt die Abbildung ' in den Koordinaten
bzgl. B und C.

2.2.23 Beispiel. Sei K ein Körper. Sei ei der Vektor in K
n, dessen Einträge alle verschwin-

den außer dem einem Eintrag 1 an der Stelle i. Die geordnete Basis (e1, e2, . . . , en)
nennen wir die Standardbasis von K

n. Für A 2 Mm,n(K) betrachten wir die zuge-
hörige lineare Abbildung fA : Kn ! K

m mit fA(x) = Ax; siehe 2.2.19. Ist B die
Standardbasis von K

n und C die Standardbasis von K
m, dann gilt

CMB(fA) = A,

denn fA(ej) = Aej =
P

m

i=1 aijei.

Das folgende nützliche Lemma versteckt sich in den Ergebnissen aus [MG].

2.2.24 Lemma. Sei ' : U ! V eine lineare Abbildung zwischen zwei endlich-dimensionalen
Vektorräumen und seien B bzw. C geordnete Basen von U bzw. V .

Dann ist ' genau dann ein Isomorphismus, wenn CMB(') eine invertierbare Matrix
ist.

Beweis. Ist ' ein Isomorphismus mit Umkehrabbildung '�1. Dann gilt nach [MG,
Aufgabe 9.3.2] BMC('�1) = CMB(')�1; insbesondere ist CMB(') invertierbar.

Nehmen wir umgekehrt an, dass CMB(') invertierbar ist, dann handelt es sich
um eine quadratische (n ⇥ n)-Matrix mit n = dimK(U) = dimK(V ). Nach [MG,
4.5.4] hat die Matrix CMB(') den Rang n. Aus [MG, 9.2.4] folgt dann, dass auch
Rg(') = n gilt, d.h., dass ' surjektiv ist. Da U und V dieselbe Dimension haben,
ist ' damit schon ein Isomorphismus; siehe [MG, 8.3.17]

2.2.25 Transformationsmatrizen. Es sei U ein K-Vektorraum. Sind B und B0 geordnete
Basen von U , dann nennt man

BMB0(idU)

die Transformationsmatrix zum Basiswechsel von B0 nach B. Für alle u 2 U gilt

B0MB(idU)B(u) = B0(u).

Die Transformationsmatrix rechnet also die Koordinaten bzgl. B in die Koordinaten
bzgl. B0 um. Aus [MG, 9.3.2] ist bekannt, dass B0MB(idU)�1 = BMB0(idU) gilt.
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2.2.26 Beispiel. Wir betrachten den Vektorraum R2 mit den geordneten Basen

B =

✓✓
2
1

◆
,

✓
3
1

◆◆
und B0 =

✓✓
1
0

◆
,

✓
0
1

◆◆
.

Um die Transformationsmatrix BMB0(idR2) zu bestimmen, schreiben wir die Vektoren
der Basis B0 als Linearkombination der Vektoren aus B (dazu muss man ein lineares
Gleichungssystem lösen). Wir erhalten

✓
1
0

◆
= �

✓
2
1

◆
+

✓
3
1

◆

✓
0
1

◆
= 3

✓
2
1

◆
� 2

✓
3
1

◆

und damit

BMB0(idR2) =

✓
�1 3
1 �2

◆
.

Da B0 die Standardbasis ist, können wir direkt ablesen, wie die Vektoren aus B
als Linearkombination in der Standardbasis geschrieben werden. Die Transformati-
onsmatrix B0MB(idR2) erhält man dann einfach, indem man die Vektoren aus B als
Spalten in eine Matrix schreibt:

B0MB(idR2) =

✓
2 3
1 1

◆
.

Man kann leicht nachrechnen, dass diese Matrizen invers zueinander sind. Alter-
nativ hätten wir BMB0(idR2) bestimmen können, indem wir die Matrix B0MB(idR2)
bestimmen und die Inverse berechnen.

Die Matrixdarstellung CMB(') hängt von den gewählten Basen ab. Was passiert
mit der Matrixdarstellung, wenn man andere Basen wählt?

2.2.27 Transformationsformel für lineare Abbildungen. Es seien U, V zwei K-
Vektorräume und sei ' : U ! V eine K-lineare Abbildung.

Sind B, B0 geordnete Basen von U und C, C 0 geordnete Basen von V , dann gilt

C0MB0(') = C0MC(idV ) CMB(') BMB0(idU).

Beweis. Das folgt aus [MG, 9.3.1] indem man ' = idV �' � idU schreibt.
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�.�. Direkte Summe von Vektorräumen

In diesem Abschnitt lernen wir ein wichtiges Hilfsmittel für das Arbeiten mit
Vektorräumen kennen: die direkte Summe. Die direkte Summe erlaubt es - grob
gesagt - Vektorräume zu „zerlegen“. Wir werden dies häufig verwenden um Probleme
und Fragestellungen zu Vektorräumen auf kleinere Unterräume zu reduzieren.

I. De�nition und Eigenschaften

Zunächst beginnen wir mit Summen von Unterräumen. Aus den Mathematischen
Grundlagen kennen Sie folgende Aussage: Sind U1, U2 ✓ V zwei Unterräume eines
Vektorraumes V , dann ist auch

U1 + U2 = {u1 + u2 | u1 2 U1, u2 2 U2}

ein Unterraum vom V . Diese Konstruktion funktioniert natürlich auch für 3, 4, 5
oder mehr Unterräume.

2.3.1 Definition und Satz. Sei V ein K-Vektorraum. Sind U1, . . . , Uk Unterräume
von V , so definieren wir

U1 + U2 + · · ·+ Uk :=
�
u1 + u2 + · · ·+ uk | ui 2 Ui für alle 1  i  k

 
.

Man nennt U1 + U2 + · · ·+ Uk die Summe der Unterräume U1, . . . , Uk und schreibt
dafür auch

P
k

i=1 Ui.

Die Summe
P

k

i=1 Ui ist wieder ein Unterraum von V .

Beweis. Wir führen den Beweis mit vollständiger Induktion nach k. Für k = 1
ist nichts zu tun und für k = 2 kennen wir die Aussage aus den Mathematischen
Grundlagen [MG, Prop. 6.2.11].

Als Induktionsvoraussetzung können wir also annehmen, dass
P

k�1
i=1 Ui ein Unter-

raum ist. Dann sehen wir aus der Definition der Summe, dass

kX

i=1

Ui =

 
k�1X

i=1

Ui

!
+ Uk

gilt. Mit der Aussage für zwei Unterräume schließen wir, dass
P

k

i=1 Ui ein Unterraum
ist.
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2.3.2 Beispiel. Die lineare Hülle einer Menge von Vektoren ist ein Beispiel einer Summe.
Sei V ein K-Vektorraum. Sind v1, . . . , vk 2 V , dann gilt

hv1, v2, . . . , vki = hv1i+ hv2i+ · · ·+ hvki.

Um das zu sehen, verwenden die Definition der linearen Hülle aus [MG, 6.3.2]. Es
ist hvi = {av | a 2 K}. Also gilt

hv1i+ hv2i+ · · ·+ hvki =
n kX

i=1

aivi | ai 2 K

o

und dies ist per Definition die lineare Hülle der Vektoren v1, . . . , vk.

2.3.3 Aufgabe. LEs sei V ein K-Vektorraum und es seien S, T ✓ V zwei Teilmengen.
Zeigen Sie: hS [ T i = hSi+ hT i.

Im Allgemeinen kann man ein Element v in der Summe U1 +U2 + · · ·+Uk auf viele
verschiedene Weisen in der Form

v = u1 + u2 + · · ·+ uk

mit ui 2 Ui schreiben.

2.3.4 Beispiel. Wir betrachten den Vektorraum R3 und die Unterräume

U1 =

8
<

:

0

@
x1

x2

x3

1

A | x1 = 0

9
=

;

und

U2 =

8
<

:

0

@
x1

x2

x3

1

A | x2 + x3 = 0

9
=

; .

Dann gilt U1 +U2 = R3, denn die Standardbasisvektoren e2 und e3 liegen in U1 und
der Standardbasisvektor e1 liegt in U2, d.h.,

U1 + U2 ◆ he2, e3i+ he1i = he1, e2, e3i = R3
.

Die Vektoren im R3 kann man nun aber auf unendlich viele verschiedene Weisen in
der Form u1 + u2 mit u1 2 U1 und u2 2 U2 schreiben. Beispielsweise gilt für alle
t 2 R:

0 =

0

@
0
t

�t

1

A

| {z }
2U1

+

0

@
0
�t
t

1

A

| {z }
2U2

.

Besonders nützlich ist daher folgende spezielle Situation:
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2.3.5 Definition Sei V ein Vektorraum und seien U1, . . . , Uk Unterräume von V . Man
sagt, die Summe

P
k

i=1 Ui ist direkt, wenn jeder Vektor v 2
P

k

i=1 Ui auf genau eine
Weise in der Form

v =
kX

i=1

ui

mit ui 2 Ui für alle i 2 {1, 2, . . . , k} geschrieben werden kann.

Man notiert die Summe durch U1 � U2 � · · · � Uk (oder kürzer
L

k

i=1 Ui) um
auszudrücken, dass die Summe dieser Unterräume eine direkte Summe ist.

Diese Definition der direkten Summe ist nützlich, ist aber nicht gut geeignet um in
konkreten Fällen nachzuweisen, dass eine Summe direkt ist. Bevor wir Beispiele
besprechen, leiten wir eine alternative Charakerisierung der direkten Summe her.

2.3.6 Satz. Sei V ein K-Vektorraum und seien U1, U2, . . . , Uk Unterräume. Die folgen-
den Aussagen sind äquivalent.

(i) Die Summe
P

k

i=1 Ui ist direkt.

(ii) Für alle j 2 {1, 2, . . . , k} gilt

Uj \
kX

i=1
i 6=j

Ui = {0}.

(iii) Aus
P

k

i=1 ui = 0 mit ui 2 Ui für alle i  k folgt ui = 0 für alle i  k.

Beweis. (i) =) (ii): Wir nehmen an, dass die Summe direkt ist. Weil jeder
Unterraum den Nullvektor enthält, ist 0 =

P
k

i=1 0 eine Schreibweise des Nullvektors.
Sei j 2 {1, 2, . . . , k} und sei

v 2 Uj \
kX

i=1
i 6=j

Ui.

wir schreiben v =
P

i 6=j
ui mit ui 2 Ui für alle i 6= j. Es sei uj = �v 2 Uj . Dann ist

0 =
kX

i=1

ui

106



�.�. Direkte Summe von Vektorräumen �.�.�

und weil wir schon eine Summendarstellung für den Nullvektor kennen und diese
Darstellung nach Definition der direkten Summe eindeutig ist, folgt ui = 0 für alle
i. Insbesondere gilt v = 0 und damit

Uj \
kX

i=1
i 6=j

Ui = {0}.

(ii) =) (iii): Es sei
P

k

i=1 ui = 0. Sei j 2 {1, 2, . . . , k}. Dann ist

�uj =
kX

i=1
i 6=j

ui 2 Uj \
kX

i=1
i 6=j

Ui = {0}.

Also ist uj = 0 für alle j 2 {1, 2, . . . , k}.

(iii) =) (i): Es sei v 2
P

k

i=1 Ui. Sind

v =
kX

i=1

ui =
kX

i=1

u
0
i

zwei Summendarstellungen von v mit ui, u
0
i
2 Ui, dann gilt

P
k

i=1(ui � u
0
i
) = 0. Da

ui � u
0
i
2 Ui liegt (Ui ist ein Unterraum), folgt aus (iii), dass ui � u

0
i
= 0 für alle

i  k ist. Das heißt, die beiden Summendarstellungen von v sind identisch.

Für die direkte Summe zweier Unterräume erhalten wir eine besonders einfache
Beschreibung.

2.3.7 Korollar. Es seien U1, U2 ✓ V Unterräume. Die Summe U1 + U2 ist genau dann
direkt, wenn U1 \ U2 = {0} gilt.

Beweis. Das folgt aus 2.3.6 (ii), denn für j = 1 und j = 2 erhält man jeweils die
Bedingung U1 \ U2 = {0}.

2.3.8 Beispiel. Wir betrachten den Vektorraum R3 mit den Unterräumen

U1 =

8
<

:

0

@
x1

x2

x3

1

A | x1 = 0

9
=

; und U2 = h

0

@
1
2
3

1

Ai.

Die Summe U1 + U2 ist direkt. In der Tat, es gilt U1 \ U2 = {0}, denn ein Vektor

a

0

@
1
2
3

1

A mit a 2 R liegt genau dann in U1, wenn a = 0 ist.
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2.3.9 Beispiel. Sei V ein K-Vektorraum. Es seien v1, . . . , vk 2 V Vektoren mit vi 6= 0
für alle i. Die Summe

hv1i+ · · ·+ hvki

ist genau dann direkt, wenn die Vektoren v1, . . . , vk linear unabhängig sind. Das
folgt direkt aus der Bedingung 2.3.6 (iii).

2.3.10 Aufgabe. LWir betrachten den Vektorraum Q4 mit den Unterräumen

U1 =
�
x 2 Q4 | x1 + x2 = 0 und x3 + x4 = 0

 

und
U2 =

�
x 2 Q4 | x1 = 0 und x3 = 0

 
.

Zeigen Sie, dass die Summe U1 + U2 direkt ist.

2.3.11 Aufgabe. LEs sei V ein K-Vektorraum mit einer Basis B. Wir nehmen an, dass
B =

S
k

i=1 Bi die disjunkte Vereinigung von Teilmengen Bi ✓ B ist. Zeigen Sie,
dass

V =
kM

i=1

hBii

gilt.

2.3.12 Satz. Sei V ein K-Vektorraum. Wir nehmen an, dass V = U1 � · · · � Uk die
direkte Summe von Unterräumen U1, . . . , Uk ist. Ist Bi eine Basis von Ui für alle
i 2 {1, 2, . . . , k}, dann ist B =

S
k

i=1 Bi eine Basis von V .

Ist V endlich-dimensional, dann gilt dimK(V ) =
P

k

i=1 dimK(Ui).

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass B ein Erzeugendensystem ist. Indem wir Aufgabe
2.3.3 wiederholt anwenden, erhalten wir

hBi = h
k[

i=1

Bii =
kX

i=1

hBii =
kX

i=1

Ui = V,

d.h., B erzeugt V .

Als nächstes prüfen wir, ob B linear unabhängig ist. Für jedes i 2 {1, 2, . . . , k}
seien v

(i)
1 , . . . , v

(i)
ri 2 Bi paarweise verschiedene Vektoren (mit ri 2 N0). Seien

a
(i)
1 , . . . , a

(i)
ri 2 K mit

kX

i=1

riX

j=1

a
(i)
j
v
(i)
j

= 0.
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Da
P

ri

j=1 a
(i)
j
v
(i)
j
2 Ui ist und die Summe direkt ist, folgt aus 2.3.6, dass

riX

j=1

a
(i)
j
v
(i)
j

= 0

für alle i 2 {1, 2, . . . , k} gilt. Da die Vektoren v
(i)
1 , . . . , v

(i)
ri paarweise verschiedene

Basisvektoren (und damit linear unabhängig) sind, folgt a(i)
j

= 0 für alle j  ri. Die
Menge B ist also linear unabhängig und damit eine Basis.

Ist V endlich-dimensional, dann gilt

dimK(V ) = |B| =
���

k[

i=1

Bi

��� =
kX

i=1

|Bi| =
kX

i=1

dimK(Ui).

2.3.13 Aufgabe. LEs seien V,W zwei K-Vektorräume. Wir nehmen an, dass V =
L

k

i=1 Vi

und W =
L

k

i=1 Wi jeweils direkte Summen von k Unterräumen sind. Es sei ' : V !
W eine lineare Abbildung mit der Eigenschaft '(Vi) ✓ Wi. Zeigen Sie, dass dann
gilt

Ker(') =
kM

i=1

Ker('|Vi).

Dabei bezeichnet '|Vi die Einschränkung von ' auf Vi.

II. Komplemente

2.3.14 Definition Sei V ein Vektorraum und sei U ✓ V ein Unterraum. Ein Unterraum
W ✓ V heißt Komplement von U in V , wenn

V = U �W

gilt. Das heißt, es gelten U +W = V und U \W = {0}.

2.3.15 Anmerkungen zur Definition. (a) Ist W ein Komplement zu U in V , dann
ist auch U ein Komplement zu W in V . Man sagt daher auch, dass U und W

zueinander komplementäre Unterräume von V sind.

(b) Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Sind U,W ✓ V komplementäre
Unterräume, dann gilt mit 2.3.12

dim(U) + dim(W ) = dim(V ).
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2.3.16 Beispiel. Wir betrachten den Vektorraum R3. Es sei U ein 2-dimensionaler Un-
terraum, d.h., eine Ebene durch den Ursprung. Da R3 die Dimension 3 hat und
U die Dimension 2, schließen wir aus Satz 2.3.12, dass jedes Komplement zu U

ein-dimensional sein muss.

v

U

Abbildung 2.1.: Zwei komplementäre Unterräume im R3.

Es sei v 2 R3. Wann ist die Gerade hvi ein Komplement zu U? Falls v 2 U liegt,
gilt U + hvi = U , also ist hvi kein Komplement. Sei also v 62 U . Dann liegt auch av

mit a 6= 0 nicht in U und damit gilt

hvi \ U = {0}.

Insbesondere ist die Summe direkt und mit 2.3.12 folgt

dimR(hvi � U) = 1 + 2 = 3.

Folglich ist hvi � U = R3 und hvi ist ein Komplement zu U .

Im Beispiel haben wir gesehen, dass es zu einem Unterraum im Allgemeinen viele
verschiedene Komplemente geben kann. Der nächste Satz stellt sicher, dass zu jedem
Unterraum immer mindestens ein Komplement existiert.

2.3.17 Satz vom Komplement. Sei V ein Vektorraum. Zu jedem Unterraum U ✓ V

existiert ein Komplement.

Beweis. Der Satz vom Komplement benötigt das Auswahlaxiom. Wir werden den
Satz mit dem Lemma von Zorn beweisen, weil dies ein schönes Beispiel dafür ist,
wie das Lemma eingesetzt wird6.

Wir definieren die Menge M aller Unterräume W ✓ V mit U \W = {0}. Die Menge
ist bezüglich der Inklusion ✓ partiell geordnet. Wir behaupten, dass jede Kette K

in M eine obere Schranke in M besitzt.
6Alternativ könnte man auch mit dem Basisergänzungssatz argumentieren
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Sei K eine Kette. Wir definieren

W
0 =

[

W2K

W

als Vereinigung aller Elemente von K. Dann ist W
0 wieder ein Unterraum von V .

Es seien w1, w2 2 W
0 und a 2 K. Da wi in der Vereinigung liegt, gibt es jeweils ein

Wi 2 K mit wi 2 Wi. Da K eine Kette ist gilt W1 ✓ W2 oder W2 ✓ W1. Sagen wir
(o.B.d.A.) es gilt W1 ✓ W2, also w1, w2 2 W2. Da W2 ein Unterraum ist, schließen
wir

aw1 + w2 2 W2 ✓ W
0
.

Also ist W 0 nach 2.2.6 ein Unterraum von V . Es gilt auch U \W 0 =
S

W2K U \W =
{0}. Also ist W

0 2M eine obere Schranke für K.

Das Lemma von Zorn 2.1.13 liefert uns nun ein maximales Element W in M .
Wir behaupten, dass W ein Komplement zu U ist. Nach Definition von M gilt
U \W = {0}. Wir zeigen nun, dass U +W = V ist. Für einen Widerspruch nehmen
wir an, dass es einen Vektor v 2 V gibt, der nicht in U +W liegt. Wir definieren
Z = W + hvi. Wir behaupten, dass Z \ U = {0} ist und Z damit in M liegt.

Sei u 2 U \Z. Wir schreiben u = w+av mit w 2 W und a 2 K. Dann erhalten wir

av = u� w 2 U +W

und damit a = 0, denn v liegt nicht in U +W . Daraus folgt nun, dass u = w in
U \W = {0} liegt, d.h., U \ Z = {0}.

Daraus folgt Z 2M und wegen W ( Z ist dies ein Widerspruch zur Maximalität
von W . Es muss also U +W = V sein und W ist das gesuchte Komplement.

2.3.18 Aufgabe. LBeweisen Sie mit dem Satz vom Komplement das „lineare Auswahlaxiom“:
Zu jeder surjektiven K-linearen Abbildung existiert ein K-lineares Rechtsinverses.

Zum Abschluss überlegen wir uns, wie man ein Komplement bestimmen kann. Dazu
muss man nur eine Basis von U zu einer Basis von V ergänzen.

2.3.19 Lemma. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei U ein Un-
terraum. Ist B = (v1, . . . , vn) eine geordnete Basis mit U = hv1, . . . , vki, dann
ist

W = hvk+1, . . . , vni

ein Komplement von U in V .
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Beweis. Aus 2.3.3 schließen wir

U +W = hv1, . . . , vki+ hvk+1, . . . , vni = hv1, . . . vni = V.

Warum gilt U \W = {0}? Sei v 2 U \W . Wir können also v auf zwei Weisen als
Linearkombination schreiben:

v =
kX

i=1

aivi =
nX

j=k+1

ajvj

mit Koeffizienten a1, . . . , an 2 K. Damit erhalten wir

0 =
kX

i=1

aivi �
nX

j=k+1

ajvj.

Da die Vektoren v1, . . . , vn linear unabhängig sind, folgt ai = 0 für alle i 2
{1, 2, . . . , n} und damit v = 0.

2.3.20 Beispiel. Wir betrachten den Raum F4
2 mit dem Unterraum U = hv1, v2i mit

v1 =

0

BB@

1
0
1
0

1

CCA und v2 =

0

BB@

0
1
0
1

1

CCA

Wir ergänzen die beiden Vektoren mit den Vektoren

v3 =

0

BB@

1
0
0
0

1

CCA und v4 =

0

BB@

0
1
0
0

1

CCA

zu einer Basis von F4
2. Hier muss man einmal prüfen, dass diese Vektoren wirklich

linear unabhängig sind, d.h., dass die Matrix
0

BB@

1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

1

CCA

vollen Rang hat. Also ist W = hv3, v4i ein Komplement zu U in F4
2.
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�.�. Faktorräume

Hat man einen Vektorraum V und einen Unterraum U , so kann man damit immer
einen neuen Vektorraum konstruieren: den sogenannten Faktorraum V/U . Diese
Konstruktion werden wir in diesem Abschnitt kennenlernen. Die Vektoren im
Faktorraum sind selbst Mengen (genauer: „affine Unterräume“ von V ). Bei der
ersten Begegnung wirkt die Konstruktion des Faktorraumes daher etwas abstrakt
und unintuitiv. Sobald man sich aber an das Arbeiten mit Faktorräumen gewöhnt
hat, wird man feststellen, dass diese Objekte sehr vielseitige Hilfsmittel sind. Der
Faktorraum ist ein wunderbares Beispiel viele für weiterführende Ideen der Algebra,
wo ähnliche „Faktorobjekte“ (Faktorgruppen, Faktorringe, Faktormoduln...) eine
zentrale Bedeutung haben.

Wir beginnen mit einem motivierenden Beispiel. Wir verzichten dabei auf einige
Details, denn wir werden danach in einer viel allgemeineren Situation alle Beweise
ausführen.

2.4.1 Die Parallelenschar als Vektorraum. Wir betrachten den zwei-dimensionalen
reellen Vektorraum R2 mit dem ein-dimensionalen Unterraum

U = h
✓
1
1

◆
i =

⇢✓
t

t

◆
| t 2 R

�
.

Die Punkte im Unterraum U bilden eine Gerade im R2. Es sei G die Menge aller

x

y

U
G

� �2
2

�

�
1
5

�

Abbildung 2.2.: Die Gerade U und die parallele Gerade G im R2.
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zu U parallelen Geraden; man spricht auch von der zugehörigen Parallelenschar.
Eine parallele Gerade erhält man, indem man alle Punkte auf U durch Addition
mit einem Vektor verschiebt. Zum Beispiel ist

G =

✓
�2
2

◆
+ U :=

⇢✓
�2 + t

2 + t

◆
| t 2 R

�

die zu U parallele Gerade durch den Punkt ( �2
2 ). Verschiedene „Verschiebungsvek-

toren“ können dabei dieselbe parallele Gerade erzeugen. Zum Beispiel gilt

G =

✓
�2
2

◆
+ U =

✓
1
5

◆
+ U

Zwei zu U parallele Geraden v + U und w + U sind dabei entweder gleich oder
disjunkt.

Wir definieren nun eine Addition auf der Parallelenschar. Sind G1, G2 2 G dann
definiert man

G1 +G2 := {w1 + w2 | w1 2 G1, w2 2 G2}.

Jetzt kommt die spannende Beobachtung: G1 +G2 ist ebenfalls eine zu U parallele
Gerade! Genauer gilt: (v1 + U) + (v2 + U) = (v1 + v2) + U . Es ist hilfreich das an
einem Beispiel zu überprüfen: Berechnen Sie (( �2

2 ) + U) + (( 1
0 ) + U). LWir haben

also eine Addition auf der Parallelenschar G definiert. Die Addition ist kommutativ,
weil die Addition in R2 kommutativ ist. Es gibt sogar ein neutrales Element zu
dieser Addition: die Gerade U , d.h. G1 + U = G1 = U +G1

Als nächstes definieren wir eine Skalarmultiplikation auf G. Ist G1 2 G und a 2 R,
dann setzen wir

aG1 = {av | v 2 G1}.

Wieder kann man zeigen: aG1 ist ebenfalls eine zu U parallele Gerade! Genauer gilt:
a(v + U) = av + U .

Man kann nun beweisen, dass die Parallelenschar G mit dieser Addition und dieser
Skalarmultiplikation wieder ein R-Vektorraum ist.

I. Konstruktion des Faktorraumes

Alles was wir gerade im Beispiel 2.4.1 gesehen haben, funktioniert ganz allgemein
über jedem Körper und mit jedem Unterraum U eines Vektorraumes. Welche
Objekte ersetzen die zu U parallelen Geraden? Mengen von Punkten, die man durch
„Verschiebung“ von U erhält.
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2.4.2 Definition Sei V ein Vektorraum. Ist U ✓ V ein Unterraum und v 2 V , dann
nennt man

v + U = {v + u 2 V | u 2 U}

den affinen Unterraum zu U durch den Punkt v.

2.4.3 Affine Unterräume vs. Unterräume �Ein affiner Unterraum ist im Allgemeinen
kein Unterraum im Sinne von 2.2.4. Die affinen Unterräume zu U nennt man
manchmal auch Nebenklassen von U .

2.4.4 Beispiel. Im Kurs Mathematische Grundlagen sind Sie affinen Unterräumen
schon beim Lösen von linearen Gleichungssystemen begegnet. Wir betrachten ein
lineares Gleichungssystem Ax = b mit A 2 Mm,n(K) und b 2 K

m. Besitzt dieses
Gleichungssystem eine Lösung x0 2 K

n, dann hat die Lösungsmenge L die Form

L = x0 + U

wobei U der Lösungsraum des zugehörigen homogenen Gleichungssystems Ax = 0
ist, d.h., U = Ker(A). Die Lösungsmenge ist also ein affiner Unterraum von K

m.

Im nächsten Lemma sehen wir, dass je zwei affine Unterräume zum selben Unterraum
U gewissermaßen „parallel“ sind.

2.4.5 Lemma. Sei V ein K-Vektorraum und sei U ein Unterraum. Je zwei affine
Unterräume zu U sind entweder gleich oder disjunkt.

Die affinen Unterräume v + U und w + U sind genau dann gleich, wenn v � w in
U liegt.

Beweis. Es seien v1 +U und v2 +U zwei affine Unterräume zu U durch die Punkte
v1, v2 2 V . Angenommen v1 + U und v2 + U sind nicht disjunkt, dann gibt es einen
Punkt x 2 (v1 + U) \ (v2 + U). Es gibt also Vektoren u1, u2 2 U mit

x = v1 + u1 = v2 + u2.

Dann gilt v1 = v2 + (u2 � u1). Ist y = v1 + u mit u 2 U nun ein beliebiger Punkt
im affinen Unterraum v1 + U , dann erhält man

y = v1 + u = v2 + (u2 � u1 + u)| {z }
2U

2 v2 + U.

Das heißt, v1 + U ✓ v2 + U . Dasselbe Argument mit vertauschten Rollen liefert
v2 + U ✓ v1 + U ; also gilt v1 + U = v2 + U .
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Kommen wir nun zur zweiten Aussage. Nehmen wir zuerst v+U = w+U an. Dann
ist v 2 v+U = w+U und man kann v in der Form v = w+ u mit u 2 U schreiben.
Dann gilt aber auch v � w = u 2 U .

Gilt umgekehrt v � w 2 U , dann ist v = w + (v � w) 2 w + U . Damit sind v + U

und w + U nicht disjunkt und somit gilt v + U = w + U .

2.4.6 Definition Sei V ein Vektorraum mit einem Unterraum U . Dann bezeichnet

V/U = {v + U | v 2 V }

die Menge der affinen Unterräume zu U in V . Man spricht V/U als „V modulo
U “.

2.4.7 Addition affiner Unterräume. Sei V ein Vektorraum mit einem Unterraum U .
Auf der Menge V/U definieren wir nun eine Addition. Sind A,B 2 V/U , dann
setzen wir

A+B = {x+ y 2 V | x 2 A, y 2 B}.

Wir zeigen, dass A+B wieder ein affiner Unterraum von V ist. Es seien A = v +U

und B = w + U mit v, w 2 V . Sind x = v + u1 2 A und y = w + u2 2 B gegeben
(dabei sind u1, u2 2 U), dann gilt

x+ y = v + w + (u1 + u2)| {z }
2U

2 v + w + U ;

also ist A + B ✓ v + w + U . Umgekehrt durchlaufen u1, u2 alle Elemente von U ,
wenn x und y die Elemente von A bzw. B durchlaufen, also gilt A+B = v+w+U .
Damit erhalten wir die eingängliche Formel

(v + U) + (w + U) = v + w + U. (2.4.a)

2.4.8 Skalarmultiplikation mit affinen Unterräumen. Sei V ein Vektorraum mit ei-
nem Unterraum U . Auf der Menge V/U definieren wir nun eine Skalarmultiplikation
K ⇥ V/U ! V/U . Für a 2 K und A 2 V/U setzen wir

aA = {ax 2 V | x 2 A}.

Wir zeigen, dass aA wieder ein affiner Unterraum von V ist. Es sei A = v + U mit
v 2 V . Ist x = v + u 2 A mit u 2 U , dann gilt

ax = a(v + u) = av + au|{z}
2U

2 av + U ;
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also ist aA ✓ av + U . Mit x 2 A durchläuft u alle Elemente von U , also gilt
aA = av + U . Daraus erhalten wir die Formel

a(v + U) = av + U. (2.4.b)

2.4.9 Satz vom Faktorraum. Sei V ein K-Vektorraum und sei U ein Unterraum.
Die Menge V/U bildet mit den Rechenoperationen aus 2.4.7 und 2.4.8 einen K-
Vektorraum.

Man nennt V/U den Faktorraum von V nach U .

Beweis. Wir verifizieren die Vektorraumaxiome aus 2.2.1.

2.2.1 (i):
Wir werden die Gruppenaxiome aus 1.1.1 mithilfe der Formel (2.4.a) herleiten.
Zuerst halten wir fest, dass die Addition kommutativ ist; es gilt

(v + U) + (w + U) = v + w + U = w + v + U = (w + U) + (v + U)

für alle v, w 2 V , denn die Addition in V ist kommutativ.

(G1): Für alle v1, v2, v3 2 V gilt
�
(v1 + U) + (v2 + U)

�
+(v3 + U) = (v1 + v2 + U) + (v3 + U)

= (v1 + v2) + v3 + U (Assoz. in V )

= v1 + (v2 + v3) + U

= (v1 + U) + (v2 + v3 + U)

= (v1 + U) +
�
(v2 + U) + (v3 + U)

�
.

Das Assoziativgesetz ist somit erfüllt.

(G2): U = 0 + U ist das neutrale Element, denn mit (2.4.a) gilt

(v + U) + U = v + U = U + (v + U).

für alle v 2 V .

(G3): Das Inverse zu v + U ist �v + U , denn mit (2.4.a) erhält man

(v + U) + (�v + U) = v + (�v) + U = 0 + U = U

und die Kommutativität liefert (�v + U) + (v + U) = 0.
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2.2.1 (ii):
Es seien a, b 2 K und v 2 V . Da V das Axiom 2.2.1 (ii) erfüllt, folgt aus (2.4.b)

(ab)(v + U) = (ab)v + U = a(bv) + U = a(bv + U) = a(b(v + U)).

Genauso einfach erhalten wir 1(v + U) = 1v + U = v + U für alle v 2 V .

2.2.1 (iii):
Auch die Distributivgesetze leiten wir mithilfe der Formeln (2.4.a) und (2.4.b) aus
den Distributivgesetzen für V her. Für alle a, b 2 K und v, w 2 V gilt

(a+ b)(v + U) = (a+ b)v + U = av + bv + U

= (av + U) + (bv + U) = a(v + U) + b(v + U)

a
�
(v + U) + (w + U)

�
= a(v + w + U) = a(v + w) + U

= av + aw + U = (av + U) + (aw + U)

= a(v + U) + a(w + U)

Natürlich gibt es eine Verbindung zwischen dem Vektorraum V und dem Faktorraum
V/U : die sogenannte „kanonische Projektion“. Schauen wir uns dazu nochmal die
Parallelenschar aus 2.4.1 an.

2.4.10 Die kanonische Projektion auf die Parallelenschar. Wir betrachten wieder den
zwei-dimensionalen reellen Vektorraum R2 mit dem ein-dimensionalen Unterraum

U = h
✓
1
1

◆
i

und der zugehörigen Parallelenschar G. Wie wir gerade gesehen haben, ist G = R2
/U

der Faktorraum von R2 nach U .

Jeder Punkt v 2 R2 liegt auf genau einer der Parallelen G in G – nämlich genau
auf der Geraden G = v + U . Ordnet man nun jedem Punkt v 2 R2 die parallele
Gerade v + U in G zu, dann erhält man eine Abbildung

⇡ : R2 ! G mit ⇡(v) = v + U.

Die Abbildung ⇡ ist surjektiv, denn auf jeder Geraden liegt mindestens ein Punkt.
Man nennt ⇡ die kanonische Projektion auf G. Wir werden nun allgemein sehen,
dass ⇡ sogar eine lineare Abbildung ist!
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2.4.11 Definition und Satz. Sei V ein K-Vektorraum und sei U ✓ V ein Unterraum.
Die Abbildung

⇡ : V ! V/U mit ⇡(v) = v + U

ist surjektiv und K-linear. Der Kern von ⇡ ist Ker(⇡) = U .

Man nennt ⇡ die kanonische Projektion auf V/U oder auch Faktorabbildung.

Beweis. Für jedes v 2 V liegt v + U im Bild von ⇡, denn v + U = ⇡(v); damit ist
die kanonische Projektion surjektiv.

Wir rechnen nun nach, dass ⇡ linear ist; siehe [MG, 8.1]. Es seien v, w 2 V . Aus
(2.4.a) folgt nun

⇡(v + w) = v + w + U = (v + U) + (w + U) = ⇡(v) + ⇡(w).

Sei a 2 K. Dann gilt mit (2.4.b)

⇡(av) = av + U = a(v + U) = a⇡(v).

Wir bestimmen noch den Kern von ⇡. Der Nullvektor in V/U ist U = 0+ U . Wann
gilt ⇡(v) = 0 + U? Nach 2.4.5 ist dies genau dann der Fall, wenn v � 0 = v in U

liegt, d.h., Ker(⇡) = U .

Das folgende Lemma enthält ein Hilfsresultat, dass wir erst später benötigen. Der
Beweis gibt aber ein gutes Beispiel ab, wie man mit Faktorräumen arbeitet.

2.4.12 Lemma. Es seien V ein K-Vektorraum und U,W1, . . . ,Ws ✓ V Unterräume.
Es sei ⇡ : V ! V/U die kanonische Projektion. Angenommen es gelten U =L

s

i=1(U \Wi) und V/U =
L

s

i=1 ⇡(Wi), dann gilt auch V =
L

s

i=1 Wi.

Beweis. Schritt 1: V =
P

s

i=1 Wi.

Sei v 2 V beliebig. Wir bilden v mit der Projektion ⇡ nach V/U ab. Da V/U =P
s

i=1 ⇡(Wi) gilt, finden wir Vektoren wi 2 Wi für alle i 2 {1, 2 . . . , s}, sodass

⇡(v) =
sX

i=1

⇡(wi) = ⇡

 
sX

i=1

wi

!

gilt. Durch Umstellen dieser Gleichung folgt, dass der Vektor u = v �
P

s

i=1 wi in
U = Ker(⇡) liegt; siehe 2.4.11. Da außerdem U =

P
s

i=1(U \Wi) gilt finden wir
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Vektoren ui 2 U \Wi, sodass u =
P

s

i=1 ui gilt. Da Wi ein Unterraum ist, liegt auch
ui + wi in Wi. Insgesamt erhalten wir damit

v = u+
sX

i=1

wi =
sX

i=1

(ui + wi) 2
sX

i=1

Wi.

Da v 2 V beliebig war, ist V die Summe der Unterräume W1, . . . ,Ws.

Schritt 2: V =
L

s

i=1 Wi.

Wir zeigen, dass die Summe direkt ist, indem wir Bedingung (iii) aus Satz 2.3.6
nachweisen. Angenommen, es sind Vektoren wi 2 Wi mit

P
s

i=1 wi = 0 gegeben. Wir
wenden die kanonische Projektion ⇡ an und erhalten

0 = ⇡(0) = ⇡

 
sX

i=1

wi

!
=

sX

i=1

⇡(wi)| {z }
2⇡(Wi)

.

Da die Summe der Unterräume ⇡(W1), . . . , ⇡(Ws) von V/U direkt ist, gilt nach
Satz 2.3.6 ⇡(wi) = 0 für alle i  s. Das heißt, wi 2 Ker(⇡) \Wi = U \Wi. Nach
Voraussetzung ist auch die Summe der Unterräume U \ W1, . . . , U \ Ws direkt
und aus der Gleichung

P
s

i=1 wi = 0 und Satz 2.3.6 folgt somit wi = 0 für alle
i 2 {1, 2, . . . , s}.

II. Die Dimension des Faktorraumes

Schließlich wollen wir uns überlegen, wie V/U „aussieht“. Welche Dimension hat
V/U? Wie findet man eine Basis von V/U? Sehen wir uns dazu wieder die Paralle-
lenschar an.

2.4.13 Die Dimension der Parallelenschar. Im zwei-dimensionalen reellen Vektorraum
R2 betrachten wir den ein-dimensionalen Unterraum

U = h
✓
1
1

◆
i

mit der zugehörigen Parallelenschar G = R2
/U .

Nun benötigen wir ein Komplement zu U in R2. In diesem Fall ist ein Komplement
W von U einfach ein von U verschiedener ein-dimensionaler Unterraum. Konkret
wählen wir

W = h
✓
�1
2

◆
i.
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x

y U

W

Abbildung 2.3.: Die komplementäre Gerade W schneidet jedes Element von G in
genau einem Punkt.

Das Komplement W schneidet jede Gerade G 2 G in genau einem Punkt! Und um-
gekehrt liegt jeder Punkt vom W auf genau einer Geraden aus G. Diese Beobachtung
liefert uns eine Bijektion zwischen W und G.

Wir werden nun sehen, dass diese Bijektion wieder eine K-lineare Abbildung ist.
Damit sind G und die komplementäre Gerade W isomorph. Insbesondere hat der
Faktorraum G = R2

/U die Dimension 1.

2.4.14 Satz. Sei V ein K-Vektorraum und sei U ✓ V ein Unterraum. Ist W ein
Komplement zu U in V , dann ist die Einschränkung der kanonischen Projektion
auf W

⇡|W : W ! V/U

ein Isomorphismus von K-Vektorräumen.

Insbesondere gilt: Ist B eine Basis von W , dann ist ⇡(B) eine Basis von V/U .

Beweis. Wir wissen bereits, dass ⇡ linear ist. Wir zeigen nun, dass ⇡|W bijektiv ist.

Surjektiv: Sei v 2 V . Es gilt V = U �W , also können wir v = u + w mit u 2 U

und w 2 W schreiben. Dann gilt v � w 2 U und mit Lemma 2.4.5 folgt

⇡|W (w) = ⇡(w) = w + U = v + U.
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Da v beliebig war, ist ⇡|W surjektiv.

Injektiv: Da W ein Komplement zu U ist und Ker(⇡) = U ist (siehe 2.4.11), gilt

Ker(⇡|W ) = Ker(⇡) \W = U \W = {0}.

Wegen [MG, Prop. 8.3.10] ist ⇡|W damit injektiv.

Der Zusatz folgt aus der Feststellung, dass jeder Isomorphismus von Vektorräumen
Basen auf Basen abbildet; vgl. [MG, Kor. 8.3.18].

2.4.15 Beispiel. Wir betrachten den Vektorraum C3 mit dem ein-dimensionalen Unter-
raum

U = h

0

@
1
i

0

1

Ai.

Wir wollen eine Basis des Faktorraumes C3
/U bestimmen.

Wir suchen ein Komplement von U in C3. Dazu ergänzen wir v1 =
⇣

1
i

0

⌘
zu einer

Basis von C3; vgl. Beispiel 2.3.16. Zum Beispiel wählen wir v2 =
⇣

1
0
0

⌘
und v3 =

⇣
0
0
1

⌘

(Hier muss man einmal nachprüfen, dass diese Vektoren linear unabhängig sind).
Dann ist W = hv2, v3i ein Komplement und {v2, v3} ist eine Basis von W . Also
bilden die Elemente 0

@
1
0
0

1

A+ U und

0

@
0
0
1

1

A+ U

eine Basis des Faktorraumes C3
/U .

Aus Satz 2.4.14 wollen wir noch einige nützliche Folgerungen ableiten.

2.4.16 Korollar. Sei V ein Vektorraum und sei U ein Unterraum. Sind W1,W2 Kom-
plemente zu U in V , dann gilt W1

⇠= W2.

Beweis. Aus Satz 2.4.14 folgt W1
⇠= V/U ⇠= W2.

2.4.17 Korollar. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei U ✓ V ein
Unterraum. Dann gilt die Dimensionsformel

dimK(V ) = dimK(U) + dimK(V/U).
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Beweis. Nach dem Satz vom Komplement 2.3.17 gibt es ein Komplement W zu U

in V und es gilt
dimK(V ) = dimK(U) + dimK(W );

siehe 2.3.15. Da W und V/U isomorph sind, gilt dimK(W ) = dimK(V/U).

III. Der Homomorphiesatz

Zum Abschluss wollen wir uns noch überlegen, wie man lineare Abbildungen
aus einem Faktorraum V/U in einen Vektorraum W definieren kann. Dabei gibt
es eine kleine Subtilität zu beachten. Wenn man eine Abbildung f : V/U ! W

definieren möchte und einen Wert für f(v + U) angeben soll, ist man versucht,
für die Abbildungsvorschrift den Verschiebungsvektor v zu verwenden. Darin liegt
eine Gefahr: Der Verschiebungsvektor v ist nicht eindeutig! Man muss daher immer
sicherstellen, dass der Wert von f(v+U) wirklich nur vom affinen Unterraum v+U

und nicht vom speziellen Verschiebungsvektor v abhängt (andernfalls wäre f ja gar
keine Abbildung!). Man sagt dann, dass f wohldefiniert ist.

Lineare Abbildungen von V/U ! W konstruiert man oft dadurch, dass man eine
lineare Abbildung ' : V ! W „faktorisiert“ (wir werden gleich sehen, was das
bedeutet). Weil diese Konstruktion so häufig verwendet wird, gibt es den folgenden
Homomorphiesatz, der sicherstellt, dass faktorisierte lineare Abbildungen stets
wohldefiniert sind.

2.4.18 Homomorphiesatz. Seien V,W zwei K-Vektorräume und sei U ✓ V ein
Unterraum von V . Ist ' : V ! W eine K-lineare Abbildung mit U ✓ Ker('), dann
definiert

'(v + U) := '(v)

eine wohldefinierte K-lineare Abbildung ' : V/U ! W .

Ist ⇡ : V ! V/U die kanonische Projektion, dann gilt ' = ' � ⇡.

Beweis. Es seien v1, v2 2 V mit v1 + U = v2 + U . Aus 2.4.5 wissen wir, dass dann
v1 � v2 = u in U liegt. Wegen u 2 Ker(') gilt dann

'(v1) = '(v1 � v2 + v2) = '(u) + '(v2) = 0 + '(v2) = '(v2).

Damit hängt der Wert '(v) nur vom affinen Unterraum v + U ab und ' ist damit
wohldefiniert.

Wir prüfen, dass ' linear ist. Für alle v1, v2 2 V gilt

'
�
(v1 + U) + (v2 + U)

�
= '

�
v1 + v2 + U

�
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= '(v1 + v2) (Def. von ')

= '(v1) + '(v2) (' linear)

= '(v1 + U) + '(v2 + U)

Für alle v 2 V gilt '(⇡(v)) = '(v + U) = '(v), d.h. ' � ⇡ = '.

2.4.19 Bemerkung. Die Beziehung ' � ⇡ = ' stellt man oft im einem kommutativen
Digramm dar:

V W

V/U

⇡

'

'

Ein Diagramm ist kommutativ, wenn die verschiedenen Wege entlang der Abbil-
dungspfeile dasselbe Ergebnis lieferen.

2.4.20 Korollar. Es sei ' : V ! W eine surjektive K-lineare Abbildung. Dann gilt

V/Ker(') ⇠= W.

Beweis. Wir definieren U := Ker('). Aus dem Homomorphiesatz wissen wir, dass
es eine lineare Abbildung

' : V/U ! W

mit '(v + U) = '(v) gibt. Wir zeigen, dass ' ein Isomorphismus ist.

Da ' surjektiv ist, gibt es für jedes w 2 W ein v 2 V mit w = '(v). Dann gilt aber
auch w = '(v + U) und somit ist auch ' surjektiv.

Es sei nun v + U im Kern von '. Dann gilt

0 = '(v + U) = '(v)

und damit liegt v in Ker(') = U , d.h. v + U = 0 + U und der Kern von ' besteht
nur aus dem Nullvektor von V/U . Damit ist ' injektiv.

Sehen wir uns dazu nochmal die Parallelenschar an.

2.4.21 Eine lineare Abbildung auf der Parallelenschar. Im zwei-dimensionalen reellen
Vektorraum R2 betrachten wir den ein-dimensionalen Unterraum

U = h
✓
1
1

◆
i
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mit der zugehörigen Parallelenschar G = R2
/U .

Wir betrachten die lineare Abbildung ' : R2 ! R mit der Abbildungsvorschrift

' :

✓
x

y

◆
7! x� y.

Der Unterraum U ist der Kern der Abbildung '. Die Parallelen in G sind genau die
Niveaulinien von ', d.h., für jedes c 2 R beschreibt die Gleichung

x� y = c

ein Element der Parallelenschar G. In anderen Worten: das Urbild '
�1(c) ist ein

Element von G.

Das heißt, ' nimmt auf jeder zu Geraden G 2 G konstant einen Wert c an. Man
kann also problemlos '(G) = c definieren und erhält dadurch die faktorisierte
lineare Abbildung ' : R2

/U ! R.
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�.�. Der Dualraum

In diesem Abschnitt lernen wir eine weitere wichtige Konstruktion kennen, die
es erlaubt aus einem Vektorraum V einen neuen Vektorraum V

⇤ zu erhalten -
den sogenannten „Dualraum“ zu V . Der Dualraum besteht aus allen K-linearen
Abbildungen von V in den Körper K.

2.5.1 Erinnerung: Vektorräume von linearen Abbildungen. Es sei K ein Körper.
Sind V,W zwei Vektorräume über K, dann bezeichnet HomK(V,W ) die Menge der
K-linearen Abbildungen von V nach W . Die Bezeichung Hom ist gebräuchlich, da
man lineare Abbildungen auch Homomorphismen nennt.

Aus den Mathematischen Grundlagen ist bekannt, dass HomK(V,W ) selbst wieder
ein K-Vektorraum ist; siehe [MG, 9.1.2]. Die Addition zweier K-linearer Abbildungen
', : V ! W ist dabei punktweise definiert, d.h.,

('+  )(v) := '(v) +  (v)

für alle v 2 V . Ebenso ist die Skalarmultiplikation punktweise definiert, d.h.

(a')(v) := a'(v)

für alle a 2 K und ' 2 HomK(V,W ).

Sind V und W endlich-dimensional, sagen wir dimK(V ) = n und dimK(W ) = m,
dann ist HomK(V,W ) isomorph zum Vektorraum Mm,n(K) aller m⇥ n-Matrizen;
siehe [MG, 9.1.9]. Insbesondere gilt dann

dimK(HomK(V,W )) = mn. (2.5.a)

Die Menge HomK(V,W ) besteht aus Abbildungen von V nach W . Es stellt sich
heraus, dass dies sogar ein Unterraum von Abb(V,W ) ist.

2.5.2 Aufgabe. LZeigen Sie, dass HomK(V,W ) ein Unterraum von Abb(V,W ) ist.

I. Dualraum und Dualbasen

2.5.3 Definition Sei K ein Körper und sei V ein K-Vektorraum. Man nennt

V
⇤ := HomK(V,K)

den Dualraum zu V . Die Elemente im Dualraum nennt man auch Linearformen.
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2.5.4 Bemerkung. (a) Ist V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum der Dimension
n, dann folgt aus (2.5.a), dass der Dualraum V

⇤ ebenfalls Dimension n hat. Die
Vektorräume V und V

⇤ sind also isomorph; siehe [MG, 8.3.19]. Dennoch sollte
man sich V und V

⇤ nicht als „gleich“ vorstellen, denn es gibt keinen kanonischen
Isomorphismus zwischen diesen Räumen. Ein Isomorphismus ist „kanonisch“, wenn
man ihn ohne eine Auswahl zu treffen (z.B. die Wahl einer Basis) angeben kann.

(b) Ist V ein unendlich-dimensionaler Vektorraum, dann sind V und V
⇤ nicht

isomorph. Diese Aussage ist nicht offensichtlich und hat damit zu tun, dass es
unendliche Mengen verschiedener Mächtigkeit gibt.

Die Elemente im Dualraum sind Linearformen, also lineare Abbildungen. Das macht
es etwas schwierig, sich den Dualraum vorzustellen. Wir wollen es im nächsten
Beispiel dennoch versuchen.

2.5.5 Beispiel. Sei K ein Körper. Wir betrachten den Vektorraum V = K
n aller

Spaltenvektoren der Länge n. Es sei e1, e2, . . . , en die Standardbasis. Eine Linearform
↵ 2 V

⇤ ist eindeutig durch die Werte

↵(e1),↵(e2), . . . ,↵(en)

auf der Standardbasis bestimmt. Es sei M1,n(K) die Menge der Zeilenvektoren der
Länge n. Wir definieren die K-lineare Abbildung

E : V ⇤ ! M1,n(K) durch ↵ 7! (↵(e1),↵(e2), . . . ,↵(en)).

Wegen Satz 8.4.1 [MG] ist E ein Isomorphismus von Vektorräumen. Unter Ver-
wendung dieses Isomorphismus kann man sich den Dualraum zum Raum der
Spaltenvektoren K

n also als den Raum der Zeilenvektoren vorstellen.

Aber weshalb verwendet man hier überhaupt Zeilenvektoren? Eine Linearform ↵

ist eine lineare Abbildung und E(↵) = CMB(↵) ist die Matrixdarstellung von ↵ zur
Standardbasis B = (e1, . . . , en) von K

n und der Basis C = (1) von K. Das bedeutet,
es gilt mit (2.2.b)

↵(v) = CMB(↵)v = E(↵)v.

Der Zeilenvektor E(↵) liefert also mithilfe der Matrix-Vektor-Multiplikation die
Linearform ↵ auf Kn.

Im folgenden Lemma wollen wir uns davon überzeugen, dass der Dualraum im-
mer ausreichend viele Linearformen enthält um mit allem Vektoren (außer dem
Nullvektor) etwas nicht-triviales zu machen. Dazu verwenden wir den Satz vom
Komplement.
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2.5.6 Lemma. Sei V ein K-Vektorraum. Für alle v 6= 0 in V gibt es eine Linearform
↵ 2 V

⇤ mit ↵(v) 6= 0.

Beweis. Es sei U = hvi der von v aufgespannte Unterraum. Nach dem Satz vom
Komplement 2.3.17 finden wir ein Komplement W ✓ V , d.h., U �W = V . Jeder
Vektor x 2 V lässt sich also eindeutig in der Form

x = cv + w

mit c 2 K und w 2 W schreiben. Damit definieren wir eine Linearform ↵ auf V ,
indem wir ↵(cv+w) = c definieren, wenn w 2 W und c 2 K ist. Das ist eine lineare
Abbildung, denn ist x = cv + w und x

0 = c
0
v + w

0 mit c, c
0 2 K und w,w

0 2 W ,
dann gilt

↵(ax+ x
0) = ↵((ac+ c

0)v + aw + w
0

| {z }
2W

) = ac+ c
0 = a↵(x) + ↵(x0)

für alle a 2 K. Aus Aufgabe 2.2.18 folgt nun, dass ↵ linear ist, d.h., ↵ 2 V
⇤. Es

gilt ↵(v) = 1 und damit ist das Lemma bewiesen.

2.5.7 Aufgabe. LWir betrachten den Vektorraum F3
7 und den Vektor

v =

0

@
0
3
2

1

A .

Geben Sie eine Linearform ↵ 2 (F3
7)

⇤ an, die ↵(v) 6= 0 erfüllt.

2.5.8 Notation. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Ist v1, . . . , vn eine Basis
von V , dann definieren wir Linearformen v

⇤
1, . . . , v

⇤
n
2 V

⇤ durch

v
⇤
i
(vj) = �i,j;

dabei bezeichnet � das Kronecker-Symbol

�i,j =

(
1 falls i = j

0 falls i 6= j

wobei mit 1 und 0 immer die Elemente im Körper K gemeint sind. Als lineare
Abbildung ist v

⇤
i

eindeutig durch die Werte auf der Basis v1, . . . , vn definiert.

2.5.9 Vorsicht mit der Notation v
⇤
i �Die Notation v

⇤
i

ist gefährlich, denn die Linearform
v
⇤
i

hängt nicht nur von vi sondern von der ganzen Basis v1, . . . , vn ab. Wir verwenden
die Notation daher nur, wenn vorher eine Basis fest gewählt wurde.
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2.5.10 Definition und Satz. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Sei B =
{v1, v2, . . . , vn} eine Basis von V . Dann ist B⇤ = {v⇤1, v⇤2, . . . , v⇤n} eine Basis von V

⇤.

Man nennt B⇤ die Dualbasis zu B.

Beweis. Wir wissen bereits aus (2.5.a), dass V und V
⇤ dieselbe Dimension haben,

d.h., dimK(V ⇤) = n. Es ist daher ausreichend zu zeigen, dass die Linearformen
v
⇤
1, . . . , v

⇤
n

linear unabhängig sind; siehe [MG, Prop. 7.4.4].

Dazu seien a1, a2, . . . , an 2 K mit

nX

i=1

aiv
⇤
i
= 0

gegeben. Was bedeutet es, dass eine Linearform gleich 0 ist? Das heißt, das man
beim Einsetzen eines beliebigen Vektors immer das Ergebnis 0 erhält. Setzen wir
nun, den Basisvektor vj ein, dann erhalten wir

0 =
nX

i=1

aiv
⇤
i
(vj) =

nX

i=1

ai�i,j = aj.

Da j 2 {1, 2, . . . , n} beliebig war, sind die Linearformen v
⇤
1, . . . , v

⇤
n

damit linear
unabhängig.

2.5.11 Bemerkung. Ist B = (v1, . . . , vn) eine geordnete Basis von V , dann nennen wir
B⇤ := (v⇤1, . . . , v

⇤
n
) die geordnete Dualbasis zu B.

2.5.12 Beispiel. Wir betrachten den reellen Vektorraum R2. Mithilfe des Isomorphismus
E : V ⇤ ! M1,2(R) aus 2.5.5 stellen wir uns den Dualraum (R2)⇤ als Raum der
Zeilenvektoren der Länge 2 vor.

Gegeben ist die Basis

v1 =

✓
2
�1

◆
, v2 =

✓
1
3

◆
2 R2

.

Wir suchen die Dualbasis v
⇤
1, v

⇤
2 oder genauer die zugehörigen Zeilenvektoren

u1 = E(v⇤1) = (u1,1, u1,2) und u2 = E(v⇤2) = (u2,1, u2,2). Diese Zeilenvektoren sind
durch die Gleichungen

u1v1 = 1, u1v2 = 0, u2v1 = 0, u2v2 = 1 (2.5.b)
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eindeutig bestimmt. Dies führt zu einem linearen Gleichungssystem

2u1,1 � u1,2 = 1
u1,1 + 3u1,2 = 0
2u2,1 � u2,2 = 0
u2,1 + 3u2,2 = 1

für das man mit etwas Rechnen die Lösung

u1 = (
3

7
,�1

7
), u2 = (

1

7
,
2

7
)

findet.

Man kann die Lösung im Beispiel 2.5.12 auch etwas eleganter herleiten, wenn man
die folgende Beobachtung einsetzt.

2.5.13 Die Dualbasis ausrechnen. Es sei v1, . . . , vn eine Basis der Raumes K
n. Es sei

v
⇤
1, . . . , v

⇤
n

die Dualbasis von (Kn)⇤. Die zugehörigen Zeilenvektoren nennen wir
ui := E(v⇤

i
) für 1  i  n. Nach Definition der Dualbasis gilt

uivj = �i,j

für alle i, j 2 {1, 2, . . . , n}. Ist A die Matrix deren Spalten v1, . . . , vn sind und ist
B die Matrix, deren Zeilen u1, . . . , un sind. Dann gilt also BA = In. Damit ist A

invertierbar und es gilt B = A
�1; siehe [MG, 4.5.6].

Wir halten fest: Schreibt man die Basis Vektoren v1, . . . , vn in eine Matrix A, dann
sind die Zeilen der inversen Matrix A

�1 genau die Zeilenvektoren E(v⇤1), E(v⇤2), . . . , E(v⇤
n
),

die die Dualbasis beschreiben.

2.5.14 Beispiel. Versuchen wir das nochmal im Beispiel 2.5.12. Sei

A =

✓
2 �1
1 3

◆

die Matrix mit den Spalten v1, v2. Die inverse Matrix ist

A
�1 =

1

7

✓
3 1
�1 2

◆

Wir lesen die Dualbasis aus den Zeilen der inversen Matrix A
�1 ab und erhalten

u1 = (
3

7
,�1

7
) und u2 = (

1

7
,
2

7
).
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2.5.15 Aufgabe. LWir betrachten den Vektorraum R3 mit der Basis

v1 =

0

@
1
0
1

1

A , v2 =

0

@
0
�1
4

1

A , v3 =

0

@
0
0
1

1

A 2 R3
.

Geben Sie die Dualbasis v
⇤
1, v

⇤
2, v

⇤
3 in Form von Zeilenvektoren an.

II. Duale Abbildungen

Wie wir gerade gesehen haben, kann man zu jedem Vektorraum V seinen Dualraum
V

⇤ definieren. Hier werden wir uns jetzt überlegen, wie sich diese Konstruktion mit
linearen Abbildungen zwischen Vektorräumen verträgt.

Es sei ' : V ! W eine lineare Abbildung und es sei ↵ : W ! K eine Linearform
auf W . Die Komposition linearer Abbildungen ist wieder eine lineare Abbildung
(siehe [MG, 8.1.9]). Also ist dann

↵ � ' : V ! K

eine Linearform auf V . Dies definiert eine Abbildung vom Dualraum W
⇤ in den

Dualraum V
⇤.

2.5.16 Definition Sei ' : V ! W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorräumen
V und W . Man nennt die Abbildung

'
⇤ : W ⇤ ! V

⇤ mit '
⇤(↵) := ↵ � '

die duale Abbildung zu '.

2.5.17 Beispiel. Wir betrachten die identische Abbildung idV : V ! V . Die duale Abbil-
dung dazu ist die identische Abbildung auf V ⇤, denn es gilt

id⇤
V
(↵) = ↵ � idV = ↵

für alle ↵ 2 V
⇤.

2.5.18 Satz. Sei ' : V ! W eine K-lineare Abbildung zwischen zwei K-Vektorräumen
V und W . Die duale Abbildung '⇤ : W ⇤ ! V

⇤ ist K-linear.
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Beweis. Es seien ↵, � 2 W
⇤. Dann gilt für alle v 2 V

'
⇤(↵ + �)(v) = (↵ + �)('(v)) (Def. von '⇤

)

= ↵('(v)) + �('(v)) (Def. von + in W ⇤
)

= '
⇤(↵)(v) + '

⇤(�)(v) (Def. von '⇤
)

=
�
'
⇤(↵) + '

⇤(�)
�
(v). (Def. von + in V ⇤

)

Da v 2 V beliebig war, schließen wir '⇤(↵ + �) = '
⇤(↵) + '

⇤(�).

Sei nun a 2 K beliebig. Dann gilt für alle v 2 V

'
⇤(a↵)(v) = (a↵)('(v)) = a↵('(v)) = a'

⇤(↵)(v).

Daraus folgt '⇤(a↵) = a'
⇤(↵). Damit haben wir gezeigt, dass '⇤ eine K-lineare

Abbildung ist.

Der folgende Satz beschreibt, wie sich die Komposition von Abbildungen und die
Dualisierung miteinander vertragen. In der Sprache der Kategorientheorie würde
man sagen, dass die Dualisierung einen kontravarianten Funktor auf der Kategorie
der K-Vektorräume definiert.

2.5.19 Satz. Seien U, V,W drei K-Vektorräume mit K-linearen Abbildungen  : U ! V

und ' : V ! W . Es gilt
(' �  )⇤ =  

⇤ � '⇤
.

Beweis. Für alle ↵ 2 W
⇤ gilt

(' �  )⇤(↵) = ↵ � (' �  ) = (↵ � ') �  =  
⇤(↵ � ') =  

⇤('⇤(↵)) = ( ⇤ � '⇤)(↵);

dabei verwenden wir, dass die Komposition von Abbildungen assoziativ ist. Da ↵
beliebig war, folgt daraus (' �  )⇤ =  

⇤ � '⇤.

Wir wissen, dass man lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Vektor-
räumen mithilfe der Matrixdarstellung beschreiben kann, sobald man geordnete
Basen der Räume gewählt hat. Wir werden uns nun überlegen, wie die Darstellungs-
matrix der dualen Abbildung bezüglich der entsprechenden Dualbasen aussieht.

2.5.20 Satz. Sei ' : V ! W eine lineare Abbildung zwischen zwei endlich-dimensionalen
K-Vektorräumen. Es sei B = (v1, . . . , vn) eine geordnete Basis von V und es sei
C = (w1, . . . , wm) eine geordnete Basis von W .

Sind B⇤ und C⇤ die geordneten Dualbasen zu B und C, dann gilt

B⇤MC⇤('⇤) = CMB(')
T
.
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Beweis. Sei CMB(') = (aij)im

jn

, d.h., aij 2 K ist der Eintrag von CMB(') an der

Stelle (i, j). Es gilt also

'(vj) =
mX

i=1

aijwi (2.5.c)

für alle j 2 {1, . . . , n}.

Genauso sei B⇤MC⇤('⇤) = (bjk) jn

km

. Es gilt also

'
⇤(w⇤

k
) =

nX

j=1

bjkv
⇤
j

(2.5.d)

für alle k 2 {1, . . . ,m}. Für alle ` 2 {1, . . . , n} und k 2 {1, . . . ,m} erhalten wir

b`k =
nX

j=1

bjkv
⇤
j
(v`)

= '
⇤(w⇤

k
)(v`) (2.5.d)

= (w⇤
k
� ')(v`) = w

⇤
k
('(v`)) (Def. duale Abb.)

= w
⇤
k

� mX

i=1

ai`wi

�
(2.5.c)

=
mX

i=1

ai`w
⇤
k
(wi) = ak`.

Aus der Gleichung b`k = ak` für alle k 2 {1, . . . , n}, ` 2 {1, . . . , n} folgt nun

B⇤MC⇤('⇤) = CMB(')
T
.
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�.�. Lösungen der Aufgaben in Kurseinheit �

L2.1.8 Lösung. Es sei M eine Menge mit einer Totalordnung �. Wir zeigen die Aussage
mit vollständiger Induktion nach k. Für den Induktionsanfang k = 1 setzen wir
j = 1 und es gilt x1 � x1.

Sei nun k > 1 und seien x1, . . . , xk 2 M . Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
einen Index j1  k � 1, sodass

xi � xj1 (2.7.a)

für alle i 2 {1, 2, . . . , k � 1} gilt. Falls xk � xj�1 ist, setzen wir j = j1 und sind
fertig. Anderenfalls muss xj1 � xk sein, denn � ist eine Totalordnung. In diesem
Fall definieren wir j = k. Für i  k � 1 erhalten wir

xi � xj1 � xk

aus (2.7.a) durch Transitivität und xk � xk folgt aus der Reflexivität.

L2.2.6 Lösung. Sei V ein K-Vektorraum und sei U ✓ V eine nicht-leere Teilmenge.

Behauptung: U ist genau dann ein Unterraum, wenn

au+ u
0 2 U (2.7.b)

für alle a 2 K und u, u
0 2 U gilt.

Nehmen wir zunächst an, dass U ein Unterraum ist. Dann gilt für alle a 2 K und
u, u

0 2 U auch au 2 U (wegen 2.2.4 (c)) und durch 2.2.4 (b) auch au+ u
0 2 U .

Umgekehrt nehmen wir nun an, dass U die Bedingung (2.7.b) erfüllt. Wir überlegen
uns, dass U den Nullvektor enthält. Da U nicht-leer ist, gibt es mindestens einen
Vektor w 2 U . Also gilt

0 = �w + w = (�1)w + w 2 U.

Mit a = 1 folgt aus (2.7.b), dass U unter Addition abgeschlossen ist, d.h. 2.2.4 (b)
ist erfüllt. Mit u

0 = 0 und a beliebig, sehen wir, dass U unter Skalarmultiplikation
abgeschlossen ist, d.h., 2.2.4 (c) ist erfüllt.

L2.2.9 Lösung. Wir schreiben die Vektoren als Spalten in eine Matrix

A =

0

BB@

1 3 4
2 2 3
6 1 1
2 6 1

1

CCA 2 M4,3(F7)
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und berechnen dann den Rang mit dem Gauß-Verfahren.

Wir ziehen das zweifache der ersten Zeile jeweils von der zweiten und vierten Zeile
ab und wir addieren die erste zur dritten Zeile. Dann erhalten wir

A 

0

BB@

1 3 4
0 3 2
0 4 5
0 0 0

1

CCA

Addiert man die zweite Zeile zur dritten, dann gelangt man zur Matrix
0

BB@

1 3 4
0 3 2
0 0 0
0 0 0

1

CCA .

Hier ist abzusehen, dass die Treppennormalform zwei nicht-verschwindende Zeilen
besitzt, d.h., es ist Rg(A) = 2. Die Vektoren sind also linear abhängig.

L2.2.18 Lösung. Sei ' : U ! V eine Abbildung zwischen zwei K-Vektorräumen.

Wir nehmen an, dass für alle u1, u2 2 U und alle a 2 K die Gleichung (2.2.a) gilt.
Setzt man a = 1, dann erhält man (L1). Mit allgemeinem a 2 K und u2 = 0 erhält
man (L2). Also ist ' linear.

Nehmen wir umgekehrt an, dass ' linear ist. Mit (L1) und (L2) erhalten wir für
alle u1, u2 2 U und a 2 K

'(au1 + u2) = '(au1) + '(u2) = a'(u1) + '(u2).

L2.3.3 Lösung. Behauptung : hS [ T i = hSi+ hT i.

Wir zeigen die Gleichheit, indem wir zeigen, dass diese Unterräume sich gegenseitig
enthalten.

Alle Linearkombinationen von Elementen aus S liegen auch in hS [ T i, d.h., hSi ✓
hS [T i. Genauso gilt auch hT i ✓ hS [T i. Da hS [T i ein Unterraum ist (also unter
Addition abgeschlossen ist), folgt

hSi+ hT i ✓ hS [ T i.
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Sei umgekehrt v 2 hS [ T i. Das heißt, es gibt Elemente v1, . . . , vn 2 S [ T und
Skalare a1, . . . , an 2 K mit

v =
nX

i=1

aivi.

Durch Umsortieren der Vektoren können wir annehmen, dass v1, . . . , vk 2 S und
vk+1, . . . , vn 2 T für ein 0  k  n gilt. Daraus schließen wir

v =
nX

i=1

aivi =
kX

i=1

aivi +
nX

i=k+1

aivi 2 hSi+ hT i;

also hS [ T i ✓ hSi+ hT i.

L2.3.10 Lösung. Wir zeigen, U1 \ U2 = {0}. Es sei x 2 U1 \ U2. Da x 2 U2 ist, gilt
x1 = 0 = x3. Daraus folgt

x2 = �x1 = 0 und x4 = �x3 = 0

und insgesamt x = 0.

L2.3.11 Lösung. Es sei V ein K-Vektorraum mit einer Basis B. Wir nehmen an, dass
B =

S
k

i=1 Bi die disjunkte Vereinigung von Teilmengen Bi ✓ B ist und wollen zeigen,
dass

V =
kM

i=1

hBii

gilt. Da B ein Erzeugendensystem ist, sehen wir mit Aufgabe 2.3.3, dass
kX

i=1

hBii = h
k[

i=1

Bii = hBi = V

ist. Wir prüfen mit 2.3.6 (iii), dass die Summe direkt ist. Es seien dazu Vektoren
ui 2 hBii mit

P
k

i=1 ui = 0 gegeben. Für jedes i 2 {1, . . . , k} schreiben wir

ui =
miX

j=1

aijvij

als Linearkombination paarweise verschiedener Basisvektoren vij 2 Bi. Dann gilt

0 =
kX

i=1

ui =
kX

i=1

miX

j=1

aijvij.

Da die Vereinigung der Bi disjunkt ist, kommt jeder Basisvektor aus B höchstens
einmal in der Summe vor. Da B linear unabhängig ist, folgt nun aij = 0 für alle i, j

und damit ui = 0 für alle i. Damit ist die Summe direkt.
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L2.3.13 Lösung. Gegeben sind V =
L

k

i=1 Vi und W =
L

k

i=1 Wi und eine lineare Abbildung
' : V ! W mit der Eigenschaft '(Vi) ✓ Wi.

Wir behaupten, dass

Ker(') =
kM

i=1

Ker('|Vi)

gilt.

Sei dazu v =
P

k

i=1 vi 2 Ker(') mit vi 2 Vi. Es gilt

0 = '(v) =
kX

i=1

'(vi)| {z }
2Wi

.

Da W die direkte Summe der Unterräume Wi ist, gilt somit '(vi) = 0 für alle
i 2 {1, . . . , k}. Damit ist Ker(') =

P
k

i=1 Ker('|Vi).

Warum ist die Summe direkt? Da die Summe der Unterräume Vi direkt ist, gilt mit
Satz 2.3.6 für alle i 2 {1, 2, . . . , k}

Ker('|Vi) \
X

i0 6=i

Ker('|Vi0 ) ✓ Vi \
X

i0 6=i

Vi0 = {0}

und aus Satz 2.3.6 folgt wieder, dass auch die Summe der Kerne direkt ist.

L2.3.18 Lösung. Es seien V1, V2 zwei K-Vektorräume und es sei ' : V1 ! V2 eine surjektive
K-lineare Abbildung. Wir wählen ein Komplement W zu Ker(') in V1, d.h.,

V1 = W �Ker(').

Wir behaupten, dass '|W – die Einschränkung von ' auf W – ein Isomorphismus
von W und V2 ist. Wegen Ker(')\W = {0} ist '|W injektiv. Es sei v2 2 V2 beliebig.
Da ' surjektiv ist, finden wir ein v1 2 V1 mit '(v1) = v2. Wir schreiben nun

v1 = w + u

mit w 2 W und u 2 Ker('). Dann erhalten wir

v2 = '(v1) = '(w) + '(u)|{z}
=0

= '(w);

d.h., '|W ist surjektiv.
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Insgesamt ist '|W also bijektiv und K-linear und damit ein Isomorphismus von
Vektorräumen. Nach 8.1.8 in [MG] ist auch die Umkehrabbildung  := ('|W )�1 ein
Isomorphismus. Fassen wir  als Abbildung nach V1 auf, so gilt

' �  = ' � ('|W )�1 = '|W � ('|W )�1 = idV2 ,

weil ('|W )�1 nur Werte in W annimmt. Damit ist  die gesuchte rechtsinverse
Abbildung zu '.

L2.4.1 Lösung. Gegeben sind die beiden Geraden

G1 =

✓
�2
2

◆
+ U =

⇢✓
�2 + s

2 + s

◆
| s 2 R

�

G2 =

✓
1
0

◆
+ U =

⇢✓
1 + t

t

◆
| t 2 R

�
.

Addieren wir einen zwei beliebige Punkte aus G1 und G2 erhalten wir
✓
�2 + s

2 + s

◆
+

✓
1 + t

t

◆
=

✓
�1 + (s+ t)
2 + (s+ t)

◆
=

✓
�1
2

◆
+ (s+ t)

✓
1
1

◆
.

Da s+ t jeden Wert aus R annimmt erhalten wir

G1 +G2 =

✓
�1
2

◆
+ U.

L2.5.2 Lösung. Wir zeigen, dass HomK(V,W ) ein Unterraum von Abb(V,W ) ist. Wir
bemerken zunächst, dass die Addition und Skalarmultiplikation auf beiden Räumen
jeweils punktweise definiert wurden und es sich damit um dieselben Verknüpfungen
handelt.

Nun verwenden wir das Kriterium aus Aufgabe 2.2.6. Sind ', 2 HomK(V,W )
und b 2 K, dann prüfen wir nach, dass auch '+ b linear. Zuerst stellen wir fest,
dass für alle v1, v2 2 V gilt

('+ b )(v1 + v2) = '(v1 + v2) + b (v1 + v2)

= '(v1) + '(v2) + b (v1) + b (v2) (', linear)

= ('+ b )(v1) + ('+ b )(v2).

Für alle v 2 V und a 2 K gilt außerdem

('+ b )(av) = '(av) + b (av) = a'(v) + ab (v) = a('+ b )(v).

Also ist '+b 2 HomK(V,W ) und HomK(V,W ) ist ein Unterraum von Abb(V,W ).
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L2.5.7 Lösung. In der Praxis ist es ganz einfach, auch wenn es im Beweis von Lemma 2.5.6
kompliziert scheint, eine entsprechende Linearform zu finden. Der zweite Eintrag

des Vektors v =

0

@
0
3
2

1

A 2 (F3
7)

⇤ ist 3 6= 0. Daher hat Projektion auf die zweite

Koordinate, also die Linearform ↵ : F3
7 ! F7 mit

↵

0

@
x1

x2

x3

1

A = x2,

die Eigenschaft ↵(v) = 3 6= 0.

L2.5.15 Lösung. Zur Basis

v1 =

0

@
1
0
1

1

A , v2 =

0

@
0
�1
4

1

A , v3 =

0

@
0
0
1

1

A 2 R3

wollen wir die Dualbasis v
⇤
1, v

⇤
2, v

⇤
3 durch die Zeilenvektoren E(v⇤1), E(v⇤2), E(v⇤3)

beschreiben. Wir verwenden das Verfahren aus 2.5.13. Dazu bilden wir die Matrix

A =

0

@
1 0 0
0 �1 0
1 4 1

1

A

mit den Spalten v1, v2, v3 und berechnen die inverse Matrix A
�1 mit dem bekannten

Verfahren aus [MG, 4.5.6]. Wir schreiben
0

@
1 0 0 1 0 0
0 �1 0 0 1 0
1 4 1 0 0 1

1

A

und ziehen die erste von der dritten Zeile ab:
0

@
1 0 0 1 0 0
0 �1 0 0 1 0
0 4 1 �1 0 1

1

A .

Dann addieren wir 4 mal die zweite zur letzten Zeile und erhalten
0

@
1 0 0 1 0 0
0 �1 0 0 1 0
0 0 1 �1 4 1

1

A .
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Schließlich multiplizieren wir die zweite Zeile mit �1 und haben die Inverse be-
stimmt:

A
�1 =

0

@
1 0 0
0 �1 0
�1 4 1

1

A .

Die Bilder der Dualbasis E(v⇤1), E(v⇤2), E(v⇤3) sind nun genau die Zeilen der Matrix
A

�1; also

E(v⇤1) = (1, 0, 0), E(v⇤2) = (0,�1, 0), E(v⇤3) = (�1, 4, 1).

L2.6.5 Lösung. Für z, w 2 C⇥ schreiben wir z ^ w, wenn es eine reelle Zahl r 2 R⇥ mit
rz = w gibt. Dies definiert eine Äquivalenzrelation:

reflexiv: Sei z 2 C⇥. Für die reelle Zahl r = 1 gilt 1 · z = z und damit z ^ z.

symmetrisch: Seien z, w 2 C⇥ mit z ^ w. Es gibt also eine Zahl r 2 R⇥ mit rz = w.
Da r 6= 0 gilt, besitzt r ein multiplikatives Inverses r�1. Es gilt z = r

�1
w und damit

w ^ z.

symmetrisch: Seien z, w, s 2 C⇥ mit z ^ w und w ^ s gegeben. Es gibt also reelle
Zahlen r1, r2 2 R⇥ mit r1z = w und r2w = s. Es gilt also auch r2r1z = r2w = s

Da R⇥ eine Gruppe bzgl. Multiplikation ist (siehe 1.1.10), gilt r = r2r1 2 R⇥ und
damit z ^ s.

L2.6.9 Lösung. Sei V ein K-Vektorraum und sei U ✓ V ein Unterraum. Für x, y 2 V

schreiben wir x ⇠U y, wenn x � y in U liegt. Wir zeigen nun, dass dies eine
Äquivalenzrelation ist.

reflexiv: Der Nullvektor 0 liegt in U . Für alle x 2 V gilt 0 = x � x und somit
x ⇠U x.

symmetrisch: Seien x, y 2 V mit x ⇠U y gegeben. Es gilt damit x� y = u 2 U . Da
U ein Unterraum ist, liegt auch �u 2 U . Das heißt, y � x = �u 2 U und damit
gilt y ⇠U x.

transitiv: Seien x, y, z 2 V mit x ⇠U y und y ⇠U z gegeben. Es gilt also x�y = u 2 U

und y � z = u
0 2 U . Dann gilt auch

x� z = x� y + y � z = u+ u
0 2 U,

denn U ist ein Unterraum und damit unter Addition abgeschlossen.
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Was sind die Äquivalenzklassen dieser Äquivalenzrelation? Es gilt

[x]⇠U = {x+ u | u 2 U} = x+ U.

Die Äquivalenzklasse von x ist also genau der affine Unterraum zu U durch den
Punkt x; siehe 2.4.2.
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Symbolverzeichnis

0: Nullelement, 16
11n: Partition (1, . . . , 1) von n, 388

A: komplexe Konjugation der Matrix
A, 202

a
�1: das Inverse zu a, 19

a
�1: inverses Element zu a, 8

a | b: a teilt b, 27
Abb(X, Y ): Abbildungen X ! Y ,

xiii
Aij: Löschen der i-ten Zeile und j-ten

Spalte von A, 271
↵(�): algebraische Vielfachheit des

Eigenwertes �, 329
Altn: alternierende Gruppe, 251
A

T : transponierte Matrix zu A, 23

BilK(U): Raum aller Bilinearformen
auf U , 157

�A: charakteristisches Polynom von
A, 326

V
n
V

⇤ : Raum der alternierenden
n-linearen Formen auf V ,
287

�i,j: Kronecker-Symbol, 128
det(A): Determinante von A, 252

Eig
'
(�): Eigenraum von ' zum

Eigenwert �, 317
End(V ): Endomorphismenring von V ,

285

f(x): x eingesetzt in f , 42
'
⇤: duale Abbildung zu ', 131

fK[X]: von f erzeugtes Hauptideal,
51

FS(�): Menge aller Fehlstände von �,
248

�(',�): geometrische Vielfachheit des
Eigenwertes �, 318

GLn(K): allgemeine lineare Gruppe,
10

H'(�): Hauptraum zum Eigenwert �,
408

Herm(V ): Menge der Hermite’schen
Formen auf V ., 200

HomK(V,W ): Menge aller K-linearen
Abb. von V nach W , 126

i: imaginäre Einheit, 59
I' : Verschwindungsideal, 335
Isom(V ): Isometriegruppe, 461

J(�, q): Jordanblock zum Eigenwert �
und zur Partition q, 402

k + nZ: Restklasse von k modulo n,
28

K
⇥: Einheitengruppe von K, 10

K[X]: Polynomring über K, 35

L
(n)
K

(U, V ): Raum aller n-linearen
Abbildungen, 220

507



SYMBOLVERZEICHNIS

MB(�) : Matrixdarstellung der
Bilinearform �, 162

Mm,n(R): Menge der
(m⇥ n)-Matrizen über R,
21

MB(�): Matrixdarstellung der
Hermite’schen Form �, 205

µ': Minimalpolynom von ', 336

N: natürliche Zahlen 1, 2, 3, . . . , xiii
N0: natürliche Zahlen mit 0 , xiii
Ni(A): Nilpotenzindex von A, 375

O(n): orthogonale Gruppe, 465

p(') : Rangpartition von ', 389
P(X): Potenzmenge von X, 91
p
⇤: duale Partition zu p, 386

Q: die rationalen Zahlen, xiii

R: die reellen Zahlen, xiii
Rg(�): Rang der Bilinearform �,

176
R

⇥: Einheiten in R, 19

S
1 : Einheitskreis in C, 60

sgn(�): Signatur von �, 248
SLn(K): spezielle lineare Gruppe,

265
Spur(A): Spur der Matrix A, 23

P
n

i=1 Ii: Summe der Ideale I1, . . . , In,
53

Sym(X): symmetrische Gruppe,
243

Sn: symmetrische Gruppe, 243

Trg(�): Träger einer Permutation �,
246

U(n): unitäre Gruppe, 465
U1 + U2 : Summe der Unterraüme

U1, U2, 104
U1 � U2: direkte Summe von

Unterräumen, 106

V
⇤: Dualraum zu V , 126

v + U : affiner Unterraum zu U durch
v., 115

V/U : Faktorraum von V modulo U ,
116

Z: die ganzen Zahlen, xiii
Z'(v): von v aufgespannter zyklischer

Unterraum, 381
Z/nZ: Restklassenring modulo n,

28
z: Die zu z komplex konjugierte Zahl,

61
|z|: Betrag von z 2 C, 59
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Index

A
abgeschlossen, 13
Abspaltungssatz, 43
Abstand, 442
adjungiert, 454
Adjunkte, 278
affiner Unterraum, 115
ähnliche Matrizen, 265
Ähnlichkeitsklassen, 266
Algebra, 332
algebraisch abgeschlossen, 49
algebraische Vielfachheit, 329, 331
allgemeine lineare Gruppe, 10, 22
alternierend, 259
alternierende

Bilinearform, 195
Gruppe, 251
Matrix, 196
Multilinearform, 287

annullieren, 335
antisymmetrisch, 91
äquivalente Matrizen, 138
Äquivalenzklasse, 136
Äquivalenzrelation, 134
Assoziativgesetz, 7
ausgeartete

Bilinearform, 174
Hermite’sche Form, 202

Auswahlaxiom, 90

B
Basis, 98
Basisergänzungssatz, 99

für Orthonormalbasen, 450
Basiswechsel, 103
Betrag

einer komplexen Zahl, 59
Bilinearform, 157, 220
Blockdiagonalmatrix, 24
Blockdreiecksmatrix, 276

C
Charakterisierungssatz, 259
charakteristisches Polynom

einer Matrix, 326
eines Endomorphismus, 331

Cramer’sche Regel, 282

D
Darstellungsmatrix, 101
Determinante, 252

eines Endomorphismus, 286
diagonalisierbar, 320
Diagonalmatrix, 256
Diagramm

einer Partition, 386
direkte Summe, 106
Diskriminante, 64
Distributivgesetze, 15
Division mit Rest

ganzer Zahlen, 27
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Polynome, 39
Drehmatrix, 466
Dreiecksmatrix, 257
Dualbasis, 129
Duale Abbildung, 131
duale Partition, 386
Dualraum, 126

E
Eigenraum, 317

verallgemeinerter, 407
Eigenvektor, 315
Eigenwert, 315
Einheit, 19
Einheitengruppe, 19
Einheitskreis, 60
Einheitsmatrix, 22
Einheitswurzel, 374
Einschränkung

von Bilinearformen, 160
Einselement, 16
Einsetzen

in Polynome, 42, 332
Eintrag

einer Matrix, 21
endlich-dimensional, 100
Endomorphismus, 285
Entwicklungssatz von Laplace, 273
Euklidischer Algorithmus, 33
Euklidischer Vektorraum, 435

kanonisch, 436

F
Faktorabbildung, 119
Faktorraum, 117
Faserrelation, 135
Fehlstand

einer Permutation, 248
Fibonacci-Folge, 417

Filtrierung, 379
Fixpunkt, 246

G
geometrische Vielfachheit, 318
geordnete Basis, 100
goldener Schnitt, 418
Google-Matrix, 352
Grad eines Polynoms, 36
Gram-Schmidt-Verfahren, 451
größter gemeinsamer Teiler

von Polynomen, 53
Gruppe, 7

abelsche, 9
Gruppenaxiome, 7
Gruppenmultiplikation, 7
Gruppenverknüpfung, 7

H
Hauptachsentransformation, 488
Hauptideal, 51
Hauptminorenkriterium, 437
Hauptraum, 408
Hermite’sche Form, 200
Hermite’sche Kongruenz, 207
Hermite’sche Matrix, 204
Homomorphismus, 126

I
Ideal, 51
imaginäre Einheit, 59
Imaginärteil, 59
indefinite

reelle symmetrische Bilinearform,
187

induzierte Ordnung, 92
invarianter Unterraum, 311
inverses Element, 7, 8
invertierbar, 19
Isometrie, 461
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Isometriegruppe, 464
Isomorphismus, 101

kanonisch, 127

J
Jordanblock, 402
Jordankästchen, 402
Jordan’sche Normalform, 402, 403

K
kanonische Projektion, 119
Kette, 92
Klassifikation

Hermite’scher Formen, 216
reeller symmetrischer

Bilinearformen, 194
kommutatives Diagramm, 124
Kommutativgesetz, 9
Komplement, 109
komplementär, 109
komplexe Konjugation, 61
Kongruenz

von Bilinearformen, 167
von Hermite’schen Formen, 208
von Matrizen, 137

Kongruenzklasse
von Matrizen, 137

Koordinatenvektor, 101
Körper, 20

der komplexen Zahlen, 58
Kronecker-Symbol, 128
Kürzungsregeln

in Gruppen, 8

L
Länge eines Vektors, 439
Leitkoeffizient, 36
Linear in jeder Spalte, 259
linear unabhängig, 97
lineare Abbildung, 100

Linearfaktor, 43
Linearform, 126

M
Matrix, 21
Matrixdarstellung, 101

einer Bilinearform, 162
einer Hermite’schen Form, 205

Matrizenmultiplikation, 21
maximales Element, 91
Metrik, 443
Minimalpolynom, 336
Minor, 271
Mitternachtsformel, 66

N
Nebenklasse, 115
negative Definitheit

Hermite’scher Formen, 202
reeller symmetrischer

Bilinearformen, 187
neutrales Element, 7
nicht-negative Matrix, 344
nilpotent, 375
Nilpotenzindex, 375
n-linear, 219
Norm, 439
normaler Endomorphismus, 474
Normalform, 169

Hermite’scher Formen, 214
reeller symmetrischer

Bilinearformen, 192
symmetrischer Bilinearformen

über C, 185
Normalformproblem

für Bilinearformen, 169
normiert, 36
normierter Erzeuger

eines Ideals, 52
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Nullelement, 16
Nullmatrix, 21
Nullring, 17
Nullstelle

eine Polynoms, 43
Nullvektor, 95

O
obere Schranke, 91
Orientierung, 254
orthogonal, 447
orthogonale

Abbildung, 461
Gruppe, 464, 468
Matrix, 465
Vektoren, 445

orthogonales Komplement, 445
Orthonormalbasis, 448
Orthonormalsystem, 447

P
Parallelenschar, 114
Parallelepiped, 256
partielle Ordnung, 90
Partition, 385
Permutation, 244
Permutationsmatrix, 469
Polarisationsformel, 180
Polynom, 35

konstantes, 36
Polynomdivision mit Rest, 40
Polynomfunktion, 42
positive Definitheit

Hermite’scher Formen, 202
reeller symmetrische

Bilinearformen, 187
positive Matrix, 344
Potenzmenge, 91
Primzahl, 31

Q
quadratische Form, 181
Quadratwurzel, 64
Quotient, 27, 40

R
Rang

einer Bilinearform, 176
Rangpartition, 389
Realteil, 59

einer Hermite’schen Form, 210
reflexiv, 91
Regel von Sarrus, 254
reguläre

Bilinearform, 174
Hermite’sche Form, 201

Rest, 27, 40
Restklasse, 28
Restklassenring, 30
Restriktion der Skalare, 209
Ring, 15

kommutativer, 16
unitärer, 16

Russell’sches Paradoxon, 89

S
Satz

vom Faktorraum, 117
vom Komplement, 110
vom orthogonalen Komplement,

446
von Cayley-Hamilton, 339
von den Restklassen, 28
von der nilpotenten Normalform,

394
von der Signatur, 249

schiefsymmetrisch
Bilinearform, 195
Matrix, 196
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selbstadjungiert, 474
Signatur

einer Hermite’schen Form, 213
einer Permutation, 248
einer reellen symmetrischen

Bilinearform, 189
Skalarprodukt, 187, 435
Spektralsatz

für normale Endomorphismen,
475, 476

für selbstadjungierte
Endomorphismen, 481

für unitäre Abbildungen, 477
spezielle lineare Gruppe, 265
Spiegelungsmatrix, 467
Spur

einer Matrix, 23
Standardbasis, 102
Standardskalarprodukt, 188, 436
stochastische Matrix, 344
Stufe, 376

verallgemeinerter Eigenraum,
407

Summe
von Idealen, 53
von Unterräumen, 104

symmetrisch
Bilinearform, 178
Matrix, 178

symmetrische Gruppe, 243

T
Teiler, 27

im Polynomring, 41
teilerfremd, 54
Tensorprodukt, 159
Totalordnung, 91
Träger

einer Permutation, 246

Trägheitssatz
für Hermite’sche Formen, 212
für symmetrische Bilinearformen,

189
Transformationsformel

für Bilinearformen, 164
für Endomorphismen, 286
für Hermite’sche Formen, 206

Transformationsmatrix, 102
transitiv, 91
transponieren, 23
Transposition, 247
Typ

einer Hermite’schen Form, 213
einer reellen symmetrischen

Bilinearform, 189

U
Übergangsmatrix, 350
Unbestimmte, 35
unendlich-dimensional, 100
unitär

Abbildung, 461
Gruppe, 464, 468
Matrix, 465
Vektorraum, 435

unitärer Vektoraum
kanonischer, 436

Untergruppe, 12
Unterkörper, 20
Unterring, 17

V
Vektorraum, 95
Verschwindungsideal, 335
Vertreter

einer Restklasse, 29
Vielfachheit, 44
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W
wohldefiniert, 30, 123

Z
zerfällt in Linearfaktoren, 47
Zerlegung in invariante Unterräume,

313
Zufallssurfer-Modell, 349
zurückziehen

einer Bilinearform, 173
zyklischer Unterraum, 381

514



©���� FernUniversität in Hagen


	01143_deckblatt_neu.pdf
	Copyright-Vorlage.pdf
	leseprobe-01143_oT_neu-Kionke.pdf
	Einleitung und Studierhinweise
	Einleitung
	Allgemeine Studierhinweise
	Notation
	Auszug aus dem griechischen Alphabet

	Grundbegriffe der Algebra
	Studierhinweise
	Gruppen
	Ringe und Körper
	Definition und Beispiele
	Einheiten
	Matrizen über Ringen

	Restklassenringe und endliche Körper
	Polynomringe
	Rechnen im Polynomring
	Division im Polynomring
	Nullstellen
	Ideale

	Der Körper der komplexen Zahlen
	Konstruktion der komplexen Zahlen
	Rechnen mit komplexen Zahlen
	Der Fundamentalsatz der Algebra

	Lösungen der Aufgaben in Kurseinheit 1

	Konzepte der Linearen Algebra
	Studierhinweise
	Vorwort zur Mengenlehre: das Auswahlaxiom
	Rückblick und Ergänzungen: Vektorräume und Basen
	Vektorräume
	Basen
	Lineare Abbildungen

	Direkte Summe von Vektorräumen
	Definition und Eigenschaften
	Komplemente

	Faktorräume
	Konstruktion des Faktorraumes
	Die Dimension des Faktorraumes
	Der Homomorphiesatz

	Der Dualraum
	Dualraum und Dualbasen
	Duale Abbildungen

	Hilfsmittel: Äquivalenzrelationen
	Definition und Beispiele
	Beispiel: Äquivalente Matrizen

	Lösungen der Aufgaben in Kurseinheit 2

	Bilinearformen und Hermite'sche Formen
	Studierhinweise
	Bilinearformen
	Definition und Beispiele
	Matrixdarstellung
	Kongruenz von Bilinearformen
	Einsetzen
	Reguläre und ausgeartete Formen

	Symmetrische Bilinearformen
	Definition und Beispiele
	Diagonalisierungssatz
	Reelle symmetrische Bilinearformen

	Alternierende Bilinearformen
	Hermite'sche Formen
	Definition und Beispiele
	Matrixdarstellung
	Komplex wird reell
	Klassifikation

	Multilineare Abbildungen
	Lösungen der Aufgaben in Kurseinheit 3

	Determinanten
	Studierhinweise
	Die symmetrischen Gruppen
	Definition
	Rechnen mit Permutationen
	Die Signaturabbildung

	Die Determinante von Matrizen
	Definition
	Charakterisierungssatz
	Multiplikationssatz
	Matrizen über Körpern

	Minoren und die Adjunkte
	Minoren
	Entwicklungssatz
	Adjunktensatz

	Determinanten von Endomorphismen
	Endomorphismen
	Alternierende Multilinearformen
	Determinanten ohne Matrizen

	Lösungen der Aufgaben in Kurseinheit 4

	Eigenwerte und Eigenvektoren
	Studierhinweise
	Das Normalformproblem
	Was ist das Normalformproblem?
	Invariante Unterräume

	Eigenwerte, Eigenvektoren und Diagonalisierbarkeit
	Eigenwerte und Eigenvektoren
	Diagonalisierbarkeit

	Charakteristisches Polynom und Minimalpolynom
	Charakteristisches Polynom
	Minimalpolynom
	Der Satz von Cayley-Hamilton

	Stochastische Matrizen und Anwendungen
	Stochastische Matrizen
	Google PageRank

	Lösungen der Aufgaben in Kurseinheit 5

	Die Jordan'sche Normalform
	Studierhinweise
	Invariante Unterräume
	Zerlegung durch das Minimalpolynom
	Diagonalisierbarkeit

	Nilpotente Endomorphismen
	Definition und Charakterisierung
	Zyklische Unterräume
	Einschub: Partitionen
	Normalform

	Die Jordan'sche Normalform
	Was ist die Jordan'sche Normalform?
	Beweis des Hauptsatzes
	Berechnung der Jordan'schen Normalform
	Anwendungen

	Lösungen der Aufgaben in Kurseinheit 6

	Euklidische und unitäre Vektorräume
	Studierhinweise
	Skalarprodukt und Norm
	Definition und Beispiele
	Die Norm

	Orthogonalität
	Orthogonale Vektoren
	Orthonormalbasen
	Das Verfahren von Gram-Schmidt

	Adjungierte Abbildungen
	Definition und Existenzsatz
	Matrixdarstellung

	Orthogonale und unitäre Abbildungen
	Isometrien
	Orthogonale und unitäre Matrizen
	Matrixdarstellung von Isometrien

	Spektralsätze
	Normale Endomorphismen
	Unitäre Endomorphismen
	Selbstadjungierte Endomorphismen

	Lösungen der Aufgaben in Kurseinheit 7

	Literaturverzeichnis
	Symbolverzeichnis
	Index




