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Liebe Studentin, lieber Student,

wir begriiien Sie herzlich als Teilnehmer des Kurses Analysis und wiinschen

Ihnen guten Erfolg bei der Bearbeitung.

Es handelt es sich um einen Ausbau des Kurses Mathematische Grundlagen!,
den die meisten von Thnen in einem vorausgegangenen Semester bearbeitet ha-
ben, und zwar um einen Ausbau der Kurseinheiten 4 bis 6 und des ersten Teiles
von Kurseinheit 7, die sich auf die Analysis beziehen. Deren Inhalte werden dem
Wesen nach als bekannt vorausgesetzt. Mit ,,dem Wesen nach® ist gemeint, dass
Teilnehmer, die die entsprechenden Kenntnisse auf andere Weise erworben haben,
keine Nachteile befiirchten miissen. In zusammenfassenden Riickblicken wird an

das Gelernte erinnert, der Text von MG muss zum Verstdndnis nicht vorliegen.

Inhalt des Kurses Analysis
Im Kurs MG werden (u. a.) die Themen Reelle Zahlen, Stetigkeit, Differenziati-

on und Integration von reellen Funktionen einer Verdnderlichen behandelt. Hier
werden nun Funktionen mehrerer Verédnderlicher einbezogen. Im FEinzelnen sind

fiir die sieben Kurseinheiten folgende Inhalte vorgesehen:

81 R"™ als normierter Raum

1.0 Einfiithrung

1.1 Riickblick und Ergédnzungen: Reelle Zahlen
1.2 Riickblick und Ergidnzungen: Konvergenz
1.3 R” als reeller Vektorraum

1.4 R" als normierter Raum

1.5 Konvergenz in R"

§2 Stetige Funktionen
2.0 Einfithrung

2.1 Riickblick und Ergidnzungen: Stetigkeit
2.2 Allgemeines iiber Funktionen von R" nach R™

2.3  Stetigkeit. Lokale Eigenschaften

Im Folgenden zitieren wir diesen Kurs als MG.
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2.4  Stetige Funktionen auf zusammenhédngenden Mengen
2.5 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen

2.6 Punktweise und gleichméflige Konvergenz von Funktionenfolgen

§3 Differenzierbare Funktionen (1. Teil)
3.0 Einfiihrung

3.1 Riickblick und Ergénzungen: Grenzwerte reeller Funktionen
3.2 Grenzwerte von Funktionen auf normierten Rdumen

3.3 Riickblick und Ergidnzungen: Differenzierbarkeit in R

3.4 Riickblick und Ergénzungen: Der Raum Hom(R", R™)

3.5 Differenzierbare Funktionen

3.6 Partielle Ableitungen. Richtungsableitungen

§4 Differenzierbare Funktionen (2. Teil)
4.0 Einfithrung

4.1 Der Umkehrsatz

4.2 Implizit definierte Funktionen

4.3 Riickblick und Ergénzungen: Ableitungen hoherer Ordnung
4.4 Ableitungen héherer Ordnung

4.5 Extrema

85 Integration
5.0 Einfiihrung

5.1 Riickblick und Ergédnzungen:

Das Riemannintegral auf Intervallen des R*
5.2 Uneigentliche Integrale
5.3 Parameterintegrale
5.4 Fourierreihen

5.5 Der Weierstrafische Approximationssatz

86 Kurven
6.0 Einfiihrung

—11 —
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6.1 Der Kurvenbegriff
6.2 Lange einer Kurve
6.3 Kurvenintegrale

6.4 Stammfunktionen

6.5 Fliachen— und Volumenberechnungen

87 Gewohnliche Differenzialgleichungen
7.0 Einfithrung

7.1 Der Begriff der Differenzialgleichung
7.2 Die Differenzialgleichung v’ = g(z)h(y)

7.3 Die Differenzialgleichung 3’ = f @aﬁ%fﬂ

7.4 Die exakte Differenzialgleichung
7.5 Ein Existenz— und Eindeutigkeitssatz

7.6 Die linearen Differenzialgleichungssysteme

Literatur

(Eine kleine Auswahl aus dem sehr grofien Angebot an Analysisbiichern.)

1. Amann, H. und J. Escher: Analysis 1.
Birkh#user Verlag, Basel, 3. Aufl., 2006

2. Barner, M. und F. Flohr: Analysis.
de Gruyter, Berlin—-New York
Band I: 5., durchges. und erw. Aufl., 2000,
Band II: 3., durchges. Aufl., 1995

3. Endl, K. und W. Luh: Analysis.
Eine integrierte Darstellung. Aula—Verlag, Wiesbaden
Band 2: 8. Aufl., 1994

4. Forster, O.: Analysis.
Vieweg + Teubner in GWV Fachverlage GmbH, Wiesbaden
Band 1 (Differential- und Integralrechnung einer Verdnderlichen): 9., iiberarb.
Aufl., 2008,
Band 2 (Differentialrechnung im R™, gewohnliche Differentialgleichungen): 8., ak-
tualis. Aufl., 2007

— 11 -
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5. Heuser, H.: Lehrbuch der Analysis.
Vieweg 4+ Teubner in GWV Fachverlage GmbH, Wiesbaden
Teil 1: 16., durchges. Aufl., 2006

6. Kaballo, W.: Einfihrung in die Analysis.
Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg — Berlin — Oxford
Band I: 2. Aufl., 2000,
Band II: 1997

7. Konigsberger, K.: Analysis.
Springer—Verlag, Berlin — Heidelberg — New York
Band 1: 6., durchges. Aufl., 2003,
Band 2: 3., iiberarb. Aufl., 2000

8. Lang, S.: Undergraduate Analysis.
Springer—Verlag, New York — Berlin — Heidelberg
Second Edidion. 4., corr. Printing, 2005

9. Walter, W.: Analysis.
Springer—Verlag, Berlin — Heidelberg — New York — Tokyo
Band 1: 7. Aufl., 2004,
Band 2: 5., erw. Aufl., 2002

Die meisten dieser Lehrbiicher enthalten auch Abschnitte iiber Differenzialglei-
chungen, doch sollen hier noch zwei einschlagige Werke (aus der groBen Auswahl)

aufgefiihrt werden:

10. Braun, M.: Differentialgleichungen und ihre Anwendungen.
Springer—Verlag, Berlin — Heidelberg — New York, 3. Aufl.; 1994

11. Heuser, H.: Gewdhnliche Differentialgleichungen.
Einfiihrung in Lehre und Gebrauch.
Vieweg + Teubner in GWV Fachverlage GmbH, Wiesbaden,
5., durchges. Aufl., 2006

Tafelwerk:

12. Gradstein, I. S., Ryshik, I. M.: Summen—, Produkt— und Integraltafeln.
Dtsch.—engl. Text nach der 5. von J. Geronimus und M. Zeitlin bearb. russ. Aufl.,
iibersetzt von L. Boll. (2 Bénde, 1181 Seiten)

Verlag Harri Deutsch, Frankfurt a. M., 1981

—iv -
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Einige Hinweise zum Aufbau der Studienbriefe
Jede Kurseinheit von Analysis besteht aus den folgenden Elementen:

1. Studierhinweise (gelbes Papier)

Darin wird Thnen die Gliederung des Studienbriefes anhand einer Grafik verdeut-
licht. Aus ihr geht hervor, welche Themen aus den ,, Mathematischen Grundlagen*
(MG) wiederholt und welche zusétzlich eingebracht werden. In den Zielelemen-
ten werden die Lerninhalte der einzelnen Abschnitte schlagwortartig beschrieben
und zugleich der Aufbau der mathematischen Begriffsbildungen schematisch sicht-
bar gemacht. Ferner werden die Lernziele genannt, und im Selbstkontrollelement
(meist eine einfache Aufgabe) wird versucht, Thnen dabei behilflich zu sein, das

Erreichen der Lernziele zu kontrollieren.

2. Lehrtext (weifles Papier)

Der Lehrtext besteht pro Kurseinheit aus einem Paragrafen, der in Abschnitte
unterteilt ist. (Z. B.ist §1in 1.0, 1.1, ..., 1.5 unterteilt.) Innerhalb der Abschnit-
te sind Definitionen, Sétze, Folgerungen, Bemerkungen usw. durchnummeriert.
(Z. B. innerhalb des Abschnitts 1.2 mit den Nummern 1.2.1 bis 1.2.26.) Die De-
finitionen und Sétze sind zudem meist noch mit einem Schlagwort (gelegentlich
mit einem Namen) versehen, das auf den Inhalt verweist. Am Ende eines jeden
Abschnitts finden Sie einige Ubungsaufgaben (z. B. U 1.3.1 bis U 1.3.4 am Ende

des Abschnitts 1.3), die Sie zur Selbstkontrolle zu l6sen versuchen sollten.

3. Losungen (blaues Papier)
In diesem Teil der Kurseinheit sind Losungen zu den Ubungsaufgaben, die am
Ende der Abschnitte angefiigt sind, zusammengestellt. Sie tragen die Nummer

der jeweiligen Aufgabe.

4. Glossar (rosa Papier)
Hier finden Sie die wesentlichen Inhalte noch einmal in knapper Form zusammen-

gestellt.

Ein Hinweis zur Studiertechnik

Dariiber haben Sie in MG ausfiihrlich gelesen, trotzdem hier noch einmal die ,,gu-
ten Ratschlage”: Die Erfahrung hat gezeigt, dass nur passives Zurkenntnisnehmen
(,Lesen“) mathematischer Texte sehr rasch zum Scheitern fiihrt. Es mag sinnvoll
sein, einen Abschnitt zunéchst einmal rasch durchzugehen unter Auslassung der
Beweise (deren Ende durch das Zeichen O markiert ist), um einen ersten Uber-
blick zu gewinnen. Es ist aber dann unerlésslich, dass Sie sich in einem zweiten

Durchgang den Stoff aktiv mit Papier und Bleistift erarbeiten, indem sie je-
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den Schritt — in der Regel schriftlich — nachvollziehen. Dariiber hinaus sollten Sie
versuchen, sich zu jeder Definition und zu jedem Satz eigene Beispiele auszu-
denken und aufzuschreiben, zusétzlich zu den Beispielen aus dem Lehrtext, die

Sie natiirlich besonders sorgfiltig anschauen werden.

Der Ubungsaufgaben am Ende eines jeden Abschnittes sollten Sie sich sehr
ernsthaft annehmen und IThre Losungsversuche schriftlich fixieren, bevor Sie
den blauen Teil, sei es als Losungshilfe, sei es zur Kontrolle Threr Loésung, in
Anspruch nehmen. Sie kénnen auf diese Art Hinweise erhalten, wieweit Sie die

Lernziele erreicht haben.

Auch an den Einsendeaufgaben sollten Sie sich, wenn irgend méglich, beteiligen.
Hier sind Sie gezwungen, einem AuBenstehenden Thre Uberlegungen in schrift-
licher Form mitzuteilen. Lassen Sie diese Moglichkeit zur Fremdkontrolle Thres

Lernerfolges nicht ungenutzt!

Die Beschiftigung mit Mathematik erfordert die Fahigkeit, sich klar und unmiss-
verstdndlich auszudriicken, und die wird durch schriftliche (und damit jederzeit
nachpriifbare) Formulierung von Sachverhalten besonders geschult. Daneben ist es
aber auch wichtig, die Fahigkeit zu iiben, mathematische Sachverhalte miindlich
mitzuteilen und dariiber in Rede und Gegenrede, in Frage und Antwort zu kom-
munizieren. Die Moglichkeit hierzu bietet sich Ihnen im Studienzentrum, wo Sie
mit Mentoren und anderen Studenten in regelméfligen Beratungsstunden Fragen

zum Kurs besprechen konnen.

Das griechische Alphabet

Sie haben es in MG klar gesehen: Fiir den Mathematiker reichen die 2 x 26 Buch-
staben (grof und klein) des lateinischen Alphabets als ,,Variable beim besten
Willen nicht aus! Auflerdem liest sich ein mathematischer Text viel besser, wenn
man verschiedenartige mathematische Objekte mit verschiedenartigen Buchsta-
bentypen bezeichnet. Im Druck ist es einfach, schrdge oder fette Buchstaben zu
benutzen, was man handschriftlich schlecht nachmachen kann. Deshalb wird ne-
ben dem lateinischen Alphabet vor allem das griechische verwendet. (Friiher griff
man auch hiufig auf das deutsche Alphabet zuriick.) Nachstehend finden Sie eine

Zusammenstellung:

Das griechische Alphabet:

A «a Alpha E ¢ Epsilon
B [ Beta Z Zeta

I' v Gamma H 7 Eta

A 6 Delta © 60,9 Theta

—vi —
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I ¢ Jota P p,0 Rho?

K rk Kappa Y o,¢ Sigma
A X Lambda T 1 Tau

M u My T v Ypsilon
N v Ny ® ¢, Phi?

= & Xi X x Chi

O o Omikron v ¢ Psi

I = Pi Q w Omega

Gelegentlich verwenden wir andere Schrifttypen, z. B. Skriptbuchstaben wie A, B,
C,D,... (lies: Skript—A, Skript-B, ...), aber in vielen Fillen ist es giinstiger, fiir
neue ,, Variablen“ keine neuen Buchstaben oder Buchstabentypen einzufiihren,
sondern denselben Buchstaben zu indizieren oder zu markieren, z. B. im Fall des

Buchstabens z :

X0, T1, T, . .. (lies: = null, x eins, x zwei, ...)

A (lies: « Strich, x Zweistrich, x Dreistrich)
z (lies: = quer)

T (lies: & Schlange oder z Tilde)

T (lies: © Dach oder = Hut)

z* (lies: x Stern)

x (lies: = unten quer)

z (lies: = Pfeil)

USW.

Die festen Bezeichnungen R, Q,N,Z,C fiir die reellen, rationalen, natiirlichen,
ganzen, komplexen Zahlen® kennen Sie aus MG; wir verwenden sie natiirlich

auch.

Und nun kann es losgehen. Noch einmal wiinschen wir Thnen viel Erfolg!

Thr Kursteam

2Schreiben Sie in Thren Aufzeichnungen das kleine Rho stets als o, das kleine Phi als ¢.
3Schreiben Sie in Thren Aufzeichnungen einfach IR, @, IN, Z, @, also R, Q, N, Z, C mit einem

zusétzlichen senkrechten bzw. schrégen Strich.

—vVvi —
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Studierhinweise zu Kurseinheit 1

Diese Kurseinheit dient der Einfiihrung des Raumes R™ und einiger seiner Struk-
turen. Wer den Kurs Mathematische Grundlagen (M G) noch gut im Gedécht-
nis hat, wird die ersten beiden Abschnitte im Wesentlichen iibergehen koénnen,
doch lohnt sich zumindest ein Uberfliegen, um durch die Art, wie der Riickblick
aufbereitet ist, auf das Folgende vorbereitet zu werden und auch die hie und da

eingefiigten Ergénzungen des fritheren Stoffes nicht zu verpassen.

Vom dritten Abschnitt an werden eine ganze Reihe von Begriffsbildungen vorge-
stellt, denen sich der R™ als wichtiges Beispiel unterordnet oder die fiir den R"
eine wichtige Bedeutung haben: reeller Vektorraum, normierter Raum, Umgebung
eines Punktes; besonders wichtig der Konvergenzbegriff und der Vollstandigkeits-
begriff (Abschnitt 5).

Abgesehen davon, dass es sich bei den neuen Begriffen um genaue Analogien
zu schon Bekanntem aus MG handelt, besitzen die meisten eine anschaulich—
geometrische Deutung, sodass Sie mit ihnen bald sicher werden umgehen kénnen,
insbesondere wenn Sie in anschlieBenden Kurseinheiten 6fter mit ihnen zu arbeiten

haben. Auch hier gilt: Sprachen lernt man durch Gebrauch.

— Vil —
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Struktur der Kurseinheit 1:

Riickblick auf MG

Der Korper

(R7+’ )

(R, <)

linear geordneter Korper

Ergidnzungen zu MG

und neue Inhalte

geordnete Menge,
geordneter Korper

[13] R

Menge der senkrecht
angeordneten n—Tupel

Ungleichungen, Betrag

Cauchy—Schwarzsche,

beschrankte...

Mengen, Funktionen,
Folgen

Minkowskische
Ungleichung

Veranschaulichung

von Addition, Multipli-
kation mit Skalaren

reeller

Vektorraum X

Raume

v

B(M,R) und B(N,R)

Norm || ||

normierter Raum (X, || ||)

Supremum, Infimum

T

Supremumnorm

L] Re

als normierter Raum

Intervalle

erweiterte

_ Zahlengerade
R=RU{—o0}U{co}

Abstand,
e-Umgebung

Umgebung von @ € R

konvergente Folge,

Grenzwert

l

Umgebungen
von oo und —oo,
best. divergente Folgen

Skalarprodukt,

euklidische Norm

Abstand,

e—Umgebung,
Umgebung in (X, || [|)

'

in (X, 111)

konvergente Folge,
Grenzwert

eno—Kriterium,
Monotoniekriterium,
Cauchykriterium

T

Cauchyfolge in R

Cauchyfolge,

vollst. normierter Raum

e—no—Kriterium

l

Cauchykriterium in R™

Satz von

Bolzano—Weierstraf3

l

l

vollsténdiger

normierter Raum R”

Aquivalenz der

Normen auf R™

—ix -
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Zielelement 1.1

Lerninhalte: Riickblick und Ergénzungen: Reelle Zahlen

|K6rpereigensehaften I—>| (R, +, ) ist ein Korper

Regeln fiir das Rechnen mit reellen Zahlen
in den vier Grundrechnungsarten

| (linear) geordnete Menge I
Vertraglichkeit der Ordnung mit (R, <) ist ein
Addition und Multiplikation linear geordneter Korper

l

Regeln iiber das ,,Rechnen*
mit Ungleichungen

l

Ungleichungen von
Cauchy—Schwarz
und Minkowski

Betrag einer reellen Zahl,
Eigenschaften des Betrages

nach oben/unten
beschréinkte Menge

1

Supremum /Infimum,
Eindeutigkeit und Existenz

Beispiel: Intervalle I

erweiterte Zahlengerade
R=RU{-00,00}

Raum Abb(M,R) reeller Funktionen,
Raum B(M) beschrankter Funktionen

Supremumnorm auf B(M)

Lernziele:

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Thnen diese Inhalte aus dem Kurs
MG (Kapitel 11) wieder geldufig sein.

Selbstkontrollelement 1.1

»,Sehen* Sie, dass die Menge {2" | n € N} nicht nach oben beschrénkt ist? —

Konnen Sie einen Beweis angeben?
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Zielelement 1.2

Lerninhalte: Riickblick und Ergdnzungen: Konvergenz

| Abstand I
|
|67Umgebung, Umgebung
v
FEigenschaften von Umgebungen,
Hausdorffeigenschaft

Raum ¢ (C ¢*°) der konvergenten Regeln fiir das Rechnen mit konver-
Folgen, Grenzwert genten Folgen und ihrem Grenzwert

Kriterien fiir die Konvergenz
einer reellen Folge

notwendig Konvergenz von
Teilfolgen

hinreichend

I Monotoniekriterium I

notwendig+hinreichend e-no—Kriterium,
Cauchykriterium
Hilfsmittel: i
Je nach Eigenschaft der Folge f | existieren besondere Teilfolgen
- i 1.2.17 f besitzt eine monotone
| f beliebige reelle Folge | Teilfolge
- W 1.2.17 f besitzt eine konvergente
| f beschrankt | Teilfolge
| f konvergent I 1.2.12 IJede Teilfolge ist konvergent I

Lernziele:

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie in der Lage sein, den Begriff der
Umgebung mit dem der e-Umgebung in Verbindung zu bringen.

Im Ubrigen sollten Thnen die Inhalte aus dem Kurs MG (Kapitel 12) wieder

gelaufig sein.

—xi —
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Selbstkontrollelement 1.2
Konnen Sie einige Bedingungen (notwendig und/oder hinreichend) dafiir nennen,

dass eine Folge keine Cauchyfolge ist?

—xi —
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Zielelement 1.3

Lerninhalte: R” als reeller Vektorraum

R™, die Menge der senkrecht
angeordneten n—Tupel reeller
Zahlen

Veranschaulichung der Elemente
als Punkte, Ortsvektoren, freie

Vektoren
!

Addition und skalare
Multiplikation, Subtraktion

Veranschaulichung im
Parallelogramm der Kréfte
bzw. als Streckung

l

reeller Vektorraum

Lernziele:

Beispiel R", weitere Beispiele I

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie in der Lage sein,

— den Raum R” (seine Elemente, die Addition und skalare Multiplikation) zu

beschreiben und im Fall n = 2 und n = 3 geometrisch zu veranschaulichen,

— die allgemeine Struktur des reellen Vektorraums zu beschreiben und R” als

Beispiel zu erkennen.

Selbstkontrollelement 1.3

Sei X ein reeller Vektorraum, und sei () # U C X. Ist Thnen klar, dass U genau
dann ein Unterraum von X ist (vgl. MG, Abschnitt 6.2), wenn fiir alle a, 3 € R
und fiir alle =,y € U der Vektor ax + By in U liegt?

—xiil —
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Zielelement 1.4

Lerninhalte: R" als normierter Raum

X reeller Vektorraum:
Norm auf X,
normierter Raum,
induzierter Abstand

Normen auf R",
weitere Beispiele
normierter Rdume

Skalarprodukt auf R", euklidische Norm auf R",

orthogonale Vektoren Satz des Pythagoras

Lernziele:

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie in der Lage sein,

— den Begriff ,normierter (reeller Vektor—)Raum* zu definieren und an Bei-

spielen, insbesondere am Beispiel R", zu erldutern,
— den von einer Norm induzierten Abstand zu definieren,

— das Skalarprodukt auf R™ mit der euklidischen Norm auf R™ in Zusammen-

hang zu bringen.

Selbstkontrollelement 1.4

Sei (X, || ||) ein normierter Raum, d der von || || induzierte Abstand. ,,Sehen® Sie,
dass d , translationsinvariant“ ist, d. h. d(x+a,y+a) = d(z,y) fur alle x,y,a € X
erfiillt?

—xXiv —
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Zielelement 1.5

Lerninhalte: Konvergenz in R"

Lernziele:

(X, | II) normierter Raum:
e-Umgebung, Umgebung

Hausdorffsche

Trennungseigenschaft

|konvergente Folge, Grenzwert

| e-no—Kriterium

|_,

| Konvergenz in R"

1

Eigenschaften von
Umgebungen

Beispiele von Réumen und
deren Konvergenzbegriff

l—’| Satz von Bolzano-Weierstrafl I

—>| Cauchyfolge

I_,

Cauchykriterium,
vollsténdiger normierter Raum
(Banachraum)

I Aquivalenz der Normen auf R

Eigenschaften von
Cauchyfolgen

Banachraum R",

weitere Beispiele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie in der Lage sein,

tigsten Eigenschaften zu nennen,

ten Raum zu definieren und an Beispielen zu erldutern,

— die Konvergenz von Folgen in (R, || ||) zu charakterisieren,

zu definieren und an Beispielen zu erldutern, insbesondere

die Begriffe ,,c-Umgebung® und ,,Umgebung® zu definieren und ihre wich-

den Begriff der konvergenten Folge und ihres Grenzwertes in einem normier-

den Begriff der Cauchyfolge und den des vollstéindigen normierten Raumes

den Raum R"™ als Beispiel eines vollstindigen normierten Raumes zu sehen,

und Sie sollten wissen, dass die Normen auf R™ in dem Sinne #dquivalent sind,

dass sie alle dieselben Mengen als Umgebungen und denselben Konvergenzbegriff

definieren.

— XV —



Studierhinweise A S 1/16

Selbstkontrollelement 1.5
»Schen“ Sie, dass eine Folge in (R", || ||) mit beliebiger Norm genau dann Cauchy-

folge ist, wenn jede der n Koordinatenfolgen Cauchyfolgen in (R, | |), also im Sinne
von MG, sind?

— XVl —
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Kurseinheit 1

R™ als normierter Raum

1.0 Einfithrung

1.1 Riickblick und Erginzungen: Reelle Zahlen
1.2 Riickblick und Erginzungen: Konvergenz
1.3 R" als reeller Vektorraum

1.4 R"™ als normierter Raum

1.5 Konvergenz in R"

1.0 Einfiihrung

Dieser Kurs baut auf dem Kurs Mathematische Grundlagen (im Folgenden
kurz: MG) auf. Darin haben Sie im Rahmen einer Einfithrung in die Lineare
Algebra und in die Analysis reeller Funktionen erste Kenntnisse, Techniken und
Methoden der hoheren Mathematik kennen gelernt und erste wichtige mathema-
tische Erfahrungen gesammelt. Zwei Kurse, im Wesentlichen unabhingig vonein-
ander zu studieren, der eine mit Schwerpunkt , Lineare Algebra“, der andere mit
Schwerpunkt ,, Analysis®, sollen die Grundlagen vertiefen und ausbauen und bilden

damit die beiden wesentlichen Saulen fiir das Mathematikstudium.

Der vorliegende Kurs ist der Analysis gewidmet, und das Vorgehen ist so angelegt,
dass bestimmte Aspekte aus dem Grundkurs MG im Riickblick in einer Weise
dargestellt werden, dass der anschlieende grofie Schritt beim Ausbau der Theorie

als nahe liegend und als Teil einer generellen Struktur erscheint.
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So werden im ersten Abschnitt noch einmal die algebraische Struktur und die
Ordnungsstruktur des ,linear geordneten Koérpers“ R beleuchtet und gelegent-
lich ergénzt, also die Strukturen, die das Rechnen mit reellen Zahlen und das
Rechnen mit Ungleichungen steuern. Wer den Grundkurs MG sorgfiltig studiert
hat, wird nicht viel Neues finden und den Riickblick rasch durchgehen koénnen.
Der zweite Abschnitt zielt auf die Vollstdndigkeit von R ab. Es wird noch einmal
nachvollzogen, wie iiber ,Betrag® — | Abstand“ — ,, Umgebung* der Begriff
des Grenzwerts entwickelt wird. Im Hinblick auf spéatere Themen wird besonderes
Gewicht auf Kriterien gelegt, die die Existenz eines Grenzwerts garantieren. Da-
bei gewinnt das Cauchysche Konvergenzkriterium besondere Bedeutung, weil es
sich leicht in allgemeineren Situationen formulieren lasst (unabhéngig davon, ob
es dann Giiltigkeit besitzt oder nicht).

Im dritten Abschnitt geht es ,richtig“ los. Es geht allgemein um reelle Vek-
torrdume (R—Vektorrdume, in der Sprache von MG, Kapitel 6), insbesondere um
den Raum R™ mit einem n € N. In der Analysis spielen aber auch Vektorrdume

eine Rolle, deren Elemente Funktionen sind. Sie lernen erste Beispiele kennen.

Dann startet im vierten und fiinften Abschnitt der Prozess ,Norm®“ — | Ab-
stand“ — , Umgebung® — , Grenzwert“ in normierten Radumen, insbesondere
in R”. Die Norm iibernimmt die Rolle des Betrages, und im Ubrigen liuft die Ak-
tion wie gehabt. Natiirlich bleiben einige Dinge, die fiir R! geldufig sind, auf der
Strecke, weil sie in allgemeinen reellen Vektorrdumen einfach nicht erklért sind,
wie z. B. alles, was mit Fragen einer Ordnung zu tun hat. Was bleibt, ist jedenfalls
das Cauchysche Konvergenzkriterium, dessen Giiltigkeit im normierten Raum R"
nachgewiesen wird, das aber in anderen normierten Rd&umen nicht immer giiltig

ist.
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1.1 Riickblick und Erginzungen: Reelle Zahlen

Wir beginnen mit einem Riickblick auf die reellen Zahlen (Kapitel 11 von MG).
Dort wurden zunéchst die nachstehenden Eigenschaften, , Gesetze“ genannt, zu-
sammengestellt. Der Standpunkt ist der, dass man sich die reellen Zahlen irgend-
wie gegeben denkt (z. B. als Dezimalbriiche) und Regeln aufstellt, nach denen
mit ihnen umzugehen ist. Diese Regeln werden nicht bewiesen, sodass es sich also
eigentlich um Axiome handelt. Um eine iibersichtliche Basis zu schaffen, versucht
man, mit einer moglichst kleinen Zahl von Axiomen zu starten und sich bei allen
weiteren Entwicklungen nur auf sie zu berufen. Die erste Gruppe von Axiomen
(die Korperaxiome) regeln das Rechnen mit reellen Zahlen, wie Sie es in der Schule

trainiert haben.

Eigenschaft (R als Koérper)

(R, +, ") ist ein Korper, d. h., auf R sind zwei Verkniipfungen + und - mit fol-
genden Eigenschaften gegeben: Fir alle x,y,z € R gilt

(i) Kommutativitit:

r+y=y+x und w-y=vy-ux,

(ii) Assoziativitit:
eyt =(+y)+z und w-(y-2)=(z-y)- 2
(iii) Distributivitét:
r-(y+z2)=z-y+z-z

(iv) Existenz neutraler Elemente: Es gibt eine reelle Zahl 0 (,Null“) und

eine davon verschiedene reelle Zahl 1 (,Eins®), sodass gilt

VeeR:24+0=2 und z-1=n2x.

(v) Existenz inverser Elemente: Zu jeder reellen Zahl a gibl es eine reelle
Zahl x, sodass a + x = 0 ist, und zu jeder reellen Zahl a # 0 gibt es eine
reelle Zahl y, sodass a -y =1 ist.

Sie kennen diese Regeln natiirlich in— und auswendig, aber um auf ein paar Fein-
heiten (Spitzfindigkeiten?) aufmerksam zu machen, die in der Formulierung der
obigen Eigenschaften stecken, seien die folgenden Anmerkungen angefiigt. Genau
genommen handelt es sich bereits um erste Konsequenzen aus den aufgefiithrten
Eigenschaften.
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e Die Assoziativgesetze zeigen, dass es bei der Addition mehrerer Zahlen nicht
darauf ankommt, welche Summation zuerst ausgefiihrt wird; daher kénnen
die Klammern dort auch weggelassen werden: (r +y) + 2 = z +y + 2.

Entsprechendes gilt fiir das Produkt mehrerer Faktoren.

e Das Distributivitatsgesetz hétten wir eigentlich préaziser in der Form
z-(y+2)=(z-y) +(x-2)

schreiben miissen, denn auf der rechten Seite der Gleichung ist es keines-
wegs gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge die drei Operationen -, +,- aus-
gefiihrt werden. Die Klammern geben genau an, wie zu verfahren ist: Es
miissen erst die beiden Produkte berechnet werden, bevor die Summe gebil-
det werden kann. Das entspricht der bekannten Regel , Punktrechnung geht
vor Strichrechnung®, und diese Regel ist bei der Formulierung des Distri-
butivgesetzes unausgesprochen verwendet worden und wird natirlich auch

westerhin verwendet.

e Die neutralen Elemente 0 und 1, deren Existenz gefordert ist, sind durch die
Eigenschaften (i) bis (iii) bereits eindeutig bestimmt. [Denn ist 0’ ebenfalls
eine reelle Zahl mit  + 0’ = z fiir jedes x € R, so erhilt man hieraus fiir x = 0
die Beziehung 0 + 0’ = 0. Da andererseits  + 0 = x insbesondere fiir z = 0’ die
Beziehung 0’ 4+ 0 = 0’ liefert, ergibt die Kommutativitit 0=0+0 =0 +0 =0,
also 0 = 0'. Entsprechend ergibt sich die Einzigkeit der 1.]

e Die inversen Elemente z und y, deren Existenz gefordert ist, sind ebenfalls
eindeutig bestimmt. [Denn gelten etwa fiir y und y’ die Gleichungen a -y = 1
und a -y’ = 1, so folgt aus der ersten Gleichung (a-y) -y =1-¢y/ =y -1 =1
und aus der zweiten Gleichung (a-y') -y =1-y = y-1 = y. Somit ergibt sich
mit (a-y) -y =a-(y-v)=a- ' -y)=(a-y)-y die Gleichheit y' = y. (Haben
Sie bemerkt, welche Eigenschaften von (R, +, -) bei dieser kurzen Uberlegung eine
Rolle gespielt haben?)]

e Da die zu a inversen Elemente x und y eindeutig bestimmt sind, kénnen sie

durch einen Namen eindeutig gekennzeichnet werden:

1
r=—a bzw. y=a ' oder y=-.
a

e Die Subtraktion und die Division (durch eine Zahl # 0) wird dann durch

a 1
a—b:=a+(—b) und 5=y
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eingefiihrt!.

e Aus den aufgelisteten (,algebraischen*) Eigenschaften kénnen nun alle die
iiblichen Rechenregeln, welche die Addition, Subtraktion, Multiplikation,
Division und die zugehorigen Klammerregeln betreffen, abgeleitet werden.

Der Multiplikationspunkt wird dabei normalerweise weggelassen.

Eine sehr einfache Verscharfung der Eigenschaft , Existenz inverser Elemente* ist

die folgende:

Folgerung
Seien a,b € R gegeben. Dann gibt es genau ein v € R mit a +x = b, und, falls
a # 0 ist, gibt es genau ein y € R mit ay = b.

Beweisen Sie diese Aussage (U1.1.1), wobei Sie nur 1.1.1(i)~(v) verwenden.

Sie haben in MG weitere Korper kennen gelernt, also Strukturen mit den in 1.1.1
beschriebenen Eigenschaften, z. B. den Korper der rationalen Zahlen Q mit den

Verkniipfungen + und - von (R, +,-) oder Fy := {0, 1} mit den Verkniipfungen

0+0:=0,04+1:=1,14+0:=1, 1+1:=0,
0-0:=0,0-1:=0,1-0:=0,1-1:=1.

Auch die folgende Menge von 2 x 2-Matrizen

()

ist ein Korper mit der iiblichen Matrizenaddition (MG, Kapitel 2)

(—ab Z>+(—cd i)z(—?bicd) Z:i)

und der iiblichen Matrizenmultiplikation (MG, Kapitel 2)

a b c dy ac—bd  ad+bc
—b a)\—-d ¢) \—(ad+bc) ac—bd)"

Sie sehen bereits auf einen Blick, dass jedenfalls die Summe und das Produkt von

a,bER}

zwei Elementen aus C wieder in C liegen, und da die Matrizenverkniipfungen
assoziativ und distributiv sind, gelten Assoziativitit und Distributivitat auch fiir

C. Nicht selbstverstédndlich ist die Kommutativitéit, da diese ja nicht allgemein

'Das Zeichen ,,:=“ kennen Sie wahrscheinlich schon: Der Ausdruck auf der Seite des Doppel-

punktes wird durch den Ausdruck auf der anderen des Gleichheitszeichens definiert.
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fiilr Matrizen gilt. Diese ist also extra nachzupriifen! Die Nullmatrix bzw. die

0 0 1 0
0= bzw. 1:=
0 0 0 1

sind natiirlich die neutralen Elemente beziiglich der Addition bzw. beziiglich der
Multiplikation, und

—a —b B a b —a —b 0 0
erfiillt + = .
b —a -b a b —a 0 0

Berechnen Sie y~! im Fall y := ( ¢

Einheitsmatrix

b ..
) # 0 (U1.1.2)! Zeigen Sie ferner:
a

0

1
Wird i := < 0) gesetzt, so gilt

a b . .9 .

=al+bi und i":=ii=—-1.
—b a

Wir kommen zur Ordnungsstruktur von R. In MG wurde diese mithilfe der Re-

lation < (,kleiner”) beschrieben. In der Analysis wird viel 6fter die Relation <

(,, kleiner oder gleich“) gebraucht, da sie etwas schwicher als < und daher oft leich-

ter nachzuweisen ist. Und da wir in diesem Kurs den Strukturgedanken betonen

wollen, beginnen wir mit dem allgemeinen Begriff der , geordneten Menge*.

Definition (geordnete Menge)
Sei M eine nichtleere Menge. Auf M sei eine Relation v gegeben, d. h., v ist

eine Teilmenge von M x M. Gilt (z,y) € v, so schreiben wir
zvy (lies: x vory).

Die Relation v heif$it eine Ordnung auf M und das Paar (M,v) eine geordnete
Menge, wenn fir alle x,y,z € M folgende Bedingungen erfillt sind:

(i) =zvx (Reflexivitdt),
(i) (zvy)A(yve)=az=y (Antisymmetrie),
(iii) (zvy)A(yvz) = zv2 (Transitivitat).

Gilt iber (i), (i) und (iil) hinaus auch noch

(iv) (zvy)V(yvo),

so heifit v eine lineare Ordnung auf M und (M,v) eine linear geordnete
Menge.
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Die Forderungen (i), (ii) und (iii), vor allem (iii), sind anschauliche Bedingungen,
wie man sie an eine Relation stellen wiirde, wenn es um Groéfenvergleiche geht.
Dabei ist es durchaus zugelassen, dass gelegentlich zwei ,,Grolen”, also Elemente
von M, gar nicht miteinander verglichen werden konnen, d. h., dass weder x vy
noch yv x gilt. Die Bedingung (iv) erst garantiert die unbeschrénkte Vergleich-
barkeit.

Beispiele

Sei M eine Menge.

(a) Sei P die Menge aller Teilmengen von M (P heifit oft die Potenzmenge von
M). Die Relation v sei gegeben durch

vy = z Cy,

d. h., sind z und y Teilmengen von M, so schreiben wir z vy, wenn x Teilmenge
von y ist. (Der Doppelpunkt vor dem Zeichen <= bedeutet, dass die Aquivalenz

definitionsgemé$ gilt.) Dann ist (P, v) eine geordnete Menge, denn:

i)Ist z € P,d. h. z C M, so gilt
(1) ; , 80 g
rCx, d h 2vzx
ii) Sind z,y € P,d. h. z C M, y C M, so gilt
(ii) ,y €P, ;Y ,80 g
xCyYA(yCz) = z=y, d.h. (zvy Alyver) = z=y.
(iii) Sind z,y,z € P, d. h. e C M,y C M, 2 C M, so gilt

(xCyN(yCz) = 2Cz dh (zvy Ayvz) = zvz

Die Bedingung (iv) ist i. Allg. nicht erfiillt. [Ist z. B. M := {0, 1,2}, so sind {1} und
{2} Teilmengen von M, aber es gilt weder {1} C {2} noch {2} C {1}]

(b) Sei M := Z (Menge aller ganzen Zahlen), und die Relation v sei definiert
durch
zvy <= y—x € Ny:=NU{0}.

Dann ist (M, v) eine linear geordnete Menge, denn es gilt:
(i) IstzeZ,sogiltx—2=0€Ny,d h. zvz.

(ii) Sind x,y € Z gegeben mit x vy und y vz, so bedeutet dies

y—r €Ny und —(y—2x)=2z—1y €N,
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Eine ganze Zahl aus Ny, deren Negatives auch in Ny liegt, kann aber nur die Null

sein, d. h. y — x = 0 und somit y = z.

(iii) Sind z,y,z € Z mit zvy und yv z gegeben, so gilt also y — 2 € Ny und
z —y € Np. Die Summe zweier Zahlen aus N ist aber wieder in Ny; daher gilt
insbesondere z —x = (y —x) + (2 —y) € No, d. h. zv 2.

Aber auch die Bedingung (iv) von 1.1.3 ist erfiillt, denn fiir jede ganze Zahl w
gilt w € Ny oder —w € Ny, insbesondere gilt dies fiir w := y — x, wenn z,y € Z

gegeben sind, d. h., es gilt
y—x €Ny oder —(y—x) €Ny,

was

rvy oder yvzx

bedeutet.

Wir koénnen nun die entscheidende Aussage iiber die Ordnungsstruktur der reellen

Zahlen formulieren.

Eigenschaft (R als linear geordneter Kérper)
Es ezistiert eine lineare Ordnung < (, kleiner oder gleich®) auf R, sodass (R, <)

eine linear geordnete Menge mit folgenden Figenschaften ist:

(i) Firallez,y,zeRygiltz <y — z+2<y+z
(Vertraglichkeit mit der Addition).

(ii) Fir allez,y,z € R gilt x <y und 0 <z = z2z<yz
(Vertraglichkeit mit der Multiplikation).

Eine Beziehung r < y nennt man meist eine Ungleichung oder Abschitzung
(x wird durch y ,nach oben abgeschétzt* bzw. y wird durch x ,nach unten ab-
geschitzt). Die Vertraglichkeitseigenschaften (i) und (ii) besagen also, dass eine
Ungleichung ihre Giiltigkeit nicht verliert, wenn man auf beiden Seiten dieselbe
reelle Zahl addiert bzw. beide Seiten mit derselben reellen Zahl z multipliziert,

wobei hier allerdings 0 < z vorausgesetzt ist.

Es sei noch angemerkt, dass wir auch diese Aussage 1.1.5 (dhnlich wie die Aus-
sage 1.1.1 ,R ist ein Korper“) nicht beweisen, sondern als gegeben annehmen,
die Aussage also als Axiom auffassen. Tatsdchlich wird auch nur hierauf Bezug
genommen, wenn die handlichen Regeln fiir das Arbeiten mit Ungleichungen, die
Sie zum groflen Teil ja auch schon kennen und benutzt haben, hergeleitet werden.
Bevor wir einige davon zur Erinnerung hier noch einmal zusammenstellen, wollen

wir bekannte Sprechweisen wiederholen, die iiblich und praktisch sind.
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1.1.6 Definition
Seien x,y € R.

(1) y>x (,y ist grofer oder gleich z“) bedeutet dasselbe wie x < y.
(il)) = <y (o ist kleiner als y*) bedeutet dasselbe wie v <y und x # y.
(iii) y > = (,y ist grofier als x ) bedeutet dasselbe wie x < y.

(iv) y heifit nichtnegativ (bzw. positiv), wenn 0 <y (bzw. 0 < y) gilt.

(v) z heifit nichtpositiv (bzw. negativ), wenn x < 0 (bzw. x < 0) gilt.

Ebenso wie z < y nennt man auch Beziehungen wie y > z, * < y, y > x Unglei-
chungen oder Abschiatzungen. Mit diesen Bezeichnungen lésst sich die Linearitét

der Ordnung auf R noch préagnanter formulieren, in MG ,, Trichotomie“ genannt:

Fiir je zwei Elemente x,y € R gilt genau eine der drei Beziehungen
<y, T=yY, T>Y.

Diese Aussage beinhaltet zwei Teilaussagen:

(1) Mindestens eine der drei Beziehungen trifft zu.

(2) Hdchstens eine der drei Beziehungen trifft zu.

Zu (1): Die Linearitit der Ordnung besagt, dass mindestens eine der Beziehungen
xr<y oder z>y
zutrifft. Im ersten Fall bestehen die beiden Moglichkeiten
r<y und z#y (d h x<y)

oder

r<y und z =y (insbesondere z =y).

Entsprechend folgt aus x > y, dass
x>y oder x=y

gilt. Insgesamt ist damit (1) gezeigt.

Zu (2): Da = < y insbesondere x # y bedeutet, konnen < y und z = y nicht
gleichzeitig erfiillt sein. Entsprechend koénnen die beiden Beziehungen x > y und

x = y nicht gleichzeitig richtig sein. Es bleibt nur noch zu {iberlegen, dass

r<y und x>y
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nicht gleichzeitig bestehen konnen. Wére es doch der Fall, so wéren auch
(1.1:1) r<y und y<zx

gleichzeitig richtig (denn aus z < y folgt x < y, und aus y < z folgt y < z). Aus
(1.1:1) wiirde wegen der Antisymmetrie der Ordnung sofort x = y folgen. Dies
widerspricht aber unserer Voraussetzung, dass x < y gilt. Unsere Annahme, x < y
und z > y wiirden gleichzeitig gelten, fiihrt also auf einen Widerspruch und muss

daher falsch sein.

Ahnlich wie aus den Kérpereigenschaften von R (vgl. 1.1.1) die Regeln iiber das
Rechnen mit reellen Zahlen flieen, ergeben sich aus 1.1.5 alle Regeln iiber das
Umgehen mit Ungleichungen. Der folgende Satz fasst die wichtigsten dieser Re-
geln zusammen. Bei der Formulierung werden oft zwei Ungleichungen als eine

Doppelungleichung zusammengefasst; z. B. bedeutet
,a < b<c“ dasselbe wie ,a <bundb < c",
und entsprechend sind andere Doppelungleichungen zu interpretieren.

Satz
Fir alle a,b,c,d € R gilt:

(i) a<b = a+c<b+c
(Vertraglichkeit von < mit der Addition.)

(i) a<bundc<d = a+c<b+d
a<bundc<d — a+c<b+d
(Gleichgerichtete Ungleichungen ,darf man addieren.)

(iii) a<bund0<c = ac<bc
(Vertraglichkeit von < mit der Multiplikation.)

(iv) 0<a<bund0<c<d = ac<bd
0<a<bundld<c<d — ac<bd
(Gleichgerichtete Ungleichungen zwischen nichtnegativen Zahlen ,diirfen

miteinander multipliziert* werden. )

(v) a<bundc<0 = ac>bc
a<bundc<(0 = ac>bc
(Multiplikation mit einer negativen Zahl ,kehrt das Ungleichheitszeichen

um“.

— 10 —
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(vi) 0<a = 0<
O<a<b —

SI= o =
Q=

(vii) 0 <1

Die Beweise finden Sie im Wesentlichen bereits in MG, Kapitel 11. Es wéren nur
die Falle zu untersuchen, wo aufgrund des Zeichens ,,<“ das Gleichheitszeichen

auftreten konnte. O

Sie haben in MG viel Gelegenheit gehabt, die eine oder andere dieser Regeln anzu-
wenden, und werden das inzwischen intuitiv richtig machen. Um Sie in Ubung zu
halten (und weil wir spéter darauf zuriickgreifen werden), sollen hier zwei wichtige
Ungleichungen notiert und bewiesen werden. Die Bedeutung der Ungleichungen
erkennen Sie schon daran, dass sie eigene Namen haben. Dabei (und im Rest
dieses Abschnitts) verwenden wir den Betrag |a| einer reellen Zahl a, der Thnen
aus MG vertraut ist. In 1.2.2 werden wir einige seiner Eigenschaften noch einmal

zusammenstellen.

Satz (Cauchy—Schwarzsche und Minkowskische Ungleichung)

Sein € N, und seien x1,xs,...,%, und y1,Ys, ..., Y, reelle Zahlen. Dann gilt

n
E LYk
k=1

n n
SN NP
k=1 k=1

(Cauchy—Schwarzsche Ungleichung?),

D (wtut < [ > akt D v
k=1 k=1
(Minkowskische Ungleichung?).

Beweis:

(1) Wir zeigen, dass sogar

(1.1:2) > lowllyel < 4 [ 32 a4 [ 22 v
k=1 k=1 k=1

gilt, woraus dann sofort die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung folgt.

2 Augustin Louis Cauchy (sprich: Koschi), 1789-1857; Hermann Amandus Schwarz, 1843

1921.
3Hermann Minkowski, 1864-1909.

—11 —
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Wenn alle zj, oder alle y;, null sind, dann sind die Ungleichungen sogar Gleichungen
und offensichtlich richtig. Wir kénnen uns also auf den Fall o := 23 +...+ 122 #£ 0
und 3 :=y? + ... +y2 # 0 beschréinken: Dann ist

n

0<Z|Ik| le)> =) (a7 = 2lanllyel + 7)== 2> |akllye] + 5,

k=1 k=1

also
Z [zl lye] < = + 5

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass a = § =1 ist. Dann haben wir

D lanllyel < 1=vay/s,

k=1

und das ist fiir diesen Fall gerade die Ungleichung (1.1:2).
Nun seien a und [ beliebig, aber # 0, also > 0. Dann betrachten wir statt der xy

und y;. die Zahlen

/ Lk / Yk ..
e U TR
Fiir diese gilt
o = E ()" =) —=— E z; =1 und entsprechend (' = 1;
a o
k=1 k=1 k=1

fiir solche Zahlen haben wir die Ungleichung (1.1:2) aber schon bewiesen, d. h.,
es gilt > |z1|ly,| < 1, ausfiithrlich geschrieben
k=1

el
el

k=1

was wegen Z |f}”5’i| = \/al\/ﬁkz::l |7k ||yr| durch Multiplikation mit y/ay/B > 0
genau die behauptete Ungleichung (1.1:2) ergibt.
(ii) Damit ist die Hauptarbeit schon getan. Denn es ist

n

d (we+u)? = a+2) wmy+ 8
k=1

k=1
< a+2Va \/B + 0 [Cauchy—Schwarzsche Ungleichung]]

= (Va++B)>~
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1.1.9

1.1.10

Zieht man auf beiden Seiten die Wurzel, so folgt die Minkowskische Ungleichung,

da die auftretenden Gréflen alle nichtnegativ sind. O

Die Ordnung, die R zu einem linear geordneten Korper macht, tut dies auch
mit Q. Es muss also noch eine Eigenschaft hinzu kommen, die R von Q un-
terscheidet. Diese Figenschaft, die Sie in MG in verschiedenen Gewéndern, als
»Schnittaxiom*, ,,Supremumsprinzip“ oder , Prinzip der Intervallschachtelung®,
kennen gelernt haben, lauft auf eine Vollstéandigkeitseigenschaft (, Liickenlosigkeit
der Zahlengeraden“) hinaus, die R besitzt, Q aber nicht. Hier beschrinken wir

uns auf die Beschreibung des Supremumsprinzips.
Definition (beschrinkte Menge)
Sei M eine nichtleere Teilmenge von R, und sei s € R.

(i) s heifit eine obere Schranke (bzw. eine untere Schranke) von M, wenn
VeeM:z<s (bzw.YNreM: s<zx)
gilt.

(ii) M heifst nach oben beschrinkt (bzw. nach unten beschrinkt), wenn

es eine obere Schranke (bzw. eine untere Schranke) von M gibt.

(iii) M heifit beschrankt, wenn M nach oben und nach unten beschrinkt ist.

Ist beispielsweise M := R, die Menge der positiven reellen Zahlen, so ist jedes s
mit s < 0 eine untere Schranke von M ; R, ist also nach unten beschrankt. R
besitzt jedoch keine obere Schranke, denn wére s € R obere Schranke von R, ; so
wire s > 1 wegen 1 € R, und daher wéire s +1 € R, aber es gilt s + 1 > s;
folglich wire s doch keine obere Schranke von R, . Aus diesem Widerspruch folgt,
dass R, nicht nach oben beschréankt ist. R, ist folglich auch nicht beschrankt.

Definition (Supremum, Infimum)

Sei M eine nichtleere Teilmenge von R, und sei S € R.

(i) S heifit Supremum (oder obere Grenze oder kleinste obere Schranke)
von M, wenn

S eine obere Schranke von M

ist und
S <'s fiir jede obere Schranke s € R von M

gilt (Letzteres heifit: Kein s < S ist obere Schranke von M ).

— 13 —
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1.1.11

1.1.12

(ii) S heifit Infimum (oder untere Grenze oder gréfite untere Schranke)
von M, wenn

S eine untere Schranke von M

st und
s < S fir jede untere Schranke s € R von M

gilt (Letzteres heifit: Kein s > S ist untere Schranke von M ).

Mit dieser Definition ist noch nicht ausgesagt, dass jede nichtleere Teilmenge M
von R ein Supremum oder ein Infimum beséfle. Aber wenn es vorhanden ist, dann

ist es eindeutig bestimmt, denn es gilt:

Satz (Eindeutigkeit des Supremums/Infimums)
Eine nichtleere Teilmenge M von R hat hochstens ein Supremum und héchstens
ein Infimum.

Das Supremum von M (bzw. das Infimum von M ) wird, falls vorhanden, mit
supM bzw. inf M
bezeichnet.

Beweis:

Seien S; und Sy obere Grenzen von M. Dann gilt S; < Sy (weil Sy obere Schranke
und S; kleinste obere Schranke von M ist). Ebenso gilt Sy < S;. Also folgt S =
Sy. Entsprechend beweisen Sie die Eindeutigkeit des Infimums (falls vorhanden).
O

Wie schon betont, ist bisher {iber die Existenz des Supremums bzw. Infimums noch
nichts gesagt. Und tatséchlich kann sie aus den bisher aufgezéhlten Eigenschaften

von R nicht gefolgert werden. Die folgende Aussage ist also eigentlich ein Axiom.

Eigenschaft (Existenz des Supremums)

Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Menge reeller Zahlen besitzt ein Supremum
mn R.

Hieraus kann man folgern, dass jede nichtleere, nach unten beschrinkte Menge
reeller Zahlen ein Infimum in R besitzt (vgl. U1.1.5).

Es sei hier ohne Beweis angemerkt, dass R durch die Eigenschaften (Axiome) 1.1.1,

1.1.5 und 1.1.12 ,im Wesentlichen* (bis auf Isomorphie) eindeutig festgelegt ist.

- 14 —
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1.1.13

Beachten Sie, dass das Supremumsprinzip 1.1.12 eine Existenzaussage macht, es
wird die Existenz von bestimmten reellen Zahlen postuliert. Die Wichtigkeit ei-
ner solchen Existenzaussage mag Thnen deutlich werden, wenn ich Thnen verrate,
dass ein Grofteil der Mathematik darin besteht, die Existenz von Objekten (meist
Losungen von irgendwie gearteten Gleichungen oder Gleichungssystemen) nach-
zuweisen (und dann rechnerisch zu bestimmen, was allzu oft nur ndherungsweise
moglich ist). Z. B. haben Sie in MG gesehen, wie mithilfe des Supremumsprin-
zips die Existenz von p-ten Wurzeln aus einer nichtnegativen Zahl nachgewiesen

wurde.

Das Supremum (bzw. Infimum) einer nichtleeren Menge existiert nach Definition
1.1.10 hochstens dann, wenn die Menge nach oben (bzw. nach unten) beschriankt
ist. Um dem abzuhelfen, erweitert man R. Dabei ldsst man sich von der Vorstellung
leiten, die Zahlengerade nach rechts hin durch einen ,unendlich fernen* Punkt
oo (gelesen: unendlich) und nach links durch einen ,unendlich fernen“ Punkt
—0o0o (gelesen: minus unendlich) zu ergénzen. Natiirlich sind co und —oo neue

(voneinander verschiedene) Objekte und keine reellen Zahlen.

Definition (Erweiterung von R)

(i) R:=RU{—o00,00} heifit erweiterte reelle Zahlengerade.
(ii) Definitionsgemaf sei —oo < 0o und —oo < x < 0o fir jedes x € R.

(iii) Fir M C R, M # 0, wird definiert:
sup M := oo, falls M nicht nach oben beschrdnkt ist,
inf M := —o0, falls M nicht nach unten beschrdnkt ist.

Die Definition (ii) erweitert die Ordnung < von R auf R. ((ii) bedeutet ja insbe-
sondere —oo < 00, —oo < z fiir jedes x € R und x < oo fiir jedes x € R; man
kann sich iiberlegen, dass (I@, <) durch diese Erweiterung tatsdchlich zu einer li-
near geordneten Menge wird.) Durch Definition (iii) besitzt nun jede nichtleere

Teilmenge von R Supremum und Infimum, allerdings nicht immer in R.

Ubrigens wird fiir die leere Menge oft sup () := —oo und inf @) := oo definiert, aber
das mutet schon fast pervers an, ist aber konsequent: Denn fiir die leere Menge
ist jedes s € R eine obere Schranke und auch eine untere Schranke. (Insofern ist ()
beschrénkt.) Die kleinste obere Schranke in R ist somit —oo und die groBte untere

Schranke oo.

An den Intervallen, die Sie auch schon aus MG kennen, ldsst sich Supremum und

Infimum noch einmal anschaulich erlautern.
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A 1.1/14

1.1.14 Beispiele (Intervalle)

(i) Fiir a,b € R sind die folgenden Mengen, Intervalle genannt, beschriankt:

a,

S| S

Ja, 0
Ja, b]
[a, 0]
[a, 0]

S O

a,

= {reR|a<z<b} (offenes Intervall*),
= {xeR|a<z<b} (links halboffenes Intervall),
= {zxe€R|a<z<b} (rechts halboffenes Intervall),

= {ze€R|a<x<b} (abgeschlossenes Intervall).

Das Infimum ist a, das Supremum ist b, falls die jeweilige Menge nichtleer ist.

(ii) Fir a,b € R sind die folgenden Mengen, ebenfalls Intervalle genannt, nicht

beschrénkt:
J—00, 00|
J—00, b
] =00, b]
Ja, oo
[a, 00
Es ist

{reR| -0 <z <0}=R,
{r eR| —00 <z < b},
{r eR| —o0 <z < b},
{reR|a<z< o0},
{reR|a<z< o0}

inf |—00,b[ = inf|—o00,b] = —o0,
inf [a,00[ = a,
supla, 00| = sup|a, oof = oo,

sup|—o0,b] = b.

Fiir die unter (i) und (ii) betrachteten Intervalle heifit a der linke Endpunkt
und b der rechte Endpunkt des Intervalls.

Sie sehen an diesen Beispielen, dass das Supremum oder das Infimum (oder auch

beide) zur Menge gehoren kann, aber nicht notwendig muss. Ist M eine nichtleere

Teilmenge von R, so heifit

sup M das Maximum von M, wenn sup M € M

gilt, und wird dann mit max M bezeichnet. Entsprechend heifit

inf M das Minimum von M, wenn inf M € M

4Wir schreiben ]a, b[ statt (a,b), wie Sie es aus MG gewohnt sind, um das Intervall von

dem Paar (a,b) € R x R besser unterscheiden zu kénnen; konsequenterweise verwenden wir die

Bezeichnungen ]a, b] bzw. [a, b[ fiir die halboffenen Intervalle.
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1.1.15

1.1.16

1.1.17

gilt, und wird dann mit min M bezeichnet.

Sie sehen auch, dass die Intervalle |a, b[, Ja,b], |—00,00[, |—00,b[, |—00,b] und
la, 00 kein Minimum in R besitzen und die Intervalle la,b[, [a,b[, |—o0,00[,
|—00,b[, Ja, o] und [a, oo[ kein Maximum in R haben.

In diesem Zusammenhang notieren wir noch die folgende sehr einsichtige Aussage,
vgl. MG, Proposition 11.2.40:

Bemerkung
Ist n € N und sind ay,...,a, € R, so besitzt die Menge M := {ai,...,a,}
Mazimum und Minimum (in R). Im Fall n =2 gilt

max{ai,as} = 3 (a1 + as+ |a; — asl),

1
2
min{al,ag} = %(a1+a2—|a1—a2\).

Eng verkniipft mit dem Begriff der beschrankten Menge ist der der beschrénkten
Funktion (MG, Kapitel 13). Hier legen wir (im Hinblick auf spétere Entwicklun-
gen) eine beliebige Menge M als Definitionsbereich zugrunde, d. h., M braucht
nicht unbedingt eine Teilmenge von R zu sein. Zuvor erinnern wir an rationa-
le Operationen, die fiir reellwertige Funktionen definiert sind. Es geht also um
die Menge Abb(M,R) aller Funktionen f : M — R, der so genannten reellen
Funktionen.

Definition und Satz (Raum Abb(M, R))
Sei M eine nichtleere Menge. Sind f,g € Abb(M,R) und ist a € R, so sind die
folgenden Funktionen ebenfalls in Abb(M,R):

i) f4+g:M—Rund f—g: M — R, definiert durch
(f +9)(@) == f(x) + g(x) bzw. (f = g)(x) := f(x) — g(x) fir jedes v € M,

(i) af : M — R, definiert durch (af)(x) := af(z) fir jedes x € M,
(iii) fg: M — R, definiert durch (fg)(z) := f(x)g(z)® fir jedes x € M,

iv) L: M — R, definiert durch (L) (z) := M, falls g(x) # 0 fiir jedes x € M
g g g9(x)
15t.

Definition (beschrinkte Funktion)
Sei M eine nichtleere Menge. Eine Funktion f € Abb(M,R) heift beschrinkt,
wenn die Menge der Funktionswerte beschrinkt ist, d. h. (vgl. 01.1.4), wenn

1 lle = sup {|f(@)] | =€ M} < oo

°Im Fall f = g schreibt man natiirlich meist f? statt ff.
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1.1.18

gilt oder (dquivalent), wenn es eine reelle Zahl K > 0 gibt mit
|f(x)| < K fir jedes x € M.

Die Zahl ||f||oo heifit die Supremumnorm der Funktion f : M — R. Die
Teilmenge aller beschrinkten Funktionen in Abb(M,R) bezeichnen wir mit B(M).

Der Fall M = N sei besonders hervorgehoben. Denn Abb(N, R) ist nichts anderes
als die Menge aller reellen Folgen, und in 1.1.17 ist also auch erklért, was eine
beschriankte Folge ist. Ebenso kann der folgende Satz als Satz iiber beschrinkte

Folgen interpretiert werden.

Satz (Raum B(M) der beschrinkten Funktionen)
Sei M eine nichtleere Menge, seien f,g € B(M), und sei « € R. Dann sind

f+g, [f—g af und fg

ebenfalls in B(M).

Bewezs:
(i) Fiir jedes z € M gilt (betrachten Sie zunéchst immer das obere Zeichen,

danach das untere Zeichen)

|(f £ 9)(z)|

() % g(@)] < 1£(@)] + lg()
< sw{lfwl | yem}+sw{lgwl | yer}
[l + lgloe < 0.

Also ist || f]leo + |||l eine obere Schranke der Menge {|(f + g)(z)| | = € M}
und von {|(f —g)(z)| | z € M}. Da ||f + g|lcc bzw. ||f — ¢||cc nach Definition die

kleinste obere Schranke dieser Mengen ist, gilt
1f =+ gllse < [[flloc +1lglloc bzw. [If = glloo < [1flloc + [lglle-
(ii) Fiir jedes x € M gilt

[(@f)(@)| = laf()] = laf [f(2)] < o] [flleo < oo

Folglich ergibt sich
leef[loe < lexf [|.flloe < oo

(iii) Fiir jedes = € M gilt

((Fo)@)] = [f@)g(@)] = [f(@)] [g(x)] < [[flloc lglloc < o0
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1.1.19

1.1.20

Also folgt || fgllee < 1]l 9]l < o0. H

Wir notieren noch, dass die Supremumnorm || ||, die typischen Eigenschaften

eines Betrages hat. (Wir kommen im vierten Abschnitt darauf zuriick, siehe 1.4.1.)

Satz (Supremumnorm auf B(M))
Sei M eine nichtleere Menge. Dann gilt fir alle f,g € B(M) und a € R

() Nfllse =0 und (| fllee =0 < f=0)° (Definitheit),
(1) [aflleo = lal [|flls (positive Homogenitdt),
(i) £ + glle < I/l + Nl (Dreiecksungleichung).

Auferdem gilt
1F9lloe < [[fllollgllo-

Beweis:

Zu (i): Dass || f|lco > 0 gilt, ist klar, weil das Supremum iiber nichtnegative Zahlen
gebildet wird, und auch ||[0]|. = 0 ist klar, da die Menge der Funktionswerte die
Menge {0} ist, sodass das Supremum dieser Menge = 0 ist. Nun sei f # 0. Dann
gibt es ein a € M mit |f(a)| > 0. Es folgt || f]lco > |f(a)| > 0. Also erhalten wir

durch Kontraposition die Inklusion || f]je = 0 => f = 0. Damit ist (i) bewiesen.

Zu (ii): Im Beweis des vorherige Satzes wurde ||af|lo < ||| f]lco bewiesen. Ist
o # 0, so kénnen wir § := L und g := af betrachten und erhalten ||8g|| <
1BIlg]loos d- 1o || flloo < |8]l|f]loe = rilHafHoo; Multiplikation mit |a| > 0 ergibt

la|ll flloo < ||af]|oo und damit die Gleichheit (ii).

Den Beweis von (iii) und von ||f¢|lcc < || fllocllg]loo finden Sie bereits beim vorhe-
rigen Satz 1.1.18. a

Zum Schluss dieses Abschnitts sei noch an ein Argument erinnert (siche MG

11.2.28), das in der Analysis immer wieder herangezogen wird.

Bemerkung (klassische Schlussweise der Analysis)
Seix € R. Gilt 0 <z < ¢ fiir jedes ¢ € R mit e > 0, so ist x = 0.

Diese Bemerkung zeigt: Fs gibt keine kleinste positive reelle Zahl.

Hierbei sei 0 : M — R, 2 — 0(z) := 0.
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Ubungsaufgaben zu 1.1

U 1.1.1 Beweisen Sie 1.1.2.

U1.1.2

U1.1.3

Berechnen Sie zu y = (_j ab) # 0 die Inverse y~! in C (vgl. die Definition im
Anschluss an 1.1.2).

(1)) und i := (70 é):

Zeigen Sie ferner fiir 1 := (1 X

0
y=al+bi und i*:=ii=—1.

Sei (K,v) ein linear geordneter Korper, d. h., K erfiillt (i) bis (v) von 1.1.1,
(i) bis (iv) von 1.1.3 sowie (i) bis (ii) (mit v anstelle von <) von 1.1.5. Zeigen Sie,

dass die Beziehung 0 v a? mit a? := aa fiir jedes a € K gilt.

Koénnen die Korper Fy und C mit einer Ordnung versehen werden, sodass sie zu

linear geordneten Korpern werden?

U 1.1.4 Sei M eine nichtleere Teilmenge von R. Zeigen Sie, dass M genau dann beschriinkt

U1l.1.5

ist, wenn |M| := {|z| | x € M} nach oben beschrénkt ist. Dabei ist

1 x, falls x > 0,
x| =
—z, fallsz <0,

der Betrag von .
Sei A eine nichtleere, nach unten beschrinkte Teilmenge von R. Zeigen Sie, dass
—A::{xE]R | —xeA}

nach oben beschrénkt ist, und benutzen Sie diese Aussage, um mithilfe von 1.1.12
die Existenz des Infimums jeder nichtleeren, nach unten beschrinkten Teilmenge

von R zu beweisen. Zeigen Sie ferner inf A = —sup(—A).
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1.2.1

1.2.2

1.2 Riickblick und Erginzungen: Konvergenz

Folgen reeller Zahlen haben Sie in MG in grofler Ausfiihrlichkeit betrachtet. Wir
konnen den Riickblick daher kurz fassen. Im Hinblick auf spétere Situationen
erweitern wir jedoch bereits hier einige Begriffsbildungen, z. B. werden wir schon

bald Folgen betrachten, deren Elemente keine reellen Zahlen sind.

Definition (Folge)
Seir M eine nichtleere Menge. Eine Folge in M ist eine Abbildung f : N — M.
Die Elemente ay := f(k) heiffen Glieder der Folge f.

Schreibweisen:

f=(ap)ren oder f=/(ar) oder f=(ay,as,...).

Ist ¢ € 7 und ay fir jedes k € Z mit k > { definiert, so verstehen wir unter

(ag)r>e die Folge (ag—14k)ken.

Im Fall M := R sprechen wir von reellen Folgen.

Um iiber Konvergenz zu sprechen, benotigt man die Begriffe des Abstands und
der Umgebung. Beide bauen auf dem des Betrags auf, vgl. MG, Abschnitt 11.2.
(In Abschnitt 1.1 wurden schon Eigenschaften von ihm verwendet.)

Definition und Satz (Betrag)

Fiir x € R heifst
2] = x, falls x > 0,
7= —x, falls x <0,
der (absolute) Betrag von x. Fir alle x,y € R gilt

(i) Jz/>0 wund (Jz|=0 <= z=0),

(ii) |yl = [][yl, insbesondere | —y[ = | —1|[y| = [y,
(iii) |z +y| < |z + |y| (Dreiecksungleichung).
Auflerdem gilt

(iv) o <l|z], —x <|z[ wnd (|z[<y <= —y<wz<y),

(v) Hx\ - ]y” <l|z+vy| (zweite Dreiecksungleichung),

(vi)

n n
Eak‘ < > lax|  fir ay,aq,...,a, €R.
k=1 =1
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1.2.3

1.2.4

1.2.5

Mit seiner Hilfe wird der Abstand d(x,y) zweier reeller Zahlen definiert.

Definition und Satz (Abstand)
Fiir alle x,y € R heifit d(x,y) := |z — y| der Abstand von = und y.
Fiir alle z,y,z € R g¢ilt

(i) d(xz,y)>0 und (d(z,y)=0<=x=y) (Definitheit),
(i) d(z,y) =d(y,x) (Symmetrie),
(iii) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung).

Sie wissen aus MG auch, was die e-Umgebung einer reellen Zahl a ist, ndmlich
das offene Intervall U.(a) = Ja — €, a + ¢[. Wir fithren hier noch einen etwas allge-
meineren Umgebungsbegriff ein, der spiater manche Formulierung griffiger macht.
Charakteristisch fiir eine Umgebung U von a ist, dass alle Punkte in geniigender

»,Néhe“ von a zu U gehoren, gleichgiiltig, wie U sonst aussehen mag, genauer:

Definition (e-Umgebung, Umgebung)
(i) Seien a € R und e € R mit € > 07 gegeben. Dann heifit

Ue(a) := {x eR ‘ d(z,a) < 6}
die e-Umgebung von a.

(ii) Seien a € R und U C R gegeben. Dann heifst U Umgebung von a, wenn es
ein € > 0 gibt mit U.(a) C U.

Wenn wir von ,einer e~Umgebung von a sprechen, meinen wir U, (a) mit einem
geeigneten € > 0; entsprechend haben wir verschiedene e~Werte im Auge, wenn
wir von e-Umgebungen (Plural!) sprechen. Wenn wir statt des Buchstabens e

etwa ein 0 verwenden, so sprechen wir natiirlich von einer 6—Umgebung.
Satz (Eigenschaften von Umgebungen)

Sei a € R, und sei U eine Umgebung von a. Dann gilt:

(i) a€l.

(ii) Jede Obermenge von U ist auch Umgebung von a. (Insbesondere ist die Ver-

etnigung von beliebig vielen Umgebungen von a wieder eine Umgebung von
a.)

“Statt ,,c € R mit € > 0“ werden wir im weiteren Verlauf kiirzer ,,& > 0“ schreiben; ¢ wird

stets eine reelle Zahl bedeuten.
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1.2.6

(iii) Der Durchschnitt von endlich vielen Umgebungen von a ist wieder eine Um-

gebung von a.

Bewezs:
(i) Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Umgebung, da offenbar a € U.(a)
fiir jedes € > 0 gilt.

(ii) Da U Umgebung von a ist, gibt es ein ¢ > 0 mit U.(a) C U. Ist M eine
Obermenge von U, also U C M, so gilt U.(a) € M, und M ist daher Umgebung

von a.

(iii) Seien Uy, ...,U, Umgebungen von a. Dann gibt es e > 0,...,&, > 0 mit
U.,(a) CUg fur k=1,...,n. Setzen wir ¢ := min{ey,...,e,}, so gilt € > 0 und

(vgl. U1.2.1). Folglich gilt

und das bedeutet, dass (] Uy eine Umgebung von a ist. O
k=1

Fiir die Eindeutigkeit des Grenzwertes einer Folge ist der folgende ,, Trennungs-

satz“ von Bedeutung.

Satz (Hausdorffeigenschaft®)
Seien a,b € R mit a # b. Dann gibt es eine Umgebung U von a und eine
Umgebung V von b mit U NV = 0.

Verschiedene Punkte a und b lassen sich also durch disjunkte Umgebungen von-

einander , trennen“.

Beweis:

Die folgende Abbildung liefert die Beweisidee.

Wir setzen € := £ d(a,b) (wegen a # bist dann e > 0) und U := U.(a), V := U.(D).
U und V sind also Umgebungen von a bzw. b. Wir zeigen U NV = () durch
Widerspruchsbeweis: Ware x € U NV, so wiirde

d(z,a) <e und d(z,b) <e¢

8Felix Hausdorff, 1868-1942.
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A 1.2/4

1.2.7

V= Ue(b)

I
T
b

|
I

a
f

Abb. 1.2-1: Trennung zweier Punkte durch disjunkte Umgebungen

gelten und folglich auch
d(a,b) < d(a,z)+d(z,b) < e+ =d(a,b),
also d(a,b) < d(a,b), was offensichtlich falsch ist. Die Annahme, es kénnte ein

x € UNV geben, ist also falsch. O

Wir kommen nun zum Begriff der Konvergenz von Folgen. Um eine kurze Sprech-

weise zur Verfiigung zu haben, setzen wir

w:= Abb(N,R) (das ist die Menge aller reellen Folgen),

(*:={fewl||flle <oo} (dasist die Menge der beschrinkten reellen Folgen)?.

Definition (konvergente Folgen)
Seien f = (ar) € w und a € R.

(i) f heifit konvergent gegen a, wenn in jeder Umgebung von a alle Glieder

der Folge mit hochstens endlich vielen Ausnahmen liegen.

(ii) f heifit konvergent, wenn es ein a € R gibt mit der Eigenschaft f ist
konvergent gegen a .

(iii) Die Menge der konvergenten Folgen in w bezeichnen wir mit c.'°

Dariiber hinaus sind noch folgende Sprechweisen geldufig: Statt ,, f ist konvergent

(gegen a)“ sagt man auch
»f konvergiert (gegen a)*
und statt ,, f ist nicht konvergent“ auch

o [ ist divergent® oder ,, f divergiert”.

9¢> wird ,,ell unendlich® gesprochen.

10Dje Bezeichnung riithrt vom englischen Wort convergent (d. h. konvergent) her.
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1.2.8

1.2.9

Um die lange Floskel ,alle ... mit hochstens endlich vielen Ausnahmen® in der

Definition der konvergenten Folge abzukiirzen, werden wir statt dessen
Lfast alle

sagen (vgl. auch MG, Kapitel 12; dass 1.2.7(i) dquivalent zur Definition in MG

ist, werden wir unten in 1.2.14 feststellen).

Zunéchst iberzeugen wir uns davon, dass es héchstens einen Wert gibt, gegen den
eine Folge konvergieren kann. Entscheidend dafiir ist — wie der Beweis zeigt — die

Hausdorffeigenschaft.

Satz und Definition (Eindeutigkeit des Grenzwerts)
Sei f = (a) € c gegeben. Dann gibt es genau ein a € R mit der Eigenschaft ,f

1st konvergent gegen a“. Dieses a heifst der Grenzwert von f und wird mit
lim f oder lim ay
k—o0

(gelesen: ,Limes von f*“ bzw. ,Limes von ay fir k gegen unendlich®) bezeichnet.
Statt

(ar) €c und lim a; =a
k—oo

schreibt man auch oft

ay — a  flir k — oo

(gelesen: ,ay konvergiert gegen a fir k gegen unendlich®).

Beweis:

Sei f konvergent gegen a, und sei b € R mit b # a. Wir zeigen, dass f nicht gegen
b konvergieren kann: Wegen der Hausdorffeigenschaft 1.2.6 gibt es Umgebungen
U von a und V von b mit U NV = (). Nach Voraussetzung liegen fast alle Glieder
von f in U; in V koénnen also hochstens endlich viele Glieder von f liegen, sodass

f nicht gegen b konvergent sein kann. a

In MG haben Sie bereits ausgiebig mit konvergenten Folgen gearbeitet, sodass
hier auf Beispiele verzichtet werden kann. Auch die folgende Aussage ist IThnen

aus MG gelaufig, vielleicht nicht in der hier gewahlten Formulierung.

Satz (c und £°°)

Ist eine reelle Folge f konvergent, so ist sie auch beschrinkt, und es gilt

[ 1im f] < [ f]lo-
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1.2.10

Beweis (der Ungleichung):
Aufgrund der Definition 1.1.17 ist || f||oo = sup{|ax| | k¥ € N}; also gilt

lag| < ||flleo fiir jedes k € N.

Sei lim f = a. Wire [|f]lo < |al, so wire € := |a| — || f|lec > 0. Bilden wir fiir

dieses ¢ die Umgebung U.(a), so gibe es wegen

lax —a| > |a| — |ag] [vel. 1.2.2(v)]
> a| = ||fllo =€ fiir jedes k € N

kein einziges Glied in dieser Umgebung; a wire also nicht der Grenzwert von f.
Daher muss |lim f| = |a| < || f]le gelten. O

Wir kommen nun zur Untersuchung von c. Der folgende Satz stellt Regeln fiir das
Rechnen mit konvergenten Folgen und ihren Grenzwerten bereit. Sie kennen sie
aus MG.

Satz (Raum c)
Seien f = (ax), g = (bx) € ¢, und sei a € R. Dann gilt:

(i) fH+gecundlim(f+g)=lmf+limg,
f—g€cundlim(f —g) =lim f —limg.

(il) af € ¢ und lim(af) = alim f.
(iii) fg € ¢ und lim(fg) = lim f - lim g.
(iv) bx # O fiir jedes k € N und lim g # 0
f_limf

:>i€c und lim = = ——.
g g lim g

(v) ag < by fir fast alle k € N = lim f < limg.
Dariiber hinaus gilt:
(vi) Istlim f =0 und h € >°, so ist fh € ¢ und lim fh = 0.
(vii) Istlim f = limg und ist h = (¢x) eine Folge mit
ap < cp < by fir fast alle k € N,

soist h € c und lim f = limh = lim g.
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1.2.11

1.2.12

1.2.13

Die letzte Aussage wird in MG , Einschniirungssatz“ genannt, in der angelséchsi-
sche Literatur finden Sie dafiir hdufig die anschauliche Bezeichnung ,,Sandwich—

Theorem*.

Nach den Rechenregeln stellen wir nun zu Ihrer Erinnerung die wichtigsten Kon-

vergenzkriterien aus MG zusammen.

Bemerkung (endlich viele Abidnderungen)
Die Folge (a},) entstehe aus der reellen Folge (ay) durch Abinderung oder durch
Weglassen oder durch Hinzufigen endlich vieler Glieder. Ist (ay) konvergent, so
auch (a},), und in diesem Fall ist

lim a), = lim ay.

k—oo k—oo
Beweis:
In jeder Umgebung von a := klim ay, liegen fast alle Glieder ay; das sind aber auch

fast alle aj,. O

Definition und Satz (Teilfolge)
Die Folge (a})jen heift eine Teilfolge von f = (ai), wenn es eine Folge (k;)jen
in N gibt mit kj < kj1 und a; = ay,; fir jedes j € N. ((a}) entsteht aus f durch
Weglassen von endlich oder unendlich vielen Gliedern.)
Jede Teilfolge (a’;) einer konvergenten Folge f = (ax) € w ist konvergent, und es
qilt

fi o5 = Jim
Beweis:
Ist U eine Umgebung von a := lim f, so liegen darin fast alle Glieder ay, erst recht

also fast alle Glieder a’, da jedes a’ ja ein gewisses a, ist. O

Aus diesem Satz ergibt sich ein einfaches, aber oft brauchbares Divergenzkriteri-

uil.

Satz (Divergenzkriterium)

Besitzt eine reelle Folge f = (ay) eine divergente Teilfolge oder zwei konvergente
Teilfolgen " und " mit lim f' 2 lim f”, so ist f divergent.

Bewezs:
Besitzt f eine divergente Teilfolge, so kann f nach 1.2.12 nicht konvergent sein

(denn sonst wére jede Teilfolge konvergent).
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1.2.14

1.2.15

1.2.16

Besitzt f zwei konvergente Teilfolgen f' und f” mit lim f* # lim f” und wére f
konvergent, so gilte nach 1.2.12 lim f' = lim f und lim f” = lim f, also lim f’ =

lim f”, was aber unserer Voraussetzung widerspricht. a

Soll in der Definition der Konvergenz der Begriff Umgebung vermieden werden,

so kommt man zu folgendem Kriterium, das in MG als Definition benutzt wird.

Satz (e-no—Kriterium)
Sei f € w. Dann gilt:
f:(ak)ecundklim ap = a <=

Ve>03dnoe NVEeN: (k>ny = |ap —a| <e).

In Worten lautet die Bedingung: Zu jedem € > 0 lisst sich (i. Allg. in Abhéngigkeit

von ¢) eine natiirliche Zahl ny angeben mit der Eigenschaft

lax —a| < e fur jedes k € N mit k& > ny.

Das e—ny—Kriterium, das nur eine einfache Umformulierung unserer Konvergenz-
definition ist (fithren Sie den Beweis aus!), erfordert, dass der Grenzwert schon
bekannt ist oder erraten wird, bevor es zum Nachweis der Konvergenz verwen-
det werden kann. Die folgenden Kriterien setzen die Kenntnis des Grenzwerts
nicht voraus. Im ersten handelt es sich um monotone Folgen, deren Definition wir
zunéchst wiederholen.

Definition (monotone Folge)

FEine reelle Folge f = (ax) heifit monoton wachsend, wenn
ar < agyq  fir jedes k € N

gilt. Sie heifit monoton fallend, wenn
ap > apr1  fir jedes k € N

gilt. Fine Folge heiffit monoton, wenn sie monoton wachsend oder monoton fal-
lend ist.

Fiir monotone Folgen gilt nun eine Umkehrung der Aussage 1.2.9.

Satz (Monotoniekriterium)
FEine monotone Folge f = (ax) € w ist konvergent, wenn sie beschrinkt ist. Ge-

nauer:
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1.2.17

1.2.18

1.2.19

(1) Ist f monoton wachsend und nach oben beschrinkt (d. h. sup{ay | k € N} <
00), so ist f konvergent, und es gilt lim f = sup{ay, | k € N}.

(i) Ist f monoton fallend und nach unten beschrinkt (d. h. inf{ay | k € N} >
—00), so ist f konvergent, und es gilt lim f = inf{ay, | k € N}.

Ein wenig mehr iiber das Verhéltnis von Konvergenz und Divergenz reeller Folgen
besagt der folgende Satz.

Satz (monotone Teilfolgen)
(1) Jede reelle Folge enthilt eine monotone Teilfolge.

(ii) Jede beschrinkte reelle Folge enthdlt eine konvergente Teilfolge (Satz von
Bolzano—Weierstrafi'!).

Wir kommen nun zu dem (zumindest aus theoretischer Sicht) wichtigsten Kon-
vergenzkriterium. Bevor wir es formulieren, fithren wir eine Bezeichnung ein, um

die Bedingung des Kriteriums einfach ausdriicken zu kénnen.

Definition (Cauchyfolge)
FEine reelle Folge f = (ax) heifft Cauchyfolge, wenn gilt:

Ve>03dnoe NVEeN: (k>ny = |ar — an| <e).

In Worten lautet die Bedingung: Zu jedem ¢ > 0 gibt es eine natiirliche Zahl ng
(i. Allg. abhéngig von ¢), sodass gilt

lag, — an,| < € fiir jedes k € N mit k& > ny.

Wenn Sie dies mit der Bedingung im e—ng—Kriterium 1.2.14 vergleichen, so sehen
Sie, dass hier das Glied a,, an der Stelle steht, wo dort der Grenzwert von f
erscheint. Die Bedingung in 1.2.18 kann also formuliert werden, ohne dass {iber

die Existenz eines Grenzwerts oder gar dessen Wert etwas bekannt ist.

Es sei noch eine Variante zur obigen Bedingung fiir eine Cauchyfolge genannt:

Bemerkung (Cauchyfolge)

Die reelle Folge f = (ay) ist genau dann eine Cauchyfolge, wenn
Ve>03nge NVELEN: (k>ng,l>ng = |ax — as < e).

gilt.

" Bernard Bolzano, 1781-1848; Karl Weierstrafl, 1815-1897.
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1.2.20

1.2.21

1.2.22

Beweisen Sie die Aquivalenz der beiden Bedingungen (U 1.2.3).

Hilfssatz (Eigenschaften von Cauchyfolgen)
(i) Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

(ii) Jede Cauchyfolge ist beschrinkt.

(iii) Besitzt eine Cauchyfolge eine konvergente Teilfolge, so ist sie selbst konver-

gent.

Die Menge der Cauchyfolgen umfasst also ¢ und ist in £ enthalten. Der Beweis
dieser Aussagen findet sich bereits in MG, allerdings versteckt im Beweis des

Cauchykriteriums, das sich nun sehr einfach formulieren l&sst.

Satz (Cauchykriterium)
Jede reelle Cauchyfolge ist konvergent.

In Kombination mit 1.2.20(i) haben wir also die Aquivalenzaussage:

Eine reelle Folge f ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Obwohl Sie mit dem Cauchykriterium in MG bereits gearbeitet haben, wollen wir
es hier noch einmal an zwei Beispielen (die Ihnen eigentlich auch schon bekannt

sind) erldutern:

Beispiele
Seien f = (sx) und g = (t) durch

b 1

bzw.

k- .
—1)7? 1 —1)k-1L
oy et 8
= 7
definiert. Dann ist
(i) f keine Cauchyfolge, also divergent,

(ii) g eine Cauchyfolge, also konvergent.

Beweis:
(i) Fiir & € N betrachten wir die Differenz

&1 RE S SRR S
52k Sk = Pkt 2% = ok % 2
j=k+1 A ——L

k Summanden
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Wire f eine Cauchyfolge, miisste es zu jedem € > 0 (also auch zu € := %) ein
ng € N geben mit

|sk — Sno| < € fiir jedes k > ny,

insbesondere fiir k£ := 2ny (wegen 2ng > ng). Nach der obigen Abschitzung gilt

dies aber im Fall ¢ := % nicht.

(ii) Fir k,j € N mit k£ > j gilt

- 1%
v=7+1
1 L PG
o+l j+2 k
(H-)+ o+ (-1, falls & + j gerade,

<Jﬁ — L) +...+ (5 — 75) + 1, falls k+ j ungerade.
Da in jeder Klammer eine positive Zahl steht, folgt also
(1.2:1) (=1)7(ty — t;) >0,

und dies ist auch fiir £ = j richtig. Nun sei € > 0 gegeben, und es sei ng € N so

gewahlt, dass nio < ¢ gilt. Fiir jedes k > ng erhalten wir dann

[tk = tno| = |(=1)"(tk = tno)|
= (=1)"(tp —tn,) [wegen (1.2:1)]
1 T
- (Pl ta)
1
< P [wegen (1.2:1)]
< &

Die Folge (t,) ist also eine Cauchyfolge und daher konvergent. (Ihr Grenzwert ist,

wie Sie aus MG wissen, In 2, was niherungsweise 0,6931 . .. ist.) O
Zum Abschluss dieses Abschnitts behandeln wir noch den Fall, dass oo oder —oo

als ,,uneigentlicher” Grenzwert auftreten kann. Wir beginnen damit, Umgebungen

fiir die ,,uneigentlichen Punkte* oo und —oo definieren.
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1.2.23

1.2.24

1.2.25

1.2.26

Definition (Umgebungen von co und —oo)
SeiU CR=RU{—00,00}.

(i) U heifst Umgebung von oo, wenn oo € U ist und es ein o € R gibt mit
la,00[ CU.

(ii) U heifst Umgebung von —oo, wenn —oo € U ist und es ein f € R gibt mit

Sie werden sich rasch davon iiberzeugen, dass die entscheidenden FEigenschaften
von Umgebungen, wie sie in Satz 1.2.5 formuliert sind, auch fiir den Fall gelten,
dass a = 0o oder a = —oo0 ist. Priifen Sie dies nach! (Vgl. U1.2.4.) Wir kénnen

daher die Definition 1.2.7 erweitern.

Definition (bestimmt divergente Folge)

Sei f = (ar) € w, und sei a = 0o oder a = —oo. f heifft bestimmt divergent
gegen a, wenn in jeder Umgebung von a fast alle Glieder von f liegen.

In diesem Fall heifit a der'? uneigentliche Grenzwert von f.

Schreibweisen:

limf =a oder klimak:a oder ap — a firk — oo
—00

(wobei Letzteres zu lesen ist als ,ay divergiert bestimmt gegen a fir k gegen oo “).

Oft spricht man auch von uneigentlicher Konvergenz, was auch durch das

folgende Kriterium nahe gelegt wird.

Satz (e—no—Kriterium)
Fiir f = (ax) € w gilt:

(i) klimak:oo <~ Ve>03IngeNVEkeN: (k>ny= a,>1).

(ii) klimak:—oo < Ve>03IngeNVEkeN: (k>ny= ap <—1).

Uberlegen Sie sich, dass diese Aquivalenzen richtig sind (vgl. U1.2.5).
Beispiele
(1) Sei f:= (k), also ay, = k fiir jedes k € N. Dann gilt lim f = klim k = oc.

[Denn ist U eine Umgebung von oo, so gilt Ja,00] C U fiir ein a € R. Fiir alle k > «

gilt k € Ja, 0o[, das sind fast alle.]

12Gje iiberlegen sich sehr rasch, dass hochstens eines der beiden Elemente oo oder —oco als
uneigentlicher Grenzwert in Frage kommt.
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(2) Sei f:= ((—1)*k), also a;, = (—1)k fiir jedes k € N. Dann ist f weder

konvergent noch bestimmt divergent.

[Da || flleo = sup{|ag| | K € N} = supN = oo ist, ist f nicht beschrénkt, also auch nicht
konvergent, vgl. 1.2.9. f ist nicht bestimmt divergent gegen oo, denn U := |0, co[U {00}
ist eine Umgebung von oo, welche die unendlich vielen Folgenglieder —(2j + 1) fiir
4 =0,1,2,... nicht enthélt. Entsprechend ergibt sich, dass f nicht bestimmt gegen —oo

divergiert.]

(3) Sei f = (ax) € w monoton wachsend und nicht (nach oben) beschréinkt. Dann
gilt lim f = oo. Entsprechend ist eine monoton fallende Folge bestimmt divergent
gegen —oo, falls sie nicht (nach unten) beschréankt ist.

[Denn sei f monoton wachsend, und sei € > 0 gegeben. Da f nicht nach oben beschriankt
ist, gibt es ein ng € N mit a,, > % Da f monoton wachsend ist, gilt ax > ap, > %
fir alle k > ng; also ist das Kriterium 1.2.25(i) erfiillt. Ist f monoton fallend und nicht

nach unten beschrénkt, so argumentiert man analog. |

(4) Sei f = (ax) € w mit a > 0 (bzw. a; < 0) fiir fast alle £ € N. Ist lim f = 0,

so gilt lim} = o0 (bzw. lim% — —00). Dabei ist 1 die konstante Folge (1,1,...).

[Denn ist € > 0 vorgegeben und lim f = 0, so gibt es nach dem e—np—Kriterium 1.2.14

ein ng € N, sodass |ag| < ¢ fiir jedes k > ny erfiillt ist. Hieraus folgt fiir alle k > ng

1 1 1 1

— > —, fallsap >0, bzw. — < ——, falls a; < 0.
aj e Q. e

Mit 1.2.25 ergibt sich hieraus die Behauptung.]

(5) Sei f = (ax) € w mit ai # 0 fiir alle k € N. Ist f bestimmt divergent (gegen

oo oder —00), so gilt lim% = 0.

[Denn ist € > 0 vorgegeben und lim f = co (bzw. lim f = —o0), so gibt es nach dem
e—no—Kriterium 1.2.25 ein ng € N, sodass a; > % (bzw. ap < —%) fiir jedes k > ng
erfiillt ist. Hieraus folgt fiir alle k£ > nyg

1 1
0<—<e (bzw. 0 < —— <€), also
a ay

1
— - 0' < ¢ (in beiden Féllen).
a

Mit 1.2.14 ergibt sich hieraus die Behauptung.|
Hat eine reelle Folge weder einen reellen Grenzwert noch einen uneigentlichen
Grenzwert, so kann manchmal der Begriff des Haufungswertes, wie er in MG,

Kapitel 17, beschrieben ist, als Ersatz dienen. Wir wollen an dieser Stelle nicht

darauf eingehen.
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U1.2.1

U1.2.2

U1.2.3

U1.2.4

Ubungsaufgaben zu 1.2

Seien €1, €9, ..., &, positive Zahlen, und sei € := min{ey, €9, ...,,}. Zeigen Sie:
n
Ud(a) C () Us(a).
k=1

Seien f = (ax) und g = (by) konvergente Folgen in R. Beweisen Sie die ,,Monoto-
nie“ des Grenzwerts (Eigenschaft (v) von 1.2.10):

ap < by fir fast alle k € N = lim f <limg.

Sei (ag) eine reelle Folge. Zeigen Sie, dass die beiden Bedingungen

(i) Ve>03dnoeNVEeN: (k>ny = |ag — an,| <€)
und

(i) Ve>03neNVELeN: (k>ng,l>ny = |ap—ar <e¢)
dquivalent sind.

Zeigen Sie, dass 1.2.5 auch fiir Umgebungen von oo und —oo richtig bleibt: Sei

a € {—00,00}, und sei U eine Umgebung von a. Dann gilt:
(i) a€cl.
(ii) Jede Obermenge von U ist auch Umgebung von a.

(iii) Der Durchschnitt von endlich vielen Umgebungen von a ist wieder eine Um-

gebung von a.

U 1.2.5 Beweisen Sie die e—no—Kriterien 1.2.25.
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1.3.1

1.3 R" als reeller Vektorraum

Die Differenzial- und Integralrechnung fiir Funktionen mehrerer reeller Verénder-
licher, welche das Hauptthema dieses Kurses Analysis darstellt, spielt sich im
~n—dimensionalen Raum® R™ ab'®. Der besteht aus allen geordneten n—Tupeln'*
reeller Zahlen. Es hat sich herausgestellt, dass es aus mancherlei Griinden vorteil-
haft ist, die Elemente von R™ als senkrecht angeordnete n—Tupel (die man dann

auch Spalten oder Spaltenvektoren nennt) zu schreiben.

Definition (Menge R™)
Firn e N heifit
T
R" := : r, €R firk=1,...,n
Ty
der n—dimensionale reelle Raum. Die Elemente von R™ nennen wir auch

Punkte oder Vektoren von R", und x (1 < k < n) heifft k-te Koordina-

te von

L1
r=1| : | R
Tn
L1 Y1
Zwei Spalten © = f e R" und y = : € R” heiffen definitionsgemdfs
T Yn

gleich, wenn xp =y fir alle k =1,...,n gilt.

Um Platz zu sparen, schreiben wir auflerdem eine Spalte 6fter auch in der Form
“(xq,...,1,), wobei das t andeutet, dass die ,, Zeile* (1, ..., z,) zu ,transponieren*
(zu kippen) ist. — Spéter werden wir neben den Elementen von R™, also den
Spalten, auch waagerecht angeordnete n—Tupel, also Zeilen, zu betrachten haben.
— Ubrigens werden wir statt R' meist R schreiben und die Elemente von R! nicht
als (1), also in Klammern, wie es die Definition 1.3.1 formal vorsieht, sondern

wir werden die Klammern weglassen.

Eine Veranschaulichung ist in den Féllen n = 1, n = 2 und n = 3 mittels der

Zahlengeraden (Abb. 1.3-1a), mittels eines rechtwinkligen Koordinatensystems in

I3R™ wird gelesen als ,, Rn“ oder , R hoch n“. Dabei ist n immer eine natiirliche Zahl (> 1).
14Gtatt 2-Tupel, 3-Tupel bzw. 4-Tupel sagt man meist Paar, Tripel bzw. Quadrupel.
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der Zeichenebene (Abb. 1.3-1b) bzw. mittels eines rechtwinkligen Koordinatensys-

tems im dreidimensionalen Anschauungsraum (Abb. 1.3-1c) moglich.

6 1 a X

Abb. 1.3-1a: Darstellung des Elements a € R! als Punkt

T2 a
a0 b _ ol — aq a2
’ | - a9 as
|
|
|
[
|
|
|
11 |
|
|
} |
0 1 ay x
Abb. 1.3-1b: Darstellung des Elements Abb. 1.3-1c: Darstellung des Elements
a= *(a1,as) € R? als Punkt a= ‘(a1,az,a3) € R? als Punkt

Die Bezeichnung ,, Vektoren® fiir die Elemente von R™ riihrt von einer anderen

Veranschaulichung her:

T3
T2
as
a
Ay ———=—=== 1
| a2
|
I as
|
|
| a
PP ... = 1 1 4
| as
|
|
1+ I 0
|
|
} |
0 1 ay 1

Abb. 1.3-2a: Darstellung des Elements Abb. 1.3-2b: Darstellung des Elements
a= %(a1,as) € R? als Ortsvektor a= (a1, as,a3) € R? als Ortsvektor

— 36 —



R™ als reeller Vektorraum A 1.3/3

Hat man ein a € R? (oder R?) als Punkt der Zeichenebene (oder des Anschauungs-
raumes) dargestellt, so verbindet man den Nullpunkt 0 des Koordinatensystems
mit dem Punkt a durch einen Pfeil (Spitze bei a) und benutzt nun diesen Pfeil als
Darstellung von a (Abb. 1.3-2); man nennt ihn den zum Punkt gehérigen Orts-
vektor. Es ist einleuchtend, dass umgekehrt jeder Ortsvektor (d. h. jeder Pfeil,
der vom Nullpunkt ausgeht) eindeutig einen Punkt festlegt, namlich durch seine
Spitze. Der Unterschied zwischen den Darstellungen eines Elements von R™ (als
Punkt oder als Ortsvektor) ist also geringfiigig, doch je nach Situation ist die eine

oder die andere vorteilhafter.

Meist bleibt man bei der Darstellung als Ortsvektor nicht stehen, sondern geht
noch einen Schritt weiter, indem man die Bindung der Pfeile an den Nullpunkt
aufgibt und erlaubt, dass ein Pfeil unter Beibehaltung von Richtung und Lénge
(in der Ebene bzw. im Raum) beliebig parallel verschoben werden darf, also von
jedem beliebigen Punkt ausgehen darf. Das Element a ist dann als der Pfeil selbst,
unabhéngig von seinem Ausgangspunkt aufgefasst. In Abb. 1.3-3 stellen daher

alle eingezeichneten Pfeile dasselbe Element a dar. Man spricht von einem freien

/1

Abb. 1.3-3: Alle Pfeile stellen dasselbe Element a € R? dar

Hp)

1

Freilich haben alle diese Veranschaulichungen ihre Grenzen (nicht nur durch die
Einschrankung n < 3), und Beweise werden sich darauf nicht stiitzen kénnen.
Doch werden wir die Veranschaulichungsmoglichkeiten nutzen, wenn immer sie
geeignet erscheinen, Zusammenhénge zu verdeutlichen und ,,einsichtiger zu ma-
chen. Z. B. werden wir dies gleich anschlieend bei der Definition der Addition
und der Multiplikation mit einer reellen Zahl tun. Zur besseren Unterscheidung
von den Vektoren werden in diesem Zusammenhang die reellen Zahlen oft Skalare

genannt.
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1.3.2 Definition (Addition und skalare Multiplikation)

Durch
1 Y1 1+ Y1 T axy
l+ | = : bow. ol : | := : fir a € R
Ty Yn Tp + Un T, aTn

wird die Addition zweier Elemente von R™ bzw. die skalare Multiplikation

eines FElements von R™ mit einem Skalar definiert.

Die beiden Operationen lassen sich fiir R? in der Zeichenebene wie folgt veran-
schaulichen (Abb. 1.3-4).

To T2
as + as +

as a2

a+b
a
: x1 : : T1
(251 ay + aq ay +

Abb. 1.3-4a: Addition a + b Abb. 1.3-4b: Addition b+ a

Aus den Ortsvektoren a und b erhélt man den Vektor a + b, indem man den Pfeil
b parallel zu sich selbst verschiebt und ihn dann an der Spitze des Pfeils a ansetzt
oder indem man den Pfeil a parallel zu sich verschiebt und ihn an der Spitze von
b ansetzt. (Man kommt zum selben Ergebnis: a+b = b+a.) Der Vektor a+b wird
durch die — mit Pfeilspitze versehene — Diagonale in dem Parallelogramm, das von
den Vektoren a und b aufgespannt wird, dargestellt. Man spricht hier auch vom
Parallelogramm der Krifte. Dies rithrt von der Deutung eines Ortsvektors x als
einer Kraft her, die im Nullpunkt angreift, deren Grofle durch die Lénge von x
und deren Angriffsrichtung durch die Richtung von x reprisentiert wird. In der
Physik kann man z. B. experimentell iiberpriifen, dass die gemeinsame Wirkung
zweier Krifte die gleiche ist wie die Wirkung einer einzigen Kraft, deren Grofie

und Richtung durch die Diagonale im Kréafteparallelogramm dargestellt ist.
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Die Multiplikation eines Vektors a mit einer reellen Zahl o bedeutet eine Stre-
ckung (um den Faktor |a], falls |a| > 1 ist) oder eine Stauchung (um den Faktor

la, falls || < 1ist), wobei im Fall a@ < 0 zusétzlich noch die Richtung umgekehrt
wird (Abb. 1.3-5).

Im Fall o = 0 ergibt sich

0
Oa= | : |, der Nullvektor,
0

den man ebenfalls mit 0 bezeichnet. (Aus dem Zusammenhang wird stets klar

sein, welche Null gemeint ist.) Fiir den Nullvektor rechnet man sofort
O+a=a+0=a firjedesaeR"

nach, er spielt also die Rolle des neutralen Elementes beziiglich der Addition.

) aa T2
fiir a>1
a a
aa
T fir O<a<1
T
aa
fiir —1<a<0
—1)a
(—1) (—1)a
aa
fiir a<—1
Abb. 1.3-5: Multiplikation mit einer reellen Zahl «
Im Fall @« = —1 erhalt man
—ax 3]
(=1)a = : =:—a, denzu a=| :
—ap (7%

entgegengesetzten Vektor. Fiir ihn gilt
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1.3.3

er ist das (eindeutig bestimmte) zu a inverse Element beziiglich der Addition.

Man kann nun kaum anders, als die Subtraktion in R" durch
b—a:=b+(—a) fira,beR"”

zu definieren. Der Vektor b — a ist dann namlich die eindeutig bestimmte Losung
x der Gleichung z 4+ a = b (und der Gleichung a + x = b). Die Veranschaulichung
in der Zeichenebene ist klar: Man bildet —a, den zu a entgegengesetzten Vektor,

und setzt ihn, parallel zu sich verschoben, an b an (Abb. 1.3-6).

L2 4 L2 b—a

/ T T
b—a b—a

Abb. 1.3-6: Darstellung von b — a

Verschiebt man den erhaltenen Ortsvektor b — a parallel zu sich und setzt ihn an

a an, trifft seine Spitze auf die von b, denn es ist a 4+ (b — a) = b.

Die Struktur, die dem Raum R"™ durch Einfithrung der Addition und skalaren
Multiplikation aufgepriagt wird, tritt deutlicher in Erscheinung, wenn man von
den speziellen Gegebenheiten der Menge R"™ abstrahiert. Sie werden sehr rasch
feststellen, dass R™ sich dem allgemeinen Begriff des Vektorraums unterordnet,
den Sie aus MG (Kapitel 6) bereits kennen. Wéhrend dort beliebige Korper zu-

grunde gelegt werden, wird hier der Grundkorper stets R sein.

Definition (reeller Vektorraum)

Sei X eine nichtleere Menge. Auf X sei eine Addition erkldart, d. h., je zwei
Elementen x,y € X sei eindeutig ein Element x+y € X zugeordnet, mit folgenden
Figenschaften:

(Add;) Fiir alle x,y,z € X gilt (x+y)+z=x+ (y+ 2) (Assoziativitit).

(Addy) FEs gibt ein eindeutig bestimmtes Element 0 € X, genannt neutrales Ele-
ment oder Nullvektor, mit t +0=0+x =z fir allex € X

(Existenz des neutralen Elements).
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(Adds) Zu jedem Element x € X gibt es ein eindeutig bestimmtes Element —x €
X, das zu x inverse Element oder der zu x entgegengesetzte Vektor,

mitz+ (—z) = (—z)+2x=0 (Ezistenz der inversen Elemente).
(Addy) Firalez,ye X gilt x+y=y+=z (Kommutativitdt).

Auf X sei ferner eine skalare Multiplikation erkldirt, d. h., je einer reellen
Zahl o und je einem x € X sei eindeutig ein Element ax € X zugeordnet, mit

folgenden Eigenschaften:

(Multy) Fir alle o, € R und z € X gilt a(fz) = (af)x (Assoziativitit).

(Multy) Fiir alle x,y € X und o, 3 € R gilt1®
a(r+y)=ar+tay, (a+pf)z=ar+fr (Distributivitit).

(Multy) Fir alle x € X gilt 1z = .

Dann heifst X (mit dieser Addition und skalaren Multiplikation) ein reeller Vek-
torraum oder linearer Raum (iber R). Seine Elemente werden als Vektoren

bezeichnet.

Bevor wir auf Beispiele eingehen (zu denen nach dem vorher Gesagten jedenfalls

R™ gehort) wollen wir einige Bemerkungen zur Definition machen:

(1) Eine Menge X, auf der eine Addition mit den Eigenschaften (Add,) bis (Addy)

erklért ist, heifit eine (additiv geschriebene) kommutative Gruppe.

(2) (Addy) und (Adds) enthalten eine Redundanz: Die Eindeutigkeit des neutralen

Elements bzw. des zu x inversen Elements folgt bereits aus
r+0=xa firallexe X

bzw. aus
z+ (—z) =0 zusammen mit (Add;) und (Addy).

Beim Nachpriifen, ob in einem gegebenen Fall die Bedingung (Adds) bzw. (Adds)
erfiillt ist, kann also auf den Eindeutigkeitsnachweis sowie wegen (Addys) auf den

Nachweis von 0 + x = = bzw. (—x) + & = 0 verzichtet werden.

(3) Die Assoziativgesetze (Add;) und (Mult;) erlauben es, statt (z 4+ y) + z bzw.
a(fz) einfach  + y + z bzw. afz zu schreiben, also auf die Klammerung zu
verzichten, da es ja nicht darauf ankommt, in welcher Reihenfolge addiert bzw.

multipliziert wird.

15Um Klammern zu sparen, ist die Konvention ,, Punktrechnung (d. h. hier: die skalare Mul-

tiplikation) geht vor Strichrechnung® in Kraft.
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1.3.4

(4) Die Distributivgesetze (Mults) regeln das Zusammenspiel von Addition und
skalarer Multiplikation. Wie iiblich gilt die Konvention, dass die Multiplikation
der Addition vorgeht (sonst hatten wir sorgfiltiger (ax) + (ay) statt az + ay

schreiben miissen).

(5) Es ist 0z = 0 und (—1)z = —z fiir x € X (wobei in der ersten Beziehung
links die Null von R und rechts der Nullvektor von X steht).

(6) Im reellen Vektorraum X wird die Subtraktion durch

vy =+ (—y)
eingefiihrt. Fiir sie gelten dann die iiblichen Regeln

lE—(y+Z) = (IL‘-y)—Z (ff,y,ZGX),
alr—y) = ar—ay (x,y e X, a €R)

USW.

Zur Einiibung des Begriffs des reellen Vektorraums sei Thnen empfohlen, sich einen
Beweis der Bemerkungen (5) und (6) zu iiberlegen (U1.3.1). Doch zuvor sollten
Sie sich die folgenden Beispiele ansehen. Bis auf R™ handelt es sich um reelle
Vektorrdaume, die Sie alle aus MG kennen, allerdings nicht unter diesem Marken-

zeichen.

Beispiele
(0) X := R™ist mit der in 1.3.2 eingefiihrten Addition und skalaren Multiplikation

ein reeller Vektorraum. (Auch R = R! ist also ein reeller Vektorraum.)

(1) Sei M # () eine Menge und X der Raum aller reellen Funktionen auf M, also
X := Abb(M,R) = {f | f ist eine Funktion von M nach R}.

Mit der {iblichen Addition und skalaren Multiplikation von reellen Funktionen,

namlich

f+9:M—R, t— (f+9)t):=f{)+9(t),
af : M — R, t — (af)(t) = af(t),

ist X ein reeller Vektorraum. Insbesondere (Spezialfall M = N) ist der Raum aller

reellen Folgen
w= {f = (ax) | f ist eine reelle Folge}

mit der iiblichen Addition und skalaren Multiplikation von reellen Folgen ein

reeller Vektorraum.
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(2) Sei M eine nichtleere Menge und X der Raum aller auf M definierten und

beschrinkten reellen Funktionen, also
X = B(M) = { fe Abb(M,R) | fist beschréinkt},

vgl. 1.1.18. Dann ist X mit der iiblichen Addition und skalaren Multiplikation
von Funktionen ein reeller Vektorraum, und zwar ein Unterraum von Abb(M, R).

Insbesondere (Spezialfall M = N) ist der Raum aller beschrinkten Folgen, also
> = { few | f ist eine beschriankte Folge}

ein reeller Vektorraum, und zwar ein Unterraum von w.

(8) Sei ) # M C R. Mit der iiblichen Addition und skalaren Multiplikation von

reellen Funktionen ist der Raum der stetigen Funktionen auf M,
C(M) = {f € Abb(M,R) | f ist stetig},

ein reeller Vektorraum, ein Unterraum von Abb(M,R); ebenso ist, wenn jeder
Punkt von M ein Haufungspunkt von M ist, der Raum der stetig differenzierbaren

Funktionen
CHM) = {f € Abb(M,R) | f ist differenzierbar, und f ist stetig}
ein reeller Vektorraum, ein Unterraum von C'(M) (und auch von Abb(M,R)).

(4) Sei I ein abgeschlossenes Intervall in R mit mehr als einem Punkt. Mit der {ibli-
chen Addition und skalaren Multiplikation von reellen Funktionen ist der Raum

der tiber I integrierbaren Funktionen
R(I) = {f € B(I) | f st integrierbar}
ein reeller Vektorraum.
(5) Mit der tiblichen Addition und skalaren Multiplikation reeller Funktionen sind
P, = {P € Abb(R,R) | P ist eine Polynomfunktion vom Grad < n}
fiir n € Ny und
P = {P € Abb(R,R) | P ist eine Polynomfunktion}

reelle Vektorraume.

(6) Mit der iiblichen Addition und skalaren Multiplikation reeller Folgen sind
c= {f Ew | f st konvergent} (Raum der konvergenten Folgen)

und
co = {f €c | klggj f(k) = O} (Raum der Nullfolgen)

reelle Vektorraume.
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In den Beispielen (1) bis (6) ist jedes Mal die konstante Funktion f = 0 mit
f(t) = 0 fiir jedes t (gegebenenfalls eingeschrankt auf M oder I') bzw. die konstan-
te Folge 0= (0,0,...) das neutrale Element der Addition (also der ,Nullvektor®),
und —f := (—1)f ist das zu f inverse Element beziiglich 4. Im Ubrigen ergibt sich
aus den bekannten Eigenschaften beschréankter, stetiger, differenzierbarer bzw. in-
tegrierbarer Funktionen, beschriankter und konvergenter Folgen usw., dass jeweils
die Vektorraumbedingungen erfiillt sind. Es sei Ihnen empfohlen, dies in dem einen

oder anderen der aufgefiihrten Beispiele genauer nachzupriifen (U 1.3.2).

Ubrigens spielt in der Analysis nicht nur der Begriff des Vektorraums, sondern
auch der Begriff des Homomorphismus zwischen Vektorraumen eine Rolle. In MG,
Kapitel 8, haben sie gelernt, dass ein Homomorphismus f : V' — W eines K-
Vektorraums V in einen K—Vektorraum W eine Abbildung mit den folgenden

Eigenschaften ist:

fle+y) = flr)+ fly) firallexz,yeV,
flax) = af(x) fiir alle « € K und alle z € V.

Sie werden aufgrund der Rechenregeln fiir Integrale bzw. fiir konvergente Folgen

rasch erkennen, dass die Abbildungen

[:R(I) — R, f—>/f(t)dt

und

lim: ¢ — R, (ay) — klim a

—00
Vektorraumhomomorphismen sind. Im Moment wollen wir aber hierauf nicht ge-

nauer eingehen.
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U1.3.1

U1.3.2

U1.3.3

U1.3.4

Ubungsaufgaben zu 1.3

Beweisen Sie die Bemerkungen (5) und (6) zu 1.3.3.

Beweisen Sie, dass Abb(M,R), C(M) und P,, (Beispiele 1.3.4(1), (3), (5)) reelle

Vektorraume sind.

Seien
0
1 0
1 .
0 : N
€1 = , €2 1= 0 ; y En 1= 0 eR ’
0 ' 1
0
und sei z = (z1,...,x,) € R gegeben. Zeigen Sie:
(1) Esgilt z = > xpey.
k=1
(ii) Sind ay,...,q, reelle Zahlen mit © = > ageg, so gilt oy = z fiir k =

k=1
1,....,n.

Jedes © € R™ ldsst sich also auf genau eine Weise als ,, Linearkombination“ " ayey
k=1

darstellen. Die ey, ..., e, heilen die Standardbasisvektoren oder die kanoni-

schen Basisvektoren. (Vgl. MG, Kapitel 6.)

Seien a und b aus R? mit a # b. Beschreiben Sie die Menge

Gap == {a+t(b—a) | tER}

geometrisch (konstruieren Sie zunéchst a + t(b — a) fiir einige ¢ € R), und zeigen

Sie, dass sich G4 in der Form
{(z) € R? | AJ:+By+C’:0}

mit reellen Konstanten A, B, C' darstellen ldsst.
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1.4.1

1.4.2

1.4 R" als normierter Raum

Im vorangehenden Abschnitt haben wir die Vektorraumstruktur von R™ (hiufig
auch ,lineare Struktur® genannt) beschrieben. Wir kommen nun zur metrischen
Struktur, bei der die Abstandsmessung das wesentliche Element ist. Wir gehen
ganz dhnlich vor wie im Fall R!, wo der Ausgangspunkt der Betrag einer reellen
Zahl war. Bevor wir den Betrag eines Vektors in R" einfiithren, wollen wir, um den
Strukturgedanken stérker hervorzuheben, mit einem verallgemeinerten Betrags-
begriff in einem reellen Vektorraum beginnen. Man spricht dann allerdings meist

nicht mehr vom Betrag, sondern von einer Norm.

Definition (Norm, normierter Raum)

Sei X ein reeller Vektorraum. Eine Funktion'® || || : X — R, © — ||z|| heifst
eine Norm auf X, und (X, || ||) heifst ein normierter reeller Vektorraum
(kurz: ein normierter Raum), falls fir alle x,y € X die Beziehungen

1) |lz|| =0 wnd (||z]]=0<= 2=0) (Definitheit),
(ii) |lezx| = |af||z|| fir alle « € R (positive Homogenitt),
(iii) ||z +yl < |l + |yl (Dreiecksungleichung)
gelten.'”

Ein Vergleich mit 1.2.2 zeigt sofort: Auf dem reellen Vektorraum X := R ist die

Betragsfunktion | | : R — R eine Norm; (R, | |) ist also ein normierter Raum.

Bevor wir auf weitere Beispiele eingehen, wollen wir — ganz analog zu 1.2.3 —

mithilfe einer Norm einen Abstand erzeugen.

Definition und Satz (Norm und Abstand)
Sei (X, || ||) ein normierter Raum. Dann wird durch
d(z,y) = llz -yl (z,y € X)
der Abstand zweier Elemente x,y € X definiert. Er heifit der von der Norm

induzierte (oder erzeugte) Abstand.

16Das Zeichen || || liest man als ,, Norm*; statt || ||(z) schreibt man ||z und liest dies als ,, Norm
von z* oder ,Norm x“.

"Wihlt man o := 0 und x := 0 in (ii), so erhilt man [|0|| = ||00|| = |0] ||0|| = 0, und folglich
kann die zweite Bedingung in (i) zu ||z|| = 0 = = = 0 abgeschwécht werden. Wegen (ii) gilt

ferner | — zf| = | — 1| ||z| = ||z| fiir alle 2 € X. Mit (iii) folgt daher |z| = 3(|lz| + ||lz[|) =
Lzl + || = 2ll) = 3llz — || = 4]|0]| = 0; in (i) kann also die erste Bedingung weggelassen
werden.
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1.4.3

Fiir alle z,y,z € X gilt

(i) d(xz,y)>0 und (dz,y)=0<=x=y) (Definitheit),
(i) d(z,y) =d(y,x) (Symmetrie),
(iii) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung).

Man sagt auch haufig, dass durch die Norm eine Metrik, also eine Abstands-
messung, auf X erzeugt wird. Die Eigenschaften (i) bis (iii) sind die typischen

Eigenschaften, die man von einem Abstand erwarten darf.

Beweis von 1.4.2:

Seien z,y,z € X gegeben.
(i) Wegen der Definitheit der Norm gilt

d(z,y) = ||z —y|| >0, falls z #y ist,
und wegen ||0]| = 0 gilt im Fall z =y
d(w,7) = |} — 2] =0.

Daraus folgt d(x,y) > 0 sowie d(z,y) =0 <= x = y.

(ii) Wegen der positiven Homogenitét der Norm erhalten wir

dz,y) = llz—yl=1-@—2)=[-1ly -zl
= |y -zl =dy, z).

(iii) Mit der Dreiecksungleichung der Norm folgt

d(z,y) = |z =yl =Il(x—-2)+ -yl
< e =2+ [z =yl = d(z, 2) + d(z,y).

Damit sind die Abstandseigenschaften nachgewiesen. a
Beispiele

(1) Sei M eine nichtleere Menge. Auf X := B(M), dem Raum der beschriankten
Funktionen auf M, vgl. Beispiel 1.3.4(2), ist durch

£l = sup {IF®)] | €M}

eine Norm (die Supremumnorm) definiert, es ist also (B(M), || ||« ) ein normier-

ter Raum. [Die Normeigenschaften wurden schon in 1.1.19 konstatiert.]
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1.4.4

(2) Auf dem Raum
> = {f = (ag) €Ew | fist beschr'ankt} :
dem Raum der beschrénkten reellen Folgen, ist durch
@)oo = sup {Ja] | &€ N}
eine Norm (die Supremumnorm) definiert. [Es ist ja ¢~ = B(N).]
(3) Seien I := [a,b] mit a < b und
o) = { e AW(I,R) | fist stetig} .

Dann ist durch ,
T / F@ldt (f € o)

(lies: Einsnorm von f) eine Norm auf C'(I) gegeben.

Im Ubrigen ist C(I) eine Teilmenge (genauer: ein Unterraum) von B(I), vgl. MG,
Kapitel 14. Daher ist auch die Supremumnorm (Beispiel (1)) eine Norm auf C(7).

Zum Beweis von 1.4.3(3) benotigen wir Eigenschaften des Integrals, die ein wenig
iiber das hinausgehen, was Sie in MG iiber Integration gelernt haben. Wir gehen
spéter (in Kurseinheit 5) genauer darauf ein.

Da das Beispiel R™ fiir uns besonders wichtig ist, heben wir es wieder in einem

eigens formulierten Satz hervor.

Satz und Definition (Normen auf R™)
Sei p =1 oder p = 2. Dann werden durch

n % xy
|z, = (Z |mk|p> fire=1| : | eR"
k=1 ,
und durch
Iy
ol = max {Jas] | 1<k <n} firz=| i |er
Tn

Normen || ||, und || || auf R™ definiert. Die Norm || ||2 heift euklidische'®
Norm wund der von ihr erzeugte Abstand ds(x,y) euklidischer Abstand auf
R™. Die Norm || || heifit Maximumnorm. Den von || || bzw. || || erzeugten

Abstand bezeichnen wir mit dy(z,y) bzw. doo(x,y).

18Eukleides (von Alexandria), ca. 360 bis ca. 280 v. Chr.
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Beweis:
Die Definitheit und die positive Homogenitét sind einfach einzusehen. Schwierig-
keiten bereitet nur die Dreiecksungleichung im Fall p = 2. Diese ist aber genau

die Minkowskische Ungleichung aus 1.1.8. a

Im Fall n = 1 sind alle drei Absténde identisch, aber schon fiir n = 2 ergeben sich

Unterschiede, wie sich auch aus Abb. 1.4-1 ablesen léasst.

i) ) i)
T
doo(,y)
oy
T T T
Abb. 1.4-1a: Abb. 1.4-1b: Abb. 1.4-1c:
di(z,y) = [l = ylh da(w,y) = [l = yll2 doo (2, y) = || = Ylloo

Der euklidische Abstand dy(z,y) misst den Luftlinienabstand zwischen x und y.
Man wird ihn immer dann verwenden, wenn man an den ,wahren“ Lingen in
einem geometrischen Zusammenhang interessiert ist. Der Abstand d;(z,y) dage-
gen ist die Lénge des Weges, den ein Auto von x nach y zuriicklegt, wenn es sich
in einem rechtwinklig angelegten Strafiennetz bewegen muss. (Dies ist in vielen
amerikanischen Stadten der Fall; d;(x,y) wird deshalb in der englischsprachigen
Literatur gelegentlich auch ,taxi cab distance* genannt.) Der Abstand d.(z,y)

ist die ldngste Seite in dem von z und y festgelegten achsenparallelen Rechteck.

Intuitiv wird Thnen einleuchten, dass die euklidische Norm || ||2 (und damit der
euklidische Abstand ds(z,y)) besonders wichtig ist. Allerdings, und das ist der
Wermutstropfen, ist dieser Abstand in Rechnungen manchmal schwerer zu hand-
haben (wegen der auftretenden Wurzel), weshalb man gerne auf andere Normen

ausweicht. Sie werden bald sehen, wo dies moglich ist.

Oft nennt man ||z||; den Betrag von x € R" und schreibt

|z| statt ||z]s.
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1.4.5

Die besondere Bedeutung riihrt vor allem daher, dass der Betrag (die euklidische

Norm) mithilfe des nachstehenden Skalarproduktes!® x -y gewonnen werden kann,

lz| = vz - .

namlich durch

Definition (Skalarprodukt, Orthogonalitét)
Fiir x =%(xq,...,x,) und y ="(y1,...,yn) € R™ heifst

voy =Y aun
k=1

Skalarprodukt (oder inneres Produkt) von x und y.2°

Gilt x -y = 0, so heiffen x und y orthogonal oder senkrecht zueinander.

Im Fall n = 1 ist das Skalarprodukt z - y das gewtchnliche Produkt zy. Dieses ist
genau dann 0, wenn wenigstens einer der Faktoren x oder y die Zahl 0 ist. Im Fall
n > 1 ist aber x - y = 0 durchaus auch dann méglich, wenn beide Faktoren vom
Nullvektor verschieden sind. Z. B. gilt dies fiir je zwei der Vektoren

0

1 0
1 )
0 :
et =1 .1,e=101],..., e, := E
0 1
0

die schon in U 1.3.3 betrachtet wurden. Sie rechnen sofort nach, dass
1, falls7 =k,
Gl Ok = Ok = {o, falls i # k,
gilt. Insbesondere sind e; und ey, fiir ¢ # k senkrecht zueinander. Auch gilt z. B. fiir
die Vektoren (¥) € R? und (7’) € R? die Gleichung (i) () =z(-y) +yz =0,

Y T
und wenn Sie fiir irgendeine Wahl von x und y die beiden Vektoren zeichnen, so
sehen Sie, dass sie aufeinander senkrecht stehen. Machen Sie z. B. eine Skizze der

beiden Ortsvektoren G) und (_11)!

Da Sie von MG her mit dem Produkt von Matrizen vertraut sind, werden Sie
erkennen, dass z - y das Produkt der 1 x n-Matrix 'z = (x1,...,x,) (Zeile) mit

der n x 1-Matrix y = “(y1,...,¥y,) (Spalte) ist, weniger platzsparend geschrieben:
Y1

xoy=(x1...2,) | : :le,yl,.
v=1

Yn

19Bitte nicht mit der skalaren Multiplikation (= Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar)
verwechseln! Hier werden Vektoren miteinander multipliziert, und das Ergebnis ist ein Skalar.
208tatt x - y schreibt man auch oft (z,y).
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1.4.6 Satz (Eigenschaften des Skalarprodukts)
Fiir alle Vektoren x,y,z € R™ und alle o, 3 € R gilt*

(i) (@+y -z=2-24+y-2

z=o(r-2) (Linearitit beziiglich des ersten Faktors),

(Bz) =[x 2) (Linearitat beziiglich des zweiten Faktors),
(i) z-y=y-z (Kommutativitdt),
(iii) z-x >0 und (z-x=0<= x=0) (positive Definitheit).

Die Eigenschaft (i) wird auch als Bilinearitét bezeichnet und ein Produkt mit

dieser Eigenschaft als Bilinearform, sodass es sich bei dem Skalarprodukt um

eine positiv definite, kommutative Bilinearform handelt. Ubrigens besagt die letzte

Bedingung in (iii), dass der Nullvektor als einziger zu sich selbst orthogonal ist. —

Auf den einfachen Beweis von 1.4.6 verzichten wir.

Die Regeln, nach denen mit einem Skalarprodukt gerechnet wird, sind also die

iiblichen Klammerregeln. Die nidchste Aussage ist eine einfache Folgerung daraus.

1.4.7 Folgerung (Satz des Pythagoras??)
Seien x und y aus R™. Sind x und y senkrecht zueinander, so gilt

(z—y) (z—y) =v-2+y-y

oder, mithilfe der euklidischen Norm ausgedriickt,

Bewezis:

|z —y? = |z]> + |y|*.

(z—y)-(z—y) = v-(z—y)—y-(z—y)
Tor—x-y—y-T4y-y
= z-v4+y-y [wegenz-y=y-z=0] 0

2lUm Klammern zu sparen, ist wieder die Konvention , Punktrechnung geht vor Strichrech-

nung” in Kraft.
22Pythagoras, ca. 570 bis ca. 480 v. Chr.
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U1l.4.1

U1.4.2

U1.4.3

Ubungsaufgaben zu 1.4

Sei (X, ||) ein normierter Raum.

(i) Beweisen Sie die zweite Dreiecksungleichung

[zl = llyll| < llz+ ol fir alle 2,y € X.

(ii) Folgern Sie fiir den von || || geméf 1.4.2 erzeugten Abstand d die zweite
Dreiecksungleichung

|d(x,z) —d(z,y)| < d(z,y) firalle z,y,z € X.

Fiir z,y € R sei d(z,y) = lﬁgi‘ gesetzt. Zeigen Sie, dass durch d ein Abstand

auf R definiert ist, d. h., dass d die Eigenschaften (i) bis (iii) von 1.4.2 hat.
Hinweis: Die Funktion h : [0,00] — R, t — h(t) :=
(Warum?)

%th ist monoton wachsend.

Ist d durch eine Norm erzeugt, d. h., gibt es eine Norm || || auf R, sodass d(x,y) =
|z — y|| fiir alle z,y € R gilt?

Sei X ein reeller Vektorraum, auf dem ein Skalarprodukt z * y erklart ist, d. h.,

es gelten die Eigenschaften von 1.4.6 mit * anstelle von -. Ferner sei

|lz|| .= Ve xzx firze X

gesetzt. Beweisen Sie:

(i) Es gilt die (verallgemeinerte) Cauchy—Schwarzsche Ungleichung

(@ y)* < Jlzl*lyl*  fiir 2,y € X.

Hinweis: Zeigen Sie (ax + ) * (ax +y) = o?||z]|? + 2a(z * y) + [|y|* > 0 fiir alle

a € R, und betrachten Sie speziell o := —ﬁ im Fall z # 0.

(ii) || || ist eine Norm auf X.
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1.5.1

1.5 Konvergenz in R"

Bei topologischen Eigenschaften handelt es sich um solche, welche die Lage ver-
schiedener Punkte zueinander betreffen. Als zentralen Begriff haben Sie in MG
bereits den Begriff der e-Umgebung in R kennen gelernt (vgl. den Riickblick in
Abschnitt 1.2), der fiir die Konvergenz von Folgen und damit auch fiir die Ste-
tigkeit, Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit von grundlegender Bedeutung ist.
Hier wollen wir nun systematisch vorgehen, indem wir vom Umgebungsbegriff in
allgemeinen normierten Rdumen ausgehen und — wie schon im vorangehenden

Abschnitt — den Raum R”™ als Spezialfall herausarbeiten.

Definition (e-Umgebung, Umgebung)
Sei (X, || ||) ein normierter reeller Vektorraum, und sei d(z,y) = ||z —y|| der von

| || erzeugte Abstand.

(i) Sinda € X und e > 0 gegeben, so heifit
U(a) := {:c € X ‘ d(z,a) < 6} = {:c e X ‘ |z — all <5}
die e-Umgebung von a (in (X, || |))-

(ii) Sinda € X undU C X gegeben, so heifft U Umgebung von a (in (X, || [|)),
wenn es ein € > 0 mit U.(a) C U gibt.

Das entspricht wortwortlich der Definition 1.2.4. Nur kann hier weit reichender

interpretiert werden.

Die e-Umgebung von a in (X, || ||) hdngt natiirlich von der Norm bzw. von dem
durch sie induzierten Abstand d ab. Wenn es notig ist, dies deutlich zu machen,
schreiben wir gelegentlich auch U%(a). In Abb. 1.5-1 ist U¢(a) fiir die drei Normen
I lls, || ll2 und || || auf R? bzw. die dadurch erzeugten Abstandsdefinitionen aus
1.4.4 dargestellt, vgl. auch Abb. 1.4-1.

Sie iiberlegen sich, dass sich im Fall R? in den drei Fillen ein Rhombus, eine Kugel
bzw. ein Wiirfel ergibt. Im Fall R” mit n > 3 geht die Anschaulichkeit verloren;
aber auch hier ist die Vorstellung einer Kugel als e-Umgebung oft sehr hilfreich.
Ich muss Ihnen gestehen, dass ich mir im Fall von allgemeinen normierten Raumen
unter einer e-Umgebung fast immer eine Kugel vorstelle, obwohl diese Vorstellung

in konkreten Fallen meist weit von der Realitat entfernt ist.
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T2

Abb. 1.5-1a: Ud(a) fiir d = d;

_____________

T

Abb. 1.5-1b: U(a) fiir d = do

Abb. 1.5-1c: U(a) fiir d = d

Als weiteres Beispiel wollen wir uns noch iiberlegen, wie eine e-Umgebung im
Raum (B(M), || ||«), vgl. Beispiel 1.4.3(1), aussieht. Die ,,Punkte“ des Raumes
sind Funktionen, und der Abstand zweier Funktionen f, g ist durch

1f = glloe =sup {/()) — g(0)] | te M}
gegeben. Aus || f — gl < € folgt |f(t) — g(t)] < ¢ fiir jedes t € M, d. h.

ft) —e<g(t) < f(t) +¢

fiir jedes t € M.

Liegt also g in der e-Umgebung von f, so liegt der Graph von ¢ zwischen den

Y

2e

Abb. 1.5-2: g € Uc(f) in (B(M), || )

Graphen von f — €]y und f + €]y, verlduft also in dem Streifen der Breite 2 um
den Graphen von f; vgl. Abb. 1.5-2, worin M = [a, b] ist.

— 55 —



Konvergenz in R” A 1.5/3

1.5.2

1.5.3

U.(f) eine ,Kugel“ um den ,,Punkt* f? — Trotzdem: Diese gedankliche Vorstellung

ist oft hilfreich, wie Sie noch sehen werden.

Wir kommen zu den Eigenschaften von Umgebungen, die natiirlich die gleichen

sind wie in 1.2.5, und der Beweis kann wortlich iibernommen werden.

Satz (Eigenschaften von Umgebungen)

Seien (X, || ||) ein normierter Raum, a € X und U eine Umgebung von a. Dann
qgilt:

(i) ael.

(ii) Jede Obermenge von U ist auch Umgebung von a. (Insbesondere ist die Ver-

etnigung von beliebig vielen Umgebungen von a wieder eine Umgebung von

a.)

(iii) Der Durchschnitt von endlich vielen Umgebungen von a ist wieder eine Um-

gebung von a.

Abb. 1.5-3a: Jede Obermen- Abb. 1.5-3b: Der Durchschnitt von zwei Umge-
ge einer Umgebung von a ist bungen von a ist eine Umgebung von a

eine Umgebung von a

Fiir die Eindeutigkeit von Grenzwerten wird der folgende , Trennungssatz* von
Bedeutung sein, vgl. 1.2.6.

Satz (Hausdorffeigenschaft)
Sei (X, ||) ein normierter Raum, und seien a,b € X mit a # b. Dann gibt es

eine Umgebung U von a und eine Umgebung V von b mit UNV = ().

Beweis:

Der Beweis von 1.2.6 kann wortlich iibernommen werden, nur sieht hier die Inter-
pretation etwas anders aus: Mit d(z, y) := ||z —y|| setzen wir wie dort € := 1d(a, b)
(wegen a # b ist dann € > 0) und U := U.(a), V := U.(b), vgl. Abb. 1.5-4.
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1.5.4
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Abb. 1.5-4: Trennung zweier Punkte durch disjunkte Umgebungen

Wire z € U NV, so wiirde d(z,a) < ¢ und d(z,b) < € und damit d(a,b) <
d(a,z) +d(xz,b) < e +e = d(a,b) folgen, aber d(a,b) < d(a,b) ist falsch. O

Wir koénnen jetzt analog zu Abschnitt 1.2 fortfahren und die Konvergenz von

Folgen definieren.

Definition (konvergente Folge)

Seien (X, || ||) ein normierter Raum, f = (x)) eine Folge in X und a € X.

(i) f heifit konvergent gegen a in (X, || ||) (oder einfach konvergent ge-
gen a, wenn aus dem Zusammenhang klar ist, welcher normierte Raum

(X, || [|) gemeint ist), in Zeichen:
xr — ain (X, || ||) firk — oo (oder einfach x, — a),
wenn in jeder Umgebung von a fast alle Glieder xy, der Folge liegen.

(ii) f heifit konvergent in (X, || ||) (oder einfach konvergent ), wenn es ein

a € X gibt mit der Eigenschaft .f ist konvergent gegen a in (X, || ||)“

(iii) f heift divergent in (X, || ||) (oder einfach divergent), wenn f nicht

konvergent in (X, || ||) ist.?

Wie im Fall X := R ergibt sich aus der Hausdorffeigenschaft 1.5.3, dass es in
einem normierten Raum hochstens ein a gibt, gegen das eine gegebene Folge f
konvergent sein kann. [Wire f auch gegen b # a konvergent, so gibe es nach 1.5.3
disjunkte Umgebungen von a bzw. von b, in denen jeweils fast alle Folgenglieder liegen

miissten. Das ist aber nicht moéglich.] Daher ist die folgende Definition sinnvoll.

23Statt ,,ist konvergent® bzw. ,ist divergent“ sagt man oft auch ,konvergiert* bzw. ,diver-

giert®.
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1.5.5

1.5.6

Definition (Grenzwert)
Sei (X, || ||) ein normierter Raum. Ist f = (xy) eine in (X, ]| ||) gegen a konver-

gente Folge, so heifit a der Grenzwert von [ und wird mit
lim f oder lim xy
k—oo
bezeichnet (mit dem Zusatz ,in (X, || ||) ¢, falls dies zur Klarstellung erforderlich
ist).
Die Definition der Konvergenz lisst sich in ein e-ny—Kriterium ummiinzen.

Satz (e—no—Kriterium)
Sei (X, || ||) ein normierter Raum, f = (xy) eine Folge in X, und es sei a € X.

Dann gilt: Genau dann konvergiert f gegen a, wenn die Bedingung
Ve>03dno e NVEkeN: (k>ny= ||lzx —a|| <¢)
erfillt ist, d. h., wenn
khﬂrgo |z —al =0 (im gewohnlichen Sinn in R)
qgilt.

Die Bedingung besagt also einfach, dass die reelle Folge (|| —a||)ken der Abstén-
de von 7, und a eine ganz gewohnliche Nullfolge ist. Die Konvergenz in (X, || ||)

ist damit auf die gewohnliche Konvergenz (in R) zuriickgespielt.

Bewezs:

(i) Sei (xx) konvergent gegen a, und sei € > 0 gegeben. Dann liegen in der Um-
gebung U, (a) von a fast alle zy, d. h., es gibt ein ny € N mit z;, € U.(a) fiir alle
k > ng. Nun bedeutet x, € U.(a) gerade ||z — al| < €, sodass wir erhalten: Zu
dem ¢ > 0 gibt es ein ng € N mit ||z, — al| < € fur alle k£ > ny. Da € > 0 beliebig

vorgegeben war, ist damit das Erfiilltsein der Bedingung nachgewiesen.

(ii) Sei nun die Bedingung erfiillt, und sei eine Umgebung U von a gegeben. Dann
gibt es nach Definition der Umgebung ein € > 0 mit U.(a) C U. Wir wéhlen ein

solches € und konnen dazu laut Bedingung ein ny € N finden mit der Eigenschaft
VEkeN: (k>ny= |lzx —a|| <o),

d. h., alle z; mit k > ng liegen in U.(a). Das sind fast alle. Wegen U.(a) C U
liegen also fast alle z;, in U. Da U beliebig vorgegeben war, bedeutet dies die

Konvergenz von f gegen a. O
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1.5.7 Beispiele

1.5.8

(1) Seien (X, | |) := (R,]| |), f = (zx) eine reelle Folge, a € R. Dann gilt nach
1.5.6

r, —a in (R/]]) <= klim |z, —al =0
— 00

<— lim z, = a.

k—o0

Wir haben den gewohnlichen Konvergenzbegriff in R.
(2) Seien (X, || 1) = (R, || [l1) (also [|(7}) [l = |21] + |22|) und f = () die Folge

in R? mit .
) I+k

Ty 1= .

* ((1 - %)’f)

Dann konvergiert f gegen a := (1)

e

[Denn es gilt

loe = (D) =% U+ 11+ HF —e] — 0 fiir k — oo,
wegen Hik — lund (14 %)k — e fiir k — o0, wie Sie aus MG, Kapitel 12, wissen.|
Das Beispiel (2) ist in dem Sinne typisch, dass Konvergenz in (R, || ||1) ,kompo-
nentenweise Konvergenz bedeutet. Das gilt iibrigens unabhéngig davon, welche
Norm auf R™ betrachtet wird, wie wir noch sehen werden. Zunéchst betrachten

wir die Maximumnorm.

Beispiel (Konvergenz in (R™, || ||c))

Sei R™ mit der Mazimumnorm || ||« versehen (Satz 1.4.4), sei f = (vk)ken mit

xp = "(Tp1, .., Tpn) € R eine Folge in R™, und sei a ='(ay,...,a,) € R". Dann
qgilt:

zpy — ain (R ] ||o) <= klim T =a, firv=1,...,n.
Die Konvergenz in (R",|| ||) bedeutet also die gewohnliche Konvergenz jeder
Koordinatenfolge.
Beweis:

(i) 2z — a in (R, || ||o) bedeutet nach 1.5.6
my ::max{|xkl,—a,,| | Vzl,...,n} —0 firk — o
(im gewohnlichen Sinn). Fiir festes v ist
0<|zg —a,| <my (keN).

Hieraus folgt (,Sandwich-Theorem*) klim |z, — a,| = 0, also klim Ty = Ay
—00 —00
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1.5.9

(ii) Sei ]}Lrgoxk,, =ua, firv=1,...,n,d h,
(Try — ay)ken ist eine Nullfolge fiir jedes v = 1,2,...,n.
Daher ist auch die (endliche) Summe s = (s;)gen mit
Sk = |xp, —ar] + .. F | — ap|
eine Nullfolge. Wegen
0<my <s; firjedes k e N

ist auch (my) eine Nullfolge. Dies wiederum bedeutet nach 1.5.6, dass (z) gegen

ain (R™, || ||«) konvergiert. O

Wie wir bald sehen werden, kann in Beispiel 1.5.8 die Norm || || durch jede
andere Norm auf R" ersetzt werden. Als Beweishilfsmittel wird dabei der Satz

von Bolzano-Weierstrafl benutzt, den Sie fiir R! bereits kennen (vgl. 1.2.17(ii)).

Satz (von Bolzano—Weierstraf3)
Sei (xp)ken eine Folge in R™, die || ||—beschrinkt ist, d. h., es gebe eine Zahl
S e R mit

|zklloo < S fiir jedes k € N.

Dann gibt es eine Teilfolge von (xy), die in (R, || ||o) konvergiert.
Beweis (durch vollstandige Induktion beziiglich n):

Die Aussage im Fall n = 1 ist der ,gewohnliche* Satz von Bolzano—Weierstraf

1.2.17(ii). Nun sei die Aussage fiir n richtig, und es sei

(Zk)ken mit = "(Tp1, - - - Thns Thprr) 2

eine Folge in R" die ||zx|lee < S fiir jedes k& € N erfiillt. Dann gilt fiir die
(n 4+ 1)-ten Koordinaten

[Tk nt1] < ||2klloo < S fiir jedes k € N.

Die reelle Folge (xj n11)ken ist also beschréankt und besitzt (nach dem gewthn-
lichen Satz von Bolzano—Weierstrafl, 1.2.17(ii)) eine konvergente Teilfolge, etwa

(Tx;n+1)jen. Nun betrachten wir die Folge (y;) mit

Y; = t(CL'kjl, c. ,l’k].n) e R"™

24Doppelindizes schreiben wir in der Regel direkt nebeneinander; besteht jedoch einer der
beiden Indizes aus mehr als einem Zeichen, so setzen wir oft ein Komma dazwischen, um Miss-

verstiandnisse zu vermeiden.
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1.5.10

Wegen [|y;llec < [|2k;]loc < S fiir jedes j € N ist die Induktionsvoraussetzung auf
(y;) anwendbar: (y;) besitzt eine in (R”, || ||o) konvergente Teilfolge, etwa (z,) :=
(yj,)- Dann ist z, = “(@,,1,...,2,,), wobei (r,) eine Teilfolge der Indexfolge
(k;) ist. Die Konvergenz von (z,) in (R", || ||~) bedeutet nach 1.5.8, dass die n
reellen Folgen (2,,1)ven, - - -, (Tr,n)ven sdmtlich konvergieren. Da auch (2, n41)ven
als Teilfolge der konvergenten Folge (2, n11);jen konvergent ist, folgt aus 1.5.8 die

Konvergenz von (z,,) in (R™ || ||o). H

Entscheidend fiir die weiter oben angedeutete Gleichwertigkeit aller Normen auf
R" ist der folgende Hilfssatz.

Hilfssatz (Normen auf R"™)
Sei || || eine belicbige Norm auf R™, und sei || ||« die Mazimumnorm (vgl. 1.4.4).
Dann gibt es positive Konstanten «, f € R mit den Eigenschaften

(i) |zl £ aflzlle fir jedes v € R”,

(i) ||z]|eo < Bl|z]| fiir jedes x € R™.

Beweis:
(i) Sei z ="*(zy,...,x,) € R™ gegeben. Dann gilt

n
T = E Tyey,
v=1

wobei ey, ..., e, die Standardbasisvektoren von R™ sind (vgl. U1.3.3). Die Drei-

ecksungleichung liefert

el =

n n n
Zx,,e,, < Z lzye, || = Z |z, [le. ||
v=1 v=1 v=1

n
< max{|z],. . |zl } Y llen] = 2]l o,
v=1

n
wenn « := Y |le,|| gesetzt wird.
v=1

(ii) Diesen Beweis fithren wir indirekt und nehmen an, dass es kein [ mit der
behaupteten Eigenschaft gibt. Das bedeutet dann, dass es zu jedem 3 > 0 ein
x € R" mit |||l > S]|x] gibt. Wir kénnen also insbesondere zu 3 = k € N ein
r =:yr € R" mit

lpilloe > Mlluill (k€ N)
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1.5.11

wihlen. Wir setzen \j 1= m und xy := A,y und erhalten (fiir jedes k € N)
(1.5:1) [2klloo = [ AYrlloo = Akl lYrlloo = 1
und

kllzgll = Kl Myell = Bl el < el yelloo =1,

also )
(1.5:2) k]| < z fiir jedes k € N.

Aus (1.5:1) und (1.5:2) leiten wir einen Widerspruch ab: Nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrafl 1.5.9 gibt es wegen (1.5:1) eine Teilfolge (74,) =: (2;) von
(xk), die in (R™, || ||o) konvergiert, etwa gegen den Grenzwert z. Es gilt also
(nach 1.5.6)

|2j = 2] — 0 fiir j — o0.
Nach der schon bewiesenen Ungleichung (i) ist 0 < ||z; — 2z|| < «a||z; — 2|l und
folglich
lim ||z; — z[| = 0.
j—00
Das heifit z; — z in (R™, || ||). Aus (1.5:2) folgt aber z;, — 0 in (R™, || ||) und,
da (z;) eine Teilfolge von (x) ist, auch z; — 0 in (R”, || ||). Da der Grenzwert

eindeutig bestimmt ist, erhalten wir z = 0. Andererseits ist wegen (1.5:1)

L= lzllee = Iz = 2) + 2llo

< Iz = 2lloe + M2l — [[2]lo0 fiir 7 — 00

und folglich 1 < ||z]|« (dabei kommt genau genommen 1.2.10(v) ins Spiel), was
z # 0 und damit einen Widerspruch zur Folge hat. Die Annahme, von der wir

ausgegangen sind, ist falsch, und damit ist (ii) bewiesen. O

Als Folgerung aus Hilfssatz 1.5.10 erhalten wir den folgenden Satz.

Satz (Aquivalenz der Normen auf R™)
Seien || || und || ||* zwei Normen auf R™, a = '(ay,...,a,) € R", U C R" und
() ren mit 2p = (X1, ..., Trn) eine Folge in R™. Dann gilt:
(i) U ist Umgebung von a in (R™, || ||)
<= U ist Umgebung von a in (R", || ||*).

(ii) (zx) ist konvergent (gegen a) in (R™, ] ||)
<= (wy) ist konvergent (gegen a) in (R™, ] ||*)
<= Fiir jedes v =1, ...,n konvergiert (zx,)ren (gegen a,) im gewdhnlichen
Sinn, also in (R, | ).
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1.5.12

Beweis:
Wir zeigen, dass die Aussagen im Fall || ||* = || |ls richtig sind. (Uberlegen Sie

sich, dass daraus die allgemeineren Aussagen leicht zu folgern sind!)

(i) Sei U eine Umgebung von a in (R", || ||). Es gibt also ein ¢ > 0 mit U.(a) =
{z e R" | ||lx —a|] <e} CU, d h, aus ||rt —a| < e folgt z € U. Nun gilt
|z —al| < al|r — a|| fiir ein o > 0 (Hilfssatz 1.5.10(i)). Setzt man also ' := £,

so folgt aus ||z — a||w < &’ sofort
|z — al| < ag’ =& und damit z € U;

es gilt also U%(a) = {z € R" | ||z — aljc < €'} € U, und U ist daher eine
Umgebung von a in (R™, || ||oo)-

Ganz entsprechend beweist man, dass U Umgebung von a in (R™, || ||) ist, falls U

Umgebung von a in (R",|| ||«) ist, indem man Hilfssatz 1.5.10(ii) heranzieht.

(ii) Diese Aussage folgt unmittelbar aus (i) in Verbindung mit Definition 1.5.4
der konvergenten Folge und Beispiel 1.5.8. a

Bei so viel Ubereinstimmung treffen wir die folgende Vereinbarung:

Vereinbarung

In Zukunft nehmen wir immer an, dass R™ mit einer Norm (bzw. mit dem von
der betreffenden Norm induzierten Abstand) versehen ist, wenn nicht ausdricklich
etwas anderes gesagt wird. Im Fall n = 1 nehmen wir immer die Betragsfunktion

als Norm.

Héufig werden wir die Maximumnorm || ||, benutzen, weil sie sich bei Abschét-
zungen vielfach leicht handhaben lisst; bei geometrischen Uberlegungen wird der
Betrag, also die euklidische Norm || ||, im Vordergrund stehen, da sie die ,,wahren*
Absténde angibt.

In reellen Vektorrdumen X sind eine Addition und eine skalare Multiplikation
definiert, und dementsprechend kann man auch fiir Folgen (x)) und (yx) in einen
normierten Raum (X, || ||) eine Addition und eine skalare Multiplikation einfiihren,

ndmlich durch
(k) + (k) == (xr +yx) bzw. a(xy) = (axy) fira € R,

Die folgende Aussage ist dann fast selbstverstandlich.
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1.5.13

1.5.14

Satz (Regeln)
Sei (X,|| ||) ein normierter Raum, sei o € R, sei (xy) konvergent gegen a in

(X, | ID, und sei (y) konvergent gegen b in (X, || ||). Dann gilt:
(1) (xk) + (yx) ist konvergent gegen a+b in (X, || |).

(ii) a(wzy) ist konvergent gegen cva in (X, | [|)-

Der Beweis ist einfach und Ihnen zur Einiibung des Konvergenzbegriffes empfohlen
(U1.5.4). 0

Daim Fall n > 2 auf R" keine Ordnung definiert ist, bleibt fiir die Ubertragung der
in R! giiltigen Konvergenzkriterien (Abschnitt 1.2) auf den hher dimensionalen
Fall nur das Cauchykriterium {ibrig. Die Definition einer Cauchyfolge in beliebigen

normierten Raumen kann fast wortlich {ibernommen werden.

Definition (Cauchyfolge)

Sei (X, ||) ein normierter Raum. Eine Folge (zy) in X heifft Cauchyfolge in
(X, || I) (eder Cauchyfolge in X oder einfach Cauchyfolge, wenn aus dem
Zusammenhang klar ist, welche Norm || || bzw. welcher normierte Raum (X, || ||)

gemeint ist), wenn die Bedingung
Ve>03dng e NVEeEN: (k>ng= |z — x| <e)

erfillt ist.
In Worten: Wenn es zu jedem € > 0 einen Index ng gibt, sodass ||xg — Tn,|| < €
fir alle k € N mit k > ng gilt.

Vergleichen Sie die Bedingung einmal mit jener im e-ny—Kriterium 1.5.6! Sie
werden sehen, dass der wesentliche Unterschied darin besteht, dass der dortige
Grenzwert a hier durch das Folgenglied z,, ersetzt ist. Die Bedingung fiir die
Cauchyfolge kann also formuliert werden, ohne dass man den Grenzwert kennt, ja

ohne dass man weif3, ob die Folge iiberhaupt konvergent ist oder nicht.
Die Bedingung, durch die Cauchyfolgen in 1.5.14 charakterisiert sind, ist mit der
folgenden dquivalent:

Ve>03dnoe NV LeEN: (k({>ny= |z — ] <e).
Das schen Sie sofort ein, wenn Sie den Fall n = 1 (U 1.2.3) noch einmal anschauen.
Sie brauchen nur | | durch || || zu ersetzen.

Entsprechend problemlos iibertragen sich die Eigenschaften reeller Cauchyfolgen

auf allgemeine normierte Raume.
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1.5.15

1.5.16

Hilfssatz (Eigenschaften von Cauchyfolgen)

In einem normierten Raum (X, || ||) gilt:

(1) Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.
(ii) Jede Cauchyfolge ist beschrinkt.

(iii) Besitzt eine Cauchyfolge eine konvergente Teilfolge, so ist sie selbst konver-

gent.

Die wichtigste Aussage, die Cauchyfolgen in (R, | |) betreffend, ist, dass die Um-
kehrung von 1.5.15(i) in (R,| |) gilt: Jede Cauchyfolge in (R,| |) ist konvergent
(1.2.21). Dieser Satz ist leider in beliebigen normierten Rdumen nicht richtig, wie

das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel (divergente Cauchyfolge)

Es sei ¢y der Raum aller reellen Nullfolgen, also

Jj—00

coz{f:(xj)ec | lim:z:j:O},
versehen mit der Norm

11 = )l o= sup {120 | 5 e N, also () = ()]l

Sie werden rasch verifizieren, dass || || tatséichlich eine Norm auf ¢q ist. Die Folge
f = (fx) in ¢y sei nun wie folgt definiert: Fiir £ = 1,2,... sei f; die Folge fy :=
(1,1,...,1,0,0,...), wobei die letzte 1 das k—te Folgenglied ist, d. h., die ersten k
Folgenglieder von f; haben den Wert 1, alle nachfolgenden den Wert 0. Offenbar
gilt fi € co fiir jedes k.

Wir zeigen nun, dass (fx) eine Cauchyfolge in (co, || ||) ist: Fiir & > ng ist fr— fn, =
(0,0,...,0,1,1,...,1,0,0...), wobei der ersten Gruppe von ng Nullen genau k—ny

Einsen folgen und dann nur noch Nullen kommen. Daher gilt

ka_fm)” :Sup{% | no_'_l S]Sk} = n01+1'

Ist also € > 0 gegeben, so wihle man fiir ny eine natiirliche Zahl > % Man erhéalt
dann fur alle k > ng die Abschétzung || fx — fuoll = ﬁ < e. Die Bedingung fiir
das Vorliegen einer Cauchyfolge ist damit erfiillt.

Aber die Folge (fx) ist nicht konvergent in (co, || ||): Denn wére (fy) doch konver-
gent gegen ein g € ¢y, so hiefle das || fr — g|| — 0 fiir & — oo. Ist nun fi(j) bzw.

g(7) das j—te Folgenglied von fy bzw. g, so wiirde (fiir jedes feste j)
fe(G)  90)

—‘snfk—gnﬁo fiir & — oo

J J
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1.5.17

1.5.18

folgen und damit fi(j) — g¢(j) fir & — oo. Es ist aber fx(j) = 1 fir & > j,
und somit wire g(j) = 1 fiir jedes j € N. Damit hétten wir einen Widerspruch: g

ware doch nicht in cg.

Es ist also schon etwas Besonderes, wenn jede Cauchyfolge in einem normierten
Raum auch konvergent ist, und solche Rdume erhalten nun einen besonderen

Namen.

Definition (vollstindiger normierter Raum)

Ein normierter Raum (X, || ||), in welchem jede Cauchyfolge konvergent ist, heifit

vollstindig oder ein Banachraum .

Das wichtigste Beispiel fiir einen Banachraum ist R™ (versehen mit einer Norm).

Satz (R™ als Banachraum)

Sei || || eine Norm auf R™. Dann ist (R™, || ||) vollstindig, also ein Banachraum.

Beweis:
Wir beweisen dies zunéchst fiir die Maximumnorm || ||o. Sei (xx) eine Cauchyfolge

in (R, || |loo), ox = ‘(1. - ., Tn). Zu jedem e > 0 gibt es also ein ny € N mit
Tk — Tyl < € fiir alle & > ny.
Daraus ergibt sich wegen
1Tk — Tngw| < |2k — Tnglloo flitv=1,...,n

sofort, dass die Folgen (4, )ren fiir v = 1, ..., n simtlich Cauchyfolgen in (R, | |)
sind. In diesem Raum gilt aber das Cauchykriterium, siehe 1.2.21, sodass die

Folgen in (R, | |) konvergent sind. Ist a, der Grenzwert von (2, )ren, so gilt also

lim zp, =a, firv=1,...,n.

k—o0

Nach Beispiel 1.5.8 folgt x, — a := (a4,...,a,) fir & — oo in (R, || ||eo)-
Damit ist die Vollstéandigkeit von (R", || ||« ) bewiesen.

Die Vollstédndigkeit von (R™,|| ||) fiir eine beliebige Norm ergibt sich nun rasch
aus Hilfssatz 1.5.10 {iber Normen auf R": Danach gilt mit geeignetem 5 > 0

(1.5:3) |2]|lco < B|z]| fiir alle z € R™.

25Gtefan Banach, 1892-1945.
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Ist also (xy) eine Cauchyfolge in (R™, || ||) und ist € > 0 gegeben, so gibt es zu

g = % ein ng € N mit

|2k — @p || < & fiir alle k > ny.
Mit (1.5:3) folgt hieraus
|2k — Tnglloo < Bllxr — || < B’ = ¢ fiir alle k > ny,

d. h., (zy) ist eine Cauchyfolge in (R", || ||«). Nach dem zuvor Bewiesenen ist
daher (zy) in (R, ||«) konvergent, und nach Satz 1.5.11(ii) konvergiert dann

(x) auch in (R™, || ||). Das war zu zeigen. O

Der Satz (und genauer noch der Beweis) zeigt, dass in (R™, || ||) dieselben Folgen
wie in (R™, || ||o) Cauchyfolgen sind und dass dies genau die konvergenten Folgen
sind, ein Grund mehr fiir die Vereinbarung 1.5.12: R" (ohne Zusatz) bedeutet

(R™ || ||) mit irgendeiner Norm.
Wir wollen noch einige der Rédume aus fritheren Beispielen auf Vollstdndigkeit

untersuchen. Die beiden ersten Beispiele sind besonders wichtig.

1.5.19 Beispiele
(i) (B(M), ]| ||oo) mit einer Menge M # 0 und || f||o :=sup{|f(¢)| | t € M} (vgl.
Beispiel 1.4.3(1)) ist vollstandig, also ein Banachraum.

(ii) (C([a,0]), || ||oo) mit a,b € R, a < bund || || wie in (i) (vgl. Beispiel 1.4.3(3))
ist vollstédndig, also ein Banachraum.

1
(iii) (C'([0, 1)), || 1) mit || fll1 :== [ | f(¢)|d¢ (vgl. Beispiel 1.4.3(3)) ist nicht vollstéandig.
0

Beweis:
(i) Es sei (fx) eine Cauchyfolge in (B(M),|| ||«), also eine Folge beschriankter
Funktionen f; : M — R, die der Bedingung

(1.5:44) Ve>03dno e NVEkLeN: (k>ng,l>ng= |fr — fillo <€)
gentigt. Fir festes t € M gilt | fr(¢t) — fo(t)| < ||fx — felloo, und daher folgt
Ve>03ngeNVEkLeN: (k>mngl>ng=|fu(t) — fu(t)] <e),

d. h., die reelle Folge (fx(t)) ist eine Cauchyfolge in (R, | |) und hat daher einen
Grenzwert in R; dieser héngt natiirlich von ¢ ab und wir bezeichnen ihn mit
f(t). Wir zeigen zunéchst, dass die hierdurch definierte Funktion f : M — R
beschréankt ist:
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Da jede Cauchyfolge beschriankt ist (vgl. 1.5.15(ii)), gibt es eine Konstante C' mit
| frlloo < C fiir jedes k € N. Damit schétzen wir fir festes t € M ab:

FOF = [fel®) + (FE) = f@) < [fe@®] + £ () = ful?)]
< A fulloe + 1) = fe®)] < C+[f() = fr(®)]-

Aus der letzten Ungleichung folgt mit 1.2.10(v)

lim [f(#)] < lim (C'+ |£(t) = fr(®)]), also |f()] < C.

k—oo

Da die letzte Ungleichung fiir jedes t € M gilt, folgt || f|l.c < C, d. h. f € B(M).

Nun zeigen wir f, — f in (B(M),|| ||s) : Dazu sei € > 0 vorgegeben. Gemé$
(1.5:4) wihlen wir ein ng, sodass || fi — fills < § fiir k > ng, £ > ng gilt, und
schétzen fiir festes t € M und k > ng, £ > nq ab:

[F(8) = fi(D)] |(F(8) = fe(®)) + (fe(t) = Fi())]
[F(t) = L]+ 11e(t) = fr(t)]
(

< 1S = Fi®l+ e = filloo < 1F(8) = D] + .

IN

)_
)_

Die letzte Ungleichung liefert nun durch Grenziibergang ¢ — oo (vgl. 1.2.10(v))
|f(t) = fr(t)] <0+ 5. Da hier die rechte Seite nicht von ¢ abhéngt, gilt

1f = frllo < g < e fiir jedes k > ny.

Das bedeutet f, — f in (B(M), || |le)-
(ii) Sei (fx) eine Cauchyfolge in (C([a,b]), || |loc)- Nun haben Sie in MG gelernt,

dass eine auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] stetige Funktion beschrankt ist.
Folglich ist die Folge (fx) eine Cauchyfolge in (B([a,b]),|| |ls); nach Beispiel (i)
gibt es also eine Funktion f € B([a,b]) mit ||fx — f|lco — 0 fiir & — oco. Wir

haben zu zeigen, dass dieses f nicht nur beschriankt, sondern auch stetig ist:

Sei tg € [a, b] gegeben. Fiir k € N und ¢ € [a, b] liefert die Dreiecksungleichung

[F(t) = [0l = [(f(t) = fu(@) + (fu(t) = frlto)) + (fi(to) — f(to))]
(1.5:5) < 1F@) = Fe@] + 1fe(t) = frlto)l + [ fi(to) — f(to)].

Nun sei ein € > 0 vorgegeben. Wegen || fr — f|lcoc — 0 gibt es ein ng, sodass
[ fro — flloo < § und damit auch

() = fun (B)] < 5 (fiv jedes ¢ € [a,b]) und | fug(to) = f(t0)] <
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gilt. Da f,, in {; stetig ist, gibt es ein § > 0, sodass
£ :
| fro (£) = fro (t0)| < 3 fir t € [a,b] mit |t —to] <0
ausfallt. Daher ergibt sich, wenn man k = ng in (1.5:5) setzt,

Vte[a,b]:(\t—t0|<(5:>|f(t)—f(t0)\<§+§—I—§:e>.

Dies bedeutet, dass f stetig in ¢, ist.

(iii) Wir betrachten (vgl. Abb. 1.5-5) fi : [0,1] — R mit

.. k—1

0 fU_I‘OStSW,

folt) = ¢ 2k (t—521) fiir B <¢ <4
1 fir § <t <1

Abb. 1.5-5: Eine Cauchyfolge in (C([0, 1]), || |/1)

Dann ist fi, € C([0,1]), und fiir k& > ng ergibt sich

1

nﬁ—mm::/mw—nwmu

::quwlmmﬁ:jmww—jhwﬁ

wenn ng groBer als £ gewihlt wird. Die Folge (fx) ist also beziiglich || [|; eine
Cauchyfolge. Sie ist aber in (C([0,1]), || ||1) nicht konvergent. Denn géibe es ein
f € C(]0,1]) mit fr, — f (beztglich || ||1), so miisste

og/vatzt/m@+um—n@nﬁ
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< /ﬂh@%ﬂﬂﬂ—ﬁ&mﬁ

[hier haben wir die Ungleichung fiir Integrale benutzt, auf die

wir spédter beim Thema Integration noch elngehen werden:
b

g(t) < h(t) fir alle t € [a, b] :>fg dt<fh

1

.
= E+/\f(t>—fk(t)]dH/Odt
0

i+/u< n|ﬁ+/u (1)) dt
0

[erneute Verwendung der Unglelchung fiir Integrale!]

- /u (1) dt

1

= 4= Sl —0

=

IN

1

gelten, also f|f )|dt = 0 und daher f(t) = 0 fir 0 < ¢ < 3, weil || [|; eine

Norm auf C([0 ([ 1]) ist, vgl. Beispiel 1.4.3(3). Ganz entsprechend kénnte man auf
f |f(t) — 1| dt = 0 und damit auf f(¢) =1 fiir £ <t < 1 schlieBen. Es wiirde also
1

insbesondere f(3) =0 und f(5) = 1 folgen, was natiirlich unmdéglich ist. O
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U1.5.1

U1.5.2

U1.5.3

U1l.5.4

Ubungsaufgaben zu 1.5

Sei xy, 1= (Tk’ Zf, \/_> € R3. Zeigen Sie, dass die Folge (x;,) in R?® konvergent

ist (d. h. nach 1.5.12 konvergent in (R?,|| ||) mit irgendeiner Norm || || auf R?).
Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis In k < 2v/k fiir k > 1.

Seien X := C([0,1]) (Beispiel 1.4.3(3)) und (fx) die Folge der f; : [0,1] —
R, t — f(t) := t*. Untersuchen?® Sie, ob (f;) konvergent ist

(i) in (C([0, 1)), floe) mit [/l :=sup {IF(0)] | 0t <1},
@) i (€O, | 1) it 171 = 170

Seien || || und || ||* zwei beliebige Normen auf R™. Zeigen Sie, dass es positive
Konstanten «, § € R gibt mit

|z|| < aflz||* fir jedes z € R,
lz|* < B||lx|| fir jedes z € R™.

Beweisen Sie die Regeln 1.5.13.

26Das Wort ,,untersuchen® bedeutet in der Mathematik, eine Antwort zu finden und diese zu
beweisen.
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DIESE SEITE BLEIBT FREI.
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Losungen zu Kurseinheit 1
Losungen der Aufgaben zu 1.1
U1.1.1 (i) Wir zeigen, dass fiir alle a,b € R die Gleichung (1) a+2z = b genau eine Losung

besitzt: Nach 1.1.1(v) hat die Gleichung a+x¢ = 0 eine Losung, ndmlich 2y = —a.
Es folgt a + (29 +0) = (a+x9) +b=0+b=>. Also l6st z := 20 +b=—a+b
die Gleichung (1).

Wiire & ebenfalls eine Losung von (1), so hétten wir a + = b = a + Z. Hieraus
folgt —a+ (a+x) = —a+ (a+ Z), also (—a + a) + z = (—a + a) + &, woraus
0+ 2z =0+ 7, also x = 7 folgt. Damit ist die Eindeutigkeit der Losung von (1)
gezeigt.

(ii) Ganz analog gehen Sie vor, um fiir alle a,b € R mit a # 0 zu zeigen, dass die

Gleichung (2) ay = b eine eindeutig bestimmte Losung y besitzt.

U1.1.2 Wir zeigen, dass y 1= (_Z 2) eine eindeutig bestimmte Inverse y~! in C hat, wenn

y # 0 ist. Dazu nehmen wir zunédchst einmal an, dass eine Inverse in C vorhanden

ist; diese hat dann die Form (_g 5) Es gilt also

1 1 0\ [a b a B\ ac — b3 af + ba
“\0 1) \-b a -3 a) \—(af+ba) aa—0b5)"
sodass sich die beiden Gleichungen
ac — b =1

af +ba =0

ergeben. Addition des b-Fachen der zweiten Gleichung zum a—Fachen der ersten
Gleichung einerseits und Subtraktion des b—Fachen der ersten Gleichung von dem

a—Fachen der zweiten Gleichung andererseits ergibt

(> +b)a = a
(a>+b*)3 = —b.

Nun ist y # 0 vorausgesetzt, sodass a und b nicht gleichzeitig null sein kénnen,
d. h., dass a® + b? # 0 gilt. Damit folgt
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Bis jetzt haben wir gezeigt: Wenn eine Inverse in C existiert, dann muss sie
notwendigerweise die Form (72‘ g ) mit den obigen Werten fiir @ und [ haben.

Dass tatséchlich eine Inverse vorliegt, folgt erst durch Nachpriifen, ob wirklich

a2+b2 CL2 b2

Ferner rechnen wir einfach nach:
. 0 1 0 1 0—-1 0+0 1 0 N
1 = = = — — —
-1 0 -1 0 0+0 —-14+0 0 1
1L+ bi a 0 N 0 b a b
1 = = = .
¢ 0 a b 0 b a) "

und

U1.1.3 SciaeK gegeben, wobei (K, v) ein linear geordneter Korper ist. Wir zeigen 0 v a?:

Wegen der Linearitéit der Ordnung gilt 0 v a oder a v 0. Im ersten Fall kénnen wir
die ,,Ungleichung“ 0 v a auf beiden Seiten mit a multiplizieren (Vertraglichkeits-
eigenschaft (i) von 1.1.5) und erhalten sofort 0 v a®. Im zweiten Fall addieren wir
auf beiden Seiten von a v 0 das inverse Element —a (Vertriglichkeitseigenschaft
(1)) und erhalten (a+(—a)) v (0+(—a)), also 0 v (—a). Wir diirfen also die Bezie-
hung 0 v (—a) auf beiden Seiten mit —a multiplizieren (Vertraglichkeitseigenschaft
(i1)), was 0 v (—a)(—a) und somit 0 v a? ergibt. [Dass (—a)(—a) = a? gilt, ergibt
sich wie folgt: Aus a + (—a) = 0 folgt sowohl (a + (—a))a = 0a = 0 als auch
(—a)(a+ (—a)) =(—a)0=0,d. h. aa+ (—a)a = 0 und (—a)a + (—a)(—a) =0,
was zeigt, dass sowohl a?(= aa) als auch (—a)(—a) das zu (—a)a inverse Element

ist. Aus der Eindeutigkeit des inversen Elements ergibt sich (—a)(—a) = a?/]

Wir zeigen, dass [y mit keiner Relation v zu einem linear geordneten Korper ge-
macht werden kann: Wére es doch der Fall, so gélte (nach dem zuvor Bewiesenen)
0 v 1%, also 0 v 1, und die Vertriglichkeitseigenschaft (i) von 1.1.5 ergéibe durch
Addition von 1 auf beiden Seiten die Beziehung 0 + 1 v 1 4+ 1, also, da in Fy die
Gleichung 1+ 1 = 0 gilt, 1 v 0. Zusammen mit 0 v 1 ergébe sich 1 = 0 aufgrund
der Antisymmentrie-Eigenschaft (ii) von 1.1.3. Das ist aber ein Widerspruch, da

die neutralen Elemente eines Korpers definitionsgeméafl verschieden sind.

Wir zeigen, dass der Kérper C mit keiner Relation v zu einem linear geordneten
Koérper gemacht werden kann: Wiire es doch der Fall, so wiire also 0 v a? fiir jedes
a € C, insbesondere fiir a = i, d. h. (vgl. U1.1.2) 0 v (—1). Addition von 1 liefert
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U1l.1.4

U1.1.5

nun 1 v 0. Zusammen mit 0 v 1%, also 0 v 1 (wegen 1*> = 1), ergibt sich 1 = 0,

ein Widerspruch.

Die Frage ist also in beiden Féllen zu verneinen.

Wir zeigen, dass eine nichtleere Menge M C R genau dann beschrankt ist, wenn
|M| := {|z| | x € M} nach oben beschrinkt ist.

(i) Ist M beschrénkt, dann existieren fiir M eine untere Schranke s und eine obere

Schranke S, sodass also
s<x<S firjedesxz e M

gilt. Fiir x € M folgt daher x < S und —x < —s, also |z| < max{S, —s} =: K;
somit ist K obere Schranke von |M|.

(ii) Ist umgekehrt K eine obere Schranke von |M|, d. h. |z| < K fir 2 € M,
so folgt K > 0 (wegen M # 0), und es gilt z = |z| < K, falls « > 0, und
—z = |z| < K, falls < 0. In beiden Fillen folgt —K < 2 < K, d. h.,, —K ist

eine untere Schranke, K eine obere Schranke von M; damit ist M beschrankt.

Sei A eine nichtleere, nach unten beschrinkte Teilmenge von R. Wir zeigen, dass
—A::{xER | —ZL‘EA}

nach oben beschrinkt ist, und folgern, dass inf A existiert und den Wert inf A =

—sup(—A) hat: Sei s eine untere Schranke von A, d. h.
VreA: s<z, waséaquivalentist mit Voze A: —x < —s.

Letzteres aber bedeutet (wegen —x € A <=z € —A): —s ist obere Schranke von
—A. Nach 1.1.12 existiert daher S := sup(—A) in R.

Dass —S das Infimum von A ist, ergibt sich so: Ist s untere Schranke von A, so
folgt (wie schon gezeigt), dass —s obere Schranke von —A ist. Nun ist S kleinste
obere Schranke von —A, sodass also S < —s gilt. Hieraus folgt s < —S. Dies
aber bedeutet, dass —S die grofite unter den unteren Schranken von A ist, d. h.
—S =inf A.
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Losungen der Aufgaben zu 1.2
U1.2.1 Seia € R, seien ¢, > 0 fiir k = 1,...,n (n € N) gegeben, und sei ¢ :=
min {e1,...,&,}. Da dieses Minimum nach 1.1.15 existiert, ist ¢ € {e1,...,e,}
und folglich £ > 0. Wir zeigen
() U-.(a) = Ud(a).
k=1
Sei zunéchst © € () U, (a). Dann ist x € U, (a) fir jedes k € {1,...,n}. Wegen
k=1
e €{ey,...,en} ist also auch x € U.(a).
Nun sei z € U.(a), d. h. d(z,a) < . Wegen ¢ < ¢ fiir jedes k € {1,...,n}
folgt dann d(z,a) < e, d. h. = € U, (a), fir jedes k € {1,...,n}. Damit ist
ze ) Ugla).
k=1
U1.2.2 Seien f = (ar) und g = (by) konvergente Folgen in R. Wir beweisen die ,,Monoto-

nie“ des Grenzwertes (Eigenschaft (v) von 1.2.10):
ap < by fir fast alle k e N = lim f <limg.

Wir nehmen a :=lim f > b := lim g an und setzen m := “TH’ Dannist b <m < a,
also b € |]—oo,m[ und a € |m,o0[. Es ist |m, o[ eine Umgebung von a und
|—00, m| eine Umgebung von b, da U.(a) mit € := a —m in |m, co| bzw. U.(b) mit
g:=m — b in |—oo, m| liegt. Daher gilt

b € |—oo,m[ und a, €|m, 00| fiir fast alle k € N.

Also haben wir
b, <m < aj fir fast alle k € N,

im Widerspruch zur Voraussetzung.

U 1.2.3 Fiir eine reelle Folge (a) zeigen wir die Aquivalenz der beiden Aussagen

(i) Ve>03noe NVEeN: (k>ny = |ap — an,| <é¢)
und
(i) Ve>03ngeNVELeN: (k>ngl>ny = |ap—as <e).
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Sei (i) erfiillt, und sei ¢ > 0 gegeben. Dann gibt es zu &' := 5 ein ng € N mit
lar — any| < € fir alle k > ng (fiir k& = ng ist ap — a,, = 0). Sind nun k& und ¢
beide > ng, so gilt

|ak — agl = [(ark = ang) + (an, — 0| < |a — any| + [an, —agl <€ +&' =

Damit ist (ii) nachgewiesen.
Nun sei (ii) erfiillt. Dann gilt die darin enthaltene Folgebeziehung insbesondere
fiir ¢ = ny. Das ist gerade (i).

U1.2.4 Wir zeigen, dass der Satz 1.2.5 auch im Fall a € {—00, o0} richtig bleibt. Sei also
a = oo oder a = —oo, und sei U eine Umgebung von a.
(i) a € U gilt dann definitionsgemaf (vgl. 1.2.23).
(ii) Ist M D U, so ist M eine Umgebung von a, denn im Fall a = oo gibt es ein
a € R mit Ja,00] CU C M, und es ist oo € U C M, also M Umgebung von oo.
(Den Fall @ = —oo behandelt man analog.)
(iii) Sind Uy, . . ., U, Umgebungen von a, so ist D := (] Uy wieder eine Umgebung

k=1
von a, denn im Fall a = oo gibt es a4, ..., a, € R mit
lag,00] C Uy und oo €U, firalleke{1,...,n};
fir o := max{ay,...,a,} gilt dann
la,o0[ C U, fiir jedes k € {1,...,n},
also
Ja, 00 € D;

wegen oo € D ist somit D eine Umgebung von oco. (Im Fall a = —oo geht man
analog vor.)

U1.2.5 Wir zeigen mithilfe der Definitionen 1.2.23 und 1.2.24, dass Folgendes gilt:

(i) klimak:oo < Ve>03IneNVkeN: (k>ny= a,> 1),

(ii) klimak:—oo < Ve>03IneNVkeN: (k>ny= a, <—1).
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Sei klggo ap = 0o (bzw. ]}erolo ar = —00) vorausgesetzt, und sei ¢ > 0 gegeben. Dann
ist Uy :=]%,00[ U{oo} (bzw. U; := | =00, —1[ U {—00}) eine Umgebung von oo
(bzw. von —o0). Folglich liegen fast alle a; in Uy (bzw. in Us), d. h., es gibt ein
no € N mit ay € Uy (bzw. a; € Uy) fiir alle k > ng. Das bedeutet

% <ap < oo (bzw. —00 < af < —%) fiir alle k& > ny.

Sei nun umgekehrt die Bedingung in Kriterium (i) (bzw. (ii)) erfiillt, und sei U
eine Umgebung von oo (bzw. von —o0), sodass es ein @« € R (bzw. ein § € R)
gibt mit o, 00 C U (bzw. mit |—o0, 5[ € U). Wir kénnen a > 0 (bzw. § < 0)
annehmen und setzen ¢ := é (bzw. € = —%); dann ist € > 0, und so gibt es
aufgrund der Bedingung hierzu ein ng mit a; > + (bzw. mit ap < —1) fiir alle

k > ng, also fiir fast alle k. Daraus folgt aber a;, € U fiir fast alle k, was zu zeigen

war.
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Losungen der Aufgaben zu 1.3

U1.3.1 Sei X ein reeller Vektorraum, und sei

(L1.3:1) r—y:=x+(—y) firz,yeX

gesetzt. Wir zeigen, dass fiir z,y,z € X und a € R die Gleichungen
(i) Ox=0,

() (~z=—a,

(iii) z = (y +2) = (x —y) - 2,
(iv) alr —y) =ar —ay

gelten. Seien dazu z,y,z € X und o € R gegeben.

(i) Es gilt
Oz +2 = (0+ 1)z [nach (Multy)]
= lx
= lach (Mults)].

Da das neutrale Element beziiglich der Addition in X eindeutig bestimmt ist,

folgt hieraus, dass Ox dieses neutrale Element ist, d. h., dass 0z = 0 gilt.

(ii) Es ist zu zeigen, dass (—1)z das inverse Element zu z ist. Dies ist aber wegen

x4+ ((-Dz) = lxz+ ((—1)x) [nach (Mults)]

= 1+ (-1)z [nach (Mults)]
= 0Oz
=0 [nach (i)]

der Fall (vgl. Sie die Bemerkung (2) zur Definition 1.3.3).
(iii) Wir erhalten

r—(y+z) = z+(—(y+=2) [nach (L1.3:1)]
= 2+ ((-)(y+2)) [nach (ii)]
= o+ ((-)y+(=1)z)  [nach (Mults)]
= o+ ((—y) +(=2) [nach (i)]
= (#+(=y) +(-2) [mach (Addy)]
= (z—y) —z [nach (L1.3:1)]
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(iv) Es ist
a(z—y) = alz+(-y)) [nach (L1.3:1)]
= az+ a(—y) [nach (Mults)]
= azx+a((-1)y) [nach (ii)]
= ar+ (a(—-1))y  [nach (Multy)]

[nach (Multy)]
[nach (L1.3:1)].

U1.3.2 Sei @ # M C R. Wir zeigen, dass Abb(M,R), d. h. die Menge der Abbildungen

von M nach R, sowie
O(M) = { fe Ab(MR) | f ist stetig}
und fiir n € Ny
P, = {P € Abb(R,R) | P ist ein Polynom vom Grad < n}

reelle Vektorrdume sind, wenn man sie mit der iiblichen Addition und skalaren

Multiplikation reeller Funktionen versieht, ndmlich

frg:M—R, t — (f+g)(t) = [(t) +9(t),
af : M — R, t — (af)(t) := af(t).

Abb(M,R): Wir priifen die Eigenschaften aus Definition 1.3.3 nach. (Beachten Sie
dabei die Bemerkung (2) zur Definition 1.3.3.)

(Add,): Fur alle f,g,h € Abb(M,R) und t € M gilt

(F+9)+m)@E) = (f+9))+ht) = (f(t) +9() + h(t)
= f{O) +(g(t) + h(t)) = (1) + (g + h)(1)
(f +(g+h)(®),

dh (f+g)+h=f+(g+h).
(Add,): Fiir die Nullabbildung 0 : M — R, t — 0(¢) := 0 und fiir f €
Abb(M,R) gilt

(f +0)(8) = F() +0() = F(t) + 0 = (1)

fiir jedes t € M, also f + 0= f- Damit ist 0 das neutrale Element.

— &0 —



Losungen A L 1.3/3

(Adds): Fir f € Abb(M,R) sei —f := (—1)f. Dann gilt fiir jedes t € M

(f+ =MW = FO) +(=HE) = 6+ (=1D))E)
= SO+ (D) = f() - f(t) =0
0

Also ist — f das inverse Element zu f.

(Addy): Fiir alle f,g € Abb(M,R) und alle ¢ € M gilt
(f+9)@) = f() +9(t) = g(t) + f() = (9 + ) (D),
dh f+g=g+f
(Mult,): Fiir alle a, 8 € R, t € M und f € Abb(M,R) gilt
(@(B))(E) = a(BF)(1) = a(Bf (1)) = (B) f(t) = ((af)f)(2),

also a(3f) = (aB)f.
(Multy): Fiir alle f,g € Abb(M,R), a, 8 € Rund t € M gilt

(a(f+9)t) = al(f+9)(1) = a(f(t) +9(t))
= af(t) +ag(t) = (af)(t) + (ag)(?)
= (af +ag)(t),

d. h. a(f + g) = af + ag, sowie
((a+B) ) = (a+p)f(t)=aft)+Bf()
= (af)(t) + (BN)(E) = (af + B1)(E)
und somit (a + 8)f = af + Gf.
(Multy): Fiir f € Abb(M,R) erhalten wir
(1)) =1f(t) = f(t) fiirallete M,

also 1f = f. Damit ist Abb(M,R) als reeller Vektorraum nachgewiesen.

Wir zeigen, dass C'(M) ein Unterraum von Abb(M,R) und P,, ein Unterraum von
Abb(R, R) ist. Dazu benutzen wir, dass eine Teilmenge U des reellen Vektorraums
V ein Unterraum von V' ist (vgl. MG, Abschnitt 6.2), wenn das Nullelement von
V in U liegt und die Aussagen f+g¢g € U und af € U fiir alle f,g € U und o € R
gelten.
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C(M): Offenbar gilt 0 € C(M). Aus MG, Kapitel 14.1, wissen Sie, dass die Sum-
me zweier stetiger Funktionen sowie das skalare Vielfache einer stetigen Funktion
wieder stetig ist. Daher gilt

f+g9geC(M) und «of € C(M)

fir alle f,g € C(M) und alle « € R, und folglich ist C'(M) ein Unterraum von
Abb(M,R), insbesondere ein reeller Vektorraum.

P,.: Bekanntlich ist 0e P,.. Da die Summe zweier Polynomfunktionen vom Grad <
n sowie das skalare Vielfache einer Polynomfunktion vom Grad < n offensichtlich
wieder eine Polynomfunktion vom Grad < n ist, ist auch P, ein Unterraum von
Abb(R,R) und somit ein reeller Vektorraum.

U1.3.3 Secien .
1 0
1 .
0 : "
€1 = , €2 1= O ) y En 1= 0 eR )
0 ' 1
0
und sei z = (zy,...,2,) € R™

(i) Es gilt x = > zxex, denn nach Definition der Addition und der skalaren

k=1
Multiplikation in R™ (vgl. 1.3.2) erhalten wir
0
0
n 1 -
0 :
Zxkek = x| .| +2z| 0| +...+2,
: ) 0
k=1 :
0 1
0
0
1 0 1
i) .
0 : T2
= 0 [+t ==z
: 0 :
0 . Ty, L,
0
(ii) Seien ag,...,a, € R gegeben, und es gelte z = > ageg. Dann ist o = x4
=1
fir jedes k =1,...,n, denn wie in (i) gilt
aq T an
i Q9 T Qo
Z opey = : , also x = , = , ,
k=1 ) ’
(07% Tn, On
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woraus nach der Gleichheitsdefinition zweier Vektoren von R™ (vgl. 1.3.1) die

Behauptung folgt.

U1.3.4 Seien a = ( ), b= (Z;) € R? mit a # b gegeben. Dann gilt a; # b; oder ay # bs.

al
az
Wir beschreiben zunéchst die Menge

G = {a+t(b—a) | tER}

geometrisch. Dazu betrachten wir in der Zeichenebene die Ortsvektoren a und b
und bilden zunéchst wie in Abb. 1.3-6 den Vektor b — a.

X2

N

T
~
b—a ~~_

—a AN

Fiir ein gegebenes ¢ € R erhalten wir dann aus b — a den Vektor #(b — a) als
Streckung um den Faktor [¢|, falls |t| > 1 ist, oder als Stauchung um den Faktor
|t], falls |t| < 1 ist, wobei im Fall ¢ < 0 noch zusétzlich die Richtung umgekehrt
wird (vgl. Abb. 1.3-5). Setzen wir nun alle Vektoren ¢(b—a) fiir t € R, parallel zu
sich selbst verschiebend, an der Spitze des Pfeils a an, so bilden die Pfeilspitzen
der Vektoren ¢(b — a) diejenige Gerade, die durch die Spitzen der Pfeile a und b
verlauft; G, ist also die Gerade durch die Punkte a und b.

Wir zeigen jetzt, dass es A, B,C € R gibt, sodass
Ga={() €R® | Az+By+C =0}

gilt. Sei dazu ein Element (1;) € Gy, gegeben. Es existiert also ein ¢ € R mit
+t(by —
(u> et (a1 (b al)) |
v as + t(bg - CLQ)
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d. h. uw = a1 + t(by — a1) und v = ay + t(by — az). Multipliziert man die erste

Gleichung mit by — as, die zweite mit b; — a; und subtrahiert, so ergibt sich
—(bg — CLQ)U -+ (bl — al)v -+ a1(1)2 — CLQ) — CLQ(bl — (11) = 0.
Wir setzen daher

A = —(bg — CLQ),
B = bl — ag,
Cc = (Ilbg — &le

und erhalten (%) € {(5) € R? | Ax + By + C = 0}. Da A, B,C nicht von dem

betrachteten Element (Z) abhéngen, haben wir
Ga C {(z) e R? | A:B—I—By+C:O}

gezeigt, wobei A, B, C' die eben definierten Zahlen sind.
Sei nun ein Punkt (Z) aus R? mit Au + Bv + C = 0 gegeben. Im Fall a; = b,

bedeutet dies —(by —ag)(u—ay) = 0. Weil in diesem Fall as # by sein muss (wegen

der Voraussetzung a # b), ist also u = ay; setzen wir
UV — Qg

t = ,
bg—(lg

so erhalten wir daraus
v =ag + t(by — as).

Da wegen a; = b; mit diesem ¢ auch
U = aq :a1+t(b1 —al)

gilt, haben wir (Z) € Gy, gezeigt.
Wir betrachten jetzt den Fall a; # b;. Die Gleichung Au + Bv + C' = 0 bedeutet

dann
—(bg — CLQ)’LL + (bl — al)v + (llbg — agbl = 0,

d. h.

(L1.3:2) v = by — 2. _ ai(by — az) — az(by — al).
b —a by —ay
Setzt man
- u— ay
b1 — al’
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so folgt u = ay + t(by — ay) und

by —a
a2+t(bg—a2) = ag—l—(u—al)b2 a2
1 — 1
bg—(lg bg—ag
= a2+b1—a1u albl—al
= v

nach (L1.3:2). Damit gilt auch in diesem Fall () € Gy, und folglich

NNeR? | Az 4+ By+C =0 CGyp.
Yy
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Losungen der Aufgaben zu 1.4

U1.4.1 (i) Sei (X, | |) ein normierter Raum, und seien z,y € X. Wir beweisen die zweite
Dreiecksungleichung

el =Nyl | < e+ wll.
Diese ist nach 1.2.2(iv) dquivalent zu der Doppelungleichung
(L1.4:1) =z +yll) < llzll = llyll < ll= + yll
Nun gilt nach der Dreiecksungleichung fiir || || und der positiven Homogenitét von
Il
2l = Iz +y) + (=Dyll < llz +yll + [[(=Dyll = llz +yll + llyll
und folglich ||z|| — |ly|| < ||z + y||, sowie
lyll = NIz +y) + (=Dl < llz+yll + 1Dzl = llz +yl + ll=|
und folglich —|[|z[| + |ly[| < ||z + y||. Damit ist (L1.4:1) bewiesen.
(ii) Sei d der von || || induzierte Abstand, also d(x,y) = ||z — y||. Fir z,y,2z € X
beweisen wir die zweite Dreiecksungleichung
‘d(l’, Z) - d(Z,y)‘ < d(l’, y)
Dies bedeutet nach Definition von d
[l =zl = llz = yll] < llz =yl
Setzen wir ' = z — z und ¥ = z — y, so liefert die in (i) bewiesene zweite
Dreiecksungleichung
|/ =1yl | < 2"+ /1

und das ist bereits die Behauptung, da ja 2’ + 1y’ = x — y ist.

U1.4.2 Wir zeigen, dass durch d(z,y) :== 2=%L fiir z,y € R ein Abstand auf R definiert

I+|z—y]
wird, d. h., dass d die Eigenschaften (i) bis (iii) von 1.4.2 hat.
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U1.4.3

(1) (Definitheit) Offenbar ist stets d(z,y) > 0 und d(x,z) = 0. Ist d(x,y) = 0, so
folgt | — y| = 0 und somit x = y.

(ii) (Symmetrie) Wegen |z — y| = |y — x| ist d(z,y) = H'_x‘;f‘y' = 1ﬁ;f|x| =d(y, ).

(iii) (Dreiecksungleichung) Wir betrachten die Funktion, die auf dem Intervall
[0, 00 durch h(t) := %5 gegeben ist. Dann ist A monoton wachsend (MG, Kapi-
tel 13), d. h., fiir 0 < s < t ist h(s) < h(t). [Denn aus s < ¢ folgt s + st <t + st,
also s(1 +t) < t(1 + s). Division durch (1 + s)(1 +¢) > 0 liefert h(s) < h(t).]
Wegen |z — y| < |x — 2| + |z — y| ergibt sich daraus die Ungleichung h(|z — y|) <
h(jz — 2| + |2 —y|), d. h.

-yl _lr—zt]a—y
l+jz—yl = 1+|z—z+]z—y
|z — 2| B
Itz —zl4+]z—yl 1+|z—z]+]z—y
|z — 2| |z —y
Ltjr—z 1+|z—y|

was d(z,y) < d(x,z) + d(z,y) bedeutet.

Wiirde d(x,y) = ||z — y|| mit einer Norm || || gelten, so wire ||z| = d(z,0), und

fiir jedes o € R und jedes = € R miisste ||az|| = |al||z||, also d(ax,0) = |a|d(x,0)
|laz| |z|
1+|ax| 1+|z|?

x = 1 falsch ist. Der Abstand d ist also nicht durch eine Norm erzeugt.

was aber z. B. fiir @« = 2 und

gelten. Letzteres bedeutet aber = |a|

Sei X ein reeller Vektorraum, auf dem ein Skalarprodukt z  y fiir alle z,y € X
erklart ist, d. h., es gelten die Eigenschaften von 1.4.6 mit * anstelle von - (wenn

wir im Folgenden 1.4.6 zitieren, ist das in diesem Sinne aufzufassen). Ferner sei
(L1.4:2) |lz|| .= Ve xz firze X

gesetzt (wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts [vgl. 1.4.6(iii)] ist ||z|
wohldefiniert).

(1) Wir beweisen die (verallgemeinerte) Cauchy—Schwarzsche Ungleichung
(%) < [lz]?lyll* fir 2,y € X.

Dazu verifizieren wir zunéchst die im Hinweis der Aufgabenstellung angegebene
Beziehung: Fiir « € R und z,y € X gilt

0 < (azx+y)*(azx+y) [nach 1.4.6(iii)]
= (ax+vy)*(ax)+ (ax +y) *xy [nach 1.4.6(i)]
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= (ax)* (ax)+y* (ax) + (az) xy+y*y [nach 1.4.6(i)]
= ac(z*xz)+aly*xz)+alr*xy) +y*y [nach 1.4.6(i)]
= P(zxz)+2a(x*y) +yxy [nach 1.4.6(ii)]

= o?||z]]* +2a(zxy) + |ly]|>  [nach (L1.4:2)].

1. Fall: Es gelte ||z|| = 0. Dann ist + = 0 = Ox und damit (nach 1.4.6(i))
xxy = (0x)*y =0(z*y) = 0. Also ist die Ungleichung erfiillt.

2. Fall: Es gelte [|z]] # 0. Mit o := —7 folgt dann
(zxy)? o (@ *Y)
0= T l]|* — ST e (@) +
(xy)? (xxy)? 2 (zxy)? 2
= -2 +lyl® = - + 1wl
]2 ]2 ]
woraus sich ( e
T xY )
——— < [lyll
]
und daher die Behauptung ergibt.
(ii) Nun zeigen wir, dass durch (L.1.4:2) eine Norm || || auf X definiert ist. Seien

dazu z,y € X und a € R gegeben.

Definitheit: ||z|| > 0 und ||0|| = 0 sind klar. Ist 2 # 0, so gilt z x x > 0 nach der
positiven Definitheit des Skalarprodukts (vgl. 1.4.6(iii)), also ||z|| > 0.

Positive Homogenitdt: Es gilt

|az|| = \/(ax) x (ax) = \/aa(x * ) [nach 1.4.6(i)]
= lalvrxz=|af[z|.

Dreiecksungleichung: Wir erhalten

lz+yl* = (z+y)*(z+y)

= (v*xx)+ (y*xx)+ (r*y)+ (y*y) [nach 1.4.6(i)]
||| + 2(z * y) + ||ly||*> [nach (L1.4:2) und 1.4.6(ii)]
l2]|* + 2] * y| + [lyl®

IA

IN

HxH2 +2||z|| ||yl + HyH2 [Cauchy—Schwarzsche Ungleichung aus (i)]
= (=l + llyl)?,

woraus (wegen ||z + y|| > 0 und ||z|| + ||y|| > 0) die Dreiecksungleichung folgt.

— 88 —



Loésungen A L 15/1
Losungen der Aufgaben zu 1.5
U1.5.1 Wir weisen nach, dass die Folge (z}) mit
t k
Ink 2F .
Ty = <77E’ \/E) fir ke N
in R3 konvergiert. Dazu zeigen wir, dass die Koordinatenfolgen in R konvergieren;
wegen 1.5.11(ii) ist dies dquivalent zur Konvergenz von (x) in R3.
Nach dem Hinweis ist 0 < % < \%, und das ,Sandwich—Theorem*® liefert dann
% — 0 fiir £ — oo, da ja (\%) gegen 0 strebt.
Da die Reihe exp2 = > i—’f konvergiert, bilden die Reihenglieder eine Nullfolge,
k=0
d. h. klim i—’f = 0. Zudem ist vk = exp by mit by = % Da die Exponentialfunk-
tion stetig in 0 ist, gilt klim exp(bx) = exp(0), also klim Vi =1.
Somit ist (z) konvergent in R?, und der Grenzwert ist *(0,0,1).
[Eine Bemerkung zum Hinweis:
Fﬁrwz1istln:c:f%dtgf\%dt:2f—2<2\/§wegen%S%fﬁrtzl.]
1 1
U1.5.2 Wir betrachten den Raum C([0,1]) der stetigen Funktionen f : [0,1] — R

zusammen mit der Norm || ||oo bzw. || ||1, definiert durch

Il = s {lfe)l [ 0=t <1},
Il = /|f(t)|dt

fur f € C(]0,1]), und untersuchen jeweils, ob die Folge (f;) mit
fe:[0,1] — R, t — fi(t) == tF

konvergiert.

(i) Die Folge (fi) konvergiert in (C([0,1]), || ||cc) nicht, denn wiirde (fx) gegen
ein f € C([0,1]) konvergieren, so wiirde die Zahlenfolge (fx(t)) fiir jedes feste
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U1.5.3

U1.5.4

t € [0,1] wegen |fe(t) — f(t)| < || fx — flleo gegen f(t) konvergieren, was bedeutet,

dass ; 0.1]
0 firtel0,1
t — Y 9
/) { 1 firt=1
wire. Da diese Funktion aber nicht stetig ist, divergiert (fz) in (C([0,1]), || ||oo)-
(i) In (C([0,1]), ] |l1) konvergiert (f;) gegen die konstante Funktion 0 0,1, denn
es gilt

1

. 1
—0 = [thdt = ——"*!
1 f& — Olo,ylla / )
0

1
=—— —0 firk — oo.

k+1

0

Seien || || und || ||* zwei beliebige Normen auf R™. Wir zeigen, dass es o > 0 und
£ > 0 gibt mit

|z|| < aflz||* fir jedes z € R,
llz||* < B|lx|| fiir jedes z € R™.

Nach 1.5.10 gibt es a; > 0 und ; > 0 mit
lz|| < a1||z|loe und ||z||leo < Bi||x|| fiir jedes x € R™
sowie g > 0 und 5 > 0 mit
2" < zllzflo und |zl < Boflz]” fiir jedes z € R™.
Daraus folgt
2]l < arflzfloe < arfofl]” = allz]”  fir jedes z € R™,
wenn man « := ;35 setzt, und

[2]" < asllzllee < azfillz]l = Bllzfl fir jedes = € R™,
wenn man (3 := a3 setzt.
Sei (X, || ||) ein normierter Raum, seien a,b € X, und seien (x), (yx) Folgen in X,
die in (X, || ||) gegen a bzw. b konvergieren. Wir weisen nach, dass dann (z)+ (yx)

in (X, ||) gegen a 4+ b und a(zy) in (X, || ||) gegen aa konvergiert, wobei o € R
sei:
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xp — a bzw. yp — b in (X, || ||) bedeutet ||z — a|| — 0 bzw. ||y — b|| — 0.
Wegen
0 < llzx +ye — (a+b)|| < [lze — all + [[yx — 0]

und

0 < [lazy — aal| = |af [z — al

folgt dann (,,Sandwich-Theorem*!)
klim |2k +yr — (a+0)[| =0 und klim |z — aal| =0

und somit wegen (zx) + (yx) = (2% + yx) und a(zx) = (axy) die Behauptung.
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DIESE SEITE BLEIBT FREI.
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Glossar zu Kurseinheit 1
1.1 REELLE ZAHLEN (Riickblick und Erginzungen)

1.1.1 Korpereigenschaften: (R, +,-) ist ein Korper, d. h., auf R sind zwei Ver-
kniipfungen + und - mit folgenden Eigenschaften gegeben: Fiir alle z,y,z € R
gilt
(i) Kommutativitit:

r+y=y+x und z-y=y-ux,
(ii) Assoziativitiit:
r+y+z)=(@@+y)+z uwud z-(y-2)=(x-y)-z
(iii) Distributivitét:
r-(y+z2)=z-y+x-z
(Dabei gilt ,,Punktrechnung geht vor Strichrechnung*.)
(iv) Existenz neutraler Elemente: Es gibt eine reelle Zahl 0 (,Null“) und eine
davon verschiedene reelle Zahl 1 (,Eins®), sodass gilt
VreR:z+0=2 und z-1=ux.
(v) Existenz inverser Elemente: Zu jeder reellen Zahl a gibt es eine reelle Zahl
x, sodass a + x = 0 ist, und zu jeder reellen Zahl a # 0 gibt es eine reelle Zahl y,
sodass a -y = 1 ist.
Die neutralen Elemente 0 und 1 sowie die inversen Elemente z und y sind jeweils
eindeutig bestimmt; Letztere werden mit —a bzw. % bezeichnet. Die Subtraktion
und die Division (durch eine Zahl b # 0) wird dann durch
b + (—b) d !
a—b:=a+ (- und —:=a- -
b b
definiert.
1.1.3 Geordnete Menge: Sei M eine nichtleere Menge. Auf M sei eine Relation v

gegeben, d. h., v ist eine Teilmenge von M x M. Gilt (x,y) € v, so schreiben wir
zvy (lies: z vor y).

Die Relation v heiit eine Ordnung auf M und das Paar (M, v) eine geordnete
Menge, wenn fiir alle x,y, 2 € M folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) zvzx (Reflexivitét),
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1.14

1.1.5

1.1.6

(ii) (zvy)A(yve) = z=y (Antisymmetrie),
(iii) (zvy)AN(yvz) = zv2 (Transitivitat).
Gilt iiber (i), (ii) und (iii) hinaus auch noch

(iv) (zvy)V(yva),

so heiBt v eine lineare Ordnung auf M und (M,v) eine linear geordnete

Menge.

Beispiele:
(a) Sei M eine Menge, und sei P die Potenzmenge von M (d. i. die Menge aller
Teilmengen von M). Mit der Relation v, gegeben durch

vy = z Cy,

ist P eine geordnete Menge (i. Allg. nicht linear geordnet).

(b) Z, die Menge aller ganzen Zahlen, versechen mit der Relation
vy <= y—xeNy (=NU{0}),

ist eine linear geordnete Menge.

Linear geordneter Korper R: Es existiert eine lineare Ordnung < (,, kleiner
oder gleich“) auf R, sodass (R, <) eine linear geordnete Menge mit folgenden

Eigenschaften ist:

(i) Firallez,y,zeRygiltx <y = z+2<y+z
(Vertraglichkeit mit der Addition).

(ii) Fir alle z,y,z e Rgilt s <yund 0 < z = 2z < yz
(Vertriiglichkeit mit der Multiplikation).

Verwandte Definitionen: Seien z,y € R.

(i) vy > (,y ist groBer oder gleich z*) bedeutet dasselbe wie z < y.
(ii) = <y (,z ist kleiner als y*) bedeutet dasselbe wie z <y und = # v.
(iii) y > x (,y ist groBer als x*) bedeutet dasselbe wie z < y.

(iv) v heiBt nichtnegativ (bzw. positiv), wenn 0 < y (bzw. 0 < y) gilt.

(v) « heifit nichtpositiv (bzw. negativ), wenn z < 0 (bzw. z < 0) gilt.
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Folgerung: Fiir je zwei Elemente x,y € R gilt genau eine der drei Beziehungen
r<y, x=y, x>y (,Trichotomie*).

1.1.7  Regeln: Fiir alle a, b, c,d € R gilt:

(i) a<b = a+c<b+c
(Vertriglichkeit von < mit der Addition.)

(ii)) a<bundec<d = a+c<b+d
a<bundc<d = a+c<b+d
(Gleichgerichtete Ungleichungen , darf man addieren®.)

(iii) a<bund0<c = ac<be
(Vertraglichkeit von < mit der Multiplikation.)

(iv) 0<a<bund0<c<d = ac<bd
0<a<bundO<c<d — ac<bd
(Gleichgerichtete Ungleichungen zwischen nichtnegativen Zahlen , diirfen

miteinander multipliziert“ werden.)

(v) a<bundc<0 = ac>bc
a<bund c <0 = ac>bc
(Multiplikation mit einer negativen Zahl , kehrt das Ungleichheitszeichen

um®.)
(vi) 0<a = 0<2
0<a<b = <1
(vii) 0< 1
1.1.8 Cauchy—Schwarzsche und Minkowskische Ungleichung: Sei n € N, und
seien x1, Ty, ..., Ty, und yi, Yo, . .., y, reelle Zahlen. Dann gilt
Z k| < Z 3 Z 2 (Cauchy—Schwarzsche Ungleichung),
k=1 k=1 k=1
Z(xk +yp)? < Z T3+ Z y? (Minkowskische Ungleichung).
k=1 k=1 k=1
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1.1.9

1.1.10

1.1.11

1.1.15

1.1.12
U1.1.5

1.1.13

Beschriankte Menge: Seien M eine nichtleere Teilmenge von R und s € R.

(i) s heiBt eine obere Schranke (bzw. eine untere Schranke) von M, wenn

VeeM:x<s (bzw. V2 € M : s <x)
gilt.

(ii) M heiBt nach oben beschrinkt (bzw. nach unten beschrinkt), wenn

es eine obere Schranke (bzw. eine untere Schranke) von M gibt.

(iii) M heifit beschréankt, wenn M nach oben und nach unten beschrénkt ist.
Supremum, Infimum: Seien M eine nichtleere Teilmenge von R und S € R.

(i) S heifit Supremum (oder obere Grenze oder kleinste obere Schranke)
von M, wenn

S eine obere Schranke von M
ist und S < s fiir jede obere Schranke s € R von M gilt.
(ii) S heifit Infimum (oder untere Grenze oder grofite untere Schranke)

von M, wenn

S eine untere Schranke von M

ist und s < S fiir jede untere Schranke s € R von M gilt.

Supremum und Infimum von M sind (falls vorhanden) eindeutig bestimmt und

werden mit
supM bzw. inf M

bezeichnet.
sup M bzw. inf M heiit das Maximum bzw. das Minimum von M, wenn
sup M € M bzw. inf M € M gilt und wird dann mit

max M bzw. minM

bezeichnet.
Jede nichtleere, endliche Menge reeller Zahlen besitzt Maximum und Minimum.

Existenz des Supremums/Infimum: Zu jeder nichtleeren, nach oben (bzw.
nach unten) beschrinkten Menge reeller Zahlen existiert das Supremum (bzw.

Infimum) in R.

Erweiterung von R:

(i) R:=RU{—o00,00} heifit erweiterte reelle Zahlengerade.
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(ii) DefinitionsgeméB sei —oo < oo und —oo < x < oo fiir jedes x € R.
(iii) Fir M C R, M # ), wird definiert:
sup M := oo, falls M nicht nach oben beschrinkt ist,
inf M := —oo, falls M nicht nach unten beschrankt ist.
1.1.14 Intervalle:
(i) Fiir a,b € R werden die folgenden Mengen Intervalle genannt:
la,b] == {z€R|a<xz<b} (offenes Intervall),
la,b] == {zx€R|a<x<b} (links halboffenes Intervall),
[a,b] == {z€R|a<z<b} (rechts halboffenes Intervall),
[a,0] = {z€R|a<z<b} (abgeschlossenes Intervall).
(ii) Fiir a,b € R werden auch die folgenden Mengen Intervalle genannt:
|—00,00] == {z€R|-0<z<0}=R,
|—00,b] == {zeR|—oc0 <z <b},
|—00,b] = {zeR|—-oc0<z<b},
la,0] = {ze€R|a<x< o0},
[a,00] = {ze€eR|a<z< o0}
Fiir die unter (i) und (ii) betrachteten Intervalle heifit a der linke Endpunkt
und b der rechte Endpunkt des Intervalls.
1.1.16 Raum Abb(M,R): Sei M eine nichtleere Menge. Sind f, g € Abb(M,R) und ist
a € R, so sind die folgenden Funktionen ebenfalls in Abb(M,R):
i) f+g:M—Rund f —g: M — R, definiert durch
(f +9)(x) := f(2) + g(x) bzw. (f — g)(x) := f(z) — g(x) fiir jedes = € M,
(ii)) af : M — R, definiert durch (af)(x) := af(z) fur jedes = € M,
(iii) fg: M — R, definiert durch (fg)(z) := f(x)g(z) fur jedes = € M,
(iv) % : M — R, definiert durch <§> (x) = %, falls g(z) # 0 fiir jedes x € M
ist.
1.1.17 Beschrinkte Funktion: Sei M eine nichtleere Menge. Eine Funktion f € Abb(M,R)

heifit beschrinkt, wenn die Menge der Funktionswerte beschrankt ist, d. h., wenn

| Floe = sup {|f@)] | o€ M} < oo
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1.1.18
1.1.19

1.1.20

gilt oder (dquivalent), wenn es eine reelle Zahl K > 0 gibt mit
|f(z)] < K fiir jedes z € M.

Die Zahl || f||s heifit die Supremumnorm der Funktion f : M — R. Die
Teilmenge aller beschrénkten Funktionen in Abb(M, R) bezeichnen wir mit B(M).

Raum B(M) der beschrinkten Funktionen: Sei M eine nichtleere Menge,
und seien f,g € B(M) und a € R. Dann sind

f+g, f—g af und fg

ebenfalls in B(M). Ferner gilt fiir die Supremumnorm

() [[flle =0und (|flle=0 < f=0) (Definitheit),
(1) |laflleo = la] | flloo (positive Homogenitét),
(i) £ + glloe < I/l + llgle (Dreiecksungleichung),

(iv) [Ifglle < Ifllscllgllco-

Klassische Schlussweise der Analysis: Sei x € R. Gilt 0 < x < ¢ fiir jedes
e € Rmite>0,soist z=0.
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1.2 KONVERGENZ (Riickblick und Erginzungen)
1.2.2 Betrag: Fiir z € R heif}t

15 x, falls x > 0,
x| =
—z, fallsz <0,

der (absolute) Betrag von z. Fiir alle z,y € R gilt

(i) Jz/>0 und (jz|=0 <= z=0),

(ii) |zy| = |z[ly], insbesondere | —y|=[—1|[y[ = |yl,
(iii) |z +y| < |z|+|y| (Dreiecksungleichung).
AuBerdem gilt

(iv) v <|z|, —z <|z[ wnd (jz]<y <= —y<z<y),

(v) Hx\ - |y\| < |z +y| (zweite Dreiecksungleichung),

(vi)

1.2.3  Abstand: Fiir z,y € R heifit d(z,y) := |z — y| der Abstand von x und y.
Fiir alle z,y, z € R gilt

n n
Zak‘ < > ag|  fur ag,as,. .., a, € R.
k=1 k=1

(i) d(z,y)>0 und (d(z,y)=0<=x=1y) (Definitheit),
(i) d(x,y) =d(y,x) (Symmetrie),
(iii) d(x,y) < d(z,z) + d(z,y) (Dreiecksungleichung).

1.24 e-Umgebung, Umgebung: Sei a € R gegeben.

(i) Fiir e € R mit € > 0 heifit

Ud(a) :

{x eR | d(z,a) < 6}
die e-Umgebung von a.

(ii) Fir U C R heifit U Umgebung von a, wenn es ein ¢ > 0 mit U.(a) C U
gibt.

1.2.5 Eigenschaften von Umgebungen: Sei a € R, und sei U eine Umgebung von
a. Dann gilt:

(i) a€eUl.
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(ii) Jede Obermenge von U ist auch Umgebung von a. (Insbesondere ist die
Vereinigung von beliebig vielen Umgebungen von a wieder eine Umgebung
von a.)

(iii) Der Durchschnitt von endlich vielen Umgebungen von a ist wieder eine Um-
gebung von a.

1.2.6 Hausdorffeigenschaft: Zu a,b € R mit a # b gibt es eine Umgebung U von a
und eine Umgebung V von b mit U NV = ().

1.2.1 Folge: Sei M # (). Eine Folge in M ist eine Abbildung f : N — M.

Die Elemente ay := f(k) heilen Glieder der Folge f.

Schreibweisen: f = (ag)gen oder f = (ax) oder f=(aj,as,...).

Ist ¢ € Z und ay, fiir jedes k € Z mit k > ¢ definiert, so verstehen wir unter (a)g>¢

die Folge (as—14)ren-

Im Fall M := R sprechen wir von reellen Folgen.

1.2.7 Konvergente Folgen: Seien f = (a;) € w := Abb(N,R) und a € R.

(i) f heifit konvergent gegen a, wenn in jeder Umgebung von a fast alle
Glieder der Folge liegen. (,,fast alle“ heifit ,alle mit hochstens endlich vielen
Ausnahmen*.)

(ii) f heiBt konvergent, wenn es ein ¢ € R gibt mit der Eigenschaft , f ist
konvergent gegen a“.

(iii) Die Menge der konvergenten Folgen in w bezeichnen wir mit c.

Andere Sprechweisen:

»J konvergiert (gegen a)* statt , f ist konvergent (gegen a),

» [ ist divergent” oder ,, f divergiert® statt ,, f ist nicht konvergent*.

1.2.8  Grenzwert: Zu f = (aj) € ¢ gibt es genau ein a € R mit der Eigenschaft ,, f ist
konvergent gegen a“. Dieses a heifit der Grenzwert von f und wird bezeichnet
mit

lim f oder klim Q.

Statt ,,(ax) € ¢ und klim ap = a* wird oft ,a, — a fiir k — 00* geschrieben.

1.2.9 ¢ und £°°: Ist eine Folge f konvergent, so ist sie auch beschrankt, also ¢ C (> :=
B(N), und es gilt |lim f| < || f]]co-

1.2.10 Raum c: Seien f = (ax), g = (bg) € ¢, und sei a € R. Dann gilt:

(i) f+ge€cundlim(f+g)=1limf+limg,
f—g€cund im(f —g) =lim f —limg.
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1.2.12

1.2.13

1.2.14

1.2.15

1.2.16

(ii) af € cund lim(af) = alim f.
(iii) fg € ¢ und lim(fg) = lim f - lim g.
(iv) b # 0 fiir jedes k € N und limg # 0
S limf

:>i€c und lim = = — .
g g lim g

(v) ag < by fiir fast alle k € N = lim f <limg.
Dariiber hinaus gilt:
(vi) Istlimf=0und h € £, soist fh € c und lim fh = 0.
(vii) Ist lim f = lim g und ist h = (¢) eine Folge mit
ap < ¢, < by fir fast alle £ € N,

soist h € cund lim f = lim h = lim g (,,Sandwich-Theorem*).

Teilfolge: Die Folge (a)jen heifit eine Teilfolge von f = (ay,), wenn es eine Folge
(Kj)jen in N gibt mit k; < kjyy und @} = ay,; fiir jedes j € N (d. h., (a}) entsteht
aus f durch Weglassen von endlich oder unendlich vielen Gliedern).

Ist (a}) Teilfolge einer konvergenten Folge f = (ax) € w, so ist sie konvergent, und

/

;= lim ay.

k—oo

es gilt lim a

Jj—00
Divergenzkriterium: Besitzt eine reelle Folge f = (ay) eine divergente Teilfolge

oder zwei konvergente Teilfolgen f’ und f” mit lim f’ # lim f”, so ist f divergent.

e—no—Kriterium: f = (a;) € ¢ und klim ap = a <=
Ve>03dnoe NVEkeN: (k>ny = |ax —a| <e).

Monotone Folge: Eine Folge f = (ax) heifit monoton wachsend, wenn
ap < apyq fir jedes k € N

gilt. Sie heifit monoton fallend, wenn
ap > apyq fir jedes k € N

gilt. Fine Folge heifit monoton, wenn sie monoton wachsend oder monoton fallend
ist.

Monotoniekriterium: Eine monotone Folge f € w ist konvergent, wenn sie
beschrinkt ist.
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1.2.17

1.2.18

1.2.19

1.2.20

1.2.21

1.2.23

1.2.24

1.2.25

Monotone Teilfolgen:

(i) Jede reelle Folge enthilt eine monotone Teilfolge.

(ii) Jede beschriankte reelle Folge enthélt eine konvergente Teilfolge.
(Satz von Bolzano—Weierstraf)

Cauchyfolge: Eine reelle Folge f = (ax) heifit Cauchyfolge, wenn gilt:
Ve>03dnoeNVEkeN: (k>ny = |ag — ay,| < e),
was dquivalent ist mit

Ve>03dnoe NVELEN: (k>ng,l>ny = |ax — af < e).

Eigenschaften von Cauchyfolgen:

(i) Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.
(ii) Jede Cauchyfolge ist beschrénkt.

(iii) Besitzt eine Cauchyfolge eine konvergente Teilfolge, so ist sie selbst konver-
gent.

Cauchykriterium:

Jede reelle Cauchyfolge ist konvergent.

Damit gilt: Eine reelle Folge f ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-

folge ist, d. h., wenn sie eine der Bedingungen aus 1.2.18 oder 1.2.19 erfiillt.

Umgebungen von co und —oo: Sei U € R = RU {—00, o0}

(i) U heiBt Umgebung von oo, wenn oo € U ist und es ein a € R gibt mit
Ja,00] C U.

(ii) U heifit Umgebung von —oo, wenn —oo € U ist und es ein § € R gibt mit
J—o0, B[ C U.

Bestimmt divergente Folge: Sei f = (a;) € w, und sei a = oo oder a =

—o0. f heilt bestimmt divergent gegen a, wenn in jeder Umgebung von a fast

alle Glieder von f liegen. In diesem Fall ist a eindeutig bestimmt und heifit der

uneigentliche Grenzwert von f.

Schreibweisen:
limf=a oder lima,=a oder a,— afirk — oo
k—o0

(wobei Letzteres zu lesen ist als ,a;, divergiert bestimmt gegen a fiir k gegen oo*.

Man spricht auch von uneigentlicher Konvergenz.)
e—no—Kriterium: Fiir f = (a;) € w gilt:
(i) klimak:oo <~ Ve>03dngeNVkeN: (k:zn():ak>%),

(ii) klimak:—oo < Ve>03IngeNVEeN: (k>nj= ap < —1).
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1.3 R™ALS REELLER VEKTORRAUM
1.3.3 Reeller Vektorraum: Sei X eine nichtleere Menge. Auf X sei eine Addition

1.3.1

erkléart, die je zwei Elementen x,y € X genau ein Element z + y € X zuordnet

und folgende Eigenschaften hat:
(Addy) Va,y,z€eX:(x+y)+z=0+(y+2) (Assoziativitit).

(Addy) Es gibt genau ein Element 0 € X mit
r+0=0+x=zfurallex € X  (Ezistenz des neutralen Elements).

0 heifit neutrales Element oder Nullvektor.

(Add3) Zu jedem x € X gibt es ein eindeutig bestimmtes Element —x € X mit

r+ (—z)=(—2)+2=0 (Ezistenz der inversen Elemente).
—x heifit das zu x inverse Element oder der zu = entgegengesetzte
Vektor.

(Addy) Vz,yeX:z+y=y+x (Kommutativitdt).

Auf X sei eine skalare Multiplikation erklirt, die jedem a € R und jedem
x € X genau ein Element ax € X zuordnet und folgende Eigenschaften hat:

(Mult;) Va,feRVzreX: afzr)=(af)x (Assoziativitit).

(Multy) Vaz,ye X Va,feR: alz+y) =azr+ay,
(a+pB)r=ax+ Gy (Distributivitdt).

(Multz) VzeX: lz=ux.

Dann heifit X (mit dieser Addition und dieser skalaren Multiplikation) ein
reeller Vektorraum oder linearer Raum (iiber R). Seine Elemente werden
als Vektoren bezeichnet.

Die Menge R"™: Fiir n € N heifit

T
R" := : rp ERfirk=1,...,n
T,
T
der n-dimensionale reelle Raum. Ein z = : € R" heifit Punkt oder
Tn
Vektor von R", und z; (1 < k < n) heifit die k-te Koordinate von z.
Iy Y1
z=1| : |,y=1 : | € R" heilen gleich, wenn x;, = y;, fiir alle k = 1,...,n
Ln Yn
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gilt.
1.3.2 Addition in R™:
x n T+ Y x (0
N I B : fire=1{ ! |,y=1| ' | eR"
Ty Un, Ty + Yn Ty Un
Skalare Multiplikation auf R"™:
1 T 1
al = : fire=1| : | €eR", aeR.
Tn ax, Tp
0
Nullvektor: 0 := | : | ist der Nullvektor des R™.
0
Entgegengesetzter Vektor:
ax —ai
Zua=| : | eR"ist —a := : der entgegengesetzte Vektor.
a, —ay,
U1.3.3 Basisvektoren:
1 0 0
1 :
Die Vektoren e; := O e =0 |,..., e = O € R” heiBen Stan-
0 : 1
0
dardbasisvektoren oder die kanonischen Basisvektoren.
Jedes x € R™ lisst sich eindeutig als Linearkombination x = i rrpep mit xp € R
fiir 1 < k£ < n darstellen. =
1.3.4 R" ist mit der eingefithrten Addition und skalaren Multiplikation ein reeller Vek-
torraum.
1.3.4 Weitere Beispiele reeller Vektorriume: Sei § # M C R.

(1) Abb(M,R) ist mit der Addition f+g: M — R, t — (f+g)(t) := f(t)+g(t)
und der skalaren Multiplikation a f : M — R, t — («a f)(t) := o f(t) fur
alle f,g € M, a € R ein reeller Vektorraum.

Spezialfall: w := Abb(N,R) (Raum der reellen Folgen).

(2) B(M) :={f € Abb (M,R) | f ist beschrankt} ist mit der tiblichen Addition

und skalaren Multiplikation (vgl. (1)) ein reeller Vektorraum.

Spezialfall: £ := B(N) (Raum der beschrdnkten Folgen).

(3) Mit der tiblichen Addition und skalaren Multiplikation (vgl. (1)) sind
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(4)

(5)

(6)

C(M) :={f: M —R| f ist stetig}

und

CYM) ;= {f: M — R f ist differenzierbar, und f’ ist stetig}

reelle Vektorraume. (Im zweiten Fall muss jedes x € M Haufungspunkt von
M sein, damit f’(x) gebildet werden kann.)

Sei I ein nichtleeres, abgeschlossenes Intervall. Mit Addition und skalarer
Multiplikation aus (1) ist R (/) := {f : I — R| f ist integrierbar} ein re-

eller Vektorraum.

P, = {P € Abb(R,R) | P ist Polynomfunktion vom Grad < n} (n € Ny),
P = {P € Abb(R,R) | P ist eine Polynomfunktion} sind reelle Vektorrau-
me (Addition und Multiplikation wie in (1)).

c = {f€w]|f ist konvergent}, ¢y := {f € ¢|lim f = 0} sind mit der iibli-

chen Addition und skalaren Multiplikation von Folgen reelle Vektorrdume.
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1.4 R™ALS NORMIERTER RAUM
Im Folgenden sei X ein reeller Vektorraum.
1.4.1 Eine Funktion || || : X — R, z — ||z| heift Norm auf X und (X,|| ||)
normierter Raum, falls fiir alle z,y € X und a € R gilt:
(i) Jjz]|>0 und (||lz]|=0<«=2=0) (Definitheit),
(i) Jaz| = |af ||z (positive Homogenitdt),
(iii) |z +yl <zl + |yl (Dreiecksungleichung).
Jede Norm erfiillt auflerdem
U1.4.13G) (iv) | ]| — |yl | < ||z + | (zweite Dreiecksungleichung).
1.4.2 Norm und Abstand: Sei (X, || ||) ein normierter Raum. Dann wird durch
d(z,y) = llz -yl (z,y € X)
der Abstand zweier Elemente z,y € X definiert. Er heifit der von der Norm
induzierte (oder erzeugte) Abstand. Fiir alle x,y, 2 € X gilt (vgl. 1.2.3)
(i) d(z,y)>0 und (d(z,y)=0<=x=1y) (Definitheit),
(ii) d(z,y) =d(y, ) (Symmetrie),
(iii) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung).
1.4.3 Beispiele:

(0) Auf X := R ist durch die Betragsfunktion | | eine Norm gegeben (vgl. 1.2.2).

(1) Auf X := B(M), dem Raum der beschrinkten Funktionen auf M, ist durch

| flle = sup {|£®)| | € ar}
eine Norm (die Supremumnorm) gegeben, vgl. Satz 1.1.19.

(2) Auf dem Raum
> = {f = (ag) €Ew | f ist beschréinkt}
der beschrankten reellen Folgen ist durch

@)l = sup {Jasl | k€ N}

eine Norm (die Supremumnorm) definiert.
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1.4.4

1.4.5

1.4.6

1.4.7

(3) Ist I :=a,b], a <b,so ist auf
C(1) = {f € AB(L,R) | f ist stetig |
durch

9= [ e (7 < cm)

eine Norm auf C(I) gegeben. Wegen C(I) C B(I) ist auch die Supremum-

norm aus (1) eine Norm auf C([).

T
Normen auf R™: Sei p = 1 oder p = 2. Dann werden fiir x = : € R™ durch
1 L,
Iz, == (Z \xkv’) wnd 2o i= max {jog | 1<k <nf
k=1
Normen || ||, und || || auf R™ definiert. || |2 heiBt euklidische Norm, der von

ihr erzeugte Abstand ds heifit euklidischer Abstand; und die Norm || ||o heift
Maximumnorm. Statt ||z||s schreibt man auch |z| fiir € R™. Den von || |

bzw. || ||« erzeugten Abstand bezeichnen wir mit d;(z,y) bzw. doo(z,y).

SKALARPRODUKT

Es seien z,y,z € R" und . = “(z1,...,2,), y = “(y1,- -, Yn)-

Ty = Zn: zyr heiffit Skalarprodukt (oder inneres Produkt) von z und y.
x und yks:i;d orthogonal oder senkrecht zueinander, wenn = -y = 0 gilt.

Eigenschaften: Fiir alle Vektoren z,y, z € R™ und alle o, § € R gilt

i) (@+y) - z=z-24+y-z
(az)-z=a(x-z) (Bilinearitit),
v (y+2)=z-y+w-z
z-(Bz)=pB(z2)

(i) z-y=y-z (Kommutativitdt),
(iii) z-2>0und (x -2 =0<= 2 =0) (positive Definitheit).
Fiir die euklidische Norm gilt |z| = ||z|s = 2 -z (x € R™).
Satz des Pythagoras: Sind x und y senkrecht zueinander, so gilt

(r—y)- -y =z-2+y-y
oder, mithilfe der euklidischen Norm ausgedriickt,

z—y = |z]> + |y|*.
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1.5 KONVERGENZ IN R"
1.5.1 e—Umgebung, Umgebung (vgl. 1.2.4): Sei (X, || ||) ein normierter reeller Vek-
torraum, und sei d der von || || erzeugte Abstand, also d(z,y) = ||z — y||.
(i) Sind @ € X und € > 0 gegeben, so heifit
Us(a) == {m € X | d(z,a) < 5} = {:v €eX | |z —al| < 5}
die e-Umgebung von a (in (X, || ||))-
(ii) Sind a € X und U C X gegeben, so heit U Umgebung von a (in (X, || ||)),
wenn es ein € > 0 mit U.(a) C U gibt.
1.5.2 Eigenschaften von Umgebungen: Seien (X, || ||) ein normierter Raum, a € X
und U eine Umgebung von a. Dann gilt (vgl. 1.2.5):
(i) a€l.
(ii) Jede Obermenge von U ist auch Umgebung von a. (Insbesondere ist die
Vereinigung von beliebig vielen Umgebungen von a wieder eine Umgebung
von a.)
(iii) Der Durchschnitt von endlich vielen Umgebungen von a ist wieder eine Um-
gebung von a.
1.5.3 Hausdorffeigenschaft: Sei (X, || ||) ein normierter Raum, und seien a,b € X
mit a # b. Dann gibt es eine Umgebung U von a und eine Umgebung V' von b mit
Unv =0 (vgl. 1.2.6).
1.5.4 Konvergente Folge, Grenzwert (vgl. 1.2.7): Seien (X, | ||) ein normierter
1.5.5  Raum, f = (x;) eine Folge in X und a € X.

(i) f heifit konvergent gegen a in (X, || ||) (oder einfach konvergent gegen
a, wenn aus dem Zusammenhang klar ist, welcher normierte Raum (X, || ||)
gemeint ist), in Zeichen:

x, — ain (X, | ||) fir k — oo (oder einfach xp — a),
wenn in jeder Umgebung von a fast alle Glieder x;, der Folge liegen.

(ii) f heiBt konvergent in (X, || ||) (oder einfach konvergent), wenn es ein

a € X gibt mit der Eigenschaft , f ist konvergent gegen a in (X, | ||)¢.

(iii) f heiBt divergent in (X, || ||) (oder einfach divergent), wenn f nicht
konvergent in (X, | ||) ist.
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Ist f = (zx) gegen a konvergent, so ist a eindeutig bestimmt und heiit der Grenz-
wert von f. Er wird mit

lim f oder klim Tk
bezeichnet (mit dem Zusatz ,in (X, || ||)“, falls dies zur Klarstellung erforderlich
ist).

1.5.6 e—no—Kriterium: Sei (X, || ||) ein normierter Raum, f = (z) eine Folge in X,
und es sei a € X.

Genau dann ist f konvergent gegen a, wenn die Bedingung
Ve>03dnoeNVkeN: (k>ny= |z —al <¢)
erfiillt ist, d. h., wenn
klim |2k —al =0 (im gewohnlichen Sinn in R)
gilt (vgl. 1.2.14).

1.5.7 Konvergenz in (R, | |): Sei f = (zj) eine reelle Folge, a € R. Dann gilt

ry —a in (R||) < klim |z —a] =0
— klim TE = Q.
Wir haben den gewohnlichen Konvergenzbegriff in R.

1.5.8 Konvergenz in (R™, || ||oo): Sei R” mit der Maximumnorm || ||« versehen (vgl.
1.4.4), sei [ = (z)peny mit 2 = “(xp1,...,78n) € R eine Folge in R™, und sei
a="ay,...,a,) € R". Dann gilt

zp, —a in (R" | ||lo) = klim T =a, firv=1...n.
Die Konvergenz in (R",|| [|«) bedeutet also die gewohnliche Konvergenz jeder
Koordinatenfolge.
1.5.9 Satz von Bolzano—Weierstraf3: Sei (z)ren eine Folge in R”, die || ||oo—be-
schriankt ist, d. h., es gebe eine Zahl S € R mit
|zk|lo < S fiir jedes k € N.
Dann gibt es eine Teilfolge von (), die in (R, || || ) konvergiert.
1.5.10 Normen auf R™: Sei || || eine beliebige Norm auf R”, und sei || || die Ma-

ximumnorm (vgl. 1.4.4). Dann gibt es positive Konstanten «,5 € R mit den

Eigenschaften
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(1) lzll < aflzfc  fir jedes z € R™,
(ii) ||z]|e < Bllz]|  fiir jedes x € R™.

1.5.11 Aquivalenz der Normen auf R™: Seien || || und || ||* zwei Normen auf R”",
a="ay,...,a,) € R", U C R" und (xp)eny mit zx = "(xp1,...,Tk,) eine Folge
in R™. Dann gilt:

(i) U ist Umgebung von a in (R™, || ||)
<= U ist Umgebung von a in (R, || |I).
(ii) (xy) ist konvergent (gegen a) in (R™, || ||)
<= (xy) ist konvergent (gegen a) in (R", || ||*)
<= Fiir jedes v = 1, ..., n konvergiert (zx,)ren (gegen a,) im gewohnlichen
Sinn, also in (R, | |).

1.5.12  Vereinbarung: Es wird immer angenommen, dass R™ mit einer Norm (bzw. mit
dem von der betreffenden Norm induzierten Abstand) versehen ist, wenn nicht
ausdriicklich etwas anderes gesagt wird. Im Fall n = 1 nehmen wir immer die
Betragsfunktion als Norm.

1.5.13 Regeln: Sei (X, || ||) ein normierter Raum, sei a € R, sei (x}) konvergent gegen
ain (X,| |I), und sei (yx) konvergent gegen b in (X, || ||). Dann gilt:

(1) (zx) + (yg) ist konvergent gegen a + b in (X, || ||)-
(i) «a(xy) ist konvergent gegen aa in (X, || ||).

1.5.14 Cauchyfolge: Sei (X, || ||) ein normierter Raum. Eine Folge (z;) in X heifit
Cauchyfolge in (X, || ||) (oder Cauchyfolge in X oder einfach Cauchyfolge,
wenn aus dem Zusammenhang klar ist, welche Norm || || bzw. welcher normierte
Raum (X, || ||) gemeint ist), wenn die Bedingung (vgl. 1.2.18)

Ve>03noe NVEeN: (k>nyg= |lxx — x| <e)
erfiillt ist.
1.5.15 Eigenschaften (Cauchyfolgen): In einem normierten Raum (X, | ||) gilt:

(i) Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.
(ii) Jede Cauchyfolge ist beschriankt.

(iii) Besitzt eine Cauchyfolge eine konvergente Teilfolge, so ist sie selbst konver-

gent.
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1.5.17 Vollstidndiger normierter Raum:

1.5.18

1.5.19

Ein normierter Raum (X, | ||), in welchem jede Cauchyfolge konvergent ist, heift
vollstindig oder ein Banachraum.

R™ als Banachraum: Sei || || eine Norm auf R". Dann ist (R™, || ||) vollstdndig,

also ein Banachraum.

Beispiele:

(1) (BM), | lc) mit M # @ und |[flloc := sup{[f(t)| |t € M} (vel. Beispiel
1.4.3(1)) ist vollsténdig, also ein Banachraum.

(ii) (C([a,b]), ]| |loo) mit a,b € R, a < bund || || wie in (i) (vgl. Beispiel 1.4.3(3))
ist vollsténdig, also ein Banachraum.
1

(iii) (C([0,1]), ] ll1) mit [|f]lx == [|f(t)|dt (vgl. Beispiel 1.4.3(3)) ist nicht
0
vollsténdig.
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DIESE SEITE BLEIBT FREI.
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